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Üçüncü bölümde, tamsay¬de¼gi̧skenli fonksiyonlar¬n d¬̧s bükeyli¼gi ve optimizasyonu

ile ilgili tan¬mlar, sonuçlar, ve örnekler sunulmuştur.
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ve OPT·IM·IZASYON ............................................................... 7

3.1 Yo¼gun Tamsay¬De¼gi̧skenli D¬̧sbükeylik................................... 7

3.2 Tamsay¬De¼gi̧skenli Fonksiyon Optimizasyonu........................ 16
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1. G·IR·IŞ

Karmaş¬k yap¬l¬sistemlerin optimizasyonu için tasarlanan modeller tamsay¬ve reel

de¼gi̧skenlerin her ikisine de sahip olabilir. Bu modellere örnek olarak telekominikasyon

sistemlerindeki Erlang gecikme ve Erlang kay¬p fonksiyonlar¬n¬n yan¬s¬ra Das (1977)

taraf¬ndan önerilen (S � 1; S) envanter modeli ile Kumin (1973) taraf¬ndan tan¬t¬lan

M=Ek=1 s¬ralama (queue) sistem modeli verilebilir. Reel de¼gi̧skenli d¬̧sbükeylik

için kullan¬labilecek optimizasyon sonuçlar¬ndan bir tanesi belirli koşullar alt¬nda

yerel minimum noktas¬n¬n ayn¬zamanda genel minimum olmas¬d¬r. Reel de¼gi̧skenli

d¬̧sbükeylik tan¬m¬ tektir; ancak, tamsay¬ de¼gi̧skenli fonksiyon d¬̧sbükeyli¼gi birçok

farkl¬ şekilde tan¬mlanm¬̧st¬r. Fonksiyonlar¬n tamsay¬d¬̧sbükeyli¼gi yap¬lan tan¬ma

göre de¼gi̧sebilir. Tamsay¬de¼gi̧skenli fonksiyonlar¬n d¬̧sbükeyli¼ginin tan¬mlar¬nda kom-

binatoryal (combinatorial) özellikleri kullan¬l¬p algoritmik teknikler genellikle bu

fonksiyonlar¬n optimizasyon sonuçlar¬n¬n elde edilmesinde kullan¬l¬r. Reel de¼gi̧skenli

fonksiyonlar¬n d¬̧sbükeylik koşullar¬n¬ belirlemek için Hessian matrisini kullanmak

pratik metodlardan bir tanesidir. Bu durumda do¼gal olarak akla gelen soru tam-

say¬ve karma de¼gi̧skenli fonksiyonlar¬n d¬̧sbükeyli¼gi için reel say¬lar¬n Hessian matri-

sine benzer bir matris tan¬mlan¬p kullan¬labilir mi? Bu soruya ek olarak tamsay¬ve

karma de¼gi̧skenli fonksiyonlar¬n d¬̧sbükeyli¼ginin sa¼glanmas¬durumunda optimizasyon

sonuçlar¬nas¬l elde edilebilir? Bu tezde bu sorulara yan¬tlar arayaca¼g¬z.

Literatürde yer alan tam ve reel de¼gi̧skenli fonksiyonlar¬n Zn�Rm tan¬m uzay¬ndaki

d¬̧sbükeyli¼gi iki farkl¬şekilde elde edilmi̧stir: (1) Reel de¼gi̧skenler sabit kabul edilip

fonksiyonun tamsay¬de¼gi̧skenlerine göre d¬̧sbükeylik özelliklerinin incelenmesi; (2)

tamsay¬de¼gi̧skenleri sabit kabul edilip fonksiyonun reel de¼gi̧skenlerine göre d¬̧sbükey-

lik özellillerinin incelenmesi. Örne¼gin, Harel (2010) ikiden fazla sunucu varsay¬m¬

alt¬nda Erlang gecikme fonksiyonunun tra�k yo¼gunlu¼gu (�) reel de¼gi̧skenine göre

d¬̧sbükeyli¼gini göstermek için tamsay¬de¼gi̧skeninin sabit oldu¼gunu varsay¬yor.

S¬ralama sistemlerinin bir parças¬olarak kullan¬lan ve literatürde s¬kça kullan¬lan
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de¼gi̧skenler aşa¼g¬da s¬ralanm¬̧st¬r:

� : Sistemdeki ö¼geye hizmet oran¬

� : Ö¼genin sisteme ulaşma oran¬

s : Sunucu (server) say¬s¬

� : Tra�k yo¼gunlu¼gu (=
�

s�
)

a : Sistemde öngörülen yükleme kapasitesi

B : M=M=s sistemindeki sunucular¬n yo¼gun olma olas¬l¬¼g¬

Wq : M=M=s sistemindeki ö¼gelerin ortalama bekleme süresi

Lq : S¬rada servis bekleyen ö¼ge say¬s¬

L : Sistemde bekleyen ö¼ge say¬s¬

Aşa¼g¬da yer alan çizelge 1:10de literatürde yer alan baz¬s¬ralama sistemlerinin model-

lerini, hangi y¬l ve kim taraf¬ndan tan¬t¬ld¬klar¬n¬ve elde edilen d¬̧sbükeylik sonuçlar¬n¬

göstermektedir. Bu tezde sunulan bilgilerin ana şemas¬n¬ Tokgöz, Nourazari ve

Kumin (2011) taraf¬ndan tan¬t¬lan f : Zn ! R tipindeki fonksiyonlar¬n yo¼gun

d¬̧sbükeyli¼gi ile kaŗs¬l¬k gelen Hessian matrisi ve optimizasyon sonuçlar¬n¬n yan¬s¬ra

Tokgöz (2012) taraf¬ndan tan¬t¬lan g : Zn � Rm ! R tipindeki fonksiyonlar¬n yo¼gun

d¬̧sbükeyli¼gi ile kaŗs¬l¬k gelen Hessian matrisi ve optimizasyon sonuçlar¬ndan oluştur-

maktad¬r. Bu sonuçlar¬n bir parças¬olarak D1 � Zn ve D2 � Zn � Rm setlerinin

d¬̧sbükeyli¼gi tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu sonuçlar¬n elde edilmesinde her iki tip fonksiyon

için tan¬mlanan Hessian matrisi önemli bir role sahiptir. Literatürde bilinen f ve g

tipindeki fonksiyonlar ile ilgili d¬̧sbükeylik ve optimizasyon sonuçlar¬nada bu tezde

k¬saca yer verilmi̧stir.
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Çizelge 1.1 Fonksiyon ve d¬̧sbükeylik

Sistem Matematiksel model ve d¬̧sbükeyli¼gi Yazar

M=D=s
Wq (s) =

1P
n=1

e�na

"
1P
j=ns

(na)j

j!
� s

a

1P
j=(n+1)s

(na)j

j!

#
Wq fonksiyonu s 2 Z d¬̧sbükey.

Rolfe (1971)

M=M=s
Wq (s) =

�s

s!(1� �
s)

2
s�

"
s�1P
j=0

�j

j!
+ �s

s!(1� �
s)

#
Wq fonksiyonu s 2 Z d¬̧sbükey:

Dyer ve Proll (1977)

M=M=s
Wq (�) =

B
(1��)s� ; (B : Erlang erteleme)

Wq fonksiyonu � 2 R d¬̧sbükey:
Lee ve Cohen (1983)

M=M=s
L (�) = s�+B �

1��

L fonksiyonu � 2 R d¬̧sbükey:
Grassmann (1985)

M=M=s
Lq (�) =

�
1��B

Lq fonksiyonu � 2 R d¬̧sbükey:
Lee ve Cohen (1985)

M=M=s
Erlang gecikme ve kay{p formulleri;

� 2 R conveks
Harel (2010)
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2. KURAMSAL TEMELLER

Ankara Üniversitesi Fen Fakültesine sunulan bu tezde yer alan biligilerin ana şemas¬

Tokgöz (2012) ile Tokgöz vd (2011) taraf¬ndan tan¬t¬lan tam ve karma (tamsay¬

ve reel) de¼gi̧skenli fonksiyonlar¬n ve setlerin d¬̧sbükeylik tan¬mlar¬n¬n yan¬ s¬ra bu

fonksiyonlar için elde edilen d¬̧sbükeylik ve optimizasyon sonuçlar¬ndan oluşmak-

tad¬r. Bu ünitede bu iki çeşit d¬̧sbükeylik ile ilgili literatürde elde edilen araşt¬rma

sonuçlar¬n¬n yan¬s¬ra bilinen reel, tam ve karma (tamsay¬ve reel) de¼gi̧skenli fonksiy-

onlar ve setler ile ilgili tan¬m ve sonuçlar özetlenmi̧stir.

Temel Kavramlar

Literatürde yer alan fonksiyon ve set kavramlar¬n¬n d¬̧sbükeyli¼gi ile ilgili notlar 1950�li

y¬llar¬n baş¬nda Princeton Üniversitesinde (Rockafellar 1970) ders s¬ras¬nda al¬nan

notlar ile şekillenmi̧stir. Fenchel (1953, 1971, 1974 ve 1987), Bonnesen (1971, 1974

ve 1987) ve Rockafellar (1970, 1974 ve 1998) d¬̧sbükeylik konusunda araşt¬rmalar¬

ile ön plana ç¬km¬̧s 1900�lü y¬llar¬n araşt¬rmac¬lar¬aras¬nda yer al¬r. Bu bölümde

tan¬mlanan set ve fonksiyon d¬̧sbükeyli¼gi analizde bilinen temel tan¬mlar aras¬ndad¬r.

Bir D � Rm seti 0 � a � 1 için ve herbir x; y 2 D için ax+ (1� a) y 2 D koşulunu

sa¼glarsa bu durumda D setine reel Rm uzay¬nda d¬̧sbükey set denir.

Tan¬m 2.1. (D¬̧sbükey fonksiyon): Bir f : Rn ! R[f1g fonksiyonununD � Rn

d¬̧sbükey setinde d¬̧sbükey olmas¬için gerekli ve yeter koşul 8 x; y 2 D ve 0 � a � 1

için

f(ax+ (1� a)y) � af(x) + (1� a)f(y) (2.1)

eşitsizli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r (Fenchel 1953).

Do¼grusal olmayan reel de¼gi̧skenli fonksiyonlar için elde edilen d¬̧sbükeylik sonuçlar¬

yine bu fonksiyonlar¬n optimizasyon uygulamalar¬nda önemli yere sahiptir (Borwein

ve Lewis 2000). Reel de¼gi̧skenli fonksiyonlar¬n yerel ve genel d¬̧sbükeyli¼gi aras¬n-

daki ili̧ski bu konuda elde edilen teorik sonuçlar¬n ve algoritmalar¬n kullan¬m¬ ile

bulunabilir. Buna ek olarak, Rn uzay¬n¬n tamam¬nda C2 (ikinci dereceden k¬smi
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türevlenebilir) olan d¬̧sbükey bir fonksiyonunun yerel minimumu ayn¬zamanda bu

fonksiyonun Rn uzay¬ndaki genel minimumuyla ayn¬d¬r ve bu d¬̧sbükeylik Hessian

matrisinin pozitif tan¬ml¬olmas¬ile eşde¼gerdir. Reel de¼gi̧skenli ve koşullu fonksiyon-

lar¬n d¬̧sbükeylik ve optimizasyon çözümleri mühendislikte önemli bir yere sahiptir

(Boyd ve Vandenberghe 2009).

Tan¬m 2.2. (Tek Tamsay¬De¼gi̧skenli Fonksiyonlar¬n D¬̧sbükeyli¼gi) Tek tam-

say¬de¼gi̧skenli ve reel de¼gerli f : Z! R tipindeki fonksiyonlar¬n d¬̧sbükeylik tan¬m¬

1966 y¬l¬nda Fox tarf¬ndan f fonksiyonun eksilmeden artan ikinci dereceden fark¬

olarak

f (x+ 2)� 2f (x+ 1) + f (x) � 0

şekilde tan¬mlanm¬̧st¬r (Fox 1996).

Tamsay¬de¼gi̧skenli ve reel de¼gerli fonksiyonlar¬n d¬̧sbükeylik tan¬mlar¬n¬n aras¬nda

iki farkl¬ tan¬m 1971 y¬l¬nda Miller taraf¬ndan ve 1990 y¬l¬nda Favati ve Tardella

(integralli-d¬̧sbükey tan¬m¬) taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. M, L, M\, ve L\ d¬̧sbükeylik

tan¬mlar¬ s¬ras¬yla Murota (1996), Murota (1998), Murota ve Shioura (1999), ile

Fujishige ve Murota (2000) taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. M, L, M\, ve L\ d¬̧sbükeylik

sonuçlar¬n¬n elde edilmesi için kullan¬lan Hessian matrisleri ise Hirai ve Murota (2004)

ile Moriguchi ve Murota (2005) taraf¬ndan tan¬t¬lm¬̧st¬r. Tamsay¬de¼gi̧skenli ve reel

de¼gerli fonksiyonlar¬n güçlü d¬̧sbükeyli¼gi Yüceer taraf¬ndan 2002 y¬l¬nda tan¬t¬lm¬̧st¬r.

Daha sonras¬nda Ui taraf¬ndan 2006 y¬l¬nda tan¬t¬lan D-d¬̧sbükeylik tan¬m¬integral-

d¬̧sbükey, M, L, M\, ve L\ d¬̧sbükeylik tan¬mlar¬n¬kapsam¬̧st¬r. Tokgöz, Nourazari ve

Kumin 2011 y¬l¬nda Fox (1966) taraf¬ndan tan¬t¬lan tek tamsay¬de¼gi̧skenli d¬̧sbükeyli¼gi

genelleştirerek birden fazla tamsay¬ de¼gi̧skenli fonksiyonlar¬n yo¼gun d¬̧sbükeyli¼gini

tan¬tt¬. Bu d¬̧sbükeylik ile ba¼gdaşan bir Hessian matriside yine bu makalede tan¬t¬l¬p

ilgili sonuçlar yine bu makalede elde edilmi̧stir.

Karma de¼gi̧skenli programlama problemleri (mixed integer programming problems)

mühendislik ve matematik yöneylem araşt¬rmas¬nda (operations research) pek çok

uygulamaya sahiptir. Bu konuda elde edilen teorik d¬̧sbükeylik ve optimizasyon
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sonuçlar¬n¬n yan¬s¬ra algoritmik yaklaş¬mlar kullan¬rak karma de¼gi̧skenli program-

lama problemlerinin nümerik çözümlerinin elde edilmesi mühendislik ve matematik

uygulamalar¬nda önemli bir yere sahiptir.

Tokgöz (2012), f : Zn�Rm ! R tipindeki fonksiyonlar¬n yo¼gun karma d¬̧sbükeyli¼gini

Tokgöz, Nourazari ve Kumin (2011) taraf¬ndan tan¬mlanan f : Zn ! R tipindeki

fonksiyonlar¬n yo¼gun d¬̧sbükeyli¼gini kullan¬larak tan¬mlam¬̧st¬r. Bu tan¬mlanan yo¼gun

karma fonksiyonlar¬n d¬̧sbükeyli¼gi yerel ve genel karma teorik d¬̧sbükeylik ve opti-

mizasyon sonuçlar¬n¬n elde edilmesi için kullan¬lm¬̧st¬r. Yo¼gun karma fonksiyonlar¬n

bu tan¬m¬ve elde edilen teorik sonuçlar (S � 1; S) envanter, M=M=s s¬ralama, ve

telekominikasyon sistemlerinde yer alan f : Z � R ! R tipindeki karma de¼gi̧skenli

fonksiyonlar¬n d¬̧sbükeyli¼gi ile optimizasyon sonuçlar¬n¬n elde edilmesinde Tokgöz

(2012) taraf¬ndan uygulanm¬̧st¬r.

Tezin geri kalan k¬sm¬̧su şekilde organize edilmi̧stir: ·Ikinci bölümde tamsay¬de¼gi̧skenli

ayr¬k fonksiyonlar¬n d¬̧sbükeyli¼gi ile yine bu fonksiyonlar¬n optimizasyon sonuçlar¬yer

almaktad¬r. Üçüncü bölümde yo¼gun karma fonksiyonlar¬n d¬̧sbükeyli¼gi ile yine bu

fonksiyonlar¬n optimizasyon sonuçlar¬ i̧slenmi̧stir. Bunlara ek olarak hem tamsay¬

hemde karma de¼gi̧skenli fonksiyonlar¬n yerel ve genel minimumlar¬aras¬ndaki ba¼g

bu iki bölümde gösterilmi̧stir.

Bu tezde yer alan tamsay¬ve karma de¼gi̧skenli fonksiyonlar için elde sonuçlar sadece

reel de¼gerlidir. Benzer sonuçlar tam say¬de¼gerli tamsay¬ve karma de¼gi̧skenli fonksiy-

onlar için elde edilebilir.
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3. TAMSAYI DE¼G·IŞKENL·I DIŞBÜKEYL·IK ve OPT·IM·IZASYON

Bu bölümde Tokgöz, Nourazari ve Kumin taraf¬ndan 2011 y¬l¬nda tan¬mlanan f :

Zn ! R tipindeki birden fazla de¼gi̧skenli yo¼gun d¬̧sbükey fonksiyonlar i̧slenecektir.

Tamsay¬de¼gi̧skenli fonksiyonlar¬n yo¼gun d¬̧sbükeyli¼gi Fox (1966) taraf¬ndan tan¬m-

lanan tek tamsay¬de¼gi̧skenli fonsksiyonlar¬n d¬̧sbükeylik tan¬m¬esas al¬n¬p bu tan¬m¬n

genelleştirilmesiyle elde edilmi̧stir. Kiselman ve Christer (2010) taraf¬ndan tan¬m-

lanan fark operatörünün tan¬m¬na benzer şekilde Tokgöz, Nourazari ve Kumin (2011)

f : Zn ! R tipindeki fonksiyonlar¬n ilk fark operatörünü

rif (x) = f (x+ ei)� f (x)

şeklinde ve birinci fark¬n fark¬olarak tan¬mlanan ikinci fark operatörü

rij (f (x)) = f (x+ ei + ej)� f (x+ ei)� f (x+ ej) + f (x)

şeklinde tan¬mlam¬̧st¬r. Bu tan¬mdaki ei vektörü Zn uzay¬ndaki e2i = 1 ve eiej = 0

koşulunu sa¼glayan birim vektördür. rij operatörü tamsay¬degi̧skenli fonksiyonlar¬n

elde edilmesinde kullan¬lan Hessian matrisinin oluşturulmas¬nda kullan¬lm¬̧st¬r.

3.1 Yo¼gun Tamsay¬De¼gi̧skenli D¬̧sbükeylik

Birden fazla tamsay¬ de¼gi̧skenli M�d¬̧sbükey ve L-d¬̧sbükey fonksiyon kavramlar¬

s¬ras¬yla 1996 ve 1988 y¬llar¬ndaMurota taraf¬ndan,M# d¬̧sbükeyli¼gi 1999�daMurota,

Shioura taraf¬ndan, ve L# d¬̧sbükeyli¼gi 2000�de Fujishige ve Murota taraf¬ndan tan¬t¬lm¬̧st¬r.

Birden fazla tamsay¬de¼gi̧skenli L; L#; M; veM# fonksiyonlar¬n¬n d¬̧sbükeylik sonuçlar¬

bu fonksiyonlara kaŗs¬l¬k gelen Hessian matrisler kullan¬larak Hirai ve Murota (2004)

ile Moriguchi ve Murota (2005) taraf¬ndan elde edilmi̧stir. L; L#; M; veM# fonksiy-

onlar¬n¬n d¬̧sbükeyli¼ginin ve içbükeyli¼ginin önemli uygulamalar¬ aras¬nda a¼g (net-

work) ak¬̧s (�ow) analizi vard¬r (detaylar için Murota (2003) bak¬n¬z). Do¼grusal
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olmayan tamsay¬de¼gi̧skenli ve tamsay¬de¼gerli fonksiyonlar¬n d¬̧sbükeylik özellikleri

teorik ve algoritmik yaklaş¬mlarla Murota�n¬n (1996) yan¬ s¬ra Favati ve Tardella

(1990) taraf¬ndan incelenmi̧stir.

S kümesinin Zn uzay¬n¬n bir alt kümesi oldu¼gunu varsayal¬m. Yüceer (2002) bütün

x; y 2 S ile � > 0 de¼gerleri için f : S ! R tipindeki bir fonksiyonun d¬̧sbükeyli¼gini

Miller (1971) taraf¬ndan tan¬mlanan d¬̧sbükeyli¼gi kullanarak

�f(x) + (1� �)f(y) � min
u2N(z)

f(u) (3.1)

şeklinde tan¬mlam¬̧st¬r öyle ki

z = �x+ (1� �)y;

N(z) = fu 2 S : ku� zk < 1g ;

kuk = maxfjuij : 1 � i � ng:

Bu d¬̧sbükeylik tan¬m¬ fonksiyonun ikinci ön farkl¬l¬klar¬n¬n herbir bileşenine göre

pozitif olmas¬n¬ve ikinci farklardan oluşan simetrik matrisinin çarpraz bileşenlerine

göre pozitif tan¬ml¬olmas¬n¬sa¼glar.

Tokgöz vd (2011) ; bir D � Zn kümesinin yo¼gun d¬̧sbükeyli¼gini bu kümenin bir reel

d¬̧sbükey set ile Zn uzayan¬n bir alt kümesinin kesi̧siminden oluşmas¬şeklinde tan¬m-

lam¬̧st¬r öyle ki bu D kümesi üzerinde tan¬ml¬olan fonksiyonun ikinci fark¬tan¬ml¬

olsun. Bu varsay¬ma ek olarak iki yo¼gun kümenin kesi̧simlerinin ve birleşimlerininde

yo¼gun kümeler oldu¼gu varsay¬lm¬̧st¬r. S¬radaki tan¬mlanacak n-tamsay¬de¼gi̧skenli

fonksiyon d¬̧sbükeyli¼gi belirli bir s¬n¬fa mensup fonksiyonlar için geçerlidir.

Tan¬m 3.1.1. Bir D � Zn kümesinde tan¬ml¬f : D ! R fonksiyonunun yo¼gun

ayr¬k d¬̧sbükey olmas¬için

f (x) =
1

2
xTAx+ bTx+ c (3.2)
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şeklinde tan¬ml¬oldu¼gu D kümesinin herbir alt kümesinde pozitif tan¬ml¬olmas¬şart¬

sa¼glanmal¬d¬r öyle ki A simetrik pozitif tan¬ml¬bir matris olmal¬d¬r. �f fonksiyonu

yo¼gun d¬̧sbükey ise f fonksiyonu yo¼gun içbükey fonksiyon olarak tan¬mlan¬r. A ma-

trisine f fonksiyonunun katsay¬matrisi ad¬verilir (Tokgöz vd 2011).

Önerme 3.1.1. f : D ! R fonksiyonunun D � Zn yo¼gun bir d¬̧sbükey kümesinde

tan¬ml¬yo¼gun d¬̧sbükey fonksiyon oldu¼gunu varsayal¬m. f fonksiyonunun ikinci fark-

lar¬ndan oluşan A = [rij (f)]n�n katsay¬matrisi simetriktir (Tokgöz vd 2011).

·Ispat: ·Ilk önce [rij (f)]n�n matrisinin simetri özelli¼gini ispatlayal¬m:

rijf (x) = ri (f (x+ ej)� f (x))

= f (x+ ei + ej)� f (x+ ei)� f (x+ ej) + f (x)

= rj (f (x+ ei)� f (x))

= rj (rif (x))

= rjif (x)

sa¼glan¬r. A matrisinin simetri özelli¼gini kullanarak bütün i ve j de¼gerleri için

rij (f (x)) =
1

2
ri

�
(x+ ej)

T A (x+ ej)� xTAx
�

=
1

2
ri

�
xTA (x+ ej) + e

T
j A (x+ ej)� xTAx

�
=

1

2
ri

�
xTAx+ xTAej + e

T
j Ax+ e

T
j Aej � xTAx

�
=

1

2
ri

�
xTAej + e

T
j Ax+ e

T
j Aej

�
=

1

2

�
(x+ ei)

T Aej � xTAej + eTj A (x+ ei)� eTj Ax
�

=
1

2

�
xTAej + e

T
i Aej � xTAej + eTj Ax+ eTj Aei � eTj Ax

�
=

1

2

�
eTi Aej + e

T
j Aei

�
= aij

9



sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla

Af = [aij]n�n = [rijf ]n�n

eşitli¼giyle ispat tamamlan¬r.

Önerme 3.1.2. 3.1.1 önermesinde yer alan f : D ! R fonksiyonunun katsay¬matrisi

olan Af ; d¬̧sbükey fonksiyonlar için tan¬mlanan Hessian matrisi aşa¼g¬da s¬ralanan

karakteristik özellikleri sa¼glar:

1. fi : D ! R fonksiyonlar¬i = 1; 2 için yo¼gun d¬̧sbükey olsunlar. Afi matrisi fi
fonksiyonlar¬na göre lineerdir: Af1+f2 = Af1 + Af2.

2. Af simetriktir.

3. f fonksiyonunun düzlemsel olmas¬durumunda Af = 0 (Tokgöz vd 2011).

·Ispat:

Af1+f2 = [rij (f1 + f2)]n�n = [rij (f1)]n�n + [rij (f2)]n�n = Af1 + Af2

sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla yo¼gun fonksiyonlar¬n ikinci fark operatörüde f fonksiyonuna

göre lineerdir ve birinci koşul ispatlanm¬̧s olur.

·Ikinci koşulun ispat¬3.1.1 önermesinde gösterilmi̧stir. Yo¼gun tamsay¬de¼gi̧skenli

f (x) =
nX
i=1

bixi

tipindeki lineer fonksiyonlar göz önüne al¬nd¬¼g¬nda bütün i ve j de¼gerleri içinri (f) =

bi ve rij (f) = 0 olmas¬nedeniyle ikinci fark operatörü s¬f¬r de¼gerine sahiptir. ·Ispat

tamamlan¬r.

Teorem 3.1.1. Bir f : D ! R fonksiyonunun yo¼gun d¬̧sbükey olmas¬için gerek ve

yeter şart f fonksiyonunun Hessian matrisinin D kümesinde pozitif tan¬ml¬olmas¬d¬r

(Tokgöz vd 2011).
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·Ispat: Herbir x 2 Z2 için

f (x) = xTAfx =
2X

i;j=1

aijxixj

tipindeki fonksiyonlar¬bütün i; j 2 f1; 2g de¼gerleri için göz önüne alal¬m. Teoremin

2 � 2 tipindeki matrisler için ispatlanmas¬genel durumdaki n � n matrisinin ispat-

lanmas¬için yeterlidir çünkü bu genel durumun ispat¬reel d¬̧sbükeylikte oldu¼gu gibi

2 � 2 matrislerin kullan¬m¬yla elde edilir. Af matrisinin pozitif tan¬ml¬oldu¼gunu

varsayal¬m.

1. Durum: x = (1; 0) oldu¼gunu varsayarak

f (x) = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + a22x

2
2 = a11 > 0

elde edilir.

2. Durum: x = (0; 1) oldu¼gunu varsayarak

f (x) = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + a22x

2
2 = a22 > 0

elde edilir. Herbir x 6= 0 için Af > 0 oldu¼gunu göstermek için aşa¼g¬daki farkl¬

durumlar¬göz önünde bulunduruyoruz.

1. Durum: x1 6= 0 iken x = (x1; 0) oldu¼gunu varsayarak

f (x) = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + a22x

2
2 = a11x

2
1 > 0, a11 > 0

elde edilir.

2. Durum: x2 6= 0 iken x = (x1; x2) oldu¼gunu ve baz¬t 2 R için x1 = tx2 oldu¼gunu

varsayal¬m. Dolay¬s¬yla

f (x) =
�
a11t

2 + 2a12t+ a22
�
x22
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olup

f (x) > 0, ' (t) = a11t
2 + 2a12t+ a22 > 0

sa¼glan¬r. Ek olarak

'0 (t) = 2a11t+ 2a12 = 0) t� = �a12
a11

'00 (t) = 2a11

sa¼glan¬r. E¼ger a11 > 0 ise o zaman

' (t) � ' (t�) = '

�
�a12
a11

�
=
�a212
a11

+ a22

=
1

a11
det

24a11 a12

a21 a22

35 :
elde edilir. Dolay¬s¬yla a11 > 0 şart¬ sa¼glan¬r ve yukar¬da belirtilen determinant

de¼geri pozitif ise o zaman bütün t 2 R için ' (t) > 0 eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Tersine,

e¼ger f (x) > 0 eşitsizli¼gi herbir x 6= 0 için sa¼glan¬rsa o zaman baz¬ t de¼gerleri için

' (t) > 0 eşitsizli¼gi sa¼glan¬r, dolay¬s¬yla

' (t) > 0) a11 > 0 ve 4a212 � 4a11a22 = �4 det (Af ) < 0;

' (t) > 0, a11 > 0 ve det (Af ) > 0

sa¼glan¬p ispat tamamlanm¬̧s olur.

Örnek 3.1.1. Yo¼gun d¬̧sbükey fonksiyona örnek olarak f : Z2 ! R şeklinde tan¬ml¬

f (x; y) = ex + ey fonksiyonunu

S1 = f(0; 0) ; (1; 1) ; (0; 1) ; (0; 2) ; (1; 0) ; (2; 0)g � Z2

kümesinde göz önüne alal¬m. ·Ilk önce f fonksiyonuna kaŗs¬l¬k gelen tamsay¬de¼gi̧skenli

ikinci dereceden polinomun elde edilip edilemeyece¼ginin sorgulanmas¬gerekir. Bu
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ikinci dereceden fonksiyon

L (x) =
1

2

h
x1 x2

i24a11 a12

a21 a22

3524x1
x2

35+ hb1 b2

i24x1
x2

35+ c
=

1

2

�
a11x

2
1 + a12x1x2 + a21x1x2 + a22x

2
2

�
+ b1x1 + b2x2 + c

olup f fonksiyonuna kaŗs¬l¬k gelen katsay¬lar¬n hesaplanmas¬önem kazan¬r. Bu şek-

ilde tan¬mlanan L fonksiyonu S1 kümesinde f fonksiyonuna kaŗs¬l¬k gelir. Şimdi

L fonksiyonunun katsay¬lar¬olan aij; bi; ve c de¼gerlerini s¬radaki denklem sistemini

çözerek elde edelim:

f (0; 0) = e0 + e0 = 2 = c

f (1; 1) =
1

2

�
a11 (1)

2 + a12 (1) (1) + a21 (1) (1) + a221
2
�
+ b1 (1) + b2 (1) + c

f (0; 1) =
1

2
a22 (1)

2 + b2 (1) + c

f (0; 2) =
1

2
a22 (2)

2 + b2 (2) + c

f (1; 0) =
1

2
a11 (1)

2 + b1 (1) + c

f (2; 0) =
1

2
a11 (2)

2 + b1 (2) + c

Temel lineer cebirden bilindi¼gi üzere bu denklem sisteminin çözümü oldu¼gu sürece f

fonksiyonun S1 kümesinde ikinci dereceden bir fonksiyon temsilcisi vard¬r. Bu de¼ger-

ler ayn¬zamanda f fonksiyonun S1 kümesindeki Hessian matrisinin elde edilmesinde

kullan¬l¬r. Yukar¬da tan¬mlad¬¼g¬m¬z tamsay¬de¼gi̧skenli f fonksiyonuna S1 kümesinde

kaŗs¬l¬k gelen L fonksiyonunun gra�¼gi

1 2

y
0

5

10

x

15

0

z

0

2
1

Şekil 3.1 f (x; y) = ex + ey fonksiyonunun S1 kümesindeki görünümü.
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şeklindedir. Hesaplamalardan da anlaş¬laca¼g¬üzere bir f fonksiyonu tan¬m kümesi S

üzerinde ikinci dereceden tamsay¬de¼gi̧skenli polinom şeklinde ifade edilebilirse bu du-

rumda f fonksiyonunun S kümesinde Hessian matrisi elde edilebilir. f fonksiyonunun

tan¬m kümesinin S � Zn oldu¼gunu varsayarsak bu fonksiyonunun S üzerinde ikinci

dereceden bir temsilcisinin belirlenmesi için ve dolay¬s¬yla ikinci fark¬n¬n tan¬ml¬ol-

mas¬için S kümesinde en az 1
2
(n2 + 3n+ 2) eleman¬n mevcut olmas¬gerekir. Bu ne-

denle tezin geri kalan k¬sm¬nda herhangi bir yo¼gun d¬̧sbükey S seti göz önüne al¬nd¬¼g¬

zaman S kümesinde tan¬ml¬olan fonksiyonlar¬n ikinci farklar¬hesaplanabilecek kadar

noktan¬n mevcut oldu¼gunu varsayaca¼g¬z.Yukar¬da verilen örne¼gin devam¬olarak S1

setini geni̧sleterek S3 kümesini tan¬ml¬yoruz:

S3 = S1[S2 = f(0; 0) ; (1; 1) ; (0; 1) ; (0; 2) ; (1; 0) ; (2; 0)g[f(3; 0) ; (2; 1) ; (1; 2) ; (0; 3)g

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0

1

2

3

x

y

Şekil 3.2 S3 setinin gra�¼gi

Bu durumda

D1 = f(1; 0) ; (2; 0) ; (3; 0) ; (1; 1) ; (1; 2) ; (2; 1)g ;

D2 = f(0; 1) ; (0; 2) ; (0; 3) ; (1; 1) ; (1; 2) ; (2; 1)g

şeklinde tan¬mlanan alt kümelerinde f fonksiyonunun S3 komşulu¼gunda iki tane ik-

inci dereceden tamsay¬ de¼gi̧skenli temsilcisi olup kaŗs¬l¬k gelen ikinci farklar¬ elde

edilebilir. Bu iki fonksiyon f fonksiyonunun S3 kümesindeki yo¼gun d¬̧sbükeyli¼ginin

elde edilmesinde kullan¬l¬r.
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0

y
2 31

15

5
10

0

z

0
1

2
x

3

Şekil 3.3 f (x; y) = ex + ey fonksiyonunun S3 kümesindeki görünümü.

Bu şekilde S3 seti geni̧sletilerek f fonksiyonunun Z2 uzay¬n¬n tamam¬ndaki yo¼gun

d¬̧sbükeyli¼gi sorgulanabilir. Bu geni̧sletmeye örnek olarak S3 kümesini aşa¼gidaki

şekilde tan¬ml¬S4 kümesine geni̧sletelim:

S4 = S3 [ S5 = f(0; 0) ; (1; 1) ; (0; 1) ; (0; 2) ; (1; 0) ; (2; 0) ; (3; 0) ; (2; 1) ; (1; 2) ; (0; 3)g [

f(4; 0) ; (3; 1) ; (2; 2) ; (1; 3) ; (0; 4)g

0 1 2 3 4
0

2

4

x

y

Şekil 3.4 S4 kümesinin gra�¼gi.

Tamsay¬de¼gi̧skenli f (x; y) = ex + ey fonksiyonunun S4 kümesindeki gra�¼gi aşa¼g¬da

gösterilmi̧stir.

0

20

y
34210

10
z 40

30

0 21

x
3 4

Şekil 3.5 f (x; y) = ex + ey fonksiyonunun S4 kümesindeki görünümü.
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Bu şekilde S4 kümesinin Z2 uzay¬na geni̧sletilmesi sonucu f = ex + ey fonksiyonuna

kaŗs¬l¬k gelen katsay¬matrisi bu fonksiyonun ikinci farklar¬ndan oluşup ayn¬zamanda

bu fonksiyonun Hessian matrisi şeklini al¬r:

H =

24ex (e2 � 2e+ 1) 0

0 ey (e2 � 2e+ 1)

35
Bu Hessian matrisi herbir (x; y) 2 Z2 için pozitif tan¬ml¬d¬r (Tokgöz 2012).

3.2 Tamsay¬De¼gi̧skenli Fonksiyon Optimizasyonu

Bu bölüm yo¼gun d¬̧sbükey fonksiyonlar¬n minimizasyonu ile ilgili tan¬mlar ve sonuçlar-

dan oluşmaktad¬r. Bu optimizasyon sonuçlar¬C1 özelli¼gine sahip yo¼gun d¬̧sbükey

fonksiyonlar için elde edilecektir. f : Zn ! R tipindeki yo¼gun d¬̧sbükey fonksiyon-

lar¬n C1 özelli¼ginden kas¬t f fonksiyonunun reel boyutlu uzaya uzant¬s¬olan f : Rn !

R fonksiyonunun C1 olmas¬d¬r. Bu reel uzant¬verilen fonkiyona göre de¼gi̧sir ancak

de¼gi̧smeyen bir özelli¼gi f fonksiyonunun Rn uzay¬ndaki uzant¬s¬n¬n Zn uzay¬ndaki

kaŗs¬l¬¼g¬ ile ayn¬olmas¬d¬r. Baz¬durumlarda bu uzant¬ fonksiyonu verilen cebirsel

ifadesinin de¼gi̧skenlerinin x 2 Zn yerine x 2 Rn varsay¬m¬ile mümkündür. Örne¼gin

(x1; x2) 2 Z2 için f (x1; x2) = ex1 + ex2 fonksiyonunun reel uzant¬s¬ (x1; x2) 2 R2

varsay¬m¬sonucu yine kendisidir. Bu bölümün geri kalan k¬sm¬nda yo¼gun d¬̧sbükey

fonksiyonlar için yerel ve genel minimum kavramlar¬n¬tan¬mlad¬ktan sonra C1 yo¼gun

d¬̧sbükey fonksiyonlar için yerel ve genel minimum sonuçlar¬gösterilecektir. Yo¼gun

içbükey fonksiyonlar¬n maximum de¼ger hesaplamalar¬ve sonuçlar¬yo¼gun d¬̧sbükey

fonksiyonlar¬n minimum de¼ger hesaplamalar¬ve sonuçlar¬na benzer şekilde elde edilir.

Bütün i indeks de¼gerleri için Si 6= ; setinin f fonksiyonunun ikinci dereceden polinom

kaŗs¬l¬¼g¬n¬n tan¬ml¬oldu¼gu yeterince küçük bir set oldu¼gunu varsayal¬m öyle ki
1
[
i=1
Si =

Zn ve
1
\
i=1
Si = ;: Ayn¬zamanda J sonlu bir indeks seti ve fsig setininde Zn uzay¬nda

tekil set oldu¼gunu varsayal¬m. Birinci dereceden k¬smi türevlenebilir f : Zn ! R

fonksiyonunun k¬smi türev operatörü
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@f (x) :=

�
@f

@x1
;
@f

@x2
; :::;

@f

@xn

�
şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 3.2.1. Bir say¬n¬n C1 olan f : Zn ! R yo¼gun d¬̧sbükey fonksiyonunun

Zn uzay¬nda yerel minimum de¼geri olmas¬için o say¬n¬n f fonksiyonunun [
i2I
Si

komşulu¼gundaki minimum de¼gerinin olmas¬n¬n yan¬s¬ra N = [
j2J

�
[
i2Ij
Si

�
komşu-

lu¼gununda bütün i; j 2 Z+ için minimum de¼geri ile ayn¬ olmas¬ şart¬ aran¬r. f

fonksiyonunun genel minimum de¼geri ise Zn uzay¬ndaki tan¬m kümesinde f için

elde edilebilecek en küçük de¼geridir (Tokgöz vd 2011).

C1 özelli¼gine sahip f : Zn ! R yo¼gun d¬̧sbükey fonksiyonunun yerel minimum

kümesini

	 = f� = (�1; :::; �n) : �i 2 fd
ie ; b
icg � Z , 8ig � Zn

şeklinde tan¬ml¬yoruz öyle ki herbir 
 2 Rn için @f (
) = 0 sa¼glan¬r. Tan¬m

kümesinin Zn olmas¬ varsay¬m¬ndan dolay¬ f fonksiyonunun 	 çözüm kümesinde

�i = d
ie ve �i = b
ic de¼gerleri mevcuttur.

Örnek 3.2.1. Reel de¼gerli Z2 uzay¬nda tan¬ml¬

f (m;n) =

�
n� 3

100
m� 1

100

�2
+ �

�
(m� 33)2 + (n� 1)2

�
fonksiyonunu

� =
1

(332 + 1) 1002

varsay¬m¬ile ele alal¬m. Bu fonksiyonun Hessian matrisi olan

H =

24 18
104
+ 2� �6

100

�6
100

2 + 2�

35
pozitif tan¬ml¬d¬r. f fonksiyonunun yerel minimum de¼gerini (0; 0) noktas¬ndan başla-

yarak aramaya başlayal¬m. Yerel minimumu elde edebilmek için ilk önce tan¬m
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kümesinin

S1 = f(0; 0) ; (0; 1) ; (1; 0)g

oldu¼gunu varsayal¬m. S1 setinde f fonksiyonunun de¼geri f (0; 0) = 0:0002 şeklindedir.

Varsayal¬m

S2 = f(0; 2) ; (1; 1) ; (2; 0)g

sa¼glan¬r. S2 kümesindeki f fonksiyonunun minimum de¼geri

f (0; 2) = 3:9602;

f (1; 1) = 0:92169;

f (2; 0) = 4:9883� 10�3

hesaplamalar¬ sonucunda (2; 0; 4: 988 3� 10�3) olarak elde edilir. Tan¬m kümesini

N2 = [
1�i�2

Si şeklinde geni̧sletirsek N2 kümesindeki yerel minimum (0; 0; 0:0002)

şeklinde elde edilir. Bu durumu genelleştirmek için

Sk = f(i; j) : 8i,j için k = i+ jg ;

Nk = [
1�l�k

Sl

şeklinde tan¬ml¬yoruz. N40 � Z2 komşulu¼gunu göz önünde bulundurursak bu komşu-

luktaki yerel minimum de¼gerinin N34 komşulu¼gundaki (33; 1) noktas¬nda s¬f¬r olarak

elde edilebilece¼gini hesaplamak zor de¼gildir. Bu yerel de¼gerin hesaplanmas¬nda yap¬la-

cak hesaplamalar algoritmik yöntemlerin takip edilmesi sonucunda zaman kayb¬n¬n

yan¬ s¬ra bir çok i̧slem hesaplamalar¬na neden olur. Algoritmik çözüm yerine f

fonkiyonunun yerel yo¼gun d¬̧sbükeylik sonuçlar¬elde edildikten sonra C1 olmas¬ndan

dolay¬@f = 0 hesaplanarak yerel minimum de¼geri pratik bir biçimde hesaplanabilir:

@f

@m
= � 6

100

�
n� 3

100
m� 1

100

�
+

2

(332 + 1) 1002
(m� 33) = 0;

@f

@n
= 2

�
n� 3

100
m� 1

100

�
+

2

(332 + 1) 1002
(n� 1) = 0
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sa¼glan¬r. Bu hesaplamardanda görülece¼gi üzere (m;n) = (33; 1) noktas¬ için yerel

minimum elde edilir. Bu durumda yerel minimum de¼gerinin genel minimum de¼geri

oldu¼gunu görmek zor de¼gildir (Tokgöz 2012).

Lemma 3.2.1. f : Zn ! R fonksiyonunun N � Zn tan¬m kümesinde C1 yo¼gun

d¬̧sbükey oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda N � Zn setinde bir yerel minimuma

sahiptir öyle ki

f0 = min
�2	

ff (�)g

sa¼glan¬r (Tokgöz vd 2011).

·Ispat: f : Zn ! R fonksiyonunun N � Zn tan¬m kümesinde C1 yo¼gun d¬̧sbükey

oldu¼gunu varsayal¬m. Tan¬m 3.1 gere¼gince f fonksiyonu f (x0) yerel minimum de¼ger-

ine bir S = [
i2I
Si komşulu¼gunda sahiptir. N setinin tan¬m¬gere¼gi [

i2I
Si � N olup

f (x0) ayn¬ zamanda N komşulu¼gununda yerel minimumudur. Bilindi¼gi üzere C1

olan bir f fonksiyonunun yerel minimum de¼geri

@f (x)

@xi
= lim

t!0

f (x+ tei)� f (x)
t

= 0

denklem sisteminin çözümü ile bütün i; 1 � i � n; de¼gerleri için elde edilir. ·Ilk önce

@f (x) = 0 eşitli¼gini sa¼glayan x de¼gerlerini bulaca¼g¬z öyle ki bütün i de¼gerleri için


i 2 R de¼gerlerinin varl¬¼g¬n¬gösterelim. Tan¬m kümesinin Zn oldu¼gunu göz önünde

bulundurarak yerel minimum de¼gerlerini elde etmek için 
i vektör bileşenlerinin tavan

d
ie ve zemin b
ic de¼gerlerini bütün i; 1 � i � n; de¼gerleri için hesaplamam¬z gerekir.

Bu çözüm bize bir yerel minimum noktas¬olan � 2 	 verir öyle ki f0 = min
�2	

ff (�)g

sa¼glan¬r. ·Ispat tamamlan¬r.

Lemma 3.1 göz önüne al¬nacak olursa f fonksiyonunun � minimum de¼gerini 	 setinde

elde etmemiz gerekir. 	 setinin tan¬m¬gere¼gi @f (x) = 0 şart¬n¬n sa¼glanmas¬aran¬r

dolay¬s¬yla 	 setinde bir � de¼gerinin oldu¼gunu varsay¬yoruz öyle ki @f (x) = 0 eşitli¼gi

sa¼glan¬r. Bu şekilde bir � de¼gerinin bulunmamas¬durumunda f0 şeklinde bir de¼gerin

bulunamayaca¼g¬aç¬kt¬r.
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S¬radaki teorem reel d¬̧sbükey analizinde reel de¼gi̧skenli d¬̧sbükey fonksiyonlar için

elde edilen sonuca benzer bir sonuçtur.

Teorem 3.2.1. f : Zn ! R fonsiyonunun C1 yo¼gun d¬̧sbükey oldu¼gunu varsayal¬m.

f fonksiyonunun yerel ve genel minimum setleri ayn¬settir (Tokgöz vd 2011).

·Ispat: f : Zn ! R fonsiyonunun C1 yo¼gun d¬̧sbükey oldu¼gunu,
1
[
i=1
Si = Zn; ve

1
\
i=1
Si =

; oldu¼gunu varsayal¬m öyle ki herbir Si seti bütün i de¼gerleri için f fonksiyonunun

ikinci dereceden polinomlar¬n¬n tan¬ml¬oldu¼gu yeterince küçük set olsun. 
1 ve 
2

setleri s¬ras¬yla f fonksiyonunun Zn uzay¬ndaki yerel ve genel minimum noktalar¬n¬n

setleri olsunlar. f fonksiyonunun genel minimum de¼gerlerinin Zn =
1
[
i=1
Si uzay¬nda

var oldu¼gunu varsayal¬m. f fonksiyonunun sonlu say¬da Si setlerinden oluşan bir

[
i2I0
Si komşulu¼gunda genel minimum noktalar¬vard¬r. Bu durumda bütün j; 1 � j �

n; de¼gerleri için @f(x)
@xj

= 0 eşitli¼ginin çözümü sonucu Si setlerindeki yerel minimum

noktalar¬elde edilir. Dolay¬s¬yla bütün x 2 
2 de¼gerleri için en az bir y 2 
1 tamsay¬

vektörü bulunabilir öyle ki min
x2
1

f (x) = f (y) eşitli¼gi sa¼glan¬r ve [
i2I0
Si � N � Zn

olmas¬ndan dolay¬
2 � 
1 elde edilir.

Şimdi bir x0 vektörünün Zn uzay¬n¬n bir yerel minimumu oldu¼gunu ve bu vektörün bir

S = [
i2I1
Si komşulu¼gunda var oldu¼gunu varsayal¬m öyle ki x0 =2 
2 olsun. Dolay¬s¬yla

x0 vektörü S setinde yerel minimum olup genel minimum özelli¼gine sahip de¼gildir.

Bu durumdan dolay¬N = [
j2J

�
[
i2Ij
Si

�
� S setinde x1 ve x2 vektörleri bulunabilir

öyle ki f (x0) > f (x1) > f (x2) olup x2 vektörü N komşulu¼gunun yeni yerel minimu-

mudur ve x0 vektörü N setinin yerel minimumu de¼gildir. Bu şekilde yerel komşulu¼gu

geni̧sleterek Zn uzay¬n¬elde edip bu uzayda bir D yerel komşulu¼gu bulabiliriz öyle

ki bu komşulukta yerel minimum noktalar¬olan x 2 
1 bütün x 2 Zn �D de¼gerleri

için f (x) < f (x) eşitsizli¼gini sa¼glar. Zn uzay¬na olan bu geni̧slemenin sonucunda x0
vektörünün herbir set geni̧slemesi sonucu Zn uzay¬n¬n yerel minimum olarak kalma-

mas¬x0 vektörünün Zn uzay¬n¬n yerel minimum olmas¬ile çeli̧sir dolay¬s¬yla x 2 
2
olup 
1 � 
2 elde edilir ki bu da ispat¬tamamlam¬̧s olur.
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Örnek 3.2.2. Yüceer (2002) Rosenbrock fonksiyonuna benzer şekilde k; � 2 Z için

g(k; �) = 25(2�� k)2 + 1
4
(2� k)2 (3.3)

fonksiyonunu ele al¬p bu fonksiyonun tan¬m kümesinin reel uzaydan tamsay¬uza-

y¬na de¼gi̧stirilmesi durumunda d¬̧sbükeylik koşullar¬n¬sa¼glamad¬¼g¬n¬göstermi̧stir. Bu

bölümde ilk önce (3:3) eşitli¼gi ile verilen fonksiyonunun yo¼gun d¬̧sbükey oldu¼gunu ve

daha sonra yerel minimum nokta kümesinin genel minimum nokta kümesi ile ayn¬

oldu¼gunu gösterece¼giz. g (k; �) fonksiyonun birinci ve ikinci de¼gi̧skenlerine göre ikinci

farklar¬

r11g (k; �) = 25 (2�� k � 2)2 + 1
4
k2 � 50 (2�� k � 1)2

�1
2
(1� k)2 + 25 (2�� k)2 + 1

4
(2� k)2

=
101

2
> 0

r22g (k; �) = 25 (2�+ 4� k)2 � 50 (2�+ 2� k)2 + 25(2�� k)2

= 200

şeklindedir. Hessian matrisinin simetri özelli¼gi kullan¬larak

r12g = r21g = 25(2�+ 2� k � 1)2 � 25(2�� k � 1)2

�25(2�+ 2� k)2 + 25(2�� k)2

= �100

elde edilir. Dolay¬s¬yla

det(H) = 200
101

2
� (100)2 = 100

olup bu hesaplamalar Hessian matrisinin pozitif tan¬ml¬oldu¼gunu gösterir. Teorem

3.1 gere¼gince (3:3) eşitli¼gi ile tan¬mlanan fonksiyon Z2 uzay¬nda yo¼gun d¬̧sbükeydir.

Bir fonksiyonun yo¼gun d¬̧sbükeyli¼ginin elde edilmesinin önemli uygulamalar¬ndan

birisi kaŗs¬l¬k gelen optimizasyon sonuçlar¬n¬n elde edilebilmesidir, yani yerel ve genel
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minimum noktalar¬aras¬ndaki ba¼g¬n kurulmas¬d¬r. Yüceer (2002) kendi tan¬m¬n¬kul-

lanarak (3:3) eşitli¼gi ile verilen fonksiyonun tamsay¬de¼gi̧skenli d¬̧sbükey olmad¬¼g¬n¬

gösterilmi̧stir ancak yukar¬daki hesaplamalardanda görüldü¼gü üzere (3:3) ile verilen

fonksiyon yo¼gun d¬̧sbükeydir. Dolay¬s¬yla Yüceer (2002) taraf¬ndan kullan¬lan tan¬m

arac¬l¬¼g¬yla optimizasyon sonuçlar¬n¬n elde edilmesi kolay olmazken yo¼gun d¬̧sbükey-

lik kullan¬larak (3:3) fonksiyonunun optimizasyon sonuçlar¬kolayl¬kla elde edilebilir.

Algoritmik olarak Miller (1971) taraf¬ndan tan¬mlanan d¬̧sbükeylik ve kaŗs¬l¬k gelen

optimizasyon sonuçlar¬ile yo¼gun d¬̧sbükeylik tan¬m¬ve kaŗs¬l¬k gelen optimizasyon

hesaplamalar¬aras¬nda pratik hesaplamalar aç¬s¬ndan fark vard¬r. Lemma 3:1 göz

önüne al¬nacak olursa yo¼gun d¬̧sbükey olan fonksiyonlar için elde edilebilecek mini-

mum noktalar¬n say¬s¬sonsuz olabilir ancak elde edilen minimum fonksiyon de¼geri

tektir. Şimdi (3:3) fonksiyonu için elde edilebilecek yerel minimum de¼gerlerinin ayn¬

zamanda genel minimum oldu¼gunu gösterelim. Aç¬k olarak, g fonksiyonu C1 olup

@g (k; �) = 0)

8<:
@g
@k
= �50(2�� k)� 1

2
(2� k) = 0

@g
@�
= 100(2�� k) = 0

bu iki denklemin çözümü sonucu k = 2 ve � = 1 elde edilir. Dolay¬s¬yla minimum

de¼ger g(2; 1) = 0 olup verilen fonksiyon C1 yo¼gun d¬̧sbükey fonksiyon oldu¼gu için

yerel minimum seti olan f(2; 1; 0)g ayn¬zamanda genel minimum setidir (Tokgöz vd

2011).
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4. YO¼GUN KARMA DIŞBÜKEYL·IK ve OPT·IM·IZASYON

Bu ünitede tam ve reel (karma) de¼gi̧skenli fonksiyonlar ile bu fonksiyonlar¬n tan¬ml¬

oldu¼gu set olgusu tan¬mlan¬p literatürde bilinen sonuçlar özetlenecektir. Buna ek

olarak Tokgöz (2012) taraf¬ndan elde edilen yo¼gun karma d¬̧sbükey (YKD) set ve

fonksiyon tan¬mlar¬n¬n yan¬s¬ra YKD ile ilgili elde edilen literatürdeki baz¬sonuçlar

gösterilecektir. YKD olan ve olmayan fonksyonlara örnek bu ünitenin sonunda verile-

cektir. Karma de¼gi̧skenli fonksiyonlar¬n uygulumalar¬queueing (s¬ralama) ve network

(a¼g) teorilerinde yayg¬n bir biçimde görülmektedir.

4.1 Tan¬mlar ve Sonuçlar

V1 � Zn kümesinin yo¼gun d¬̧sbükey set ve V2 � Rm kümesininde reel d¬̧sbükey set

olduklar¬n¬varsayal¬m. Bir V setinin YKD seti olmas¬için V = V1 � V2 � Zn � Rm

tipinde bir set olmas¬şart¬aran¬r. Aksi ifade edilmedi¼gi sürece tezin geri kalan k¬s-

m¬nda g fonksiyonunun reel de¼gi̧skenlerine göre C2 fonskiyon oldu¼gunu varsay¬yoruz.

Tezin devam¬nda tamsay¬de¼gi̧skenleri için i ve j indekslerini, reel de¼gi̧skenler için ise

k ve l indeksleri kullan¬lacakt¬r.

Tan¬m 4.1.1. Bir g : V ! R fonksiyonunun karma de¼gi̧skenli d¬̧sbükey V � Zn�Rm

setinde YKD olmas¬için g fonksiyonunun V setindeki ikinci dereceden temsilcisi olan

g (x; y) =
1

2
xTAx+ xTBTy +

1

2
yTCy + bTx+ cTy + d (4.1)

fonksiyonun pozitif tan¬ml¬ olmas¬ şart¬ aran¬r öyle ki A ve C katsay¬matrisleri

s¬ras¬yla x ve y de¼gi̧skenlerine göre simetriktirler. �g fonksiyonunun YKD olmas¬

durumunda g fonksiyonuna yo¼gun karma içbükey fonksiyon denir (Tokgöz 2012).

Önerme 4.1.1. g : V ! R fonksiyonunun V � Zn � Rm karma d¬̧sbükey setinde

(4:1) eşitli¼gi şeklinde tan¬mland¬¼g¬n¬ varsayal¬m. g fonksiyonunun katsay¬matrisi
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olan

Hg =

264 [rij (g)]n�n

h
@
@yk
rj (g)

i
n�mh

ri
@
@yl
(g)
i
m�n

h
@2g

@yk@yl

i
m�m

375 (4.2)

simetrik bir matristir (Tokgöz 2012).

·Ispat: Hg matrisinin tamsay¬de¼gi̧skenlerine göre olan [rij (g)]n�n matris k¬sm¬n¬n

simetrisi Önerme 3.1 ile ispatlanm¬̧st¬r. Reel de¼gi̧skenlere göre

@2g

@yk@yl
=

@2g

@yl@yk

şart¬sa¼gland¬¼g¬için reel de¼gi̧skenlere görede Hg matrisinin simetrisi aç¬kt¬r. Şu du-

rumda Hg matrisinde simetrinin gösterilmesi di¼ger bir bölge g fonksiyonunun birinci

k¬smi türevlerinin birinci farklar¬ile g fonksiyonunun birinci farklar¬n¬n birinci k¬smi

türevlerine eş olmas¬d¬r. Bu koşulda bütün j ve k de¼gerleri için

@

@yk
(rjg (x; y)) =

@

@yk
(g (x+ ej; y)� g (x; y))

=
@

@yk
g (x+ ej; y)�

@

@yk
g (x; y)

= rj
@

@yk
g (x; y)

olup matris formunda

@

@yk
rj (g (x; y)) =

@

@yk

�
(x+ ej)

T BTy � xTBTy
�

=
@

@yk

�
xTBTy + eTj B

Ty � xTBTy
�

=
@

@yk

�
eTj B

Ty
�

= bjk

sa¼glan¬r. A = [aij]n�n simetrik olup Önerme 3.1 gere¼gince

rij (g (x)) = aij
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bütün i ve j de¼gerleri için sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla

A = [aij]n�n = [rijg]n�n

sa¼glan¬r. Basit hesaplamalar sonucu

�
@2g

@yk@yl

�
m�m

= C

elde edilip Hg matrisinin simetrikli¼gi ispatlanm¬̧s olur.

Önerme 4.1.2. Önerme 4.1.1 de kullan¬lan g : V ! R fonksiyonunun katsay¬

matrisi olan Hg Hessian matrisi reel Hessian matrisi ile ayn¬ özelliklere sahiptir.

Dolay¬s¬yla s¬radaki üç özellik sa¼glanm¬̧s olunur:

1. Hg matrisi g YKD fonksiyonlar¬na göre lineerdir: gt : W ! R fonksiyonlar¬n¬n

YKD olmas¬durumunda Hg1+g2 = Hg1 +Hg2 eşitli¼gi saglan¬r.

2. Hg simetriktir.

3. g fonksiyonunun karma düzlemsel (lineer) olmas¬durumunda Hg matrisi ile 0

matrisi özdeştir (Tokgöz 2012).

·Ispat: t = 1; 2 de¼gerleri için gt : W ! R fonksiyonlar¬n¬n karma yo¼gun olmas¬ve W

setinin karma yo¼gun olmas¬durumunda kaŗs¬l¬k gelen katsay¬matrisi

Hgt =

24Agt Bgt

Bgt Cgt

35
şeklini al¬r. Ek olarak

@

@yk
rj (g1 + g2) (x; y) =

@

@yk
fg1 (x+ ej; y) + g2 (x+ ej; y)� [g1 (x; y) + g2 (x; y)]g

=
@

@yk
(g1 (x+ ej; y)� g1 (x; y)) +

@

@yk
(g2 (x+ ej; y)� g2 (x; y))
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olup bütün (x; y) 2 W için

�
@

@yk
rj (g1 + g2)

�
n�m

=

�
@

@yk
rj (g1)

�
n�m

+

�
@

@yk
rj (g2)

�
n�m

= Bg1 +Bg2

sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla Önerme 4.1.1�de elde edilen simetri özelli¼gi kullan¬larak

Hg1+g2 =

264 [rij (g1 + g2)]n�n

h
@
@yk
rj (g1 + g2)

i
n�mh

@
@yk
rj (g1 + g2)

i
m�n

h
@2

@yk@yl
(g1 + g2)

i
m�m

375
=

24 Ag1+g2 Bg1 +Bg2

Bg1 +Bg2
@2g1
@yk@yl

+ @2g2
@yk@yl

35
=

24Ag1 + Ag2 Bg1 +Bg2

Bg1 +Bg2 Cg1 + Cg2

35
=

24Ag1 Bg1

Bg1 Cg1

35+
24Ag2 Bg2

Bg2 Cg2

35
= Hg1 +Hg2

bulunur öyle ki bu sayede ikinci fark operatörünün yo¼gun karma fonksiyonlar için

lineer olma özelli¼gide ispatlanm¬̧st¬r. Simetri özelli¼gi Önerme 4.1.1�de ispatlanm¬̧st¬r.

Karma düzlemsel fonksiyonlar olarak bahsedilen

g (x; y) =
nX
i=1

dixi +
mX
k=1

wkyk

tipindeki fonksiyonlar¬n ikinci fark operatörü s¬f¬rd¬r çünkü bütün i ve j de¼gerleri

için ri (g) = bi ve rij (g) = 0 elde edilir. Benzer şekilde bütün i; k; ve l de¼gerleri

için ri
@
@yk

= 0 ve @2

@yk@yl
= 0 sa¼glan¬r. ·Ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.1.1. Lineer olmayan g : V ! R fonksiyonunun YKD olmas¬için gerek

ve yeter şart g fonksiyonuna kaŗs¬l¬k gelen Hessian matrisinin V tan¬m kümesinde
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pozitif tan¬ml¬olmas¬d¬r (Tokgöz 2012).

·Ispat: m = 0 olmas¬durumunda ispat 3.1 teoreminin ispat¬ndan aç¬kt¬r. n = 0

olmas¬ durumunda ise Teorem 4.1 reel analizde yayg¬n olarak bilinmektedir. Şu

durumda

g (x; y) =
1

2
xTAx+ xTBTy +

1

2
yTCy

= ax2 + 2bxy + cy2

tipindeki YKD fonksiyonlar¬n¬ göz önüne alaca¼g¬z öyle ki a; b; c 2 R ve (x; y) 2

Z�R: Söz konusu teorem 2� 2 matrisler için ispatlanacakt¬r ve (n+m)� (n+m)

matrisleri içinde benzer şekilde ispatlanabilir. z = (x; y) oldu¼gunu varsayal¬m. Önce

Hg matrisinin pozitif tan¬ml¬oldu¼gunu varsayal¬m.

1. Durum: Varsayal¬m z = (1; 0) ; dolay¬s¬yla

g (z) = ax2 + 2bxy + cy2 = a > 0

sa¼glan¬r.

2. Durum: Varsayal¬m z = (0; 1) ; dolay¬s¬yla

g (z) = ax2 + 2bxy + cy2 = c > 0

sa¼glan¬r. Herhangi z 6= 0 de¼geri için Hg > 0 oldu¼gunu göstermek için s¬radaki

durumlar¬göz önüne alaca¼g¬z:

1. Durum:E¼ger x 6= 0 için x = (x; 0) ise bu durumda

g (x) = ax2 + 2bxy + cy2 = ax2 > 0, a > 0

sa¼glan¬r.
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2. Durum: E¼ger y 6= 0 ve baz¬t 2 R de¼gerleri için x = ty

g (z) =
�
at2 + 2bt+ c

�
y2

olup

g (z) > 0, ' (t) = at2 + 2bt+ c > 0

sa¼glan¬r öyle ki

'0 (t) = 2at+ 2b = 0) t� = � b
a

'00 (t) = 2a

sa¼glan¬r. E¼ger a > 0 ise o zaman

' (t) � ' (t�) = '
�
� b
a

�
=
�b2
a
+ c =

1

a
det

24a b

b c

35
sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla a > 0 olmas¬ durumunda ve üstteki eşitlikteki determinant

pozitif ise o zaman bütün t 2 R de¼gerleri için ' (t) > 0 sa¼glan¬r. Tersine, e¼ger bütün

z 6= 0 de¼gerleri için g (z) > 0 sa¼glan¬r ise o zaman baz¬t de¼gerleri için ' (t) > 0 olur

dolay¬s¬yla

' (t) > 0) a > 0; ve 4b2 � 4ac = �4 det (Hg) < 0;

' (t) > 0, a > 0 ve det (Hg) > 0

sa¼glan¬r ki bu da ispat¬tamamlam¬̧s olur.

YKD fonksiyonlar¬n¬n minimizasyon sonuçlar¬n¬n elde edilmesi için bu fonksiyonlar¬n

bütün de¼gi̧skenlerine göre C1 olmas¬n¬varsay¬yoruz. YKD fonksiyonlar¬için yerel ve

genel minimum nokta ibarelerini tan¬mlad¬ktan sonra YKD fonksinyonlar¬için opti-

mizasyon sonuçlar¬ispatlanacakt¬r. Yo¼gun karma de¼gi̧skenli içbükey fonksiyonlar¬n

maksimum de¼gerleri benzer şekilde elde edilir.
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Şimdi Zn � Rm =
1
[
i=1
Si �

1
[
j=1
Rj oldu¼gunu varsay¬yoruz öyle ki ; 6= Si � Rj seti g

fonksiyonunun ikinci dereceden temsilcisi olan ve (4:1) eşitli¼giyle verilen fonksiyon

tan¬mlanacak kadar küçük karma d¬̧sbükey bir set olsun. Bütün Si komşuluklar¬için
1
\
i=1
Si = ; oldu¼gunu varsayal¬m öyle ki Si setleri bütün i 2 I için en az bir ortak

elemana sahip olup, I bir indeks seti ve f(s; r)g � Zn � Rm tekil bir settir.

C1 olan bir g : Zn � Rm ! R fonksiyonunun k¬smi türev operatörünü

@g (x) :=

�
@g

@x1
;
@g

@x2
; :::;

@g

@xn
;
@g

@y1
;
@g

@y2
; :::;

@g

@ym

�

şeklinde tan¬ml¬yoruz.

Örnek 4.1.1. C1 olan g : Zn � Rm ! R fonksiyonunun bir [
i2I
Si � [

j2I
Rj yerel

komşulu¼gundaki minimum de¼geri ayni zamanda g fonksiyonununM = N�R komşu-

lu¼gundaki en küçük de¼geridir öyle ki I bir indeks setidir ve R = [
j2I
Rj. YKD olan g

fonksiyonunun genel minimum de¼geri bütün Zn�Rm uzay¬ndaki minimum de¼geridir.

C1 özelli¼gine sahip bir g YKD fonksiyonunun yerel minimum noktalar¬n¬n setini

	 := f� = (�1; :::; �n; �1; :::; �m) : �i 2 fd
ie ; b
icg � Z 8i; �j 2 R 8jg � Zn � Rm

olarak tan¬ml¬yoruz öyle ki @g (
; �) = 0 eşitli¼gi bütün (
; �) 2 Rn+m de¼gerleri için

sa¼glan¬r. 	 setinde �i = d
ie ve �i = b
ic de¼gerlerini göz önünde bulunduraca¼g¬z

(Tokgöz 2012).

Lemma 4.1.1. g :M ! R YKD fonksiyonunun M � Zn �Rm yo¼gun karma tan¬m

kümesinde C1 oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda M�de bir yerel minimum de¼geri

bulabiliriz öyle ki

g0 = min
�2	

fg (�)g

sa¼glan¬r (Tokgöz 2012).

·Ispat: g : M ! R YKD fonksiyonunun C1 oldu¼gunu, M � Zn � Rm yo¼gun karma

kümesinde tan¬ml¬oldu¼gunu ve @g (x; y) = 0 eşitli¼ginin baz¬S = [
i2I
Si � [

j2I
Rj � M
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komşuluklarda bütün (x; y) 2M için sa¼gland¬¼g¬n¬varsayal¬m. Bu koşullar alt¬nda g

fonksiyonunun yerel minimumu

@g (x)

@xi
= lim

t!0

g (x+ tei)� g (x)
t

= 0

@g (x)

@yj
= 0

denklem sisteminin çözümü sonucunda bütün i; 1 � i � n; ve j; 1 � j � m de¼gerleri

için elde edilir. Bunun sonucunda en az bir yerel minimum (
; �) 2 Rn+m elde

edilir. Tan¬m kümesinin Zn uzay¬nda olmas¬ndan ötürü bütün i; 1 � i � n; indeks

de¼gerleri için 
i reel say¬lar¬n¬n fonksiyondaki d
ie tavan ve b
ic taban de¼gerlerini

bularak sonuca ulaşabiliriz. Bu sonuç tan¬m kümesinde en az bir yerel minimum olan

(�; �) 2 	 noktas¬n¬verecektir. Dolay¬s¬yla g0 = min
�2	

fg (�)g elde edilmi̧s olunur.
·Ispat tamamlan¬r.

Şimdi baz¬x ve y de¼gerleri için @g (x; y) 6= 0 eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬varsayal¬m.

Bu durumda @g (x; y) > 0 veya @g (x; y) < 0 sa¼glan¬r öyle ki her iki durumda da

fonksiyonun minimum de¼geri M setinin s¬n¬r¬nda elde edilir.

YKD fonksiyonlar¬ için ispatlanacak olan s¬radaki teorem reel ve yo¼gun tamsay¬

de¼gi̧skenli fonksiyonlar için elde edilen teoremlere benzerdir. Tahmin edilebilece¼gi

üzere YKD fonksiyonlar¬birden fazla genel minimum noktas¬na sahip olabilir çünkü

tamsay¬ de¼gi̧skenli yo¼gun d¬̧sbükey fonksiyonlar¬ birden fazla minimum noktas¬na

sahip olabilir ancak bu noktalara kaŗs¬l¬k gelen minimum de¼geri tektir. Örne¼gin

g (x) =

nX
i=1

(xi � 0:5)2 +
mX
j=1

(yj � 0:5)2

fonksiyonu göz önüne al¬n¬rsa bu fonksiyon 2n+m tane minimum noktas¬na sahiptir

ancak genel minimum de¼geri 0:25 (n+m) olarak elde edilir.

Teorem 4.1.2. g : Zn � Rm ! R YKD fonksiyonunun C1 olup yerel ve genel

minimum noktalar¬na sahip oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda g fonksiyonunun
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yerel minimum noktalar¬n¬n seti ayn¬ zamanda bu fonksiyonunun genel minimum

noktalar¬n¬nda setidir (Tokgöz 2012).

·Ispat: g : Zn �Rm ! R YKD fonksiyonunun C1 olup yerel ve genel minimum nok-

talar¬na sahip oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda Zn�Rm =
1
[
i=1
Si�

1
[
j=1
Rj oldu¼gunu

varsayal¬m öyle ki bütün i ve j de¼gerleri için Si � Rj setleri g fonksiyonunun (4:1)

eşitli¼gini sa¼glayan yeterince küçük setler olsun ve
1
\
i=1
Si = ; sa¼glans¬n. g fonksiy-

onunun Zn�Rm uzay¬ndaki yerel ve genel minimum noktalar¬n¬n setleri s¬ras¬yla �1
ve �2 olsun.

g fonksiyonunun Zn � Rm uzay¬nda genel minimum noktalar¬na sahip oldu¼gunu

varsayal¬m. Bu durumda g fonksiyonun baz¬i ve j de¼gerleri için Si � Rj � [
i2I0
Si �

[
j2I0
Rj şeklinde tan¬m kümesinin bir altuzay¬bulunabilir öyle ki bu komşuluklarda

genel minimum noktalar¬ mevcuttur. g fonksiyonunun Si � Rj komşuluklar¬nda

(4:1) eşitli¼giyle verilen ikinci dereceden polinom temsilcisi için @g (z) = 0 koşulunu

sa¼glayan çözümler g fonksiyonunun bu komşuluklardaki yerel minimum noktalar¬n¬n

setini elde edilmesinde kullan¬l¬r. Dolay¬s¬yla bütün z2 2 �2 için bir z1 2 �1 bulun-

abilir öyle ki min
z12�1

g (z1) = g (z2) sa¼glan¬r ve [
i2I0
Si � [

j2I0
Rj � Zn � Rm olmas¬ndan

dolay¬�2 � �1 elde edilir.

Şimdi bir M1 = [
i2I1
Si � [

j2I1
Rj komşulu¼gunda en az bir z0 = (x0; y0) vektörünün

var oldu¼gunu varsayal¬m öyle ki z0 vektörü Zn � Rm uzay¬n¬n bir yerel minimumu

olsun ancak z0 =2 �2. z0 bir yerel minimum olup M1 komşulu¼gunun genel mini-

mumu de¼gildir dolay¬s¬yla z1 ve z2 vektörleri bulunabilir öyle kiM2 = [
j2J

�
[
i2Ij
Si

�
�

[
j2J

�
[
i2Ij
Ri

�
� M1 kümesinde g (z0) > g (z1) > g (z2) sa¼glan¬r. Sonuç olarak z2 vek-

törüM2 komşulu¼gunun yerel minimumu olup z0 vektörüM2 komşulu¼gunun bir yerel

minimumu de¼gildir. Şimdi z2 yerel minimum vektörünün genel minimum olmad¬¼g¬n¬

varsayal¬m aksi taktirde z2 vektörü �2 setinin bir eleman¬olurdu. Bu şekilde yerel

komşuluklar¬n bütün Zn � Rm uzay¬na geni̧sletilmesi sonucu z0 vektörü Zn � Rm

uzay¬n¬n yerel minimum olma özelli¼gini kaybeder ki bu durum z0 vektörünün yerel

minimum olmas¬yla çeli̧sir. Dolay¬s¬yla z 2 �2 olup �1 � �2 sa¼glan¬r ve ispat
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tamamlanm¬̧s olur.

Örnek 4.1.2. Bir f : Zn� Rm ! R fonksiyonu tamsay¬de¼gi̧skenleri sabit varsay¬ld¬¼g¬

zaman reel de¼gi̧skenlerine göre d¬̧sbükey ve reel de¼gi̧skenleri sabit varsay¬ld¬¼g¬zaman

tamsay¬de¼gi̧skenlerine göre yo¼gun d¬̧sbükey ise o zaman bu fonksiyonun YKD oldu¼gu

anlam¬na gelmez. Örne¼gin f : Z� R! R fonksiyonunu f(�; �) = (�2 + 0:5) (�2+1)

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu YKD fonksiyonuna kaŗs¬l¬k gelen Hessian matrisi

H =

24 2(�2 + 1) 2� (2�+ 1)

2� (2�+ 1) 2 (�2 + 0:5)

35
şeklindedir. Özel olarak � = � = 1 seçilmesi durumunda det(H) = �24 olup f

fonksiyonunun YKD olmad¬¼g¬n¬gösterir ancak bütün � sabit de¼gerleri için (�2 + 1)

reel d¬̧sbükey ve herbir sabit � için

r11f =
�
(�+ 2)2 � 2 (�+ 1)2 + �2

� �
�2 + 1

�
= 2

�
�2 + 1

�
olup f fonksiyonunun tamsay¬de¼gi̧skenine göre yo¼gun d¬̧sbükey oldu¼gunu gösterir

(Tokgöz 2012).

Örnek 4.1.3. Genel minimum de¼gerin tekil ancak kaŗs¬l¬k gelen noktan¬n tekil

olmama koşulunu sa¼glayan = : Zn� Rm ! R tipindeki YKD fonksiyonuna bir örnek

olarak

= (�; �) =
nX
i=1

(�i � 1:5)2 +
mX
j=1

�
�j � j

�2
verilebilir öyle ki bu fonksiyonda � = (�1; �2; :::; �n) 2 Zn ve � = (�1; �2; :::; �m) 2

Rm oldu¼gu varsay¬lm¬̧st¬r. Bütün i ve j indeks de¼gerleri için �i = 1; 2 ve �j = j iken

= fonksiyonunun genel minimum noktalar¬(�i; j) 2 Zn � Rm olup bu noktalar için

genel minimum de¼geri olan 0:25n elde edilir (Tokgöz 2012).

4.2 YKD Olan ve Olmayan Fonksiyonlara Örnekler

Bu bölümde YKD olan ve olmayan fonksiyonlara literatürden birer örnek verilecektir.
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Örnek 4.2.1. (YKD olan fonksiyonlara bir örnek) Yüceer (2002) tara�ndan (3:3)

eşitli¼ginde verilen fonksiyonun güçlü d¬̧sbükey olmad¬¼g¬ancak Tokgöz, Nourazari ve

Kumin (2011) taraf¬ndan yo¼gun d¬̧sbükey oldu¼gu kaŗs¬l¬k gelen

H =

24r11g (x; y) r12g (x; y)

r21g (x; y) r22g (x; y)

35 =
24 200 �100

�100 101
2

35
Hessian matrisinin pozitif tan¬ml¬ olmas¬ gösterilerek ispatlanm¬̧st¬. Şimdi (3:3)

eşitli¼ginde verilen fonksiyonun YKD olma durumunu inceleyece¼giz. Bunun için bu

fonksiyonun tan¬m kümesini Z � R olarak de¼gi̧stirip kaŗs¬l¬k gelen karma Hessian

matrisinin pozitif tan¬ml¬olup olmad¬¼g¬n¬incelememiz gerekir:

r11g (x; y) = 25 (2y � x� 2)2 + 1
4
x2 � 50 (2y � x� 1)2

�1
2
(1� x)2 + 25 (2y � x)2 + 1

4
(2� x)2

= 25 (2y � x)2 � 100 (2y � x) + 100 + 1
4
x2

�50 (2y � x)2 + 100 (2y � x)� 50

�1
2
(1� x)2 + 25 (2y � x)2 + 1

4
(2� x)2

= 50 +
x2

4
� 1
2
+ x� x

2

2
+ 1� x+ x

2

4

=
101

2
> 0

sa¼glan¬r ve
d2g (x; y)

dy2
= 200

sa¼glan¬r. Hessian matrisinin diyagonal elemanlar¬d¬r. Karma Hessian matrisinin

simetri özelli¼ginden dolay¬bu matrisin ters diyagonal elemanlar¬

d

dy
(r1g (x; y)) = r1

�
dg (x; y)

dy

�
= 100 (2y � x� 1)� 100 (2y � x) = �100

şeklindedir. Dolay¬s¬yla

det(H) = 200
101

2
� (100)2 = 100
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olup karma Hessian matrisinin pozitif tan¬ml¬oldu¼gunu gösterir. Teorem 4.1 gere¼gince

Hessian matrisi pozitif tan¬ml¬oldu¼gu için (3:3) eşitli¼gi ile verilen karma fonksiyon

Z�R uzay¬nda YKD fonksiyondur. Verilen g fonksiyonu C1 YKD oldu¼gu için Teorem

4.2 gere¼gince

@g (x; y) = 0)

8<:
@g
@x
= �50(2y � x)� 1

2
(2� x) = 0

@g
@y
= 100(2y � x) = 0

çözümü sonucunda g(2; 1) = 0 olmas¬ndan dolay¬f(2; 1; 0)g seti verilen fonksiyonun

genel minimum noktas¬d¬r.

4
2­4

y

0
­2 0 2

0

z x
­2

4

­4

4000

2000

Şekil 4.1 Eşitlik 3.3 ile verilen fonksiyonun gra�¼gi.

Örnek 4.2.2. (YKD olmayan fonksiyonlara bir örnek) Literatürde Rosenbrock

fonksiyonu olarak bilinen ve

f : R2 ! R

(x; y) 7�! (1� x)2 + 100
�
y � x2

�
şeklinde tan¬mlanan fonksiyon reel d¬̧sbükey de¼gildir. Bu fonksiyonun f : Z�R! R

olarak tan¬mlanmas¬ile kaŗs¬l¬k gelen Hessian matris bileşenleri

r11f (x; y) = (1� (x+ 2))2 + 100
�
y � (x+ 2)2

�
�2 (1� (x+ 1))2 + 100

�
y � (x+ 1)2

�
+(1� x)2 + 100

�
y � x2

�
= �300x2 � 600x� 498 + 300y
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@

@y
(r1f (x; y)) =

@

@y
[(1� (x+ 1))2 + 100

�
y � (x+ 1)2

�
�
�
(1� x)2 + 100 (y � x)

�
)

= 0

sa¼glan¬r ve
@2f

@y2
= 0

şeklindedir. Dolay¬s¬yla Rosenbrock fonksiyonunun karma Hessian matrisi pozitif

olmay¬p Teorem 4.1 gere¼gince bu fonksiyonun YKD olmamas¬sonucu ç¬kar¬l¬r.

Rosenbrock fonksiyonunu f : R � Z ! R şeklinde tan¬mlay¬p de¼gi̧skenlerinin tan¬m

kümelerini de¼gi̧stirmemiz durumunda kaŗs¬l¬k gelen karma Hessian matris bileşenleri

de¼gi̧ssede Z� R uzay¬nda YKD olmamas¬sonucu de¼gi̧smez:

r11f (x; y) = (1� x)2 + 100
�
(y + 2)� x2

�
� 2

�
(1� x)2 + 100

�
y + 1� x2

��
+(1� x)2 + 100

�
y � x2

�
= 0

@2f

@x2
= �198

r1

�
@

@x
f (x; y)

�
= r1 [�2 (1� x) + 100 (�2x)] = 0

sa¼glan¬r.

Örnek 4.2.3. (S¬ralama Sistemlerinde YKD ve Optimizasyon Uygulamalar¬) S¬ralama

sistemlerinde kullan¬lan fonksiyonlar sistem servis oran¬n¬n reel de¼gi̧sken ve sistem

servis sunucu say¬s¬n¬n tamsay¬de¼gi̧skenli olmas¬ndan dolay¬en az bir tamsay¬ve

bir reel say¬de¼gi̧skenine sahiptir. Bu bölümde Kumin (1973) tara�ndan tan¬t¬lan bir

M=Ek=1 s¬ralama sisteminin yo¼gun karma d¬̧sbükey olma durumunu inceleyece¼giz.

Otomatik bir makinan¬n seri olarak k say¬da operasyon performans¬na sahip oldu¼gunu

varsayal¬m. Herbir ad¬m¬n ayn¬ortalama zamana sahip oldu¼gunu ve bu zaman¬nda

üstel e fonksiyonu ile tan¬mland¬¼g¬n¬varsayal¬m. Sisteme giri̧s süresinin Poisson ol-

mas¬n¬varsaymam¬z durumunda bu sistem M=Ek=1 s¬ralama sistemi ad¬n¬al¬r.
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Kumin (1973) aşa¼g¬da f fonksiyonu ile tan¬mlanan s¬ralama sisteminin minimum

maliyetini hesaplamak için sistemde yer alan herbir operasyonun maliyetini C1, herbir

üniteye yap¬lan servis maliyetini C2, ve Lq uzunlu¼guna ba¼gl¬olarak s¬rada bekleme

maliyetini C3 olarak varsaym¬̧st¬r. Bu sistemin fonksiyon kaŗs¬l¬¼g¬

f : Z+ � R! R

(k; �) 7�! C1k + C2�+ C3E(Lq)

olup � > � > 0 k¬s¬tlamas¬na sahiptir öyle ki bu eşitlikte

E(Lq) = (
�

�
)2

(k + 1)

2k(1� �
�
)

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu fonksiyonun YKD olma koşulunu bulmak için karma

Hessian matrisinin bileşenlerini hesaplamam¬z gerekir:

r11f(k; �) = (C1(k + 1) + C2�+ C3(
(k + 2)

2(k + 1)

�2

(1� �))

�(C1k + C2�+ C3(
(k + 1)

2k

�2

(1� �))

=
C3�

2+2C1k(1 + k)(�� �)�
2k(k + 1)(�� �)�

@f(k; �)

@�
=

C3(k + 1)�
2(�� 2�) + 2C2k(�� �)2�2
2k(�� �)2�2

r11f(k; �) = � C3�
2

(2k + 3k2 + k3)(�� �)�
@(r1f(k; �))

@�
= � C3�

2(�� 2�)
2k(k + 1)(�� �)2�2

@2f(k; �)

@�2
= �C3(k + 1)�

2(�2 � 3��+ 3�2)
k(�� �)3�3

sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla karma Hessian matrisi
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Hf =

2664�
C3�

2

(2k + 3k2 + k3)(�� �)� � C3�
2(�� 2�)

2k(k + 1)(�� �)2�2

� C3�
2(�� 2�)

2k(k + 1)(�� �)2�2 �C3(k + 1)�
2(�2 � 3��+ 3�2)

k(�� �)3�3

3775
şeklinde olup k 2 Z+, C3 2 R+ ile � > � > 0 koşullar¬alt¬nda

det (Hf ) =
(C3)

2�4((2 + k(7 + 4k))�2 � 4(1 + k(5 + 3k))��+ 4(1 + k(5 + 3k))�2)
4k2(k + 1)2(k + 2)(�� �)4�4 ;

r11f(k; �) = � C3�
2

(2k + 3k2 + k3)(�� �)�

kavramlar¬pozitiftir. Dolay¬s¬yla f (k; �) fonksiyonu bütün k 2 Z+ ve � > � > 0 için

YKD fonksiyondur. f fonksiyonu ayn¬zamanda � de¼gi̧skenine göre C2 olup tamsay¬

de¼gi̧skenine göre C1 olmas¬ndan dolay¬Teorem 4:2 gere¼gince yerel minimumlar¬n¬n

seti ayn¬zamanda genel minimum setidir.
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5. SONUÇ

Bu tezde Tokgöz, Nourazari ve Kumin (2011) taraf¬ndan tan¬t¬lan f : Zn ! R

tipindeki fonksiyonlar¬n yo¼gun d¬̧sbükeyli¼gi ile kaŗs¬l¬k gelen Hessian matrisi ve opti-

mizasyon sonuçlar¬n¬n yan¬s¬ra Tokgöz (2012) taraf¬ndan tan¬t¬lan g : Zn�Rm ! R

tipindeki fonksiyonlar¬n yo¼gun d¬̧sbükeyli¼gi ile kaŗs¬l¬k gelen Hessian matrisi ve op-

timizasyon sonuçlar¬ sunulmuştur. Bu sonuçlar¬n bir parças¬ olarak D1 � Zn ve

D2 � Zn � Rm setlerinin d¬̧sbükeyli¼gi tan¬mlanm¬̧s ve bu d¬̧sbükeylik sonuçlar¬na ek

olarak optimizasyon sonuçlar¬gösterilmi̧stir. Bu sonuçlar¬n elde edilmesinde her iki

tip fonksiyon için tan¬mlanan Hessian matrisi önemli bir role sahiptir. Literatürde bi-

linen f ve g tipindeki fonksiyonlar ile ilgili d¬̧sbükeylik ve optimizasyon sonuçlar¬nada

bu tezde k¬saca yer verilmi̧stir.
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