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Damisman: Prof. Dr. F. Nejat EKMEKCI

Bu tez beg boliimden olugmaktadir.
Ik boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, tam ve karma say1 degiskenli fonksiyonlarin dis biikeyligi ve opti-

mizasyonu ile ilgili temel kavramlar ve literatiir bilgileri verilmistir.

Uciincii boliimde, tamsay1 degiskenli fonksiyonlarm dig biikeyligi ve optimizasyonu

ile ilgili tanimlar, sonuclar, ve ¢rnekler sunulmustur.

Dordiincii boliimde, karma degiskenli fonksiyonlarin dis biikeyligi ve optimizasyonu

ile ilgili tanimlar, sonuclar, ve 6rnekler sunulmustur.

Son boliimde, tezde elde edilen sonuglar 6zetlenmistir.

Temmuz 2017, 42 sayfa
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This thesis consists of five chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter has the literature review on discrete and mixed variable func-
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mization results as well as the associated definitions.
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1. GIRIS

Karmasgik yapih sistemlerin optimizasyonu icin tasarlanan modeller tamsay1 ve reel
degiskenlerin her ikisine de sahip olabilir. Bu modellere 6rnek olarak telekominikasyon
sistemlerindeki Erlang gecikme ve Erlang kayip fonksiyonlarinin yani sira Das (1977)
tarafindan onerilen (S — 1, 5) envanter modeli ile Kumin (1973) tarafindan tanitilan
M/Ey/1 siralama (queue) sistem modeli verilebilir. Reel degiskenli digbiikeylik
icin kullanilabilecek optimizasyon sonuglarindan bir tanesi belirli kosullar altinda
yerel minimum noktasinin ayni zamanda genel minimum olmasidir. Reel degiskenli
digbiikeylik tanimi tektir; ancak, tamsayi degiskenli fonksiyon digbiikeyligi birgok
farkli gekilde tanmmmlanmigtir. Fonksiyonlarin tamsayi digbiikeyligi yapilan tanima
gore degigebilir. Tamsay1 degiskenli fonksiyonlarin digbiikeyliginin tanimlarinda kom-
binatoryal (combinatorial) ©zellikleri kullanilip algoritmik teknikler genellikle bu
fonksiyonlarin optimizasyon sonuclarinin elde edilmesinde kullanilir. Reel degiskenli
fonksiyonlarin digbiikeylik kosullarini belirlemek i¢in Hessian matrisini kullanmak
pratik metodlardan bir tanesidir. Bu durumda dogal olarak akla gelen soru tam-
say1 ve karma degigkenli fonksiyonlarin digbiikeyligi i¢in reel sayilarin Hessian matri-
sine benzer bir matris tanimlanip kullanilabilir mi? Bu soruya ek olarak tamsay1 ve
karma degiskenli fonksiyonlarin digbiikeyliginin saglanmasi durumunda optimizasyon

sonuglar: nasil elde edilebilir? Bu tezde bu sorulara yanitlar arayacagiz.

Literatiirde yer alan tam ve reel degiskenli fonksiyonlarin Z" x R™ tanim uzayindaki
digbiikeyligi iki farkli sekilde elde edilmigtir: (1) Reel degiskenler sabit kabul edilip
fonksiyonun tamsay1 degiskenlerine gore digbiikeylik 6zelliklerinin incelenmesi; (2)
tamsay1 degiskenleri sabit kabul edilip fonksiyonun reel degiskenlerine gore digbiikey-
lik ozellillerinin incelenmesi. Ornegin, Harel (2010) ikiden fazla sunucu varsayimi
altinda Erlang gecikme fonksiyonunun trafik yogunlugu (p) reel degiskenine gore

digbiikeyligini gostermek i¢in tamsay1 degigkeninin sabit oldugunu varsayiyor.

Siralama sistemlerinin bir parcasi olarak kullanilan ve literatiirde sik¢a kullanilan



degiskenler asagida siralanmigtir:

i Sistemdeki 6geye hizmet orani
Ogenin sisteme ulagma orani
s : Sunucu (server) sayisi

A
p : Trafik yogunlugu (= —)
sp

a Sistemde ongoriilen yiikleme kapasitesi

B M /M /s sistemindeki sunucularin yogun olma olasiligy
W, M /M /s sistemindeki 6gelerin ortalama bekleme siiresi
L, Sirada servis bekleyen 6ge sayisi

L Sistemde bekleyen 6ge sayisi

Asagida yer alan cizelge 1.1'de literatiirde yer alan bazi siralama sistemlerinin model-
lerini, hangi y1l ve kim tarafindan tanitildiklarin ve elde edilen digbiikeylik sonuglarini
gostermektedir. Bu tezde sunulan bilgilerin ana semasini Tokgoz, Nourazari ve
Kumin (2011) tarafindan tamtilan f : Z" — R tipindeki fonksiyonlarin yogun
digbiikeyligi ile karsilik gelen Hessian matrisi ve optimizasyon sonuclarinin yani sira
Tokgoz (2012) tarafindan tamtilan g : Z™ x R™ — R tipindeki fonksiyonlarin yogun
digbiikeyligi ile karsilik gelen Hessian matrisi ve optimizasyon sonuglarindan olustur-
maktadir. Bu sonuclarin bir parcasi olarak Dy C Z"™ ve Dy C Z™ x R™ setlerinin
digbiikeyligi tanimlanmigtir. Bu sonuglarin elde edilmesinde her iki tip fonksiyon
icin tanimlanan Hessian matrisi 6nemli bir role sahiptir. Literatiirde bilinen f ve g
tipindeki fonksiyonlar ile ilgili digbiikeylik ve optimizasyon sonuclarinada bu tezde

kisaca yer verilmigtir.



(iizelge 1.1 Fonksiyon ve digbiikeylik
Sistem Matematiksel model ve digbiikeyligi Yazar
%% (S) —_ ie—na i (”fl)j _ s i (”fl)j

M/DJs | ° = L:ns s Rolfe (1971)

W, fonksiyonu s € Z digbiikey.

W (s) = >4 ;

M/M/s ! s'(l_g) \‘ S'<1_)‘ Dyer ve Proll (1977)

W, fonksiyonu s € Z digbiikey.

W, = —B_ (B : Erlang erteleme

M/M/s 0 () = =gy g ) Lee ve Cohen (1983)

W, fonksiyonu p € R digbiikey.

L(p) =sp+ B~

M/M/s (o) = sp P Grassmann (1985)

L fonksiyonu p € R digbiikey.

Ly (p) = %B

M/M/s Lee ve Cohen (1985)

L, fonksiyonu p € R digbiikey.

Erlang gecikme ve kayip formulleri,
M/M/s - vip s Harel (2010)
p € R conveks




2. KURAMSAL TEMELLER

Ankara Universitesi Fen Fakiiltesine sunulan bu tezde yer alan biligilerin ana semasi
Tokgoz (2012) ile Tokgoz vd (2011) tarafindan tamitilan tam ve karma (tamsay:
ve reel) degigkenli fonksiyonlarin ve setlerin digbiikeylik tanimlarimn yam sira bu
fonksiyonlar icin elde edilen digbiikeylik ve optimizasyon sonuglarindan olugmak-
tadir. Bu iinitede bu iki gesit digbiikeylik ile ilgili literatiirde elde edilen arastirma
sonuglarmin yani sira bilinen reel, tam ve karma (tamsay1 ve reel) degiskenli fonksiy-

onlar ve setler ile ilgili tanim ve sonuclar 6zetlenmistir.

Temel Kavramlar

Literatiirde yer alan fonksiyon ve set kavramlarinin digbiikeyligi ile ilgili notlar 1950°1i
yillarin baginda Princeton Universitesinde (Rockafellar 1970) ders sirasinda alman
notlar ile gekillenmistir. Fenchel (1953, 1971, 1974 ve 1987), Bonnesen (1971, 1974
ve 1987) ve Rockafellar (1970, 1974 ve 1998) digbiikeylik konusunda aragtirmalar
ile on plana ¢ikmig 1900’1 yillarin arastirmacilar: arasinda yer alir. Bu boliimde
tanimlanan set ve fonksiyon digbiikeyligi analizde bilinen temel tanimlar arasindadair.
Bir D C R™ seti 0 < a < 1 igin ve herbir z,y € D igin ax + (1 — a)y € D kogulunu

saglarsa bu durumda D setine reel R™ uzayinda digbiikey set denir.

Tanim 2.1. (Digbiikey fonksiyon): Bir f : R” — RU{oc} fonksiyonunun D C R"
digbiikey setinde digbiikey olmasi icin gerekli ve yeter kosul V z,y € D ve 0 < a <1
icin

flaz + (1 —a)y) < af(z) + (1—a)f(y) (2.1)

esitsizliginin saglanmasidir (Fenchel 1953).

Dogrusal olmayan reel degigkenli fonksiyonlar icin elde edilen digbiikeylik sonuclari
yine bu fonksiyonlarin optimizasyon uygulamalarinda ¢nemli yere sahiptir (Borwein
ve Lewis 2000). Reel degigkenli fonksiyonlarin yerel ve genel digbiikeyligi arasin-
daki iligki bu konuda elde edilen teorik sonuglarin ve algoritmalarin kullanimi ile

bulunabilir. Buna ek olarak, R" uzaymin tamammda C? (ikinci dereceden kismi
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tiirevlenebilir) olan digbiikey bir fonksiyonunun yerel minimumu ayni zamanda bu
fonksiyonun R" uzayimndaki genel minimumuyla aynidir ve bu digbiikeylik Hessian
matrisinin pozitif tanimli olmasi ile esdegerdir. Reel degiskenli ve kosullu fonksiyon-
larin digbiikeylik ve optimizasyon ¢oziimleri miithendislikte énemli bir yere sahiptir

(Boyd ve Vandenberghe 2009).

Tanim 2.2. (Tek Tamsay1 Degiskenli Fonksiyonlarin Digbiikeyligi) Tek tam-
say1 degiskenli ve reel degerli f : Z — R tipindeki fonksiyonlarin digbiikeylik tanimi
1966 yilinda Fox tarfindan f fonksiyonun eksilmeden artan ikinci dereceden farki
olarak

fla+2)—2f(@+1)+f(x)>0

sekilde tanimlanmigtir (Fox 1996).

Tamsay1 degiskenli ve reel degerli fonksiyonlarin digbiikeylik tanimlarinin arasinda
iki farkli tamim 1971 yilinda Miller tarafindan ve 1990 yilinda Favati ve Tardella
(integralli-digbiikey tanimi) tarafindan yapilmistir. M, L, Mf, ve L digbiikeylik
tanimlart sirasiyla Murota (1996), Murota (1998), Murota ve Shioura (1999), ile
Fujishige ve Murota (2000) tarafindan yapilmigtir. M, L, M?, ve L° digbiikeylik
sonuglarinin elde edilmesi igin kullamlan Hessian matrisleri ise Hirai ve Murota (2004)
ile Moriguchi ve Murota (2005) tarafindan tanitilmigtir. Tamsay1 degiskenli ve reel
degerli fonksiyonlarin giiclii digbiikeyligi Yiiceer tarafindan 2002 yilinda tanitilmigtir.
Daha sonrasinda Ui tarafindan 2006 yilinda tanitilan D-digbiikeylik tanimi integral-
digbiikey, M, L, M¥, ve L? digbiikeylik tanimlarini kapsamistir. Tokgoz, Nourazari ve
Kumin 2011 yilinda Fox (1966) tarafindan tanitilan tek tamsay1 degiskenli digbiikeyligi
genellegtirerek birden fazla tamsayr degiskenli fonksiyonlarin yogun digbiikeyligini
tanitti. Bu digbiikeylik ile bagdasan bir Hessian matriside yine bu makalede tanitilip

ilgili sonuclar yine bu makalede elde edilmistir.

Karma degigkenli programlama problemleri (mixed integer programming problems)
miihendislik ve matematik yoneylem aragtirmasinda (operations research) pek ¢ok

uygulamaya sahiptir. Bu konuda elde edilen teorik digbiikeylik ve optimizasyon
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sonuclarinin yam sira algoritmik yaklagimlar kullanirak karma degiskenli program-
lama problemlerinin niimerik ¢oziimlerinin elde edilmesi miihendislik ve matematik

uygulamalarinda 6nemli bir yere sahiptir.

Tokgoz (2012), f : Z" x R™ — R tipindeki fonksiyonlarin yogun karma digbiikeyligini
Tokgoz, Nourazari ve Kumin (2011) tarafindan tanimlanan f : Z" — R tipindeki
fonksiyonlarin yogun digbiikeyligini kullanilarak tanimlamigtir. Bu tanimlanan yogun
karma fonksiyonlarin digbiikeyligi yerel ve genel karma teorik digbiikeylik ve opti-
mizasyon sonuclarinin elde edilmesi i¢in kullanilmistir. Yogun karma fonksiyonlarin
bu tanimi ve elde edilen teorik sonuglar (S — 1,5) envanter, M/M/s siralama, ve
telekominikasyon sistemlerinde yer alan f : Z x R — R tipindeki karma degiskenli
fonksiyonlarin digbiikeyligi ile optimizasyon sonuglarimin elde edilmesinde Tokgtz

(2012) tarafindan uygulanmigtir.

Tezin geri kalan kismi su sekilde organize edilmistir: Ikinci boliimde tamsay degiskenli
ayrik fonksiyonlarin digbiikeyligi ile yine bu fonksiyonlarin optimizasyon sonuclari yer
almaktadir. Uciincii boliimde yogun karma fonksiyonlarin digbiikeyligi ile yine bu
fonksiyonlarin optimizasyon sonuglari iglenmigtir. Bunlara ek olarak hem tamsay1
hemde karma degiskenli fonksiyonlarin yerel ve genel minimumlar1 arasindaki bag

bu iki boliimde gosterilmistir.

Bu tezde yer alan tamsay1 ve karma degiskenli fonksiyonlar icin elde sonuglar sadece
reel degerlidir. Benzer sonuclar tam say1 degerli tamsay1 ve karma degiskenli fonksiy-

onlar i¢in elde edilebilir.



3. TAMSAYI DEGISKENLIi DISBUKEYLIiK ve OPTIMiZASYON

Bu boliimde Tokgoz, Nourazari ve Kumin tarafindan 2011 yilinda tanimlanan f :
7" — R tipindeki birden fazla degiskenli yogun digbiikey fonksiyonlar islenecektir.
Tamsay1 degigkenli fonksiyonlarin yogun digbiikeyligi Fox (1966) tarafindan tanim-
lanan tek tamsay1 degiskenli fonsksiyonlarin digbiikeylik tanimi esas alinip bu tanimin
genellegtirilmesiyle elde edilmistir. Kiselman ve Christer (2010) tarafindan tanim-
lanan fark operatoriiniin tanimina benzer sekilde Tokgoz, Nourazari ve Kumin (2011)

f :Z™ — R tipindeki fonksiyonlarin ilk fark operatoriinii

Vif(z) = [z +e)— f(2)

seklinde ve birinci farkin farki olarak tamimlanan ikinci fark operatorii

Vi (f (@) =fztete)—fatea) - flrte)+f(2)

seklinde tammlamigtir. Bu tanumdaki e; vektorii Z" uzaymdaki e? = 1 ve e;e; = 0
kosulunu saglayan birim vektordiir. V;; operatorii tamsay1 degiskenli fonksiyonlarin

elde edilmesinde kullanilan Hessian matrisinin olusturulmasinda kullanilmigtar.

3.1 Yogun Tamsay1 Degiskenli Digbiikeylik

Birden fazla tamsay1 degiskenli M—disbiikey ve L-digbiikey fonksiyon kavramlar:
sirasiyla 1996 ve 1988 yillarinda Murota tarafindan, M# digbiikeyligi 1999’da Murota,

Shioura tarafindan, ve L# digbiikeyligi 2000’de Fujishige ve Murota tarafindan tanitilmistir.

Birden fazla tamsay1 degiskenli L, L, M, ve M*# fonksiyonlarinin digbiikeylik sonuclari
bu fonksiyonlara karsilik gelen Hessian matrisler kullanilarak Hirai ve Murota (2004)
ile Moriguchi ve Murota (2005) tarafindan elde edilmistir. L, L#, M, ve M# fonksiy-
onlarimin digbiikeyliginin ve icbiikeyliginin énemli uygulamalar arasinda ag (net-

work) akis (flow) analizi vardir (detaylar icin Murota (2003) bakimz). Dogrusal

7



olmayan tamsay1 degiskenli ve tamsay1 degerli fonksiyonlarin digbiikeylik 6zellikleri
teorik ve algoritmik yaklagimlarla Murota’nin (1996) yani sira Favati ve Tardella

(1990) tarafindan incelenmistir.

S kiimesinin Z" uzaymin bir alt kiimesi oldugunu varsayalim. Yiiceer (2002) biitiin
x,y € S ile a > 0 degerleri i¢in f : S — R tipindeki bir fonksiyonun digbiikeyligini
Miller (1971) tarafindan tamimlanan digbiikeyligi kullanarak

af(z)+(1—a)f(y) = min f(u) (3.1)

u€EN(z)

seklinde tanimlamistir oyle ki

z = azr+(1—a)y,
N(z) = {ueS:|u—z] <1},

|ul| = max{|w]:1<i<n}.

Bu digbiikeylik tanimi fonksiyonun ikinci 6n farkhiliklarinin herbir bilesenine gore

pozitif olmasimi ve ikinci farklardan olusan simetrik matrisinin carpraz bilegsenlerine

gore pozitif tanimli olmasini saglar.

Tokgoz vd (2011), bir D C Z" kiimesinin yogun digbiikeyligini bu kiimenin bir reel
digbiikey set ile Z™ uzayanin bir alt kiimesinin kesisiminden olugmasi seklinde tanim-
lamigtir dyle ki bu D kiimesi iizerinde tanimli olan fonksiyonun ikinci farki tanimh
olsun. Bu varsayima ek olarak iki yogun kiimenin kesigimlerinin ve birlesimlerininde
yogun kiimeler oldugu varsayilmigtir. Siradaki tanimlanacak n-tamsayr degiskenli

fonksiyon digbiikeyligi belirli bir sinifa mensup fonksiyonlar icin gecerlidir.

Tanmim 3.1.1. Bir D C Z" kiimesinde tanimhi f : D — R fonksiyonunun yogun

ayrik digbiikey olmas i¢in

f(x)=za"Ar+b'z+c (3.2)



seklinde tanimh oldugu D kiimesinin herbir alt kiimesinde pozitif tanimli olmasi sarti
saglanmalidir 6yle ki A simetrik pozitif tanimli bir matris olmalidir. — f fonksiyonu
yogun digbiikey ise f fonksiyonu yogun ichiikey fonksiyon olarak tanimlanir. A ma-

trisine f fonksiyonunun katsayr matrisi adi verilir (Tokgoz vd 2011).

Onerme 3.1.1. f: D — R fonksiyonunun D C Z" yogun bir disbiikey kiimesinde
taniml yogun digbiikey fonksiyon oldugunu varsayalim. f fonksiyonunun ikinci fark-

larindan olusan A = [V, (f)], .., katsay1 matrisi simetriktir (Tokgoz vd 2011).

nxn
Ispat: ilk once [V;; ()], ., matrisinin simetri 6zelligini ispatlayalim:

Viif (@) = Vi(f(z+e5)— f(2))
= fl@tete)—flrte)—flzte)+[f(z)
= V;(f(@+e)—f(z))
= V; (Vif (2))
= Vjif ()

saglanir. A matrisinin simetri 6zelligini kullanarak biitiin ¢ ve j degerleri icin

1
Vi (f(2)) = §vi <($ + ej)T A(z+ej) — ZL’TAZE>

1

= 5V (2TA(z +e;) + el Az +¢;) — 2 Az)
1

— Evi (a: Ax + mTAej + e]TAa: + efAej - IL‘TAZZ?)
1

= EVZ- (xTAej + ejTAa: + e]TAej)
1

= 5 (el Ay — ey + AL+ e) € As)
1

=3 (2" Aej + €] Ae; — 2" Aej + e]TAx + e;FAei - e;fFAx)
1

=3 (e Aej + e;‘.FAei)

= Q;

<
<.



saglanir. Dolayisiyla

Ar = aij]n = Vijflosn
esitligiyle ispat tamamlanir.
Onerme 3.1.2. 3.1.1 6nermesinde yer alan f : D — R fonksiyonunun katsay1 matrisi

olan Ay, digbiikey fonksiyonlar igin tanimlanan Hessian matrisi asagida siralanan

karakteristik ozellikleri saglar:

1. fi : D — R fonksiyonlar1 ¢ = 1,2 i¢in yogun digbiikey olsunlar. Ay, matrisi f;
fonksiyonlarina gore lineerdir: Ay, s = Ay + Ay,.

2. A; simetriktir.

3. f fonksiyonunun diizlemsel olmasi durumunda A; = 0 (Tokgoz vd 2011).

ispat:

Aprg = [Vig (fr + )]s = Vi (F)lsn + [Vig (f)] s = Ap + Ap,

saglanir. Dolayisiyla yogun fonksiyonlarin ikinci fark operatoriide f fonksiyonuna

gore lineerdir ve birinci kosul ispatlanmig olur.

Ikinci kosulun ispat1 3.1.1 énermesinde gosterilmistir. Yogun tamsay1 degiskenli

tipindeki lineer fonksiyonlar g6z 6niine alindiginda biitiin i ve j degerleri i¢in V; (f) =
b; ve V;; (f) = 0 olmast nedeniyle ikinci fark operatorii sifir degerine sahiptir. Ispat

tamamlanir.

Teorem 3.1.1. Bir f : D — R fonksiyonunun yogun digbiikey olmasi icin gerek ve
yeter sart f fonksiyonunun Hessian matrisinin D kiimesinde pozitif taniml olmasidir

(Tokgoz vd 2011).
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Ispat: Herbir z € Z? icin

2
f(r)=a"A;x = Za/ijmiﬂjj

ij=1

tipindeki fonksiyonlar1 biitiin i, j € {1,2} degerleri i¢in gtz oniine alalim. Teoremin
2 x 2 tipindeki matrisler i¢in ispatlanmasi genel durumdaki n x n matrisinin ispat-
lanmasi i¢in yeterlidir ¢iinkii bu genel durumun ispati reel digbiikeylikte oldugu gibi
2 x 2 matrislerin kullamimiyla elde edilir. A; matrisinin pozitif taniml oldugunu

varsayalim.
1. Durum: z = (1,0) oldugunu varsayarak
f(x) = a112? + 20190105 + ax22 = a1 >0

elde edilir.

2. Durum: z = (0, 1) oldugunu varsayarak
f(z) = ana] + 24197129 + 073 = az >0

elde edilir. Herbir z # 0 i¢in Ay > 0 oldugunu gostermek icin agagidaki farklh

durumlar1 goz oniinde bulunduruyoruz.

1. Durum: z; # 0 iken x = (z1,0) oldugunu varsayarak
f (LU) = CLHJI% + 2(112561372 + (12233% = (ani >0 app > 0

elde edilir.

2. Durum: x5 # 0 iken = (x1, x3) oldugunu ve baz1 ¢t € R i¢in x; = tz5 oldugunu

varsayalim. Dolayisiyla

f(z) = (6111152 + 2ai9t + 6122) 75

11



olup
f(x) >0 (t) = ant® + 2ast + asn >0

saglanir. Ek olarak

O (t) = 2apt+2a=0=1t" = _ G2

aii
" (t) = 2an

2
a —a
e(t) > ") =9 <—£> = —2L + ag

ai a11
1 aip Q12
= —det
a1 (21 Q22

elde edilir. Dolayisiyla ay; > 0 sarti saglanir ve yukarida belirtilen determinant
degeri pozitif ise o zaman biitiin ¢ € R igin ¢ (t) > 0 egitsizligi saglanir. Tersine,
eger f(x) > 0 egitsizligi herbir x # 0 i¢in saglanirsa o zaman bazi ¢t degerleri igin

@ (t) > 0 esitsizligi saglanir, dolayisiyla

) (t) > 0= ay; >0 ve 4@%2 —4aq1a99 = —4 det (Af) < 0,

e(t) > 0 a3 >0 ve det(Af) >0

saglanip ispat tamamlanmig olur.

Ornek 3.1.1. Yogun digbiikey fonksiyona érnek olarak f : Z? — R geklinde tanimh

f(z,y) = e” + ¥ fonksiyonunu
S, ={(0,0),(1,1),(0,1),(0,2),(1,0),(2,0)} C Z*

kiimesinde goz 6niine alalim. 11k once f fonksiyonuna kargilik gelen tamsay1 degiskenli

ikinci dereceden polinomun elde edilip edilemeyeceginin sorgulanmasi gerekir. Bu

12



ikinci dereceden fonksiyon

L(x) _ [$1 xg] a1 aig T +[b1 b2] T L

ag1 A22 X2 X2

DN | —

2 2
((1111’1 + Q19T1%2 + A21T1 T2 + CLQQQJQ) + blxl + bQSCQ +c

N | —

olup f fonksiyonuna kargilik gelen katsayilarin hesaplanmasi 6nem kazanir. Bu sek-
ilde tanimlanan L fonksiyonu S; kiimesinde f fonksiyonuna kargilik gelir. Simdi
L fonksiyonunun katsayilari olan a;j, b;, ve ¢ degerlerini siradaki denklem sistemini

¢ozerek elde edelim:

f(0,0) = 2+ =2=c¢

1) = % (ax1 (1% + asz (1) (1) + a1 (1) (1) + az1?) + by (1) + by (1) + ¢
FO1) = San()+h(1)+e
F0.2) = an@P+h(@)+e
f(1,0) = %a11(1)2—|—b1(1)+c
F20) = Jan@P+h(@)+e

Temel lineer cebirden bilindigi iizere bu denklem sisteminin ¢oziimii oldugu siirece f
fonksiyonun S; kiimesinde ikinci dereceden bir fonksiyon temsilcisi vardir. Bu deger-
ler ayn1 zamanda f fonksiyonun S; kiimesindeki Hessian matrisinin elde edilmesinde
kullanilir. Yukarida tanimladigimiz tamsay: degiskenli f fonksiyonuna S; kiimesinde

karsilik gelen L fonksiyonunun grafigi

Sekil 3.1 f(z,y) = " 4 €Y fonksiyonunun S; kiimesindeki goriiniimii.
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seklindedir. Hesaplamalardan da anlasilacag iizere bir f fonksiyonu tanim kiimesi S
tizerinde ikinci dereceden tamsay1 degiskenli polinom geklinde ifade edilebilirse bu du-
rumda f fonksiyonunun S kiimesinde Hessian matrisi elde edilebilir. f fonksiyonunun
tanim kiimesinin S C Z" oldugunu varsayarsak bu fonksiyonunun S iizerinde ikinci

dereceden bir temsilcisinin belirlenmesi igin ve dolayisiyla ikinci farkinin tanimh ol-

1

2 (n* 4 3n + 2) elemanin mevcut olmas: gerekir. Bu ne-

masi i¢in S kiimesinde en az
denle tezin geri kalan kisminda herhangi bir yogun digbiikey S seti gz 6niine alindigi
zaman S kiimesinde tanimli olan fonksiyonlarin ikinci farklar: hesaplanabilecek kadar
noktanin mevcut oldugunu varsayacagiz. Yukarida verilen 6rnegin devami olarak S

setini genigleterek S5 kiimesini tanimliyoruz:

83 = 5,US; = {(0,0),(1,1),(0,1),(0,2),(1,0),(2,0)}U{(3,0),(2,1),(1,2),(0,3)}

3
y
2 o
1 <& o
0+ f $ f 4 } $
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Sekil 3.2 S3 setinin grafigi

Bu durumda

Dl = {(L O) ’ (2v 0) ) (37 0) ) (17 1) ) (1’ 2) ; (27 1)} )
D2 - {(Oa 1) ) (07 2) ) (07 3) ) (17 1) ) (17 2) ) (27 1)}

seklinde tanimlanan alt kiimelerinde f fonksiyonunun S3 komgulugunda iki tane ik-
inci dereceden tamsay1 degigkenli temsilcisi olup karsilik gelen ikinci farklar1 elde
edilebilir. Bu iki fonksiyon f fonksiyonunun S3 kiimesindeki yogun digbiikeyliginin

elde edilmesinde kullanilir.

14



Sekil 3.3 f (z,y) = e” + €Y fonksiyonunun S5 kiimesindeki goriiniimii.

Bu sekilde Ss seti genisletilerek f fonksiyonunun Z? uzaymm tamamindaki yogun
digbiikeyligi sorgulanabilir. Bu genisletmeye ornek olarak S3 kiimesini asagidaki

sekilde tanimlh Sy kiimesine genisletelim:

Sy = S3USs={(0,0),(1,1),(0,1),(0,2),(1,0),(2,0).(3,0),(21),(12),(0,3)} U
{(4,0),(3,1),(2,2),(1,3),(0,4)}

4
Yy o
2 o o
o o o
0+ 4 $ $ $
0 1 2 3 4
X

Sekil 3.4 S, kiimesinin grafigi.

Tamsay1 degiskenli f (x,y) = e” 4 e¥ fonksiyonunun S, kiimesindeki grafigi agagida

gosterilmigtir.

Sekil 3.5 f (x,y) = €* + €Y fonksiyonunun S, kiimesindeki goriintimii.
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Bu sekilde Sy kiimesinin Z? uzayina genisletilmesi sonucu f = e® + ¢¥ fonksiyonuna
kargilik gelen katsay1 matrisi bu fonksiyonun ikinci farklarindan olugsup ayni zamanda

bu fonksiyonun Hessian matrisi geklini alir:

e’ (e? —2e+1) 0
0 e¥ (e —2e+1)

H =
Bu Hessian matrisi herbir (z,y) € Z? igin pozitif tammhdir (Tokgoz 2012).
3.2 Tamsay1 Degiskenli Fonksiyon Optimizasyonu

Bu béliim yogun digbiikey fonksiyonlarin minimizasyonu ile ilgili tanimlar ve sonuglar-
dan olusmaktadir. Bu optimizasyon sonuclar1 C! 6zelligine sahip yogun disbiikey
fonksiyonlar icin elde edilecektir. f : Z" — R tipindeki yogun digbiikey fonksiyon-
larin C* 6zelliginden kasit f fonksiyonunun reel boyutlu uzaya uzantis: olan f : R® —
R fonksiyonunun C* olmasidir. Bu reel uzant1 verilen fonkiyona gore degisir ancak
degismeyen bir ozelligi f fonksiyonunun R” uzayindaki uzantisinin Z" uzayindaki
kargiligr ile ayni olmasidir. Bazi durumlarda bu uzant1 fonksiyonu verilen cebirsel
ifadesinin degiskenlerinin x € Z" yerine x € R” varsayimi ile miimkiindiir. Ornegin
(z1,22) € Z* igin f (z1,79) = €™ + € fonksiyonunun reel uzantisi (zq,73) € R?
varsayimi sonucu yine kendisidir. Bu boliimiin geri kalan kisminda yogun digbiikey
fonksiyonlar icin yerel ve genel minimum kavramlarim tanimladiktan sonra C! yogun
digbiikey fonksiyonlar icin yerel ve genel minimum sonuclar1 gosterilecektir. Yogun
icbiikey fonksiyonlarin maximum deger hesaplamalar1 ve sonuglar1 yogun digbiikey

fonksiyonlarin minimum deger hesaplamalari ve sonuglarina benzer sekilde elde edilir.

Biitiin 7 indeks degerleri igin S; # () setinin f fonksiyonunun ikinci dereceden polinom
kargiliginin tanimli oldugu yeterince kiigiik bir set oldugunu varsayalim oyle ki ::leSi =
7" ve ElSZ- = (). Aym zamanda J sonlu bir indeks seti ve {s;} setininde Z" uzayinda
tekil set oldugunu varsayalim. Birinci dereceden kismi tiirevlenebilir f : Z" — R

fonksiyonunun kismi tiirev operatorii

16



_(9f of of
of (@) := (83:1’ Oxy’ 7 c%vn)

seklinde tanimlanmigtar.

Tamim 3.2.1. Bir saymm C! olan f : Z" — R yogun disbiikey fonksiyonunun

7" uzayinda yerel minimum degeri olmasi i¢in o saymin f fonksiyonunun UISi
ic

komsgulugundaki minimum degerinin olmasinin yani sira N = U ( U S; | komsu-
jeJ \ i€l

lugununda biitiin 4,j € Z*' i¢in minimum degeri ile aym olmasi sart1 aramr. f

fonksiyonunun genel minimum degeri ise Z" uzayindaki tanim kiimesinde f icin

elde edilebilecek en kiiciik degeridir (Tokgoz vd 2011).

C! ozelligine sahip f : Z" — R yogun digbiikey fonksiyonunun yerel minimum
kiimesini

U=A{p=(p1,pn) i €{[%l,0l} CZ,Vi}CZ"

seklinde tanimliyoruz 6yle ki herbir v € R”™ i¢in df (7) = 0 saglanir. Tanmm
kiimesinin Z" olmasi varsayimindan dolayr f fonksiyonunun ¥ ¢oziim kiimesinde

p; = [v:] ve p; = |7;] degerleri mevcuttur.

Ornek 3.2.1. Reel degerli Z? uzaymda tanimh

3 1

f(m,n) = (n—mm—m) +e[(m—33)2+(n—1)2]

fonksiyonunu
1

(332 4 1) 1002

varsayimi ile ele alalim. Bu fonksiyonun Hessian matrisi olan

18 —6
0r T 2€ o0

—6
100 2+2€

H =

pozitif tanimhidir. f fonksiyonunun yerel minimum degerini (0, 0) noktasindan bagla-

yarak aramaya baglayalim. Yerel minimumu elde edebilmek icin ilk 6nce tanim
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kiimesinin

Sl = {(07 0) ) (07 1) ) (17 O)}

oldugunu varsayalim. S; setinde f fonksiyonunun degeri f (0,0) = 0.0002 seklindedir.

Varsayalim

S2 = {(07 2) ) (17 1) ’ (27 O)}

saglanir. Sy kiimesindeki f fonksiyonunun minimum degeri

£(0,2) = 3.9602,
£(1,1) = 0.92169,

f(2,0) = 4.9883 x 107°

hesaplamalar1 sonucunda (2,0, 4.9883 x 1073) olarak elde edilir. Tamm kiimesini
Ny = 1<LJ<25Z- seklinde genigletirsek N5 kiimesindeki yerel minimum (0,0, 0.0002)
§eklinde_el_de edilir. Bu durumu genellestirmek icin

N, = U 5

1<I<k

seklinde tammliyoruz. Ny C Z2 komsulugunu goz oniinde bulundurursak bu komsu-
luktaki yerel minimum degerinin N34, komgulugundaki (33, 1) noktasinda sifir olarak
elde edilebilecegini hesaplamak zor degildir. Bu yerel degerin hesaplanmasinda yapila-
cak hesaplamalar algoritmik yontemlerin takip edilmesi sonucunda zaman kaybinin
yani sira bir ¢ok islem hesaplamalarina neden olur. Algoritmik ¢oziim yerine f
fonkiyonunun yerel yogun digbiikeylik sonuclar: elde edildikten sonra C! olmasindan
dolay1 0 f = 0 hesaplanarak yerel minimum degeri pratik bir bicimde hesaplanabilir:

af 6 3 1 2
L = —— (p——m—— )+ ——  _(m—-33)=0
om 100 (n 100" 100) T eeenoe =0

of 3 1 2 B
an 2(” 00" m)+—<332+1>1ooz<“ =0
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saglanir. Bu hesaplamardanda goriilecegi iizere (m,n) = (33,1) noktas: igin yerel
minimum elde edilir. Bu durumda yerel minimum degerinin genel minimum degeri

oldugunu gormek zor degildir (Tokgoz 2012).

Lemma 3.2.1. f : Z" — R fonksiyonunun N C Z" tamm kiimesinde C! yogun
digbiikey oldugunu varsayalim. Bu durumda N C Z™ setinde bir yerel minimuma

sahiptir oyle ki
Jo=min{f(5)}

Bev

saglanir (Tokgoz vd 2011).

Ispat: f : Z" — R fonksiyonunun N C Z" tamm kiimesinde C' yogun disbiikey
oldugunu varsayalim. Tamm 3.1 geregince f fonksiyonu f () yerel minimum deger-
ine bir § = ingi komgulugunda sahiptir. N setinin tanimi geregi iLEJISZ- C N olup
f (z0) aym zamanda N komsulugununda yerel minimumudur. Bilindigi tizere C!

olan bir f fonksiyonunun yerel minimum degeri

[z +te) — f(x) —0

denklem sisteminin ¢oziimii ile biitiin i, 1 < i < n, degerleri icin elde edilir. Ilk 6nce
JOf () = 0 esitligini saglayan = degerlerini bulacagiz 6yle ki biitiin i degerleri i¢in
v, € R degerlerinin varligim1 gosterelim. Tanim kiimesinin Z" oldugunu goéz oniinde
bulundurarak yerel minimum degerlerini elde etmek i¢in -, vektor bilesenlerinin tavan
[7;] ve zemin |7, | degerlerini biitiin ¢, 1 < i < n, degerleri i¢in hesaplamamiz gerekir.
Bu ¢oziim bize bir yerel minimum noktasi olan 8 € ¥ verir 6yle ki fo = 1ﬁn€1‘£1 {f(B)}

saglanir. Ispat tamamlanir.

Lemma 3.1 goz 6niine alinacak olursa f fonksiyonunun S minimum degerini ¥ setinde
elde etmemiz gerekir. ¥ setinin tanimi geregi 0f () = 0 sartinin saglanmasi aranir
dolayisiyla W setinde bir § degerinin oldugunu varsayiyoruz oyle ki 0 f (z) = 0 esitligi
saglanir. Bu sekilde bir 5 degerinin bulunmamasi durumunda fy seklinde bir degerin

bulunamayacag1 agiktir.
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Siradaki teorem reel digbiikey analizinde reel degiskenli digbiikey fonksiyonlar igin

elde edilen sonuca benzer bir sonuctur.

Teorem 3.2.1. f:7Z" — R fonsiyonunun C* yogun digbiikey oldugunu varsayalim.

f fonksiyonunun yerel ve genel minimum setleri aym settir (Tokgoz vd 2011).

Ispat: f : Z" — R fonsiyonunun C" yogun digbiikey oldugunu, ::leSi =7", ve Elsi =
() oldugunu varsayalim dyle ki herbir S; seti biitiin ¢ degerleri i¢in f fonksiyonunun
ikinci dereceden polinomlarinin tanimh oldugu yeterince kiiciik set olsun. §2; ve )y
setleri sirasiyla f fonksiyonunun Z" uzayindaki yerel ve genel minimum noktalarinin
setleri olsunlar. f fonksiyonunun genel minimum degerlerinin Z" = ;leSi uzayinda
var oldugunu varsayalim. f fonksiyonunun sonlu sayida .S; setlerinden olugan bir
U S; komsulugunda genel minimum noktalar: vardir. Bu durumda biitiin 7,1 < j <

i€lp
Sorleri jein 2@
n, degerleri icin -~
, deg ¢in <5

= 0 egitliginin ¢6ziimii sonucu 5; setlerindeki yerel minimum
noktalari elde edilir. Dolayisiyla biitiin x € €25 degerleri icin en az bir y € 2; tamsay1
vektorii bulunabilir 6yle ki iggi f(x) = f(y) esitligi saglanir ve ieUIoSi CNcCzZ®
olmasindan dolay1 25 C €24 elde edilir.

Simdi bir xg vektoriiniin Z™ uzayimin bir yerel minimumu oldugunu ve bu vektoriin bir
S = iEL,IllSi komsgulugunda var oldugunu varsayalim &yle ki zg ¢ €25 olsun. Dolayisiyla
xo vektorii S setinde yerel minimum olup genel minimum 6zelligine sahip degildir.
Bu durumdan dolay1r N = jLeJJ <ZéJIJSz> D S setinde z; ve xy vektorleri bulunabilir
oyle ki f (xo) > f(x1) > f (x2) olup xo vektorii N komsulugunun yeni yerel minimu-
mudur ve x( vektorii N setinin yerel minimumu degildir. Bu sekilde yerel komsulugu
genisleterek Z" uzayim elde edip bu uzayda bir D yerel komgulugu bulabiliriz 6yle
ki bu komgulukta yerel minimum noktalari olan x € €); biitiin T € Z" — D degerleri
icin f (z) < f (T) esitsizligini saglar. Z™ uzayma olan bu geniglemenin sonucunda x
vektoriiniin herbir set geniglemesi sonucu Z" uzayinin yerel minimum olarak kalma-

masi xy vektoriiniin Z" uzaymin yerel minimum olmast ile gelisir dolayisiyla x € Qs

olup €2; C €y elde edilir ki bu da ispati tamamlamig olur.
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Ornek 3.2.2. Yiiceer (2002) Rosenbrock fonksiyonuna benzer sekilde k, u € Z igin
2 1 2
gk, 1) = 252 — K + 52 B) (3.3)

fonksiyonunu ele alip bu fonksiyonun tanim kiimesinin reel uzaydan tamsay1 uza-

yina degistirilmesi durumunda digbiikeylik kogullarini saglamadigini gostermistir. Bu
boliimde ilk énce (3.3) esitligi ile verilen fonksiyonunun yogun digbiikey oldugunu ve
daha sonra yerel minimum nokta kiimesinin genel minimum nokta kiimesi ile aym
oldugunu gosterecegiz. g (k, ;1) fonksiyonun birinci ve ikinci degiskenlerine gore ikinci

farklar

1
Vg (k,p) = 25(2u—k—2)2+1k2—50(2u—k—1)2
1 1
—§(l—k)2+25(2,u—k)2—|—Z(Q—k)2
101
= ——>0
5 >
Vg (b p) = 252u—+4—k)*> =50 (2u+2 —k)* +25(2u — k)?

= 200
seklindedir. Hessian matrisinin simetri 6zelligi kullanilarak

Vieg = Vag=252u+2—k—1)2—252u—k — 1)
—25(2u + 2 — k)* 4 25(2p — k)

= —100

elde edilir. Dolayisiyla

101
det(H) = 200~ — (100)* = 100
olup bu hesaplamalar Hessian matrisinin pozitif tanimh oldugunu gosterir. Teorem
3.1 geregince (3.3) esitligi ile tanimlanan fonksiyon Z? uzaymda yogun digbiikeydir.
Bir fonksiyonun yogun digbiikeyliginin elde edilmesinin ¢nemli uygulamalarindan

birisi karsilik gelen optimizasyon sonuglarinin elde edilebilmesidir, yani yerel ve genel
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minimum noktalar1 arasindaki bagin kurulmasidir. Yiiceer (2002) kendi tanimini kul-
lanarak (3.3) esitligi ile verilen fonksiyonun tamsay1 degiskenli digbiikey olmadigini
gosterilmigtir ancak yukaridaki hesaplamalardanda goriildiigii iizere (3.3) ile verilen
fonksiyon yogun digbiikeydir. Dolayisiyla Yiiceer (2002) tarafindan kullanilan tanim
araciligiyla optimizasyon sonuclarinin elde edilmesi kolay olmazken yogun digbiikey-
lik kullanilarak (3.3) fonksiyonunun optimizasyon sonuglar1 kolaylikla elde edilebilir.
Algoritmik olarak Miller (1971) tarafindan tamimlanan digbiikeylik ve kargilik gelen
optimizasyon sonugclari ile yogun digbiikeylik tanimi ve kargilik gelen optimizasyon
hesaplamalar1 arasinda pratik hesaplamalar acisindan fark vardir. Lemma 3.1 goz
oniine alinacak olursa yogun digbiikey olan fonksiyonlar i¢in elde edilebilecek mini-
mum noktalarin sayisi sonsuz olabilir ancak elde edilen minimum fonksiyon degeri
tektir. Simdi (3.3) fonksiyonu igin elde edilebilecek yerel minimum degerlerinin aym

zamanda genel minimum oldugunu gosterelim. Acik olarak, g fonksiyonu C* olup

9g (k,p) =0 = G =—502u—k)—3(2-k) =0
| ae = 100(2p — k) =0
op

bu iki denklemin ¢oziimii sonucu k£ = 2 ve p = 1 elde edilir. Dolayisiyla minimum
deger ¢(2,1) = 0 olup verilen fonksiyon C' yogun digbiikey fonksiyon oldugu igin
yerel minimum seti olan {(2,1,0)} ayni zamanda genel minimum setidir (Tokgéz vd

2011).
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4. YOGUN KARMA DISBUKEYLIK ve OPTIMIZASYON

Bu iinitede tam ve reel (karma) degiskenli fonksiyonlar ile bu fonksiyonlarin taniml
oldugu set olgusu tanimlanip literatiirde bilinen sonuclar 6zetlenecektir. Buna ek
olarak Tokgoz (2012) tarafindan elde edilen yogun karma digbiikey (YKD) set ve
fonksiyon tanimlarinin yam sira YKD ile ilgili elde edilen literatiirdeki bazi sonuglar
gosterilecektir. YKD olan ve olmayan fonksyonlara ¢rnek bu iinitenin sonunda verile-
cektir. Karma degiskenli fonksiyonlarin uygulumalari queueing (siralama) ve network

(ag) teorilerinde yaygin bir bigimde goriilmektedir.
4.1 Tanimlar ve Sonuclar

Vi C Z™ kiimesinin yogun digbiikey set ve V5, C R™ kiimesininde reel digbiikey set
olduklarim varsayalim. Bir V setinin YKD seti olmasi icin V = V; x V, C Z" x R™
tipinde bir set olmasi gart1 aranir. Aksi ifade edilmedigi stirece tezin geri kalan kis-
minda ¢ fonksiyonunun reel degiskenlerine gore C? fonskiyon oldugunu varsayiyoruz.
Tezin devaminda tamsay1 degiskenleri i¢in ¢ ve j indekslerini, reel degiskenler igin ise

k ve [ indeksleri kullanilacaktir.

Tanim 4.1.1. Bir g : V — R fonksiyonunun karma degiskenli digbiikey V' C Z" x R™

setinde YKD olmasi i¢in g fonksiyonunun V' setindeki ikinci dereceden temsilcisi olan
L 7 T RT L 7 T T
g(x,y):§x Ax+xBy+§y Cy+barx+cy+d (4.1)

fonksiyonun pozitif tanimli olmasi sarti aranir 6yle ki A ve C' katsayr matrisleri
sirasiyla  ve y degiskenlerine gore simetriktirler. —g¢g fonksiyonunun YKD olmasi

durumunda ¢ fonksiyonuna yogun karma i¢biikey fonksiyon denir (Tokgoz 2012).

Onerme 4.1.1. ¢ : V — R fonksiyonunun V' C Z" x R™ karma disbiikey setinde

(4.1) esitligi geklinde tanmimlandigimi varsayalim. ¢ fonksiyonunun katsayi matrisi
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olan

I (25 9)]

g ) d%g ]
|:Vza_yl (g)i| mxn |:8yk8yl mxm
simetrik bir matristir (Tokgoz 2012).
Ispat: H, matrisinin tamsay1 degiskenlerine gore olan [V (9)],,,, matris kisminin

simetrisi Onerme 3.1 ile ispatlanmistir. Reel degiskenlere gore

g Py
oYy OyOyi

sart1 saglandigr icin reel degiskenlere gorede H, matrisinin simetrisi aciktir. Su du-
rumda /{, matrisinde simetrinin gosterilmesi diger bir bolge g fonksiyonunun birinci
kismi tiirevlerinin birinci farklar ile g fonksiyonunun birinci farklarinin birinci kismi
tiirevlerine eg olmasidir. Bu kosulda biitiin j ve k degerleri icin
L (Vi) = p (oot es) —9(ny)
— (Vg (z, = — (g(z+ejy) —gl(x,
an i9\Z,Y Bur g 2 Y) — 9T,y
0 0
= —glr+e,y ——9g\x,
oy & eyl = g9 (@)

0
= Vja—yk (z,y)

olup matris formunda

0 0 T T T pT
v - 2 \T BT, — TR
5, Vi) = 5 ((+e) By —a"BTY)
0
= _ayk (xTBTy + ejTBTy — :ETBTy)
8 T RT
— — (I'B
oy (& 8'Y)
= b

saglamir. A = [a;;] . simetrik olup Onerme 3.1 geregince

Vij (9 () = ai
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biitiin ¢ ve j degerleri i¢in saglanir. Dolayisiyla

A =ag),wn = [Vii9l,xn

saglanir. Basit hesaplamalar sonucu

G =C
OYLOYL ] 1isem

elde edilip H, matrisinin simetrikligi ispatlanmig olur.

Onerme 4.1.2. Onerme 4.1.1 de kullamlan g : V — R fonksiyonunun katsay1
matrisi olan H, Hessian matrisi reel Hessian matrisi ile aym ozelliklere sahiptir.

Dolayisiyla siradaki ii¢ 6zellik saglanmig olunur:

1. H, matrisi ¢ YKD fonksiyonlarma gore lineerdir: g, : W — R fonksiyonlarinin

YKD olmas1 durumunda Hy, 4, = Hy, + Hgy, esitligi saglanir.
2. H, simetriktir.

3. g fonksiyonunun karma diizlemsel (lineer) olmasi durumunda H, matrisi ile 0

matrisi 6zdestir (Tokgoz 2012).

Ispat: ¢ = 1,2 degerleri icin g, : W — R fonksiyonlarimin karma yogun olmasi ve W

setinin karma yogun olmasi durumunda karsilik gelen katsay1 matrisi

H Agt Bgt
gt
Bgt Cgt
seklini alhir. Ek olarak
0 0
a_ykvj (91 +g2) (v,y) = B {o1 (@ +e5,9) + g2 (x+e,y) — 91 (2,y) + g2 (2, 9)]}
0 0
= o (g1 (x+ej,y) — g1 (z,y)) + i (92 (x +€j,y) — g2 (x,y))
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olup biitiin (z,y) € W igin

0 0 0
{a—yﬁf (91 +92>Lm - {a—yﬁj @“)Lm " {a—yﬁj <92>Lm
= B91 + BQQ

saglanir. Dolayisiyla Onerme 4.1.1°de elde edilen simetri 6zelligi kullanilarak

Vi 0+ |2Viln+0)|

2
[a%kvj (91 + 92)}7%” [ﬁ (g1 + 92)} -

H91+92

Xm

A91+92 Bgl + Bgz

g 9292
_Bgl ™ Bg2 0y Oy + dyr Oy

_Ag1 + Ay, By, + By,
_Bg1 + By, Cy +0Cy,
Agy By, n Agy, By,
_Bg1 Cy By, Cy,
= Hy + Hy,

bulunur 6yle ki bu sayede ikinci fark operatoriiniin yogun karma fonksiyonlar igin

lineer olma ozelligide ispatlanmistir. Simetri 6zelligi Onerme 4.1.1’de ispatlanmustir.

Karma diizlemsel fonksiyonlar olarak bahsedilen

g9(z,y) = Zdiﬂfi + Zwkyk
=1 k=1

tipindeki fonksiyonlarin ikinci fark operatorii sifirdir ¢iinkii biitiin ¢ ve j degerleri

icin V; (g) = b; ve V;; (g) = 0 elde edilir. Benzer sekilde biitiin i, k, ve | degerleri

82
Oy Oy

icin Via%k =0 ve = 0 saglanir. Ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.1. Lineer olmayan g : V — R fonksiyonunun YKD olmasi i¢in gerek

ve yeter sart g fonksiyonuna karsilik gelen Hessian matrisinin V' tanim kiimesinde
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pozitif tanimh olmasidir (Tokgoz 2012).

Ispat: m = 0 olmasi durumunda ispat 3.1 teoreminin ispatindan aciktir. n = 0
olmasi1 durumunda ise Teorem 4.1 reel analizde yaygin olarak bilinmektedir. Su

durumda

1 1
g(z,y) = §$TA5L’ +2" BTy + §yT0y

= az® + 2bzy + cy?

tipindeki YKD fonksiyonlarimi géz 6niine alacagiz oyle ki a,b,c € R ve (z,y) €
Z x R. S6z konusu teorem 2 x 2 matrisler i¢in ispatlanacaktir ve (n +m) x (n +m)
matrisleri icinde benzer sekilde ispatlanabilir. z = (z,y) oldugunu varsayalim. Once

H, matrisinin pozitif taniml oldugunu varsayalim.

1. Durum: Varsayalim z = (1,0) , dolayisiyla
g(2) =ax® +2bzy+cy’> =a>0

saglanir.

2. Durum: Varsayalim z = (0, 1), dolayisiyla

g(2) =az®+2bzy +cy* =c >0

saglanir. Herhangi z # 0 degeri i¢in H, > 0 oldugunu gostermek icin siradaki

durumlar1 goz oniine alacagiz:

1. Durum: Eger = # 0 i¢in « = (z,0) ise bu durumda
g(x) =ar® +2bry +cy®? =ar’ >0 a >0

saglanir.
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2. Durum: Eger y # 0 ve baz1 t € R degerleri i¢in x = ty
g (2) = (at® +2bt + ¢)

olup
g(2) >0 o) =at> +2bt +c >0

saglanir oyle ki

b
O (t) = 2at+20=0=t"=——

a
o' (t) = 2a
saglanir. Eger a > 0 ise o zaman

b —b?

1
t > * == — = = — _ —
p(t) > o (t) 90( a) e adet .

saglanir. Dolayisiyla a > 0 olmasi durumunda ve iistteki egitlikteki determinant
pozitif ise o zaman biitiin ¢ € R degerleri i¢in ¢ (¢) > 0 saglanir. Tersine, eger biitiin
z # 0 degerleri icin g (z) > 0 saglanir ise o zaman bazi t degerleri igin ¢ (¢) > 0 olur

dolayisiyla

o) > 0=a>0, ve 4b® — dac = —4det (H,) < 0,

p(t) > 0 a>0 ve det(Hy) >0

saglanir ki bu da ispati tamamlamig olur.

YKD fonksiyonlarinin minimizasyon sonuclarinin elde edilmesi i¢in bu fonksiyonlarin
biitiin degiskenlerine gore C'! olmasim varsayiyoruz. YKD fonksiyonlari icin yerel ve
genel minimum nokta ibarelerini tanmimladiktan sonra YKD fonksinyonlar: i¢in opti-
mizasyon sonugclar: ispatlanacaktir. Yogun karma degiskenli i¢biikey fonksiyonlarin

maksimum degerleri benzer sekilde elde edilir.

28



Simdi Z™" x R™ = ;leSi X jo:leRj oldugunu varsayiyoruz yle ki ) # S; x R; seti g
fonksiyonunun ikinci dereceden temsilcisi olan ve (4.1) egitligiyle verilen fonksiyon
tamimlanacak kadar kiigiik karma digbiikey bir set olsun. Biitiin S; komguluklar i¢in
FWO S; = (0 oldugunu varsayalim oyle ki S; setleri biitiin ¢ € I icin en az bir ortak

=1

elemana sahip olup, I bir indeks seti ve {(s,7)} C Z™ x R™ tekil bir settir.

C' olan bir g : Z" x R™ — R fonksiyonunun kismi tiirev operatdriinii

dg() = (29 99 99 99 0y 99
9 =\ Py Bea’ ™ D’ Oy Oy D

seklinde tanimliyoruz.

Ornek 4.1.1. C' olan g : Z" x R™ — R fonksiyonunun bir z‘LeJ]Si X jLGJIRj yerel
komsulugundaki minimum degeri ayni zamanda g fonksiyonunun M = N x R komsu-
lugundaki en kiigiik degeridir oyle ki I bir indeks setidir ve R = jLGJIRj. YKD olan g
fonksiyonunun genel minimum degeri biitiin Z" x R™ uzayindaki minimum degeridir.

C! 6zelligine sahip bir ¢ YKD fonksiyonunun yerel minimum noktalarimin setini
= {p = (pla vy Py O1, -'-705m) 2P S {’771—‘ ’ b/zJ} CZ Viaaj cR vj} CZ" xR™

olarak tamimliyoruz 6yle ki dg (v, a) = 0 egitligi biitiin (7, a) € R"*™ degerleri i¢in
saglanir. U setinde p; = [v;] ve p; = [v,;] degerlerini goz dniinde bulunduracagiz

(Tokgoz 2012).

Lemma 4.1.1. g: M — R YKD fonksiyonunun M C Z" x R™ yogun karma tanim
kiimesinde C! oldugunu varsayalim. Bu durumda M ’de bir yerel minimum degeri

bulabiliriz 6yle ki
go =min{g (8)}

pev

saglanir (Tokgoz 2012).

Ispat: g : M — R YKD fonksiyonunun C" oldugunu, M C Z" x R™ yogun karma

kiimesinde tanimli oldugunu ve dg (z,y) = 0 esitliginin baz1 S = 'UISi X 'UIRj cCM
1€ JjE
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komguluklarda biitiin (x,y) € M igin saglandigim varsayalim. Bu kogullar altinda g

fonksiyonunun yerel minimumu

9g (z) _ hmg(fl?ﬂei) Q(CU)ZO
8;1;‘,L- t—0 t

9g(z) _ |

y;

denklem sisteminin ¢oziimii sonucunda biitiin ¢, 1 <7 < n, ve j, 1 < j < m degerleri
icin elde edilir. Bunun sonucunda en az bir yerel minimum (y,«) € R*™™ elde
edilir. Tanmim kiimesinin Z" uzayinda olmasindan otiirii biitiin 7,1 < ¢ < n, indeks
degerleri igin ~; reel sayilarinin fonksiyondaki [v,] tavan ve |v,| taban degerlerini
bularak sonuca ulasabiliriz. Bu sonug¢ tanim kiimesinde en az bir yerel minimum olan
(B,) € ¥ noktasini verecektir. Dolayisiyla gy = Iﬁnelél{g (B)} elde edilmig olunur.

Ispat tamamlanir.

Simdi baz1 x ve y degerleri i¢in dg (x,y) # 0 esitsizliginin saglandigin1 varsayalim.
Bu durumda 9g (z,y) > 0 veya dg (x,y) < 0 saglanir dyle ki her iki durumda da

fonksiyonun minimum degeri M setinin sinirinda elde edilir.

YKD fonksiyonlar1 i¢in ispatlanacak olan siradaki teorem reel ve yogun tamsay1
degiskenli fonksiyonlar icin elde edilen teoremlere benzerdir. Tahmin edilebilecegi
tizere YKD fonksiyonlar1 birden fazla genel minimum noktasina sahip olabilir ¢iinkii
tamsay1 degiskenli yogun digbiikey fonksiyonlari birden fazla minimum noktasina

sahip olabilir ancak bu noktalara karsiik gelen minimum degeri tektir. Ornegin

g(x) =Y (;-05) +Zm: - —0.5)

i=1
fonksiyonu goz oniine alinirsa bu fonksiyon 2"t™ tane minimum noktasina sahiptir

ancak genel minimum degeri 0.25 (n 4+ m) olarak elde edilir.

Teorem 4.1.2. ¢ : Z" x R™ — R YKD fonksiyonunun C* olup yerel ve genel

minimum noktalarina sahip oldugunu varsayalim. Bu durumda g fonksiyonunun

30



yerel minimum noktalarimin seti ayni zamanda bu fonksiyonunun genel minimum

noktalariinda setidir (Tokgoz 2012).

Ispat: ¢ : Z" x R™ — R YKD fonksiyonunun C* olup yerel ve genel minimum nok-
talarina sahip oldugunu varsayalim. Bu durumda Z™ x R™ = ;LjISZ- X jo:leRj oldugunu
varsayalim oyle ki biitiin ¢ ve j degerleri igin S; x R, setleri g fonksiyonunun (4.1)
esitligini saglayan yeterince kiiciik setler olsun ve Elsi = () saglansin. ¢ fonksiy-

onunun Z" x R™ uzayindaki yerel ve genel minimum noktalarinin setleri sirasiyla ®4

ve ®5 olsun.

g fonksiyonunun Z" x R™ uzayinda genel minimum noktalarina sahip oldugunu

varsayalim. Bu durumda g fonksiyonun baz ¢ ve j degerleri i¢in S; x R; C UI S; X
1€l

U R; seklinde tamim kiimesinin bir altuzayr bulunabilir oyle ki bu komsuluklarda

Jgee];el minimum noktalar1 mevcuttur. ¢ fonksiyonunun S; x R; komsuluklarinda
(4.1) esitligiyle verilen ikinci dereceden polinom temsilcisi i¢in dg (z) = 0 kogulunu
saglayan ¢oziimler g fonksiyonunun bu komsguluklardaki yerel minimum noktalarinin
setini elde edilmesinde kullanilir. Dolayisiyla biitiin 2o € ®4 icin bir z; € ®; bulun-

abilir oyle ki miqr} g(z1) = g(22) saglamr ve U S; x U R; C Z" x R™ olmasindan
z1€%91

i€lp Jj€lo
dolay1 &, C P, elde edilir.

Simdi bir M; = L} S; x UI R; komsulugunda en az bir zy = (xg,yp) vektoriiniin
vely JISES

var oldugunu varsayalim oyle ki 2z, vektorii Z" x R™ uzaymin bir yerel minimumu

olsun ancak zy ¢ ®5. 2y bir yerel minimum olup M; komgulugunun genel mini-

mumu degildir dolayisiyla z; ve zo vektorleri bulunabilir 6yle ki My = ‘UJ (UI Si) X
VIS el

jLGJJ (zeUIJRZ) D M, kiimesinde g (z9) > g (z1) > ¢ (22) saglanir. Sonug olarak z, vek-
torii My komgulugunun yerel minimumu olup zg vektorii My komsgulugunun bir yerel
minimumu degildir. Simdi z, yerel minimum vektoriiniin genel minimum olmadigini
varsayalim aksi taktirde zo vektorii @5 setinin bir elemani olurdu. Bu sekilde yerel
komguluklarin biitiin Z™ x R™ uzayma genisletilmesi sonucu zy vektorii Z™ x R™

uzayinin yerel minimum olma 6zelligini kaybeder ki bu durum z; vektoriiniin yerel

minimum olmasiyla celisir. Dolayisiyla z € &5 olup ®; C P, saglanir ve ispat
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tamamlanmig olur.

Ornek 4.1.2. Bir f : Z"x R™ — R fonksiyonu tamsay1 degiskenleri sabit varsayildig
zaman reel degigkenlerine gore digbiikey ve reel degiskenleri sabit varsayildigi zaman
tamsay1 degiskenlerine gore yogun digbiikey ise o zaman bu fonksiyonun YKD oldugu
anlamma gelmez. Ornegin f : Zx R — R fonksiyonunu f(«, 3) = (a? 4 0.5) (8% +1)

seklinde tanimlayalim. Bu YKD fonksiyonuna kargilik gelen Hessian matrisi

. 2(824+1) 2B8(2a+1)
28 (2a+1) 2(a?+0.5)

seklindedir. Ozel olarak o« = 3 = 1 secilmesi durumunda det(H) = —24 olup f
fonksiyonunun YKD olmadigini gosterir ancak biitiin o sabit degerleri icin (5% + 1)

reel digbiikey ve herbir sabit [ icin
Vif=[(@+2°=2(a+1)>+a? (82 +1) =2(52+1)

olup f fonksiyonunun tamsay1 degiskenine gore yogun digbiikey oldugunu gosterir

(Tokgoz 2012).

Ornek 4.1.3. Genel minimum degerin tekil ancak karsilik gelen noktanmn tekil
olmama kogulunu saglayan S : Z"x R™ — R tipindeki YKD fonksiyonuna bir érnek

olarak N
%(a,ﬁ):z i— 157+ (8,
: p

verilebilir 6yle ki bu fonksiyonda o = (ay, g, ..., ) € Z™ ve 5 = (By, By -y B) €
R™ oldugu varsayilmigtir. Biitiin 7 ve j indeks degerleri i¢in o; = 1,2 ve 3; = j iken
& fonksiyonunun genel minimum noktalar1 («;, j) € Z™ x R™ olup bu noktalar i¢in

genel minimum degeri olan 0.25n elde edilir (Tokgoz 2012).
4.2 YKD Olan ve Olmayan Fonksiyonlara Ornekler

Bu boliimde YKD olan ve olmayan fonksiyonlara literatiirden birer 6rnek verilecektir.
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Ornek 4.2.1. (YKD olan fonksiyonlara bir érnek) Yiiceer (2002) tarafindan (3.3)
egitliginde verilen fonksiyonun giiclii digbiikey olmadigi ancak Tokgoz, Nourazari ve

Kumin (2011) tarafindan yogun digbiikey oldugu karsilik gelen

g |Vug(@y) Vegley)| | 200 100

Vg (z,y) Vag(z,y) —100 %

Hessian matrisinin pozitif tanimli olmasi gosterilerek ispatlanmigti.  Simdi (3.3)
egitliginde verilen fonksiyonun YKD olma durumunu inceleyecegiz. Bunun igin bu
fonksiyonun tanim kiimesini Z x R olarak degistirip karsilik gelen karma Hessian

matrisinin pozitif taniml olup olmadigini incelememiz gerekir:

Vg (z,y) = 25(2y—x—2)2+}1x2—50(2y—x—1)2
—%(1—x)2+25(2y—x)2+i(2—:€)2
= 25(2y—$)2—100(2y—x)+100+im2

—50 (2y — x)* + 100 (2y — x) — 50

1 1
—5(1—:(:)2—1—25(2];—:1:)24—1(2—56)2

2 1 2 x?
= 50+ ——= ——+1- —
+ 1 5 +x 5 + T + 1
101
= —>0
2
saglanir ve
d2
9(:9) _ 549
dy?

saglanir. Hessian matrisinin diyagonal elemanlaridir. Karma Hessian matrisinin

simetri ozelliginden dolay1 bu matrisin ters diyagonal elemanlar:

d% (Vig (z,9)) =V (%) =100 (2y — v — 1) — 100 (2y — ) = —100

seklindedir. Dolayisiyla

101
det(H) = 200% — (100)* = 100
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olup karma Hessian matrisinin pozitif taniml oldugunu gosterir. Teorem 4.1 geregince
Hessian matrisi pozitif tanimli oldugu igin (3.3) esitligi ile verilen karma fonksiyon

Z xR uzaymda YKD fonksiyondur. Verilen g fonksiyonu C' YKD oldugu i¢in Teorem
4.2 geregince

dg (z,y) =0 =

¢oziimii sonucunda ¢(2,1) = 0 olmasindan dolay1 {(2,1,0)} seti verilen fonksiyonun

genel minimum noktasidir.

\;jooo

=

Sekil 4.1 Esitlik 3.3 ile verilen fonksiyonun grafigi.

Ornek 4.2.2. (YKD olmayan fonksiyonlara bir ¢rnek) Literatiirde Rosenbrock

fonksiyonu olarak bilinen ve

f : R*=R

(r,y) — (1— x)z + 100 (y — x2)

seklinde tanimlanan fonksiyon reel digbiikey degildir. Bu fonksiyonun f : Z xR — R

olarak tanimlanmasi ile kargilik gelen Hessian matris bilegenleri

Vif(z,y) = (1—(2+2)+100(y — (z +2)°)
—2(1— (z +1))* +100 (y — (z + 1)%)
+(1—2)” 4100 (y — 2°)

= —3002% — 600z — 498 + 300y
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9 (uf ) = (%[(1 @+ 1)) 4100 (y — (2 +1)%)
—[(1 = 2)*+ 100 (y — 2)])

= 0

saglanir ve
82
25,
Jy?

seklindedir. Dolayisiyla Rosenbrock fonksiyonunun karma Hessian matrisi pozitif

olmayip Teorem 4.1 geregince bu fonksiyonun YKD olmamasi sonucu ¢ikarilir.

Rosenbrock fonksiyonunu f : R x Z — R geklinde tanimlayip degiskenlerinin tanim
kiimelerini degistirmemiz durumunda karsilik gelen karma Hessian matris bilesenleri

degissede Z x R uzayinda YKD olmamasi sonucu degismez:

Vif(z,y) = (1—2)°4+100((y+2) —2?) —2[(1 —2)* +100 (y + 1 — 2?)]

+(1—2)?+100(y —2%) =0

0*f
g
9 98
0
v, <%f (x,w) VL [-2(1 - 1)+ 100 (~22)] = 0
saglanir.

Ornek 4.2.3. (Siralama Sistemlerinde YKD ve Optimizasyon Uygulamalari) Siralama
sistemlerinde kullanilan fonksiyonlar sistem servis oraninin reel degisken ve sistem
servis sunucu sayisinin tamsay1 degiskenli olmasindan dolayi en az bir tamsay1 ve
bir reel say1 degiskenine sahiptir. Bu boliimde Kumin (1973) tarafindan tanitilan bir

M/ E}/1 siralama sisteminin yogun karma digbiikey olma durumunu inceleyecegiz.

Otomatik bir makinanin seri olarak k sayida operasyon performansina sahip oldugunu
varsayalim. Herbir adimin ayni ortalama zamana sahip oldugunu ve bu zamaninda
iistel e fonksiyonu ile tanimlandigini varsayalim. Sisteme giris siiresinin Poisson ol-

masini varsaymamiz durumunda bu sistem M/ Ej /1 siralama sistemi adim alir.
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Kumin (1973) asagida f fonksiyonu ile tamimlanan siralama sisteminin minimum
maliyetini hesaplamak i¢in sistemde yer alan herbir operasyonun maliyetini C';, herbir
tiniteye yapilan servis maliyetini Cy, ve L, uzunluguna bagh olarak sirada bekleme

maliyetini C'5 olarak varsaymistir. Bu sistemin fonksiyon karsilig

f : Z"xR—-R
(k,p) — Cik+ Cop+ C3E(L,)

olup 1 > A > 0 kisitlamasina sahiptir 6yle ki bu esitlikte

B(,) = -t
ok — ﬁ>

seklinde tanimlanmigtir. Bu fonksiyonun YKD olma kogulunu bulmak igin karma

Hessian matrisinin bilegenlerini hesaplamamiz gerekir:

(k+2) p°
Vi flk,p) = (Ci(k+1)+ Cop+ C3(2(k (=)
(k+1) p? )
2k (1-0p)
CaN24-2C1 k(1 + k) (X — p)p
2k(k + 1)(A = p)p
of (k, 1) Cy(k + DN (A — 2p) +2Cok(A — p)*ps?

)

—(Clk + Cg,u + Cg(

o 2k(A — p)?u?
C3\?
Viflk,p) = - (2k + 3K2 4+ k3) (A — p)p
OVif(k,p) C3A\*(\ = 2p)
I 2k(k + 1)(A — p)?p?
Pflk,p)  Calk+1)A*(N — 3 u+3p?)
o R(A — p)3?

saglanir. Dolayisiyla karma Hessian matrisi
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Cg)\Q 03)\2<)\ - 2#)

o= | k43R R — pu 2k(k+ (A — )2
f GNP (A—2p)  Cs(k + DX (N = 3A\p + 3p?)
2k(k + 1)(A — p)?p? k(A = p)p?

seklinde olup k € Z*, C3 € R ile i > X > 0 kosullar1 altinda

et () — (C3)2MNH (2 4 k(7 + 4k)N* — 4(1 + k(5 + 3k)) A\ + 4(1 + k(5 + 3k))u?)
et (Hy) = 420k + 1)2(k + 2)(A — p)ipt ’

C5\?
(2k 4 3k2 + k3) (X — p)p

Viuflk,p) = —

kavramlari pozitiftir. Dolayisiyla f (k, u) fonksiyonu biitiin k£ € Z* ve u > X\ > 0 igin

YKD fonksiyondur. f fonksiyonu ayni zamanda p degiskenine gore C? olup tamsay1
degiskenine gore C!' olmasimndan dolay1 Teorem 4.2 geregince yerel minimumlarimin

seti aynm1 zamanda genel minimum setidir.
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5. SONUC

Bu tezde Tokgoz, Nourazari ve Kumin (2011) tarafindan tamtilan f : Z" — R
tipindeki fonksiyonlarin yogun digbiikeyligi ile karsilik gelen Hessian matrisi ve opti-
mizasyon sonuglarinin yam sira Tokgoz (2012) tarafindan tamitilan g : Z" x R™ — R
tipindeki fonksiyonlarin yogun digbiikeyligi ile kargilik gelen Hessian matrisi ve op-
timizasyon sonuglar1 sunulmustur. Bu sonuclarin bir parcasi olarak D; C Z" ve
Dy C Z™ x R™ setlerinin digbiikeyligi tanimlanmig ve bu digbiikeylik sonuclarina ek
olarak optimizasyon sonuclari gosterilmistir. Bu sonuclarin elde edilmesinde her iki
tip fonksiyon i¢in tanimlanan Hessian matrisi énemli bir role sahiptir. Literatiirde bi-
linen f ve g tipindeki fonksiyonlar ile ilgili digbiikeylik ve optimizasyon sonuclarinada

bu tezde kisaca yer verilmigtir.
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