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gerekli olan temel kavramlara yer verildi. Üçüncü bölümde, üç boyutlu Öklid uzay¬nda
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Şekil 5.5 Yüzeyi yüzeye dönüştüren kuaterniyon operatörü . . . . . . . . . . 54
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1. G·IR·IŞ

Diferensiyel geometride; diferensiyel, integral ve lineer cebir etkin bir şekilde kullan¬l-

maktad¬r. Diferensiyel geometrinin; diferensiyel topoloji ve diferensiyel denklemler

gibi bir çok disiplinle yak¬n ili̧skisi vard¬r. Son y¬llarda kinematik, �zik, ekonomi,

bilgisayar gra�¼gi, mühendislik, kontrol teorisi, istatistik ve bilgisayar oyunlar¬gibi

alanlarda kullan¬lmaktad¬r. E¼gri ve yüzeyler teorisi diferensiyel geometrinin geli̧si-

minde önemli katk¬sa¼glam¬̧st¬r. Diferensiyel geometri, e¼gri ve yüzeylerin karmaş¬k

yap¬lar¬n¬inceliyor ve henüz ortaya ç¬kar¬lamam¬̧s benzer ve ay¬rt edici özelliklerini

bulmaya çal¬̧smaktad¬r. Ayr¬ca, e¼gri ve yüzeyler teorisi diferensiyel geometrinin en

yo¼gun araşt¬rma alanlar¬ndan biridir. Şimdiye kadar e¼grilik, torsiyon, Gauss e¼grili¼gi,

ortalama e¼grilik ve jeodezik gibi birçok temel ay¬rt edici özellikler elde edilmi̧stir.

Bilindi¼gi gibi uzayda her bir noktan¬n bir konum vektörü vard¬r. Dolay¬s¬yla e¼gri ve

yüzey üzerindeki her bir noktan¬n konum vektörü vard¬r. Böylece, konum vektörü,

üç boyutlu e¼griler ve yüzeyler için en temel geometrik ö¼gelerden biri olmuştur. Son

y¬llarda diferensiyel geometride e¼gri ve yüzeyleri araşt¬rmada kullan¬lan en yayg¬n

yöntemlerden biri e¼gri ve yüzeylerin konum vektörlerinden yararlanarak yap¬lan

araşt¬rma yöntemidir. E¼gri ve yüzeylerin konum vektörlerinden yararlanarak log-

aritmik spiral e¼gri (Boyadzhiev 1999), sabit e¼gimli yüzeyler (Munteanu 2010), sabit

oranl¬hiperyüzeyler (Chen 2001) ve genelleştirilmi̧s sabit oranl¬yüzeyler

(Fu ve Munteanu 2014) gibi birçok e¼gri ve yüzey s¬n¬�and¬r¬lm¬̧st¬r.

Sir William Rowan Hamilton (1844) kompleks say¬lar¬düzlem üzerinde noktalar ola-

rak yorumlad¬. Daha sonra Hamilton 1843�te dört boyutlu olan kuaterniyonlar¬kom-

pleks say¬lara göre yorumlad¬ve bütün hayat¬n¬kuaterniyonlar üzerinde çal¬̧sarak

geçirdi. 20. yüzy¬l¬n sonlar¬ndan beri kuaterniyonlar büyük bir ra¼gbet görmektedir.

Shoemake (1985), kuaterniyonlar¬kullanarak dönme matrislerinden daha pratik olan

bir dönme sistemi tan¬mlad¬. Kuaterniyonlar özellikle herhangi bir eksen etraf¬nda

dönme yapt¬rd¬klar¬için Euler aç¬lar¬ndan daha problemsiz, matrislerden nümerik
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olarak daha stabil ve kullan¬̧sl¬d¬rlar. Bu yüzden kuaterniyonlar birçok alanda daha

fazla tercih edilmektedir. Ayr¬ca kuaterniyonlar küresel hareketlerde dönme yap-

t¬rmada ve hem dönme hem de ötelemenin oldu¼gu uzay hareketlerinde çok güçlü

bir araç olarak kullan¬lmaktad¬r. Euler aç¬lar¬ve dönme matrislerinden daha h¬zl¬,

kullan¬̧sl¬ve pratik olan kuaterniyonlar bu özellikleri sayesinde üç boyutlu bilgisa-

yar gra�kleri, robotlar, kontrol teorisi, �zik, uzay araçlar¬n¬n kontrolu, bilgisayar

simülasyonlar¬, uygulamal¬matematik ve teorik matematik gibi birçok alanda kul-

lan¬lmaktad¬r. Dört boyutlu olan kuaterniyonlar özellikle üç boyutlu uzayda mod-

ellenen ve oyuncunun d¬̧sar¬dan dördüncü boyut olarak etki etti¼gi bilgisayar oyun-

lar¬nda öne ç¬kmaktad¬r. Bununla birlikte mekanik ve klasik �zikteki birçok kural

kuaterniyonlarla verilmektedir. Kuaterniyonlar skaler ve vektörel olmak üzere iki

k¬s¬mdan oluşmaktad¬r. Bir kuaterniyonun vektörel k¬sm¬üç boyutlu Öklid uzay¬nda

bir vektör oldu¼gu için üç boyutlu Öklid uzay¬kuaterniyonlar¬n yap¬sal k¬s¬mlar¬ndan

birini oluşturmaktad¬r.

E¼gri ve yüzeylerin son zamanlarda araşt¬r¬ld¬klar¬alanlardan biri de Einstein�¬n özel

görelik kuram¬n¬n en uygun biçimde gösterildi¼gi Minkowski uzay¬d¬r. Bu araşt¬r-

malar sonucunda birçok e¼gri ve yüzey Minkowski uzay¬nda ifade edilmi̧stir. Petrovic

ve Sucurovic (2000), spacelike, timelike ve null e¼grilerin baz¬karakterizasyonlar¬n¬

verdiler. Karacan ve Bükçü (2007), Minkowski uzay¬nda timelike ve spacelike e¼griler

üzerinde kanal yüzeylerini verdiler.

Inoguchi (1998) y¬l¬nda split kuaterniyonlar¬tan¬mlam¬̧s ve Minkowski 3-uzay¬nda

sabit ortalama e¼grilikli timelike yüzeylerin temel denklemlerini bölünmüş kuaterniy-

onlar yard¬m¬yla yeniden formülleştirmi̧stir. Özdemir ve Ergin (2006), timelike split

kuaterniyonun Minkowski 3-uzay¬nda bir dönme yapt¬rd¬¼g¬n¬ gösterdiler. Ayr¬ca,

timelike split kuaterniyonlara kaŗs¬l¬k gelen Lorentz dönme matrisleri elde ettiler.

Kula ve Yayl¬(2007), split kuaterniyonlar cebirinin, yar¬Öklid uzay¬yla tan¬mlan-

mas¬na olanak sa¼glayan bir skaler çarp¬m¬na sahip oldu¼gunu gösterdiler. Ayr¬ca, iki

birim split kuaterniyonun bir dönme oluşturdu¼gunu gösterdiler.
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Kinematik; hareketi tan¬mlamak için nokta, do¼gru ve di¼ger geometrik nesnelerin h¬z,

ivme ve diferensiyel özelliklerini incelemektedir. Kinematik hareket geometrisinde

matematikçilerin yo¼gun bir şekilde çal¬̧st¬klar¬hareketle s¬k¬bir ba¼g¬vard¬r. Kine-

matik �zik, mekanik mühendislik, robot ve biomekanik gibi birçok alanda kullan¬l-

maktad¬r. Kinemati¼gin en çok araşt¬r¬lan konular¬ndan biri homotetik hareketlerdir.

Hac¬saliho¼glu (1971) n-boyutlu Öklid uzay¬nda 1-parametreli homotetik hareketlerin

baz¬özelliklerini göstermi̧stir. Daha sonar, Yayl¬(1992) Hamilton operatörünü kul-

lanarak 4-boyutlu Öklid uzay¬nda homotetik hareketleri vermi̧stir. 1-parametreli ho-

motetik hareketler yo¼gun bir şekilde incelenmi̧s ve çok geni̧s uygulama alan¬bulmuş-

tur. Ancak, 2-parametreli homotetik hareketler hem Karger ve Novak (1985) taraf¬n-

dan uzay kinemati¼gi ve Lie gruplar¬olarak, hem de Bottema ve Roth (1979) taraf¬n-

dan teorik kinematik olarak incelenmi̧s olsada 1-parametreli homotetik hareketler

kadar incelenmemi̧stir. Bundan dolay¬2-parametreli homotetik hareketler son y¬l-

larda araşt¬r¬lmaya tekrar başlanm¬̧st¬r. Karacan ve Yayl¬ (2004, 2005) genel 2-

parametreli hareketleri ve Lorentz düzleminde 2-parametreli hareketleri vermi̧slerdir.

Tosun vd. (2006), Minkowski 3-uzay¬nda 1-parametreli homotetik hareketlerin baz¬

özelliklerini araşt¬rd¬lar.

3-boyutlu (3D) uzayda kinematikte baz¬problemler ve zorluklarla kaŗs¬laş¬lm¬̧st¬r.

Bu zorluklar kuaterniyonlar kullan¬larak aş¬lmaya çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bayro-Corrochano

(2003) göz hareketinin 3D kinemati¼ginin matematiksel modeli için Cli¤ord ve geometrik

cebirini kulland¬. Burada iç çarp¬m ve d¬̧s çarp¬mdan yararlanarak bir kuaterniyonik

yap¬tan¬mlad¬. Leclercq vd. (2013), bu kuaterniyonik yap¬y¬dual kuaterniyonlarda

kullanarak 3D kinemati¼ginde dönme, öteleme ve vida hareketleri gibi baz¬hareket-

lerin modellenmesinde kulland¬lar.

Kuaterniyonlar vektörler üzerinde etki etmekte ve vektörler üzerinde birçok i̧slemde

kullan¬lmaktad¬r. Kuaterniyonlar¬n bu özelliklerinden yararlanarak, e¼gri ve yüzey-

lerin konum vektörleri üzerinde kuaterniyon kullan¬lmaktad¬r. Babaarslan ve Yayl¬

(2012, 2013), Öklid 3-uzay¬nda ve Minkowski uzay¬nda sabit e¼gimli yüzeyleri ku-

aterniyonlarla elde ettiler. Ayr¬ca, bu kuaterniyonlara kaŗs¬l¬k gelen matrislerden
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yararlanarak bu yüzeyleri homotetik hareketlerle elde ettiler. Gök (2017) Öklid 3-

uzay¬nda kanal yüzeylerini birim kuaterniyondan yararlanarak elde etti. Bu birim

kuaterniyona kaŗs¬l¬k gelen matrisleri kullanarak homotetik hareket elde ettiler. Ben-

zer bir şekilde, Gök vd. (2017) Minkowski 3-uzay¬nda kanal yüzeylerini split kuater-

niyonlarla elde ettiler.

Bu tez çal¬̧smas¬nda, e¼gri ve yüzeyler kuaterniyonlar ile ifade edildikten sonra difer-

ensiyel ve kinematik özellikleri incelenmi̧stir. ·Ilk önce genelleştirilmi̧s sabit oranl¬

yüzeyler ve kanal yüzeyleri kuaterniyonlar ile ifade edilecektir. Daha sonra, bu

kuaterniyonlara kaŗs¬l¬k gelen matrislerden yararlanarak bu yüzeyleri homotetik

hareketlerle ifade edilecektir. Benzer biçimde, Minkowski 3-uzay¬nda baz¬ kanal

yüzeyleri split kuaterniyonla ifade edildikten sonra homotetik hareketlerle ifade

edilecektir. ·Ikinci k¬s¬mda, Darboux çat¬s¬ndan yararlanarak şekil oparatörü elde

edilecektir. Darboux çat¬s¬yla şekil operatörü kuaterniyon ile verilerek kuaterniyonik

şekil operatörü tan¬mlanacakt¬r. Kuaterniyonik şekil operatörü, birim kuaterniyona

kaŗs¬l¬k gelen matrislerden yararlanarak homotetik hareket ile elde edilecektir. Bu

operatöre kaŗs¬l¬k gelen matrisler, yüzeyler üzerinde baz¬özel e¼grilerden yararlanarak

farkl¬bir şekilde elde edilecektir. Son olarak, şimdiye kadar elde edilen sonuçlar¬da

kapsayacak biçimde bir kuaterniyon operatörü tan¬mlanacakt¬r. Bu kuaterniyon op-

eratörü, e¼gri ve yüzeyler üzerinde olmak üzere iki şekilde incelenecektir. Son olarak

bu kuaterniyon operatörünün baz¬uygulamalar¬verilecektir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Tan¬m 2.1 Merkezileri bir �(t) e¼grisi üzerinde bulunan ve yar¬çaplar¬ bu e¼griye

ba¼gl¬olarak de¼gi̧sen küre ailesinin zarf¬na kanal yüzeyi denir. E¼ger yar¬çap fonksiy-

onu r(t); r0(t) < k�0(t)k özelli¼gini sa¼gl¬yorsa kanal yüzeyi regülerdir. Birim h¬zl¬�(t)

e¼grisinin Frenet çat¬s¬fT (t); N(t); B(t)g olmak üzere, merkez e¼grisi �(t) olan kanal

yüzeyi

C(t; �) = �(t)� r(t)r0(t)T (t)� r(t)
p
1� r0(t)2(cos �N(t) + sin �B(t)) (2.1)

biçiminde parametrelendirilir. E¼ger yar¬çap fonksiyonu r(t) sabit is kanal yüzeyine

tüp yüzeyi denir. Tüp yüzeyi

X(t; �) = �(t) + r(t)(cos �N(t) + sin �B(t)) (2.2)

biçiminde parametrelendirilir (Gray 1999).

Tan¬m 2.2 Yar¬çap fonksiyonu r(�) iki kez türevlenebilen bir fonksiyon olmak üzere,

genelleştirilmi̧s tüp yüzeyi

Y (t; �) = �(t) + r(�)(cos �N(t) + sin �B(t)) (2.3)

biçiminde parametrelendirilir (Gross 1994).

Tan¬m 2.3 Birim h¬zl¬�(t) merkez e¼grisinin Bishop çat¬s¬

fT (t); N1(t); N2(t) = T (t)�N1(t)g olmak üzere, kanal yüzeyi ve tüp yüzeyi, s¬ras¬yla

C(t; �) = �(t)� r(t)r0(t)T (t)� r(t)
p
1� r0(t)2(cos �N1(t) + sin �N2(t)) (2.4)

X(t; �) = �(t) + r(t)(cos �N1(t) + sin �N2(t)) (2.5)

biçiminde parametrelendirilir (Do¼gan 2012).
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Tan¬m 2.4 Birim h¬zl¬�(t) merkez e¼grisinin Darboux çat¬s¬

fT (t); Y (t) = U(t)� T (t); U(t)g olmak üzere, kanal yüzeyi ve tüp yüzeyi, s¬ras¬yla

C(t; �) = �(t)� r(t)r0(t)T (t)� r(t)
p
1� r0(t)2(cos �Y (t) + sin �U(t)) (2.6)

X(t; �) = �(t) + r(t)(cos �Y (t) + sin �U(t)) (2.7)

biçiminde parametrelendirilir (Do¼gan 2012).

Tan¬m 2.5 f : I �! S2, parametresi � t � olan bir küresel e¼gri olmak üzere,

ff 0(t); f(t)� f 0(t); f(t)g ortonormal çat¬s¬ f(t) e¼grisi boyunca Sabban çat¬s¬d¬r.

Sabban çat¬s¬nda bulunan vektörlerin türevleri aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

f 00(t) = kg(t)f(t)� f 0(t)� f(t),

(f(t)� f 0(t))0 = �kg(t)f 0(t), (2.8)

f 0(t) = f 0(t),

burada kg(t) = hf 00(t); (f(t)� f 0(t))i, f(t) e¼grisinin geodezik e¼grili¼gidir

(Koenderink 1990).

Tan¬m 2.6 x : S �! E3, 3-boyutlu Öklid uzay¬nda bir yüzey olmak üzere,

S aşa¼g¬daki gibi parametrelendirilmi̧s bir genelleştirilmi̧s sabit oranl¬(GSO) yüzey-

dir.

x(s; t) = s (cosu(s)f(t) + sinu(s)f(t)� f 0(t)) , (2.9)

burada u(s) =
Z
cot �(s)

s
ds, �(s) =2

n
0;
�

2

o
aç¬fonksiyonu ve f ise S2 üzerinde bir

birim h¬zl¬küresel e¼gridir (Fu ve Munteanu 2014).

Tan¬m 2.7 p, M yüzeyinde bir nokta olmak üzere, p noktas¬nda M yüzeyine te¼get

olan vektör aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

Sp(v) = �rvU; (2.10)

burada U , M yüzeyinde p noktas¬n¬n komşulu¼gunda birim normal vektördür.

Sp : Tp(M)! Tp(M) dönüşümüne p noktas¬ndaki şekil operatörü denir (Şekil 2.1).
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Şekil 2.1. Şekil operatörü (O�Neill 2006)

v ve w te¼get vektörler olmak üzere, şekil operatörü simetrik bir lineer dönüşüm

oldu¼gundan hSp(v); wi = hv; Sp(w)i�dir (O�Neill 2006).

Tan¬m 2.8 x : D � R2 ! M � R3 parametreleri �s ve t�olan bir yüzey olmak

üzere aşa¼g¬daki reel de¼gerli fonksiyonlar verilebilir.

K =
hS(xs); xsi hS(xt); xti � hS(xs); xti hS(xt); xsi

hxs; xsi hxt; xti � hxs; xti2
(2.11)

=
jS(xs)� S(xt)j
jxs � xtj

(2.12)

H =
hxt; xti hS(xs); xsi+ hxs; xsi hS(xt); xti � 2 hxs; xti hS(xs); xti

2(hxs; xsi hxt; xti � hxs; xti2)
(2.13)

=
jS(xs)� xt + xs � S(xt))j

2jxs � xtj
(2.14)

buradaK veH fonksiyonlar¬s¬ras¬la Gauss e¼grilik ve ortalama e¼griliktir (O�Neill 2006).

Tan¬m 2.9 � : I ! M , s ile parametrelendirilmi̧s birim h¬zl¬bir e¼gri olmak üzere,

�0(s) = T (s) vektörü M yüzeyindeki �(s) e¼grisine te¼get vektördür. T (s), Y (s) ve

U(s) s¬ras¬yla birim te¼get vektör, te¼get normal vektör ve birim normal vektör alan¬

olmak üzere, fT; Y = U � T; Ug çat¬s¬Darboux çat¬s¬d¬r. T , Y ve U vektörlerinin
7
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türevleri aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

d

ds

26664
T

Y

U

37775 =
26664

0 kg kn

�kg 0 tg

�kn �tg 0

37775
26664
T

Y

U

37775 ; (2.15)

burada kg, kn ve tg s¬ras¬yla geodezik e¼grilik, normal e¼grilik ve geodezik torsiyondur.

�(s) birim h¬zl¬bir e¼gri de¼gilse aşa¼g¬daki eşitlik verilebilir.

d

ds

26664
T

Y

U

37775 = j�0(s)j
26664

0 kg kn

�kg 0 tg

�kn �tg 0

37775
26664
T

Y

U

37775 : (2.16)

kg = 0, kn = 0, tg = 0 ise �(s) e¼grisi s¬ras¬yla geodezik e¼gri, asimptotik e¼gri, çizgisel

e¼gridir (O�Neill 2006).

Tan¬m 2.10 H = fq = a0 + a1i + a2j + a3k : a0; a1; a2; a3 2 Rg reel kuaterniyon-

lar¬n kümesi R4 4-boyutlu vektör uzay¬na eşittir. Kuaterniyonlar¬n baz¬f1; i; j; kg

aşa¼g¬daki biçimde k¬saca ifade edilebilir.

i2 = j2 = k2 = ijk = �1: (2.17)

Kuaterniyonlar cebiri birleşimli fakat de¼gi̧simli de¼gildir (Hamilton 1844). Reel ku-

aterniyonlar kümesinin birim eleman¬1�dir. q = a0 + a1i+ a2j + a3k olmak üzere q

kuaterniyonunun skaler ve vektörel bileşenleri s¬ras¬yla S(q) = a0 2 R ve

V (q) = a1i + a2j + a3k 2 R3�dir. Böylece, kuaterniyon q = S(q) + V (q) biçiminde

yaz¬labilir. q = S(q) + V (q) olmak üzere, S(q) = 0 ise q kuaterniyonuna saf (pure)

kuaterniyon denir. q = S(q) + V (q); p = S(p) + V (p) 2 H ve � 2 R olmak üzere,

kuaterniyonlar¬n toplam¬ve skalerle çarp¬m¬aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

q + p = (S(q) + S(p)) + (V (q) + V (p))

�q = �S(q) + �V (q):

R3 vektör uzay¬nda iç çarp¬m ve vektörel çarp¬m kullan¬larak kuaterniyon çarp¬m¬

� aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

q � p = S(q)S(p)� hV (q); V (p)i+ S(q)V (p) + S(p)V (q) + V (q)� V (p) (2.18)

8



burada � vektörel çarp¬m ve � kuaterniyon çarp¬md¬r. q = a0 + a1i + a2j + a3k

kuaterniyonunun eşleni¼gi q = a0 � a1i � a2j � a3k biçimdedir. Bir kuaterniyonun

normu ve tersi aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

jqj = q � �q = a20 + a21 + a22 + a23, q�1 =
q

jqj ; jqj 6= 0:

jqj = 1 ise q kuaterniyonuna birim kuaterniyon denir. Bir birim kuaterniyonun

trigonometrik formu aşa¼g¬daki biçimdedir.

q = cos � + sin �v; (2.19)

burada v 2 R3 ve kvk = 1. v1 ve v2 3-boyutlu R3 vektör uzay¬nda birim vektörler

(4-boyutlu R4 vektör uzay¬nda saf (pure) kuaterniyonlar) ve bu iki vektör aras¬ndaki

aç¬ � olmak üzere, bu iki vektörden q birim kuaterniyonu aşa¼g¬daki biçimde elde

edilir.

q = v2 � v�11 = cos � + sin �v; (2.20)

burada v =
v1 � v2
kv1 � v2k

�dir. q = cos �+sin �v birim kuaterniyonu, v1 vektörünü v vek-

törü etraf¬nda döndürerek v2 vektörü üzerine getirir (Şekil 2.2) (Hacisaliho¼glu 1983).

Şekil 2.2. Birim kuaterniyon ile dönme

Tan¬m 2.11 q birim kuaterniyon ve w saf (pure) kuaterniyon olmak üzere, � lineer

dönüşümü aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

� : R3 ! R3;

�(w) = q � w � q�1: (2.21)
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q = a0 + a1i+ a2j + a3k birim kuaterniyonu için � lineer dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen

matris aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

A =

26664
a20 + a

2
1 � a22 � a23 �2a0a3 + 2a1a2 2a0a2 + 2a1a3

2a0a3 + 2a1a2 a20 + a
2
2 � a21 � a23 2a2a3 � 2a0a1

2a1a3 � 2a0a2 2a0a1 + 2a2a3 a20 + a
2
3 � a22 � a21

37775 (2.22)

burada AAT = I ve detA = 1 oldu¼gundan A ortogonal matristir. Böylece, � li-

neer dönüşümü 3-boyutlu vektör uzay¬nda bir dönme yapt¬r¬r. q = cos � + sin �v

olmak üzere � lineer dönüşümü w vektörünü v vektörü etraf¬nda 2� kadar döndürür

(Shoemake 1985).

Tan¬m 2.12 R3 vektör uzay¬nda 1-parametreli homotetik hareket aşa¼g¬daki biçimde

verilebilir.

v2(t) = h(t)A(t)v1(t) + C(t); (2.23)

burada v2 ve v1 s¬ras¬yla bir noktan¬n sabit uzay R0 ve hareketli uzaydaki R konum

vektörüdür. Ayr¬ca, h, A ve C s¬ras¬yla homotetik hareketin skalas¬, ortogonal ma-

trisi ve öteleme vektörüdür. �t�ise homotetik hareketin parametresidir (Düldül 2010).

Tan¬m 2.13 R3 vektör uzay¬nda 2-parametreli homotetik hareket aşa¼g¬daki biçimde

verilebilir.

v2(t; s) = h(t; s)A(t; s)v1(t; s) + C(t; s); (2.24)

burada v2 ve v1 s¬ras¬yla bir noktan¬n sabit uzay R0 ve hareketli uzaydaki R konum

vektörüdür. Ayr¬ca, h, A ve C s¬ras¬yla homotetik hareketin skalas¬, ortogonal

matrisi ve öteleme vektörüdür. �t ve s� ise homotetik hareketin parametreleridir

(Bottema ve Roth 1979) (Karger ve Novák 1985).

Tan¬m 2.14 R3 = fx = (x1; x2; x3)jx1; x2; x3 2 Rg üç boyutlu vektör uzay¬olmak

üzere, x = (x1; x2; x3); y = (y1; y2; y3) 2 R3 için Lorentz iç çarp¬m¬

hx; yiL = �x1y1 + x2y2 + x3y3 (2.25)
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biçimindedir. E31 = (R3; hx; yiL) ifadesi Lorentz-Minkowski 3-uzay¬denir.

x 2 E31 vektörü, hx; xiL > 0 ise spacelike vektör, hx; xiL < 0 ise timelike vektör

veya hx; xiL = 0 ise null vektör denir. x vektörünün normu kxkL =
p
jhx; xiLj�dir.

kxkL = 1 ise x birim vektördür. x; y 2 E31 olmak üzere Lorentz vektörel çarp¬m

x�L y = (x3y2 � x2y3; x3y1 � x1y3; x1y2 � x2y1) (2.26)

biçimindedir. Lorentz-Minkowski 3-uzay¬nda herhangi bir �(s) e¼grisinin her

s 2 I � R için h¬z vektörü �0(s) spacelike, timelike veya lightlike ise s¬ras¬yla bu �(s)

e¼grisi lokal olarak spacelike, timelike veya lightlike�d¬r. hx; yiL = 0 ise x ve y vektör-

leri ortogonaldir. �(s) e¼grisinin tanjant vektörü T (s) = �0(s) =
d�(s)

ds
ve k�0kL = 1

ise birim normal vektörü N(s) =
T 0(t)

kT 0(t)kL
ve binormal vektörü B(s) = T �LN�dir.

O halde bu e¼grinin Frenet çat¬s¬fT;N;Bg�dir (Petrovic ve Sucurovic 2000).

Tan¬m 2.15 Merkez e¼grisi birim h¬zl¬spacelike e¼gri, binormal vektörü spacelike ve

e¼grili¼gi s¬f¬rdan farkl¬olmak üzere, kanal yüzeyi ve tüp yüzeyi

C(t; �) = �(t) + r(t)r0(t)T (t)� r(t)
p
1� r0(t)2)(sinh �N(t) + cosh �B(t));

(2.27)

Tube(t; �) = �(t) + r(t)(sinh �N(t) + cosh �B(t)) (2.28)

biçiminde parametrelendirilir (Karacan ve Bukcu 2007a).

Tan¬m 2.16 Merkez e¼grisi birim h¬zl¬timelike e¼gri ve e¼grili¼gi s¬f¬rdan farkl¬olmak

üzere, kanal yüzeyi ve tüp yüzeyi

C(t; �) = �(t) + r(t)r0(t)T (t)� r(t)
p
1 + r0(t)2)(cos �N(t) + sin �B(t));

(2.29)

Tube(t; �) = �(t) + r(t)(cos �N(t) + sin �B(t)) (2.30)

biçiminde parametrelendirilir (Karacan ve Bukcu 2007b).
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Tan¬m 2.17 Split kuaterniyon cebiri birimli, de¼gi̧simli olmayan ve bölümlü ol-

mayan halkad¬r. Split kuaterniyon cebirinin baz¬f1; i; j; kg olmak üzere,

i2 = �1; j2 = k2 = ijk = 1 (2.31)

çarp¬m kural¬yla tan¬mlan¬r. q = a0 + a1i + a2j + a3k olmak üzere, q split kuater-

niyonunun skala k¬sm¬S(q) = a0 ve vektörel k¬sm¬V (q) = a1i+ a2j + a3k�d¬r. q ve

p split kuaterniyonlar¬için �L split kuaterniyon çarp¬m¬

q �L p = S(q)S(p) + hV (q); V (p)iL + S(q)V (p) + S(p)V (q) + V (q)�L V (p) (2.32)

biçimindedir. S(q) = 0 ise q saf (pure) split kuaterniyon denir. q split kuaterniy-

onunun eşleni¼gi �q = S(q) � V (q)�dir. Iq = q �L �q = �q �L q = a20 + a
2
1 � a22 � a23

olmak üzere, Iq < 0; Iq > 0 ve Iq = 0 ise q split kuaterniyonu s¬ras¬yla space-

like, timelike ve lightlike split kuaterniyondur. q split kuaterniyonun normu Nq =p
ja20 + a21 � a22 � a23j�dir. Nq = 1 ise q birim split kuaterniyon denir

(Bekar ve Yayl¬2013).

Her spacelike split kuaterniyonun vektörel k¬sm¬da spacelike vektördür. Ancak,

timelike split kuaterniyonun vektörel k¬sm¬spacelike veya timelike vektör olabilir.

� v birim spacelike vektör olmak üzere, her birim spacelike split kuaterniyon

q = sinh � + cosh �v biçiminde yaz¬labilir.

� v birim spacelike vektör olmak üzere, vektörel k¬sm¬spacelike vektör olan her

birim timelike split kuaterniyon q = cosh � + sinh �v biçiminde yaz¬labilir.

� v birim timelike vektör olmak üzere, vektörel k¬sm¬timelike vektör olan her

birim timelike split kuaterniyon q = cos � + sin �v biçiminde yaz¬labilir

(Ozdemir ve Ergin 2006) (Kula ve Yayl¬2007).

Tan¬m 2.18 Birim time split kuaterniyonlar Lorentz-Minkowski 3-uzay¬nda dönme

yapt¬r¬r. q = a0 + a1i+ a2j + a3k birim timelike split kuaterniyon olmak üzere,

(q �L Vq �L q�1)i =
3P
j=1

Rij(Vq)j (2.33)
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dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen dönme matrisi

Rq =

26664
a20 + a

2
1 + a

2
2 + a

2
3 2a0a3 � 2a1a2 �2a0a2 � 2a1a3

2a0a3 + 2a1a2 a20 � a22 � a21 + a23 �2a2a3 � 2a0a1
2a1a3 � 2a0a2 2a0a1 � 2a2a3 a20 � a23 + a22 � a21

37775 ; (2.34)

biçimindedir. Bu matrisin bütün sat¬rlar¬Lorentz uzay¬nda ortogonaldir. Bundan

dolay¬, q birim timelike split kuaterniyonu 3x3 ortogonal dönme yapt¬ran Rq ma-

trisine eşde¼gerdir. det (Rq) = 1 olmak üzere, Rq matrisi Minkowski 3-uzay¬nda

bir dönme ifade eder. Birim timelike split kuaterniyonun vektörel k¬sm¬timelike ise

dönme aç¬s¬küresel, spacelike ise dönme aç¬s¬hiperboliktir (Ozdemir ve Ergin 2006).

Tan¬m 2.19 Minkowski 3-uzay¬nda 1-parametreli hareketler24 X
1

35 =
24 hA C

0 1

3524 X0

1

35 (2.35)

dönüşümüyle ifade edilebilir. Burada, A 2 SO1(3), At = "A�1" ve diyagonal

matrisin girdileri "1 = �1 ve "2 = "3 = 1 olmak üzere matris i̧sareti ", �ij"j

diyagonal matrisidir. Böylece "�1 = " = "t �dir. X ve X0 3x1 reel matrisler ve

h homotetik skalad¬r. A, h ve C bir t parametresinin C1 s¬n¬f¬n¬n diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlard¬r. X ve X0 s¬ras¬yla bir noktan¬n sabit R0 hareketli uzaydaki

R konum vektörüdür. Başlang¬çta t = t0, R0 ve R koordinat sistemleri çak¬̧s¬kt¬r

(Tosun vd. 2006).

13



3. YÜZEYLER VE KUATERN·IYONLAR

3.1 Kuaterniyonlar ve 3 Boyutlu Öklid Uzay¬nda Kanal Yüzeyleri

Çal¬̧sman¬n bu k¬sm¬nda, kanal yüzeyinin merkez e¼grisinin birim tanjant vektörün-

den yararlanarak bir birim kuaterniyon verilecektir. Kanal yüzeyleri ve tüp yüzey-

leri, bu birim kuaterniyon ile elde edilecektir. Ayr¬ca, bu birim kuaterniyon için

(2.21) linear dönüşüme kaŗs¬l¬k gelen matrisi kullanarak kanal yüzeyleri ve tüp

yüzeyleri homotetik hareket ile elde edilecektir. Ayn¬birim kuaterniyon kullan¬larak

Bishop çat¬s¬ve Darboux çat¬s¬yla verilen kanal yüzeyleri ve tüp yüzeyleri elde edile-

cektir. Son olarak, elde edilen sonuçlarla ilgili bir örnek verilecektir.

Uyar¬3.1 �(t) e¼grisinin birim tanjant vektörü T (t) = (T 1(t); T 2(t); T 3(t)) olmak

üzere, q(t; �) = cos �+sin �T (t) birim kuaterniyonu için (2.21) � lineer dönüşümüne

kaŗs¬l¬k gelen matris aşa¼g¬daki biçimdedir.

A1 =

26664
cos2 � + sin2 �(T 21 � T 22 � T 23 )

2 sin �(cos �T3 + sin �T1T2)

2 sin �(sin �T1T3 � cos �T2)

37775 ; A2 =
26664
�2 sin �(cos �T3 � sin �T1T2)

cos2 � + sin2 �(T 22 � T 21 � T 23 )

2 sin �(cos �T1 + sin �T2T3)

37775

A3 =

26664
2 sin �(cos �T2 + sin �T1T3)

2 sin �(sin �T2T3 � cos �T1)

cos2 � + sin2 �(T 23 � T 22 � T 21 )

37775
olmak üzere,

A(t; �) =
h
A1 A2 A3

i
(3.1)

burada T (t) vektörü A(t; �) matrisinin dönme ekseni ve A(t; �)T (t) = T (t)�dir

(Aslan ve Yayl¬2016a).

Teorem 3.1 �(t) birim h¬zl¬e¼grisi C(t; �) kanal yüzeyinin merkez e¼grisi, �(t) e¼grisinin

Frenet çat¬s¬fT (t); N(t); B(t)g ve q(t; �) = cos �+sin �T (t) birim kuaterniyon olmak
14



üzere, q(t; �) � N(t) kuaterniyon çarp¬m¬ndan yararlanarak C(t; �) kanal yüzeyi ve

X(t; �) tüp yüzeyi s¬ras¬yla aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir.

C(t; �) = �(t)� r(t)r0(t)T (t)� r(t)
p
1� r0(t)2q(t; �) �N(t) (3.2)

X(t; �) = �(t) + r(t)q(t; �) �N(t) (3.3)

q(t; �) = cos �+sin �T (t) birim kuaterniyonu için � lineer dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen

matris A(t; �) olmak üzere, (3.2) kanal yüzeyi ve (3.3) tüp yüzeyi s¬ras¬yla homotetik

hareket ile aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

C(t; �) = �(t) + h(t)A(t; �)N(t) (3.4)

X(t; �) = �(t) + r(t)A(t; �)N(t) (3.5)

burada �(t) = �(t)�r(t)r0(t)T (t) ve h(t) = �r(t)
p
1� r0(t)2�dir (Aslan ve Yayl¬2016a).

·Ispat. q(t; �) = cos � + sin �T (t) birim kuaterniyonu ve N(t) saf (pure) kuaterniy-

onun kuaterniyon çarp¬m¬ndan

q(t; �) �N(t) = cos �N(t) + sin �B(t): (3.6)

eşitli¼gi elde edilir. Bu eşitli¼gi teoremdeki kuaterniyon çarp¬mlar¬n¬n yerine yazarak

C(t; �) = �(t)� r(t)r0(t)T (t)� r(t)
p
1� r0(t)2(cos �N(t) + sin �B(t))

X(t; �) = �(t) + r(t)(cos �N(t) + sin �B(t))

(2.1) kanal yüzeyi ve (2.2) tüp yüzeyi elde edilir.

E¼ger �(t), h(t) ve A(t; �) s¬ras¬yla homotetik hareketin öteleme vektörü, homotetik

skalas¬ve ortogonal matrisi olarak al¬rsak kanal yüzeyi

C(t; �) = �(t) + h(t)A(t; �)N(t)

homotetik hareketiyle elde edilir. �(t), r(t) ve A(t; �) s¬ras¬yla, öteleme vektörü,

homotetik skalas¬ve homotetik hareketin ortogonal matrisi olarak al¬rsak tüp yüzeyi

X(t; �) = �(t) + r(t)A(t; �)N(t)

homotetik hareketiyle elde edilir (Aslan ve Yayl¬2016a).
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Önerme 3.1 Genelleştirilmi̧s tüp yüzeyi Y (t; �) = �(t)+r(�)(cos �N(t)+sin �B(t)),

kuaterniyon çarp¬m¬yla

Y (t; �) = �(t) + r(�)q(t; �) �N(t) (3.7)

biçiminde elde edilir. Bu kuaterniyon çarp¬m¬ndan yararlanarak (2.3) genelleştir-

ilmi̧s tüp yüzeyi

Y (t; �) = �(t) + r(�)A(t; �)N(t) (3.8)

homotetik hareketiyle elde edilir. Genelleştirilmi̧s tüp yüzeyinin homotetik hareket

olarak gösteriminde, r(�) sabit olmayan bir homotetik skalad¬r (Aslan ve Yayl¬2016a).

Teorem 3.2 �(t) birim h¬zl¬merkez e¼grisinin Bishop çat¬s¬

fT (t); N1(t); N2(t) = T (t) � N1(t)g ve q(t; �) = cos � + sin �T (t) birim kuaterniyon

olmak üzere, q(t; �)�N1(t) kuaterniyon çarp¬m¬ndan yararlanarak (2.4) kanal yüzeyi

ve (2.5) tüp yüzeyi

C(t; �) = �(t)� r(t)r0(t)T (t)� r(t)
p
1� r0(t)2q(t; �) �N1(t) (3.9)

X(t; �) = �(t) + r(t)q(t; �) �N1(t) (3.10)

biçiminde elde edilir. q(t; �) = cos � + sin �T (t) birim kuaterniyonu için � lineer

dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen matrisi kullanarak kanal yüzeyi ve tüp yüzeyi homotetik

hareket ile verilebilir, s¬ras¬yla

C(t; �) = �(t) + h(t)AN1(t) (3.11)

X(t; �) = �(t) + r(t)AN1(t) (3.12)

burada �(t) = �(t)�r(t)r0(t)T (t) ve h(t) = �r(t)
p
1� r0(t)2�dir (Aslan ve Yayl¬2016a).

Teorem 3.3 �(t) birim h¬zl¬merkez e¼grisinin Darboux çat¬s¬

fT (t); Y (t) = U(t) � T (t); U(t)g ve q(t; �) = cos � + sin �T (t) birim kuaterniyon

olmak üzere, q(t; �) � Y (t) kuaterniyon çarp¬m¬ndan yararlanarak (2.6) kanal yüzeyi

ve (2.7) tüp yüzeyi

C(t; �) = �(t)� r(t)r0(t)T (t)� r(t)
p
1� r0(t)2q(t; �) � Y (t) (3.13)

X(t; �) = �(t) + r(t)q(t; �) � Y (t) (3.14)
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biçiminde elde edilir. q(t; �) = cos � + sin �T (t) birim kuaterniyonu için � lineer

dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen matrisi kullanarak kanal yüzeyi ve tüp yüzeyi homotetik

hareket ile verilebilir, s¬ras¬yla

C(t; �) = �(t) + h(t)AY (t) (3.15)

X(t; �) = �(t) + r(t)AY (t) (3.16)

burada �(t) = �(t)�r(t)r0(t)T (t) ve h(t) = �r(t)
p
1� r0(t)2�dir (Aslan ve Yayl¬2016a).

Sonuç 3.1 Frenet çat¬s¬, Bishop çat¬s¬ve Darboux çat¬s¬ ile verilen kanal yüzey-

leri ve tüp yüzeyleri, ayn¬q(t; �) = cos � + sin �T (t) birim kuaterniyonuyla ve ayn¬

ortogonal matris A(t; �) ile elde edilebilir (Aslan ve Yayl¬2016a).

Örnek 3.1 �(t) = (
t

2
; sin(

p
3t

2
); cos(

p
3t

2
)) birim h¬zl¬e¼grisinin Frenet çat¬s¬

T (t) = (
1

2
;

p
3

2
cos(

p
3t

2
);�

p
3

2
sin(

p
3t

2
))

N(t) = (0;� sin(
p
3t

2
);� cos(

p
3t

2
)) (3.17)

B(t) = (�
p
3

2
;
1

2
cos(

p
3t

2
);�1

2
sin(

p
3t

2
))

olmak üzere, q(t; �) = cos �+sin �T (t) birim kuaterniyonu için � lineer dönüşümüne

kaŗs¬l¬k gelen A matrisi;

A1 =

26664
cos2 ��1

2
sin2 �

p
3 sin �(1

2
sin � cos (

p
3t
2
)� sin (

p
3t
2
) cos �)

�
p
3 sin �(1

2
sin (

p
3t
2
) sin �� cos � cos (

p
3t
2
))

37775

A2 =

26664
p
3 sin �( sin (

p
3t
2
) cos �+1

2
sin � cos (

p
3t
2
))

cos2 �+sin2 �(3
4
cos2 (

p
3t
2
)�1

4
�3
4
sin2 (

p
3t
2
))

sin �( cos ��3
2
sin (

p
3t
2
) sin � cos (

p
3t
2
))

37775

A3 =

26664
p
3 sin �( cos � cos (

p
3t
2
)�1

2
sin (

p
3t
2
) sin �)

� sin �(3
2
sin (

p
3t
2
) sin � cos (

p
3t
2
)+ cos �)

cos2 �+sin2 �(3
4
sin2 (

p
3t
2
)�3

4
cos2 (

p
3t
2
)�1

4
)

37775
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Şekil 3.1. Tüp yüzeyi

olmak üzere,

A =
h
A1 A2 A3

i
(3.18)

şeklindedir. Bu matrisi teorem 3.1�de kullanarak

X(t; �) = �(t) + r(t)AN(t)

= (
t

2
� r

p
3

2
sin 2�; sin(

p
3t

2
)� r cos 2� sin(

p
3t

2
) + r

1

2
sin 2� cos(

p
3t

2
)

; cos(

p
3t

2
)� r cos 2� cos(

p
3t

2
)� r1

2
sin 2� sin(

p
3t

2
)) (3.19)

tüp yüzeyi elde edilir. r =
1

2
için bu tüp yüzeyi şekil 3.1�de gösterilebilir

(Aslan ve Yayl¬2016a).

3.2 Split Kuaterniyonlar ve Minkowski 3 Uzay¬nda Kanal Yüzeyleri

Çal¬̧sman¬n bu k¬sm¬nda da Minkowski uzay¬nda kanal yüzeylerinin merkez e¼grisinin

birim tanjant vektöründen yararlanarak iki birim split timelike kuaterniyon ver-

ilecektir. Merkez e¼grisi, binormal vektörü spacelike olan spacelike e¼gri olan kanal

yüzeyleri ve tüp yüzeyleri, birim kuaterniyon ile merkez e¼grisinin binormal vek-

törünün (skalersiz split kuaterniyon) split kuaterniyon çarp¬m¬ndan elde edilecektir.

Benzer şekilde, merkez e¼grisi timelike olan kanal yüzeyleri elde edilecektir. Ayr¬ca,

bu birim kuaterniyonlar için linear dönüşüme kaŗs¬l¬k gelen (2.22) matrisleri kulla-

narak kanal yüzeyleri ve tüp yüzeyleri homotetik hareket ile verilecektir. Son olarak,

elde edilen sonuçlar kullan¬larak iki örnek verilecektir.
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3.2.1 Merkez spacelike e¼gri kanal yüzeyleri ve split kuaterniyonlar

Uyar¬3.2 Minkowski uzay¬nda, birim h¬zl¬spacelike �(t) e¼grisinin birim tanjant

vektörü T (t) = (T1(t); T2(t); T3(t)) ve hT (t); T (t)iL > 0 olmak üzere, vektörel k¬sm¬

spacelike olan birim timelike split kuaterniyon q1(t; �) = cosh � � sinh �T (t) için

dönüşüme kaŗs¬l¬k gelen (2.34) matris aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

A1 =

26664
cosh2 � + sinh2 �(T 21 + T

2
2 + T

2
3 )

2 sinh �(sinh �T1T2 � cosh �T3)

2 sinh �(sinh �T1T3 + cosh �T2)

37775 ;

A2 =

26664
�2 sinh �(cosh �T3 + sinh �T1T2)

cosh2 � + sinh2 �(T 23 � T 21 � T 22 )

�2 sinh �(cosh �T1 + sinh �T2T3)

37775

A3 =

26664
2 sinh �(cosh �T2 � sinh �T1T3)

2 sinh �(cosh �T1 � sinh �T2T3)

cosh2 � + sinh2 �(T 22 � T 23 � T 21 )

37775
olmak üzere,

Rq1 =
h
A1 A2 A3

i
(3.20)

burada T (t) vektörü Rq1 matrisinin dönme ekseni ve Rq1T (t) = T (t)�dir

(Aslan ve Yayl¬2016b).

Teorem 3.4 �(t) binormal vektörü spacelike olan birim h¬zl¬spacelike e¼gri (2.27)

C(t; �) kanal yüzeyinin merkez e¼grisi ve q1(t; �) = cosh �� sinh �T (t) vektörel k¬sm¬

spacelike olan birim timelike split kuaterniyon olmak üzere, q1(t; �) �L B(t) split

kuaterniyon çarp¬m¬ndan yararlanarak s¬ras¬yla (2.27) kanal yüzeyi ve (2.28) tüp

yüzeyi

C(t; �) = �(t) + r(t)r0(t)T (t)� r(t)
p
1� r0(t)2)q1(t; �) �L B(t) (3.21)

Tube(t; �) = �(t) + r(t)q1(t; �) �L B(t) (3.22)

biçimde ede edilebilir. Burada fT (t); N(t); B(t)g, 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda

�(t) e¼grisinin Frenet-Serret çat¬s¬d¬r (Aslan ve Yayl¬2016b).
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·Ispat. (2.32) split kuaterniyon çarp¬m¬, (2.25) ve (2.26) Lorentz çarp¬mlar¬dan

q1(t; �) �L B(t) = (cosh � � sinh �T (t)) �L B(t)

= (cosh �B(t)� sinh �T (t)�L B(t))

= (cosh �B(t) + sinh �N(t)) (3.23)

eşitli¼gi elde edilir. (3.23) eşitli¼gini (3.21) ve (3.22) eşitliklerinde yazarak

C(t; �) = �(t) + r(t)r0(t)T (t)� r(t)
p
1� r0(t)2(sinh �N(t) + cosh �B(t))

Tube(t; �) = �(t) + r(t)(sinh �N(t) + cosh �B(t)):

eşitlikleri elde edilir. Böylece merkez e¼grisi, binormal vektörü spacelike olan birim

h¬zl¬spacelike e¼gri olan kanal yüzeyi ve tüp yüzeyi elde edilir (Aslan ve Yayl¬2016b).

Önerme 3.2 q1(t; �) = cosh ��sinh �T (t) vektörel k¬sm¬spacelike olan birim time-

like split kuaterniyonu için dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen (3.20) matris Rq1 ve merkez

e¼grisi, binormal vektörü spacelike olan birim h¬zl¬spacelike e¼gri olan kanal yüzeyi

C(t; �) ve tüp yüzeyi Tube(t; �) olmak üzere, teorem 3.4�teki (3.21) ve (3.22) eşitlikler

C(t; �) = �(t) + h(t)Rq1B(t) (3.24)

Tube(t; �) = �(t) + r(t)Rq1B(t) (3.25)

olarak yaz¬labilir. Burada �(t) = �(t)+ r(t)r0(t)T (t) ve h(t) = �r(t)
p
1� r0(t)2�dir

(Aslan ve Yayl¬2016b).

Sonuç 3.2 Merkez e¼grisi, binormal vektörü spacelike olan birim h¬zl¬spacelike e¼gri

olan kanal yüzeyi ve tüp yüzeyi s¬ras¬yla homotetik hareket ile aşa¼g¬daki biçimde

verilebilir.

C(t; �) = �(t) + h(t)Rq1B(t) (3.26)

Tube(t; �) = �(t) + r(t)Rq1B(t) (3.27)

burada Rq1 homotetik hareketin ortogonal matrisi, h(t) ve r(t) homotetik hareketin

skalalar¬, �(t) ve �(t) konum vektörleri bulunduklar¬homotetik hareketin öteleme

vektörleridir (Aslan ve Yayl¬2016b).
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3.2.2 Merkez timelike e¼gri kanal yüzeyleri ve split kuaterniyonlar

Uyar¬3.3 Minkowski uzay¬nda, birim h¬zl¬ timelike �(t) e¼grisinin birim tanjant

vektörü T (t) = (T1(t); T2(t); T3(t)) ve hT (t); T (t)iL < 0 olmak üzere, vektörel k¬sm¬

timelike olan birim timelike split kuaterniyonu q2(t; �) = cos �+sin �T (t) için (2.21)

dönüşüme kaŗs¬l¬k gelen matris aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

A1 =

26664
cos2 � + sin2 �(T 21 + T

2
2 + T

2
3 )

2 sin �(sin �T1T2 + cos �T3)

2 sin �(sin �T1T3 + cos �T2)

37775 ; A2 =
26664

2 sin �(cos �T3 � sin �T1T2)

cos2 � + sin2 �(T 23 � T 21 � T 22 )

2 sin �(cos �T1 � sin �T2T3)

37775

A3 =

26664
�2 sin �(cos �T2 + sin �T1T3)

�2 sin �(cos �T1 + sin �T2T3)

cos2 � + sin2 �(T 22 � T 23 � T 21 )

37775
olmak üzere,

Rq2 =
h
A1 A2 A3

i
: (3.28)

burada T (t) vektörü Rq2 matrisinin dönme ekseni ve Rq2T (t) = T (t)�dir

(Aslan ve Yayl¬2016b).

Teorem 3.5 �(t) birim h¬zl¬ timelike e¼gri, C(t; �) kanal yüzeyinin merkez e¼grisi

ve q2(t; �) = cos � + sin �T (t) vektörel k¬sm¬timelike olan birim timelike split ku-

aterniyon olmak üzere, q2(t; �) �L N(t) split kuaterniyon çarp¬m¬ndan yararlanarak

s¬ras¬yla (2.29) kanal yüzeyi ve (2.30) tüp yüzeyi,

C(t; �) = �(t) + r(t)r0(t)T (t)� r(t)
p
1 + r0(t)2q2(t; �) �L N(t); (3.29)

Tube(t; �) = �(t) + r(t)q2(t; �) �L N(t) (3.30)

biçimde elde edilir. Burada fT (t); N(t); B(t)g, �(t) e¼grisinin Frenet-Serret çat¬s¬d¬r

(Aslan ve Yayl¬2016b).
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·Ispat. (2.32) split kuaterniyon çarp¬m¬, (2.25) ve (2.26) Lorentz çarp¬mlar¬ndan

q2(t; �)�L N(t) = (cos � + sin �T (t)) �L N(t)

= (cos �N(t) + sin �T (t)�L N(t))

= (cos �N(t) + sin �B(t)) (3.31)

eşitli¼gi elde edilir. (3.31) eşitli¼gini (3.29) ve (3.30) eşitliklerinde yazarak

C(t; �) = �(t) + r(t)r0(t)T (t)� r(t)
p
1 + r0(t)2(cos �N(t) + sin �B(t));

Tube(t; �) = �(t) + r(t)(cos �N(t) + sin �B(t))

merkez e¼grisi, birim h¬zl¬timelike e¼gri olan kanal yüzeyi ve tüp yüzeyi elde edilir

(Aslan ve Yayl¬2016b).

Önerme 3.3 Vektörel k¬sm¬timelike olan birim timelike split kuaterniyon q2(t; �) =

cos � + sin �T (t) için dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen (3.28) matris Rq2 ve merkez e¼grisi,

birim h¬zl¬ timelike e¼gri olan kanal yüzeyi C(t; �) ve tüp yüzeyi Tube(t; �) olmak

üzere, teorem 3.5�teki (3.29) ve (3.30) eşitlikleri

C(t; �) = �(t) + h(t)Rq2N(t) (3.32)

Tube(t; �) = �(t) + r(t)Rq2N(t) (3.33)

biçiminde verilebilir. Burada �(t) = �(t)+r(t)r0(t)T (t), h(t) = �r(t)
p
1 + r0(t)2�dir

(Aslan ve Yayl¬2016b).

Sonuç 3.3 Merkez e¼grisi, birim h¬zl¬spacelike e¼gri olan s¬ras¬yla kanal yüzeyi C(t; �)

ve tüp yüzeyi Tube(t; �) homotetik hareket ile aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

C(t; �) = �(t) + h(t)Rq2N(t) (3.34)

Tube(t; �) = �(t) + r(t)Rq2 )N(t) (3.35)

burada Rq2 homotetik hareketin ortogonal matrisi, h(t) ve r(t) homotetik hareketin

skalalar¬, �(t) ve �(t) konum vektörleri bulunduklar¬homotetik hareketin öteleme

vektörleridir (Aslan ve Yayl¬2016b).
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Sonuç 3.4 q1(t; �) ve q2(t; �) birim timelike kuaterniyonlar¬, T (t) birim tanjant

vektörden elde edildi ancak farkl¬kuaterniyonlard¬r. Tan¬m 2.15�teki kanal yüzey-

leri q1(t; �) birim kuaterniyonu ve B(t) binormal vektöründen elde edilirken tan¬m

2.16�daki kanal yüzeyleri q2(t; �) birim kuaterniyonu ve N(t) normal vektöründen

elde edildi. Böylece, bu iki kanal yüzeyi farkl¬q1(t; �) ve q2(t; �) kuaterniyonlar¬n-

dan, farkl¬B(t) ve N(t) normal vektörlerden elde edildi (Aslan ve Yayl¬2016b).

Sonuç 3.5 Tan¬m 2.15�teki kanal yüzeyleri ve q1(t; �) kuaterniyonu, hiperbolik aç¬

ile ifade edildi. Benzer şekilde, tan¬m 2.16�daki kanal yüzeyleri ve q2(t; �) kuaterniy-

onu, küresel aç¬ile ifade edildi. Bundan dolay¬, kanal yüzeyleri ve birim kuaterniy-

onlar aras¬nda yak¬n bir ili̧ski oldu¼gu söylenebilir (Aslan ve Yayl¬2016b).

Örnek 3.2 Binormal vektörü spacelike olan birim h¬zl¬spacelike

�(t) = (cosh
tp
2
; sinh

tp
2
;
tp
2
) e¼grisinin Frenet çat¬s¬

T (t) = (
1p
2
sinh

tp
2
;
1p
2
cosh

tp
2
;
1p
2
)

N(t) = (cosh
tp
2
; sinh

tp
2
; 0)

B(t) = (
1p
2
sinh

tp
2
;
1p
2
cosh

tp
2
;� 1p

2
)

olmak üzere, vektörel k¬sm¬ spacelike olan birim timelike kuaterniyonu q1(t; �) =

cosh ��sinh �T (t) için dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen (3.20) matris aşa¼g¬daki biçimdedir.

A1 =

26664
cosh2 � + sinh2 �

2
(sinh � + cosh2 � + 1)

sinh �(sinh � sinh � cosh � �
p
2 cosh �)

sinh �(
p
2 sinh � cosh � + cosh � sinh �)

37775 ;

A2 =

26664
� sinh �(

p
2 cosh � + sinh � sinh � cosh �)

cosh2 � + sinh2 �
2
(1� sinh2 � � cosh2 �)

� sinh �(
p
2 cosh � sinh � + sinh � cosh �)

37775

A3 =

26664
sinh �(

p
2 cosh � cosh � � sinh � sinh �)

sinh �(
p
2 cosh � sinh � � sinh � cosh �)

cosh2 � + sinh2 �
2
(cosh2 � � sinh2 � � 1)

37775
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Şekil 3.2. Spacelike e¼gri üzerinde tüp yüzeyi

olmak üzere,

Rq1 =
h
A1 A2 A3

i
(3.25) eşitli¼gini Rq1 matrisi ve B(t) = (

1p
2
sinh

tp
2
;
1p
2
cosh

tp
2
;� 1p

2
) binormal

vektörü için kullanarak

Tube(t; �) = �(t) + r(t)Rq1B(t)

= (cosh
tp
2
+ r cosh

tp
2
sinh � + r

1p
2
sinh

tp
2
cosh �;

sinh
tp
2
+ r sinh

tp
2
sinh � + r cosh

tp
2
cosh �;

tp
2
� cosh �)

tüp yüzeyi elde edilir. Bu tüp yüzeyi, r = 5 için şekil 3.2�de gösterilebilir

(Aslan ve Yayl¬2016b).

Örnek 3.3 Birim h¬zl¬timelike �(t) = (

p
5t

2
; sin

t

2
; cos

t

2
) e¼grisinin Frenet çat¬s¬

T (t) = (

p
5

2
;
1

2
cos

t

2
;�1
2
sin

t

2
)

N(t) = (0;� sin t
2
;� cos t

2
)

B(t) = (
1

2
;

p
5

2
cos

t

2
;�
p
5

2
sin

t

2
):
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Şekil 3.3. Timelike e¼gri üzerinde tüp yüzeyi

olmak üzere, vektörel k¬sm¬ timelike olan birim timelike kuaterniyonu q2(t; �) =

cos � + sin �T (t) ve N(t) = (0;� sin t
2
;� cos t

2
) için (3.30) eşitli¼gini kullanarak

Tube(t; �) = �(t) + r(t)q2(t; �) �L N(t)

= �(t) + r(t)(cos �N(t) + sin �B(t))

= (

p
5

2
+
1

2
r sin �; sin

t

2
� r cos � sin t

2
+

p
5

2
r sin � cos

t

2
;

cos
t

2
� r cos � cos t

2
�
p
5

2
r sin � sin

t

2
)

tüp yüzeyi elde edilir. Bu tüp yüzeyini, r =
1

2
için şekil 3.3�de gösterilebilir

(Aslan ve Yayl¬2016b).

3.3 Kuaterniyonlar ve Genelleştirilmi̧s Sabit Oranl¬Yüzeyler

Bu bölümde, genelleştirilmi̧s sabit oranl¬(GSO) yüzeyler bir birim kuaterniyonun

ve bir saf (pure) kuaterniyonun çarp¬m¬ndan elde edilerek incelenecektir. GSO

yüzeyler, birim kuaterniyon ve bu birim kuaterniyon için (2.21) lineer dönüşüm

alt¬nda inveryant oldu¼gu gösterilecektir. Ayr¬ca, bu yüzeylerle ilgili baz¬sonuçlar

elde edildikten sonra örnekler verilecektir.

Uyar¬3.4 f(t) kresel e¼grisinin te¼get vektöründen yararlanarak, q(s; t) = cosu(s)�

sinu(s)f 0(t) birim kuaterniyonu tan¬mlanabilir. f 0(t) = (f 01(t); f
0
2(t); f

0
3(t)) olmak
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üzere, q(s; t) birim kuaterniyonu için � lineer dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen (2.22) matris

aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

A1 =

26664
cos2 u+ sin2 u(f 021 � f 022 � f 023 )

2 sinu(sinuf 01f
0
2 � cosuf 03)

2 sinu(sinuf 01f
0
3 + cosuf

0
2)

37775 ; A2 =
26664
2 sinu(cosuf 03 + sinuf

0
1f
0
2)

cos2 u� sin2 u(f 021 � f 022 + f 023 )

2 sinu(sinuf 02f
0
3 � cosuf 01)

37775

A3 =

26664
2 sinu(sinuf 01f

0
3 � cosuf 02)

2 sinu(sinuf 02f
0
3 + cosuf

0
1)

cos2 u� sin2 u(f 021 + f 022 � f 023 )

37775
olmak üzere,

M(s; t) =
h
A1 A2 A3

i
. (3.36)

f 0(t) vektörü M matrisinin dönme ekseni oldu¼gundan aşa¼g¬daki eşitlik verilebilir

(Aslan ve Yayl¬2017a).

f 0(t) =Mf 0(t): (3.37)

Teorem 3.6 x : S �! E3 GSO bir yüzey olsun. q(s; t) = cosu(s) � sinu(s)f 0(t)

birim kuaterniyon q1(s; t) = sf(t) ise saf (pure) kuaterniyon olmak üzere, GSO

yüzey aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir (Aslan ve Yayl¬2017a).

x(s; t) = q(s; t) � q1(s; t). (3.38)

·Ispat. q(s; t) = cosu(s) � sinu(s)f 0(t) ve q1(s; t) = sf(t) kuaterniyon çarp¬m¬

al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

q(s; t) � q1(s; t) = s cosu(s)f(t)� s sinu(s)f 0(t)� f(t)

= s(cosu(s)f(t) + sinu(s)f(t)� f 0(t)). (3.39)

Böylece, GSO yüzeyi

x(s; t) = q(s; t) � q1(s; t). (3.40)

biçiminde elde edilir.

26



Teorem 3.7 x : S �! E3 GSO bir yüzey, q(s; t) = cosu(s) � sinu(s)f 0(t) birim

kuaterniyon ve q1(s; t) = sf(t) saf (pure) kuaterniyon (3-boyutlu öklid uzay¬nda bir

yüzey) olmak üzere,

qn(s; t) � x(s; t) = q(n+1)(s; t) � q1(s; t) (3.41)

ifadesi bir GSO yüzey ve n 2 R�dir (Aslan ve Yayl¬2017a).

·Ispat. qn(s; t) = cos (nu) � sin (nu) f 0(t) ve x(s; t) = s (cosuf + sinuf � f 0) için

kuaterniyon çarp¬m¬aşa¼g¬daki biçimdedir.

qn(s; t) � x(s; t) = s cos (nu) cos uf(t) + cos (nu) sinuf(t)� f 0(t)

� s sin (nu) cosuf 0(t)� f(t)� s sin (nu) sinuf 0(t) (f(t)� f 0(t))

(3.42)

f(t) e¼grisinin Sabban çat¬s¬özelliklerinden

f 0(t)� f(t) = �f(t)� f 0(t), f 0(t)� (f(t)� f 0(t)) = f(t). (3.43)

eşitlikleri (3.42) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

qn(s; t) � x(s; t) = s (cos (nu) cos u� sin (nu) sinu) f(t)

+ s (cos (nu) sinu+ sin (nu) cos u) f(t)� f 0(t)

= s (cos((n+ 1)u) f(t) + sin ((n+ 1)u) f(t)� f 0(t)): (3.44)

eşitli¼gi elde edilir. Böylece, (3.44) eşitli¼ginin bir GSO yüzey oldu¼gu kolayca görülebilir.

Ayr¬ca,

qn(s; t) � x(s; t) = qn(s; t) � q(s; t) � q1(s; t)

= q(n+1)(s; t) � q1(s; t): (3.45)

eşitli¼gi de elde edilebilir.
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Önerme 3.4 q(s; t) = cosu(s) � sinu(s)f 0(t) birim kuaterniyonu için � lineer

dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen matrisM(s; t) olmak üzere GSO yüzeyleri, x(s; t) yüzeyinin

konum vektörü ve M(s; t) ortogonal matrisiyle aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir.

Ax(s; t), (3.46)

burada x(s; t) GSO yüzeydir (Aslan ve Yayl¬2017a).

Önerme 3.5 q2(s; t) = sq(s; t) olmak üzere, x(s; t) GSO yüzeyi homotetik hareket

ile aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir.

x(s; t) = q(s; t) � q1(s; t),

= q2(s; t) � f(t). (3.47)

Ayr¬ca, GSO yüzey aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir.

x(s; t) = Aq1(s; t),

= sAf(t). (3.48)

burda s ve A s¬ras¬yla homotetik hareketin skalas¬ve ortogonal matrisidir

(Aslan ve Yayl¬2017a).

Sonuç 3.6 q(s; t) birim kuaterniyonu x(s; t) ve q1(s; t) yüzeylerini spff 0(t)g ekseni

etraf¬nda u(s) aç¬s¬kadar döndürür (Aslan ve Yayl¬2017a).

Sonuç 3.7 Teorem 3.7�den; GSO yüzeyler q(s; t) birim kuaterniyonu ile döndürül-

dü¼günde yine bir GSO yüzey elde edilir. Böylece, GSO yüzeyler q(s; t) birim ku-

aterniyonu alt¬nda invaryantt¬r. Ayr¬ca, GSO yüzeyler � lineer dönüşümü alt¬nda

da invaryantt¬r (Aslan ve Yayl¬2017a).

Sonuç 3.8 GSO yüzeyler, f(t) e¼grisinin q2(s; t) homotetik hareketiyle spff 0(t)g ek-

seni etraf¬nda u(s) aç¬s¬kadar döndürülmesiyle elde edilebilir (Aslan ve Yayl¬2017a).
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Örnek 3.4 E¼ger p(t) = 2 arctan et ise f(t) = (cos p(t) cos t; cos p(t) sin t; sin p(t))

e¼grisi S2 üzerinde bir küresel e¼gridir (Fu ve Munteanu 2014). Bu e¼grinin Sabban

çat¬s¬aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir.

f(t) = (cos p(t) cos t; cos p(t) sin t; sin p(t)),

f 0(t) = (�p0 sin p cos t� cos p sin t;�p0 sin p sin t+ cos p cos t; p0 cos p),

(3.49)

f(t)� f 0(t) = (p0 sin t� cos p sin p cos t;�p0 cos t� cos p sin p sin t; cos2 p).

Böylece (2.9) denkleminden GSO yüzey

x(s; t) = (s cosu cos p cos t+ sp0 sinu sin t� s sinu cos p sin p cos t;

s cosu cos p sin t� sp0 sinu cos t� s sinu cos p sin p sin t;

s cosu sin p+ s sinu cos2 p). (3.50)

biçiminde yaz¬labilir. (3.41) eşitli¼ginde n = 1 için GSO yüzey aşa¼g¬daki biçimde elde

edilebilir.

q(s; t) � x(s; t) = (s cos 2u cos p cos t+ sp0 sin 2u sin t� s sin 2u cos p sin p cos t;

s cos 2u cos p sin t� sp0 sin 2u cos t� s sin 2u cos p sin p sin t;

s cos 2u sin p+ s sin 2u cos2 p). (3.51)

u(s) = s, p(t) = (2 arctan et) ve p0(t) = (sin(2 arctan et)) için GSO yüzeyi şekil

3.4�de verilebilir (Aslan ve Yayl¬2017a).

Örnek 3.5 f(t) = (
1

3
cos 3t;

1

3
sin 3t;

2
p
2

3
) küresel e¼grisinin Sabban çat¬s¬

f(t) = (
1

3
cos 3t;

1

3
sin 3t;

2
p
2

3
),

f 0(t) = (� sin 3t; cos 3t; 0), (3.52)

f(t)� f 0(t) = (�2
p
2

3
cos 3t;�2

p
2

3
sin 3t;

1

3
).
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Şekil 3.4. GSO yüzey-1

biçimindedir. Böylece, q(s; t) = cosu(s)� sinu(s)f 0(t) ve q1(s; t) = sf(t) için (3.48)

denkleminden GSO yüzey aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir.

A1 =

26664
cos2 u+sin2 u( sin2 3t� cos2 3t)

�2 sin2 u sin 3t cos 3t

2 sin u cosu cos 3t

37775 ; A2 =
26664

�2 sin2 u sin 3t cos 3t

cos2 u� sin2 u( sin2 3t� cos2 3t))

2 sinu cosu sin 3t

37775

A3 =

26664
�2 sin u cosu cos 3t

�2 sin u cosu sin 3t

cos2 u� sin2 u

37775
olmak üzere,

x(s; t) = s
h
A1 A2 A3

i
:

26664
1
3
cos 3t

1
3
sin 3t

2
p
2
3

37775 (3.53)

=

26664
1
3
s cos 2u cos 3t� 2

p
2
3
s sin 2u cos 3t

1
3
s cos 2u sin 3t� 2

p
2
3
s sin 2u sin 3t

2
p
2
3
s cos 2u+ 1

3
s sin 2u

37775 . (3.54)

u =
1

2s
için GSO oranl¬yüzey şekil 3.5�de verilebilir (Aslan ve Yayl¬2017a).
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Şekil 3.5. GSO yüzey-2
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4. ŞEK·IL OPERATÖRÜNÜN KUATERN·IYON·IK ·IFADES·I

Çal¬̧sman¬n bu bölümünde, yüzeylerin incelenmesinde önemli bir yeri olan şekil op-

eratörü kuaterniyonlarla ifade edilerek incelenmi̧stir. Yüzeydeki bir e¼grinin Dar-

boux çat¬s¬kullan¬larak elde edilen şekil operatöründen kuaterniyon operatörü elde

edilmi̧stir. Daha sonra, bu operatörden yararlanarak kuaterniyonik şekil operatörü

tan¬mlanm¬̧st¬r. Kuaterniyonik şekil operatörü birim kuaterniyonla ifade edildikten

sonra, kuaterniyonik şekil operatörü bu birim kuaterniyona kaŗs¬l¬k gelen ortogonal

matrisle ifade edilmi̧stir. Böylece, kuaterniyonik şekil operatörü ortogonal matris

yard¬m¬yla homotetik hareket ile ifade edilmi̧stir. Ayr¬ca, Gauss e¼grilik ve orta-

lama e¼grilik hem kuaterniyonik şekil operatörüyle hem de homotetik hareket ile

elde edilmi̧stir. Son olarak, yüzeyler üzerinde asimptotik e¼gri ve geodezik e¼gri gibi

baz¬e¼griler boyunca kuaterniyonik şekil operatörü matris ile elde edildikten sonra

çal¬̧sman¬n bu bölümünde elde edilen sonuçlar kullan¬larak bir örnek verilmi̧stir.

Uyar¬4.1 x : D � R2 ! M � R3, parametreleri �s ve t� olan bir yüzey ve

�(s) e¼grisiM yüzeyinde birim h¬zl¬bir e¼gri olmak üzere, �0(s) h¬z vektörü aşa¼g¬daki

biçimde verilebilir.

d�(s)

ds
= �0(s) = T (s); (4.1)

burada T (s) vektörü M yüzeyine te¼get birim tanjant vektördür. T (s) tanjant vek-

törüyle şekil operatörü

S(T (s)) = �rT (s)U

= �r d�(s)
ds

U

= �r�0(s)U

= �dU
ds
: (4.2)

biçiminde elde edilebilir (O�Neill 2006). (2.15) Darboux çat¬s¬vektörlerinin türevin-
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den yararlanarak şekil operatörü Darboux çat¬s¬yla aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir.

S(T (s)) = �dU
ds

= �(�kn(s)T (s)� tg(s)Y (s))

= kn(s)T (s) + tg(s)Y (s); (4.3)

burada fT; Y; Ug, kn ve tg s¬ras¬yla Darboux çat¬s¬, normal e¼grilik ve geodezik tor-

siyondur (Aslan ve Yayl¬2017b).

Teorem 4.1 x : D � R2 ! M � R3, parametreleri �s ve t� olan bir yüzey

olsun. �(s) ve �(t) e¼grileri M yüzeyinde birim h¬zl¬ e¼griler olsun. �(s) ve �(t)

e¼grilerinin te¼get vektörleri s¬ras¬yla T (s) ve T (t) olmak üzere, bu e¼griler boyunca

s¬ras¬yla S(T (s)) = kn(s)T (s) + tg(s)Y (s) ve S(T (t)) = kn(t)T (t) + tg(t)Y (t) Dar-

boux çat¬s¬yla şekil operatörlerinden yararlanarak Gauss e¼grili¼giK ve ortalama e¼gril-

i¼gi H aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir.

K = kn(s)kn(t) + tg(s)tg(t) + (kn(s)tg(t)� kn(t)tg(s)) cot �(s; t) (4.4)

H =
kn(t)� (kn(s) cos 2�(s; t) + tg(s) sin 2�(s; t))

2 sin2 �(s; t)
; (4.5)

burada �(s; t) aç¬s¬T (s) ve T (t) vektörleri aras¬ndaki aç¬d¬r (Aslan ve Yayl¬2017b).

·Ispat. (2.11) eşitli¼ginden yararlanarak

K =
hS(T (s)); T (s)i hS(T (t)); T (t)i � hS(T (s)); T (t)i hS(T (t)); T (s)i

hT (s); T (s)i hT (t); T (t)i � hT (s); T (t)i2
(4.6)

eşitli¼ginde (4.3) Darboux çat¬s¬yla şekil operatörü kullan¬lacakt¬r. Darboux çat¬s¬yla

şekil operatöründen

hS(T (s)); T (s)i = kn(s) (4.7)

hS(T (t)); T (t)i = kn(t) (4.8)

eşitlikleri elde edilir. Ayr¬ca, T (s) ve T (t) te¼get vektörlerinden

hT (s); T (s)i = 1; hT (t); T (t)i = 1; hT (s); T (t)i = cos �(s; t) (4.9)
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eşitlikleri elde edilir. (4.7), (4.8) ve (4.9) eşitlikleri (4.6) eşitli¼ginde yaz¬larak

K =
kn(s)kn(t)� hS(T (s)); T (t)i hS(T (t)); T (s)i

1� cos2 �(s; t) (4.10)

eşitli¼gi elde edilir. Şimdi hS(T (s)); T (t)i eşitli¼gini aşa¼g¬daki biçimde elde edebiliriz.

hS(T (s)); T (t)i = hkn(s)T (s) + tg(s)Y (s); T (t)i

= kn(s) hT (s); T (t)i+ tg(s) hY (s); T (t)i (4.11)

eşitli¼gindeki hY (s); T (t)i iç çarp¬m¬aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir.

hY (s); T (t)i = hU � T (s); T (t)i

= hU; T (s)� T (t)i

=

�
T (s)� T (t)
kT (s)� T (t)k ; T (s)� T (t)

�
= kT (s)� T (t)k (4.12)

T (s) ve T (t) birim vektörler oldu¼gundan

hT (s); T (t)i = cos �(s; t) (4.13)

hY (s); T (t)i = kT (s)� T (t)k = sin �(s; t) (4.14)

eşitlikleri elde edilir. (4.13) ve (4.14) eşitlikleri (4.11) eşitli¼ginde yaz¬larak

hS(T (s)); T (t)i = kn(s) cos �(s; t) + tg(s) sin �(s; t) (4.15)

eşitli¼gi elde edilir. Benzer bir şekilde hT (s); S(T (t))i eşitli¼gi aşa¼g¬daki biçimde elde

edilebilir.

hT (s); S(T (t))i = hT (s); kn(t)T (t) + tg(t)Y (t)i

= kn(t) hT (s); T (t)i+ tg(t) hT (s); Y (t)i (4.16)
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eşitli¼gindeki hT (s); Y (t)i eşitli¼gi aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir.

hT (s); Y (t)i = hT (s); U � T (t)i

= hU � T (t); T (s)i

= hU; T (t)� T (s)i

=

�
T (s)� T (t)
kT (s)� T (t)k ; T (t)� T (s)

�
=

�
T (s)� T (t)
kT (s)� T (t)k ;�T (s)� T (t)

�
= �kT (s)� T (t)k

= � sin �(s; t): (4.17)

(4.13) ve (4.17) eşitlikleri (4.16) eşitli¼ginde yaz¬larak

hT (s); S(T (t))i = kn(t) cos �(s; t)� tg(t) sin �(s; t) (4.18)

eşitli¼gi elde edilir. Şimdi (4.15) ve (4.18) eşitlikleri (4.10) eşitli¼ginde yerine yaz¬larak

K =
kn(s)kn(t)� (kn(s) cos � + tg(s) sin �)(kn(t) cos � � tg(t) sin �)

1� cos2 �
= kn(s)kn(t)�kn(s)kn(t) cos2 �+(kn(s)tg(t)�kn(t)tg(s)) cos � sin �+tg(s)tg(t) sin2 �)

sin2 �

= kn(s)kn(t) + tg(s)tg(t) + (kn(s)tg(t)� kn(t)tg(s)) cot � (4.19)

(4.4) eşitli¼gi elde edilir. Benzer şekilde (2.13) eşitli¼ginden yararlanarak

H = hT (t);T (t)ihS(T (s));T (s)i+hT (s);T (s)ihS(T (t));T (t)i�2hT (s);T (t)ihS(T (s));T (t)i
2(hT (s);T (s)ihT (t);T (t)i�hT (s);T (t)i2) (4.20)

eşitli¼ginde (4.3) Darboux çat¬s¬yla şekil operatörü kullan¬lacakt¬r. (4.7), (4.8), (4.15)

ve (4.18) eşitlikleri (4.20) eşitli¼ginde yaz¬larak

H =
kn(s) + kn(t)� 2 cos �(kn(s) cos � + tg(s) sin �)

2(1� cos2 �)

=
kn(s) + kn(t)� 2 cos �(kn(s) cos � + tg(s) sin �)

2 sin2 �

=
kn(s)(1� 2 cos2 �) + kn(t)� 2tg(s) cos � sin �

2 sin2 �

=
kn(t)� (kn(s) cos 2� + tg(s) sin 2�)

2 sin2 �
(4.21)

(4.5) eşitli¼gi elde edilir.
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Teorem 4.2 x : D � R2 !M � R3, parametreleri �s ve t�olan bir yüzey ve �(s)

e¼grisi M yüzeyi üzerinde birim h¬zl¬bir e¼gri olmak üzere, Q(s) = kn(s) + tg(s)U(s)

kuaterniyon operatörü kullan¬larak �(s) e¼grisi boyunca (4.3) Darboux çat¬s¬yla şekil

operatörü aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir.

S(T (s)) = Q(s) � T (s) (4.22)

burada fT (s); Y (s); U(s)g Darboux çat¬s¬, � kuaterniyon çarp¬m¬ve T (s) saf (pure)

kuaterniyondur (R3 3-boyutlu vektör uzay¬nda bir vektördür) (Aslan ve Yayl¬2017b).

·Ispat. Q(s) = kn(s) + tg(s)U(s) kuaterniyon operatörü ve T (s) saf (pure) kuater-

niyonunun � kuaterniyon çarp¬m¬ndan,

Q(s) � T (s) = (kn(s) + tg(s)U(s)) � T (s)

= �tg(s) hU(s); T (s)i+ kn(s)T (s) + tg(s)U(s)� T (s)

eşitli¼gi elde edilir. hU(s); T (s)i = 0 ve U(s)� T (s) = Y (s) eşitliklerinden

Q(s) � T (s) = kn(s)T (s) + tg(s)Y (s)

= S(T (s)):

böylece, Darboux çat¬s¬yla şekil operatörü elde edilir.

Uyar¬4.2 Teorem 4.2�de görüldü¼gü gibi Q kuaterniyon operatörü ve S şekil oper-

atörü T tanjant vektörü üzerinde ayn¬i̧sleve sahiptir. Bundan sonra, Q kuaterniyon

operatörüne kuaterniyonik şekil operatörü denilecektir.(Aslan ve Yayl¬2017b).

Önerme 4.1 Kuaterniyonik şekil operatörü, p(s) = cos 2'(s)+sin 2'(s)U(s) birim

kuaterniyonuyla aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir (Aslan ve Yayl¬2017b).

Q(s) = kn(s) + tg(s)U(s)

=
q
k2n(s) + t

2
g(s)

0@ kn(s)q
k2n(s) + t

2
g(s)

+
tg(s)q

k2n(s) + t
2
g(s)

U(s)

1A
=

q
k2n(s) + t

2
g(s) (cos 2'(s) + sin 2'(s)U(s)) (4.23)

=
q
k2n(s) + t

2
g(s)p(s): (4.24)
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Teorem 4.3 A(s) matrisi, q(s) = cos'(s) + sin'(s)U(s) birim kuaterniyonu için

� lineer dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen matris ve

'(s) = arc cos

0B@
vuuut1

2

0@1 + kn(s)q
k2n(s) + t

2
g(s)

1A
1CA : (4.25)

olmak üzere, kuaterniyonik şekil operatörü homotetik hareket ile aşa¼g¬daki biçimde

elde edilebilir.

Q(s) � T (s) = h(s)A(s)T (s), (4.26)

burada h(s) =
q
k2n(s) + t

2
g(s), A(s) ve �s� s¬ras¬yla homotetik hareketin skalas¬,

ortogonal matrisi ve parametresidir (Aslan ve Yayl¬2017b).

·Ispat. Tan¬m 2.11�den görüldü¼gü gibi q(s) = cos'(s) + sin'(s)U(s) birim ku-

aterniyonu için � lineer dönüşümü, T (s) vektörünü 2' kadar döndürür. q(s) =

cos'(s) + sin'(s)U(s) birim kuaterniyonu için � lineer dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen

matris aşa¼g¬daki biçimdedir.

A1 =

26664
cos2 '+ sin2 ' (u21 � u22 � u23)

2 sin' (cos'u3 + sin'u1u2)

2 sin' (sin'u1u3 � cos'u2)

37775 ; A2 =
26664
�2 sin' (cos'u3 � sin'u1u2)

cos2 '+ sin2 ' (u22 � u21 � u23)

2 sin' (cos'u1 + sin'u2u3)

37775

A3 =

26664
2 sin' (cos'u2 + sin'u1u3)

2 sin' (sin'u2u3 � cos'u1)

cos2 '+ sin2 ' (u23 � u22 � u21)

37775
olmak üzere,

A(s) =
h
A1 A2 A3

i
: (4.27)

burada U(s) = (u1(s); u2(s); u3(s))�dir. A(s)AT (s) = I ve detA(s) = 1 oldu¼gun-

dan A(s) bir ortogonal matristir. Böylece, kuaterniyonik şekil operatörü homotetik

hareket ile aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

Q(s) � T (s) = h(s)A(s)T (s): (4.28)
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Uyar¬4.3 Teorem 4.2 ve Teorem 4.3�ten görebiliriz ki Q(s) operatörü T (s) te¼get

vektörünü yüzeyin te¼get düzleminde ve yüzeyin U(s) normal vektörü etraf¬nda döndürür

(Şekil 4.1) (Aslan ve Yayl¬2017b).

Şekil 4.1. Kuaterniyonik şekil operatörü

Teorem 4.4 x : D � R2 ! M � R3, parametreleri �s ve t�olan bir yüzey, �(s)

ve �(t) e¼grileri M yüzeyi üzerinde birim h¬zl¬e¼griler olsun. �(s) ve �(t) e¼grilerinin

birim te¼get vektörleri T (s) ve T (t) olmak üzere, Q(s) � T (s) and Q(t) � T (t) ku-

aterniyonik şekil operatörleriyle K Gauss e¼grilik ve H ortalama e¼grilik aşa¼g¬daki

biçimde verilebilir.

K =
j(Q(s) � T (s))� (Q(t) � T (t))j

jT (s)� T (t)j (4.29)

H =
j(Q(s) � T (s))� T (t) + T (s)� (Q(t) � T (t))j

2jT (s)� T (t)j ; (4.30)

burada � kuaterniyon çarp¬m¬ve � vektörel çarp¬md¬r. Q(s) ve Q(t) kuaterniy-

onlar¬na kaŗs¬l¬k gelen matris ile K Gauss e¼grilik ve H ortalama e¼grilik aşa¼g¬daki

biçimde verilebilir (Aslan ve Yayl¬2017b).

K = h(s)h(t)
j(A(s)T (s))� (A(t)T (t))j

jT (s)� T (t)j (4.31)

H =
j(h(s)A(s)T (s))� T (t) + T (s)� (h(t)A(t)T (t))j

2jT (s)� T (t)j : (4.32)
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·Ispat. (2.12) ve (2.14) eşitliklerinden ve kuaterniyonik şekil operatöründen aşa¼g¬-

daki eşitlikler verilebilir.

K =
j(Q(s) � T (s))� (Q(t) � T (t))j

jT (s)� T (t)j

H =
j(Q(s) � T (s))� T (t) + T (s)� (Q(t) � T (t))j

2jT (s)� T (t)j :

Q(s) ve Q(t) kuaterniyon operatörlerine kaŗs¬l¬k gelen (4.27) matrislerden aşa¼g¬daki

eşitlikler elde edilebilir.

K =
j(h(s)A(s)T (s))� (h(t)A(t)T (t))j

jT (s)� T (t)j

= h(s)h(t)
j(A(s)T (s))� (A(t)T (t))j

jT (s)� T (t)j

H =
j(h(s)A(s)T (s))� T (t) + T (s)� (h(t)A(t)T (t))j

2jT (s)� T (t)j :

Sonuç 4.1 M yüzeyindeki e¼gri asimptotik e¼gri kn = 0 ise q = cos'+ sin'U birim

kuaterniyonu için �(w) = q �w � q�1 lineer dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen (4.27) matris

A aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

A =

26664
1 + u21 � u22 � u23 �2 (u3 � u1u2) 2 (u2 + u1u3)

2 (u3 + u1u2) 1 + (u22 � u21 � u23) 2 (u2u3 � u1)

2 (u1u3 � u2) 2 (u1 + u2u3) 1 + (u23 � u22 � u21)

37775 ; (4.33)

burada U = (u1; u2; u3). Böylece, kuaterniyonik şekil operatörü aşa¼g¬daki biçimde

elde edilebilir.

Q � T = jtgjAT (4.34)

burada T = (t1; t2; t3)�dir (Aslan ve Yayl¬2017b).

Sonuç 4.2 M yüzeyindeki e¼gri e¼grilik çizgisi tg = 0 ise q = cos' + sin'U birim

kuaterniyonu için �(w) = q � w � q�1 lineer dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen matris A
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aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

A =

26664
1 0 0

0 1 0

0 0 1

37775 (4.35)

= I;

burada I, 3x3 boyutunda bir birim matristir. Böylece, kuaterniyonik şekil operatörü

aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir (Aslan ve Yayl¬2017b).

Q � T = jknjIT

= jknjT: (4.36)

Sonuç 4.3 �(s) ve �(t) e¼grileri M yüzeyi üzerinde birim h¬zl¬e¼griler olsun. �(s)

ve �(t) e¼grilerinin birim tranjant vektörleri T (s) ve T (t) olmak üzere, kuaterniyonik

şekil operatörüne kaŗs¬l¬k gelen matrisi kullanarakK Gauss e¼grili¼gi aşa¼g¬daki biçimde

verilebilir.

K = h(s)h(t)
sin (s; t)

sin �(s; t)
(4.37)

burada (s; t) aç¬s¬Q(s)�T (s) ve Q(t)�T (t) kuaterniyonik şekil operatörleri aras¬n-

daki aç¬, �(s; t) aç¬s¬ise T (s) ve T (t) vektörleri aras¬ndaki aç¬d¬r (Aslan ve Yayl¬2017b).

Uyar¬4.4 �(s) ve �(t) e¼grileri M dönel yüzeyi üzerinde birim h¬zl¬ e¼griler ise

jT (s)� T (t)j = 1 ve j(A(s)T (s))�(A(t)T (t))j = 1 oldu¼gundan sin (s; t) = sin �(s; t) =

1�dir. Böylece, (4.37) eşitli¼gi aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir (Aslan ve Yayl¬2017b).

K = h(s)h(t): (4.38)

Uyar¬4.5 �(s) ve �(t) e¼grileri M yüzeyi üzerinde birim h¬zl¬e¼griler olsun. �(s)

ve �(t) e¼grileri e¼grilik çizgisi tg(s) = tg(t) = 0 ise Q(s) � T (s) = kn(s)T (s) ve

Q(t) � T (t) = kn(t)T (t)�dir. (4.29) eşitli¼ginden Gauss e¼grili¼gi aşa¼g¬daki biçimde

verilebilir.

K = kn(s)kn(t): (4.39)

Böylece, (4.37) ve (4.39) eşitliklerinden sin (s; t) = sin �(s; t)�dir (Aslan ve Yayl¬2017b).
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Önerme 4.2 M yüzeyindeki e¼gri geodezik e¼gri ise kg = 0�d¬r. Böylece fT;N;Bg

Frenet çat¬s¬, � e¼grilik ve � torsiyon olmak üzere, kn = �, tg = � ve U = N�dir. Bu

eşitlikler kullan¬larak kuaterniyon operatörü aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir.

Q = �+ �N: (4.40)

Şimdi kuaterniyonik şekil operatörü Frenet çat¬s¬yla aşa¼g¬daki biçimde verilebilir

(Aslan ve Yayl¬2017b).

Q � T = (�+ �N) � T

= �T � �B: (4.41)

Örnek 4.1 x(s; t) = (s; t; st) yüzeyinin parametre e¼grilerinin birim h¬zl¬vektörleri

T (s) =
xs
jxsj

=
1p
1 + t2

(1; 0; t) ve T (t) =
xt
jxtj

=
1p
1 + s2

(0; 1; s) (4.42)

biçiminde verilebilir. Bu vektörlerden x(s; t) yüzeyinin normal vektörü de elde

edilebilir.

U =
T (s)� T (t)
kT (s)� T (t)k

=
1p

t2 + s2 + 1
(�t;�s; 1): (4.43)

Bu yüzeyin parametre e¼grilerinin te¼get normal vektörleri aşa¼g¬daki biçimde elde

edilebilir.

Y (s) = U(s)� T (s) = 1p
1 + t2

1p
t2 + s2 + 1

(�st; 1 + t2; s) (4.44)

Y (t) = U(t)� T (t) = 1p
1 + s2

1p
t2 + s2 + 1

(�1� s2; st;�t): (4.45)

(2.15) eşitli¼ginden kn = � 1

j�0j

�
dU

ds
; T

�
normal e¼grilik ve tg = � 1

j�0j

�
dU

ds
; Y

�
geodezik e¼grilikler

kn(s) = 0 ve kn(t) = 0 (4.46)

tg(s) =
1

t2 + s2 + 1
ve tg(t) = �

1

t2 + s2 + 1
(4.47)
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biçimde elde edilebilir. Böylece, (4.3) Darboux çat¬s¬yla şekil operatörü

S(T (s)) = kn(s)T (s) + tg(s)Y (s)

=
1

p
1 + t2 (t2 + s2 + 1)

3
2

(�st; 1 + t2; s); (4.48)

S(T (t)) = kn(t)T (t) + tg(t)Y (t);

= � 1
p
1 + s2 (t2 + s2 + 1)

3
2

(�1� s2; st;�t): (4.49)

biçiminde elde edilebilir. Şimdi, Q(s) ve Q(t) kuaterniyon operatörleri

Q(s) = kn(s) + tg(s)U(s)

= 0 +
1

(t2 + s2 + 1)
3
2

(�t;�s; 1) (4.50)

Q(t) = kn(t) + tg(t)U(t)

= 0� 1

(t2 + s2 + 1)
3
2

(�t;�s; 1): (4.51)

biçiminde elde edildikten sonra kuaterniyonik şekil operatörleri aşa¼g¬daki gibi elde

edilebilir.

Q(s) � T (s) =

 
0 +

1

(t2 + s2 + 1)
3
2

(�t;�s; 1)
!
�
�

1p
1 + t2

(1; 0; t)

�
(4.52)

Q(t) � T (t) =

 
0� 1

(t2 + s2 + 1)
3
2

(�t;�s; 1)
!
�
�

1p
1 + s2

(0; 1; s)

�
:(4.53)

(4.29) ve (4.30) eşitliklerinden Gauss e¼grilik ve ortalama e¼grilik aşa¼g¬daki biçimde

elde edilebilir.

K = � 1

(t2 + s2 + 1)2
(4.54)

H = � st

(t2 + s2 + 1)
3
2

(4.55)

Ayr¬ca, q = cos' + sin'U birim kuaterniyonu için � lineer dönüşümüne kaŗs¬l¬k

gelen matris

A(s) =
1

(t2 + s2 + 1)

26664
t2 st�

p
t2 + s2 + 1 s

p
t2 + s2 + 1+t

p
t2 + s2 + 1+st s2 t

p
t2 + s2 + 1�s

s
p
t2 + s2 + 1�t �t

p
t2 + s2 + 1�s 1

37775
(4.56)
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biçiminde elde edilebilir. Böylece kuaterniyonik şekil operatörü (4.26) homotetik

hareket ile aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir.

Q(s) � T (s) = h(s)A(s)T (s)

=
1

p
1 + t2 (t2 + s2 + 1)

3
2

(�st; 1 + t2; s) (4.57)

burada h(s) =
1

t2 + s2 + 1
ve T (s) =

1p
1 + t2

(1; 0; t)�dir (Aslan ve Yayl¬2017b).
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5. KUATERN·IYON OPERATÖRÜ

Bu bölümde, 3-boyutlu Öklid uzay¬nda e¼gri ve yüzeylerin konum vektörlerinden

yararlanarak bir kuaterniyon operatörü tan¬mland¬. Kuaterniyon operatörü yörün-

gesi e¼gri veya yüzey olmak üzere iki şekilde incelendi. Son olarak, çal¬̧smam¬z¬n di¼ger

bölümlerinde kullan¬lan kuaterniyonlar¬bu yöntemle elde ederek bu kuaterniyon op-

eratörünün bir uygulamas¬olarak gösterildi.

5.1 Yörüngesi E¼gri Olan Kuaterniyon Operatörü

Yörüngesi e¼gri olan kuaterniyon operatörü iki başl¬k alt¬nda incelendi. Birincisi,

operatör noktay¬e¼griye dönüştürerek yörüngesi e¼gri olan bir kuaterniyonik hareket

elde edildi. Ayr¬ca, operatör birim kuaterniyon ile ifade edildi. Birim kuaterniyona

kaŗs¬l¬k gelen matris kullan¬larak yörüngesi e¼gri olan 1-parametreli homotetik hareket

elde edildi. ·Ikincisi, operatör e¼griyi e¼griye dönüştürerek yörüngesi e¼gri olan bir ku-

aterniyonik hareket elde edildi. Ayr¬ca, operatör birim kuaterniyon ile verildi. Birim

kuaterniyona kaŗs¬l¬k gelen matris kullan¬larak yörüngesi e¼gri olan 1-parametreli ho-

motetik hareket elde edildi.

5.1.1 Noktay¬e¼griye dönüştüren kuaterniyon operatörü

Teorem 5.1 3-boyutlu Öklid uzay¬nda �(t) bir e¼gri ve P sabit bir sabit bir nokta

olmak üzere yörüngesi �(t) e¼grisi olan kuaterniyon operatörü aşa¼g¬daki biçimde ver-

ilebilir.

Q(t) =
1

kPk2 (hP; �(t)i+ P � �(t)) ; (5.1)

burada operatörün skaler ve vektörel k¬sm¬s¬ras¬yla
hP; �(t)i
kPk2 ve

P � �(t)
kPk2 �d¬r. Q(t)

kuaterniyon operatörü P noktas¬ndan başlayarak �(t) e¼grisini aşa¼g¬daki biçimde

çizebilir.

Q(t) � P = �(t) (5.2)
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burada � kuaterniyon çarp¬m¬, P ve �(t) saf (pure) kuaterniyonlard¬r (3-boyutlu

Öklid uzay¬nda konum vektörlerdir).

·Ispat. Q(t) kuaterniyon operatörü ve P saf kuaterniyonun � kuaterniyon çarp¬m¬

Q(t) � P =
1

kPk2 (hP; �(t)i+ P � �(t)) � P

=
1

kPk2 (hP; �(t)iP + (P � �(t))� P )

=
1

kPk2 (hP; �(t)iP + hP; P i�(t)� h�(t); P iP )

=
1

kPk2 hP; P i�(t)

=
1

kPk2kPk
2�(t)

= �(t);

�(t) e¼grisi elde edilir. Böylece, Q(t) kuaterniyon operatörü P noktas¬ndan başla-

yarak �(t) e¼grisini çizmektedir.

Uyar¬5.1 �(t) aç¬s¬P ve �(t) konum vektörleri aras¬ndaki aç¬olmak üzere,

hP; �(t)i = kPkk�(t)k cos �(t) (5.3)

kP � �(t)k = kPkk�(t)k sin �(t) (5.4)

eşitliklerini (5.1) denkleminde yazarak aşa¼g¬daki eşitlik elde edilir.

Q(t) =
1

kPk2 (hP; �(t)i+ P � �(t))

=
1

kPk2 (hP; �(t)i+ kP � �(t)k
P � �(t)
kP � �(t)k)

=
1

kPk2 (kPkk�(t)k cos �(t) + kPkk�(t)k sin �(t)
P � �(t)
kP � �(t)k)

=
kPkk�(t)k
kPk2 (cos �(t) + sin �(t)

P � �(t)
kP � �(t)k)

=
k�(t)k
kPk (cos �(t) + sin �(t)v(t)) (5.5)
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burada q(t) = cos �(t) + sin �(t)v(t) birim kuaterniyon ve v(t) =
P � �(t)
kP � �(t)k dönme

eksenidir. Böylece, Q(t) kuaterniyon operatörü q(t) birim kuaterniyonu ile elde

edilir. Şimdi, (5.2) ve (5.5) eşitliklerinden aşa¼g¬daki eşitlik verilebilir.

Q(t) � P = k�(t)k
kPk q(t) � P: (5.6)

Teorem 5.2 p(t) = cos �(t)
2
+ sin �(t)

2
v(t) birim kuaterniyonu için (2.21) � lineer

dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen matris R(t) olmak üzere, (5.6) eşitli¼gi yörüngesi �(t)

e¼grisi olan 1-parametreli homotetik hareket olarak aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

Q(t) � P = h(t)R(t)P (5.7)

burada R(t), h(t) =
k�(t)k
kPk ve ��t�s¬ras¬yla homotetik hareketin ortogonal matrisi,

skalas¬ve parametresidir.

·Ispat. v(t) = (v1(t); v2(t); v3(t)) olmak üzere, p(t) = cos �(t)
2
+ sin �(t)

2
v(t) birim

kuaterniyonu için � lineer dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen matris aşa¼g¬daki biçimde ver-

ilebilir.

A1 =

26664
(cos2 �

2
+ sin2 �

2
(v21 � v22 � v23)

2 sin �
2
(cos �

2
v3 + sin

�
2
v1v2)

2 sin �
2
(sin �

2
v1v3 � cos �2v2)

37775 ; A2 =
26664
�2 sin �

2
(cos �

2
v3 � sin �

2
v1v2)

cos2 �
2
+ sin2 �

2
(v22 � v21 � v23)

2 sin �
2
(cos �

2
v1 + sin

�
2
v2v3)

37775

A3 =

26664
2 sin �

2
(cos �

2
v2 + sin

�
2
v1v3)

2 sin �
2
(sin �

2
v2v3 � cos �2v1)

cos2 �
2
+ sin2 �

2
(v23 � v22 � v21)

37775
olmak üzere,

R =
h
A1 A2 A3

i
(5.8)

burada R(t)RT (t) = I ve detR(t) = 1 oldu¼gundan R(t) matrisi ortogonaldir.

Ayr¬ca, R(t) matrisinin ekseni v(t) vektörü oldu¼gu için R(t)v(t) = v(t)�dir. Tan¬m

2.11�den, p(t) = cos �(t)
2
+ sin �(t)

2
v(t) birim kuaterniyonu için � lineer dönüşümü P
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Şekil 5.1. Noktay¬e¼griye dönüştüren kuaterniyon operatörü

konum vektörünü �(t) kadar döndürür. Böylece, p(t) için � lineer dönüşümünü q(t)

birim kuaterniyonun yerine kullan¬labilir.

q(t) � P = �(P ): (5.9)

Şimdi, (5.6) q(t) birim kuaterniyonuyla Q(t) kuaterniyon operatörü 1-parametreli

homotetik hareket olarak aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir.

Q(t) � P =
k�(t)k
kPk q(t) � P

=
k�(t)k
kPk �(P )

=
k�(t)k
kPk R(t)P

= h(t)R(t)P:

Böylece, yörüngesi �(t) e¼grisi olan 1-parametreli homotetik hareket elde edilir.

Uyar¬5.2 Teorem 5.1�de P = �(t0) noktas¬�(t) e¼grisi üzerinde al¬n¬rsa kuater-

niyon operatörü �(t) e¼grisi üzerindeki sabit bir noktadan başlayarak �(t) e¼grisini

çizer (Şekil 5.1).

Uyar¬5.3 �(t) e¼grisi M(t; s) yüzeyi üzerinde olacak biçimde al¬n¬rsa Q(t) kuater-

niyon operatörü M(t; s) yüzeyi üzerinde �(t) e¼grisini çizer. Bu operatör, (5.1)
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eşitli¼ginde verilen operatörden bir fark¬ yoktur. Ayr¬ca, bu operatör yörüngesi

M(t; s) yüzeyinde kalacak şekilde �(t) e¼grisi olan 1-parametreli homotetik hareket

olarak verilebilir (Şekil 5.2).

Şekil 5.2. Yörüngesi yüzey üzerindeki bir e¼gri olan kuaterniyon operatörü

5.1.2 E¼griyi e¼griye dönüştüren kuaterniyon operatörü

Teorem 5.3 �(t) ve �(t) 3-boyutlu Öklid uzayda iki e¼gri olsun. �(t) e¼grisini �(t)

e¼grisine dönüştürerek yörüngesi �(t) e¼grisi olan kuaterniyon operatörü aşa¼g¬daki

biçimde verilebilir.

Q(t) =
1

k�(t)k2 (h�(t); �(t)i+ �(t)� �(t)) (5.10)

burada, Q(t) kuaterniyon operatörü �(t) e¼grisini �(t) e¼grisine aşa¼g¬daki biçimde

dönüştürür.

Q(t) � �(t) = �(t) (5.11)

burada � kuaterniyon çarp¬m¬, �(t) ve �(t) saf (pure) kuaterniyondur ( R3�de konum

vektörleridir).
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Uyar¬5.4 �(t) aç¬s¬�(t) ve �(t) konum vektörleri aras¬ndaki aç¬ve v(t) =
�(t)� �(t)
k�(t)� �(t)k

olmak üzere, Q(t) kuaterniyon operatörü q(t) = cos �(t) + sin �(t)v(t) birim kuater-

niyonuyla verilebilir.

Q(t) =
k�(t)k
k�(t)k(cos �(t) + sin �(t)v(t)) (5.12)

Böylece, (5.11) eşitli¼gi

Q(t) � �(t) = k�(t)k
k�(t)kq(t) � �(t): (5.13)

biçiminde verilebilir (Şekil 5.3).

Şekil 5.3. E¼griyi e¼griye dönüştüren kuaterniyon operatörü

Teorem 5.4 p(t) = cos �(t)
2
+sin �(t)

2
v(t) birim kuaterniyonu için � lineer dönüşümüne

kaŗs¬l¬k gelen matris R(t) olsun. (5.11) eşitli¼gi 1-parametreli homotetik hareket ola-

rak aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

Q(t) � �(t) = h(t)R(t)�(t) (5.14)

burada R(t), h(t) =
k�(t)k
k�(t)k ve ��t�s¬ras¬yla homotetik hareketin ortogonal matrisi,

skalas¬ve parametresidir.
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Örnek 5.1 �(t) = (cos t; sin t; 0) ve �(t) = (cos t; sin t; t) e¼grileriyle Q(t) kuater-

niyon operatörü aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir.

Q(t) =
1

k�(t)k2 (h�(t); �(t)i+ �(t)� �(t))

= 1 + (t sin t;�t cos t; 0)

= 1 + t(sin t;� cos t; 0); (5.15)

böylece, kuaterniyon operatörü Q(t) = 1+t(sin t;� cos t; 0) olarak elde edilir. Şimdi

Q(t) kuaterniyon operatörüyle �(t) e¼grisi �(t) e¼grisine aşa¼g¬daki biçimde dönüştürülebilir.

Q(t) � �(t) = (1 + t(sin t;� cos t; 0)) � (cos t; sin t; 0)

= (cos t; sin t; 0) + (0; 0; t)

= (cos t; sin t; t)

= �(t): (5.16)

Q(t) = 1+ t(sin t;� cos t; 0) kuaterniyon operatörü k�(t)k = 1, k�(t)k =
p
1 + t2 ve

v(t) = (sin t;� cos t; 0) eşitliklerinden yararlanarak birim kuaterniyon ile aşa¼g¬daki

biçimde verilebilir.

Q(t) =
k�(t)k
k�(t)k(cos �(t) + sin �(t)v(t))

=
p
1 + t2(cos �(t) + sin �(t)(sin t;� cos t; 0)) (5.17)

=
p
1 + t2q(t)(sin t;� cos t; 0)): (5.18)

p(t) = cos �(t)
2
+ sin �(t)

2
v(t) için � lineer dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen matris R(t)

aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir.26664
cos2 �

2
+ sin2 �

2
(sin2 t� cos2 t) � sin2 �

2
sin 2t � sin � cos t

� sin2 �
2
sin 2t cos2 �

2
+ sin2 �

2
(cos t� sin t) � sin � sin t)

sin � cos t sin � sin t �1

37775 ;
(5.19)

böylece, (5.16) eşitli¼gi 1-parametreli homotetik hareket olarak aşa¼g¬daki biçimde

verilebilir.

Q(t) � �(t) =
p
1 + t2R(t)�(t): (5.20)
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5.2 Yörüngesi Yüzey Olan Kuaterniyon Operatörü

Yörüngesi yüzey olan kuaterniyon operatörü üç başl¬k alt¬nda incelendi. Birin-

cisi, operatör noktay¬yüzeye dönüştürerek yörüngesi yüzey olan bir kuaterniyonik

hareket elde edildi. Ayr¬ca, operatör birim kuaterniyon ile ifade edildi. Birim ku-

aterniyona kaŗs¬l¬k gelen matris kullan¬larak yörüngesi yüzey olan 2-parametreli ho-

motetik hareket elde edildi. ·Ikincisi, operatör e¼griyi yüzeye dönüştürerek yörüngesi

yüzey olan bir kuaterniyonik hareket elde edildi. Ayr¬ca, operatör birim kuaterniyon

ile verildi. Birim kuaterniyona kaŗs¬l¬k gelen matris kullan¬larak yörüngesi yüzey

olan 2-parametreli homotetik hareket elde edildi. Üçüncüsü, operatör yüzeyi yüzeye

dönüştürerek yörüngesi yüzey olan bir kuaterniyonik hareket elde edildi. Ayr¬ca,

operatör birim kuaterniyon ile ifade edildi. Birim kuaterniyona kaŗs¬l¬k gelen matris

kullan¬larak yörüngesi yüzey olan 2-parametreli homotetik hareket elde edildi.

5.2.1 Noktay¬yüzeye dönüştüren kuaterniyon operatörü

Şekil 5.4. Noktay¬yüzeye dönüştüren kuaterniyon operatörü

Teorem 5.5 M(t; s) bir yüzey ve P sabit bir nokta olmak üzere, yörüngesi M(t; s)

yüzeyi olan Q(t; s) kuaterniyon operatörü aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

Q(t; s) =
1

kPk2
(hP;M(t; s)i+ P �M(t; s)); (5.21)
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bu Q(t; s) kuaterniyon operatörü M(t; s) yüzeyini aşa¼g¬daki biçimde çizer.

Q(t; s) � P =M(t; s) (5.22)

burada P ve M(t; s) konum vektörleri saf (pure) kuaterniyondur.

Uyar¬5.5 �(t; s) aç¬s¬P veM(t; s) konum vektörleri aras¬ndaki olmak üzere, q(t; s) =

cos �(t; s) + sin �(t; s)v(t; s) birim kuaterniyonu ile Q(t; s) kuaterniyon operatörü

aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

Q(t; s) =
kM(t; s)k
kPk (cos �(t; s) + sin �(t; s)v(t; s)) (5.23)

burada, v(t; s) =
P �M(t; s)
kP �M(t; s)k vektörü dönme eksenidir. (5.22) eşitli¼gi q(t; s) birim

kuaterniyon ile aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

Q(t; s) � P = kM(t; s)k
kPk q(t; s) � P: (5.24)

Teorem 5.6 p(t; s) = cos �(t;s)
2
+ sin �(t;s)

2
v(t; s) birim kuaterniyonu için � lineer

dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen matris R(t; s) olmak üzere (5.24) eşitli¼gi yörüngesiM(t; s)

yüzeyi olan 2-parametreli homotetik hareket aşa¼g¬daki biçimde verilebilr.

Q(t; s) � P = h(t; s)R(t; s)P (5.25)

burada R(t; s), h(t; s) =
kM(t; s)k
kPk ve ��t ve s�s¬ras¬yla homotetik hareketin ortog-

onal matrisi, skalas¬ve parametreleridir.

Uyar¬5.6 Teorem 5. �te P =M(t0; s0) noktas¬M(t; s) yüzeyi üzerinde al¬n¬rsa ku-

aterniyon operatörüM(t; s) yüzeyi üzerindeki sabit bir noktadan başlayarakM(t; s)

e¼grisini çizer (Şekil 5.4).
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5.2.2 E¼griyi yüzeye dönüştüren kuaterniyon operatörü

Teorem 5.7 M(t; s) bir yüzey ve �(t) bir e¼gri olmak üzere, �(t) e¼grisini M(t; s)

yüzeyine dönüştüren Q(t; s) kuaterniyon operatörü aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

Q(t; s) =
1

k�(t)k2
(h�(t);M(t; s)i+ �(t)�M(t; s)); (5.26)

Q(t; s) kuaterniyon operatörü, aşa¼g¬daki biçimde �(t) e¼grisiniM(t; s) yüzeyine dönüştürür.

Q(t; s) � �(t) =M(t; s) (5.27)

burada �(t) ve M(t; s) konum vektörleri saf (pure) kuaterniyondur.

Uyar¬5.7 �(t; s) aç¬s¬�(t) ve M(t; s) konum vektörleri aras¬ndaki olmak üzere,

q(t; s) = cos �(t; s) + sin �(t; s)v(t; s) birim kuaterniyonu ile Q(t; s) kuaterniyon op-

eratörü aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

Q(t; s) =
kM(t; s)k
k�(t)k (cos �(t; s) + sin �(t; s)v(t; s)) (5.28)

burada, v(t; s) =
�(t)�M(t; s)
k�(t)�M(t; s)k vektörü dönme eksenidir. (5.27) eşitli¼gi q(t; s) birim

kuaterniyon ile aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

Q(t; s) � �(t) = kM(t; s)k
k�(t)k q(t; s) � �(t): (5.29)

Teorem 5.8 p(t; s) = cos �(t;s)
2
+ sin �(t;s)

2
v(t; s) birim kuaterniyonu için � lineer

dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen matris R(t; s) olmak üzere (5.29) eşitli¼gi yörüngesiM(t; s)

yüzeyi olan 2-parametreli homotetik hareket aşa¼g¬daki biçimde verilebilr.

Q(t; s) � �(t) = h(t; s)R(t; s)�(t) (5.30)

burada R(t; s), h(t; s) =
kM(t; s)k
k�(t)k ve ��t ve s�s¬ras¬yla homotetik hareketin ortog-

onal matrisi, skalas¬ve parametreleridir.
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Şekil 5.5. Yüzeyi yüzeye dönüştüren kuaterniyon operatörü

5.2.3 Yüzeyi yüzeye dönüştüren kuaterniyon operatörü

Teorem 5.9 M(t; s) veN(t; s) 3-boyutlu Ödlid uzay¬ndaR3 iki yüzey olsun. M(t; s)

yüzeyiniN(t; s) yüzeyine dönüştürenQ(t; s) kuaterniyon operatörü aşa¼g¬daki biçimde

verilebilir.

Q(t; s) =
1

kM(t; s)k2 (hM(t; s); N(t; s)i+M(t; s)�N(t; s)); (5.31)

buQ(t; s) kuaterniyon operatörüM(t; s) yüzeyiniN(t; s) yüzeyine aşa¼g¬daki biçimde

dönüştürür.

Q(t; s) �M(t; s) = N(t; s); (5.32)

burada M(t; s) ve N(t; s) konum vektörleri saf kuaterniyondur.

Uyar¬5.8 q(t; s) = cos �(t; s) + sin �(t; s)v(t; s) birim kuaterniyonuyla Q(t; s) ku-

aterniyon operatörü aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

Q(t; s) =
kN(t; s)k
kM(t; s)k(cos �(t; s) + sin �(t; s)v(t; s)) (5.33)

burada v(t; s) =
M(t; s)�N(t; s)
kM(t; s)�N(t; s)k vektörü dönme eksenidir. Böylece, (5.32)

eşitli¼gini q(t; s) birim kuaterniyon ile aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

Q(t; s) �M(t; s) = kN(t; s)k
kM(t; s)kq(t; s) �M(t; s); (5.34)
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bu kuaterniyon operatörü şekil 5.5�te gösterilebilir.

Teorem 5.10 p(t; s) = cos �(t;s)
2
+ sin �(t;s)

2
v(t; s) birim kuaterniyonu için � lineer

dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen matrisR(t; s) olmak üzere, (5.34) eşitli¼gi yörüngesiN(t; s)

yüzeyi olan 2-parametreli homotetik hareket ile aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

Q(t; s) �M(t; s) = h(t; s)R(t; s)M(t; s) (5.35)

burada, R(t; s), h(t; s) =
kN(t; s)k
kM(t; s)k ve ��t ve s�s¬ras¬yla homotetik hareketin ortog-

onal matrisi, skalas¬ve parametreleridir.

5.3 Kuaterniyon Operatörünün Uygulamalar¬

Bu bölümde, kanal yüzeyler, GSO yüzeyler ve kuaterniyonik şekil operatöründe kul-

land¬¼g¬m¬z kuaterniyonlar¬kuaterniyon operatörüyle elde edilecektir. Daha sonra,

kuaterniyon operatörüyle bu yüzeyler ve kuaterniyonik şekil operatörü elde edile-

cektir.

Sonuç 5.1 C(t; �) kanal yüzeyinin merkez e¼grisi �(t) birim h¬zl¬e¼grisi ve S(t; �) =

cos �N(t)+sin �B(t) küresi olmak üzere, (2.1) denklemi aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

C(t; �) = �(t)� r(t)r0(t)T (t)� r(t)
p
1� r0(t)2(cos �N(t) + sin �B(t))

= �(t)� r(t)r0(t)T (t)� r(t)
p
1� r0(t)2S(t; �):

Teorem 3.1 ve ispat¬nda q(t; �) = cos � + sin �T (t) birim kuaterniyonu N(t) normal

vektörünü S(t; �) = cos �N(t) + sin �B(t) küresine dönüştürmektedir. Bu q(t; �)
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birim kuaterniyonu, teorem 5.7�den yararlanarak aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir.

Q(t; �) =
1

kN(t)k2 (hN(t); S(t; �)i+N(t)� S(t; �))

=
1

kN(t)k2 (hN(t); cos �N(t) + sin �B(t)i+N(t)� (cos �N(t) + sin �B(t)))

=
1

kN(t)k2 (cos � hN(t); N(t)i+ sin �N(t)�B(t))

=
1

kN(t)k2 (cos �kN(t)k
2 + sin �T (t))

= cos � + sin �T (t)

= q(t; �)

böyleceN(t) normal vektörünü S(t; �) küresine dönüştüren kuaterniyon operatörünün

q(t; �) birim kuaterniyonu oldu¼gu kolayca aşa¼g¬daki biçimde gösterilebilir.

q(t; �) �N(t) = (cos � + sin �T (t)) �N(t)

= cos �N(t) + sin �T (t)�N(t)

= cos �N(t) + sin �B(t)

= S(t; �):

Sonuç 5.2 f(t) birim h¬zl¬küresel e¼gri, M(s; t) = sf(t) koni yüzeyi ve N(s; t) =

s(cosu(s)f(t) + sinu(s)f(t) � f 0(t)) (2.9) genelleştirilmi̧s sabit oranl¬yüzey olmak

üzere, teorem 3.6�da q(s; t) = cosu(s) � sinu(s)f 0(t) birim kuaterniyonu M(s; t)

koni yüzeyini N(s; t) GSO yüzeyine dönüştürmüştür. Bu birim kuaterniyon, teorem

5.9�dan yararlanarak aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir.

Q(s; t) =
1

kMk2 (hM;Ni+M �N)

=
1

s2
(hsf(t); s(cosu(s)f(t) + sinu(s)f(t)� f 0(t))i)

+sf(t)� s(cosu(s)f(t) + sinu(s)f(t)� f 0(t)))

hf(t); f(t) = 1i ve hf 0(t); f(t)i = 0 eşitliklerinden

Q(s; t) =
1

s2
(s2 cosu(s) hf(t); ; f(t)i+ s2 sinu(s)f(t)� (f(t)� f {(t)))

= cosu(s) + sinu(s)(hf 0(t); f(t)i f(t)� hf(t); f(t)i f {(t))

= cosu(s)� sinu(s)f 0(t)

= q(s; t)
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böylece M(s; t) konisini N(s; t) GSO yüzeyine dönüştüren kuaterniyon operatörü

q(s; t) birim kuaterniyonu oldu¼gu kolayca aşa¼g¬daki biçimde gösterilebilir.

q(s; t) �M(s; t) = s(cosu(s)f(t) + sinu(s)f(t)� f 0(t))

= N(s; t):

u(s) =
1

2s
ve f(t) = (

1

3
cos 3t;

1

3
sin 3t;

2
p
2

3
) olmak üzere, M(s; t) konisini N(s; t)

GSO yüzeyine dönüştüren kuaterniyon operatörü şekil 5.6�da gösterilebilir.

Şekil 5.6. M yüzeyini N yüzeyine dönüştüren kuaterniyon operatörü

Sonuç 5.3 x : D ! M , parametreleri �s ve t� olan bir yüzey ve �(s) e¼grisi M

yüzeyi üzerinde birim h¬zl¬ bir e¼gri olmak üzere, teorem 4.2�de Q(s) = kn(s) +

tg(s)U(s) kuaterniyon operatörü T (s) vektörünü S(T (s)) = kn(s)T (s) + tg(s)Y (s)

Darboux çat¬s¬yla şekil operatörüne dönüştürmüştür. Burada kullan¬lan Q(s) oper-

atörü teorem 5.3�ten yararlanarak aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir.

Q(s) =
1

kT (s)k2 (hT (s); S(T (s))i+ T (s)� S(T (s)))

= (hT (s); T (s)i kn(s) + hT (s); Y (s)i tg(s)

+T (s)� T (s)kn(s) + tg(s)T (s)� Y (s))

= (hT (s); T (s)i kn(s) + tg(s)T (s)� Y (s))

= kn(s) + tg(s)U(s)
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böylece kuaterniyonik şekil operatöründe kullan¬lan Q(s) operatörü elde edilir.
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6. TARTIŞMA VE SONUÇ

Kuaterniyonlar, 3-boyutlu öklid uzay¬nda vektörler üzerine etki etmektedir. Tezde

kuaterniyonlar¬n bu özelliklerinden yararlan¬lm¬̧st¬r. 3. bölümde, baz¬yüzeyler ku-

aterniyonlar ile elde edilmi̧s ve kuaterniyonlar¬n kinematik özelliklerinden yararla-

narak yüzeylerde homotetik hareketler elde edilmi̧stir. 4. bölümde kuaterniyonlar,

yüzeylerin araşt¬r¬lmas¬nda önemli bir yeri olan şekil operatöründe kullan¬larak ku-

aterniyonik şekil operatörü tan¬mland¬.

5. bölümde, e¼gri ve yüzeylerin konum vektörlerinden yararlanarak bir kuaterniyon

operatörü tan¬mland¬. Bu kuaterniyon operatörüyle e¼gri ve yüzeylerin diferensiyel

geometrisinde kuaterniyonlar¬kullanma olana¼g¬sa¼glad¬. Kuaterniyon operatörüne

kaŗs¬l¬k gelen matristen yararlanarak e¼gri ve yüzeylerde baz¬ kinematik özellikler

incelendi.

Kuaterniyonik şekil operatörü, yüzeylerin incelenmesinde kullan¬lan şekil operatörü

yerine kullan¬larak çal¬̧s¬labilir. Ayr¬ca, kuaterniyonik şekil operatörü Minkowski

3-uzay¬nda elde edilerek araşt¬r¬labilir. Tezin 5. bolümünde, tan¬mlanan kuater-

niyon operatörü, geli̧stirilerek baz¬kinematik uygulamalarda çal¬̧s¬labilir. Ayr¬ca,

bu operatör Minkowski 3-uzay¬nda çal¬̧s¬labilir.
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Do¼gum Tarihi : 24/02/1984

Medeni Hali : Bekar

Yabanc¬Dili : ·Ingilizce

E¼gitim Durumu (Kurum ve Y¬l):
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