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Yiiksek Lisans Tezi

YAKLASMA UZAYLARI VE HIPERUZAYLAR UZERINDE TANIMLI YAKLASMA
YAPILARI

Meryem BITEN

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damgman: Dog. Dr. Sevda SAGIROGLU PEKER

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir. ilk bolim giris kismma ayrilmistir. kinci boliimde,
caligma boyunca kullanacagimiz temel kavramlar hatirlatilmigtar.

Uctincii boliimde; uzaklik fonsiyonu, limit operatorii, 6lcek ve yaklagma sistemi kavramlar
tanimlanarak, bu kavramlarin temel 6zellikleri incelenmistir. Ayrica; bu terimlerin iirettigi
matematiksel yapilar arasindaki iligkiler incelenmigtir.

Dérdiincii boliimde; yaklagma uzay1 kavrami ve yaklagma uzaylar: arasinda taniml biiziilme
doniigiimleri ifade edilerek bu kavramlarin temel odzellikleri incelenmigtir. Nesneleri yak-
lasma uzaylari, morfizmleri biiziilme doéniigiimleri olan App kategorisinin o6zellikleri ve-
rilmistir. Ayrica; App kategorisi ve bu kategorinin temel alt kategorileri olan Met, gMet
ve Top kategorileri ile arasindaki iligkiler incelenmistir.

Beginci boliimde; Wijsman topoloji, Hausdorff metrik topoloji ve proximal topoloji tanim-
lar1 ifade edilmigtir. App kategorisi iginde, bu topolojilerin analogu olacak bi¢gimde inga
edilen yapilar incelenmigtir.

Altinc boliimde ise tez ile ilgili genel bir degerlendirme yapilmigtir.
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ABSTRACT

Master Thesis
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This thesis consist of six chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In the
second chapter basic concepts that we will use throughout the work are recalled.

In chapter three; by introducing the notion of distance, limit operator, gauge and approach
system , the properties of these fundamental concepts are investigated. Also the relations
between mathematical structures produced by these terms are studied.

In chapter four; examining the notion of approach spaces and contractions between ap-
proach spaces, the fundamental properties of these concepts are investigated. The prop-
erties of the topological category App with objects all approach spaces and morphisms all
contractions are expressed. Moreover, the category App and the relations between App
and its fundamental subcategories; Met, qMet and Top are investigated.

In chapter five; the definitions of Wijsman topology, Hausdorff metric topology and proxi-
mal topology are expressed. In the notion of the category App, the structures constructed
as the analogue of these topologies are investigaed.

In chapter six and the last chapter conducts a general evaluation.
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SIMGELER DiZiNi

Yaklagma sistemi

A kiimesinin tiimleyeni

Yaklagma uzaylar1 ve biiziilme doniigiimleri kategorisi
(a—b) VO

3§ siizgecinin yigilma noktalariin kiimesi

X kiimesinden R kiimesine tanimh siirekli fonksiyonlarin ailesi

X kiimesinin kapal alt kiimelerinin kiimesi

X kiimesinin kapali ve sinirh alt kiimelerinin kiimesi
Pretopolojik kapanig operatorii

Uzaklik fonksiyonu

§ siizgecinden daha ince olan siizgeclerin ailesi

X kiimesi iizerinde tanimh tiim siizgeclerin ailesi

§ stizgeci x noktasina yakinsar

§ siizgeci x noktasina yigihr

Olcek

Hausdorff metrigi

X kiimesinin alt kiimelerinin ailesi

X kiimesinin sonlu elemanh alt kiimelerinin ailesi
Limit operatorii

§ siizgecinin limit noktalarinin kiimesi

Metrik uzaylar ve genislemeyen doniigiimler kategorisi
[0, oo] kapali aralig

Kiimeler ve siirekli fonksiyonlar kategorisi

A kiimesinin gostergesi

Topolojik uzaylar ve siirekli fonksiyonlar kategorisi
§ stizgecinden daha ince olan ultrasiizgeclerin ailesi
X kiimesi iizerinde tanimh tiim ultrasiizgeclerin ailesi
x noktasiin 7 topolojisine gore komguluklar ailesi

vi
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SEKIL DIZINi

A, B C R® kiimeleri arasindaki artik ve bogluk
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1. GIRIiS

Metrik kavrami ilk olarak 1906 yilinda Fréchet tarafindan tanimlanmigtir. Bir
kiime, lizerinde tanimlanan metrik ile birlikte ele alindiginda metrik uzay olarak
adlandirilir. Metrik uzaylarin matematigin dominant genleri oldugu yadsinamaz.
Ancak, analizde c¢ok sik¢a kullanilan ve temel kavramlarindan sayilan yakinsak-
lik, siireklilik ve kompakthik kavramlarinin o6zelliklerini caligmay1 saglayan, ilgili
kiime {izerinde var olan metrigin iirettigi topolojik yapidir. Metrikten bagimsiz,
yalin bir topolojik uzayda calisildiginda ise, metrik yapinin sagladigi uzakhiga iligkin
bilgi ve ©zelliklerinden yoksun kaliriz. Bu kayip Weil (Weil 1938) ve Dieudonné
(Dieudonné 1939) tarafindan ortaya konulan "Diizgiin Uzay" kavram ile bir parca
telafi edilmistir. Diizgiinliik yapist metrik uzayda anlamli olan bazi énemli kavram-
larin (tamamen simirhilik ve tamlik gibi) daha genig bir alana (yerel konveks uzaylar
ve topolojik gruplar gibi) aktarilmasini saglamigtir. Diger yandan; pek ¢ok topolo-
jik ozellik kayda deger metrik karsiliklara sahiptir. Ornegin; kompaktlik metrik
uzaylarda tamamen simirlilik ile yakindan iligkili bir kavramdir, benzer bir durum
baglantililik icin de gecerlidir: Topolojik baglantililik icin gerek ve yeter sart uza-
yin ayrik iki kapalidan oluigan bir ortiisiiniin olmamasidir, benzer sekilde Cantor
tarafindan verilen Cantor-baglantililik uzayin birbirine uzakliklar1 pozitif olan iki
parcaya ayrilamamasi olarak tanmimlanir. Bu durumda akla, bu benzer kavramlar
arasinda birlestirici bir teori kurulup kurulamayacag: sorusu gelir. Bu teori; Yak-
lagsma Uzaylar1 (Approach Space) adi ile Lowen tarafindan ortaya konulmugtur
(Lowen 1989). Yaklagma uzaylarimin ana fikri noktalar ve kiimeler arasindaki uza-
klik kavramina dayanmaktadir. 1914 de Hausdorff, bir (X, d) metrik uzayinda bir
x € X noktasinin bir A C X kiimesine olan uzakligini tanimlamistir. Lowen ise bir

noktanin bir kiimeye olan uzakligini
§:X x 2% — [0, ]

bi¢iminde ifade ettigi ve belirli 6zellikleri gergekleyen bir fonksiyon yardimiyla tanim-
lamustir. Ustelik bu uzaklik kavrami, sadece metrik uzaylarda degil herhangi bir

topolojik uzayda veya diizgiin uzayda da verilebilir. Aslinda Lowen ¢aligmaya "Rast-
1



gele segilen metriklegebilen uzaylar icin elde edilen baslangic yapilar1 metriklesebilir
degildir." sorunu iizerine diisiinmekle baglamistir. Bu sorunun o¢zel hali az cok
hepimizi ilgilendirir. I bir indis kiimesi, ((Xj;, d;)),.; metriklesebilen topolojik uza-
ylarmn bir ailesi, X = [[X; olmak iizere (m; : X — Xj), ., ile X tizerinde tammh
izdiistim fonksiyonlarn;leé ailesi gosterilsin. (m;),., ailesini siirekli kilacak sekilde X
iizerinde elde edilen baglangic topolojisi metriklegemez. Bu ise bagka bir soru dogu-

rur: "Gergekten sonsuz carpima gecildiginde uzakhga iliskin kuramsal kavramlar

ortadan kalkar mi?"

Topolojik uzaylar ve diizgiinliik uzaylar: alanindaki gelismelerden sonra topoloji
olmaksizin varligin siirdiiremeyecek olan ¢ok sayida matematiksel teori ortaya cik-
migtir. Bunlardan bazilari; topolojik vektor uzaylari, Wijsman topoloji ve normlu
uzaylar tizerinde tanimh zayif ve zayif* topolojileridir. Bu 6rneklerin ¢ogunda bir
metrik yapi ile yola ¢ikilir. Ancak sonugta elde edilen topolojik yapr metriklegebilir
degildir. Kaybolan niimerik bilgi nasil ortaya c¢ikarilabilir? Yerel durumda Lowen,
yeni ve niimerik yapiya sahip olan yaklagsma uzaylarimi tanimlayarak bu sorunu
ortadan kaldirir. Lowen yaklagma uzaylarini karakterize etmek icin uzaklik, limit
operatorii, yaklagsma sistemleri, olgek, kapanig kuleleri, alt ve iist zarf operatorii
kavramlarin1 tanimlamis ve bu kavramlarin matematiksel olarak birbirine eg yapilar
oldugunu gostermistir. X iizerinde bu yapilardan herhangi birinin varligin1 kabul
ettigimizde i¢inde bulundugumuz uzay bir yaklagsma uzayidir. Yaklagsma uzaylar:
ve bu uzaylar arasinda taniml biiziilme doniigiimleri ile birlikte, kisaca App ile gos-
terilen, bir topolojik kategori olusturur. App kategorisi, Top ve Met kategorilerinden
daha genis bir kategoridir. 1989 da Lowen Top kategorisinin App kategorisi igine
yansimali ve ko-yansimali bir bicimde, Met ve qMet kategorilerinin ise App igine
ko-yansimali bicimde gomiilebilecegini gostermistir. Ayrica; topolojik ve metrik
yaklagma uzaylarimi tanimlamigtir. Top, Met, qMet ve Unif kategorileri ile App kat-
egorisi arasindaki iligkiler (Lowen 1989), (Lowen ve Windels 1997) ¢aligmalarinda

ayrintili olarak ele alinmigtir.

Lowen 1987-1997 yillar1 arasinda Colebunders, Robeys, Sioen, Vaughan, Windels

ve Verbeeck gibi bir ¢ok matematikci ile caligmistir. Bu galismalardan bazilar:
2



(Lowen 1988), (Lowen ve Colebunders 1988), (Lowen 1993), (Lowen ve Sioen 1996),
(Lowen ve Sioen 1998), (Lowen ve Windels 1997), ve (Lowen 1997) dir. Bu yaymlar
ve yaklagma uzaylari ile ilgili galigmalarini 1997 yilinda "Approach Spaces, The Miss-
ing Link in the Topology-Uniformity-Metric Triad" isimli kitabinda bir araya getir-
migtir. Yaklagsma uzaylarinin kompaktlik, hiperuzaylar, fonksiyonel analiz, olasilik
teorisi ve domain teori gibi matematigin pek cok alaninda uygulamalar: vardir. Bu
konular ile ilgili baz1 ¢caligmalar (Lowen ve Robeys 1994), (Lowen ve Verbeeck 1998),
(Lowen ve Sioen 2000) ve (Lowen ve Sagiroglu 2013) dir. Lowen, 2015 yilina kadar
olan pek c¢ok caligmasini, ilk kitabindaki kavramlarla birlestirerek ve teoriyi giin-

celleyerek "Index Analysis, Approach Theory at Work" isimli kitabini yayimlamigtir.

Bu tez calismasinda; yaklagma yapilarindan bazilar1 ele alinmis ve hiperuzaylara
iliskin yaklasma yapilarmimn nasil insa edildigi aciklanmstir. Ikinci boliimde; cahs-
mamiz boyunca kullanacagimiz topoloji, metrik ve kategori teoriye iliskin temel
tanim ve kavramlar ifade edilmistir. Uciincii béliimde; yaklasma uzaylarimi karak-
terize eden temel yapilardan uzaklik fonksiyonu, limit operatorii, yaklasma sistemi
ve olcek kavramlar: ile bu kavramlar arasindaki iligkiler aktarilmigtir. Ayrica, bu
kavramlarin matematiksel olarak es yapilar oldugunun nasil gosterildigi agiklan-
migtir. Dordiincii boliimde; yaklagsma uzay1 kavrami ve yaklagma uzaylar1 arasinda
tanmimli biiziilme doéniigiimleri ifade edilerek bu kavramlarin temel 6zellikleri ince-
lenmigtir. Topolojik ve metrik yaklagma uzaylar1 tanimlanarak Top kategorisinin
App kategorisi igine yansimali ve ko-yansimali bir bigimde, Met ve qMet katego-
rilerinin App kategorisi i¢ine ko-yansimali bir bicimde nasil gomiilebildigi agiklan-
migtir. Son boliimde ise Wijsman, Hausdorff metrik ve proximal topolojiden esin-
lenerek bu topolojilerin analogu olacak bi¢imde tanimlanan yaklagsma yapilar1 ve

temel Ozellikleri incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde; diger boliimlerde ihtiya¢ duyulacak olan topoloji, metrik ve kategori

teori ile iligkili baz1 temel kavramlar hatirlatilacaktir.
2.1 Topoloji ve Metrige Iligkin Bazi Temel Kavramlar

Tanim 2.1 (X, <) kismi sirali bir kiime olmak {izere; X kiimesinin iki elemanh
her alt kiimesi, X i¢inde infimum ve supremum degerlerine sahip ise (X, <) ikilisine

latis adi verilir (Bourbaki 1968).

Tanim 2.2 X birlatis ve Y C X olsun. Bu durumda; agagidaki zellikler saglaniyor
ise Y kiimesine ideal ad1 verilir.

IN)ve,yeY:zvVyey

I2) xeY,te X vet <az=1tecY (Birkhoff 1961).

Tamim 2.3 X bir kiime ve § C 2% olmak iizere;
F1) 0¢ 5

F2) FGeg=FNGeg

F3) Fe§, FCG=GeF

ozelliklerini saglayan § ailesine X {izerinde bir stizgeg ad1 verilir (Bourbaki 1966).

X kiimesi iizerinde tamimli tiim siizgeglerin ailesi F (X)) ile gosterilecektir.

5,6 € F (X) olmak {izere;
§<G < §Cg

bigiminde tanimlanan “<” bagmntisi, F (X) tizerinde bir kismi siralama bagintisidir.
Eger; § < G ise, G siizgeci § siizgecinden daha incedir ya da § siizgeci G siizgecin-

den daha kabadir denir (Bourbaki 1966).

Tamim 2.4 X bir kiime, § € F (X), B # () ve B C § olsun. Eger;

VFeg:dBeB>BCF
4



oluyorsa, B ailesi § siizgeci icin bir tabandir denir. Bu durumda;
§={FCX|3Be®B:BCF}

bigiminde ifade edilir (Bourbaki 1966).

Tamm 2.5 X bir kiime, B C 2% olsun. 9B ailesi
i) 0¢B
ii) A, Be®B=3CeB>5CCANB

ozelliklerini sagliyor ise B ailesine, X iizerinde bir siizgeg tabani adi verilir (Bourbaki 1966).

B ailesinin X iizerinde iirettigi siizgeg,
§={FCX|3Be®B:BCF}

dir (Bourbaki 1966).

Tamm 2.6 (X, 7) bir topolojik uzay, § € F (X) ve x € X olsun. (X, 1) topolojik
uzayinda x noktasimin komguluklar ailesi V, () ile gosterilsin. Eger;

i) V; (z) C § ise, § siizgeci x noktasina yakinsar denir,

ii) Her FF € § ve her V € V, (x) igin V N F # () oluyor ise, x noktasi § siizgecinin
bir yigilma noktasidir denir (Bourbaki 1966).

Bu iki durum sirasiyla § — x ve § ~» x gosterimleri ile ifade edilir.

Tanim 2.7 X bir kiime ve § € F (X)) olsun. Eger, § siizgecinden daha ince bagka

bir siizge¢ bulunamiyor ise § siizgecine ultrasiizgeg adi verilir (Bourbaki 1966).

X kiimesi iizerinde tamiml tiim ultrasiizgeglerin ailesi U (X)) ile gosterilecektir.

Tanim 2.8 X bir kiime, [ bir indis kiimesi, {(Y3, 75) } ser topolojik uzaylarmin bir

ailesi ve {f : X — Y}, bir fonksiyonlar ailesi olsun.

Sp:={f3'(Us) | Us € 75}
5



olmak tizere § = USB ailesi, X tizerinde bir topoloji icin alttabandir. & ailesi

Bel
tarafindan tiretilen topolojiye {fz : X — Yj3} ser ailesine karsihk gelen baglangig

topolojisi (zayif topoloji) adi verilir (Munkres 1975).

Tamim 2.9 {(Xj,75)} 5., topolojik uzaylarm bir ailesi ve X = [] X3 olsun.

pel
B € I i¢gin f-mma izdiigtim fonksiyonu 7 ile gosterilmek tizere, {mg} ey ailesinin
X tizerinde {irettigi baglangic topolojisine 6zel olarak; carpim topoloji adi verilir

(Munkres 1975).

Tanim 2.10 X ve Y iki topolojik uzay ve f : X — Y bire-bir fonksiyon olsun.
Eger;

!

X — f(X)
. — f(2)=f(2)

biciminde taniml f fonksiyonu bir homeomorfizm oluyorsa, f fonksiyonuna topolo-

jik gomiilme adi verilir (Munkres 1975).

Calismamiz boyunca metrik ve quasi-metrik kavramlar1 alisilagelmisten biraz daha
genel fonksiyonlar i¢in kullanilacaktir. X bir kiime olmak iizere d : X x X — [0, o]
fonksiyonu, her x € X i¢in d(x,z) = 0 kogulunu ve ii¢gen egitsizligini saghyorsa,
d fonksiyonu bir quasimetrik olarak adlandirilacaktir. d quasimetriginin simetri
kosulunu saglamasi1 durumunda ise, d fonksiyonu metrik olarak adlandirilacaktir.
(X, d) quasimetrik (metrik) uzay, € X ve ¢ > 0 olmak tizere; x merkezli € yarigaph
agik yuvar By (z,¢), = merkezli € yarigapli kapali yuvar By [z, €] ile ifade edilecektir.

Ayrica A C X ve € > 0 olmak tizere;
A® ={rx e X |d(z, A <e}
bigiminde tanimlanir (Munkres 1975).

(X,d) ve (X /,d') iki quasimetrik uzay ve f : X — X biciminde tamml bir

fonksiyon olsun. Bu durumda;

Vo,ye X od (f(z),f(y) < d(z,y)
6



oluyorsa, f fonksiyonuna geniglemeyen doniisiim adi verilir.

Tanim 2.11 (X, 7) bir topolojik uzay ve d, X iizerinde tanmimh bir metrik olsun.
Bu durumda; d metrigi tarafindan iiretilen 7,4 topolojisi ile 7 gakigiyor ise (X, 7)

topolojik uzay1 metriklesebilirdir denir (Munkres 1975).

Tamim 2.12 (X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere, X kiimesinin sayilabilir ve

yogun en az bir alt kiimesi varsa (X, 7) uzayma ayrilabilirdir denir (Munkres 1975).

Tamim 2.13 (X, 7) bir topolojik uzay, o € X ve f : X — R bigiminde tanimh

bir fonksiyon olsun. Bu durumda;
Vh > f(x9) :3U € Vg 2Vu e U h> f(u)

oluyor ise, f fonksiyonu z noktasinda iistten yari-siireklidir denir (Bourbaki 1968).

Tanim 2.14 X bir kiime ve ¢l : 2%¥ — 2% operatorii,

C1) cl (0) = 0,

C2)VAC X:AC«c(A),

C3) VA, BC X:cdl(AUB)=c(A)ucl(B),

C4) VAC X :cl(cl(A)) =cl(A)

ozelliklerini saghyor ise cl operatoriine X iizerinde bir topolojik kapanis ope-
ratori adi verilir. ¢l operatorii sadece C1-C2-C3 ozelliklerini sagliyor ise pre-

topolojik kapanis operatorii adini alir (Cech 1966).

Tamim 2.15 X bir kiime ve % : X x X — X fonksiyonu

) Ve,ye X:xxye X

i) Ve,y,z€ X taxx(yxz)=(xxy)x2

ozelliklerini sagliyor ise (X, ) ikilisine bir yarigrup adi verilir (Halicioglu 2014).

Tanim 2.16 L bos kiimeden farkli bir indis kiimesi, her A € L icin Jy, # 0 ve

(X2j) e, ner bir kiimeler ailesi olsun. I = [ Jy olmak tizere asagidaki esitlikler
’ AEL
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mevcuttur.

U(ne) = n(Use)

AeL \jeJy fel \AeL
N (,U Xm) = (ﬂX/\,f(A))
AeL \JE/A fel \XeL

Bu ozellige kisaca; tam dagilim 6zelligi adi verilmektedir (Bourbaki 1968).

Tanim 2.17 X bir kiime ve R, X {izerinde taniml bir bagint1 olsun. Bu durumda;
X kiimesinin her bir elemani, X kiimesinin bir alt kiimesi oluyorsa ve X kiimesi,
R bagmtisina gore iyi sirali ise, X kiimesine bir ordinal say1 adi verilir. 0 = ()
en kiiciik ordinal sayidir ve her bir ordinal say1, kendisinden 6nce gelen ordinallerin
iyi sirali bir kiimesidir. « bir ordinal say1 olmak iizere; o dan biiyiik olan en kiigiik
ordinal sayiya a nin 6nde geleni ad verilir ve a+ 1 bigiminde ifade edilir. Herhangi
bir ordinal sayinin ¢énde geleni olmayan, sifirdan farkli ordinal sayiya limit ordinal

adi verilir (Jech 1978).

Tanim 2.18 X bir kiime ve A C X olmak iizere;

0gy: X — P
0 , z€A
© , x¢ A

x — O4(z):=

bi¢iminde tammlanan fonksiyona A kiimesinin goésterge fonksiyonu (indicator

function) adi verilir. Herhangi bir w < oo igin 0% = 04 A w dir.

2.2 Kategori Teoriye Iligkin Baz1 Temel Kavramlar

Matematiksel bir yapi insa etmek isteyen her arastirmaci, bu yap1 ile es anlamli bir
matematiksel yapi olup olmadigini ve bu yapinin mevcut yapilar ile arasindaki ilig-

kileri aragtirmak zorundadir. Bu asamada, ihtiya¢ duyulan kavram kategori teoridir.
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Kategori tanimi ve kategori 6rneklerini vermeden 6nce agagidaki tabloyu inceleyelim:

Yapilar Yapiy1 Koruyan Doniistimler
Kiimeler Sinifi Fonksiyonlar Set
Topolojik Uzaylar Siirekli Fonksiyonlar Top
Metrik Uzaylar Geniglemeyen Doniistimler Met
Vektor Uzaylar Lineer Doniigtimler Vec

Birinci siituna, her bir 6gesi iizerinde bir matematiksel yap1 olan aileler, ikinci siituna
bu dgeler arasindaki matematiksel 6zellikleri tagiyan doniisiimler yazilmigtir. Her bir

satir, birer kategori ornegidir.

Tamim 2.19 Bir C kategorisi asagida verilen parcalardan olusgur;

i) Elemanlar: C-nesnelerden olugan ve |C| bi¢iminde ifade edilen bir simf,

ii) C-nesnelerin keyfi bir (A, B) cifti i¢in C (A, B) bigiminde gosterilen ve A — B
taniml morfizmler kiimesi,

iii) Her A € |C| i¢in 14 : A — A bigiminde tanimh birim doniigiimler,

iv) C-nesnelerden olusan her (A, B, D) iigliisii igin

o: C(A,B)xC(B,D) — C(A,D)
(f,9) — foyg

bi¢iminde tanimh ve
VB,C e |C|,VfeC(A,B),YgeC(C,A): folp=fvelsog=g

ozelligini saglayan fonksiyon olmahdir. Burada; C (A, B) kiimelerinin ikiger ikiser

ayrik oldugu unutulmamalidir (Addmek vd. 1990).

Tanim 2.20 C ve A iki kategori olmak iizere, agagidaki ozellikler saglaniyor ise A
kategorisi C nin bir alt kategorisidir denir.

i) [A] C[C]

ii) VA,B e |A|: A(A,B) CC (A, B)

iii) A kategorisi iizerindeki bilegke iglemi, C kategorisi iizerindeki bilegke igleminin

A ya kisitlamasidir.



iv) Her A € |A| igin I4 birim morfizmi C ve A kategorilerinde ayn1 morfizmdir

(Addmek vd. 1990).

Tanim 2.21 C ve D iki kategori ve F' : C — D bigiminde taniml olmak tizere; C
kategorisindeki her A nesnesi i¢in F' (A) da D kategorisinde nesne, C kategorisindeki
her f : A — B déniisiimii i¢in F (f) : f(A) — f(B) doniisiimii de D kate-
gorisinde bir doniisiim oluyorsa ve agagidaki 6zellikler saglaniyor ise, F' doniisiimiine
C kategorisinden D kategorine tanimlh bir funktor adi verilir.

i) VA€ [C|: F (1a) = Ira

ii) Vf,g € Mor(C): F/(fog)=F(f)oFI(g)

(Addmek vd. 1990).

Tanmim 2.22 C ve D iki kategori ve F' : C — D biciminde tanimh fonksiyon bu iki
kategori arasinda tanimli bir funktor olsun. Bu durumda;

i) F morfizmler tizerinde bire-bir ise F' funktoruna gémiilme (embedding) funk-
toru denir.

ii) VA,B € |C| igin F' : C(A,B) — D (F (A),F (B)) doniistimii bire-bir ise F
funktoruna diizenli (faithfull) funktor denir.

iii) VA, B € |C| i¢in F : C(A,B) — D (F (A), F' (B)) doniigiimii orten ise F' funk-
toruna dolu (full) funktor denir.

(Addmek vd. 1990).

Tanim 2.23 A ve C iki kategori ve A, C nin bir alt kategorisi olsun. F': A — C
funktoru her A € | A| ve her f € Mor (A) i¢in F (A) :== A ve F (f) := f bi¢iminde

tanimh ise F' funktoruna icerme funktoru denir.

Tanmim 2.24 C ve D iki kategori ve F' : C — D biciminde tanimh fonksiyon bu iki
kategori arasinda tanimli bir funktor olsun. Bu durumda; G : D — C bigiminde
tanmimli ve G o F' = ide, F o G = idp esitliklerini saglayan bir G funktoru varsa F
funktoruna izomorfizm adi verilir. F' : C — D funktoru izomorfizm ise C ve D

kategorileri izomorf kategorilerdir. (Addmek vd. 1990).

10



Tanmim 2.25 C bir kategori olmak iizere; U : C — SET bi¢iminde taniml en azin-
dan bir diizenli funktor bulunabiliyor ise C kategorisine belirli (concrete) kate-

gori, U doniigiimiine ise unutkan (forgetful) funktor adi verilir (Addmek vd. 1990).

Nesneleri metrik uzaylar, doniisiimleri geniglemeyen doniisiimler olan fonksiyonlar-
dan olusan kategori metrik uzaylar kategorisi olarak adlandirilir ve kisaca Met ile
gosterilir. Nesneleri quasimetrik uzaylar, dontigiimleri genislemeyen doniigiimler olan
fonksiyonlardan olusan kategori quasimetrik uzaylar kategorisi olarak adlandirilir ve
kisaca qMet ile gosterilir. Set, Top, Met ve qMet kategorileri belirli kategori 6rnek-

leridir.

Tanim 2.26 C bir belirli kategori olsun. Bu durumda; agagidaki 6zellikler saglaniyor
ise, C ye topolojik kategori adi verilir.

i) Baslangi¢ yapilar1 mevcuttur:

X bir kiime I bir indis kiimesi olmak tizere; C-nesnelerin bir (X;,§;),., ailesi ve

(fi : X — X;),.; fonksiyonlar ailesi i¢in, X {tizerinde bir tek &, C-yapisi

(fi : X — (X5,8))iex

ailesine kargilik gelen baglangi¢ yapisidir. Yani; her (Y,7) € |C| igin, bir
g9:(Y,n) — (X,
doniisiimiiniin C-morfizm olmas: icin gerek ve yeter kogul
Vi€ lign fiog: (Y,n) — (X&)

doniigiimlerinin birer C-morfizm olmasidir.
ii) Her X kiimesi igin, X iizerinde tanimlanabilen C-yapilarin ailesi bir kiimedir.
iii) Tek elemanl her kiime tizerinde bir tek C-yap: tamimhdir.

(Preuss 1987).

Tanmim 2.27 C bir belirli kategori ve X, C nin bir nesnesi olsun. Eger her Y kiimesi
icin X nesnesinden Y kiimesine tanimhi her fonksiyon bir C-morfizm oluyorsa X
nesnesine ayrik nesne, Y kiimesinden X nesnesine tanimli her fonksiyon bir C-

morfizm oluyorsa X nesnesine ayrik olmayan nesne denir (Adamek vd. 1990).
11



Tanim 2.28 C bir kategori, A, C nin bir alt kategorisi ve I’ : A — C bigiminde

tanimli bir icerme funktoru olsun. Bu durumda;

i) C nin her X nesnesi i¢in A nin bir X 4 nesnesi ve bir ry : X — X4 morfizmi,
A nin her Y nesnesi ve f : X — Y biciminde tanimli her C-morfizm i¢in bir tek
fv i X4 — Y A-morfizmi f, ory = f olacak bicimde tanmimlanabiliyor ise A, C
icinde yansimalidir denir. Bu durumda; ry doniisiimii X nesnesinin A yansi-
masi olarak adlandirilir veya X 4 nesnesine X nesnesinin A yansimasi adi verilir

(Herrlich 1983).

ii) C nin her X nesnesi i¢in A nin bir X 4 nesnesi ve bir mx : X4 — X morfizmi,
A nin her Y nesnesi ve f : Y — X biciminde tanimli her C-morfizm i¢in bir tek
f*:Y — X4 A-morfizmi myx o f* = f olacak bicimde tamimlanabiliyor ise A, C
icinde ko-yansimalidir denir. Bu durumda; mx doniisiimii X nesnesinin 4 ko-
yansimasi olarak adlandirilir veya X 4 nesnesine X nesnesinin A ko-yansimasi

adi verilir (Herrlich 1983).
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3. YAKLASMA UZAYLARI

Yaklagma uzaylari; uzaklik fonksiyonu, limit operatorii, yaklagma sistemi, olcek, zarf
operatorii, komsuluk sistemi, kapanig kulesi, fonksiyonel ideal yakinsaklik ve fonk-
siyon catisi olarak adlandirilan, matematiksel olarak es kavramlardan herhangi biri
ile karakterize edilebilir. Bu kavramlarin tiimiinii aym1 anda incelemek, kisith bir
siire zarfinda miimkiin olmadigindan tez ¢alismamizi; teorinin iskeleti olarak deger-
lendirilebilecek olan uzaklik fonsiyonu, limit operatorii, yaklagma sistemi ve 6lgek
olarak adlandirilan kavramlar iizerinde yogunlastirdik. Ilk olarak; bu kavramlar
tanimlanarak temel ozellikleri verilecektir. Daha sonra, bu kavramlarin matematik-

sel olarak eg yapilar oldugunun nasil elde edildigi agiklanacaktir.

3.1 Yaklagsma Uzaylarini Karakterize Eden Matematiksel Yapilar

Calhismamiz boyunca; [0, oo] kapali araligy, iizerinde tanimh aligilmig siralama bagin-
tis1, tam latis yapisi ve toplamsal yarigrup yapisiyla ele alinacaktir. = € [0, 00)

olmak {izere

T+O0O=00+2T =00
00 + 00 = 00
00 — T = 00
oo —o00=0
olarak kabul edilecektir. [0, oo| kapali aralig1 toplamsal yarigrup oldugundan, ¢ikarma

islemine ihtiya¢ duydugumuz durumlarda,
Va,b € [0,00] : a6 b= (a—b) VO

bi¢iminde tanimli "&" iglemi kullanilacaktir. Kisalik agisindan, [0, oo kapali aralig

P ile gosterilecektir.

3.1.1 Uzaklik Fonksiyonu

Bir X kiimesinin herhangi iki noktasi arasindaki uzaklik, yani "metrik" kavrama,

ilk olarak 1906 yilinda Fréchet tarafindan tanimlanmigtir. Daha sonra, 1914 yilinda
13



Hausdorff bir (X, d) metrik uzayinda, bir noktanin bir kiimeye olan uzakhigin;

dg: X x2¥ — [0, 00]
(x,A) — d4(z,A) = infd(z,a)

acA

fonksiyonu yardimiyla ifade etmistir. Lowen, bu kavramin daha soyut matematiksel
yapilar iizerinde ifade edilip edilemeyecegini aragtirmig ve 1987 yilinda herhangi bir

X kiimesi iizerinde bir noktanin bir kiimeye olan uzakligini,

d: X x2¥ — P
(x,A) — d(x,A)

(3.1)

bi¢ciminde tanimli ve belirli kogullar1 saglayan bir fonksiyon yardimiyla tanimlamigtir.
Boylece, Hausdorff tarafindan ifade edilen tanimin analogu; X bir topoloji ile do-
natildiginda, hatta X bir diizgiinliik yapisi ile donatildiginda da verilebilecektir.

Uzaklik fonksiyonu tanimini vermeden 6nce, bu tanimi verirken kullanacagimiz bir
kavrami ifade edelim. Herhangi bir X kiimesi verilsin ve ¢ fonksiyonu (3.1) de ifade

edildigi gibi alinsin. Bu durumda, A C X ve € € P olmak {izere;
AC) =z e X |6z, A) <e}

dir.

Tanim 3.1 X bir kiime olmak {izere,
§: X x2X —P

fonksiyonu asagida verilen 6zellikleri saglhyor ise, ¢ fonksiyonuna uzaklik fonksi-
yonu adi verilir.

D1)VACX:2€ A= §(z,A) =0,

D2) Vx € X : §(z,0) = oo,

D3) Vx € X,VA,BC X : §(x, AU B) = min{é(x, A),(z, B)},

D4) Vo € X,VAC X, Ve € P:§(z,A) < 6(z, A¥)) + ¢

dur (Lowen 1989).
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Ornek 3.1 (X,7) bir topolojik uzay olmak iizere,

0, X x2¥ — P
0o ecl, (A
(‘1'7"4) - 67'(377‘4): ’ ‘ ( )
oo , zé¢cl (A

bigiminde tanimlanan fonksiyon X iizerinde bir uzaklik fonksiyonudur.

Onerme 3.1 X bir kiime ve § : X x 2¥ — P, X iizerinde bir uzaklik fonksiyonu
olsun. Bu durumda, agsagidaki ozellikler saglanir.

i) Ve X\,;VAIBCX:ACB=§(z,B) <i(z,A),

ii) Vo € X,VA C 2%, A sonlu elemanh igin §(x, | A) = Aeiﬂ d(x, A),

iii) Vo € X,VA, B C X : §(x,A) < 0(x, B) +sup 6(b, A)

dir (Lowen 1989). " 4

Ispat. i) A C B olsun. (D3) ozelliginden; §(z, B) = 0 (2, AU B) < §(z, A) dur.
i) v € X, A = (Apepno. g C 2% olsun. Esitligin gerceklendigini tiimevarim

yontemini kullanarak ispatlayalim. n — 1 € N i¢in

1<k<n-—1

5z, :L:JiAk) — min 6z, Ay) (3.2)

esitliginin gergeklendigini kabul edelim. Bu durumda, n i¢in

n n—1
6z, |JAr) =0 (x ( U Ak) U An>
k=1 k=1
yazilabilir. (3.2) ve (D3) kullanilirsa

5(z, ) Ay) = min {5(93, :qu), 5, An)}

:mm{ min 5(m,Ak),5($7An)}

1<k<n—1

= min 0(z, A)

1<k<n
elde edilir.
iii) 2 € X ve A,B C X olsun. ¢ = inf {(9 eP|BC A(G)} ve y € B alinirsa,
B c AY kosulunu saglayan her 0 icin y € A® olacagindan §(y, A) < 6 dir. Bu
durumda, 6(y, A) < inf 6 = ¢ elde edilir. Boylece, B ¢ A olur ve (i) ézelliginden,

5(z, A”) < §(z, B) (3.3)
15



esitsizligi saglanir. Ayrica; ¢ > 0 olmak iizere sup (b, A) < t oldugu kabul edilirse,
beB
B C A® bulunur ve

e=inf{0eP|BcC A9} <t (3.4)
esitsizligi gerceklenir. O halde; ¢ < sup (b, A) dir. Boylece; (3.3) ve (3.4) esitsiz-
beB
likleri ve (D4) kullanihrsa

d(x,A) < 6(x, B) +sup 6(b, A)

beB

esitsizligi elde edilir. m
3.1.2 Limit Operatorii

Limit operatorii; bir noktanin, bir siizgecin limit noktasi olmaya ne kadar yakin
oldugunu olgen bir fonksiyon olarak degerlendirilebilir. Oncelikle; bu operatorii
tanimlarken kullanacagimiz notasyonlar1 ve kavramlar: ifade edelim. X kiimesi ii-
zerinde tanimh tiim siizgeglerin ailesi F (X)) ve tiim ultrasiizgeglerin ailesi U (X) ile
gosterilecektir. Ayrica, bir § siizgecinden ince olan tiim siizgeglerin (ultrasiizgeg-
lerin) ailesi F (§) (U (§)) ile gosterilecektir. X bir kiime ve A C 2% olmak iizere, A
ailesinin y1gini;

stackA:={BC X |3dAe€ A: AC B}

bi¢iminde tanimlanir. stackA ailesi siizge¢ olmak zorunda degildir. Eger, A ailesi
bir siizge¢ tabani ise, stack.A siizgec olup A siizgec tabaninin iirettigi siizgectir. Ozel

olarak; A ailesi yerine A C X alt kiimesi alimirsa,
stackA={B C X | A C B}
ailesi bir siizgeg olur ve stackA kisaca A ile gosterilir. § € F (X)) siizgecinin keseni;

sec§ = |J U={ACX|VFeF:ANF 0} (3.5)
UeU(3)

bi¢ciminde tamimlanir. sec§ ailesi siizge¢ olmak zorunda degildir, ancak daima
§ C secF dir. A C X ve A # () ise, kolaylik saglamas1 agisindan F (stackA) yerine
F (A), U (stackA) yerine ise U (A) gosterimleri kullanmlacaktir (Dolecki ve Maynard 2016).
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Ornek 3.2 (R,U) topolojik uzaymda, A = {[0,1],[2,3]} ailesi verilsin. Bu du-
rumda, stackA siizgec degildir.

Ornek 3.3 § = stack {[0,1]} siizgecinin keseni stizgeg degildir.

Tanim 3.2 X bir kiime, J herhangi bir indis kiimesi ve § € F (J) olsun. Bu
durumda,
o: J — F(X)
i — o(j) =7

olmak iizere; o fonksiyonunun § siizgecine gore kGsegen siizgeci,
2. o®=V (16=V 0 (3.6)
A€o (F)GeA Fegjel

bigiminde tamimlanir (Kowalsky 1954).

(3.6) esitliginde \/ sembolii, bir siizgegler ailesinin supremumu igin kullanilmigtir ve
bu supremum mevcuttur. Yukarida tanimlanan o fonksiyonu, her bir 5 € J indisine
F(X) ailesinin bir tek §; stizgecini karsilik getirmektedir. Bu nedenle; (o (j));c;

ailesi, X kiimesi iizerinde tanimh siizgeclerin bir se¢imi olarak adlandirilir.

Onerme 3.2 J, L ve K bos kiimeden farkli birer kiime, o : J — F(X),
v:L— F(J) ve § € F(J) olsun. Bu durumda, agagidaki ozellikler saglanir.

=JNew)

FegjeFr

o) =X ot(D)

leL leL

i) Y oF =[] Ted

pe [1U(e(5))

JjeJ

v)YXo@®= () [] e

pE HU( (7)) UEU(T)
JjeJ

v) (3.6) esitliginde; ele alinan tiim siizgecler ultrasiizgeg ise, ksegen siizgeg de

ultrasiizgectir (Lowen 1997).
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Lemma 3.1 X bir kiime ve § € F (X) olsun. Eger; her 4 € U(F) icin bir s(U) € U

ogesi segcilebiliyor ise, U s(U) € §F olacak bigimde sonlu elemanh bir Uy C U(F)

UeU,
ailesi vardir (Lowen 1997).

Ispat. § bir siizgec olmak tizere her ¢ € U(F) icin bir s(U) € U secilebilsin. Ancak,

U s(U) € §F olacak bigimde sonlu elemanl bir U; C U(F) kiimesi olmadigini kabul

uEUs
edelim. Dolayisiyla;

SU{X\s(U) [U € US)}

kiimesi sonlu arakesit ozelligine sahip oldugundan, bir siizge¢ tabanidir ve boylece

bir siizgeg iiretir. Bu durumda,
G:=FUu{X\sU) | U UR)}cU

olacak bicimde bir ¢’ ultrasiizgeci vardir. § C U oldugundan &' € U(gF) dir. O
halde; U’ siizgecine kargilik bir s(U') € U’ vardir. Ancak; X\s(U') € U' oldugundan
celigki elde edilir. m

Lemma 3.2 X bir kiime, Y € U (X) ve f : X — P bir fonksiyon olsun. Bu

durumda;

sup inf = inf su
UeZI,){yEUf@) Uedd ye(IJ)f(y)

dir (Lowen ve Colebunders 1988).

Ispat. a > 0 olmak iizere i(}lfusup f(y) < a oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
€U yecU

WeUsVyelU: fly) <a
dir. Ayrica, her V € U i¢in U NV # () oldugundan

dz, e UNV 3 f(z) <a

olacaktir. Bu durumda,
YWel: erel‘f/f(z) <«
18



elde edilir. Boylece; sup inff(y) < « bulunur. Tersine; inf supf(y) > a oldugunu
veuyey Uel yeu

kabul edelim. Bu durumda,
VWUeld:3yelU>s fly) >a

dir. Her U e U iginy € {z | f(2) > a}NU oldugundan {z | f (2) > a} € secd =U

dur. Ayrica; inf  f(y) > « olacaktir. O halde,
yelz|f(z)>a}

sup inf > o
sup inf fly) >

dir. m

Tanim 3.3 X bir kiime olmak {izere,
A F(X) — PX

fonksiyonu asagidaki ozellikleri sagliyor ise, A fonksiyonuna X {izerinde bir limit
operatorii ad1 verilir.

L1) Vo € X : [A(;'c)} (z) =0,

L2) J herhangi bir indis kiimesi ve her j € J icin §; € F(X) ise,

A <ﬂ3]> —sup \§;

jeJ jes

L3) V§ € F (X) ve Yo : X — F(X) fonksiyonu igin,

A(X 0 (8) < AF + sup (o () ()

zeX
dir (Lowen 1997).
Ornek 3.4 X bir kiime olmak iizere,
A F(X) — PX
Oy , =1
c© , §F

bi¢iminde tanimli fonksiyon X {izerinde bir limit operatoriidiir.
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Teorem 3.1 X bir kiime ve A : F(X) — P¥ fonksiyonu (L1) &zelligini saglasin.

Bu durumda, X\ fonksiyonunun limit operatérii olmasi icin gerek ve yeter kosul,

L2w) VG, F€F(X)2GCF: A\F<\G

ve

LYVJ#0,Vy:J — X,Vo:J— F(X),V§ €F(J) igin,
AQ)N%DSA@MSD+igk0ﬂﬁHwUD

ozelliklerinin saglanmasidir (Lowen 1997).

Ispat. ) fonksiyonu bir limit operatérii olsun. Bu durumda; (L2w) ozelliginin
saglandigr agiktir. (L) 6zelliginin saglandigimi gosterelim. J £ 0, ¢ :J — X, 0 :
J — F(X) ve § € F(J) olsun.

p: X — F(X)

? g v ()
T =N M e) L wew()
jeyp™(x)

bigiminde tanimlansin. v (§) ile, § siizgecinin 6gelerinin v fonksiyonu altindaki
goriintiilerinin kiimesi tarafindan iiretilen siizgeg gosterilsin. Bu durumda; 1 (§)
stizgeci ve (p(2)),cy secimi icin (L3) ifade edilebilir. Ayrica, (L) ©zelliginin sag-
landigim1 gérmek igin

20 (W (F) €0 () (3.7)

kapsamasina ihtiya¢ duyulacaktir. Oncelikle (3.7) nin dogru oldugunu gosterelim.
W e > p(¥(F)) olsun. (3.6) kullanilirsa;

G ey (F)o2VereG: W e p(x) (3.8)
dir. G € ¥ (F) oldugundan en azindan bir Jr € § i¢in ¢ (Jp) C G dir. O halde,

Viedr:p(j)€g (3.9)

olur ve (3.8) kullanilirsa, her j € Jricin W € p(¢ (j)) oldugu elde edilir. Dolayisiyla,
her j € Jp icin j € ¥~ ' (¢ (j)) oldugundan p fonksiyonunun tammimdan W € o ()
dir. Boylece; en azindan bir Jp € § icin W € ﬂ o (j) oldugu elde edilir ve (3.7)

Jje€JF
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ile verilen kapsama saglanir. Sirasiyla; (3.7), (L2W), (L3), p fonksiyonunun tanim,
(L1) ve (L2) kullanihirsa,

Ao ()

IN

AP (@ ()
A (1 (8)) + supA (p(x)) (x)

zeX

IN

AW@)+ swp Al () ol) | (@)

P ey )
= AW E) + sup Ao (5)) (¢ (7))

esitsizligi elde edilir ve (L) ozelligi saglamir. Diger yandan, (L2w) ve (L) 6zel-
liklerinin saglandigimi kabul edelim. (L3) 6zelliginin saglandigimi gormek igin; (L)
ozelligini J := X ve ¢ = idy segerek yazmak yeterlidir. Son olarak; (12) o6zel-
liginin saglandigini gosterelim; x € X, J herhangi bir indis kiimesi ve her j € J i¢in

§; € F (X) olsun. Bu durumda;
O—J—)F(X)7U(j) :gj
v:J —XY(j)=2
§:={J}

olarak alinirsa,

Yo ® =3

jeJ
X (§) () = 0 (3.10
sup Ao (7)) (W (5)) = sup A(S5) (z)

esitliklerinin saglandig1 kolayca goriiliir. (L) 6zelligi ve (3.10) kullanilirsa,
A <ﬂ& < sup A§; esitsizligi elde edilir. Diger yandan, her j € J i¢in ﬂ&- C 35

jeJ

jedJ jeJ

kapsamasit mevcut oldugundan (L2w) ozelligi kullamlarak, sup AF; < A (ﬂ&)
jed ;
JjeJ

esitsizligi elde edilir. m

Teorem 3.2 X bir kiime olmak tizere \ : F(X) — PX fonksiyonu (L1) ve (L2w)
ozelliklerini saglasin. Bu durumda, A fonksiyonunun limit operatorii olmasi icin

gerek ve yeter kosul
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LYVJ#0V):J — X,Vo:J— F(X)vevgcF(J)icn

A2 (3) < A (F)) + inf sup A(o (7)) (¢ (7))

Fe§ jer

ozelliginin saglanmasidir (Lowen 1997).

Ispat. \ fonksiyonu bir limit operatorii olsun. Teorem 3.1 den, A fonksiyonu (L)
ozelligini saglar. O halde; J # 0, : J — X,
o:J— F(X)veFeF(J)olmak iizere,

supA (0 (5)) (¢ (7)) < inf sup A (o (5)) (¥ () (3.11)

jed Feg jer
esitsizliginin saglandig1 gosterilebilirse (L") ozelligi elde edilir. € > 0 olmak iizere
}nfg sup A (o (j)) (¢ (j)) < € oldugunu kabul edelim. Bu durumda;

€S jeF
F, €5+ sup A (0 () W) <e
JELe

bulunur.

/

o: J — FX)
stacky (j) , j ¢ F.

o(j)  JEER
bigiminde tanimlansin. Bu durumda; {F € § |F C F.} ailesi, § stizgeci i¢in bir

j — o(j):=

stizgec tabani oldugundan o (F) = o(F) elde edilir. (L1) 6zelligi ve ¢’ déniistimiiniin
tanmimindan,

sup A (o' (7)) (1 (7)) = sup Ao () (¥ ()) <&

jed jeFe
elde edilir ve boylece (3.11) esitsizligi saglanmir. Diger yandan, (L1) ve (L2w) 6zel-
liklerini saglayan A\ fonksiyonunun (L°) 6zelligini de sagladigini kabul edelim. X
fonksiyonunun Teorem 3.1 de verilen (L) ozelligini sagladigy gosterilebilir ise limit
operatorii oldugu ispatlanmis olur. J # 0,¢: J — X,0: J - F(X) ve § € F(J)

olsun. Bu durumda (L*) kullanilirsa,

Ao (§) = AWS)+ jnf sup Ao (7)) (¥ (7))

JEF

< AWS) +sup Ao (5) (¢ (7))

JEF

elde edilir ve (L) ozelligi saglanir. m
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Teorem 3.3 X bir kiime olmak iizere, A : F(X) — P¥ fonksiyonu (L1) ve (L2)
ozelliklerini saglasin. Bu durumda A fonksiyonunun limit operatorii olmasi igin gerek

ve yeter kosul

L3*) V§ € F(X) ve Vo : X — F(X), (0 (7)), se¢imi igin

Ao (§) < AT+ inf sup A (o (2)) (x)

Fe§ zer

ozelliginin saglanmasidir (Lowen 1997).

Ispat. Teorem 3.2 nin ispatina benzer sekilde kolayca gosterilebilir. m

Buraya kadar ele alinan karakterizasyonlar, siizgecler yardimiyla formiilize edilmistir.
Ancak, limit operatorii 6zel olarak ultrasiizgecler yardimiyla da tanimlanabilir. Gergek-

ten, her § € F(X) i¢in A§ fonksiyonu

A = sup XU (3.12)
Ucu(y)

bi¢iminde ifade edilebilir.

Lemma 3.3 X bir kiime, J herhangi bir indis kiimesi ve o : J — U(X) fonksi-

yonu X kiimesi tizerinde tanimli ultrasiizgeglerin bir secimi olsun. Bu durumda,

U o({J}) ={22a (W) [WeU()}

dir (Lowen 1997).

Ispat. Ve U o ({J}) ve V¢ Do (W) | W € U(J)} oldugunu kabul edelim.
V bir ultrasiizge¢ ve her W € U(J) igin ) o (W) ultrasiizgeg oldugundan,
SoeW) gV eV Yo W)

dir. Yo (W) € V kabulii ile ispata devam edelim. V € > o (W) kabulii ile de ispat
benzer gekilde elde edilir. Boylece; her W € U(J) i¢in
FAweXoW) = {J (o) > Aw ¢V
Wewjew

dir. Dolayisiyla,

YWeU(J):IWeWs VjeW: Ay €oa(j)) ve Aw ¢V (3.13)
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olacaktir. Lemma 3.1 de § stizgeci yerine {J} alimirsa; her W € U({J}) i¢in
W =8 (W) € W ogesi (3.13) gergeklenecek bigimde segilebilmektedir. O halde;
sonlu elemanl bir Ug = (Wy), <., € U({J}) vardir dyle ki

7= S(W):Om

WeUg
ve
UAw, ¢V
k=1
dir. Hipotezden > o ({J}) = ﬂa (7) C V oldugundan,
jeJ
3jo € T : | JAw, ¢ o (jo) (3.14)

k=1

dir. Ancak, J = | JWj esitligi ve (3.13) kullanihrsa, jo € J igin
k=1

dk € {1,2, ,TL} 2 jo € Wi ve Awk € O'(jo)
dir. Bu ise (3.14) ile celigir. Dolayisiyla;
WeUO o({J}):IWeUJ)s> c(W)CV

olur ve > o (W) = V elde edilir. Diger yandan, V € {d> o (W) | W € U(J)} ve
V ¢ U (> o({J})) oldugunu kabul edelim. Bu durumda

W eUWU): V=0 (W) (3.15)

olacaktir. Ayrica, V ¢ U (3o ({J})) oldugundan > o ({J}) € V dir. Dolayisiyla
(3.6) kullanilirsa

JFe(\o(j)>F ¢V (3.16)
jeJ
dir. Boylece, (3.15) ve (3.16 ) den F' ¢ U ﬂ o (j) oldugu elde edilir. O halde;
Wew' jeW
W = J secimi igin de F' ¢ ﬂa(j) dir. Buise (3.16) ile geligir. Dolayisiyla kabuliimiiz

jeJ
yanligtir. m
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Asgagida verilecek olan teoremlerin ispatlari, Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 icin verilen

ispatlara benzer olarak elde edilir.

Teorem 3.4 X bir kiime olmak iizere, A : U(X) — PX doniistimii (L1) 6zelligini

saglasin. Bu durumda;

A F(X) — PX

§ — sup XU
UeU(3)

bi¢iminde tanimlanan fonksiyonunun limit operatorii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

LUY) VJ #0,Y¢): J — X,VYo: J — U(X) ve ¥§ € U(J) igin,
Ao (3) <M () + ;gg igg Ae(4) @ (4))

ozelliginin saglanmasidir (Lowen 2015).

Teorem 3.5 X bir kiime olmak iizere, A : U(X) — P¥X doniisiimii (L1) 6zelligini
saglasin. Bu durumda
A F(X) — PX

§ — sup XU
Ueu(g)

bi¢iminde tanimlanan fonksiyonun limit operatorii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

LU)VJ #0,VY:J — X,Vo:J— U(X) ve VF € U(J) igin
Ao (@) <A (F) + Sup A7) (¢ (5))

ozelliginin saglanmasidir (Lowen 2015).

3.1.3 Yaklagsma Sistemleri

X kiimesi iizerinde bir yaklasma sistemi, PX ailesininin belirli kosullar1 saglayan bir
alt ailesidir. Bu kavram; metrik kavraminin yerellegtirilmesi olarak degerlendirilebilir.
X kiimesinin her bir € X noktasia, P¥ kiimesinin bir A (z) alt ailesi kargihk ge-
tirilir. A (x) ailesinin her bir 6gesinin, verilen bir y € X noktasinda aldigr deger, y

noktasinin, x noktasina olan uzakligi olarak degerlendirilir.
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A C P¥ ve p € PX olmak {izere,
Ve >0,Vw <oo:3Jpl € AdpAhNw <@l +¢ (3.17)

onermesi gercekleniyor ise ¢ fonksiyonu, A ailesi tarafindan baskilanir denir.
A C P¥ ailesi tarafindan baskilanan her fonksiyon A ailesine ait oluyor ise, A ailesine

yogundur denir.

Tanim 3.4 X bir kiime, her z € X i¢in A (x) ailesi, P¥ iginde bir ideal olsun.
Bu durumda, her x € X igin A (z) ailesi agagida verilen o6zellikleri saghyor ise,
(A (7)),cx ailesine X {izerinde bir yaklagma sistemi ad1 verilir.

Al) Vo e A(z): ¢(z) =0,

A2) A (z) ailesi yogun,

A3) Vo € A(z),¥e >0 ve Vw < oo igin I(p,), ¢ € HA (z) vardir dyle ki;
zeX

Vo,ye X o) Aw <9, (2) +p,(y) t+e

dir (Lowen 1989).

Ornek 3.5 (X,7) bir topolojik uzay olmak iizere, her z € X icin
A; (z) == {p € PX | p(2) = 0 ve ¢, z noktasinda tistten yari-siirekli }

bi¢iminde tanimh (A, (z)),.y ailesi X tizerinde bir yaklagma sistemidir.

Bir yaklagma sistemi, daha az 6zellige sahip fonksiyon aileleri yardimu ile de iiretilebilir.

P¥ itizerinde “<” bagintisi;

f<g=VreX: f(z)<g(z)
biciminde tammlansm. B C PX olmak {izere,

Vo, e B:JveB3pViy <w

onermesi gercekleniyor ise B ailesine P¥ icinde bir ideal tabani denir. Bu kavramlar

yardimiyla bir yaklagma sistemi i¢in taban kavrami asagidaki gsekilde tanimlanir.
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Tamm 3.5 X bir kiime ve B = (B (), y ailesinin her bir dgesi P¥ i¢inde bir ideal
tabani olsun. Bu durumda, her x € X i¢in B (x) ailesi agagidaki zellikleri sagliyor
ise, B ailesine X tizerinde bir yaklagma tabani adi verilir.

B1) Vo € B(z):¢(z) =0,

B2) Yy € B(x),Ve > 0 ve Vw < oo icin I (¢, ), .y € HB (z) vardir dyle ki;
zeX

Ve,ye X o) Aw <@, (2) +o, (y) +¢

dir (Lowen 1989).

Yaklagma taban1 ve yaklagma sistemi arasindaki iligki belirlenirken, doyurulmus

kiime kavrami kullanmihr. B C PX olmak {izere B ailesi yardimiyla tanimlanan
B:= {¢ € P¥ | ¢, B tarafindan baskilanr }

ailesine, B ailesinin doyurulmusu adi verilir.

Tanim 3.6 X bir kiime, (A (z)),.y X tizerinde bir yaklasma sistemi, her bir z € X

igin B (z) C P¥ ve B(x) ailesi bir ideal taban olsun. Bu durumda,
Vee X :A(x) = l?(x\)
esitligi mevcut ise, (B (1)), x ailesi, (A (7)), ¢ yaklasma sistemi icin tabandir ya

da (A (7)), x yaklasma sistemi (B (z)),. y ailesi tarafindan tiretilir denir (Lowen 1997).

Onerme 3.3 X bir kiime olmak iizere agagidaki zellikler vardir.

i) (B(x)),cx bir yaklagsma tabamn ise, (B/(;))xex ailesi, (B (x)),cy ailesini taban
kabul eden bir yaklagma sistemidir.

ii) (B (x)),cy ailesi verilen bir (A (x)), . v yaklagma sistemi i¢in taban ise, (B (7)), x
bir yaklagma tabanidir.

(Lowen 1989).

Ispat. Ilk 6zelligin saglandigimi gostermek icin; (B (2)),cx ailesinin bir yaklagma
taban1 oldugunu kabul edelim. Oncelikle, <B/(;) ailesinin yaklagma sistemi
reX
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oldugunu gosterelim. (A1) ozelligi i¢in = € X ve p € B/(x\) alinirsa,
Ve>0,Vw <oo:3Jpf € B(z)dpAhw < ¢f +¢

olacagi agiktir. Ayrica, sup (z) A w = @ (z) esitligi her zaman gerceklendiginden
w<oo

o (z) < ings = 0 elde edilir. (A2) 6zelliginin saglandigim gosterelim: z € X, ¢ € PX
e>

olsun ve 1, B/(;) tarafindan baskilansin. Bu durumda;
V5>O,Vw<oo:3g0;”€l5’/(x\)Bw/\wggo;”jLs/Q
dir. p¥ € 15’/(:13\) oldugundan, her € > 0 ve her w < oo igin
dreB(z)d ¢l ANw <T+¢/2

dir. Boylece, ¥ Aw < 7+ ¢ elde edilir. (A3) 6zelliginin saglandigimi gostermek icin;
RS 15’/(;), e > 0,w < oo alalim. Bu durumda, ¢ A w < ¢¥ + ¢/2 olacak bigimde bir

¥ € B(x) mevcuttur. Ayrica, B (z) yaklasma tabani oldugundan, en azindan bir
(%)zex S HB (z) vardir dyle ki;

zeX

Vz,y € X ol (y) Aw < @, (2) + ¢, (y) +2/2
dir. Dolayisiyla 2,y € X icin,

) ANw < (¥ (y) +¢/2) Nw
= YY) ANw+¢e/2
< w,(2)+e.(y) te

esitsizligi elde edilir. <ZS’/(;B\)>I€X ailesinin, (B (x)),.y ailesini taban kabul ettigi
Tamim 3.6 dan aqiktir. Ikinci ozelligi ispatlamak icin (B (2)),.y ailesinin verilen bir
(A (2)),cx yaklagma sistemi i¢cin taban oldugunu kabul edelim. z € X ve ¢ € B ()
aliirsa, ¢ € B/(ZL‘\) = A (z) dir. O halde; (B1) ozelligi saglanir. (B2) ozelliginin
saglandigini gosterelim: =z € X, ¢ € B(z),e > 0 ve w < oo olsun. Bu durumda;

(A3) ozelligi kullanilirsa, en azindan bir (¢,), .y € HA (z) vardir dyle ki;
zeX

Va,y e Xip) Aw <o, (2) + 9. (y) +¢/2
olacaktur. l?{;) = A (z) oldugundan ¢, € A () i¢in,

I, €B(x)dp, ANw <1, +e/4
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ve ¢, € A(z) igin
W, eB(z)dp, Nw<y,+e/4

dir. Boylece,

e hw < (0, (2) + . (y) +e/2) Aw
< (e (2)+p.(y) Nwte/2
< p () Awtp, () Aw+e/2
< (W, (2)+e/4) + (Y. (y) +e/4) +¢/2
< Y (2)+ . (y) +e

sonucu elde edilir. m
3.1.4 Olgekler

X bir kiime, © C gMet (X) ve d € qgMet (X) olsun. Eger; Vo € X Ve > 0 ve
Yw < oo igin

A eDs5d(z, ) Nw<d)Y(z,.)+e¢

onermesi gercekleniyor ise, d quasimetrigi ® quasimetrik ailesi tarafindan yerel
baskilanir ya da ® ailesi d quasimetrigini yerel baskilar denir. Eger ® ailesi tarafin-
dan yerel baskilanan her d quasimetrigi © ailesine ait ise, © ailesi yerel yogundur

denir (Lowen 1997).

Tanim 3.7 X bir kiime, G C gMet (X) ve G ailesi gMet (X) i¢inde bir ideal olsun.

Bu durumda, G yerel yogun ise G ailesine 8lgek adi verilir (Lowen 1997).

Ornek 3.6 (X,7) bir topolojik uzay olmak iizere, G, := {d € gMet (X) | 74 C 7}

bi¢ciminde tanmimh aile X {izerinde bir 6lcektir.

Olcek icin taban kavrami tanimi verilmeden ¢nce, bu tanimda gerek duyulacak olan

yerel yonlendirilmig aile ve yerel doyurulmus aile tanimlarini verelim.

Tanim 3.8 X bir kiime ve H C ¢Met (X) olsun. H ailesinin sonlu elemanh her H,

alt ailesi i¢in supd € gMet (X) dgesi, H tarafindan yerel baskilaniyor ise, H ailesi
deHo
yerel y6nlendirilmistir denir (Lowen 1997).
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Tanim 3.9 X bir kiime ve D C gMet (X) olmak iizere
D= {d € ¢Met (X) | D ailesi d quasimetrigini yerel baskilar}

ailesine, D ailesinin yerel doyurulmusgu adi verilir (Lowen 1997).

Tanim 3.10 X bir kiime olsun. gMet (X) ailesinin bir H alt kiimesi ve bir G 6l¢egi
igin H=g oluyor ise, H ailesi G 6lgegi icin tabandir ya da H, G Olgegini iiretir
denir (Lowen 1997).

Tanim 3.11 X bir kiime ve G, X iizerinde bir ¢lgek olsun. Bu durumda, G ailesi

metriklerden olusan bir tabana sahip ise, G ailesi simetriktir denir (Lowen 1997).

Onerme 3.4 X bir kiime ve H C gMet (X) olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler
vardir.

i) H ailesi yerel yonlendirilmis ise, H ailesi, H ailesini taban kabul eden bir 6lcektir.
ii) H ailesi bir G 6lgegi igin taban ise, H yerel yonlendirilmistir.

(Lowen 1997).

Ispat. (i) ve (ii) ozellikleri, Onerme 3.3 icin verilen ispata benzer tekniklerle ko-

laylikla elde edilir. =

3.2 Yaklagsma Uzaylarin1 Karakterize Eden Matematiksel Yapilar
Arasindaki Tligkiler

Bu boliimde; bir X kiimesi iizerinde, uzaklik fonksiyonu, limit operatorii, yak-
lasma sistemi ve 6lcek olarak adlandirilan yapilardan biri verildiginde, verilen yapi
yardimiyla diger yapilarin nasil elde edilebilecegi agiklanacaktir. Ayrica; kavram-
lar arasindaki iligkiler kategorik olarak degerlendirilerek, bu yapilarin matematiksel

olarak eg yapilar oldugu gosterilecektir.
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Teorem 3.6 (0 = \) §: X x 2¥ — P, X kiimesi tizerinde bir uzaklik fonksiyonu

olsun. Bu durumda,
A F(X) — PX

5 — A§:= sup Iy
Uéesec§

fonksiyonu, X kiimesi iizerinde bir limit operatoriidiir. Ayrica,

Vee X ve VAC X : §(x,A) = 5 i[I}EA))\LI(x) (3.18)
€

dir (Lowen 1997).

Ispat. Oncelikle, \ fonksiyonunun bir limit operatérii oldugunu gosterelim. = € X

ise, A (%) () = sup dy(x) = 0 oldugundan (L1) ozelligi saglanir. Herhangi bir

Ucsec &

(§j)jes € F(X) igin,
sec ﬂ&‘ — U sec§; (3.19)

jeJ jeJ
ve
sup Oy (z) =sup sup oy (z) (3.20)
Ue | sec§; jeJUéesecF;

jeJ

esitlikleri her zaman saglanir. Bu esitlikler kullanilirsa,

MOB) = sw dux)
jedJ U €sec ﬁgj
— s ()
Ue U sec§;
JEJT

= sup sup dy(z)
jeJ Ugsec;

= sup A(3;)

jed
elde edilir ve boylece (L2) ozelligi saglanir. (L3) 6zelliginin saglandigini gosterelim:

§ € F(X) ve X tizerinde taniml siizgeglerin bir secimi (o ()),. ¢ olmak iizere;

€= 32)1?/\ (o (y)) (y)

bigiminde tammlansm. Ilk olarak; § ve (o (z)),.y se¢iminin dgelerinin ultrasiizgeg

olmasi durumunda (L3) 6zelliginin gergeklendigini gosterelim. Bu kabul nedeniyle

sec (D0 (F)) =>_ 0 (F) olur ve

VDeY o(F):0p(y) <AF+e¢
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oldugu gosterilirse A fonksiyonunun tanimi geregi ispat tamamlanir. D € > o (§)

olsun. Bu durumda, (3.6) esitliginden,

JFe§aVyeF:Deol(y)

dir. Boylece; her y € F igin

dp (y)

IN

sup O (y)
Ueseco(y)

= Ao (y) ()

sup Ao (y) (y)=¢

IN

yani y € D® bulunur. Dolayisiyla; D) € § olur ve (D4) 6zelligi kullanilirsa,
5D < 5D(E) +e< )\S+€
elde edilir. Son olarak, A fonksiyonunun tanimmi ve Onerme 3.2 (v) kullanilirsa,

Ao (@)= sup dp<AF+e (3.21)
DeY o (F)

oldugu elde edilir. Simdi, § ve (0 (r)),.y seciminin 6gelerinin siizge¢ olmasi duru-

munu inceleyelim. Herhangi bir p € [[ U (o (y)) icin €, := sup A (p (y)) (y) bici-
yeX yeX
minde tamimlansin. Bu durumda (3.21) kullanilirsa,

VMGU(S):A(Zp(L{)) <N+,

dir. Ayrica, (3.12) den A§F = sup AU dur ve

UeU(F)
€= sup g,
pe [TUGw)
yeX
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oldugu kolaylikla gosterilebilir. Boylece; Onerme 3.2 (iv) ve (L2) ozelligi kullamlirsa,

ATo@) = A N N e

pe [[ U(e@)UEV®

yeX

— A N Dew

pe[[Uw) \ueuE)

yeX
= ()
e H U(o(y)) UeU(3)
yeX

IN

sup sup (AU +¢,)
pe [[UGo(y) UEUB

yeX
= sup XU + sup €,
UEU(S) pe [ Uew)

yeX

= A +e¢
elde edilir. Son olarak (3.18) esitligini ispatlayalim. z € X ve A C X olsun.

Herhangi bir U € U(A) i¢in A € U oldugundan

d(x,A) <sup d(x,U) =N ()

veu

olup 0 (z,A) < inf M/ (z) bulunur. Tanim 2.16 da x =U,L = U (A), f =& ve

UEU(A)
I'= []U ahnrsa,
UEU(A)
inf \NA(z) = ) 3.22
yanf M () gesquu yant ) Ocan (7) (3.22)
UEU(A)

esitligi yazilabilir. £ € H U oldugundan,
UEU(A)

u — &U)

fonksiyonu, her U € U (A) i¢in bir £ (U) € U seger. Lemma 3.1 kullanilirsa,

JU, C U(A) > Ug sonlu elemanh ve A C U EU)
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olur. (3.22) esitligi ve (D3) ozelligi kullanilirsa,

inf \U = sup inf ¢
UEU(A) ce [u UEU(A)
UeU(A)

< sup inf dgqy

Ueu
ce [Ju ¢
UET(A)

< d(x, A)

esitsizligi elde edilir. m

Teorem 3.7 (A = §) A : F(X) — P¥, X kiimesi {izerinde bir limit operatorii

olsun. Bu durumda,

d: X x2X — P

(x,A) — d(x,A):= UGIII}IEA))\U (x)

fonksiyonu X kiimesi iizerinde bir uzaklik fonksiyonudur. Ayrica,

V§ € F(X),Vz € X : A\§ (z) = sup 6 (z,U) (3.23)

Uécsec§

dir (Lowen 1997).

Ispat. Oncelikle, § fonksiyonunun bir uzaklik fonksiyonu oldugunu gosterelim.

AC X ver e Aise, (L1) den

§(r,4) = inf Nd () < ) (g;) () =0

olacagindan (D1) 6zelligi saglanir. Herhangi bir 2 € X i¢gin

o (z,0) = ué%f(mw (x) =0

oldugundan (D2) agiktir. (D3) ozelligi,
VA, B C X : U(stackAU B) = U (stackA) UU (stackB)

esitligi kullanilarak kolayca gosterilebilir. (D4) 6zelliginin saglandigini ispatlamadan

once teoremde ifade edilen (3.23) esitliginin gerceklendigini gosterelim.

!/

A F(X) — PX

5 — = sup oy
Uecsec§
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bigiminde tanimlansm. § fonksiyonu tamimindan, herhangi bir ¢/ € U (X) i¢in

NU=sup inf W<\
Ueu Weu(l)

esitsizligi elde edilir. Diger yandan; Tamim 2.16 da k = U, L = U, J, = U (U),

I'=1]U(U) ve f =0 almr ve (L2) kullanilirsa,
Ueu

A (U) = sup inf AW
Ueu Weu(l)
= inf supA (6 (U
ge ] UU) Ueg ( ( ))
Ueu

AU)

v

olur ve boylece A = A" oldugu elde edilir. Boylece; her U € U (X) igin XU = U
oldugu goriiliir. Benzer sekilde, herhangi bir § € F (X) siizgeci igin de esitligin
saglandig gosterilebilir. (D4) ozelliginin gergeklendigini gérmek igin, A C X ve

€ > 0 alalim. Bu durumda;
Vye A9 : 3o (y) e U(A) 3 (o (y) (y) <e (3.24)
olacaktir. Gergekten; bir an i¢in,
Jyo € ACve YU € U (A) 16 < XU (19) = glég 3 (Yo, U)

oldugu kabul edilirse, her U € U (A) i¢in € < § (yo, Viy) olacak bigimde en azindan

bir Vi, € U secilebilir. Lemma 3.1 kullanilirsa, en azindan bir (Uy), ., ailesi

Vk e {1,2,...,n} U € U(A) ve AC | Vi, (3.25)

k=1

olacak bigiminde belirlidir. (3.25) ve (D3) kullanilirsa,

d (Yo, A) >0 (yo, UVuk) >

k=1
esitsizligi elde edilir. Bu ise, yp noktasinin secimi ile celisir. O halde iddiamiz
dogrudur. Boylece her y € A®) icin (3.24) yardimuyla bir o (y) siizgeci segilir.

y ¢ A®) olmasi durumunda ise, o (y) = QJ alinir. Bu durumda;

e =sup Ao (y)(y) <e

yeX
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olur. Ayrica, her W € U (A®) i¢in 3" o (W) € U (A) oldugunu ve (L3) ozelligini
kullanarak,

d(x,A) = uelII}{A))\u (x)

Ao W)) (x)
MW (z) + ¢
AW (z) +¢

INIA

IN

esitsizligi elde edilir. Her W € U (A(E)) icin bu egitsizlik saglandigindan,

§(v,A) < inf MW (2)+e=06(z,A9) +¢
Well(AE))

dur. m

Teorem 3.6 ve Teorem 3.7 de sirasiyla; herhangi bir § uzaklik fonksiyonu verildiginde,
0 ya kargilik gelen limit operatoriiniin nasil tanimlanacagi ve herhangi bir A\ limit
operatorii verildiginde, A ya karsilik gelen uzaklik fonksiyonunun nasil tanimlanacag:

gosterilmigtir.

Karigikliga neden olabilecegini diisiindiigiimiiz durumlarda; bir § uzaklik fonksi-
yonuna kargilik gelen limit operatoriinii As ile, bir A limit operatoriine kargilik gelen

uzaklik fonksiyonunu 4, ile ifade edecegiz.

Sonug 3.1 )\, X kiimesi iizerinde bir limit operatorii olsun. Bu durumda;

VAC X veVzre X :d(x,A) = inf A\§(x)
FEF(A)

dir (Lowen 2015).

As limit operatoriine karsilik gelen uzaklik fonksiyonu ile ¢ uzaklik fonksiyonunun
ve 0, uzaklik fonksiyonuna kargilik gelen limit operatorii ile A limit operatoriiniin
cakistigr gosterilmistir. Dolayisiyla, uzaklik fonksiyonu ve limit operatorii kavramlar:

matematiksel olarak es yapilardir.

Teorem 3.8 (0 = G) X bir kiime ve § : X x 2% — P, X f{izerinde bir uzaklik
fonksiyonu olsun. Bu durumda,
G := {d € qMet (X) |[VAC X,V € X : ir€1£ d(z,a) < 5(3:,A)}
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ailesi, X iizerinde bir 6lgektir (Lowen 1997).

Ispat. G bir ideal, Gy C G,z € X ve A C X olsun. Tamim 2.16 da k = a, J,, = Go,
o = f, I = ]] Go olarak alimirsa,

a€A

inf sup d(x,a) = sup inf ¢ (a)(z,a
inf sup d(.0) = sup inf o (a) (1.0

esitligi elde edilir. ¢ € G§' olmak {izere,

inf ¢ (a)(z,a) = inf inf d(x,a)

acA deGo acp~1(d)
< inf -1
< inf 3t (@)
=0 (z,A)

elde edilir. Dolayisiyla, G sonlu supremum islemi altinda kapalidir. G ailesinin yerel
doymus oldugunu gosterelim. d € gMet (X) olmak iizere her x € X, her ¢ > 0 ve
her w < oo igin

det e God(x,.) ANw <e"¥(z,.)+¢
oldugunu kabul edelim. Bu durumda; herhangi bir A C X i¢in
inf d(z,a) Nw < inf e(z,a) +e < d(z,A) +¢
acA acA
olur. ¢ keyfi oldugundan;

inf d(z,a) Nw < d(x, A)

acA
yazilabilir. w tizerinden supremum alinirsa in£ d(z,a) < d(x, A) elde edilir. O halde,
ac

d € G olup G yerel yogundur. m
Teorem 3.8 de herhangi bir § uzaklik fonksiyonu verildiginde, § ya karsilik ge-
len olgegin nasil tanimlanacag: ifade edilmigtir. Karisikliga neden olabilecegini

diisiindiigiimiiz durumlarda, bir § uzaklik fonksiyonuna karsilik gelen olcegi Gs ile

gosterecegiz.

Onerme 3.5 X bir kiime ve § : X x 2X — P, X iizerinde bir uzakhk fonksiyonu
olsun. Bu durumda, her £ € R* ve her Z C X igin
d,: XxX — P

(2.y) — dy(r,y)=(x,2) NSOy, 2) AE)
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biciminde tanimli d5, fonksiyonu Gy ailesine aittir (Lowen 1997).

Ispat. £ € Rt ve Z C X olsun. ng fonksiyonunun quasimetrik oldugu tanimindan

agiktur. d§Z € Gs oldugunu gosterelim; x € X ve A C X ise,

&, (z,A) = irelf1 ds (z,a) = ilelg((é(x,Z)A§—5(a,Z)A§)V0
:(5(:E,Z)/\£+irelfl(—é(a,Z)/\f))\/O
=0 (x,Z)NE—sup 6 (a, Z) NE) VO

acA

yazilabilir. Onerme 3.1 (iii) kullanilirsa,

&, (x,A) < (5 (z, A) +sup 4 (a, Z)) A§> o <Sup S(a, Z)NE

a€A a€A
< |(d(x, A)ANE+ (Sup 5(a,Z)/\{f)) e <Sup 5(@,Z)/\§)
a€A a€A
=00 (z,A)ANE) VO
< (z,A)

elde edilir. =

Teorem 3.9 (G = §) X bir kiime, H C gMet (X) ve H ailesi, X iizerinde bir 6lgek

tabani olsun. Bu durumda,

J: X x2¥ — P

(x,A) — §(x,A) :=sup inf d(z,a)
deH o€A

bi¢iminde tanmiml fonksiyon X iizerinde bir uzaklik fonksiyonudur (Lowen 1997).

Ispat. (D1) ve (D2) ozelliklerinin saglandigr aciktir. (D3) ozelliginin saglandigin
gosterelim. A C AU B ve B C AU B oldugundan,

inf d < inf d
b et = s i A
inf d < inf d(z,0
AP L R

dir. Dolayisiyla,

d(x,AUB) <min{d(x,A),d(z,B)}
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olacaktir. Diger yandan; a > 0 ve ¢ (z, A) A 0 (z, B) > « oldugu kabul edilirse,
dd, € H - ;I€1£ dy (z,a) > «

ve

ddy € H : inf dy (z,b) > «
beB

dir. H yerel yonlendirilmis oldugundan, Hy = {d;, d»} alinirsa, her x € X, her ¢ > 0

ve her w < oo i¢in en azindan bir d** € 'H vardir oyle ki
(dy Vdg) (x,) Nw < d2" (z,-) +¢€

esitsizligi saglanir. Dolayisiyla,

IN

aAw 322 d; (;v,a)/\ggjg do (z,b0) AN w

IN

inf (dy Vdg) (z,¢) Nw

ceAUB

3 w,xr
i T Bt e

IN

IA

sup inf e(z.c)+e¢
6672 CEAUB ( ’ )

olur. Ozel olarak, w = « alinirsa & (x, AU B) > « bulunur ve boylece
min {0 (z, A),0 (z,B)} <d(x,AUB)

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla (D3) 6zelligi saglanir. (D4) ozelliginin saglandigini
gosterelim: © € X, A C X ve e > 0 olsun. b € A®) alimirsa,

sup inf d(b,a) <e¢

deH a€A ( )

ve dolayisiyla

Vde HveV0>0:3a,€ A>d(byag) <e+0

dir. Boylece,
d (CL’, ad)

IN

d(xz,b) 4+ d(b,aq)
d(z,b)+e+46

IN

ve ag € A oldugundan,
infld(:c,a) <d(z,b)+e+0
ac
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olur. b € A®) ve d € H keyfi oldugundan

sup inf d(z,a) <sup inf d(x,b)+¢
de?g acA (@,0) de?l-){ beA(E) (,5)

oldugu elde edilir. =

Teorem 3.9 da herhangi bir G ¢lgegi verildiginde, G ye karsilik gelen uzaklik fonksi-
yonunun nasil tanimlanacag ifade edilmistir. Karigikliga neden olabilecegini diisiin-
diigiimiiz durumlarda, bir G 6lcegine karsilik gelen uzaklik fonksiyonunu dg ile

gosterecegiz.

Teorem 3.10 o, X kiimesi iizerinde bir uzaklik fonksiyonu ve G = G5 olsun. Bu
durumda, her z € X ve her A C X i¢in

0 (z,A) =sup inf d(z,a)

deg a€A

dir (Lowen 1997).

Ispat. Teorem 3.8 den sup inf1 d(z,a) < §(z,A) oldugu agiktir. Diger yandan
deg 9€

Onerme 3.5 kullanilirsa,

sup inf d(z,a) > sup sup inf dfz (x,a)
deg a€A E€R+ ZCX acA

> {selgi ;g‘ (0 (x, A) NE) S (0 (a, A) NE)]

= 0(x,A)

elde edilir. m

Sonug 3.2 §, X kiimesi iizerinde bir uzaklik fonksiyonu olsun. Bu durumda, her
x € X ve her A C X igin
§(z, A) = sup sup inf d5 (z,a)

¢eRT ZCX acA

dir (Lowen 1997).
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Onerme 3.6 X bir kiime, § X iizerinde bir uzaklik fonkiyonu, D C gMet (X), D
ailesi yerel yonlendirilmis ve
Vee X,VAC X :§(x,A) =sup inf d(x,a)
deD a€A

ise, D ailesi Gs 6lgegi igin tabandir (Lowen 1997).
Ispat. Teorem 3.8 kullanilirsa,

Gs = {dE gMet (X) |[VAC X,Vz € X : ingd(x,a) < sup inf d(x,a)}
ac

deD a€A

dir. O halde, D = Gs oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. D C G5 oldugundan
D C Gs oldugu agiktir. Diger yandan, Gs Q D oldugunu kabul edelim. dy € G5 ve

do ¢ D olsun. Bu durumda; en azindan bir z € X, e > 0 ve w < oo vardir ve
Vd € D:3y; € X 3do(z,yq) Nw > d(z,yq) + 2¢

olur. D nin sonlu elemanli herhangi bir Dy, alt ailesi i¢in,

A(Dy) == {yEX\do(x,y)/\w> sup d(x,y)—i—s}

deDy

kiimesini tanimlayalim. D ailesi yerel yonlendirilmis oldugundan, supd € D dur.
deDg

Dolayisiyla, her € > 0, her x € X ve her w < oo igin
de5" €D > (supd) (, ) ANw <e"(x,.)+e¢
deDo
olacagindan A (Dy) # 0 ve A(Do) 2 {y € X | do (z,y) Nw > e (x,y) + 2} dur.
Dolayisiyla {A (Do) | Dy € 2P} ailesi bir siizgeg tabamdir. Teorem 3.10 ve her
e € Dicin A(DyUA{e}) C A(Dy) oldugu kullanmlirsa,

sup §(x,A(Dy)) ANw = sup sup inf e(x,y)Aw
Doe2(P) Doe2(P) ecD yEA(Do)

< sup sup inf (supd\/ e) z,y) \Nw
Doe2(P) eeD yEA(DoU{e}) \deDy ( )

= sup inf  sup d(z,y) ANw
Doe2(P) YEA(Do) deDy (@y)

< sup inf dy(x,y) Nw—c¢
Doe2(P) YEA(Do) ( )
< sup sup inf e(z,y) Aw—c¢

Doe2(P) ecGs YEA(Do)

= sup d(x,A(Dy)) Nw—¢

Doe2(D)
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elde edilir, ancak bu bir geligkidir. Dolayisiyla kabuliimiiz yanligtir. O halde; Gs C D

dir. m

Teorem 3.11 G, X kiimesi iizerinde bir 6lgek ve § = dg olsun. Bu durumda,
g= {d € gMet (X) |VAC X,Vz € X : in}:d(x,a) < 5(x,A)}
ac

dir (Lowen 1997).

Ispat. G, X {izerinde bir 6lcek oldugundan ideal ve dolayisiyla yerel yonlendirilmistir.
Onerme 3.6 kullanilirsa, yerel yonlendirilmis G ailesinin,

Gs = {quMet(X) |VAC X,Vo € X : inf d(z,a) §5(x,A)}

a€A

ailesi icin taban oldugu aciktir. O halde, G = Gs dir. G olgek oldugundan yerel
doyurulmugtur, dolayisiyla G = G dir.

Teorem 3.8, Teorem 3.9, Teorem 3.10 ve Teorem 3.11 in sonucu olarak dg uzaklik
fonksiyonuna karsilik gelen olgek ile G olcegi ve G5 olgegine karsilik gelen uzaklik
fonksiyonu ile ¢ fonksiyonunun gakistigi soylenebilir. Dolayisiyla, uzaklik fonksiyonu

ve Olgek yapilart matematiksel olarak es yapilardir. m

Teorem 3.12 (G = A) X bir kiime ve H C gMet (X) olsun. H yerel yonlendirilmis
ve

Ve e X igin B(z) :={d(z,-) | d € H}
bi¢iminde tanmml olsun. Bu durumda, (B (x)),.y ailesi, X iizerinde bir yaklagma

tabamdir. H ailesi tarafindan iiretilen 6lgek G ve (B (7)),  ailesi tarafindan iiretilen

yaklagma sistemi A = (A (z)), .y olmak iizere;
G={deqMet(X)|Vr e X :d(z,-) € Az)}
dir (Lowen 1997).

Ispat. M ailesi yerel yonlendirilmis oldugundan, her z € X icin B (z) bir ideal

tabanidir. B (x) ailesinin (B1) ve (B2) 6zelliklerini sagladig: kolaylikla gosterilebilir.
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Son olarak, G = H ve her z € X igin l?(;) = A (z) oldugundan,
G={deqMet(X)|Vre X :d(z,-) € Az)}

oldugu elde edilir. =

Teorem 3.13 (A = G)A = (A(x)),x ailesi, X kiimesi tizerinde bir yaklagma,

sistemi olsun. Bu durumda,
G:={deqMet(X)|Vre X :d(z,") € A(z)}
bigiminde tanimlanan aile, X {izerinde bir 6lgektir (Lowen 1997).
Ispat. d,e € G ise, her v € X igin d (x,-) € A () ve e (z,-) € A (z) dir. Ayrica, her
r € X igin A (x) ideal oldugundan,
(dVe)(z,-) € A(x)
olur. Dolayisiyla, d V e € G dir. Diger yandan, e € G ve d < e olsun. Her z € X

icin A (z) ideal oldugundan d (z,-) € A (z) olur ve dolayisiyla d € G dir. O halde, G

bir idealdir ve yerel yogun oldugu tanimindan aciktir. m

Teorem 3.12 ve Teorem 3.13 de sirasiyla; herhangi bir G 6lgegi verildiginde, G ye
karsilik gelen yaklagma sisteminin nasil tanimlanacag1 ve herhangi bir A yaklagma

sistemi verildiginde, A ya kargilik gelen 6lgegin nasil tanimlanacagi ifade edilmistir.

Karigikliga neden olabilecegini diisiindiigiimiiz durumlarda; bir G 6lgegine karsilik
gelen yaklagma sistemini Ag ile, bir A yaklagma sistemine karsilik gelen tlgegi Gyile

ifade edecegiz.

Onerme 3.7 (B (7)),ex ailesi X iizerinde bir yaklagsma tabam ve bu yaklagma
tabani tarafindan iiretilen yaklagma sistemi A = (A (z)), . olsun. Bu durumda,

her £ < co ve her Z C X igin;

& : XxX — P
(,y)  — dy(z,y)=| sup infp(z)A&| e sup infy(2) AE
pEB(x)*<7 veB(y)*<Z
bi¢iminde tanimlanan d5, fonksiyonu G dlgegine aittir (Lowen 1997).
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Ispat. £ < 0o ve Z C X icin dgz fonksiyonunun bir quasimetrik oldugu agiktir. O
halde, her bir z € X icin d5, (z,-) € A (z) oldugunu gosterebilirsek Teorem 3.13 den
ispat tamamlanir. £ < o0, Z C X,z € X ve ¢ > 0 olsun. Bu durumda; her bir

r € X igin

sup inf ANEL<inf p(z)ANE+¢ 3.26
sp inf o (2) A€ < if () AE (3.26)

olacak bi¢imde bir ¢ € B (x) segilebilir. (B2) den ¢ € B(z) igin en azindan bir

(V) uex € HB (u) vardir dyle ki

ueX

Vy,2€ X 10 (2) NE< Y, (y) + 0, (2) + ¢ (3.27)

esitsizligi gerceklenir. (3.26) ve (3.27) ifadelerinden,

&, (x,y) = sup inf @ (z2) A& | © | sup inf ¢ (2) A€
peB(2)*<Z veB(y)*<4

< (1 p@nc+e)o (inf v ne)

< (inf (4, W)+, () +e) Aé+e) o (inf &, (2) A€
< (inf (V. (W) +v, () AE+e) +e) o inf ¢, (2) A€
<

0o )+ 25+ inf 0, () A6) © (inf v, () 1)

= Y )+

elde edilir. O halde; (A2) den her z € X i¢in d, (z,.) € A (z) dir. =

Onerme 3.8 (A (2)),y ailesi, X kiimesi iizerinde bir yaklagma sistemi ve G = G,

olsun. Bu durumda, her z € X ve her A C X igin

sup inf ¢ (a) =sup inf d(x,a
goEA(x) acA ( ) deg acA ( )

dir (Lowen 1997).
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Ispat. € X ve A C X olsun. Bu durumda; sup inf d(z,a) < sup inf ¢(a)
deg acA peh(z) acA

oldugu aciktir. Diger yandan; Onerme 3.7 kullanilirsa,

sup inf d(z,a) > sup sup inf dEZ (z,a)
deG acA geR+ ZCX a€A

= sup sup inf sup inf @ (2) AE] © | sup inf Y (2) A&
ECR+ ZCX acA ((cpEA(aS) 2€Z ( ) YEA(a) z€A ( )

> sup inf ( sup inf gp(z)/\ﬁ) © | sup inf ¢(Z>/\f>>

EERT acA peh(z) z€A ING) z€A

= sup inf sup inf p(2) A&
£€R+ acA QOEA(I) z€A

= sup inf ¢ (z)
e () z€A

esitsizligi elde edilir. m

Teorem 3.14 A = (A (2)),.y ailesi, X kiimesi tizerinde bir yaklagma sistemi ve

G = G4 olsun. Bu durumda,

Vee X ve VAC X : B(z)={d(x,.) | d e G}

—

ise, A (z) = B(x) dir (Lowen 1997).

Ispat. Teorem 3.13 den B/(;) C A(x) oldugu aciktir. Diger yandan, en azindan
bir z € X i¢in A (x) ¢ l?(:v\) oldugunu kabul edelim. Bu durumda, en azindan bir

—

Y € A (x) vardir dyle ki ¢ ¢ B (x) dir. O halde,
Je>0,Fw <ocoveVpeB(x): pANwLp+e

olmalidir. Dolayisiyla, her d € G i¢in en azindan bir y; € X vardir 6yle ki
¥ (yq) Nw > d(x,y4) + € olur. Bu durumda;

Ad)={ye X |v(y) Aw>d(x,y) +e}
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kiimesi bos kiimeden farklidir. Ayrica d,e € G igin A(d) N A(e) = A(dVe) # 0 ve
¥ € A (z) oldugundan, Onerme 3.8 kullamlarak

sup sup inf e(x,y) Aw < supsup inf (dVe)(x,y)Aw

deG ecG YEA(d) deG ecG yEA(dVe)

= sup inf d(z,y)ANw
deg y€A(d) (@9)

< sup inf (¥ (y)Aw)—¢e)Aw
deg yE€A(d)

< sup inf ANw)—e

< sup inf (¢ (y) ANw)

< sup sup inf (p(y)Aw)—c¢

deG pe(z) YEA()

= supsup inf e(z,y) Aw—¢
deIg) eeg yEA(d) (@9)

esitsizligi elde edilir, bu ise geligkidir. Dolayisiyla kabuliimiiz yanhigtir. m

Teorem 3.12, Teorem 3.13 ve Teorem 3.14 {in sonucu olarak Ag yaklagma sistemine
karsilik gelen olgek ile G 6lcegi ve G, 6lcegine karsilik gelen yaklagma sistemi ile A
yaklagma sisteminin c¢akistig1 sdylenebilir. Dolayisiyla, yaklagma sistemi ve 6lcek

yapilart matematiksel olarak es yapilardir.

Teorem 3.15 (6 = A) ¢, X kiimesi iizerinde bir uzaklik fonksiyonu olsun. Bu du-

rumda, her x € X i¢in
Al(x) = {(p cP¥|VAC X : inf1 ¢ (a) < §(x,A)}
ac
bigiminde tanimlanan aile, X iizerinde bir yaklagma sistemidir (Lowen 1989).

Ispat. Teorem 3.8 ve Teorem 3.12 kullamlirsa § uzaklik fonksiyonuna karsilik gelen

(A (7)), x yaklasma sistemi, G = G5 olmak tizere her bir z € X icin
B(z) ={d(z,) [ deg}

bi¢iminde tamimlanan aile tarafindan iiretilen yaklagsma sistemidir. O halde, her

r € X igin B(x) = A (x) esitligi gosterilebilirse ispat tamamlanir. ¢ € B (z) olsun.

Bu durumda,

Ve > 0,Vw <oo:3d;" e B(z) 2 pAw < dy" (z,-) +¢
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dur. Dolayisiyla, herhangi bir A C X igin

: < inf gew
Clllelflgo(a)/\w < ;Igfldx (x,a) +¢

< d(x,A)+e

olacaktir. & keyfi oldugundan ¢ € A () dir. Diger yandan, A (z) € B/<\SL’) oldugunu

kabul edelim. Bu durumda, en azindan bir ¢ € A (z) vardir dyle ki 1) ¢ B/(;) dir.

—

Y ¢ B (x) oldugundan,
Je>0,Fw<ocoveVde B(z):pANwLd(x,")+e
olacaktir. Her d € G icin
A(d) ={ye X[ (y) Aw >d(z,y) + ¢}

bigiminde tammlanan kiime A (d) N A(e) = A(dV e) esitligini saglar. e,d € G,
y € A(d) ve v € A (z) igin § fonksiyonunun tanimm kullamlirsa,

sup 0 (z,A(d)) ANw = supsup inf e(z,y)Aw

deg deG ecg YEA()

< supsup inf (dVe)(z,y) Aw
deG ecG vEA(d)

= sup inf d(z,y)Aw

deg yE€A(d)

< sup inf (Y (y)Aw—¢e)Aw
deG yE€A(d)

< sup inf Aw—¢e
deg yEA(d)w (v)

< sup sup inf p(y)Aw—¢
deG peh(z) YEAW)

< sup d(x,A(d) ANw—¢

deg

egitsizligi elde edilir, bu ise celigkidir. Dolayisiyla kabuliimiiz yanligtir. O halde;

o~

A(z)C B(z)dir. =

Teorem 3.16 (A = 6) (A (x)),.y ailesi, X kiimesi tizerinde bir yaklagma sistemi
olsun. Bu durumda,

d(x,A):= sup inf ¢(a)

e () a€A

X iizerinde bir uzaklik fonksiyonudur (Lowen 1989).

Ispat. Teorem 3.9 ve Onerme 3.8 den aciktir. m
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Teorem 3.15 ve Teorem 3.16 da sirasiyla; herhangi bir ¢ uzaklik fonksiyonu ve-
rildiginde, 0 ya karsilik gelen yaklagsma sisteminin nasil tanmimlanacagi ve herhangi
bir A yaklagma sistemi verildiginde, A ya karsilik gelen uzaklik fonksiyonunun nasil
tanimlanacag1 gosterilmistir. Karigikliga neden olabilecegini diiglindiigiimiiz durum-
larda; bir ¢ uzaklik fonksiyonuna karsilik gelen yaklagma sistemini A; ile, bir A
yaklagma sistemine karsilik gelen uzaklik fonksiyonunu 4, ile ifade edecegiz.

05 uzaklik fonksiyonuna kargilik gelen yaklagma sistemi ile A yaklasma sistemi ve
As yaklagma sistemine karsilik gelen uzaklik fonksiyonu ile ¢ uzaklik fonksiyonu
cakistigindan, yaklagma sistemi ve uzaklik fonksiyonu yapilar1 matematiksel olarak

es yapilardir.
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4. TOPOLOJIiK VE METRIiK YAKLASMA UZAYLARI

Bu boliimde; yaklagsma uzay1 kavrami ve yaklagsma uzaylar: arasinda taniml biiziilme
doniigtimleri ifade edilerek bu kavramlarin temel 6zellikleri incelenecektir. Boylece;
nesneleri yaklagma uzaylari, morfizmleri biiziilme doniigiimleri olan kategori ve bu

kategorinin alt kategorileri ile arasindaki iligkiler verilecektir.
4.1 Yaklasma Uzaylar1 ve Temel Ozellikleri

Uciincii boliimde; bir X kiimesi tizerinde uzaklik fonksiyonu, limit operatorii, yak-
lagsma sistemi ve olgek kavramlarinin matematiksel olarak es kavramlar oldugunu

ifade ettik. Bu durumda, agagida verilen tanim anlamlidir.

Tanim 4.1 X bir kiime olsun. X iizerinde, & ile bir uzaklik fonksiyonu, limit
operatorii, yaklagsma sistemi veya olgek ifade edilsin. Bu durumda; &, X {izerinde
bir yaklagma yapaisi olarak adlandirihr. (X, &) ikilisine ise yaklagma uzay1 adi

verilir (Lowen 1989).

O halde; bir yaklagma uzay1, matematiksel olarak birbirine eg olan uzaklik fonksi-
yonu, limit operatorii, yaklagma sistemi veya 6lcek kavramlarindan herhangi biri ile

ifade edilebilir.

Ornek 4.1 P kiimesi iizerinde,

dg: PxP — P
bi¢giminde tanimli metrik verilsin. Bu durumda; P tizerinde tanimlh bir & yaklagma
yapisi,

dg: Px2% — P

0 , T =00 ve A smirsiz
(x,A) — dg(z,A):=1 o0 , © =00 ve A smrh

inf [t —a| , xeR"

acA
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bi¢ciminde tanimh dg uzaklik fonksiyonu ya da bu uzaklik fonksiyonuna kargilik gelen,

PP <d . R+
Vi€ X : Ag(z) = el |lp<da(r,)} , we
{9}a7oo]]a<oo} , T =00

bi¢iminde tanimh yaklagma sistemi ile verilebilir.

Ornek 4.2 P kiimesi tizerinde,

dp: PxP — P
([L’,y) I dP($7y> :$@y
bi¢iminde tanimli quasimetrik verilsin. Bu durumda; P iizerinde tanmimli bir &

yaklagma yapisi,

(51}»2 ]P)XQIP — P
rOsupA , A#0

(QT,A) — 5]}»($,A) =
00 , A=10

bi¢ciminde tanimh dp uzaklik fonksiyonu ya da bu uzaklik fonksiyonuna kargilik gelen,

{¢€PP|¢§dP($7)} 5 r e R*

Vee X : Ap(z) = -
{9](1,00] |a € R+} , T =00

bigiminde tanimli yaklagma sistemi ile verilebilir. Diger yandan; her § € F (IP) i¢in
1(F) = Uinf SSUpU bi¢iminde tanimlanmak tizere; & yaklagma yapisi, dp uzaklik
€sec

fonksiyonuna karsilik gelen,
Ve e P: pF (z) =261 (F)

bi¢ciminde tanimli Ap limit operatorii ile de verilebilir.

Tanim 4.2 (X, ) bir yaklagma uzay: olsun. Bu durumda,

(a7 F(X) — PX
S — (aF) (x) :==sup 6 (z, F)

Feg
operatoriine § uzaklik fonksiyonuna kargilik gelen yigilma operatorii adi verilir

(Lowen 1997).
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Her bir z € X i¢in aF fonksiyonu, x noktasinin § siizgecinin yigilma noktasi olmaya
ne kadar yakin oldugunu ¢lgen fonksiyon olarak degerlendirilir.
Limit operatorii ve yigilma operatorii arasindaki iligki, agsagida verilen 6nerme ile

acik bir bigcimde goriilecektir.

Onerme 4.1 &, X kiimesi iizerinde bir yaklagma yapisi olsun. \, X tizerinde taniml

limit operatoriinii ve «, X {izerinde tamimli y1gilma operatoriinii gostersin.

5, G € F (X) olmak iizere, § C G ise
af < ag <AG <A\F

dir (Lowen 1997).

Ispat. §, G € F(X) ve § C G olsun. Bu durumda; Tamm 4.2 den, her z € X igin,
(@) (z) = sup 6 (z, F') <sup ¢ (z,G) = oG (x)
Feg Geg
oldugu agiktir. Diger yandan, Teorem 3.6 kullanilirsa;
AG = sup Oy > sup oy = aGg
UesecG ueg

elde edilir. =

z € X noktasi igin, (AF) () = 0 ve (aF) (x) = 0 durumlar sirasiyla, = noktasinin
§ stizgecinin limit noktas1 ve yigilma noktasi olmasi olarak degerlendirilir. Yukari-
daki onermeden anlagilacag: gibi; x noktasi, bir § siizgecinden daha ince olan bir G
stizgecinin yigilma noktasi ise, § siizgecinin de yigilma noktasi olacaktir. Her limit

noktasi bir yigilma noktasidir. Ancak tersi her zaman dogru degildir.

Onerme 4.2 &, X kiimesi {izerinde tammh bir yaklagma yapist olsun. A, X ii-
zerinde tanimh limit operatoriinii ve «, X {izerinde tanimh yigilma operatoriinii

gostersin. Bu durumda;

VU € U(X): NA = ald
dur (Lowen 1989).
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Ispat. Teorem 3.6 ve Tamm 4.2 den aciktir. m

Onerme 4.3 &, X kiimesi iizerinde bir yaklagma yapis;, § € F(X) ve 2 € X

olsun. Bu durumda, asagidaki 6zellikler mevcuttur.

i) (AS) (x) = sup (AU) (z) = sup (ald)(x),

Ucu(3) UeU(F)
ii) (a§) (z) = ot (AU) (z) = ot (ald) (x)

dir (Lowen 1997).

Ispat. (i) § € F(X) olsun. Onerme 4.1 den herhangi bir U/ € U () i¢in XU/ < AF
olup,

sup XU < AF
UeU(F)

elde edilir. Diger yandan; Onerme 4.1 den aF < ald < XU olup

ag < sup XU
UeU ()

elde edilir. Tkinci esitlik, Onerme 4.2 den aciktir.
(ii) § € F (X) olsun. Her 4 € U (F) ve her x € X igin

sup 6 (z, F') <sup 0 (z,U)
FEF veu

olur ve, U € U (§) keyfi oldugundan

sup 0 (z, F') < inf sup 6 (z,U) = inf (ald)(x
Feg ( ) UEU(%)UGB ( ) UGU(S)( )<)

elde edilir. Tamim 4.2 ve Onerme 4.2 den,

(a8) (z) < Inf (AU) ()

dir. O halde; 5 el%f(g) (AU) (z) < (af) (z) oldugu gosterilirse, ilk esitlik i¢in is-
pat tamamlamir. Her ¢ € U (F) igin (aF) () < (AA) (z) oldugunu kabul ede-
lim. Onerme 4.2 ve Tanimm 4.2 den her bir & € U(g) icin bir Uy € U ogesi
(aF) (z) < 0 (z,Uy) olacak bigimde segilebilir. Bu durumda; Lemma 3.1 den U (F)

ailesinin sonlu elemanh bir Uy alt ailesi vardir ve |J Uy € § dir. Bu durumda;
Uely
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Tanim 4.2 den

(03) (2) 25(x, U Uu>

Uely

= Dind (v, Uy)

> (o) (z)
elde edilir. Bu ise geligkidir. O halde;

U € U(F) : (aF) (z) = (M) (z)

dol 1 > inf (AU lur.
ve oaylslya(a%)(x)_uel%(g)( ) (z) olur. m

Topolojik uzayda, bir siizgecin bir noktaya yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart
kendisinden ince olan tiim ultrasiizgeclerin o noktaya yakinsamasidir. Bir siizgecin
bir noktaya yigilmasi icin gerek ve yeter sart ise kendisinden ince en azindan bir
ultrasiizgecin o noktaya yakinsamasidir. Onerme 4.3 de verilen 6zellikler bu sonuclar

ile uyumludur.

Tamm 4.3 X ve X iki kiime, § ve § sirasiyla X ve X iizerinde tamml iki uzaklik

fonksiyonu ve f : X — X' bir fonksiyon olsun. Bu durumda, her A C X icin

Sy 0 F <04

esitsizligi veya her A C X ve her z € X igin;

/

0 (f(z),f(A) <6 (x,A)

egitsizligi gercekleniyor ise, f fonksiyonuna yaklagma uzaylar: arasinda tanimh

bir biiziilme doniisiimii ad: verilir (Lowen 1989).

Yaklagsma uzaylar1 arasinda tanimli biiziilme doniisiimleri, kisaca; biiziilme olarak

ifade edilecektir.

Lemma 4.1 X ve X iki kiime, § ve § swrasiyla X ve X' iizerinde taniml iki uzaklik

fonksiyonu ve § € F (X) olsun. Bu durumda,
YWeU(f(3):IUeUE) > fU)=W
dir (Lowen 2015).
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Ispat. Bir an icin
W eU(f(3). WU eU®E): fU) LW

oldugunu kabul edelim. Bu durumda; her &/ € U (F) i¢in en azindan bir V;, € U
vardir oyle ki; f (V) ¢ W dir. Lemma 3.1 den, en azindan bir (i4;),,.,, C U (%)
mevcuttur oyle ki Vi, € Uy, Vi, € Us, ..., Viuy, € U, ve U Vi, € § dir. Bu durumda W
ultrasiizge¢ oldugundan en azindan bir & € {1,2, .. ,n} icin f (Vi) € W elde edilir,
bu ise V,, kiimesinin se¢imi ile geligir. Benzer gekilde en azindan bir W € U (f (§))
ve her Y € U (F) icin W € f (U) olmast durumunda da geligki elde edilir. m

Teorem 4.1 X ve X' iki kiime, § ve § swrasiyla X ve X iizerinde tammli iki
uzaklik fonksiyonu olsun. Bu durumda; f : X — X' fonksiyonu icin asagidaki
ozellikler denktir. (A ve A (A ve A') ile § (§') uzakhk fonksiyonuna karsihk gelen
limit operatorii ve yaklagma sistemi ifade edilecektir.)

i) f fonksiyonu bir biiziilmedir.

!

ii) V§EF (X) : A (f(§)) o f < AT dir.

iii) VU € U(X): X (f (U)o f < N dir.

iv) Vo € X,V € A (f(2)): ¢ of € A(x) dir.
v)Vd € G :d o(f x f) €@ dir.

Ispat. (i)=(ii) f fonksiyonu bir biiziilme ve § € F (X) olsun. Her z € X icin

Teorem 3.6 dan,

(NU@E))@= s 8 (f(@),0)

Uesec(f(F))
ve

(AS) (x) = sup 0 (z,V) (4.1)

Vesec§
oldugundan, sup 0 (f(x),U) < sup 0 (x,V) esitsizliginin gerceklendigi gos-
Uesec(f(F)) Vesec§
terilirse ispat tamamlanir. Keyfi bir U € sec (f (§)) alalm. sec (f (F)) C f (sec§)

oldugundan, U = f (V') olacak bi¢imde en azindan bir V' € sec§ vardir. O halde,
YU € sec(f(F)): IV esecF 26 (f(z),f (V) <d(x,V)

olur ve ispat tamamlanir.
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(ii)=(iii) U (X) C F (X) oldugundan agiktir.
(iii)=-(i) Teorem 3.7 den, her x € X ve her A C X igin

8 (f (@), f ()= inf (NU) (] (x)) (4:2)

UU(f(A))

dir. Keyfi bir V € U (A) alnirsa, hipotezden

vee X (X (F) (f (@) < (W) (@)

elde edilir. Ayrica, f(U(A)) € U(f(A)) oldugundan f (V) € U(f(A)) dir. Bu

durumda,

’

YV EU(A): Ty = F(V) €U(f(4) > (X)) (f (@) < (W) (2)

dir. Dolayisiyla,

uetiJI(lff(A)) ()\ Z/{) (f (@) = Veitl}fA) (V) ()

olup, f bir biiziilme doniigiimiidiir.
(i)=(iv) f fonksiyonu biiziilme olsun. En azindan bir 2y € X ve ¢, € A" (f (2¢))
icin ¢y 0 f ¢ A (1) oldugunu kabul edelim. Bu durumda; en azindan bir 5 > 0 ve

wo < oo vardir oyle ki,

‘v’goEA(xo):(gpéof>/\woj<_g0/\wo+6g

dir. Dolayisiyla;

Alg) = {w € X |6, (F (@) Awo > ¢ (2) + <o}

kiimesi bog kiimeden farklidir. Teorem 3.16 kullanilirsa,

sup 6 (zg,A(p)) Awg = sup sup inf ¥ (z)Awp
e (z0) wEA(z0) YEA (o) TEA(P)

< sup sup inf  (pV(z))Awy
wEA(z0) pEA(z) TEA(PVY)

= sup inf ¢ (z) Awg
pEA(zo) zEA(p)

< sup inf <,0£) (f(x)) ANwo — €9
pEA(z0) TEA(p)

< sup sup inf & (y) Awo — €0
pEA(w0) cch’ (f(zo)) YES(A(P))

= sup 6 (f(z0), [ (A(¥)) Awo — &

p€A(z0)
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elde edilir. Bu ise f fonksiyonunun biiziilme olmast ile celigir.

(iv)=(v) d € G olsun. Bu durumda; Teorem 3.13 den,
VeeX:d (f(z),.) € A (f(x))

olacaktir. Dolayisiyla, her 2 € X icin d (f (z),.)of € A(z) olurved o(f x f) €G
elde edilir.
(v)=(i) Herhangi bir @ > 0, her # € X ve her A C X icin ¢ (f (z), f (4)) > o

oldugunu kabul edelim. Teorem 3.10 dan,
A eG sVae A:d (f(z),f(a)>a
dir. Hipotezden, d o (f x f) € G olur. d o (f x f) := e olarak alinirsa,
Jdee§G: ggle(m,a} >«

bulunur ve § (2, A) = sup inf e (z,a) > a elde edilir. Dolayisiyla; § (f (z), f (A)) <

ecG a€A
d(z,A) dir. =

Onerme 4.4 (X, §) bir yaklasma uzay1 olmak iizere, herhangi bir A C X icin,

Sa: (X,8) — (P,dp)
r — 0(z,A)

fonksiyonu bir biiziilmedir. (dp yapist Ornek 4.2 de tanimlanmistar. )

Ispat. 2 € X ve B C X olsun. Bu durumda, B = () ise § (z, B) = 0o ve dolayisiyla

8§ 4 bir biiziilme doniistimiidiir. Diger yandan, B # 0 ise Onerme 3.1 kullamlarak

dp (04 (2),04(B)) =da(x)Ssup dal(b)

beB

< ((5 (z, B) + sup ¢ (b, A)) & sup 0 (b, A)

beB beB
=0 (z,B)
elde edilir. m
Nesneler olarak yaklagsma uzaylari, morfizmler olarak yaklagma uzaylar1 arasinda
taniml biiziilme doniigiimleri goz 6niine alinirsa, Tanim 2.19 anlaminda bir kategori

elde edilmis olur.
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Tanim 4.4 Nesneleri yaklagma uzaylari, morfizmleri biiziilme doniistimleri olan

kategori App ile gosterilir (Lowen 1989).

App kategorisi, baglangi¢ yapilarina gore kapalidir. Teorem 4.2 de; ele alinacak kiime
ailesinin 6geleri iizerinde yaklagma yapilar1 olarak yaklagma sistemleri verildiginde,
baslangic yapilarinin nasil elde edilecegi gosterilecektir. Teorem 4.3 ve Teorem 4.4
de ise, bu kiime ailesinin 6geleri tizerindeki yaklagma yapilarinin sirasiyla dlgekler ve
uzaklik fonksiyonlar: olmasi durumlarinda karsilik gelecek baslangic yapilar: ifade

edilecektir.

Tanmim 4.5 ¢ ve 5l, X kiimesi iizerinde tanimh iki uzaklik fonksiyonu olsun. Bu
durumda;

idx : (X,0) — (X,5/>
fonksiyonu biiziilme oluyorsa ¢ fonksiyonu 5 fonksiyonundan daha ince (veya §
fonksiyonu 0 fonksiyonundan daha kaba) dir denir. § fonksiyonunun ¢ fonksi-

yonundan daha ince olmasi 5 < ¢ bigiminde ifade edilir (Lowen 1989).

Teorem 4.2 App bir topolojik kategoridir. Ozel olarak; X bir kiime, J bir indis

kiimesi, (X j)j <, yaklagma uzaylarmin bir ailesi olmak tizere; App iginde

(fj: X — X))

jEJ
bigiminde tanmiml bir fonksiyon ailesi verilsin. Her bir j € J igin (B; (7)), y, ailesi
X tizerinde tanimlh yaklagma sistemi i¢in taban olmak tizere; X {izerindeki basglangic

yaklagma sistemi i¢in taban, her z € X i¢in

B(z):= {Su}g §iofj | Ke 2 vie K : ;€ B (f; (x))}
je

dir (Lowen 1989).

Ispat. App kategorisinin belirli (concrete) oldugu tanimmindan aciktir ve X = {a}
kiimesi iizerinde bir tek yaklagma yapisi tanimlanabilir. [ bir indis kiimesi olmak
tizere; herhangi bir X kiimesi tizerinde tanimh {0;},., yaklasma yapilarmin ailesi,

61' < (53' <— idx : (X, (SJ) — (X, 51) biiziilme
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bi¢iminde tanimlanan “<” bagintisina gore kismi siralidir. O halde; Tamim 2.26
geregince App kategorisinin basglangi¢ yapilarina gore kapali oldugu gosterilebilirse
ispat tamamlanir. x € X olmak iizere; B (x) ailesinin bir yaklagma sistemi i¢in taban
oldugunu gosterelim: B (z) ailesinin ideal tabani oldugu ve (B1) 6zelligini sagladig:

tanmimindan agiktir. (B2) ozelligi igin € X ve ¢ € B(x) alahm. Bu durumda,
K €2 3Vj e K¢ €B;(f;(z) vep=sup ¢ o f (4.3)
jeK

dir. Her bir j € J i¢in (B; (2)) . X, ailesi X; tizerindeki yaklagma sistemi i¢in taban
oldugundan, (B2) ozelligini saglar. O halde; f; (z) € X;, ¢ > 0,w < oo i¢in en

azindan bir (¢7) _ € T[ B, (2) vardir dyle ki;
J z2€X;

Vay € X; 1 & (5) Aw S € (1) + € (y) + (4.4)

dur. Kisalik agisindan; her ¢t € X icin

il J )
g SACREL
bi¢iminde tanimlansimn. Bu durumda, v; € B (t) olup ve her t,s € X igin (4.3) ve

(4.4) kullanilirsa,

e nu=(sw&of) () nuw = sup g, (f () Aw
JEK jeK

J v j ,
S jg}? ( fj(x) (fﬂ (t)) + Sfj(t) (f] (S)) + g)
< g (t) +u(s) +e
elde edilir. Dolayisiyla; (A (2)),cx = <B/(;)> N ailesi, X tizerinde bir yak-
S

lagma sistemidir. (A (z)),.y ailesinin bir baglangi¢ yapisi oldugunu gosterelim:

(Z,(€(2)),.,) bir yaklagma uzay1, g : Z — X fonksiyonu her j € J i¢in

fiog: (Z, (¢ (Z))zeZ) — <Xj,a (A, ('I))mGXj>

fonksiyonlar1 biiziilme olacak bicimde tanimli bir fonksiyon olsun. Teorem 4.1 kul-

lanilirsa,
V2 € 2,9 € Aj((fiog)(2) 1 o (fiog) €€(2) (4.5)
dir. ¢ fonksiyonunun biizilme oldugunu gostermek icin z € Z ve ¢ € A(g(2))

alalim. Bu durumda, en azindan bir K € 2(/) vardir 6yle ki her j € K icin
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§; € B;(fj(g(2))) olmak iizere;
<sup §;o fj) og = sup&;o(fjog)
JjEK JjEK
dir. (4.5) den ;0 (f;09) € €(2), €(z) ideal oldugundan sup &; o (f;0g) € ()

jeK
ve dolayisiyla, ¢ o g € €(2) elde edilir. Teorem 4.1 den g biiziilme déniisiimiidiir.

Tanim 4.5 den ispat tamamlanir. =

Bir X kiimesi iizerinde tanmimlanan ayrik App-yapi, matematiksel olarak birbirine
denk olan agagidaki yaklagsma yapilarindan herhangi biri ile verilebilir.

i) Uzaklik Fonksiyonu:

d: X x2X — P

0 , z€A
(I‘,A) e 5(x>A):
o , ¢ A
ii) Limit Operatorii:
A F(X) — PX

Oy » §=1

T s Az=y 5 x

o, §F

iii) Yaklasma Yapisi: Vz € X i¢in A (z) = {¢ € P¥X | ¢ (2) =0}
iv) Olgek: G = gMet (X)
Bir X kiimesi iizerinde tanimlanan ayrik olmayan App-yapi, matematiksel olarak

birbirine denk olan asagidaki yaklagsma yapilarindan herhangi biri ile verilebilir.

i) Uzaklik Fonksiyonu:
§: X x2% — P
(l’,A) - (5(x>A):
ii) Limit Operatorii:

A F(X) — PX
5 — A§=0

iii) Yaklasma Yapisi: Vo € X icin A (z) = {0}
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iv) Olgek: G = {0}

Teorem 4.3 X bir kiime, J bir indis kiimesi, (Xj)je ; yaklagma uzaylarimin bir

ailesi olmak tizere; App icinde
(fj . X — Xj)jGJ

bi¢iminde tanimh bir fonksiyon ailesi verilsin. Her bir j € J icin H; ile X iizerinde
tanimh 6lgek icin taban gosterilmek tizere; X tizerindeki baslangic 6lcegi icin taban,
H = {Sup dio(fixfi)| Ke2 VjeK:d;e Hj}
jeK

dir (Lowen 1997).

ispat. Teorem 4.2 nin ispatina benzer olarak elde edilebilir. m

X bir kiime ve A C X olsun. Teorem 4.4 de kullanilacak olan P (A) ailesi;
P(A):= {R = (A;);c; | 1 sonlu elemanh, Vie [ : A; C Ave A = UAl}
i€l

bi¢iminde tanimhdir.

Teorem 4.4 X bir kiime, J bir indis kiimesi, (Xj>je ; yaklagma uzaylarmm bir

ailesi olmak tizere; App icinde

(fj: X — Xj)

jeJ

bi¢giminde tanimli bir fonksiyon ailesi verilsin. Her j € J i¢in ¢, ile X, tizerinde
taniml uzaklik fonksiyonu gosterilmek tizere; X iizerinde tanimli baglangic uzaklik

fonksiyonu,

0 (z,A):== sup min sup J; (f; (v), f; (P))
ReP(A) PER jes

dir (Lowen 1989).

Ispat. ¢ fonksiyonunun bir uzaklik fonksiyonu oldugu kolayca gosterilebilir. X

iizerindeki baslangic uzaklik fonksiyonu ¢, ile gosterilmek iizere; 6 = ¢, oldugu
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gosterilirse ispat tamamlanir. 6 < §, esitsizligi (D3) ozelligi kullanilarak gosterilir.
Diger yandan; a > 0 olmak iizere, d, (x, A) > « oldugunu kabul edelim. Teorem 4.3

ve Teorem 3.10 kullanilirsa,

sup  sup inf sup di (fy (2), f (a) > a

acA
Kea(J) (dk)keKG H G keK
ke K

olacaktir. Bu durumda; en azindan bir K € 2(/) ve bir (di),.,c € [] Gr vardir dyle
keK
ki her a € A ve en azindan bir k € K igin dj, (fx (z), fx (a)) > « dir. O halde;

An (e Ba (o)) =0

olur. Ayrica;

By = AN £ (X \Ba, (fx (z),a))

almirsa A = |J By ve her k € K igin,
keEK

supd; (f; (z), £ (Br)) 2 0 (fi(2), fi(Bi)
= sup inf d(fx (), fi (a))
degkaeBk

aiengkdk (fx (%), fi (a))

o

v

v

olur. Boylece; § = 0, elde edilir. m

Sonug 4.1 X bir kiime, J bir indis kiimesi olmak tizere; (X}, d; metrik uzay-

) jeJ
larin keyfi bir ailesi olsun. §, = [] dg; ile
jeJ

H, = {sup di o (pri x pry) | K C J, K sonlu elemanh}
keK

olcek tabaninin iirettigi olgege karsilik gelen uzaklik fonksiyonu gosterilmek iizere;

her x € X ve her A C X i¢in,

O (x,A) = sup inf sup di (pry (z),pri (a))
Kea) €A keK

bigiminde tanimhidir (Lowen 1997).
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4.2 Topolojik Yaklagsma Uzaylar:

(X, ) bir topolojik uzay olmak iizere; her A C X ve her x € X i¢in

0, X x2¥ — P
0 , zec, (A4
oo , x¢cl (A

(x,A) — 6,(x,A)=

bi¢iminde tanimlanan fonksiyon X iizerinde bir uzaklik fonksiyonudur. Bu boliimde;
0, fonksiyonuna karsilik gelen yaklagsma yapilar: ifade edilecek ve Top kategorisi ile

App kategorisi arasindaki iligkiler incelenecektir.

Onerme 4.5 (X,7) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda,
5. X x2¥ —P

fonksiyonu, X iizerinde bir uzaklik fonksiyonudur ve bu uzaklik fonksiyonuna karsilik

gelen yaklagma yapilar agagidaki sekilde tanimhidir.

i) Her z € X i¢in A, (z) := {¢ € P¥ | ¢ () = 0 ve ¢, z noktasinda tistten yari-siirekli}
dir. (A- (7)), x yaklasma sisteminin tabani her x € X i¢in B, (z) := {0y | V € V; (2)}
dir.

ii) G, :=={d e gMet (X) | 74 C 7} dur.

(Lowen 1997).

Ispat. §, fonksiyonunun (D1) ve (D2) ézelliklerini sagladigi kolayca goriilebilir. Her
A, B C X i¢in
c; (AUB) =¢l, (A)Ucl, (B)

oldugundan, &, fonksiyonu (D3) 6zelligini saglar. Her £ > 0 igin A®) = cl. (A) ve
A = X oldugundan, (D4) 6zelliginin saglandig aciktir.

(i) d, uzaklik fonksiyonuna karsilik gelen yaklagma sistemi Teorem 3.15 den,

acA

As (x) = ngIP’X|‘V’A§X:infcp(a)géT(x,A)}

= wEPX|VA§X:x€clT(A):>infgo(a):()}

ac€A
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bigiminde tammhdir. ¢ € A;, (x) olsun. Bu durumda; ¢ () = 0 oldugu agiktr.
v fonksiyonunun z noktasinda iistten yari siirekli oldugunu gosterelim: Bir an igin
¢ : X — P fonksiyonunun = noktasinda iistten yarisiirekli olmadigini kabul edelim.

Bu durumda;

Jer > 03 VU € Vi : 0 (U) € [0, (x) + &,

dir. A= {¢ > ¢,} almrsa, z € cl, (A) oldugundan infl ¢ (a) = 0 olacaktir. O halde;
ac
gx>0:3u., € A3 ¢ (u,) <eé,

elde edilir, bu ise A kiimesinin tanim ile geligir. Diger yandan; ¢ € A, (), A C X
ve x € cl, (A) oldugunu kabul edelim. = € A ise ¢ € As_ (z) oldugu agiktir. x ¢ A
olsun. Kabulden;

YW eV VNA#D (4.6)

dir. Ayrica; ¢, r noktasinda iistten yar siirekli oldugundan
Ve>0:3U €V 2 ¢ (U) C0,¢]
olacaktir. (4.6) dan, U N A # () dir. Boylece;
Ja. e UNA>z#a.vep(a)<e

olur ve dolayisiyla ;Ielg ¢ (a) = 0 bulunur. Sonug olarak; A, = A; dur. Simdi;
l{(?) = A, (z) oldugunu gosterelim: ¢ € A, (x) olsun. Bu durumda; her ¢ > 0
icin en azindan bir U, € V, (x) vardir 6yle ki ¢ (U.) C [0,¢] dur. Bu durumda;
Ou. € B, (z) olur ve

Ve >0, Vw<oo:pAw <Oy +¢

—

dur. O halde; A, (z) C B, (z) elde edilir. B/T(?) C A, (z) oldugu benzer sekilde
gosterilebilir.

(ii) 0, uzaklik fonksiyonuna kargilik gelen 6lgek, Teorem 3.8 den;

Gs. = {de gMet (X) |VAC X, Ve € X :inf d(z,a) <4, (:U,A)}

acA
bi¢iminde tanimhdir. d € Gs, olsun. Bu durumda; her A C X i¢in cl, (4) C cl,, (A)
oldugu gosterilirse d € G, oldugu soylenebilir. d € G5 oldugundan, A C X ve

z € cl; (A) igin Gy, ailesinin tanimindan in£ d(z,a) =0 dir. Bu durumda;
ac

Ve>0:3a. € A>d(z,a.) <e¢
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olup a. € AN By (z,¢) dur. O halde; x € cl., (A) ve G5, C G, dur. Diger yandan;
d € G, olsun. Her A C X ve her x € X i¢in §, (z, A) = 0o ise d € Gs_ oldugu agiktir.
d; (z,A) =0 ise x € cl, (A) ve dolayisiyla x € cl,, (A) bulunur. Bu durumda;

Ve >0:By(z,e)NA#0D

dir ve boylece, in£ d(z,a) =0 elde edilir. m
ac

Tamim 4.6 (X, 6) bir yaklasma uzayr olsun. & yaklagma yapisi, X iizerinde

tanimli bir 7 topolojisi yardimuyla iiretilen 0., (A, (z)), . veya G, yaklagma yapilarin-

zeX

dan herhangi biri ile ¢akigiyorsa, & topolojik yaklagma yapisidir denir (Lowen 1989).

Onerme 4.6 (X,§) bir yaklasma uzay: olsun. Bu durumda, (X,§) nm topolojik
yaklagma yapisi olmasi icin gerek ve yeter sart, birbirine denk olan agagidaki oner-
melerden herhangi birinin saglanmasidir.

i) 6 (X x 2%) C {0,00}

ii)Vde G ,VaeR" :ad € g

(Lowen 1997).

ispat. (X,0) bir topolojik yaklagsma uzay1 olsun. Onerme 4.5 den; her z € X ve
her A C X i¢in 6 (z, A) = 0 veya 6 (z, A) = oo olacagmmdan ¢ (X x 2%) C {0, 00}
oldugu agiktir. Diger yandan; § (X x 2%) C {0, 00} oldugu kabul edilirse;

c(A)={re X |d(x,A) =0}

biciminde tamimlanan operator, X iizerinde bir topolojik kapanis operatoriidiir.
¢ operatoriiniin {irettigi topoloji 7. ile gosterilmek tizere; 6 = J,, dir. Dolayisiyla
(X, 0) bir topolojik yaklagma uzayidir. (i) énermesi ile (ii) énermesinin denk oldugunu
gosterelim: § (X x 2%) C {0,00} olsun. d € G ve a € R alahm. Her A C X ve her
r € X igin 0 (z, A) = oo olmasi durumunda ad € G olacagi Teorem 3.8 den agiktr.
d(z,A) =0 ise,

Ve>0:3a. € A>d(z,a.) <e¢
elde edilir. Dolayisiyla, = > 0 sayisi icin de en azindan bir as € A vardir oyle ki

d(z,as) < £ dir. O halde; in£1 (ad) (z,a) = 0 olur ve Teorem 3.8 den ad € G elde
@ ac
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edilir. Diger yandan; (ii) gergeklensin ve m ¢ {0,000} olmak iizere z € X, A C X

i¢in, d (z, A) = m oldugunu kabul edelim. Bu durumda; Teorem 3.10 kullanilirsa,

sup inf d(z,a) =m (4.7)

deg a€A
ve

V5>0:E|d569'9ingdg(x,a)Zm—g
ae

m
m—e

elde edilir. Ozel olarak; her ¢ < m igin de in£ d. (x,a) > m — ¢ olacaktir. o =
ac

aliirsa,

Ve>0:3d. €G> igg(adg)(x,a) >m

olur ve sup in{f4 d(z,a) > m elde edilir. Bu ise (4.7) ile celisir. m
deg a€

(X,7) ve (Y,7') iki topolojik uzay olmak iizere; bir f : X — Y fonksiyonunun
stirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f : (X,0,) — (X,0) fonksiyonunun

biiziilme olmasidir. Boylece;

Top i> App
T — 0

o —  f
funktoru bir dolu gémiilmedir. Ustelik Top kategorisi App kategorisi icine belirli
yansimali ve belirli ko-yansimali olarak gomiiliir. Simdi bu iligkileri ifade eden
onerme ve teoremleri verelim.
Onerme 4.7 (X, 0) bir yaklagma uzay1 olsun. Bu durumda, her A C X igin

cd(A)={zreX|i(x,A) < o0}

bi¢iminde tanimlanan operator bir pretopolojik kapanig operatoriidiir (Lowen 1989).

Ispat. A C X olmak tizere, her € A icin (D1) 6zelliginden 0 (2, A) = 0 ve

dolaysiyla x € cl (A) elde edilir. ¢l (§) = 0 esitligi operatériin tanimindan agiktir.
65



A, B C X olmak iizere; (D3) 6zelliginden,

xr € cl(AUB) d(z,AUB) <
min{J (z, A),0 (z,B)} < o0
zec(A)\xecdd(B)

xec(A)Ucl(B)

T ¢ ¢

elde edilir. =

Teorem 4.5 Top kategorisi, PreTop kategorisi i¢ine belirli yansimali olarak gomidiliir.

Ozel olarak; (X, cl) pretopolojik uzaymm Top-yansimas,

idx : (X, cl) — (X, ™)

doniistimii yardimiyla verilir. Burada; cl'" operatorii her A C X i¢in
cl® (A) = A
cl“TH(A) = cl(cd*(A)) ,a keyfi ordinal
cf (A) = U (A) 3 limit ordinal
a<f

olmak {izere,

'™ (A) :=cl? (A) > " (A) = 7 (A)

bi¢iminde tanmimlidir ve bir topolojik kapanig operatoriidiir (Herrlich 1974).

Teorem 4.6 Top kategorisi, App kategorisi icine belirli yansimali bir alt kategorisi
olarak gomiiliir. Ozel olarak; (X, ) herhangi bir yaklasma uzay1 olmak iizere, (X, )
nim Top-yansimasi 8", ¢l pretopolojik kapanis operatoriiniin, Top-yansimasinin iiret-

tigi uzaklik fonksiyonudur (Lowen 1989).

Ispat. idy : (X,6) — (X , 5”) bigiminde tanimlanan fonksiyonun biiziilme oldugunu
gosterelim. x € X ve A C X igin 6 (z, A) = oo ise idy fonksiyonunun biiziilme
oldugu aciktir. 6 (x, A) < oo ise, Onerme 4.7 den = € clA C cl'" A olur ve dolayisiyla

5" (z, A) = 0 elde edilir. Simdi (Y, 7) herhangi bir topolojik uzay olmak iizere;

[ (X,0) — (Y, 65)
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bi¢iminde tanimli fonksiyonun bir biiziilme oldugunu kabul edelim. z € X, A C X

ve x € cl (A) olsun. Bu durumda; 0 (z, A) < oo olur ve kabuliimiizden;

0 (f (), f(A)) < o0

elde edilir. O halde; Onerme 4.5 den; 6, (f (x), f (A)) =0 ve f (z) € cl. (f (A)) dir.
Dolayisiyla;
f:(X,c) — (Y,cl,)

fonksiyonu siireklidir. Boylece; f : (X,6") — (Y, ;) bi¢iminde tammlanan fonk-

siyon bir biiziilmedir. =

Teorem 4.7 Top kategorisi, App kategorisi icine belirli koyansimali bir alt kate-
gorisi olarak gomiiliir. Ozel olarak; (X, §) herhangi bir yaklagma uzay1 olmak iizere,

(X,0) min Top ko-yansimas1 6°,
cls (A) :={z e X |(z,A) =0}

topolojik kapanig operatorii tarafindan iiretilen, uzaklik fonksiyonudur (Lowen 1989).

Ispat. cls operatoriiniin bir topolojik kapanis operatorii oldugu ve
idx : (X,6") — (X,9)

déniigtimiiniin bir biiziilme oldugu kolayca gosterilebilir. (Y, 7) herhangi bir topolojik
uzay olmak {izere;

Fi(Y,8,) — (X,0)

fonksiyonunun bir biiziilme oldugunu kabul edelim. y € Y, A C Y ve y € cl, (A)
ise, Onerme 4.5 den §, (y, A) = 0 olur ve f biiziilme oldugundan 6 (f (y), f (A)) =0
elde edilir. Dolaysiyla, f (y) € cls (f (A)) = cl**(f (A)) dir. Bu durumda;

f:(Y,6,) — (X , (5“) bi¢iminde tanimlanan fonksiyon bir biiziilmedir. m

Onerme 4.8 (X,4) bir yaklagma uzay1, (B(z)),y ailesi § uzaklik fonksiyonuna

kargilik gelen yaklagma sistemi icin taban, H kiimesi ¢ uzaklik fonksiyonuna karsilik
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gelen olgek i¢in taban ve A, § uzaklik fonksiyonuna kargilik gelen limit operatorii

olsun Bu durumda; (X, ) yaklagma uzaymin topolojik ko-yansimasinda,

SeF(X): §— < (AF)(x)
g~z < (af) (x)

0
0

ve

V() = {VCX|3I>03TpeB@x):{p<elCV}
= {VCX|[3e>0,3deH: By(z,e) CV}
dir (Lowen 2015).

4.3 (Quasi-)Metrik Yaklagsma Uzaylar:

(X, d) bir quasimetrik uzay olmak iizere; her A C X ve her z € X i¢gin

dg: X x2¥ — P
(¢, A) — d4(z,A) = inf d(z,a)

acA
bi¢iminde tanimlanan fonksiyon, X tizerinde bir uzaklik fonksiyonudur. Bu béliimde
04 uzaklik fonksiyonuna kargilik gelen yaklagma yapilar: ifade edilecek ve qMet ka-

tegorisi ile App kategorisi arasindaki iligkiler incelenecektir.

Onerme 4.9 X bir kiime ve (X, d) bir quasimetrik uzay olsun. Bu durumda,
(Sd X X 2X — P

fonksiyonu, X iizerinde bir uzaklik fonksiyonudur ve d, ye karsilik gelen yaklagma

yapilar1 asagidaki sekilde tanimhdir.

i) V§ € F(X),Vz € X i¢in

(gF) (z) = sup inf d(z,y) = sup 04 (z, F)

Feg YeF Feg
(A¢S) (@) = inf sup d (z,y)
dir.
ii) Vo € X icin Ay (x) := {gp eP¥ | <d(z, )} ve bu yaklagma sistemi icin taban
{d (s, )} du.
iii) G4 := {e € ¢Met (X) | e < d} ve bu dlgek i¢in taban {d} dir.
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(Lowen 1989).

Ispat. Onerme 4.5 in ispatina benzer olarak elde edilir. m
(X,d) ve (Y, d') iki quasi-metrik uzay olmak iizere, bir f : X — Y fonksiyonunun
geniglemeyen bir doniigiim olmasi icin gerek ve yeter kosul f : (X, d4) — (Y, d,)
fonksiyonunun bir biiziilme olmasidir. Boylece;

qMet I, App

d — 44

S —
funktoru, bir dolu gomiilmedir. Ustelik gM et kategorisi App kategorisi icine belirli
ko-yansimali bir alt kategorisi olarak gomiiliir. Jimdi, bu iligkileri ifade eden 6nerme

ve teoremleri verelim.

Teorem 4.8 gMet kategorisi, App kategorisi igine belirli ko-yansimali bir alt kate-
gorisi olarak gomiiliir. (X, ) herhangi bir yaklagma uzay1 olmak iizere; § nin qMet

ko-yansimasi
ds: XxX — P

(r,y) — ds(z,y) =0 (z,{y})

quasimetrigine kargilik gelen " uzaklik fonksiyonu tarafindan belirlenir (Lowen 1989).

Ispat. Her z € X ve her A C X icin (D3) &zelliginden,
0 (z,A) < inf 0 (z,{a}) = 6" (2, A)
ac

olur ve dolaywsiyla idx : (X,0") — (X,0) fonksiyonu bir biiziilmedir. (Y, d)
herhangi bir quasimetrik uzay olmak tizere f : (Y,ds) — (X,0) fonksiyonu bir
biiziilme olsun. Bu durumda; her y € Y ve her A C Y igin,
0" (f(y), f(A) = int o(f(y).{f(a)})

<

< inf da (y, {a})

= 6d (yv A)
dir. Boylece, f : (Y,d4) — (X, 0%™) biciminde tanimlanan fonksiyon bir biiziilme

doniistimiidiir. =
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Onerme 4.10 (X,0) bir yaklagma uzay1 olsun. (B (7)), ailesi, § uzakhk fonksi-
yonuna karsilik gelen yaklagma sistemi i¢in taban ve H, ¢ ya karsilik gelen 6lcek icin

taban ise
Vo,y € X 1 ds (2,y) = sup ¢ (y) =sup d(z,y)
oeB(z) deH
dir (Lowen 1997).

Ispat. Teorem 3.16, Teorem 3.9 ve Teorem 4.8 den kolayca elde edilebilir. m

X kiimesi tizerinde d quasimetrigi verilsin. Bu durumda;

d”(z,y) = d(y,z)
bi¢iminde tanmimlanan d~ quasimetrigine, d quasimetriginin eslenigi adi verilir.
Bu iki quasimetrik yardimiyla elde edilen;
d":=dvd

fonksiyonu bir metriktir.

Teorem 4.9 Met kategorisi, App kategorisi i¢ine belirli ko-yansimali bir alt kate-
gorisi olarak gomiiliir. (X,0) herhangi bir yaklagma uzay1 olmak iizere; 6 nin Met
ko-yansimasi
ds: X xX — P
(z,y)  — d5(2,y) =ds(2,y) Vds (2,9)

metrigine kargilik gelen 6™ uzaklik fonksiyonu tarafindan belirlenir (Lowen 1989).

Ispat. Teorem 4.8 in ispatina benzer olarak elde edilir. m

Ornek 4.3 P kiimesi iizerinde dg 6klid metrigi ve §, uzaklik fonksiyonu, Ornek 4.2
de tanimlandig: gibi ele alinsin. Bu durumda; ¢, uzaklk fonksiyonunun, hem qMet

ko-yansimasi hem de Met ko-yansimasi, (P, dg) yaklagsma uzayidir.

Ornek 4.4 P kiimesi iizerinde 6, uzaklik fonksiyonu ve dp quasimetrigi, Ornek 4.2
de tanmimlandigr gibi ele alinsin. Bu durumda; 6, uzaklik fonksiyonunun Met ko-

yansimasli (P, dg), qMet ko-yansimasi (PP, dp) dir.
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Onerme 4.11 §, X kiimesi tizerinde bir diizgiin yaklasma yapisi ve H bu yaklagma
yapisina karsilik gelen o6lgek icin taban olsun. Bu durumda; asagidaki ozellikler

vardir.

i) ¢ yaklagma yapisinin topolojik ko-yansimasi,
{By(z,e) | deH,e>0}, .y

bi¢iminde taniml aileyi komguluklar tabani1 kabul eden 75 topolojisi tarafindan be-
lirlenir.

ii) d yaklagma yapisinin metrik ko-yansimast,

ds: XxX — P

(r,y) — supd(z,y)
de’H

bi¢iminde tanimli metrik tarafindan belirlenir.

Ispat. Onerme 4.8 ve Teorem 4.9 kullamlarak kolayca elde edilebilir. m
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5. HIPERUZAYLAR UZERINDE TANIMLI YAKLASMA YAPILARI

X bir kiime olsun. 2% kiimesinin belirli 6zelliklere sahip alt kiimeleri tizerinde tanim-
lanan topolojilere iligkin ilk ¢aligma, E. Michael tarafindan 1950 yilinda yapilmigtir.
E. Michael, 2% kiimesinin alt kiimeleri {izerinde tanimlanan topolojileri hiper-
topoloji olarak adlandirmigtir. Hipertopolojilere iligkin ¢aligmalar 1960 yilinin or-
talarinda R. Wijsman tarafindan gelistirilmis ve sonraki 50 y1l igerisinde U. Mosco,
R. Wets, H. Attouch ve R. Lowen gibi iinlii matematikgiler hipertopolojiler iizeri-
ne ¢alismaya devam etmistir. Hipertopolojilerin en ¢ok bilinen 6rnekleri; Wijsman
topoloji, Hausdorff metrik topoloji, proximal topoloji, Vietoris topoloji ve Attouch-
Wets topolojidir. R. Lowen ve M. Sioen, 1996-1998 yillarinda Wijsman, Hausdorff
metrik ve proximal topolojiden esinlenerek bu topolojilerin analogu olacak bicimde
yaklagma yapilari inga edilip edilemeyecegini aragtirmig ve her bir kavram ile iligkili

olan yaklagma yapilar1 tanimlamiglardir.

Bu boliimde, Wijsman, Hausdorff metrik ve proximal topoloji kavramlar1 kisaca
hatirlatilacak ve daha sonra App kategorisi icinde, bu topolojilerin analogu olacak
bicimde insa edilen yapilar ile ilgili temel bilgiler verilecektir. 2% kiimesinin bir alt
ailesi, tizerinde insa edilen bir matematiksel yapi ile gbz oniine aliniyorsa bu yapiy1

hiperuzay olarak adlandiracagiz.

(X, d) bir metrik uzay olsun. X kiimesinin; bos kiimeden farkli, kapal alt kiimelerinin
ailesi C'L (X) ile, bos kiimeden farkli, kapali ve sinirli alt kiimelerinin ailesi C LB(X)

ile gosterilir.

Tanim 5.1 (X, d) bir metrik uzay olsun. Her A, B € CL (X) igin

Hy(A,B) = su)}g |04 (2, A) — 4 (z, B)|
Tre
bigiminde C'L (X) iizerinde tanimlanan metrik, Hausdorff metrik olarak adlandirilir.
H,; metriginin C'L(X) iizerinde iirettigi topolojiye ise Hausdorff metrik topoloji

adi verilir ve 7p, ile gosterilir (Beer 1993).
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Hausdorff metrik topoloji; A € CL(X) olmak iizere

dy: X — RT

r — dA(a:)ziggd(x,a)

stirekli fonksiyonlariim § ailesi (C'(X, R), 7,.) topolojik uzayindan indirgenen yapisiyla
ele alindiginda
F: CL(X) — C(X,R)
A — F(A)=da
fonksiyonu gomiilme doniigiimii olacak bigimde, C'L(X) tizerinde tanimlanan topoloji

ile cakigir.

Tanim 5.2 (X, d) bir metrik uzay olsun. Her z € X igin

d.: CL(X) — R*
A — d.(A) = inf d(z,a)

acA
bigiminde tanimlanan fonksiyonlarin olugturdugu {d, | z € X} ailesinin CL(X) ii-
zerinde {irettigi baslangic topolojisine Wijsman topoloji adi verilir ve 7y 4 ile
gosterilir (Beer 1993).

Wijsman topoloji,

W, ={AeCL(X)|d(z,A) <a})

zeX,a>0

Wy ={AeCL(X)|d(z,A) > a})

zeX,a>0

olmak iizere S = W, |J W; ailesini alt taban kabul eden topolojidir. C'L (X) tizerinde
Wijsman topoloji farkh sekillerde tamimlanabilir. Rt kiimesi alisilmig 6klid topolojisi

ile donatildiginda; C'L(X) iizerinde Wijsman topolojinin,

(CL(X) — R": A— §4(z, A))

zeX

bi¢iminde tanimlanan fonksiyon ailesinin C'L(X) {izerinde iirettigi baslangi¢ topolo-
jisi oldugu Tanim 5.2 den agiktir. Diger yandan, (R+)X kiimesi carpim topoloji ile

donatildiginda; C'L (X) iizerinde tanimh Wijsman topoloji

CL(X)— (R+)X A —04(-,A)
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bigiminde tanimlanan fonksiyonu siirekli kilan en kaba topoloji ile gakigir. Ancak,
R* kiimesi iizerinde alisilmis topoloji yerine, alisilmig metrik alinarak bu insa yapila-
maz. Yaklagma uzaylar1 kullanilarak bu problem ortadan kaldirilacaktir.

Wijsman topoloji, ancak (X, d) metrik uzayinin ayrilabilir olmas1 durumunda metrik-
legebilirdir. Ayrilabilirlik sartim saglamayan bir (X, d) metrik uzay: ele ahindiginda,
C'L(X) iizerinde uzakhiga iligkin bilgi veren bir yapinin nasil inga edildigi 1996 yilinda

Lowen ve Sioen tarafindan gosterilmistir.

(X, d) bir metrik uzay olsun. A C X ve ¢ € Ry olmak iizere,
S.(A)={reX|d(x,A) <e}

bigiminde tamimhdir. Siklikla kullanacagimiz iki énemli fonksiyon C'L(X) x CL(X)

lizerinde tanimh
Dy (A, B) :=inf{d(z,y) |z € A,y € B},

€d (A7 B) = sup 6d (.’L‘,B)

z€EA

fonksiyonlaridir. Bu fonksiyonlar sirasiyla; bogluk ve artik fonksiyonlar: olarak ad-
landirilir. Kabaca, asagida diizlemde verilen A ve B kiimeleri arasindaki artik ve

bosluk gosterilmistir.

A

Sekil 5.1. A, B C R? kiimeleri arasindaki artik ve bosluk
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X bir kiime ve A C X olmak iizere;
A ={Be(CL(X)|BnNnA#0}
At ={Be(CL(X)|BC A}
ve d, X tizerinde tamimli bir metrik olmak iizere;
At :={BeCL(X)|3eR{:5.(B)C A}
={BeCL(X)|Dq(B,A") >0}
bigiminde tanimhdir (Beer 1993).

Tanim 5.3 (X, d) bir metrik uzay olmak iizere;
(v IVernfU{VT|V e}

ailesi C'L(X) kiimesi iizerinde bir topoloji i¢in alt tabandir. Bu aile tarafindan
tiretilen topolojiye, proximal topoloji adi verilir ve 7,.,,(4) bi¢iminde gosterilir

(Beer 1993).

Proximal topoloji hem CL(X) hem de CLB(X) kiimeleri iizerine inga edilebilir.
Bu iki durumu ayni anda inceleyebilecegimiz, daha kapsamlh bir tanim verilmistir.

A C CL(X) ve A # () olmak tizere;
(Vv VerU{D)"" | DeA}

ailesini alttaban kabul eden topolojiye A-proximal topoloji ad1 verilir ve 7p,oz (A q)
biciminde gosterilir. Ozel olarak, A = CLB(X) olmas1 durumunda; karsihik gelen
proximal hipertopolojiye sinirli proximal topoloji adi verilir ve Ty,r0p(a,q) bigi-
minde gosterilir. A = C'L(X) olmasi durumunda, proximal topoloji ile A-proximal

topoloji cakisacaktir.

Tanim 5.4 (X, 7) bir topolojik uzay olsun ve C'L(X) bir hipertopoloji ile donatil-
sin. Bu durumda,
v: X — CL(X)
v — P(z)={z}
fonksiyonu bir gomiilme doniigiimii oluyor ise, C'L(X) iizerinde tanimli hipertopoloji

X iizerinde tanmimh hipertopoloji ile uyumludur denir (Michael 1951).
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Daha acik ifade edilecek olursa; K = {{z} |z € CL(X)} ailesi CL(X) tizerinde
tanimhi hipertopolojiden indirgenen yapisi ile ele alindiginda, ) bir homeomor-
fizm oluyorsa, C'L(X) iizerinde tamimh hipertopoloji X iizerinde tamimli topoloji

ile uyumludur denir.

5.1 Wijsman Yaklagsma Yapisi

Lowen, Hausdorff metrigine alternatif olarak, C'L(X) iizerinde X kiimesinin sonlu

elemanh her F' alt kiimesine,

dp: CL(X)xCL(X) — P
(A7B> — dF(A’B):Sup|5d(x7A)_5d(x7B)|

zeF

bi¢ciminde taniml bir metrik karsilik getirmistir. Boylece,
©Wd = {dp | e 2(X)}

bi¢iminde tanimlanan metrik ailesi elde edilir. Ayrica; Dy, kiimesinin sonlu elemanh
her bir D alt kiimesi i¢in supd € Dy, dir. Dolayisiyla Dy, simetrik bir 6lgek igin
deD
simetrik bir tabandir. Dy, ailesinin {irettigi 6lgege karsilik gelen uzaklik fonksiyonu,
Sw,: OL(X)x20LX — P
(A A) — 0w, (A, A) = sup inf dp(A,B)

FGQ(X)BGA

biciminde tamimhdir. dy, uzakhik fonksiyonuna karsilik gelen yaklagma yapis1 Wijs-
man yaklagma yapisi olarak adlandirihir. C'L (X)) kiimesi, Wijsman yaklagma yapisi
ile donatilirsa elde edilen yaklagsma uzay1 kisaca C'Lyy, (X) bi¢iminde, Hausdorff
metrigi ile donatilirsa elde edilen yaklagsma uzay1 kisaca C'Ly, (X) bigiminde goste-
rilecektir (Lowen ve Sioen 1996).

Wijsman yaklagma yapisinin, Wijsman topoloji ve Hausdorff metrik topoloji ile

iligkisi agagidaki onerme ile aciklanabilir.

Onerme 5.1 C Ly, (X) yaklagma uzaymn topolojik ko-yansimasi (CL (X), Tyw,)
ve metrik ko-yansimasi C'Ly, (X) dir (Lowen ve Sioen 1996).
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Ispat. A € CL(X) olsun ve C'Ly, (X) yaklagma uzaymin topolojik ko-yansimasi

7 ile gosterilsin. Bu durumda, Onerme 4.8 (i) kullanilirsa,
By = {Ba; (A,¢) | € > 0,dr € Dw, }

ailesi, T topolojisine gore A kiimesinin komguluklar ailesi igin tabandir. (CL(X), Tw,)
hiperuzayimda, B4 ailesinin A kiimesinin komguluklar ailesi i¢in taban oldugu gos-

terilebilirse ispat tamamlanir. O halde,

YW eV

TWq(A)

. By, (Ae) CW (5.1)

olacak bicimde bir F' € 2(%) ve bir ¢ > 0 sayis1 bulunmahdir. W € V; olsun.

Wq(A)

Bu durumda, x,y € X ve a, 8 > 0 olmak iizere,
Wy ={DeCL(X)|d(z,D) <a}
Wy ={D e CL(X) [d(y,D) > 3}
aileleri vardir oyle ki A € W7 N Wy € W dir. O halde,
0<e<min{a—d(z,A),d(y,A) — B}

ve F' = {z,y} secilirse, By, (A,e) C Wi ve By, (A,e) C W, elde edilir ve (5.1)
saglanir. 9imdi, C'Lyy, (X) ailesinin metrik ko-yansimasinin, C'Ly, (X) oldugunu

gosterelim. Onerme 4.11 kullanilirsa, C Ly, (X) ailesinin metrik ko-yansimasi

ds, : CL(X)xCL(X) — P

(A, B) — dsy,, (A, B) = sup dr (A, B)

Fedw,

Wg °

olup, Teorem 4.9 dan ve ®yy, simetrik 6l¢ek tabani oldugundan d(;wd bir metriktir.
Eger;

VA, B e CL (X) : déWd (A, B) = Hy (A, B)
oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. Gergekten;

dsy, (A, B) = supdr (4, B)

FCX

= sup day (4, B)
zeX

= Hy (AvB)

dir. m

7



Teorem 5.1 RT aligilmig 6klid metrigi ile donatilsin. Wijsman yaklagma yapist,

(CL(X) — R : A— §4(z, A))

zeX

fonksiyon ailesi igin baglangig yaklagma yapisidir (Lowen 1989).

Ispat. R* tizerinde dg (z,y) = |v — y| 6klid metrigine kargilik gelen uzaklik fonksi-
yonu &4, olsun. Onerme 4.9 dan, d,4, uzaklik fonksiyonuna kargihk gelen 6lgegin
taban {dg} dir. O halde, Teorem 4.3 kullanilirsa, C'L (X) iizerindeki baglangig
Olcegi icin taban,

H = {sup dg o (84 (x,) X 64(2,7)) | F € 2<X>}

zeF
dir. Bu durumda; ®yw, = H esitliginin saglandig1 gosterilmelidir. F' C X ve
A, B e CL(X) igin

dr (A,B) = supldq(z, A) —d,4(x, B)

zeF

= sup dg (5d (ZL’,A) , 0d (CL’,B))

zeF

oldugundan Dy, = H oldugu aciktir. =

A C CL(X) olmak iizere, A ailesinin sonlu elemanli ortiilerinin kiimesi P (A) ile

ifade edilecektir.

Teorem 5.2 Rt ahsilmus oklid metrigi ile ve (R*)X carpim uzaklik fonksiyonu ile

donatilsin. Bu durumda; Wijsman yaklagsma yapisi

CL(X) — (RN
A — 5, A

fonksiyonu igin baglangig yaklagma yapisidir (Lowen 1989).

ispat. Sonug 4.1 den, (R*)™ iizerindeki ¢arpim uzaklik fonksiyonu, f € (RT)™ ve

F C (R)™ olmak iizere;

on (f,F) = sup inf sup|f(z)—g(z)|

Fea(X) 9€F gzeF
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bigiminde tammhdir. A € CL(X) ve A C CL(X) olsun. Teorem 4.4 den, C'L (X)

kiimesi iizerindeki baslangi¢ uzaklik fonksiyonu,
§ (A, A) = sup min 0y (6q (2, A), 0, (z, P))
ReP(A) PER

= sup min sup inf sup g (d4(z,A),{g(x
ReP(A) PER pea(x) 9€8(x.P) zeF (da (2, 4), {9 (2)})

= sup min sup inf sup|d4(x, A) —d4(x, B
ReP(A) PER peax) BEP xeF‘ ( ) ( )

dir. O halde, § (A, A) = dw, (A, A) esitliginin saglandigy gosterilebilir ise, ispat
tamamlanir. Her bir R € P (A) igin,

ow, (A, A) = inf dr(A,B

w, (4,A) Sup, BelngP r (A, B)

= sup min inf dp (A, B)
Fea(X) PeR BeP

5 (A, A)

IN

dir. Diger yandan, o > 0 i¢in dy, (A, A) = sup inf dp(A4,B) < a olsun. Bu
ngBE.A

durumda,

VECXvedBe A:dr(A,B) <«

dir. Diger yandan; her R € P (A) icin B € A= |J P oldugundan,
PER

sup sup min inf dr (A, B) <«
ReP(A) FCX PeR BeP

olur. Dolayisiyla, 0 (A, A) < dw, (A, A) elde edilir. m

Tamm 5.4 ile (X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere; C'L(X) iizerinde tanimh hiper-
topolojilerin X iizerinde taniml topoloji ile uyumlu olmasinin ne anlama geldigi
ifade edilmistir. Bu tanmimin analogu yaklagsma uzaylar1 icinde de ele alinabilir.
Ornegin; (X, d) metrik uzay1 yardimiyla C'L(X) iizerine insa edilen yaklagma yapist

dw, uzaklik fonksiyonu ile ifade edildiginde,

’QZ)Z (X,5d) — (CL(X),(SWd)
z  — ()= {z}

fonksiyonu bir gémiilme doniigiimii oluyorsa C'L(X) iizerinde tamimli oy, yaklagma

yapisi d metrigi ile uyumludur diyebiliriz.
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Onerme 5.2 (X, d) bir metrik uzay olmak iizere, C'L(X) iizerine inga edilen Wijs-

man yaklagma yapisi d metrigi ile uyumludur (Lowen 2015).

Ispat. (X, 74) Hausdorff uzay: oldugundan,
Ip . (X, (Sd) — (CL (X) 76Wd)
z  — Y(z)={z}
doniigtimii iyi taniml ve birebirdir. ¢ fonksiyonunun gomiilme olabilmesi igin,
Y X — 9 (X) fonksiyonu ve tersi biiziilme olmahdir. = € X ve A C X olmak

luzere,

Ow, (¥ (x), ¢ (A)) = sup inf sup|d(y,z)—d(y,a)l

Fea(X) €A yeF
> 1 —
> inf|d(r,7) ~ d(r,a)
= §4(z,A)
dir. Diger yandan,

Ow, (¥ ()¢ (A)) = sup inf supl|d(y,z) —d(y,a)l

Fea(x) a€A yep

< sup inf sup d(z,a)
Fe2(x) a€A yeF

= 5d (l’, A)

oldugundan ispat tamamlanir. m

Onerme 5.3 (X, d) metrik uzay1 ayrilabilir ise, CLyw, (X) sayilabilir bir slgek ta-
banina sahiptir (Lowen 2015).

ispat. (X, d) ayrlabilir oldugundan, sayilabilir yogun bir alt kiimeye sahiptir. Bu

kiime Y ile gosterilsin. Bu durumda,

kiimesi sayilabilirdir ve bir 6lcek icin tabandir. Dgy kiimesi sonlu supremuma gore
kapali ve dolayisiyla yerel yonlendirilmistir. Onerme 3.4 den, D, bir ¢lcek icin
tabandir. 2/?\0 metrik ailesine kargilik gelen uzaklik fonksiyonu (550 olmak iizere;

05, = 0w, oldugu gosterilirse ispat tamamlanr. A € CL(X) ve A C X olsun. Bu

durumda,

dw, (A, A) > sup inf dp (A, B)

ngBEA
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oldugu aciktir. Diger yandan, ¢ > 0 ve /' C X olsun. Y alt kiimesi X i¢inde yogun
oldugundan, her bir z € X i¢in d (z,y) < § olacak bicimde bir y € Y mevcuttur ve

dolayisiyla; her bir # € F i¢in bu sekilde bir y, € Y secilerek elde edilen
Fa::{yoc|x€F}
kiimesi bos kiimeden farklidir. A € CL (X) ve A € 2% ise,

dw, (A, A) = sup inf dp(A,B)

FGQ(X)BEA

IN

sup inf dp (A,B)+¢

Fea)BeA

sup inf dp (A, B)+¢
F€2(Y>B€A ( )

= 05, (4,A)

IN

elde edilir. =

5.2 Proximal Yaklagsma Yapisi
Tanim 5.5 (X, d) bir metrik uzay, A C CL(X) ve A # () olsun. Eger;
VT € AVe e RY :TE) € A

oluyor ise, A ailesi sonlu geniglemeler altinda degismezdir denir. Sonlu geniglemeler

altinda degigmez olan A ailesi,
{{z} e e XFCA

ozelligine de sahip ise, A ya X in bir p-Ortiisii ad1 verilir.
X bir kiime olmak tizere (X¢)** = @ oldugundan, A C CL(X) ve A # {) i¢in

Tproz(A,d) = T pron(au{x1}.d)

esitligi mevcuttur. ZéA) ile A min bos kiimeden farkl tiim sonlu elemanli alt kiimelerinin
kiimesi gosterilecektir. Her I' € 2(()A) icin
d": CL(X)xCL(X) — RT
(AaB) - dF(A,B):SUp |Dd(AaT)_Dd(B7T)|

Ter
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bigiminde tanimhdir ve

o= {d" | T e o}

olarak gtz oniine alinir.

Onerme 5.4 (X,d) bir metrik uzay ve A, X kiimesinin bir p-6rtiisii olsun. Bu

durumda; 24 C Met (X) ve

5pr0:c(A,d): CL(X) X 2CL(X) — P
(A, A) — Oprox(nd (A, A) = sup inf d" (A, B)

1,62(()A) BeA

bir uzaklik fonksiyonudur (Lowen ve Sioen 1998).

Ispat. 29 C Met (X) olup D> ailesi bir élcek tabanmidir. Teorem 3.9 kullamlirsa;
(5@A,d (I, A) = 5prox(A,d) (Q}, A)
oldugundan ispat tamamlanir. m

dproz(a,a) Uzaklik fonksiyonu, A-proximal uzakhk fonksiyonu olarak adlandirilir ve

(CL(X ), (5pmm(A7d)) yaklagma uzay1 kisaca C'Ly,oz(a,qa) (X) biciminde gosterilir.

Teorem 5.3 (X, d) bir metrik uzay ve A, X kiimesinin bir p-ortiisii olsun. Bu

durumda; dp00(a,¢) yaklagma yapisi

Dy(-,T): CL(X) — (R*,d4,)
A — Dy (AT)

TeA

fonksiyon ailesi i¢in baglangig yapisidir (Lowen ve Sioen 1998).

Ispat. (Dg(, T))ren fonksiyon ailesi icin baslangi¢ uzaklik fonksiyonu ¢ ile goste-
rilmek iizere; her A C X ve her A C CL(X) i¢in Teorem 4.4 kullanmlirsa,

Sprox(ng) (A, A) = sup inf sup dg (Dq (A, T),Dq(B,T))

rea(a) BEA 1er

= swp Inf dg (Da(A,T), Da(B,T))

= sup sup inf min dg (Dy(A,T), Dy (P,T

= 0(AA)
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elde edilir. =

Sonug 5.1 (X, d) bir metrik uzay ve A, X kiimesinin bir p-6rtiisii olsun. Bu du-
rumda,; Tprox(A,d)

Dy(-,T): CL(X) — (R, 7pR)

A e Dd (A, T) TeA

fonksiyon ailesi i¢in C'L(X) iizerindeki baglangig topolojisidir (Lowen ve Sioen 1998).

Onerme 5.5 (X, d) bir metrik uzay ve A, X kiimesinin bir p-ortiisii olsun. Bu du-
rumda; C'Lyop(a,q) (X) yaklagma uzaymm topolojik ko-yansimasi (CL(X), Tprox(a.a))
ve metrik ko-yansimasi C'Ly, (X) dir (Lowen ve Sioen 1998).

ispat. CLyrox(a.q) (X) yaklagma uzaymn topolojik ko-yansimasmin (CL(X), Tprox(a,q))
oldugu Teorem 5.3 ve Sonug 5.1 den agiktir. C'Lyropa,q) (X) yaklagma uzaymin

metrik ko-yansimasimin C'Ly, (X) oldugunu ispatlayalim: Teorem 4.9 dan 6,oz(a,q)

*

yaklagma yapisinin metrik ko-yansimasiin 6, ,,(a o) metrigi tarafindan belirlendigini

bilinmektedir. O halde,

VA, B € CL(X) : 6 pnna (A B) = Hy (A, B)

prox(
esitliginin gergeklendigi gosterilirse ispat tamamlamr. A, B € C'L(X) icin,

5;1“033(A,d) (A7 B) - 5PT0$(A7d) <A’ {B}) v 6pmw(A’d) (B’ {A})

= sup d' (A, B)
rez(®

= sup sup|Dy (A, T)— Dy (B,T)|
rea(Ter

= sup|Dy(A,T)— Dy (B,T)|
TeEA

> sup|Dy (A, {z}) — Dy (B,{z})|

zeX

= §Ssup |5d (va) - 5d (va)|

zeX
= Hy;(A,B)
egitsizligi gerceklenir. Diger yandan; her T" € A igin
Dd (AaT) < €d <B7A) + Dd <B7T)

Dd(B7T) S ed(‘A’B) +Dd(A’T)
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esitsizlikleri her zaman mevcut oldugundan;
|Dd(A7T) - Dd (B7T>‘ < €dq (A7B> \/ed<B7A) = Hd (A7B)

dir. Dolayisiyla,
o, A,d) (A,B) = Sup’Dd(AvT)_Dd<BvT)|

proz TeA

€q (A, B) V €4q (B, A)
= Hy(A,B)

IN

elde edilir. =

(X, d) metrik uzay1 yardimiyla C'L(X) iizerine inga edilen 6,,,,(x,a) yaklagma yapisi
ele alindiginda;
Vv (X, 04) — (OL (X) 75prox(X,A))
z  — ¢(z)={z}
fonksiyonu bir gomiilme doniistimii oluyorsa C'L(X) tizerinde tanimli 6,,0,(x,a) yak-

lagsma yapisi d metrigi ile uyumludur diyebiliriz.

Onerme 5.6 (X, d) bir metrik uzay ve A, X kiimesinin bir p-6rtiisii olsun. Bu du-
rumda; C'L(X) kiimesi tizerindeki A-proximal yaklagsma yapisi d metrigi ile uyum-

ludur (Lowen ve Sioen 1998).

Ispat. X iizerinde tammh
v X — (CL(X),6prox(x.0))
v — ¥(z)={z}

fonksiyonuna kargilik gelen baglangic uzaklik fonksiyonu ¢ ile gosterilsin. Teorem

3.14 den d02(a,q) uzaklik fonksiyonuna karsilik gelen yaklasma sistemi igin taban

({dF (F,)|Te 25“})

dir. Bu durumda; Teorem 4.2 ve Teorem 3.16 kullanilirsa her z € X ve her A C X

FeCL(X)

icin,

§(z,A) = sup inf d" (¢ (z),) o7 (a)

A
real® <

< sup in£ sup d(z,a)
re2®7€4 Der

= 5d (ZL’, A)
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dir. Diger yandan; A, X kiimesinin bir p-ortiisii oldugundan her x € X ve her
A C X igin
d(x,A) = sup inf supl|d(z,D)—d(a,D)|

FGQ(()A)CLEA Der
> ;22 |04 (2, {x}) — b4 (a,{x})]
= 5d (ZL’, A)

elde edilir. =
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6. TARTISMA VE SONU(C

Metrik uzaylarin matematigin dominant genleri oldugunu hi¢ birimiz yadsimayiz.
Sadece metriklegebilen topolojik uzaylarda oynadiklar: rolle degil, kendi yapilariyla
da, 6rnegin Banach uzaylarinin teorisinde oldugu gibi vazgegilmezlerdir. Yine ana-
lizin temel kavramlarindan olan yakinsaklik, siireklilik ve kompaktlik gibi kavram-
larin tanitilmasi ve ozelliklerinin galigilmasini saglayan metrik yapinin iirettigi topolo-
jidir. Metrikten bagimsiz, yalin bir topolojik uzayda ¢alisildiginda ise, metrik yapinin
sagladigl niimerik bilgiden yoksun kaliriz. Bu kayip Weil ve Dieudonné tarafindan
ortaya konulan Diizgiin Uzay kavrami ile bir parca telafi edilmistir. Diizgiinliik
yapist metrik uzayda anlamh olan bazi 6nemli kavramlar: (tamamen smirhlik ve
tamlik gibi) daha genis bir alana (yerel konveks uzaylar ve topolojik gruplar gibi)

genigletmigtir.

Yaklagma uzaylari, metrik uzaylarin sinirlarini agtigimizda uzakliga iliskin niimerik
bilgiye ulagmamiz1 saglayan bir matematiksel yapidir. Caligmamiz boyunca, yak-
lagsma uzaylar1 ve temel 6zellikleri tizerine yogunlagtik, 6zel olarak hiperuzaylar ile
iligkili baz1 yaklagsma yapilarinin 6zelliklerini 6grendik ve tartigtik. Bundan sonraki

calismalarimizda hiperuzaylara iliskin incelemelere devam etmeyi planliyoruz.
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