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Bu tez altıbölümden oluşmaktadır. İlk bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır. İkinci bölümde,
çalı̧sma boyunca kullanacağımız temel kavramlar hatırlatılmı̧stır.

Üçüncü bölümde; uzaklık fonsiyonu, limit operatörü, ölçek ve yaklaşma sistemi kavramları
tanımlanarak, bu kavramların temel özellikleri incelenmi̧stir. Ayrıca; bu terimlerin ürettiği
matematiksel yapılar arasındaki ili̧skiler incelenmi̧stir.

Dördüncü bölümde; yaklaşma uzayıkavramıve yaklaşma uzaylarıarasında tanımlıbüzülme
dönüşümleri ifade edilerek bu kavramların temel özellikleri incelenmi̧stir. Nesneleri yak-
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ve Top kategorileri ile arasındaki ili̧skiler incelenmi̧stir.

Beşinci bölümde; Wijsman topoloji, Hausdorffmetrik topoloji ve proximal topoloji tanım-
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between mathematical structures produced by these terms are studied.

In chapter four; examining the notion of approach spaces and contractions between ap-
proach spaces, the fundamental properties of these concepts are investigated. The prop-
erties of the topological category App with objects all approach spaces and morphisms all
contractions are expressed. Moreover, the category App and the relations between App
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Ankara, Temmuz 2017

iv
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1. GİRİŞ

Metrik kavramı ilk olarak 1906 yılında Fréchet tarafından tanımlanmı̧stır. Bir

küme, üzerinde tanımlanan metrik ile birlikte ele alındı̆gında metrik uzay olarak

adlandırılır. Metrik uzayların matematiğin dominant genleri olduğu yadsınamaz.

Ancak, analizde çok sıkça kullanılan ve temel kavramlarından sayılan yakınsak-

lık, süreklilik ve kompaktlık kavramlarının özelliklerini çalı̧smayı sağlayan, ilgili

küme üzerinde var olan metriğin ürettiği topolojik yapıdır. Metrikten bağımsız,

yalın bir topolojik uzayda çalı̧sıldı̆gında ise, metrik yapının sağladı̆gıuzaklı̆ga ili̧skin

bilgi ve özelliklerinden yoksun kalırız. Bu kayıp Weil (Weil 1938) ve Dieudonné

(Dieudonné 1939) tarafından ortaya konulan "Düzgün Uzay" kavramıile bir parça

telafi edilmi̧stir. Düzgünlük yapısımetrik uzayda anlamlıolan bazıönemli kavram-

ların (tamamen sınırlılık ve tamlık gibi) daha geni̧s bir alana (yerel konveks uzaylar

ve topolojik gruplar gibi) aktarılmasınısağlamı̧stır. Diğer yandan; pek çok topolo-

jik özellik kayda değer metrik kaŗsılıklara sahiptir. Örneğin; kompaktlık metrik

uzaylarda tamamen sınırlılık ile yakından ili̧skili bir kavramdır, benzer bir durum

bağlantılılık için de geçerlidir: Topolojik bağlantılılık için gerek ve yeter şart uza-

yın ayrık iki kapalıdan oluı̧san bir örtüsünün olmamasıdır, benzer şekilde Cantor

tarafından verilen Cantor-bağlantılılık uzayın birbirine uzaklıklarıpozitif olan iki

parçaya ayrılamamasıolarak tanımlanır. Bu durumda akla, bu benzer kavramlar

arasında birleştirici bir teori kurulup kurulamayacağısorusu gelir. Bu teori; Yak-

laşma Uzayları(Approach Space) adıile Lowen tarafından ortaya konulmuştur

(Lowen 1989). Yaklaşma uzaylarının ana fikri noktalar ve kümeler arasındaki uza-

klık kavramına dayanmaktadır. 1914 de Hausdorff, bir (X, d) metrik uzayında bir

x ∈ X noktasının bir A ⊂ X kümesine olan uzaklı̆gınıtanımlamı̧stır. Lowen ise bir

noktanın bir kümeye olan uzaklı̆gını

δ : X × 2X −→ [0,∞]

biçiminde ifade ettiği ve belirli özellikleri gerçekleyen bir fonksiyon yardımıyla tanım-

lamı̧stır. Üstelik bu uzaklık kavramı, sadece metrik uzaylarda değil herhangi bir

topolojik uzayda veya düzgün uzayda da verilebilir. Aslında Lowen çalı̧smaya "Rast-
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gele seçilen metrikleşebilen uzaylar için elde edilen başlangıç yapılarımetrikleşebilir

değildir." sorunu üzerine düşünmekle başlamı̧stır. Bu sorunun özel hali az çok

hepimizi ilgilendirir. I bir indis kümesi, ((Xi, di))i∈I metrikleşebilen topolojik uza-

yların bir ailesi, X =
∏
i∈I
Xi olmak üzere (πi : X −→ Xi)i∈I ile X üzerinde tanımlı

izdüşüm fonksiyonlarının ailesi gösterilsin. (πi)i∈I ailesini sürekli kılacak şekilde X

üzerinde elde edilen başlangıç topolojisi metrikleşemez. Bu ise başka bir soru doğu-

rur: "Gerçekten sonsuz çarpıma geçildiğinde uzaklı̆ga ili̧skin kuramsal kavramlar

ortadan kalkar mı?"

Topolojik uzaylar ve düzgünlük uzayları alanındaki geli̧smelerden sonra topoloji

olmaksızın varlı̆gınısürdüremeyecek olan çok sayıda matematiksel teori ortaya çık-

mı̧stır. Bunlardan bazıları; topolojik vektör uzayları, Wijsman topoloji ve normlu

uzaylar üzerinde tanımlızayıf ve zayıf∗ topolojileridir. Bu örneklerin çoğunda bir

metrik yapıile yola çıkılır. Ancak sonuçta elde edilen topolojik yapımetrikleşebilir

değildir. Kaybolan nümerik bilgi nasıl ortaya çıkarılabilir? Yerel durumda Lowen,

yeni ve nümerik yapıya sahip olan yaklaşma uzaylarını tanımlayarak bu sorunu

ortadan kaldırır. Lowen yaklaşma uzaylarınıkarakterize etmek için uzaklık, limit

operatörü, yaklaşma sistemleri, ölçek, kapanı̧s kuleleri, alt ve üst zarf operatörü

kavramlarınıtanımlamı̧s ve bu kavramların matematiksel olarak birbirine eş yapılar

olduğunu göstermi̧stir. X üzerinde bu yapılardan herhangi birinin varlı̆gınıkabul

ettiğimizde içinde bulunduğumuz uzay bir yaklaşma uzayıdır. Yaklaşma uzayları

ve bu uzaylar arasında tanımlıbüzülme dönüşümleri ile birlikte, kısaca App ile gös-

terilen, bir topolojik kategori oluşturur. App kategorisi, Top ve Met kategorilerinden

daha geni̧s bir kategoridir. 1989 da Lowen Top kategorisinin App kategorisi içine

yansımalıve ko-yansımalıbir biçimde, Met ve qMet kategorilerinin ise App içine

ko-yansımalı biçimde gömülebileceğini göstermi̧stir. Ayrıca; topolojik ve metrik

yaklaşma uzaylarınıtanımlamı̧stır. Top, Met, qMet ve Unif kategorileri ile App kat-

egorisi arasındaki ili̧skiler (Lowen 1989), (Lowen ve Windels 1997) çalı̧smalarında

ayrıntılıolarak ele alınmı̧stır.

Lowen 1987-1997 yıllarıarasında Colebunders, Robeys, Sioen, Vaughan, Windels

ve Verbeeck gibi bir çok matematikçi ile çalı̧smı̧stır. Bu çalı̧smalardan bazıları ,
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(Lowen 1988), (Lowen ve Colebunders 1988), (Lowen 1993), (Lowen ve Sioen 1996),

(Lowen ve Sioen 1998), (Lowen ve Windels 1997), ve (Lowen 1997) dir. Bu yayınları

ve yaklaşma uzaylarıile ilgili çalı̧smalarını1997 yılında "Approach Spaces, The Miss-

ing Link in the Topology-Uniformity-Metric Triad" isimli kitabında bir araya getir-

mi̧stir. Yaklaşma uzaylarının kompaktlık, hiperuzaylar, fonksiyonel analiz, olasılık

teorisi ve domain teori gibi matematiğin pek çok alanında uygulamalarıvardır. Bu

konular ile ilgili bazıçalı̧smalar (Lowen ve Robeys 1994), (Lowen ve Verbeeck 1998),

(Lowen ve Sioen 2000) ve (Lowen ve Sagiroglu 2013) dır. Lowen, 2015 yılına kadar

olan pek çok çalı̧smasını, ilk kitabındaki kavramlarla birleştirerek ve teoriyi gün-

celleyerek "Index Analysis, Approach Theory at Work" isimli kitabınıyayımlamı̧stır.

Bu tez çalı̧smasında; yaklaşma yapılarından bazıları ele alınmı̧s ve hiperuzaylara

ili̧skin yaklaşma yapılarının nasıl inşa edildiği açıklanmı̧stır. İkinci bölümde; çalı̧s-

mamız boyunca kullanacağımız topoloji, metrik ve kategori teoriye ili̧skin temel

tanım ve kavramlar ifade edilmi̧stir. Üçüncü bölümde; yaklaşma uzaylarınıkarak-

terize eden temel yapılardan uzaklık fonksiyonu, limit operatörü, yaklaşma sistemi

ve ölçek kavramları ile bu kavramlar arasındaki ili̧skiler aktarılmı̧stır. Ayrıca, bu

kavramların matematiksel olarak eş yapılar olduğunun nasıl gösterildiği açıklan-

mı̧stır. Dördüncü bölümde; yaklaşma uzayıkavramıve yaklaşma uzaylarıarasında

tanımlıbüzülme dönüşümleri ifade edilerek bu kavramların temel özellikleri ince-

lenmi̧stir. Topolojik ve metrik yaklaşma uzayları tanımlanarak Top kategorisinin

App kategorisi içine yansımalıve ko-yansımalıbir biçimde, Met ve qMet katego-

rilerinin App kategorisi içine ko-yansımalıbir biçimde nasıl gömülebildiği açıklan-

mı̧stır. Son bölümde ise Wijsman, Hausdorff metrik ve proximal topolojiden esin-

lenerek bu topolojilerin analoğu olacak biçimde tanımlanan yaklaşma yapıları ve

temel özellikleri incelenmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde; diğer bölümlerde ihtiyaç duyulacak olan topoloji, metrik ve kategori

teori ile ili̧skili bazıtemel kavramlar hatırlatılacaktır.

2.1 Topoloji ve Metriğe İli̧skin BazıTemel Kavramlar

Tanım 2.1 (X,≤) kısmi sıralı bir küme olmak üzere; X kümesinin iki elemanlı

her alt kümesi, X içinde infimum ve supremum değerlerine sahip ise (X,≤) ikilisine

latis adıverilir (Bourbaki 1968).

Tanım 2.2 X bir latis ve Y ⊆ X olsun. Bu durumda; aşağıdaki özellikler sağlanıyor

ise Y kümesine ideal adıverilir.

I1) ∀x, y ∈ Y : x ∨ y ∈ Y

I2) x ∈ Y, t ∈ X ve t ≤ x⇒ t ∈ Y (Birkhoff 1961).

Tanım 2.3 X bir küme ve F ⊂ 2X olmak üzere;

F1) ∅ /∈ F

F2) F,G ∈ F⇒ F ∩G ∈ F

F3) F ∈ F, F ⊆ G⇒ G ∈ F

özelliklerini sağlayan F ailesine X üzerinde bir süzgeç adıverilir (Bourbaki 1966).

X kümesi üzerinde tanımlıtüm süzgeçlerin ailesi F (X) ile gösterilecektir.

F,G ∈ F (X) olmak üzere;

F ≤ G ⇐⇒ F ⊆ G

biçiminde tanımlanan “≤”bağıntısı, F (X) üzerinde bir kısmi sıralama bağıntısıdır.

Eğer; F ≤ G ise, G süzgeci F süzgecinden daha incedir ya da F süzgeci G süzgecin-

den daha kabadır denir (Bourbaki 1966).

Tanım 2.4 X bir küme, F ∈ F (X), B 6= ∅ ve B ⊆ F olsun. Eğer;

∀F ∈ F : ∃B ∈ B 3 B ⊆ F

4



oluyorsa, B ailesi F süzgeci için bir tabandır denir. Bu durumda;

F = {F ⊆ X | ∃B ∈ B : B ⊆ F}

biçiminde ifade edilir (Bourbaki 1966).

Tanım 2.5 X bir küme, B ⊂ 2X olsun. B ailesi

i) ∅ /∈ B

ii) A,B ∈ B⇒ ∃C ∈ B 3 C ⊆ A ∩B

özelliklerini sağlıyor iseB ailesine,X üzerinde bir süzgeç tabanıadıverilir (Bourbaki 1966).

B ailesinin X üzerinde ürettiği süzgeç,

F = {F ⊆ X | ∃B ∈ B : B ⊆ F}

dir (Bourbaki 1966).

Tanım 2.6 (X, τ) bir topolojik uzay, F ∈ F (X) ve x ∈ X olsun. (X, τ) topolojik

uzayında x noktasının komşuluklar ailesi Vτ (x) ile gösterilsin. Eğer;

i) Vτ (x) ⊆ F ise, F süzgeci x noktasına yakınsar denir,

ii) Her F ∈ F ve her V ∈ Vτ (x) için V ∩ F 6= ∅ oluyor ise, x noktasıF süzgecinin

bir yı̆gılma noktasıdır denir (Bourbaki 1966).

Bu iki durum sırasıyla F→ x ve F x gösterimleri ile ifade edilir.

Tanım 2.7 X bir küme ve F ∈ F (X) olsun. Eğer, F süzgecinden daha ince başka

bir süzgeç bulunamıyor ise F süzgecine ultrasüzgeç adıverilir (Bourbaki 1966).

X kümesi üzerinde tanımlıtüm ultrasüzgeçlerin ailesi U (X) ile gösterilecektir.

Tanım 2.8 X bir küme, I bir indis kümesi, {(Yβ, τβ)}β∈I topolojik uzaylarının bir

ailesi ve {fβ : X −→ Yβ}β∈I bir fonksiyonlar ailesi olsun.

Sβ :=
{
f−1
β (Uβ) | Uβ ∈ τβ

}
5



olmak üzere S =
⋃
β∈I

Sβ ailesi, X üzerinde bir topoloji için alttabandır. S ailesi

tarafından üretilen topolojiye {fβ : X −→ Yβ}β∈I ailesine kaŗsılık gelen başlangıç

topolojisi (zayıf topoloji) adıverilir (Munkres 1975).

Tanım 2.9 {(Xβ, τβ)}β∈I topolojik uzayların bir ailesi ve X =
∏
β∈I
Xβ olsun.

β ∈ I için β-ıncı izdüşüm fonksiyonu πβ ile gösterilmek üzere, {πβ}β∈I ailesinin

X üzerinde ürettiği başlangıç topolojisine özel olarak; çarpım topoloji adıverilir

(Munkres 1975).

Tanım 2.10 X ve Y iki topolojik uzay ve f : X −→ Y bire-bir fonksiyon olsun.

Eğer;

f
′
: X −→ f (X)

x −→ f
′
(x) = f (x)

biçiminde tanımlıf
′
fonksiyonu bir homeomorfizm oluyorsa, f fonksiyonuna topolo-

jik gömülme adıverilir (Munkres 1975).

Çalı̧smamız boyunca metrik ve quasi-metrik kavramlarıalı̧sılagelmi̧sten biraz daha

genel fonksiyonlar için kullanılacaktır. X bir küme olmak üzere d : X×X −→ [0,∞]

fonksiyonu, her x ∈ X için d (x, x) = 0 koşulunu ve üçgen eşitsizliğini sağlıyorsa,

d fonksiyonu bir quasimetrik olarak adlandırılacaktır. d quasimetriğinin simetri

koşulunu sağlamasıdurumunda ise, d fonksiyonu metrik olarak adlandırılacaktır.

(X, d) quasimetrik (metrik) uzay, x ∈ X ve ε > 0 olmak üzere; x merkezli ε yarıçaplı

açık yuvar Bd (x, ε), x merkezli ε yarıçaplıkapalıyuvar Bd [x, ε] ile ifade edilecektir.

Ayrıca A ⊆ X ve ε > 0 olmak üzere;

A(ε) := {x ∈ X | d (x,A) ≤ ε}

biçiminde tanımlanır (Munkres 1975).

(X, d) ve
(
X
′
, d
′)
iki quasimetrik uzay ve f : X −→ X

′
biçiminde tanımlı bir

fonksiyon olsun. Bu durumda;

∀x, y ∈ X : d
′
(f (x) , f (y)) ≤ d (x, y)

6



oluyorsa, f fonksiyonuna geni̧slemeyen dönüşüm adıverilir.

Tanım 2.11 (X, τ) bir topolojik uzay ve d, X üzerinde tanımlıbir metrik olsun.

Bu durumda; d metriği tarafından üretilen τ d topolojisi ile τ çakı̧sıyor ise (X, τ)

topolojik uzayımetrikleşebilirdir denir (Munkres 1975).

Tanım 2.12 (X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere, X kümesinin sayılabilir ve

yoğun en az bir alt kümesi varsa (X, τ) uzayına ayrılabilirdir denir (Munkres 1975).

Tanım 2.13 (X, τ) bir topolojik uzay, x0 ∈ X ve f : X −→ R biçiminde tanımlı

bir fonksiyon olsun. Bu durumda;

∀h > f (x0) : ∃U ∈ V(x0) 3 ∀u ∈ U : h > f (u)

oluyor ise, f fonksiyonu x0 noktasında üstten yarı-süreklidir denir (Bourbaki 1968).

Tanım 2.14 X bir küme ve cl : 2X −→ 2X operatörü,

C1) cl (∅) = ∅,
C2) ∀A ⊆ X : A ⊆ cl (A) ,

C3) ∀A,B ⊆ X : cl (A ∪B) = cl (A) ∪ cl (B) ,

C4) ∀A ⊆ X : cl (cl (A)) = cl (A)

özelliklerini sağlıyor ise cl operatörüne X üzerinde bir topolojik kapanı̧s ope-

ratörü adıverilir. cl operatörü sadece C1-C2-C3 özelliklerini sağlıyor ise pre-

topolojik kapanı̧s operatörü adınıalır (Čech 1966).

Tanım 2.15 X bir küme ve ∗ : X ×X −→ X fonksiyonu

i) ∀x, y ∈ X : x ∗ y ∈ X
ii) ∀x, y, z ∈ X : x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z
özelliklerini sağlıyor ise (X, ∗) ikilisine bir yarıgrup adıverilir (Halıcıoglu 2014).

Tanım 2.16 L boş kümeden farklı bir indis kümesi, her λ ∈ L için Jλ 6= ∅ ve

(Xλ,j)j∈Jλ,λ∈L bir kümeler ailesi olsun. I =
∏
λ∈L

Jλ olmak üzere aşağıdaki eşitlikler
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mevcuttur. ⋃
λ∈L

(⋂
j∈Jλ

Xλ,j

)
=

⋂
f∈I

(⋃
λ∈L

Xλ,f(λ)

)
⋂
λ∈L

( ⋃
j∈Jλ

Xλ,j

)
=

⋃
f∈I

(⋂
λ∈L

Xλ,f(λ)

)

Bu özelliğe kısaca; tam dağılım özelliği adıverilmektedir (Bourbaki 1968).

Tanım 2.17 X bir küme ve R, X üzerinde tanımlıbir bağıntıolsun. Bu durumda;

X kümesinin her bir elemanı, X kümesinin bir alt kümesi oluyorsa ve X kümesi,

R bağıntısına göre iyi sıralı ise, X kümesine bir ordinal sayıadıverilir. 0 = ∅

en küçük ordinal sayıdır ve her bir ordinal sayı, kendisinden önce gelen ordinallerin

iyi sıralıbir kümesidir. α bir ordinal sayıolmak üzere; α dan büyük olan en küçük

ordinal sayıya α nın önde geleni adıverilir ve α+1 biçiminde ifade edilir. Herhangi

bir ordinal sayının önde geleni olmayan, sıfırdan farklıordinal sayıya limit ordinal

adıverilir (Jech 1978).

Tanım 2.18 X bir küme ve A ⊆ X olmak üzere;

θA : X −→ P

x −→ θA (x) :=

 0 , x ∈ A

∞ , x /∈ A

biçiminde tanımlanan fonksiyona A kümesinin gösterge fonksiyonu (indicator

function) adıverilir. Herhangi bir w <∞ için θwA = θA ∧ w dır.

2.2 Kategori Teoriye İli̧skin BazıTemel Kavramlar

Matematiksel bir yapıinşa etmek isteyen her araştırmacı, bu yapıile eş anlamlıbir

matematiksel yapıolup olmadı̆gınıve bu yapının mevcut yapılar ile arasındaki ili̧s-

kileri araştırmak zorundadır. Bu aşamada, ihtiyaç duyulan kavram kategori teoridir.
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Kategori tanımıve kategori örneklerini vermeden önce aşağıdaki tabloyu inceleyelim:

Yapılar YapıyıKoruyan Dönüşümler

Kümeler Sınıfı Fonksiyonlar Set

Topolojik Uzaylar Sürekli Fonksiyonlar Top

Metrik Uzaylar Geni̧slemeyen Dönüşümler Met

Vektör Uzaylar Lineer Dönüşümler Vec

Birinci sütuna, her bir ögesi üzerinde bir matematiksel yapıolan aileler, ikinci sütuna

bu ögeler arasındaki matematiksel özellikleri taşıyan dönüşümler yazılmı̧stır. Her bir

satır, birer kategori örneğidir.

Tanım 2.19 Bir C kategorisi aşağıda verilen parçalardan oluşur;

i) ElemanlarıC-nesnelerden oluşan ve |C| biçiminde ifade edilen bir sınıf,

ii) C-nesnelerin keyfi bir (A,B) çifti için C (A,B) biçiminde gösterilen ve A −→ B

tanımlımorfizmler kümesi,

iii) Her A ∈ |C| için IA : A −→ A biçiminde tanımlıbirim dönüşümler,

iv) C-nesnelerden oluşan her (A,B,D) üçlüsü için

◦ : C (A,B)× C (B,D) −→ C (A,D)

(f, g) −→ f ◦ g

biçiminde tanımlıve

∀B,C ∈ |C| ,∀f ∈ C (A,B) ,∀g ∈ C (C,A) : f ◦ IA = f ve IA ◦ g = g

özelliğini sağlayan fonksiyon olmalıdır. Burada; C (A,B) kümelerinin iki̧ser iki̧ser

ayrık olduğu unutulmamalıdır (Adámek vd. 1990).

Tanım 2.20 C ve A iki kategori olmak üzere, aşağıdaki özellikler sağlanıyor ise A

kategorisi C nin bir alt kategorisidir denir.

i) |A| ⊂ |C|

ii) ∀A,B ∈ |A| : A (A,B) ⊂ C (A,B)

iii) A kategorisi üzerindeki bileşke i̧slemi, C kategorisi üzerindeki bileşke i̧sleminin

A ya kısıtlamasıdır.
9



iv) Her A ∈ |A| için IA birim morfizmi C ve A kategorilerinde aynımorfizmdir

(Adámek vd. 1990).

Tanım 2.21 C ve D iki kategori ve F : C −→ D biçiminde tanımlıolmak üzere; C

kategorisindeki her A nesnesi için F (A) da D kategorisinde nesne, C kategorisindeki

her f : A −→ B dönüşümü için F (f) : f (A) −→ f (B) dönüşümü de D kate-

gorisinde bir dönüşüm oluyorsa ve aşağıdaki özellikler sağlanıyor ise, F dönüşümüne

C kategorisinden D kategorine tanımlıbir funktor adıverilir.

i) ∀A ∈ |C| : F (IA) = IF (A)

ii) ∀f, g ∈Mor (C) : F (f ◦ g) = F (f) ◦ F (g)

(Adámek vd. 1990).

Tanım 2.22 C ve D iki kategori ve F : C −→ D biçiminde tanımlıfonksiyon bu iki

kategori arasında tanımlıbir funktor olsun. Bu durumda;

i) F morfizmler üzerinde bire-bir ise F funktoruna gömülme (embedding) funk-

toru denir.

ii) ∀A,B ∈ |C| için F : C (A,B) −→ D (F (A) , F (B)) dönüşümü bire-bir ise F

funktoruna düzenli (faithfull) funktor denir.

iii) ∀A,B ∈ |C| için F : C (A,B) −→ D (F (A) , F (B)) dönüşümü örten ise F funk-

toruna dolu (full) funktor denir.

(Adámek vd. 1990).

Tanım 2.23 A ve C iki kategori ve A, C nin bir alt kategorisi olsun. F : A ↪→ C

funktoru her A ∈ |A| ve her f ∈ Mor (A) için F (A) := A ve F (f) := f biçiminde

tanımlıise F funktoruna içerme funktoru denir.

Tanım 2.24 C ve D iki kategori ve F : C −→ D biçiminde tanımlıfonksiyon bu iki

kategori arasında tanımlıbir funktor olsun. Bu durumda; G : D −→ C biçiminde

tanımlıve G ◦ F = idC, F ◦ G = idD eşitliklerini sağlayan bir G funktoru varsa F

funktoruna izomorfizm adıverilir. F : C −→ D funktoru izomorfizm ise C ve D

kategorileri izomorf kategorilerdir. (Adámek vd. 1990).
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Tanım 2.25 C bir kategori olmak üzere; U : C −→ SET biçiminde tanımlıen azın-

dan bir düzenli funktor bulunabiliyor ise C kategorisine belirli (concrete) kate-

gori, U dönüşümüne ise unutkan (forgetful) funktor adıverilir (Adámek vd. 1990).

Nesneleri metrik uzaylar, dönüşümleri geni̧slemeyen dönüşümler olan fonksiyonlar-

dan oluşan kategori metrik uzaylar kategorisi olarak adlandırılır ve kısaca Met ile

gösterilir. Nesneleri quasimetrik uzaylar, dönüşümleri geni̧slemeyen dönüşümler olan

fonksiyonlardan oluşan kategori quasimetrik uzaylar kategorisi olarak adlandırılır ve

kısaca qMet ile gösterilir. Set, Top, Met ve qMet kategorileri belirli kategori örnek-

leridir.

Tanım 2.26 C bir belirli kategori olsun. Bu durumda; aşağıdaki özellikler sağlanıyor

ise, C ye topolojik kategori adıverilir.

i) Başlangıç yapılarımevcuttur:

X bir küme I bir indis kümesi olmak üzere; C-nesnelerin bir (Xi, ξi)i∈I ailesi ve

(fi : X −→ Xi)i∈I fonksiyonlar ailesi için, X üzerinde bir tek ξ, C-yapısı

(fi : X −→ (Xi, ξi))i∈I

ailesine kaŗsılık gelen başlangıç yapısıdır. Yani; her (Y, η) ∈ |C| için, bir

g : (Y, η) −→ (X, ξ)

dönüşümünün C-morfizm olmasıiçin gerek ve yeter koşul

∀i ∈ I için fi ◦ g : (Y, η) −→ (Xi, ξi)

dönüşümlerinin birer C-morfizm olmasıdır.

ii) Her X kümesi için, X üzerinde tanımlanabilen C-yapıların ailesi bir kümedir.

iii) Tek elemanlıher küme üzerinde bir tek C-yapıtanımlıdır.

(Preuss 1987).

Tanım 2.27 C bir belirli kategori ve X, C nin bir nesnesi olsun. Eğer her Y kümesi

için X nesnesinden Y kümesine tanımlı her fonksiyon bir C-morfizm oluyorsa X

nesnesine ayrık nesne, Y kümesinden X nesnesine tanımlıher fonksiyon bir C-

morfizm oluyorsa X nesnesine ayrık olmayan nesne denir (Adámek vd. 1990).
11



Tanım 2.28 C bir kategori, A, C nin bir alt kategorisi ve F : A ↪→ C biçiminde

tanımlıbir içerme funktoru olsun. Bu durumda;

i) C nin her X nesnesi için A nın bir XA nesnesi ve bir rX : X −→ XA morfizmi,

A nın her Y nesnesi ve f : X −→ Y biçiminde tanımlıher C-morfizm için bir tek

f∗ : XA −→ Y A-morfizmi f∗ ◦ rX = f olacak biçimde tanımlanabiliyor ise A, C

içinde yansımalıdır denir. Bu durumda; rX dönüşümü X nesnesinin A yansı-

masıolarak adlandırılır veya XA nesnesine X nesnesinin A yansımasıadıverilir

(Herrlich 1983).

ii) C nin her X nesnesi için A nın bir XA nesnesi ve bir mX : XA −→ X morfizmi,

A nın her Y nesnesi ve f : Y −→ X biçiminde tanımlıher C-morfizm için bir tek

f ∗ : Y −→ XA A-morfizmi mX ◦ f ∗ = f olacak biçimde tanımlanabiliyor ise A, C

içinde ko-yansımalıdır denir. Bu durumda; mX dönüşümü X nesnesinin A ko-

yansımasıolarak adlandırılır veya XA nesnesine X nesnesinin A ko-yansıması

adıverilir (Herrlich 1983).
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3. YAKLAŞMA UZAYLARI

Yaklaşma uzayları; uzaklık fonksiyonu, limit operatörü, yaklaşma sistemi, ölçek, zarf

operatörü, komşuluk sistemi, kapanı̧s kulesi, fonksiyonel ideal yakınsaklık ve fonk-

siyon çatısıolarak adlandırılan, matematiksel olarak eş kavramlardan herhangi biri

ile karakterize edilebilir. Bu kavramların tümünü aynıanda incelemek, kısıtlıbir

süre zarfında mümkün olmadı̆gından tez çalı̧smamızı; teorinin iskeleti olarak değer-

lendirilebilecek olan uzaklık fonsiyonu, limit operatörü, yaklaşma sistemi ve ölçek

olarak adlandırılan kavramlar üzerinde yoğunlaştırdık. İlk olarak; bu kavramlar

tanımlanarak temel özellikleri verilecektir. Daha sonra, bu kavramların matematik-

sel olarak eş yapılar olduğunun nasıl elde edildiği açıklanacaktır.

3.1 Yaklaşma UzaylarınıKarakterize Eden Matematiksel Yapılar

Çalı̧smamız boyunca; [0,∞] kapalıaralı̆gı, üzerinde tanımlıalı̧sılmı̧s sıralama bağın-

tısı, tam latis yapısı ve toplamsal yarıgrup yapısıyla ele alınacaktır. x ∈ [0,∞)

olmak üzere

x+∞ =∞+ x =∞

∞+∞ =∞

∞− x =∞

∞−∞ = 0

olarak kabul edilecektir. [0,∞] kapalıaralı̆gıtoplamsal yarıgrup olduğundan, çıkarma

i̧slemine ihtiyaç duyduğumuz durumlarda,

∀a, b ∈ [0,∞] : a	 b = (a− b) ∨ 0

biçiminde tanımlı"	" i̧slemi kullanılacaktır. Kısalık açısından, [0,∞] kapalıaralı̆gı

P ile gösterilecektir.

3.1.1 Uzaklık Fonksiyonu

Bir X kümesinin herhangi iki noktasıarasındaki uzaklık, yani "metrik" kavramı,

ilk olarak 1906 yılında Fréchet tarafından tanımlanmı̧stır. Daha sonra, 1914 yılında
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Hausdorff bir (X, d) metrik uzayında, bir noktanın bir kümeye olan uzaklı̆gını;

δd : X × 2X −→ [0,∞]

(x,A) −→ δd (x,A) = inf
a∈A

d (x, a)

fonksiyonu yardımıyla ifade etmi̧stir. Lowen, bu kavramın daha soyut matematiksel

yapılar üzerinde ifade edilip edilemeyeceğini araştırmı̧s ve 1987 yılında herhangi bir

X kümesi üzerinde bir noktanın bir kümeye olan uzaklı̆gını,

δ : X × 2X −→ P

(x,A) −→ δ(x,A)
(3.1)

biçiminde tanımlıve belirli koşullarısağlayan bir fonksiyon yardımıyla tanımlamı̧stır.

Böylece, Hausdorff tarafından ifade edilen tanımın analoğu; X bir topoloji ile do-

natıldı̆gında, hatta X bir düzgünlük yapısıile donatıldı̆gında da verilebilecektir.

Uzaklık fonksiyonu tanımınıvermeden önce, bu tanımıverirken kullanacağımız bir

kavramıifade edelim. Herhangi bir X kümesi verilsin ve δ fonksiyonu (3.1) de ifade

edildiği gibi alınsın. Bu durumda, A ⊆ X ve ε ∈ P olmak üzere;

A(ε) := {x ∈ X | δ(x,A) ≤ ε}

dir.

Tanım 3.1 X bir küme olmak üzere,

δ : X × 2X −→ P

fonksiyonu aşağıda verilen özellikleri sağlıyor ise, δ fonksiyonuna uzaklık fonksi-

yonu adıverilir.

D1) ∀A ⊆ X : x ∈ A⇒ δ(x,A) = 0,

D2) ∀x ∈ X : δ(x, ∅) =∞,

D3) ∀x ∈ X, ∀A,B ⊆ X : δ(x,A ∪B) = min {δ(x,A), δ(x,B)} ,

D4) ∀x ∈ X, ∀A ⊆ X, ∀ε ∈ P : δ(x,A) ≤ δ(x,A(ε)) + ε

dur (Lowen 1989).
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Örnek 3.1 (X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere,

δτ : X × 2X −→ P

(x,A) −→ δτ (x,A) =

 0 , x ∈ clτ (A)

∞ , x /∈ clτ (A)

biçiminde tanımlanan fonksiyon X üzerinde bir uzaklık fonksiyonudur.

Önerme 3.1 X bir küme ve δ : X × 2X −→ P, X üzerinde bir uzaklık fonksiyonu

olsun. Bu durumda, aşağıdaki özellikler sağlanır.

i) ∀x ∈ X, ∀A,B ⊆ X : A ⊆ B ⇒ δ(x,B) ≤ δ(x,A),

ii) ∀x ∈ X, ∀A ⊆ 2X , A sonlu elemanlıiçin δ(x,
⋃
A) = min

A∈A
δ(x,A),

iii) ∀x ∈ X, ∀A,B ⊆ X : δ(x,A) ≤ δ(x,B) + sup
b∈B

δ(b, A)

dır (Lowen 1989).

İspat. i) A ⊆ B olsun. (D3) özelliğinden; δ(x,B) = δ (x,A ∪B) ≤ δ(x,A) dır.

ii) x ∈ X,A = (Ak)k∈{1,2,...,n} ⊆ 2X olsun. Eşitliğin gerçeklendiğini tümevarım

yöntemini kullanarak ispatlayalım. n− 1 ∈ N için

δ(x,
n−1⋃
k=1

Ak) = min
1≤k≤n−1

δ(x,Ak) (3.2)

eşitliğinin gerçeklendiğini kabul edelim. Bu durumda, n için

δ(x,
n⋃
k=1

Ak) = δ

(
x,

(
n−1⋃
k=1

Ak

)⋃
An

)
yazılabilir. (3.2) ve (D3) kullanılırsa

δ(x,
n⋃
k=1

Ak) = min

{
δ(x,

n−1⋃
k=1

Ak), δ(x,An)

}
= min

{
min

1≤k≤n−1
δ(x,Ak), δ(x,An)

}
= min

1≤k≤n
δ(x,Ak)

elde edilir.

iii) x ∈ X ve A,B ⊆ X olsun. ε = inf
{
θ ∈ P | B ⊂ A(θ)

}
ve y ∈ B alınırsa,

B ⊂ A(θ) koşulunu sağlayan her θ için y ∈ A(θ) olacağından δ(y, A) ≤ θ dır. Bu

durumda, δ(y, A) ≤ inf θ = ε elde edilir. Böylece, B ⊂ A
(ε)
olur ve (i) özelliğinden,

δ(x,A
(ε)

) ≤ δ(x,B) (3.3)
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eşitsizliği sağlanır. Ayrıca; t > 0 olmak üzere sup
b∈B

δ(b, A) < t olduğu kabul edilirse,

B ⊂ A(t) bulunur ve

ε = inf
{
θ ∈ P | B ⊂ A(θ)

}
≤ t (3.4)

eşitsizliği gerçeklenir. O halde; ε ≤ sup
b∈B

δ(b, A) dır. Böylece; (3.3) ve (3.4) eşitsiz-

likleri ve (D4) kullanılırsa

δ(x,A) ≤ δ(x,B) + sup
b∈B

δ(b, A)

eşitsizliği elde edilir.

3.1.2 Limit Operatörü

Limit operatörü; bir noktanın, bir süzgecin limit noktası olmaya ne kadar yakın

olduğunu ölçen bir fonksiyon olarak değerlendirilebilir. Öncelikle; bu operatörü

tanımlarken kullanacağımız notasyonlarıve kavramlarıifade edelim. X kümesi ü-

zerinde tanımlıtüm süzgeçlerin ailesi F (X) ve tüm ultrasüzgeçlerin ailesi U (X) ile

gösterilecektir. Ayrıca, bir F süzgecinden ince olan tüm süzgeçlerin (ultrasüzgeç-

lerin) ailesi F (F) (U (F)) ile gösterilecektir. X bir küme ve A ⊆ 2X olmak üzere, A

ailesinin yı̆gını;

stackA := {B ⊆ X | ∃A ∈ A : A ⊆ B}

biçiminde tanımlanır. stackA ailesi süzgeç olmak zorunda değildir. Eğer, A ailesi

bir süzgeç tabanıise, stackA süzgeç olup A süzgeç tabanının ürettiği süzgeçtir. Özel

olarak; A ailesi yerine A ⊆ X alt kümesi alınırsa,

stackA = {B ⊆ X | A ⊆ B}

ailesi bir süzgeç olur ve stackA kısaca
•
A ile gösterilir. F ∈ F (X) süzgecinin keseni;

secF :=
⋃

U∈U(F)

U = {A ⊆ X | ∀F ∈ F : A ∩ F 6= ∅} (3.5)

biçiminde tanımlanır. secF ailesi süzgeç olmak zorunda değildir, ancak daima

F ⊆ secF dir. A ⊆ X ve A 6= ∅ ise, kolaylık sağlamasıaçısından F (stackA) yerine

F (A),U (stackA) yerine iseU (A) gösterimleri kullanılacaktır (Dolecki ve Maynard 2016).
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Örnek 3.2 (R,U) topolojik uzayında, A = {[0, 1] , [2, 3]} ailesi verilsin. Bu du-

rumda, stackA süzgeç değildir.

Örnek 3.3 F = stack {[0, 1]} süzgecinin keseni süzgeç değildir.

Tanım 3.2 X bir küme, J herhangi bir indis kümesi ve F ∈ F (J) olsun. Bu

durumda,

σ : J −→ F (X)

j −→ σ (j) = Fj

olmak üzere; σ fonksiyonunun F süzgecine göre köşegen süzgeci,∑
σ (F) =

∨
A∈σ(F)

⋂
G∈A
G =

∨
FεF

⋂
jεF

σ (j) (3.6)

biçiminde tanımlanır (Kowalsky 1954).

(3.6) eşitliğinde
∨
sembolü, bir süzgeçler ailesinin supremumu için kullanılmı̧stır ve

bu supremum mevcuttur. Yukarıda tanımlanan σ fonksiyonu, her bir j ∈ J indisine

F(X) ailesinin bir tek Fj süzgecini kaŗsılık getirmektedir. Bu nedenle; (σ (j))j∈J

ailesi, X kümesi üzerinde tanımlısüzgeçlerin bir seçimi olarak adlandırılır.

Önerme 3.2 J, L ve K boş kümeden farklıbirer küme, σ : J → F(X),

γ : L→ F(J) ve F ∈ F(J) olsun. Bu durumda, aşağıdaki özellikler sağlanır.

i)
∑
σ(F) =

⋃
F∈F

⋂
j∈F

σ(j)

ii)
∑
σ(
⋂
l∈L

γ(l)) =
⋂
l∈L

∑
σ(γ(l))

iii)
∑
σ(F) =

⋂
ρ∈

∏
j∈J

U(σ(j))

∑
ρ(F)

iv)
∑
σ(F) =

⋂
ρ∈

∏
j∈J

U(σ(j))

⋂
U∈U(F)

∑
ρ(U)

v) (3.6) eşitliğinde; ele alınan tüm süzgeçler ultrasüzgeç ise, köşegen süzgeç de

ultrasüzgeçtir (Lowen 1997).
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Lemma 3.1 X bir küme ve F ∈ F (X) olsun. Eğer; her U ∈ U(F) için bir s(U) ∈ U

ögesi seçilebiliyor ise,
⋃
U∈Us

s(U) ∈ F olacak biçimde sonlu elemanlıbir Us ⊆ U(F)

ailesi vardır (Lowen 1997).

İspat. F bir süzgeç olmak üzere her U ∈ U(F) için bir s(U) ∈ U seçilebilsin. Ancak,⋃
U∈Us

s(U) ∈ F olacak biçimde sonlu elemanlıbir Us ⊆ U(F) kümesi olmadı̆gınıkabul

edelim. Dolayısıyla;

F ∪ {X\s(U) | U ∈ U(F)}

kümesi sonlu arakesit özelliğine sahip olduğundan, bir süzgeç tabanıdır ve böylece

bir süzgeç üretir. Bu durumda,

G := F ∪ {X\s(U) | U ∈ U(F)} ⊂ U ′

olacak biçimde bir U ′ ultrasüzgeci vardır. F ⊂ U ′ olduğundan U ′ ∈ U(F) dir. O

halde; U ′ süzgecine kaŗsılık bir s(U ′) ∈ U ′ vardır. Ancak; X\s(U ′) ∈ U ′ olduğundan

çeli̧ski elde edilir.

Lemma 3.2 X bir küme, U ∈ U (X) ve f : X −→ P bir fonksiyon olsun. Bu

durumda;

sup
U∈U

inf
y∈U

f(y) = inf
U∈U

sup
y∈U

f(y)

dir (Lowen ve Colebunders 1988).

İspat. α > 0 olmak üzere inf
U∈U

sup
y∈U

f(y) < α olduğunu kabul edelim. Bu durumda,

∃U ∈ U 3 ∀y ∈ U : f(y) < α

dır. Ayrıca, her V ∈ U için U ∩ V 6= ∅ olduğundan

∃zv ∈ U ∩ V 3 f (zv) < α

olacaktır. Bu durumda,

∀V ∈ U : inf
z∈V

f(z) < α
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elde edilir. Böylece; sup
U∈U

inf
y∈U

f(y) ≤ α bulunur. Tersine; inf
U∈U

sup
y∈U

f(y) > α olduğunu

kabul edelim. Bu durumda,

∀U ∈ U : ∃y ∈ U 3 f(y) > α

dır. Her U ∈ U için y ∈ {z | f (z) > α}∩U olduğundan {z | f (z) > α} ∈ secU = U

dur. Ayrıca; inf
y∈{z|f(z)>α}

f(y) ≥ α olacaktır. O halde,

sup
U∈U

inf
y∈U

f(y) ≥ α

dır.

Tanım 3.3 X bir küme olmak üzere,

λ : F(X) −→ PX

fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlıyor ise, λ fonksiyonuna X üzerinde bir limit

operatörü adıverilir.

L1) ∀x ∈ X :
[
λ(
•
x)
]

(x) = 0,

L2) J herhangi bir indis kümesi ve her j ∈ J için Fj ∈ F(X) ise,

λ

(⋂
j∈J
Fj

)
= sup

j∈J
λFj ,

L3) ∀F ∈ F (X) ve ∀σ : X −→ F(X) fonksiyonu için,

λ (
∑
σ (F)) ≤ λF+ sup

x∈X
λ (σ (x)) (x)

dir (Lowen 1997).

Örnek 3.4 X bir küme olmak üzere,

λ : F (X) −→ PX

F −→ λF =

 θ{x} , F =
•
x

∞ , F 6= •
x

biçiminde tanımlıfonksiyon X üzerinde bir limit operatörüdür.
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Teorem 3.1 X bir küme ve λ : F(X) −→ PX fonksiyonu (L1) özelliğini sağlasın.

Bu durumda, λ fonksiyonunun limit operatörü olmasıiçin gerek ve yeter koşul,

L2w) ∀G,F ∈ F (X) 3 G ⊆ F : λF ≤ λG

ve

L) ∀J 6= ∅, ∀ψ : J −→ X, ∀σ : J −→ F(X), ∀F ∈ F (J) için,

λ (
∑
σ (F)) ≤ λ (ψ (F)) + sup

j∈J
λ (σ (j)) (ψ (j))

özelliklerinin sağlanmasıdır (Lowen 1997).

İspat. λ fonksiyonu bir limit operatörü olsun. Bu durumda; (L2w) özelliğinin

sağlandı̆gıaçıktır. (L) özelliğinin sağlandı̆gınıgösterelim. J 6= ∅, ψ : J −→ X, σ :

J −→ F(X) ve F ∈ F (J) olsun.

ρ : X −→ F(X)

x −→ ρ (x) =


•
x , x /∈ ψ (J)⋂

j∈ψ−1(x)

σ (j) , x ∈ ψ (J)

biçiminde tanımlansın. ψ (F) ile, F süzgecinin ögelerinin ψ fonksiyonu altındaki

görüntülerinin kümesi tarafından üretilen süzgeç gösterilsin. Bu durumda; ψ (F)

süzgeci ve (ρ (x))x∈X seçimi için (L3) ifade edilebilir. Ayrıca, (L) özelliğinin sağ-

landı̆gınıgörmek için ∑
ρ (ψ (F)) ⊆

∑
σ (F) (3.7)

kapsamasına ihtiyaç duyulacaktır. Öncelikle (3.7) nin doğru olduğunu gösterelim.

W ∈
∑
ρ (ψ (F)) olsun. (3.6) kullanılırsa;

∃G ∈ ψ (F) 3 ∀x ∈ G : W ∈ ρ(x) (3.8)

dir. G ∈ ψ (F) olduğundan en azından bir JF ∈ F için ψ (JF ) ⊂ G dir. O halde,

∀j ∈ JF : ψ (j) ∈ G (3.9)

olur ve (3.8) kullanılırsa, her j ∈ JF içinW ∈ ρ(ψ (j)) olduğu elde edilir. Dolayısıyla,

her j ∈ JF için j ∈ ψ−1 (ψ (j)) olduğundan ρ fonksiyonunun tanımından W ∈ σ (j)

dir. Böylece; en azından bir JF ∈ F için W ∈
⋂
j∈JF

σ (j) olduğu elde edilir ve (3.7)
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ile verilen kapsama sağlanır. Sırasıyla; (3.7), (L2W), (L3), ρ fonksiyonunun tanımı,

(L1) ve (L2) kullanılırsa,

λ (
∑
σ (F)) ≤ λ (

∑
ρ (ψ (F)))

≤ λ (ψ (F)) + sup
x∈X

λ (ρ(x)) (x)

= λ (ψ (F)) + sup
x∈ψ(J)

λ

 ⋂
j∈ψ−1(x)

σ(j)

 (x)

= λ (ψ (F)) + sup
j∈J

λ (σ (j)) (ψ (j))

eşitsizliği elde edilir ve (L) özelliği sağlanır. Diğer yandan, (L2w) ve (L) özel-

liklerinin sağlandı̆gınıkabul edelim. (L3) özelliğinin sağlandı̆gınıgörmek için; (L)

özelliğini J := X ve ψ = idX seçerek yazmak yeterlidir. Son olarak; (L2) özel-

liğinin sağlandı̆gınıgösterelim; x ∈ X, J herhangi bir indis kümesi ve her j ∈ J için

Fj ∈ F (X) olsun. Bu durumda;

σ : J −→ F (X) , σ (j) = Fj

ψ : J −→ X,ψ (j) = x

F := {J}

olarak alınırsa, ∑
σ (F) =

⋂
j∈J
Fj

λψ (F) (x) = 0

sup
j∈J

λ (σ (j)) (ψ (j)) = sup
j∈J

λ (Fj) (x)

(3.10)

eşitliklerinin sağlandı̆gıkolayca görülür. (L) özelliği ve (3.10) kullanılırsa,

λ

(⋂
j∈J
Fj

)
≤ sup

j∈J
λFj eşitsizliği elde edilir. Diğer yandan, her j ∈ J için

⋂
j∈J
Fj ⊂ Fj

kapsamasımevcut olduğundan (L2w) özelliği kullanılarak, sup
j∈J

λFj ≤ λ

(⋂
j∈J
Fj

)
eşitsizliği elde edilir.

Teorem 3.2 X bir küme olmak üzere λ : F(X) −→ PX fonksiyonu (L1) ve (L2w)

özelliklerini sağlasın. Bu durumda, λ fonksiyonunun limit operatörü olması için

gerek ve yeter koşul
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L*) ∀J 6= ∅,∀ψ : J −→ X, ∀σ : J −→ F(X) ve ∀F ∈ F (J) için

λ (
∑
σ (F)) ≤ λ (ψ (F)) + inf

F∈F
sup
j∈F

λ (σ (j)) (ψ (j))

özelliğinin sağlanmasıdır (Lowen 1997).

İspat. λ fonksiyonu bir limit operatörü olsun. Teorem 3.1 den, λ fonksiyonu (L)

özelliğini sağlar. O halde; J 6= ∅, ψ : J −→ X,

σ : J −→ F (X) ve F ∈ F (J) olmak üzere,

sup
j∈J

λ (σ (j)) (ψ (j)) ≤ inf
F∈F

sup
j∈F

λ (σ (j)) (ψ (j)) (3.11)

eşitsizliğinin sağlandı̆gıgösterilebilirse (L*) özelliği elde edilir. ε > 0 olmak üzere

inf
F∈F

sup
j∈F

λ (σ (j)) (ψ (j)) < ε olduğunu kabul edelim. Bu durumda;

∃Fε ∈ F : sup
j∈Fε

λ (σ (j)) (ψ (j)) < ε

bulunur.
σ
′
: J −→ F(X)

j −→ σ
′
(j) :=

 stackψ (j) , j /∈ Fε

σ(j) , j ∈ Fε
biçiminde tanımlansın. Bu durumda; {F ∈ F |F ⊆ Fε} ailesi, F süzgeci için bir

süzgeç tabanıolduğundan σ
′
(F ) = σ(F ) elde edilir. (L1) özelliği ve σ′ dönüşümünün

tanımından,

sup
j∈J

λ
(
σ
′
(j)
)

(ψ (j)) = sup
j∈Fε

λ (σ (j)) (ψ (j)) < ε

elde edilir ve böylece (3.11) eşitsizliği sağlanır. Diğer yandan, (L1) ve (L2w) özel-

liklerini sağlayan λ fonksiyonunun (L*) özelliğini de sağladı̆gını kabul edelim. λ

fonksiyonunun Teorem 3.1 de verilen (L) özelliğini sağladı̆gıgösterilebilir ise limit

operatörü olduğu ispatlanmı̧s olur. J 6= ∅, ψ : J → X, σ : J → F(X) ve F ∈ F (J)

olsun. Bu durumda (L*) kullanılırsa,

λ (Σσ (F)) ≤ λ (ψF) + inf
F∈F

sup
j∈F

λ (σ (j)) (ψ (j))

≤ λ (ψF) + sup
j∈F

λ (σ (j)) (ψ (j))

elde edilir ve (L) özelliği sağlanır.
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Teorem 3.3 X bir küme olmak üzere, λ : F(X) −→ PX fonksiyonu (L1) ve (L2)

özelliklerini sağlasın. Bu durumda λ fonksiyonunun limit operatörü olmasıiçin gerek

ve yeter koşul

L3∗) ∀F ∈ F (X) ve ∀σ : X −→ F(X), (σ (x))x∈X seçimi için

λ (
∑
σ (F)) ≤ λF+ inf

F∈F
sup
x∈F

λ (σ (x)) (x)

özelliğinin sağlanmasıdır (Lowen 1997).

İspat. Teorem 3.2 nin ispatına benzer şekilde kolayca gösterilebilir.

Buraya kadar ele alınan karakterizasyonlar, süzgeçler yardımıyla formülize edilmi̧stir.

Ancak, limit operatörü özel olarak ultrasüzgeçler yardımıyla da tanımlanabilir. Gerçek-

ten, her F ∈ F(X) için λF fonksiyonu

λF = sup
U∈U(F)

λU (3.12)

biçiminde ifade edilebilir.

Lemma 3.3 X bir küme, J herhangi bir indis kümesi ve σ : J −→ U(X) fonksi-

yonu X kümesi üzerinde tanımlıultrasüzgeçlerin bir seçimi olsun. Bu durumda,

U (
∑
σ ({J})) = {

∑
σ (W) | W ∈ U(J)}

dir (Lowen 1997).

İspat. V ∈ U (
∑
σ ({J})) ve V /∈ {

∑
σ (W) | W ∈ U(J)} olduğunu kabul edelim.

V bir ultrasüzgeç ve her W ∈ U(J) için
∑
σ (W) ultrasüzgeç olduğundan,∑

σ (W) * V ve V *
∑
σ (W)

dır.
∑
σ (W) * V kabulü ile ispata devam edelim. V *

∑
σ (W) kabulü ile de ispat

benzer şekilde elde edilir. Böylece; her W ∈ U(J) için

∃AW ∈
∑
σ (W) =

⋃
W∈W

⋂
j∈W

σ(j) 3 AW /∈ V

dir. Dolayısıyla,

∀W ∈ U(J) : ∃W ∈ W 3 (∀j ∈ W : AW ∈ σ(j)) ve AW /∈ V (3.13)
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olacaktır. Lemma 3.1 de F süzgeci yerine {J} alınırsa; her W ∈ U({J}) için

W = S (W) ∈ W ögesi (3.13) gerçeklenecek biçimde seçilebilmektedir. O halde;

sonlu elemanlıbir US = (Wk)1≤k≤n ⊆ U({J}) vardır öyle ki

J =
⋃
W∈US

S (W) =

n⋃
k=1

Wk

ve
n⋃
k=1

AWk
/∈ V

dir. Hipotezden
∑
σ ({J}) =

⋂
j∈J
σ (j) ⊂ V olduğundan,

∃j0 ∈ J :
n⋃
k=1

AWk
/∈ σ (j0) (3.14)

dir. Ancak, J =
n⋃
k=1

Wk eşitliği ve (3.13) kullanılırsa, j0 ∈ J için

∃k ∈ {1, 2, ..., n} 3 j0 ∈ Wk ve AWk
∈ σ (j0)

dır. Bu ise (3.14) ile çeli̧sir. Dolayısıyla;

∀V ∈ U (
∑
σ ({J})) : ∃W ∈ U(J) 3

∑
σ (W) ⊆ V

olur ve
∑
σ (W) = V elde edilir. Diğer yandan, V ∈ {

∑
σ (W) | W ∈ U(J)} ve

V /∈ U (
∑
σ ({J})) olduğunu kabul edelim. Bu durumda

∃W ′ ∈ U(J) : V =
∑
σ
(
W ′
)

(3.15)

olacaktır. Ayrıca, V /∈ U (
∑
σ ({J})) olduğundan

∑
σ ({J}) * V dir. Dolayısıyla

(3.6) kullanılırsa

∃F ∈
⋂
j∈J
σ(j) 3 F /∈ V (3.16)

dir. Böylece, (3.15) ve (3.16 ) den F /∈
⋃

W∈W ′

⋂
j∈W

σ (j) olduğu elde edilir. O halde;

W = J seçimi için de F /∈
⋂
j∈J
σ(j) dir. Bu ise (3.16) ile çeli̧sir. Dolayısıyla kabulümüz

yanlı̧stır.
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Aşağıda verilecek olan teoremlerin ispatları, Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 için verilen

ispatlara benzer olarak elde edilir.

Teorem 3.4 X bir küme olmak üzere, λ : U(X) −→ PX dönüşümü (L1) özelliğini

sağlasın. Bu durumda;

_

λ : F(X) −→ PX

F −→ sup
U∈U(F)

λU

biçiminde tanımlanan fonksiyonunun limit operatörü olmasıiçin gerek ve yeter koşul

LU*) ∀J 6= ∅, ∀ψ : J −→ X, ∀σ : J −→ U(X) ve ∀F ∈ U(J) için,

λ (
∑
σ (F)) ≤ λψ (F) + inf

F∈F
sup
j∈F

λ (σ(j)) (ψ (j))

özelliğinin sağlanmasıdır (Lowen 2015).

Teorem 3.5 X bir küme olmak üzere, λ : U(X) −→ PX dönüşümü (L1) özelliğini

sağlasın. Bu durumda
_

λ : F(X) −→ PX

F −→ sup
U∈U(F)

λU

biçiminde tanımlanan fonksiyonun limit operatörü olmasıiçin gerek ve yeter koşul

LU) ∀J 6= ∅,∀ψ : J −→ X, ∀σ : J −→ U(X) ve ∀F ∈ U(J) için

λ (
∑
σ (F)) ≤ λψ (F) + sup

j∈J
λ (σ(j)) (ψ (j))

özelliğinin sağlanmasıdır (Lowen 2015).

3.1.3 Yaklaşma Sistemleri

X kümesi üzerinde bir yaklaşma sistemi, PX ailesininin belirli koşullarısağlayan bir

alt ailesidir. Bu kavram; metrik kavramının yerelleştirilmesi olarak değerlendirilebilir.

X kümesinin her bir x ∈ X noktasına, PX kümesinin bir A (x) alt ailesi kaŗsılık ge-

tirilir. A (x) ailesinin her bir ögesinin, verilen bir y ∈ X noktasında aldı̆gıdeğer, y

noktasının, x noktasına olan uzaklı̆gıolarak değerlendirilir.
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A ⊆ PX ve ϕ ∈ PX olmak üzere,

∀ε > 0,∀w <∞ : ∃ϕwε ∈ A 3 ϕ ∧ w ≤ ϕwε + ε (3.17)

önermesi gerçekleniyor ise ϕ fonksiyonu, A ailesi tarafından baskılanır denir.

A ⊆ PX ailesi tarafından baskılanan her fonksiyon A ailesine ait oluyor ise, A ailesine

yoğundur denir.

Tanım 3.4 X bir küme, her x ∈ X için A (x) ailesi, PX içinde bir ideal olsun.

Bu durumda, her x ∈ X için A (x) ailesi aşağıda verilen özellikleri sağlıyor ise,

(A (x))x∈X ailesine X üzerinde bir yaklaşma sistemi adıverilir.

A1) ∀ϕ ∈ A (x) : ϕ (x) = 0,

A2) A (x) ailesi yoğun,

A3) ∀ϕ ∈ A (x) ,∀ε > 0 ve ∀w <∞ için ∃ (ϕz)z∈X ∈
∏
z∈X
A (z) vardır öyle ki;

∀z, y ∈ X : ϕ (y) ∧ w ≤ ϕx (z) + ϕz (y) + ε

dır (Lowen 1989).

Örnek 3.5 (X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere, her x ∈ X için

Aτ (x) :=
{
ϕ ∈ PX | ϕ (x) = 0 ve ϕ, x noktasında üstten yarı-sürekli

}
biçiminde tanımlı(Aτ (x))x∈X ailesi X üzerinde bir yaklaşma sistemidir.

Bir yaklaşma sistemi, daha az özelliğe sahip fonksiyon aileleri yardımıile de üretilebilir.

PX üzerinde “≤”bağıntısı;

f ≤ g ⇐⇒ ∀x ∈ X : f (x) ≤ g (x)

biçiminde tanımlansın. B ⊆ PX olmak üzere,

∀ϕ, ψ ∈ B : ∃υ ∈ B 3 ϕ ∨ ψ ≤ υ

önermesi gerçekleniyor ise B ailesine PX içinde bir ideal tabanıdenir. Bu kavramlar

yardımıyla bir yaklaşma sistemi için taban kavramıaşağıdaki şekilde tanımlanır.
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Tanım 3.5 X bir küme ve B = (B (x))x∈X ailesinin her bir ögesi PX içinde bir ideal

tabanıolsun. Bu durumda, her x ∈ X için B (x) ailesi aşağıdaki özellikleri sağlıyor

ise, B ailesine X üzerinde bir yaklaşma tabanıadıverilir.

B1) ∀ϕ ∈ B (x) : ϕ (x) = 0,

B2) ∀ϕ ∈ B (x) ,∀ε > 0 ve ∀w <∞ için ∃ (ϕz)z∈X ∈
∏
z∈X
B (z) vardır öyle ki;

∀z, y ∈ X : ϕ (y) ∧ w ≤ ϕx (z) + ϕz (y) + ε

dır (Lowen 1989).

Yaklaşma tabanı ve yaklaşma sistemi arasındaki ili̧ski belirlenirken, doyurulmuş

küme kavramıkullanılır. B ⊂ PX olmak üzere B ailesi yardımıyla tanımlanan

B̂ :=
{
ϕ ∈ PX | ϕ,B tarafından baskılanır

}
ailesine, B ailesinin doyurulmuşu adıverilir.

Tanım 3.6 X bir küme, (A (x))x∈X X üzerinde bir yaklaşma sistemi, her bir x ∈ X

için B (x) ⊆ PX ve B (x) ailesi bir ideal tabanıolsun. Bu durumda,

∀x ∈ X : A (x) = B̂ (x)

eşitliği mevcut ise, (B (x))x∈X ailesi, (A (x))x∈X yaklaşma sistemi için tabandır ya

da (A (x))x∈X yaklaşma sistemi (B (x))x∈X ailesi tarafından üretilir denir (Lowen 1997).

Önerme 3.3 X bir küme olmak üzere aşağıdaki özellikler vardır.

i) (B (x))x∈X bir yaklaşma tabanıise,
(
B̂ (x)

)
x∈X

ailesi, (B (x))x∈X ailesini taban

kabul eden bir yaklaşma sistemidir.

ii) (B (x))x∈X ailesi verilen bir (A (x))x∈X yaklaşma sistemi için taban ise, (B (x))x∈X

bir yaklaşma tabanıdır.

(Lowen 1989).

İspat. İlk özelliğin sağlandı̆gınıgöstermek için; (B (x))x∈X ailesinin bir yaklaşma

tabanı olduğunu kabul edelim. Öncelikle,
(
B̂ (x)

)
x∈X

ailesinin yaklaşma sistemi
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olduğunu gösterelim. (A1) özelliği için x ∈ X ve ϕ ∈ B̂ (x) alınırsa,

∀ε > 0,∀w <∞ : ∃ϕwε ∈ B (x) 3 ϕ ∧ w ≤ ϕwε + ε

olacağıaçıktır. Ayrıca, sup
w<∞

ϕ (x) ∧ w = ϕ (x) eşitliği her zaman gerçeklendiğinden

ϕ (x) ≤ inf
ε>0
ε = 0 elde edilir. (A2) özelliğinin sağlandı̆gınıgösterelim: x ∈ X, ψ ∈ PX

olsun ve ψ, B̂ (x) tarafından baskılansın. Bu durumda;

∀ε > 0,∀w <∞ : ∃ϕwε ∈ B̂ (x) 3 ψ ∧ w ≤ ϕwε + ε/2

dir. ϕwε ∈ B̂ (x) olduğundan, her ε > 0 ve her w <∞ için

∃τ ∈ B (x) 3 ϕwε ∧ w ≤ τ + ε/2

dir. Böylece, ψ ∧w ≤ τ + ε elde edilir. (A3) özelliğinin sağlandı̆gınıgöstermek için;

ϕ ∈ B̂ (x), ε > 0, w <∞ alalım. Bu durumda, ϕ∧w ≤ ϕwε + ε/2 olacak biçimde bir

ϕwε ∈ B (x) mevcuttur. Ayrıca, B (x) yaklaşma tabanıolduğundan, en azından bir

(ϕz)z∈X ∈
∏
z∈X
B (z) vardır öyle ki;

∀z, y ∈ X : ϕwε (y) ∧ w ≤ ϕx (z) + ϕz (y) + ε/2

dir. Dolayısıyla z, y ∈ X için,

ϕ (y) ∧ w ≤ (ϕwε (y) + ε/2) ∧ w

= ϕwε (y) ∧ w + ε/2

≤ ϕx (z) + ϕz (y) + ε

eşitsizliği elde edilir.
(
B̂ (x)

)
x∈X

ailesinin, (B (x))x∈X ailesini taban kabul ettiği

Tanım 3.6 dan açıktır. İkinci özelliği ispatlamak için (B (x))x∈X ailesinin verilen bir

(A (x))x∈X yaklaşma sistemi için taban olduğunu kabul edelim. x ∈ X ve ϕ ∈ B (x)

alınırsa, ϕ ∈ B̂ (x) = A (x) dir. O halde; (B1) özelliği sağlanır. (B2) özelliğinin

sağlandı̆gınıgösterelim: x ∈ X,ϕ ∈ B (x) , ε > 0 ve w < ∞ olsun. Bu durumda;

(A3) özelliği kullanılırsa, en azından bir (ϕz)z∈X ∈
∏
z∈X
A (z) vardır öyle ki;

∀z, y ∈ X : ϕ (y) ∧ w ≤ ϕx (z) + ϕz (y) + ε/2

olacaktır. B̂ (x) = A (x) olduğundan ϕx ∈ A (x) için,

∃ψx ∈ B (x) 3 ϕx ∧ w ≤ ψx + ε/4
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ve ϕz ∈ A (z) için

∃ψz ∈ B (z) 3 ϕz ∧ w ≤ ψz + ε/4

dir. Böylece,

ϕ (y) ∧ w ≤ (ϕx (z) + ϕz (y) + ε/2) ∧ w

≤ (ϕx (z) + ϕz (y)) ∧ w + ε/2

≤ ϕx (z) ∧ w + ϕz (y) ∧ w + ε/2

≤ (ψx (z) + ε/4) + (ψz (y) + ε/4) + ε/2

≤ ψx (z) + ψz (y) + ε

sonucu elde edilir.

3.1.4 Ölçekler

X bir küme, D ⊆ qMet (X) ve d ∈ qMet (X) olsun. Eğer; ∀x ∈ X, ∀ε > 0 ve

∀w <∞ için

∃dε,wx ∈ D 3 d (x, .) ∧ w ≤ dε,wx (x, .) + ε

önermesi gerçekleniyor ise, d quasimetriği D quasimetrik ailesi tarafından yerel

baskılanır ya daD ailesi d quasimetriğini yerel baskılar denir. EğerD ailesi tarafın-

dan yerel baskılanan her d quasimetriği D ailesine ait ise, D ailesi yerel yoğundur

denir (Lowen 1997).

Tanım 3.7 X bir küme, G ⊆ qMet (X) ve G ailesi qMet (X) içinde bir ideal olsun.

Bu durumda, G yerel yoğun ise G ailesine ölçek adıverilir (Lowen 1997).

Örnek 3.6 (X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere, Gτ := {d ∈ qMet (X) | τ d ⊆ τ}

biçiminde tanımlıaile X üzerinde bir ölçektir.

Ölçek için taban kavramıtanımıverilmeden önce, bu tanımda gerek duyulacak olan

yerel yönlendirilmi̧s aile ve yerel doyurulmuş aile tanımlarınıverelim.

Tanım 3.8 X bir küme ve H ⊆ qMet (X) olsun. H ailesinin sonlu elemanlıher H0

alt ailesi için sup d
d∈H0

∈ qMet (X) ögesi, H tarafından yerel baskılanıyor ise, H ailesi

yerel yönlendirilmi̧stir denir (Lowen 1997).
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Tanım 3.9 X bir küme ve D ⊆ qMet (X) olmak üzere

D̂ := {d ∈ qMet (X) | D ailesi d quasimetriğini yerel baskılar}

ailesine, D ailesinin yerel doyurulmuşu adıverilir (Lowen 1997).

Tanım 3.10 X bir küme olsun. qMet (X) ailesinin bir H alt kümesi ve bir G ölçeği

için Ĥ = G oluyor ise, H ailesi G ölçeği için tabandır ya da H, G ölçeğini üretir

denir (Lowen 1997).

Tanım 3.11 X bir küme ve G, X üzerinde bir ölçek olsun. Bu durumda, G ailesi

metriklerden oluşan bir tabana sahip ise, G ailesi simetriktir denir (Lowen 1997).

Önerme 3.4 X bir küme veH ⊆ qMet (X) olsun. Bu durumda aşağıdaki özellikler

vardır.

i) H ailesi yerel yönlendirilmi̧s ise, Ĥ ailesi, H ailesini taban kabul eden bir ölçektir.
ii) H ailesi bir G ölçeği için taban ise, H yerel yönlendirilmi̧stir.
(Lowen 1997).

İspat. (i) ve (ii) özellikleri, Önerme 3.3 için verilen ispata benzer tekniklerle ko-

laylıkla elde edilir.

3.2 Yaklaşma UzaylarınıKarakterize Eden Matematiksel Yapılar

Arasındaki İli̧skiler

Bu bölümde; bir X kümesi üzerinde, uzaklık fonksiyonu, limit operatörü, yak-

laşma sistemi ve ölçek olarak adlandırılan yapılardan biri verildiğinde, verilen yapı

yardımıyla diğer yapıların nasıl elde edilebileceği açıklanacaktır. Ayrıca; kavram-

lar arasındaki ili̧skiler kategorik olarak değerlendirilerek, bu yapıların matematiksel

olarak eş yapılar olduğu gösterilecektir.
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Teorem 3.6 (δ ⇒ λ) δ : X × 2X −→ P, X kümesi üzerinde bir uzaklık fonksiyonu

olsun. Bu durumda,

λ : F (X) −→ PX

F −→ λF := sup
U∈secF

δU

fonksiyonu, X kümesi üzerinde bir limit operatörüdür. Ayrıca,

∀x ∈ X ve ∀A ⊆ X : δ(x,A) = inf
U∈U(A)

λU(x) (3.18)

dir (Lowen 1997).

İspat. Öncelikle, λ fonksiyonunun bir limit operatörü olduğunu gösterelim. x ∈ X

ise, λ
(
•
x
)

(x) = sup
U∈sec

•
x

δU(x) = 0 olduğundan (L1) özelliği sağlanır. Herhangi bir

(Fj)j∈J ⊂ F(X) için,

sec
⋂
j∈J
Fj =

⋃
j∈J

secFj (3.19)

ve

sup
U∈

⋃
j∈J

secFj

δU (x) = sup
j∈J

sup
U∈secFj

δU (x) (3.20)

eşitlikleri her zaman sağlanır. Bu eşitlikler kullanılırsa,

λ(
⋂
j∈J
Fj) = sup

U∈sec
⋂
j∈J

Fj

δU(x)

= sup
U∈
⋃
j∈J

secFj

δU(x)

= sup
j∈J

sup
U∈secFj

δU(x)

= sup
j∈J

λ(Fj)

elde edilir ve böylece (L2) özelliği sağlanır. (L3) özelliğinin sağlandı̆gınıgösterelim:

F ∈ F (X) ve X üzerinde tanımlısüzgeçlerin bir seçimi (σ (x))x∈X olmak üzere;

ε := sup
y∈X

λ (σ (y)) (y)

biçiminde tanımlansın. İlk olarak; F ve (σ (x))x∈X seçiminin ögelerinin ultrasüzgeç

olmasıdurumunda (L3) özelliğinin gerçeklendiğini gösterelim. Bu kabul nedeniyle

sec (
∑
σ (F)) =

∑
σ (F) olur ve

∀D ∈
∑
σ (F) : δD (y) ≤ λF+ ε
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olduğu gösterilirse λ fonksiyonunun tanımıgereği ispat tamamlanır. D ∈
∑
σ (F)

olsun. Bu durumda, (3.6) eşitliğinden,

∃F ∈ F 3 ∀y ∈ F : D ∈ σ (y)

dir. Böylece; her y ∈ F için

δD (y) ≤ sup
U∈secσ(y)

δU (y)

= λ (σ (y)) (y)

≤ sup
y∈X

λ (σ (y)) (y) = ε

yani y ∈ D(ε) bulunur. Dolayısıyla; D(ε) ∈ F olur ve (D4) özelliği kullanılırsa,

δD ≤ δD(ε) + ε ≤ λF+ ε

elde edilir. Son olarak, λ fonksiyonunun tanımıve Önerme 3.2 (v) kullanılırsa,

λ (
∑
σ (F)) = sup

D∈
∑

σ(F)

δD ≤ λF+ ε (3.21)

olduğu elde edilir. Şimdi, F ve (σ (x))x∈X seçiminin ögelerinin süzgeç olmasıduru-

munu inceleyelim. Herhangi bir ρ ∈
∏
y∈X
U (σ (y)) için ερ := supλ

y∈X
(ρ (y)) (y) biçi-

minde tanımlansın. Bu durumda (3.21) kullanılırsa,

∀U ∈ U (F) : λ
(∑

ρ (U)
)
≤ λU + ερ

dir. Ayrıca, (3.12) den λF = sup
U∈U(F)

λU dur ve

ε = sup
ρ∈
∏
y∈X

U(σ(y))

ερ
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olduğu kolaylıkla gösterilebilir. Böylece; Önerme 3.2 (iv) ve (L2) özelliği kullanılırsa,

λ (
∑
σ (F)) = λ

 ⋂
ρ∈
∏
y∈X

U(σ(y))

⋂
U∈U(F)

∑
ρ (U)


= sup

ρ∈
∏
y∈X

U(σ(y))

λ

 ⋂
U∈U(F)

∑
ρ (U)


= sup

ρ∈
∏
y∈X

U(σ(y))

sup
U∈U(F)

λ(
∑
ρ (U))

≤ sup
ρ∈
∏
y∈X

U(σ(y))

sup
U∈U(F)

(λU + ερ)

= sup
U∈U(F)

λU + sup
ρ∈
∏
y∈X

U(σ(y))

ερ

= λF+ ε

elde edilir. Son olarak (3.18) eşitliğini ispatlayalım. x ∈ X ve A ⊆ X olsun.

Herhangi bir U ∈ U(A) için A ∈ U olduğundan

δ (x,A) ≤ sup
U∈U

δ (x, U) = λU (x)

olup δ (x,A) ≤ inf
U∈U(A)

λU (x) bulunur. Tanım 2.16 da κ = U , L = U (A), f = ξ ve

I =
∏
U

U∈U(A)

alınırsa,

inf
U∈U(A)

λU (x) = sup
ξ∈
∏
U

U∈U(A)

inf
U∈U(A)

δξ(U) (x) (3.22)

eşitliği yazılabilir. ξ ∈
∏
U∈U(A)

U olduğundan,

ξ : U (A) −→
⋃

U∈U(A)

U

U −→ ξ (U)

fonksiyonu, her U ∈ U (A) için bir ξ (U) ∈ U seçer. Lemma 3.1 kullanılırsa,

∃Uξ ⊆ U(A) 3 Uξ sonlu elemanlıve A ⊆
⋃
U∈Uξ

ξ (U)
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olur. (3.22) eşitliği ve (D3) özelliği kullanılırsa,

inf
U∈U(A)

λU = sup
ξ∈
∏
U

U∈U(A)

inf
U∈U(A)

δξ(U)

≤ sup
ξ∈
∏
U

U∈U(A)

inf
U∈Uξ

δξ(U)

≤ δ (x,A)

eşitsizliği elde edilir.

Teorem 3.7 (λ ⇒ δ) λ : F (X) −→ PX , X kümesi üzerinde bir limit operatörü

olsun. Bu durumda,

δ : X × 2X −→ P

(x,A) −→ δ (x,A) := inf
U∈U(A)

λU (x)

fonksiyonu X kümesi üzerinde bir uzaklık fonksiyonudur. Ayrıca,

∀F ∈ F (X) ,∀x ∈ X : λF (x) = sup
U∈secF

δ (x, U) (3.23)

dir (Lowen 1997).

İspat. Öncelikle, δ fonksiyonunun bir uzaklık fonksiyonu olduğunu gösterelim.

A ⊆ X ve x ∈ A ise, (L1) den

δ (x,A) = inf
U∈U(A)

λU (x) ≤ λ
(
•
x
)

(x) = 0

olacağından (D1) özelliği sağlanır. Herhangi bir x ∈ X için

δ (x, ∅) = inf
U∈U(∅)

λU (x) =∞

olduğundan (D2) açıktır. (D3) özelliği,

∀A,B ⊆ X : U (stackA ∪B) = U (stackA)
⋃
U (stackB)

eşitliği kullanılarak kolayca gösterilebilir. (D4) özelliğinin sağlandı̆gınıispatlamadan

önce teoremde ifade edilen (3.23) eşitliğinin gerçeklendiğini gösterelim.

λ
′
: F (X) → PX

F → λ
′
:= sup

U∈secF
δU
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biçiminde tanımlansın. δ fonksiyonu tanımından, herhangi bir U ∈ U (X) için

λ
′U = sup

U∈U
inf

W∈U(U)
λW ≤ λU

eşitsizliği elde edilir. Diğer yandan; Tanım 2.16 da κ = U , L = U , Jκ = U (U),

I =
∏
U∈U

U (U) ve f = θ alınır ve (L2) kullanılırsa,

λ
′
(U) = sup

U∈U
inf

W∈U(U)
λW

= inf
θ∈

∏
U∈U

U(U)
sup
U∈U

λ (θ (U))

≥ λ (U)

olur ve böylece λ = λ
′
olduğu elde edilir. Böylece; her U ∈ U (X) için λU = λ

′U

olduğu görülür. Benzer şekilde, herhangi bir F ∈ F (X) süzgeci için de eşitliğin

sağlandı̆gı gösterilebilir. (D4) özelliğinin gerçeklendiğini görmek için, A ⊆ X ve

ε > 0 alalım. Bu durumda;

∀y ∈ A(ε) : ∃σ (y) ∈ U (A) 3 λ (σ (y)) (y) ≤ ε (3.24)

olacaktır. Gerçekten; bir an için,

∃y0 ∈ A(ε)ve ∀U ∈ U (A) : ε < λU (y0) = sup
U∈U

δ (y0, U)

olduğu kabul edilirse, her U ∈ U (A) için ε < δ (y0, VU) olacak biçimde en azından

bir VU ∈ U seçilebilir. Lemma 3.1 kullanılırsa, en azından bir (Uk)1≤k≤n ailesi

∀k ∈ {1, 2, ..., n} : Uk ∈ U (A) ve A ⊆
n⋃
k=1

VUk (3.25)

olacak biçiminde belirlidir. (3.25) ve (D3) kullanılırsa,

δ (y0, A) ≥ δ

(
y0,

n⋃
k=1

VUk

)
> ε

eşitsizliği elde edilir. Bu ise, y0 noktasının seçimi ile çeli̧sir. O halde iddiamız

doğrudur. Böylece her y ∈ A(ε) için (3.24) yardımıyla bir σ (y) süzgeci seçilir.

y /∈ A(ε) olmasıdurumunda ise, σ (y) =
•
y alınır. Bu durumda;

ε
′
= sup

y∈X
λ (σ (y)) (y) ≤ ε
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olur. Ayrıca, her W ∈ U
(
A(ε)

)
için

∑
σ (W) ∈ U (A) olduğunu ve (L3) özelliğini

kullanarak,

δ (x,A) = inf
U∈U(A)

λU (x)

≤ λ (
∑
σ (W)) (x)

≤ λW (x) + ε
′

≤ λW (x) + ε

eşitsizliği elde edilir. Her W ∈ U
(
A(ε)

)
için bu eşitsizlik sağlandı̆gından,

δ (x,A) ≤ inf
W∈U(A(ε))

λW (x) + ε = δ
(
x,A(ε)

)
+ ε

dur.

Teorem 3.6 ve Teorem 3.7 de sırasıyla; herhangi bir δ uzaklık fonksiyonu verildiğinde,

δ ya kaŗsılık gelen limit operatörünün nasıl tanımlanacağıve herhangi bir λ limit

operatörü verildiğinde, λ ya kaŗsılık gelen uzaklık fonksiyonunun nasıl tanımlanacağı

gösterilmi̧stir.

Karı̧sıklı̆ga neden olabileceğini düşündüğümüz durumlarda; bir δ uzaklık fonksi-

yonuna kaŗsılık gelen limit operatörünü λδ ile, bir λ limit operatörüne kaŗsılık gelen

uzaklık fonksiyonunu δλ ile ifade edeceğiz.

Sonuç 3.1 λ, X kümesi üzerinde bir limit operatörü olsun. Bu durumda;

∀A ⊆ X ve ∀x ∈ X : δ (x,A) = inf
F∈F(A)

λF (x)

dir (Lowen 2015).

λδ limit operatörüne kaŗsılık gelen uzaklık fonksiyonu ile δ uzaklık fonksiyonunun

ve δλ uzaklık fonksiyonuna kaŗsılık gelen limit operatörü ile λ limit operatörünün

çakı̧stı̆gıgösterilmi̧stir. Dolayısıyla, uzaklık fonksiyonu ve limit operatörü kavramları

matematiksel olarak eş yapılardır.

Teorem 3.8 (δ ⇒ G) X bir küme ve δ : X × 2X −→ P, X üzerinde bir uzaklık

fonksiyonu olsun. Bu durumda,

G :=

{
d ∈ qMet (X) | ∀A ⊆ X, ∀x ∈ X : inf

a∈A
d (x, a) ≤ δ (x,A)

}
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ailesi, X üzerinde bir ölçektir (Lowen 1997).

İspat. G bir ideal, G0 ⊆ G, x ∈ X ve A ⊆ X olsun. Tanım 2.16 da κ = a, Jκ = G0,

ϕ = f , I =
∏
a∈A
G0 olarak alınırsa,

inf
a∈A

sup
d∈G0

d (x, a) = sup
ϕ∈GA0

inf
a∈A

ϕ (a) (x, a)

eşitliği elde edilir. ϕ ∈ GA0 olmak üzere,

inf
a∈A

ϕ (a) (x, a) = inf
d∈G0

inf
a∈ϕ−1(d)

d (x, a)

≤ inf
d∈G0

δ (x, ϕ−1 (d))

= δ (x,A)

elde edilir. Dolayısıyla, G sonlu supremum i̧slemi altında kapalıdır. G ailesinin yerel

doymuş olduğunu gösterelim. d ∈ qMet (X) olmak üzere her x ∈ X, her ε > 0 ve

her w <∞ için

∃eε,w ∈ G 3 d(x, .) ∧ w ≤ eε,w(x, .) + ε

olduğunu kabul edelim. Bu durumda; herhangi bir A ⊆ X için

inf
a∈A

d(x, a) ∧ w ≤ inf
a∈A

e(x, a) + ε ≤ δ(x,A) + ε

olur. ε keyfi olduğundan;

inf
a∈A

d(x, a) ∧ w ≤ δ(x,A)

yazılabilir. w üzerinden supremum alınırsa inf
a∈A

d(x, a) ≤ δ(x,A) elde edilir. O halde,

d ∈ G olup G yerel yoğundur.

Teorem 3.8 de herhangi bir δ uzaklık fonksiyonu verildiğinde, δ ya kaŗsılık ge-

len ölçeğin nasıl tanımlanacağı ifade edilmi̧stir. Karı̧sıklı̆ga neden olabileceğini

düşündüğümüz durumlarda, bir δ uzaklık fonksiyonuna kaŗsılık gelen ölçeği Gδ ile

göstereceğiz.

Önerme 3.5 X bir küme ve δ : X × 2X → P, X üzerinde bir uzaklık fonksiyonu

olsun. Bu durumda, her ξ ∈ R+ ve her Z ⊆ X için

dξZ : X ×X → P

(x, y) → dξZ (x, y) := (δ (x, Z) ∧ ξ)	 (δ (y, Z) ∧ ξ)
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biçiminde tanımlıdξZ fonksiyonu Gδ ailesine aittir (Lowen 1997).

İspat. ξ ∈ R+ ve Z ⊆ X olsun. dξZ fonksiyonunun quasimetrik olduğu tanımından

açıktır. dξZ ∈ Gδ olduğunu gösterelim; x ∈ X ve A ⊆ X ise,

dξZ (x,A) = inf
a∈A

dξz (x, a) = inf
a∈A

((δ (x, Z) ∧ ξ − δ (a, Z) ∧ ξ) ∨ 0

= (δ (x, Z) ∧ ξ + inf
a∈A

(−δ (a, Z) ∧ ξ)) ∨ 0

= (δ (x, Z) ∧ ξ − sup
a∈A

δ (a, Z) ∧ ξ) ∨ 0

yazılabilir. Önerme 3.1 (iii) kullanılırsa,

dξZ (x,A) ≤
((

δ (x,A) + sup
a∈A

δ (a, Z)

)
∧ ξ
)
	
(

sup
a∈A

δ (a, Z) ∧ ξ
)

≤
(
δ (x,A) ∧ ξ +

(
sup
a∈A

δ (a, Z) ∧ ξ
))
	
(

sup
a∈A

δ (a, Z) ∧ ξ
)

= (δ (x,A) ∧ ξ) ∨ 0

≤ δ (x,A)

elde edilir.

Teorem 3.9 (G ⇒ δ) X bir küme, H ⊆ qMet (X) ve H ailesi, X üzerinde bir ölçek

tabanıolsun. Bu durumda,

δ : X × 2X −→ P

(x,A) −→ δ (x,A) := sup
d∈H

inf
a∈A

d (x, a)

biçiminde tanımlıfonksiyon X üzerinde bir uzaklık fonksiyonudur (Lowen 1997).

İspat. (D1) ve (D2) özelliklerinin sağlandı̆gıaçıktır. (D3) özelliğinin sağlandı̆gını

gösterelim. A ⊆ A ∪B ve B ⊆ A ∪B olduğundan,

sup
d∈H

inf
c∈A∪B

d (x, c) ≤ sup
d∈H

inf
a∈A

d (x, a)

sup
d∈H

inf
c∈A∪B

d (x, c) ≤ sup
d∈H

inf
b∈B

d (x, b)

dir. Dolayısıyla,

δ (x,A ∪B) ≤ min {δ (x,A) , δ (x,B)}
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olacaktır. Diğer yandan; α > 0 ve δ (x,A) ∧ δ (x,B) > α olduğu kabul edilirse,

∃d1 ∈ H : inf
a∈A

d1 (x, a) > α

ve

∃d2 ∈ H : inf
b∈B

d2 (x, b) > α

dır. H yerel yönlendirilmi̧s olduğundan, H0 = {d1, d2} alınırsa, her x ∈ X, her ε > 0

ve her w <∞ için en azından bir dw,xε ∈ H vardır öyle ki

(d1 ∨ d2) (x, ·) ∧ w ≤ dw,xε (x, ·) + ε

eşitsizliği sağlanır. Dolayısıyla,

α ∧ w ≤ inf
a∈A

d1 (x, a) ∧ inf
b∈B

d2 (x, b) ∧ w

≤ inf
c∈A∪B

(d1 ∨ d2) (x, c) ∧ w

≤ inf
c∈A∪B

dw,xε (x, c) + ε

≤ sup
e∈H

inf
c∈A∪B

e (x, c) + ε

olur. Özel olarak, w = α alınırsa δ (x,A ∪B) ≥ α bulunur ve böylece

min {δ (x,A) , δ (x,B)} ≤ δ (x,A ∪B)

eşitsizliği elde edilir. Dolayısıyla (D3) özelliği sağlanır. (D4) özelliğinin sağlandı̆gını

gösterelim: x ∈ X,A ⊆ X ve ε > 0 olsun. b ∈ A(ε) alınırsa,

sup
d∈H

inf
a∈A

d (b, a) ≤ ε

ve dolayısıyla

∀d ∈ H ve ∀θ > 0 : ∃ad ∈ A 3 d (b, ad) ≤ ε+ θ

dır. Böylece,

d (x, ad) ≤ d (x, b) + d (b, ad)

≤ d (x, b) + ε+ θ

ve ad ∈ A olduğundan,

inf
a∈A

d (x, a) ≤ d (x, b) + ε+ θ
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olur. b ∈ A(ε) ve d ∈ H keyfi olduğundan

sup
d∈H

inf
a∈A

d (x, a) ≤ sup
d∈H

inf
b∈A(ε)

d (x, b) + ε

olduğu elde edilir.

Teorem 3.9 da herhangi bir G ölçeği verildiğinde, G ye kaŗsılık gelen uzaklık fonksi-

yonunun nasıl tanımlanacağıifade edilmi̧stir. Karı̧sıklı̆ga neden olabileceğini düşün-

düğümüz durumlarda, bir G ölçeğine kaŗsılık gelen uzaklık fonksiyonunu δG ile

göstereceğiz.

Teorem 3.10 δ, X kümesi üzerinde bir uzaklık fonksiyonu ve G = Gδ olsun. Bu

durumda, her x ∈ X ve her A ⊆ X için

δ (x,A) = sup
d∈G

inf
a∈A

d (x, a)

dır (Lowen 1997).

İspat. Teorem 3.8 den sup
d∈G

inf
a∈A

d (x, a) ≤ δ (x,A) olduğu açıktır. Diğer yandan

Önerme 3.5 kullanılırsa,

sup
d∈G

inf
a∈A

d (x, a) ≥ sup
ξ∈R+

sup
Z⊆X

inf
a∈A

dξZ (x, a)

≥ sup
ξ∈R+

inf
a∈A

[(δ (x,A) ∧ ξ)	 (δ (a,A) ∧ ξ)]

= δ (x,A)

elde edilir.

Sonuç 3.2 δ, X kümesi üzerinde bir uzaklık fonksiyonu olsun. Bu durumda, her

x ∈ X ve her A ⊆ X için

δ (x,A) = sup
ξ∈R+

sup
Z⊆X

inf
a∈A

dξZ (x, a)

dır (Lowen 1997).
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Önerme 3.6 X bir küme, δ X üzerinde bir uzaklık fonkiyonu, D ⊆ qMet (X), D

ailesi yerel yönlendirilmi̧s ve

∀x ∈ X, ∀A ⊆ X : δ (x,A) = sup
d∈D

inf
a∈A

d (x, a)

ise, D ailesi Gδ ölçeği için tabandır (Lowen 1997).

İspat. Teorem 3.8 kullanılırsa,

Gδ =

{
d ∈ qMet (X) | ∀A ⊆ X, ∀x ∈ X : inf

a∈A
d (x, a) ≤ sup

d∈D
inf
a∈A

d (x, a)

}
dir. O halde, D̂ = Gδ olduğu gösterilirse ispat tamamlanır. D ⊆ Gδ olduğundan

D̂ ⊆ Gδ olduğu açıktır. Diğer yandan, Gδ * D̂ olduğunu kabul edelim. d0 ∈ Gδ ve

d0 /∈ D̂ olsun. Bu durumda; en azından bir x ∈ X, ε > 0 ve w <∞ vardır ve

∀d ∈ D : ∃yd ∈ X 3 d0 (x, yd) ∧ w > d (x, yd) + 2ε

olur. D nin sonlu elemanlıherhangi bir D0, alt ailesi için,

A (D0) :=

{
y ∈ X | d0 (x, y) ∧ w > sup

d∈D0

d (x, y) + ε

}
kümesini tanımlayalım. D ailesi yerel yönlendirilmi̧s olduğundan, sup

d∈D0

d ∈ D̂ dır.

Dolayısıyla, her ε > 0, her x ∈ X ve her w <∞ için

∃eε,wx ∈ D 3
(

sup
d∈D0

d

)
(x, .) ∧ w ≤ eε,wx (x, .) + ε

olacağından A (D0) 6= ∅ ve A (D0) ⊇ {y ∈ X | d0 (x, y) ∧ w > eε,wx (x, y) + 2ε} dır.

Dolayısıyla
{
A (D0) | D0 ∈ 2(D)

}
ailesi bir süzgeç tabanıdır. Teorem 3.10 ve her

e ∈ D için A (D0 ∪ {e}) ⊂ A (D0) olduğu kullanılırsa,

sup
D0∈2(D)

δ (x,A (D0)) ∧ w = sup
D0∈2(D)

sup
e∈D

inf
y∈A(D0)

e (x, y) ∧ w

≤ sup
D0∈2(D)

sup
e∈D

inf
y∈A(D0∪{e})

(
sup
d∈D0

d ∨ e
)

(x, y) ∧ w

= sup
D0∈2(D)

inf
y∈A(D0)

sup
d∈D0

d (x, y) ∧ w

≤ sup
D0∈2(D)

inf
y∈A(D0)

d0 (x, y) ∧ w − ε

≤ sup
D0∈2(D)

sup
e∈Gδ

inf
y∈A(D0)

e (x, y) ∧ w − ε

= sup
D0∈2(D)

δ (x,A (D0)) ∧ w − ε
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elde edilir, ancak bu bir çeli̧skidir. Dolayısıyla kabulümüz yanlı̧stır. O halde; Gδ ⊆ D̂

dır.

Teorem 3.11 G, X kümesi üzerinde bir ölçek ve δ = δG olsun. Bu durumda,

G =

{
d ∈ qMet (X) | ∀A ⊆ X, ∀x ∈ X : inf

a∈A
d (x, a) ≤ δ (x,A)

}
dır (Lowen 1997).

İspat. G,X üzerinde bir ölçek olduğundan ideal ve dolayısıyla yerel yönlendirilmi̧stir.

Önerme 3.6 kullanılırsa, yerel yönlendirilmi̧s G ailesinin,

Gδ =

{
d ∈ qMet (X) | ∀A ⊆ X, ∀x ∈ X : inf

a∈A
d (x, a) ≤ δ (x,A)

}
ailesi için taban olduğu açıktır. O halde, Ĝ = Gδ dır. G ölçek olduğundan yerel

doyurulmuştur, dolayısıyla G = Ĝ dır.

Teorem 3.8, Teorem 3.9, Teorem 3.10 ve Teorem 3.11 in sonucu olarak δG uzaklık

fonksiyonuna kaŗsılık gelen ölçek ile G ölçeği ve Gδ ölçeğine kaŗsılık gelen uzaklık

fonksiyonu ile δ fonksiyonunun çakı̧stı̆gısöylenebilir. Dolayısıyla, uzaklık fonksiyonu

ve ölçek yapılarımatematiksel olarak eş yapılardır.

Teorem 3.12 (G ⇒ A) X bir küme veH ⊆ qMet (X) olsun. H yerel yönlendirilmi̧s

ve

∀x ∈ X için B (x) := {d (x, ·) | d ∈ H}

biçiminde tanımlıolsun. Bu durumda, (B (x))x∈X ailesi, X üzerinde bir yaklaşma

tabanıdır. H ailesi tarafından üretilen ölçek G ve (B (x))x∈X ailesi tarafından üretilen

yaklaşma sistemi A = (A (x))x∈X olmak üzere;

G = {d ∈ qMet (X) | ∀x ∈ X : d (x, ·) ∈ A (x)}

dir (Lowen 1997).

İspat. H ailesi yerel yönlendirilmi̧s olduğundan, her x ∈ X için B (x) bir ideal

tabanıdır. B (x) ailesinin (B1) ve (B2) özelliklerini sağladı̆gıkolaylıkla gösterilebilir.
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Son olarak, G = Ĥ ve her x ∈ X için B̂ (x) = A (x) olduğundan,

G = {d ∈ qMet (X) | ∀x ∈ X : d (x, ·) ∈ A (x)}

olduğu elde edilir.

Teorem 3.13 (A⇒ G)A = (A (x))x∈X ailesi, X kümesi üzerinde bir yaklaşma

sistemi olsun. Bu durumda,

G := {d ∈ qMet (X) | ∀x ∈ X : d (x, ·) ∈ A (x)}

biçiminde tanımlanan aile, X üzerinde bir ölçektir (Lowen 1997).

İspat. d, e ∈ G ise, her x ∈ X için d (x, ·) ∈ A (x) ve e (x, ·) ∈ A (x) dir. Ayrıca, her

x ∈ X için A (x) ideal olduğundan,

(d ∨ e) (x, ·) ∈ A (x)

olur. Dolayısıyla, d ∨ e ∈ G dir. Diğer yandan, e ∈ G ve d ≤ e olsun. Her x ∈ X

için A (x) ideal olduğundan d (x, ·) ∈ A (x) olur ve dolayısıyla d ∈ G dir. O halde, G

bir idealdir ve yerel yoğun olduğu tanımından açıktır.

Teorem 3.12 ve Teorem 3.13 de sırasıyla; herhangi bir G ölçeği verildiğinde, G ye

kaŗsılık gelen yaklaşma sisteminin nasıl tanımlanacağıve herhangi bir A yaklaşma

sistemi verildiğinde, A ya kaŗsılık gelen ölçeğin nasıl tanımlanacağıifade edilmi̧stir.

Karı̧sıklı̆ga neden olabileceğini düşündüğümüz durumlarda; bir G ölçeğine kaŗsılık

gelen yaklaşma sistemini AG ile, bir A yaklaşma sistemine kaŗsılık gelen ölçeği GAile

ifade edeceğiz.

Önerme 3.7 (B (x))x∈X ailesi X üzerinde bir yaklaşma tabanı ve bu yaklaşma

tabanı tarafından üretilen yaklaşma sistemi A = (A (x))x∈X olsun. Bu durumda,

her ξ <∞ ve her Z ⊆ X için;

dξZ : X ×X −→ P

(x, y) −→ dξZ (x, y) =

(
sup
ϕ∈B(x)

inf
z∈Z

ϕ (z) ∧ ξ
)
	
(

sup
ψ∈B(y)

inf
z∈Z

ψ (z) ∧ ξ
)

biçiminde tanımlanan dξZ fonksiyonu GA ölçeğine aittir (Lowen 1997).
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İspat. ξ < ∞ ve Z ⊆ X için dξZ fonksiyonunun bir quasimetrik olduğu açıktır. O

halde, her bir x ∈ X için dξZ (x, ·) ∈ A (x) olduğunu gösterebilirsek Teorem 3.13 den

ispat tamamlanır. ξ < ∞, Z ⊆ X, x ∈ X ve ε > 0 olsun. Bu durumda; her bir

x ∈ X için

sup
ϕ∈B(x)

inf
z∈Z

ϕ (z) ∧ ξ ≤ inf
z∈Z

ϕ (z) ∧ ξ + ε (3.26)

olacak biçimde bir ϕ ∈ B (x) seçilebilir. (B2) den ϕ ∈ B (x) için en azından bir

(ψu)u∈X ∈
∏
u∈X
B (u) vardır öyle ki

∀y, z ∈ X : ϕ (z) ∧ ξ ≤ ψx (y) + ψy (z) + ε (3.27)

eşitsizliği gerçeklenir. (3.26) ve (3.27) ifadelerinden,

dξZ (x, y) =

(
sup
ϕ∈B(x)

inf
z∈Z

ϕ (z) ∧ ξ
)
	
(

sup
ψ∈B(y)

inf
z∈Z

ψ (z) ∧ ξ
)

≤
(

inf
z∈Z

ϕ (z) ∧ ξ + ε

)
	
(

inf
z∈Z

ψy (z) ∧ ξ
)

≤
(

inf
z∈Z

(
ψx (y) + ψy (z) + ε

)
∧ ξ + ε

)
	
(

inf
z∈Z

ψy (z) ∧ ξ
)

≤
(

inf
z∈Z

(
ψx (y) + ψy (z) ∧ ξ + ε

)
+ ε

)
	
(

inf
z∈Z

ψy (z) ∧ ξ
)

≤
(
ψx (y) + 2ε+ inf

z∈Z
ψy (z) ∧ ξ

)
	
(

inf
z∈Z

ψy (z) ∧ ξ
)

= ψx (y) + 2ε

elde edilir. O halde; (A2) den her x ∈ X için dξZ (x, .) ∈ A (x) dir.

Önerme 3.8 (A (x))x∈X ailesi, X kümesi üzerinde bir yaklaşma sistemi ve G = GA
olsun. Bu durumda, her x ∈ X ve her A ⊆ X için

sup
ϕ∈A(x)

inf
a∈A

ϕ (a) = sup
d∈G

inf
a∈A

d (x, a)

dır (Lowen 1997).
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İspat. x ∈ X ve A ⊆ X olsun. Bu durumda; sup
d∈G

inf
a∈A

d (x, a) ≤ sup
ϕ∈A(x)

inf
a∈A

ϕ (a)

olduğu açıktır. Diğer yandan; Önerme 3.7 kullanılırsa,

sup
d∈G

inf
a∈A

d (x, a) ≥ sup
ξ∈R+

sup
Z⊆X

inf
a∈A

dξZ (x, a)

= sup
ξ∈R+

sup
Z⊆X

inf
a∈A

((
sup
ϕ∈A(x)

inf
z∈Z

ϕ (z) ∧ ξ
)
	
(

sup
ψ∈A(a)

inf
z∈A

ψ (z) ∧ ξ
))

≥ sup
ξ∈R+

inf
a∈A

((
sup
ϕ∈A(x)

inf
z∈A

ϕ (z) ∧ ξ
)
	
(

sup
ψ∈A(a)

inf
z∈A

ψ (z) ∧ ξ
))

= sup
ξ∈R+

inf
a∈A

sup
ϕ∈A(x)

inf
z∈A

ϕ (z) ∧ ξ

= sup
ϕ∈A(x)

inf
z∈A

ϕ (z)

eşitsizliği elde edilir.

Teorem 3.14 A = (A (x))x∈X ailesi, X kümesi üzerinde bir yaklaşma sistemi ve

G = GA olsun. Bu durumda,

∀x ∈ X ve ∀A ⊆ X : B (x) = {d (x, .) | d ∈ G}

ise, A (x) = B̂ (x) dır (Lowen 1997).

İspat. Teorem 3.13 den B̂ (x) ⊆ A (x) olduğu açıktır. Diğer yandan, en azından

bir x ∈ X için A (x) * B̂ (x) olduğunu kabul edelim. Bu durumda, en azından bir

ψ ∈ A (x) vardır öyle ki ψ /∈ B̂ (x) dır. O halde,

∃ε > 0,∃w <∞ ve ∀ϕ ∈ B (x) : ψ ∧ w 
 ϕ+ ε

olmalıdır. Dolayısıyla, her d ∈ G için en azından bir yd ∈ X vardır öyle ki

ψ (yd) ∧ w > d (x, yd) + ε olur. Bu durumda;

A (d) := {y ∈ X | ψ (y) ∧ w > d (x, y) + ε}
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kümesi boş kümeden farklıdır. Ayrıca d, e ∈ G için A (d) ∩ A (e) = A (d ∨ e) 6= ∅ ve

ψ ∈ A (x) olduğundan, Önerme 3.8 kullanılarak

sup
d∈G

sup
e∈G

inf
y∈A(d)

e (x, y) ∧ w ≤ sup
d∈G

sup
e∈G

inf
y∈A(d∨e)

(d ∨ e) (x, y) ∧ w

= sup
d∈G

inf
y∈A(d)

d (x, y) ∧ w

≤ sup
d∈G

inf
y∈A(d)

((ψ (y) ∧ w)− ε) ∧ w

≤ sup
d∈G

inf
y∈A(d)

(ψ (y) ∧ w)− ε

≤ sup
d∈G

sup
ϕ∈A(x)

inf
y∈A(d)

(ϕ (y) ∧ w)− ε

= sup
d∈G

sup
e∈G

inf
y∈A(d)

e (x, y) ∧ w − ε

eşitsizliği elde edilir, bu ise çeli̧skidir. Dolayısıyla kabulümüz yanlı̧stır.

Teorem 3.12, Teorem 3.13 ve Teorem 3.14 ün sonucu olarak AG yaklaşma sistemine

kaŗsılık gelen ölçek ile G ölçeği ve GA ölçeğine kaŗsılık gelen yaklaşma sistemi ile A

yaklaşma sisteminin çakı̧stı̆gı söylenebilir. Dolayısıyla, yaklaşma sistemi ve ölçek

yapılarımatematiksel olarak eş yapılardır.

Teorem 3.15 (δ ⇒ A) δ, X kümesi üzerinde bir uzaklık fonksiyonu olsun. Bu du-

rumda, her x ∈ X için

A (x) :=

{
ϕ ∈ PX | ∀A ⊆ X : inf

a∈A
ϕ (a) ≤ δ (x,A)

}
biçiminde tanımlanan aile, X üzerinde bir yaklaşma sistemidir (Lowen 1989).

İspat. Teorem 3.8 ve Teorem 3.12 kullanılırsa δ uzaklık fonksiyonuna kaŗsılık gelen

(A (x))x∈X yaklaşma sistemi, G = Gδ olmak üzere her bir x ∈ X için

B (x) = {d (x, ·) | d ∈ G}

biçiminde tanımlanan aile tarafından üretilen yaklaşma sistemidir. O halde, her

x ∈ X için B̂ (x) = A (x) eşitliği gösterilebilirse ispat tamamlanır. ϕ ∈ B̂ (x) olsun.

Bu durumda,

∀ε > 0,∀w <∞ : ∃dε,wx ∈ B (x) 3 ϕ ∧ w ≤ dε,wx (x, ·) + ε
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dur. Dolayısıyla, herhangi bir A ⊆ X için

inf
a∈A

ϕ (a) ∧ w ≤ inf
a∈A

dε,wx (x, a) + ε

≤ δ (x,A) + ε

olacaktır. ε keyfi olduğundan ϕ ∈ A (x) dir. Diğer yandan, A (x) * B̂ (x) olduğunu

kabul edelim. Bu durumda, en azından bir ψ ∈ A (x) vardır öyle ki ψ /∈ B̂ (x) dır.

ψ /∈ B̂ (x) olduğundan,

∃ε > 0,∃w <∞ ve ∀d ∈ B (x) : ψ ∧ w 
 d (x, ·) + ε

olacaktır. Her d ∈ G için

A (d) := {y ∈ X | ψ (y) ∧ w > d (x, y) + ε}

biçiminde tanımlanan küme A (d) ∩ A (e) = A (d ∨ e) eşitliğini sağlar. e, d ∈ G,

y ∈ A (d) ve ψ ∈ A (x) için δ fonksiyonunun tanımıkullanılırsa,

sup
d∈G

δ (x,A (d)) ∧ w = sup
d∈G

sup
e∈G

inf
y∈A(d)

e (x, y) ∧ w

≤ sup
d∈G

sup
e∈G

inf
y∈A(d)

(d ∨ e) (x, y) ∧ w

= sup
d∈G

inf
y∈A(d)

d (x, y) ∧ w

≤ sup
d∈G

inf
y∈A(d)

(ψ (y) ∧ w − ε) ∧ w

≤ sup
d∈G

inf
y∈A(d)

ψ (y) ∧ w − ε

≤ sup
d∈G

sup
ϕ∈A(x)

inf
y∈A(d)

ϕ (y) ∧ w − ε

≤ sup
d∈G

δ (x,A (d)) ∧ w − ε

eşitsizliği elde edilir, bu ise çeli̧skidir. Dolayısıyla kabulümüz yanlı̧stır. O halde;

A (x) ⊆ B̂ (x) dır.

Teorem 3.16 (A⇒ δ) (A (x))x∈X ailesi, X kümesi üzerinde bir yaklaşma sistemi

olsun. Bu durumda,

δ (x,A) := sup
ϕ∈A(x)

inf
a∈A

ϕ (a)

X üzerinde bir uzaklık fonksiyonudur (Lowen 1989).

İspat. Teorem 3.9 ve Önerme 3.8 den açıktır.
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Teorem 3.15 ve Teorem 3.16 da sırasıyla; herhangi bir δ uzaklık fonksiyonu ve-

rildiğinde, δ ya kaŗsılık gelen yaklaşma sisteminin nasıl tanımlanacağıve herhangi

bir A yaklaşma sistemi verildiğinde, A ya kaŗsılık gelen uzaklık fonksiyonunun nasıl

tanımlanacağıgösterilmi̧stir. Karı̧sıklı̆ga neden olabileceğini düşündüğümüz durum-

larda; bir δ uzaklık fonksiyonuna kaŗsılık gelen yaklaşma sistemini Aδ ile, bir A

yaklaşma sistemine kaŗsılık gelen uzaklık fonksiyonunu δA ile ifade edeceğiz.

δA uzaklık fonksiyonuna kaŗsılık gelen yaklaşma sistemi ile A yaklaşma sistemi ve

Aδ yaklaşma sistemine kaŗsılık gelen uzaklık fonksiyonu ile δ uzaklık fonksiyonu

çakı̧stı̆gından, yaklaşma sistemi ve uzaklık fonksiyonu yapılarımatematiksel olarak

eş yapılardır.
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4. TOPOLOJİK VE METRİK YAKLAŞMA UZAYLARI

Bu bölümde; yaklaşma uzayıkavramıve yaklaşma uzaylarıarasında tanımlıbüzülme

dönüşümleri ifade edilerek bu kavramların temel özellikleri incelenecektir. Böylece;

nesneleri yaklaşma uzayları, morfizmleri büzülme dönüşümleri olan kategori ve bu

kategorinin alt kategorileri ile arasındaki ili̧skiler verilecektir.

4.1 Yaklaşma Uzaylarıve Temel Özellikleri

Üçüncü bölümde; bir X kümesi üzerinde uzaklık fonksiyonu, limit operatörü, yak-

laşma sistemi ve ölçek kavramlarının matematiksel olarak eş kavramlar olduğunu

ifade ettik. Bu durumda, aşağıda verilen tanım anlamlıdır.

Tanım 4.1 X bir küme olsun. X üzerinde, S ile bir uzaklık fonksiyonu, limit

operatörü, yaklaşma sistemi veya ölçek ifade edilsin. Bu durumda; S, X üzerinde

bir yaklaşma yapısıolarak adlandırılır. (X,S) ikilisine ise yaklaşma uzayıadı

verilir (Lowen 1989).

O halde; bir yaklaşma uzayı, matematiksel olarak birbirine eş olan uzaklık fonksi-

yonu, limit operatörü, yaklaşma sistemi veya ölçek kavramlarından herhangi biri ile

ifade edilebilir.

Örnek 4.1 P kümesi üzerinde,

dE : P× P −→ P

(x, y) −→ dE (x, y) := |x− y|

biçiminde tanımlımetrik verilsin. Bu durumda; P üzerinde tanımlıbir S yaklaşma

yapısı,

δE : P×2P −→ P

(x,A) −→ δE (x,A) :=


0 , x =∞ ve A sınırsız

∞ , x =∞ ve A sınırlı

inf
a∈A
|x− a| , x ∈ R+
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biçiminde tanımlıδE uzaklık fonksiyonu ya da bu uzaklık fonksiyonuna kaŗsılık gelen,

∀x ∈ X : AE (x) :=


{
ϕ ∈ PP | ϕ ≤ dE (x, ·)

}
, x ∈ R+{

θ]a,∞] | a <∞
}̂

, x =∞

biçiminde tanımlıyaklaşma sistemi ile verilebilir.

Örnek 4.2 P kümesi üzerinde,

dP : P× P −→ P

(x, y) −→ dP (x, y) := x	 y

biçiminde tanımlı quasimetrik verilsin. Bu durumda; P üzerinde tanımlı bir S

yaklaşma yapısı,

δP : P×2P −→ P

(x,A) −→ δP (x,A) :=

 x	 supA , A 6= ∅

∞ , A = ∅

biçiminde tanımlıδP uzaklık fonksiyonu ya da bu uzaklık fonksiyonuna kaŗsılık gelen,

∀x ∈ X : AP (x) :=


{
ϕ ∈ PP | ϕ ≤ dP (x, ·)

}
, x ∈ R+{

θ]a,∞] | a ∈ R+
}̂

, x =∞

biçiminde tanımlıyaklaşma sistemi ile verilebilir. Diğer yandan; her F ∈ F (P) için

l (F) := inf
U∈secF

supU biçiminde tanımlanmak üzere; S yaklaşma yapısı, δP uzaklık

fonksiyonuna kaŗsılık gelen,

∀x ∈ P : λPF (x) = x	 l (F)

biçiminde tanımlıλP limit operatörü ile de verilebilir.

Tanım 4.2 (X, δ) bir yaklaşma uzayıolsun. Bu durumda,

α : F (X) −→ PX

F −→ (αF) (x) := sup
F∈F

δ (x, F )

operatörüne δ uzaklık fonksiyonuna kaŗsılık gelen yı̆gılma operatörü adıverilir

(Lowen 1997).
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Her bir x ∈ X için αF fonksiyonu, x noktasının F süzgecinin yı̆gılma noktasıolmaya

ne kadar yakın olduğunu ölçen fonksiyon olarak değerlendirilir.

Limit operatörü ve yı̆gılma operatörü arasındaki ili̧ski, aşağıda verilen önerme ile

açık bir biçimde görülecektir.

Önerme 4.1 S,X kümesi üzerinde bir yaklaşma yapısıolsun.λ,X üzerinde tanımlı

limit operatörünü ve α, X üzerinde tanımlıyı̆gılma operatörünü göstersin.

F, G ∈ F (X) olmak üzere, F ⊆ G ise

αF ≤ αG ≤ λG ≤ λF

dir (Lowen 1997).

İspat. F, G ∈ F (X) ve F ⊆ G olsun. Bu durumda; Tanım 4.2 den, her x ∈ X için,

(αF) (x) = sup
F∈F

δ (x, F ) ≤ sup
G∈G

δ (x,G) = αG (x)

olduğu açıktır. Diğer yandan, Teorem 3.6 kullanılırsa;

λG = sup
U∈secG

δU ≥ sup
U∈G

δU = αG

elde edilir.

x ∈ X noktasıiçin, (λF) (x) = 0 ve (αF) (x) = 0 durumlarısırasıyla, x noktasının

F süzgecinin limit noktasıve yı̆gılma noktasıolmasıolarak değerlendirilir. Yukarı-

daki önermeden anlaşılacağıgibi; x noktası, bir F süzgecinden daha ince olan bir G

süzgecinin yı̆gılma noktasıise, F süzgecinin de yı̆gılma noktasıolacaktır. Her limit

noktasıbir yı̆gılma noktasıdır. Ancak tersi her zaman doğru değildir.

Önerme 4.2 S, X kümesi üzerinde tanımlıbir yaklaşma yapısıolsun. λ, X ü-

zerinde tanımlı limit operatörünü ve α, X üzerinde tanımlı yı̆gılma operatörünü

göstersin. Bu durumda;

∀U ∈ U (X) : λU = αU

dur (Lowen 1989).
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İspat. Teorem 3.6 ve Tanım 4.2 den açıktır.

Önerme 4.3 S, X kümesi üzerinde bir yaklaşma yapısı, F ∈ F (X) ve x ∈ X

olsun. Bu durumda, aşağıdaki özellikler mevcuttur.

i) (λF) (x) = sup
U∈U(F)

(λU) (x) = sup
U∈U(F)

(αU) (x) ,

ii) (αF) (x) = inf
U∈U(F)

(λU) (x) = inf
U∈U(F)

(αU) (x)

dir (Lowen 1997).

İspat. (i) F ∈ F (X) olsun. Önerme 4.1 den herhangi bir U ∈ U (F) için λU ≤ λF

olup,

sup
U∈U(F)

λU ≤ λF

elde edilir. Diğer yandan; Önerme 4.1 den αF ≤ αU ≤ λU olup

αF ≤ sup
U∈U(F)

λU

elde edilir. İkinci eşitlik, Önerme 4.2 den açıktır.

(ii) F ∈ F (X) olsun. Her U ∈ U (F) ve her x ∈ X için

sup
F∈F

δ (x, F ) ≤ sup
U∈U

δ (x, U)

olur ve, U ∈ U (F) keyfi olduğundan

sup
F∈F

δ (x, F ) ≤ inf
U∈U(F)

sup
U∈U

δ (x, U) = inf
U∈U(F)

(αU) (x)

elde edilir. Tanım 4.2 ve Önerme 4.2 den,

(αF) (x) ≤ inf
U∈U(F)

(λU) (x)

dir. O halde; inf
U∈U(F)

(λU) (x) ≤ (αF) (x) olduğu gösterilirse, ilk eşitlik için is-

pat tamamlanır. Her U ∈ U (F) için (αF) (x) < (λU) (x) olduğunu kabul ede-

lim. Önerme 4.2 ve Tanım 4.2 den her bir U ∈ U (F) için bir UU ∈ U ögesi

(αF) (x) < δ (x, UU) olacak biçimde seçilebilir. Bu durumda; Lemma 3.1 den U (F)

ailesinin sonlu elemanlıbir U0 alt ailesi vardır ve
⋃
U∈U0

UU ∈ F dir. Bu durumda;

52



Tanım 4.2 den

(αF) (x) ≥ δ

(
x,
⋃
U∈U0

UU

)
= min
U∈U0

δ (x, UU)

> (αF) (x)

elde edilir. Bu ise çeli̧skidir. O halde;

∃U ∈ U (F) : (αF) (x) ≥ (λU) (x)

ve dolayısıyla (αF) (x) ≥ inf
U∈U(F)

(λU) (x) olur.

Topolojik uzayda, bir süzgecin bir noktaya yakınsaması için gerek ve yeter şart

kendisinden ince olan tüm ultrasüzgeçlerin o noktaya yakınsamasıdır. Bir süzgecin

bir noktaya yı̆gılması için gerek ve yeter şart ise kendisinden ince en azından bir

ultrasüzgecin o noktaya yakınsamasıdır. Önerme 4.3 de verilen özellikler bu sonuçlar

ile uyumludur.

Tanım 4.3 X ve X
′
iki küme, δ ve δ

′
sırasıyla X ve X

′
üzerinde tanımlıiki uzaklık

fonksiyonu ve f : X → X
′
bir fonksiyon olsun. Bu durumda, her A ⊆ X için

δ
′

f(A) ◦ f ≤ δA

eşitsizliği veya her A ⊆ X ve her x ∈ X için;

δ
′
(f (x) , f (A)) ≤ δ (x,A)

eşitsizliği gerçekleniyor ise, f fonksiyonuna yaklaşma uzaylarıarasında tanımlı

bir büzülme dönüşümü adıverilir (Lowen 1989).

Yaklaşma uzaylarıarasında tanımlıbüzülme dönüşümleri, kısaca; büzülme olarak

ifade edilecektir.

Lemma 4.1 X veX
′
iki küme, δ ve δ

′
sırasıylaX veX

′
üzerinde tanımlıiki uzaklık

fonksiyonu ve F ∈ F (X) olsun. Bu durumda,

∀W ∈ U (f (F)) : ∃U ∈ U (F) 3 f (U) =W

dır (Lowen 2015).
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İspat. Bir an için

∃W ∈ U (f (F)) , ∀U ∈ U (F) : f (U) *W

olduğunu kabul edelim. Bu durumda; her U ∈ U (F) için en azından bir VU ∈ U

vardır öyle ki; f (VU) /∈ W dır. Lemma 3.1 den, en azından bir (Ui)1≤i≤n ⊂ U (F)

mevcuttur öyle ki VU1 ∈ U1, VU2 ∈ U2, ..., VUn ∈ Un ve
n⋃
i=1

VUi ∈ F dir. Bu durumdaW

ultrasüzgeç olduğundan en azından bir k ∈ {1, 2, .., n} için f (VUk) ∈ W elde edilir,

bu ise VUk kümesinin seçimi ile çeli̧sir. Benzer şekilde en azından bir W ∈ U (f (F))

ve her U ∈ U (F) için W * f (U) olmasıdurumunda da çeli̧ski elde edilir.

Teorem 4.1 X ve X
′
iki küme, δ ve δ

′
sırasıyla X ve X

′
üzerinde tanımlı iki

uzaklık fonksiyonu olsun. Bu durumda; f : X → X
′
fonksiyonu için aşağıdaki

özellikler denktir. ( λ ve A (λ′ ve A′) ile δ (δ′) uzaklık fonksiyonuna kaŗsılık gelen

limit operatörü ve yaklaşma sistemi ifade edilecektir.)

i) f fonksiyonu bir büzülmedir.

ii) ∀F∈F (X) : λ
′
(f (F)) ◦ f ≤ λF dir.

iii) ∀U ∈ U (X) : λ
′
(f (U)) ◦ f ≤ λU dir.

iv) ∀x ∈ X, ∀ϕ′ ∈ A′ (f (x)) : ϕ
′ ◦ f ∈ A (x) dir.

v) ∀d′ ∈ G ′ : d
′ ◦ (f × f) ∈ G dir.

İspat. (i)⇒(ii) f fonksiyonu bir büzülme ve F ∈ F (X) olsun. Her x ∈ X için

Teorem 3.6 dan, (
λ
′
(f (F))

)
(x) = sup

U∈sec(f(F))

δ
′
(f (x) , U)

ve

(λF) (x) = sup
V ∈secF

δ (x, V ) (4.1)

olduğundan, sup
U∈sec(f(F))

δ
′
(f (x) , U) ≤ sup

V ∈secF
δ (x, V ) eşitsizliğinin gerçeklendiği gös-

terilirse ispat tamamlanır. Keyfi bir U ∈ sec (f (F)) alalım. sec (f (F)) ⊆ f (secF)

olduğundan, U = f (V ) olacak biçimde en azından bir V ∈ secF vardır. O halde,

∀U ∈ sec (f (F)) : ∃V ∈ secF 3 δ′ (f (x) , f (V )) ≤ δ (x, V )

olur ve ispat tamamlanır.
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(ii)⇒(iii) U (X) ⊆ F (X) olduğundan açıktır.

(iii)⇒(i) Teorem 3.7 den, her x ∈ X ve her A ⊆ X için

δ
′
(f (x) , f (A)) = inf

U∈U(f(A))

(
λ
′U
)

(f (x)) (4.2)

dir. Keyfi bir V ∈ U (A) alınırsa, hipotezden

∀x ∈ X :
(
λ
′
(f (V))

)
(f (x)) ≤ (λV) (x)

elde edilir. Ayrıca, f (U (A)) ⊆ U (f (A)) olduğundan f (V) ∈ U (f (A)) dır. Bu

durumda,

∀V ∈ U (A) : ∃UV = f (V) ∈ U (f (A)) 3
(
λ
′UV
)

(f (x)) ≤ (λV) (x)

dir. Dolayısıyla,

inf
U∈U(f(A))

(
λ
′U
)

(f (x)) ≤ inf
V∈U(A)

(λV) (x)

olup, f bir büzülme dönüşümüdür.

(i)⇒(iv) f fonksiyonu büzülme olsun. En azından bir x0 ∈ X ve ϕ
′
0 ∈ A

′
(f (x0))

için ϕ
′
0 ◦ f /∈ A (x0) olduğunu kabul edelim. Bu durumda; en azından bir ε0 > 0 ve

ω0 <∞ vardır öyle ki,

∀ϕ ∈ A (x0) :
(
ϕ
′

0 ◦ f
)
∧ w0 � ϕ ∧ w0 + ε0

dır. Dolayısıyla;

A (ϕ) :=
{
x ∈ X | ϕ′0 (f (x)) ∧ ω0 > ϕ (x) + ε0

}
kümesi boş kümeden farklıdır. Teorem 3.16 kullanılırsa,

sup
ϕ∈A(x0)

δ (x0, A (ϕ)) ∧ ω0 = sup
ϕ∈A(x0)

sup
ψ∈A(x0)

inf
x∈A(ϕ)

ψ (x) ∧ ω0

≤ sup
ϕ∈A(x0)

sup
ψ∈A(x0)

inf
x∈A(ϕ∨ψ)

(ϕ ∨ ψ (x)) ∧ ω0

= sup
ϕ∈A(x0)

inf
x∈A(ϕ)

ϕ (x) ∧ ω0

≤ sup
ϕ∈A(x0)

inf
x∈A(ϕ)

ϕ
′
0 (f (x)) ∧ ω0 − ε0

≤ sup
ϕ∈A(x0)

sup
ξ∈A′ (f(x0))

inf
y∈f(A(ϕ))

ξ (y) ∧ ω0 − ε0

= sup
ϕ∈A(x0)

δ
′
(f (x0) , f (A (ϕ))) ∧ ω0 − ε0
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elde edilir. Bu ise f fonksiyonunun büzülme olmasıile çeli̧sir.

(iv)⇒(v) d′ ∈ G ′ olsun. Bu durumda; Teorem 3.13 den,

∀x ∈ X : d
′
(f (x) , .) ∈ A′ (f (x))

olacaktır. Dolayısıyla, her x ∈ X için d
′
(f (x) , .)◦f ∈ A (x) olur ve d

′ ◦ (f × f) ∈ G

elde edilir.

(v)⇒(i) Herhangi bir α > 0, her x ∈ X ve her A ⊆ X için δ
′
(f (x) , f (A)) > α

olduğunu kabul edelim. Teorem 3.10 dan,

∃d′ ∈ G ′ 3 ∀a ∈ A : d
′
(f (x) , f (a)) > α

dır. Hipotezden, d
′ ◦ (f × f) ∈ G olur. d′ ◦ (f × f) := e olarak alınırsa,

∃e ∈ G : inf
a∈A

e (x, a) > α

bulunur ve δ (x,A) = sup
e∈G

inf
a∈A

e (x, a) > α elde edilir. Dolayısıyla; δ
′
(f (x) , f (A)) ≤

δ (x,A) dir.

Önerme 4.4 (X, δ) bir yaklaşma uzayıolmak üzere, herhangi bir A ⊆ X için,

δA : (X, δ) → (P, δP)

x → δ (x,A)

fonksiyonu bir büzülmedir. (δP yapısıÖrnek 4.2 de tanımlanmı̧stır.)

İspat. x ∈ X ve B ⊆ X olsun. Bu durumda, B = ∅ ise δ (x,B) =∞ ve dolayısıyla

δA bir büzülme dönüşümüdür. Diğer yandan, B 6= ∅ ise Önerme 3.1 kullanılarak

δP (δA (x) , δA (B)) = δA (x)	 sup
b∈B

δA (b)

≤
(
δ (x,B) + sup

b∈B
δ (b, A)

)
	 sup

b∈B
δ (b, A)

= δ (x,B)

elde edilir.

Nesneler olarak yaklaşma uzayları, morfizmler olarak yaklaşma uzayları arasında

tanımlıbüzülme dönüşümleri göz önüne alınırsa, Tanım 2.19 anlamında bir kategori

elde edilmi̧s olur.
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Tanım 4.4 Nesneleri yaklaşma uzayları, morfizmleri büzülme dönüşümleri olan

kategori App ile gösterilir (Lowen 1989).

App kategorisi, başlangıç yapılarına göre kapalıdır. Teorem 4.2 de; ele alınacak küme

ailesinin öğeleri üzerinde yaklaşma yapılarıolarak yaklaşma sistemleri verildiğinde,

başlangıç yapılarının nasıl elde edileceği gösterilecektir. Teorem 4.3 ve Teorem 4.4

de ise, bu küme ailesinin ögeleri üzerindeki yaklaşma yapılarının sırasıyla ölçekler ve

uzaklık fonksiyonlarıolmasıdurumlarında kaŗsılık gelecek başlangıç yapıları ifade

edilecektir.

Tanım 4.5 δ ve δ
′
, X kümesi üzerinde tanımlı iki uzaklık fonksiyonu olsun. Bu

durumda;

idX : (X, δ) −→
(
X, δ

′
)

fonksiyonu büzülme oluyorsa δ fonksiyonu δ
′
fonksiyonundan daha ince (veya δ

′

fonksiyonu δ fonksiyonundan daha kaba) dir denir. δ fonksiyonunun δ
′
fonksi-

yonundan daha ince olmasıδ
′ ≤ δ biçiminde ifade edilir (Lowen 1989).

Teorem 4.2 App bir topolojik kategoridir. Özel olarak; X bir küme, J bir indis

kümesi, (Xj)j∈J yaklaşma uzaylarının bir ailesi olmak üzere; App içinde

(fj : X −→ Xj)j∈J

biçiminde tanımlıbir fonksiyon ailesi verilsin. Her bir j ∈ J için (Bj (x))x∈Xj ailesi

Xj üzerinde tanımlıyaklaşma sistemi için taban olmak üzere; X üzerindeki başlangıç

yaklaşma sistemi için taban, her x ∈ X için

B (x) :=

{
sup
j∈K

ξj ◦ fj | K ∈ 2(J),∀j ∈ K : ξj ∈ Bj (fj (x))

}
dir (Lowen 1989).

İspat. App kategorisinin belirli (concrete) olduğu tanımından açıktır ve X = {a}

kümesi üzerinde bir tek yaklaşma yapısıtanımlanabilir. I bir indis kümesi olmak

üzere; herhangi bir X kümesi üzerinde tanımlı{δi}i∈I yaklaşma yapılarının ailesi,

δi ≤ δj ⇐⇒ idX : (X, δj) −→ (X, δi) büzülme
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biçiminde tanımlanan “≤” bağıntısına göre kısmi sıralıdır. O halde; Tanım 2.26

gereğince App kategorisinin başlangıç yapılarına göre kapalıolduğu gösterilebilirse

ispat tamamlanır. x ∈ X olmak üzere; B (x) ailesinin bir yaklaşma sistemi için taban

olduğunu gösterelim: B (x) ailesinin ideal tabanıolduğu ve (B1) özelliğini sağladı̆gı

tanımından açıktır. (B2) özelliği için x ∈ X ve ϕ ∈ B (x) alalım. Bu durumda,

∃K ∈ 2(J) 3 ∀j ∈ K : ξj ∈ Bj (fj (x)) ve ϕ = sup
j∈K

ξj ◦ fj (4.3)

dir. Her bir j ∈ J için (Bj (z))z∈Xj ailesi Xj üzerindeki yaklaşma sistemi için taban

olduğundan, (B2) özelliğini sağlar. O halde; fj (x) ∈ Xj, ε > 0, w < ∞ için en

azından bir
(
ξjz
)
z∈Xj

∈
∏
z∈Xj
Bj (z) vardır öyle ki;

∀z, y ∈ Xj : ξj (y) ∧ w ≤ ξjfj(x) (z) + ξjz (y) + ε (4.4)

dur. Kısalık açısından; her t ∈ X için

υt := sup
j∈K

ξjfj(t) ◦ fj

biçiminde tanımlansın. Bu durumda, υt ∈ B (t) olup ve her t, s ∈ X için (4.3) ve

(4.4) kullanılırsa,

ϕ (s) ∧ w =

(
sup
j∈K

ξj ◦ fj
)

(s) ∧ w = sup
j∈K

ξj (fj (s)) ∧ w

≤ sup
j∈K

(
ξjfj(x)

(fj (t)) + ξjfj(t) (fj (s)) + ε
)

≤ υx (t) + υt (s) + ε

elde edilir. Dolayısıyla; (A (x))x∈X :=
(
B̂ (x)

)
x∈X

ailesi, X üzerinde bir yak-

laşma sistemidir. (A (x))x∈X ailesinin bir başlangıç yapısı olduğunu gösterelim:(
Z, (C (z))z∈Z

)
bir yaklaşma uzayı, g : Z −→ X fonksiyonu her j ∈ J için

fj ◦ g :
(
Z, (C (z))z∈Z

)
−→

(
Xj,, (Aj (x))x∈Xj

)
fonksiyonlarıbüzülme olacak biçimde tanımlıbir fonksiyon olsun. Teorem 4.1 kul-

lanılırsa,

∀z ∈ Z, ∀ψ′ ∈ Aj ((fj ◦ g) (z)) : ψ
′ ◦ (fj ◦ g) ∈ C (z) (4.5)

dir. g fonksiyonunun büzülme olduğunu göstermek için z ∈ Z ve ϕ
′ ∈ A (g (z))

alalım. Bu durumda, en azından bir K ∈ 2(J) vardır öyle ki her j ∈ K için
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ξj ∈ Bj (fj (g (z))) olmak üzere;(
sup
j∈K

ξj ◦ fj
)
◦ g = sup

j∈K
ξj ◦ (fj ◦ g)

dir. (4.5) den ξj ◦ (fj ◦ g) ∈ C (z), C (z) ideal olduğundan sup
j∈K

ξj ◦ (fj ◦ g) ∈ C (z)

ve dolayısıyla, ϕ
′ ◦ g ∈ C (z) elde edilir. Teorem 4.1 den g büzülme dönüşümüdür.

Tanım 4.5 den ispat tamamlanır.

Bir X kümesi üzerinde tanımlanan ayrık App-yapı, matematiksel olarak birbirine

denk olan aşağıdaki yaklaşma yapılarından herhangi biri ile verilebilir.

i) Uzaklık Fonksiyonu:

δ : X × 2X −→ P

(x,A) −→ δ (x,A) =

 0 , x ∈ A

∞ , x /∈ A

ii) Limit Operatörü:

λ : F (X) −→ PX

F −→ λF =

 θ{x} , F =
•
x

∞ , F 6= •
x

iii) Yaklaşma Yapısı: ∀x ∈ X için A (x) =
{
ϕ ∈ PX | ϕ (x) = 0

}
iv) Ölçek: G = qMet (X)

Bir X kümesi üzerinde tanımlanan ayrık olmayan App-yapı, matematiksel olarak

birbirine denk olan aşağıdaki yaklaşma yapılarından herhangi biri ile verilebilir.

i) Uzaklık Fonksiyonu:

δ : X × 2X −→ P

(x,A) −→ δ (x,A) =

 0 , A 6= ∅

∞ , A = ∅

ii) Limit Operatörü:

λ : F (X) −→ PX

F −→ λF = 0

iii) Yaklaşma Yapısı: ∀x ∈ X için A (x) = {0}
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iv) Ölçek: G = {0}

Teorem 4.3 X bir küme, J bir indis kümesi, (Xj)j∈J yaklaşma uzaylarının bir

ailesi olmak üzere; App içinde

(fj : X −→ Xj)j∈J

biçiminde tanımlıbir fonksiyon ailesi verilsin. Her bir j ∈ J için Hj ile Xj üzerinde

tanımlıölçek için taban gösterilmek üzere; X üzerindeki başlangıç ölçeği için taban,

H :=

{
sup
j∈K

dj ◦ (fj × fj) | K ∈ 2(J),∀j ∈ K : dj ∈ Hj

}
dir (Lowen 1997).

İspat. Teorem 4.2 nin ispatına benzer olarak elde edilebilir.

X bir küme ve A ⊆ X olsun. Teorem 4.4 de kullanılacak olan P (A) ailesi;

P (A) :=

{
R = (Ai)i∈I | I sonlu elemanlı, ∀i ∈ I : Ai ⊆ A ve A =

⋃
i∈I
Ai

}
biçiminde tanımlıdır.

Teorem 4.4 X bir küme, J bir indis kümesi, (Xj)j∈J yaklaşma uzaylarının bir

ailesi olmak üzere; App içinde

(fj : X −→ Xj)j∈J

biçiminde tanımlıbir fonksiyon ailesi verilsin. Her j ∈ J için δj ile Xj üzerinde

tanımlıuzaklık fonksiyonu gösterilmek üzere; X üzerinde tanımlıbaşlangıç uzaklık

fonksiyonu,

δ (x,A) := sup
R∈P(A)

min
P∈R

sup
j∈J

δj (fj (x) , fj (P ))

dir (Lowen 1989).

İspat. δ fonksiyonunun bir uzaklık fonksiyonu olduğu kolayca gösterilebilir. X

üzerindeki başlangıç uzaklık fonksiyonu δb ile gösterilmek üzere; δ = δb olduğu
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gösterilirse ispat tamamlanır. δ ≤ δb eşitsizliği (D3) özelliği kullanılarak gösterilir.

Diğer yandan; α > 0 olmak üzere, δb (x,A) > α olduğunu kabul edelim. Teorem 4.3

ve Teorem 3.10 kullanılırsa,

sup
K∈2(J)

sup
(dk)k∈K∈

∏
k∈K
Gk

inf
a∈A

sup
k∈K

dk (fk (x) , fk (a)) > α

olacaktır. Bu durumda; en azından bir K ∈ 2(J) ve bir (dk)k∈K ∈
∏
k∈K
Gk vardır öyle

ki her a ∈ A ve en azından bir k ∈ K için dk (fk (x) , fk (a)) > α dır. O halde;

A ∩
( ⋂
k∈K

f−1
k (Bdk (fk (x) , α))

)
= ∅

olur. Ayrıca;

Bk := A ∩ f−1
k (Xk\Bdk (fk (x) , α))

alınırsa A =
⋃
k∈K

Bk ve her k ∈ K için,

sup
j∈J

δj (fj (x) , fj (Bk)) ≥ δk (fk (x) , fk (Bk))

= sup
d∈Gk

inf
a∈Bk

d (fk (x) , fk (a))

≥ inf
a∈Bk

dk (fk (x) , fk (a))

≥ α

olur. Böylece; δ = δb elde edilir.

Sonuç 4.1 X bir küme, J bir indis kümesi olmak üzere; (Xj, dj)j∈J metrik uzay-

ların keyfi bir ailesi olsun. δπ =
∏
j∈J
δdj ile

Hπ :=

{
sup
k∈K

dk ◦ (prk × prk) | K ⊆ J,K sonlu elemanlı
}

ölçek tabanının ürettiği ölçeğe kaŗsılık gelen uzaklık fonksiyonu gösterilmek üzere;

her x ∈ X ve her A ⊆ X için,

δπ (x,A) = sup
K∈2(J)

inf
a∈A

sup
k∈K

dk (prk (x) , prk (a))

biçiminde tanımlıdır (Lowen 1997).
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4.2 Topolojik Yaklaşma Uzayları

(X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere; her A ⊆ X ve her x ∈ X için

δτ : X × 2X −→ P

(x,A) −→ δτ (x,A) =

 0 , x ∈ clτ (A)

∞ , x /∈ clτ (A)

biçiminde tanımlanan fonksiyonX üzerinde bir uzaklık fonksiyonudur. Bu bölümde;

δτ fonksiyonuna kaŗsılık gelen yaklaşma yapılarıifade edilecek ve Top kategorisi ile

App kategorisi arasındaki ili̧skiler incelenecektir.

Önerme 4.5 (X, τ) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda,

δτ : X × 2X −→ P

fonksiyonu,X üzerinde bir uzaklık fonksiyonudur ve bu uzaklık fonksiyonuna kaŗsılık

gelen yaklaşma yapılarıaşağıdaki şekilde tanımlıdır.

i) Her x ∈ X içinAτ (x) :=
{
ϕ ∈ PX | ϕ (x) = 0 ve ϕ, x noktasında üstten yarı-sürekli

}
dir. (Aτ (x))x∈X yaklaşma sisteminin tabanıher x ∈ X için Bτ (x) := {θV | V ∈ Vτ (x)}

dir.

ii) Gτ := {d ∈ qMet (X) | τ d ⊆ τ} dur.

(Lowen 1997).

İspat. δτ fonksiyonunun (D1) ve (D2) özelliklerini sağladı̆gıkolayca görülebilir. Her

A, B ⊆ X için

clτ (A ∪B) = clτ (A) ∪ clτ (B)

olduğundan, δτ fonksiyonu (D3) özelliğini sağlar. Her ε > 0 için A(ε) = clτ (A) ve

A(∞) = X olduğundan, (D4) özelliğinin sağlandı̆gıaçıktır.

(i) δτ uzaklık fonksiyonuna kaŗsılık gelen yaklaşma sistemi Teorem 3.15 den,

Aδτ (x) :=

{
ϕ ∈ PX | ∀A ⊆ X : inf

a∈A
ϕ (a) ≤ δτ (x,A)

}
=

{
ϕ ∈ PX | ∀A ⊆ X : x ∈ clτ (A) =⇒ inf

a∈A
ϕ (a) = 0

}
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biçiminde tanımlıdır. ϕ ∈ Aδτ (x) olsun. Bu durumda; ϕ (x) = 0 olduğu açıktır.

ϕ fonksiyonunun x noktasında üstten yarısürekli olduğunu gösterelim: Bir an için

ϕ : X −→ P fonksiyonunun x noktasında üstten yarısürekli olmadı̆gınıkabul edelim.

Bu durumda;

∃εx > 0 3 ∀U ∈ V(x) : ϕ (U) * [0, ϕ (x) + εx]

dir. A = {ϕ > εx} alınırsa, x ∈ clτ (A) olduğundan inf
a∈A

ϕ (a) = 0 olacaktır. O halde;

εx > 0 : ∃uεx ∈ A 3 ϕ (uεx) ≤ εx

elde edilir, bu ise A kümesinin tanımıile çeli̧sir. Diğer yandan; ϕ ∈ Aτ (x), A ⊆ X

ve x ∈ clτ (A) olduğunu kabul edelim. x ∈ A ise ϕ ∈ Aδτ (x) olduğu açıktır. x /∈ A

olsun. Kabulden;

∀V ∈ V(x) : V ∩ A 6= ∅ (4.6)

dır. Ayrıca; ϕ, x noktasında üstten yarısürekli olduğundan

∀ε > 0 : ∃U ∈ V(x) 3 ϕ (U) ⊆ [0, ε]

olacaktır. (4.6) dan, U ∩ A 6= ∅ dir. Böylece;

∃aε ∈ U ∩ A 3 x 6= aε ve ϕ (aε) ≤ ε

olur ve dolayısıyla inf
a∈A

ϕ (a) = 0 bulunur. Sonuç olarak; Aτ = Aδτ dur. Şimdi;

B̂τ (x) = Aτ (x) olduğunu gösterelim: ϕ ∈ Aτ (x) olsun. Bu durumda; her ε > 0

için en azından bir Uε ∈ Vτ (x) vardır öyle ki ϕ (Uε) ⊆ [0, ε] dur. Bu durumda;

θUε ∈ Bτ (x) olur ve

∀ε > 0,∀w <∞ : ϕ ∧ w ≤ θUε + ε

dur. O halde; Aτ (x) ⊆ B̂τ (x) elde edilir. B̂τ (x) ⊆ Aτ (x) olduğu benzer şekilde

gösterilebilir.

(ii) δτ uzaklık fonksiyonuna kaŗsılık gelen ölçek, Teorem 3.8 den;

Gδτ =

{
d ∈ qMet (X) | ∀A ⊆ X, ∀x ∈ X : inf

a∈A
d (x, a) ≤ δτ (x,A)

}
biçiminde tanımlıdır. d ∈ Gδτ olsun. Bu durumda; her A ⊆ X için clτ (A) ⊆ clτd (A)

olduğu gösterilirse d ∈ Gτ olduğu söylenebilir. d ∈ Gδτ olduğundan, A ⊆ X ve

x ∈ clτ (A) için Gδτailesinin tanımından inf
a∈A

d (x, a) = 0 dır. Bu durumda;

∀ε > 0 : ∃aε ∈ A 3 d (x, aε) < ε
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olup aε ∈ A ∩ Bd (x, ε) dur. O halde; x ∈ clτd (A) ve Gδτ ⊆ Gτ dur. Diğer yandan;

d ∈ Gτ olsun. Her A ⊆ X ve her x ∈ X için δτ (x,A) =∞ ise d ∈ Gδτ olduğu açıktır.

δτ (x,A) = 0 ise x ∈ clτ (A) ve dolayısıyla x ∈ clτd (A) bulunur. Bu durumda;

∀ε > 0 : Bd (x, ε) ∩ A 6= ∅

dır ve böylece, inf
a∈A

d (x, a) = 0 elde edilir.

Tanım 4.6 (X,S) bir yaklaşma uzayı olsun. S yaklaşma yapısı, X üzerinde

tanımlıbir τ topolojisi yardımıyla üretilen δτ , (Aτ (x))x∈X veya Gτ yaklaşma yapıların-

dan herhangi biri ile çakı̧sıyorsa,S topolojik yaklaşma yapısıdır denir (Lowen 1989).

Önerme 4.6 (X, δ) bir yaklaşma uzayıolsun. Bu durumda, (X, δ) nın topolojik

yaklaşma yapısıolmasıiçin gerek ve yeter şart, birbirine denk olan aşağıdaki öner-

melerden herhangi birinin sağlanmasıdır.

i) δ
(
X × 2X

)
⊆ {0,∞}

ii) ∀d ∈ G , ∀α ∈ R+ : αd ∈ G
(Lowen 1997).

İspat. (X, δ) bir topolojik yaklaşma uzayıolsun. Önerme 4.5 den; her x ∈ X ve

her A ⊆ X için δ (x,A) = 0 veya δ (x,A) = ∞ olacağından δ
(
X × 2X

)
⊆ {0,∞}

olduğu açıktır. Diğer yandan; δ
(
X × 2X

)
⊆ {0,∞} olduğu kabul edilirse;

c (A) := {x ∈ X | δ (x,A) = 0}

biçiminde tanımlanan operatör, X üzerinde bir topolojik kapanı̧s operatörüdür.

c operatörünün ürettiği topoloji τ c ile gösterilmek üzere; δ = δτc dir. Dolayısıyla

(X, δ) bir topolojik yaklaşma uzayıdır. (i) önermesi ile (ii) önermesinin denk olduğunu

gösterelim: δ
(
X × 2X

)
⊆ {0,∞} olsun. d ∈ G ve α ∈ R+ alalım. Her A ⊆ X ve her

x ∈ X için δ (x,A) =∞ olmasıdurumunda αd ∈ G olacağıTeorem 3.8 den açıktır.

δ (x,A) = 0 ise,

∀ε > 0 : ∃aε ∈ A 3 d (x, aε) ≤ ε

elde edilir. Dolayısıyla, ε
α
> 0 sayısıiçin de en azından bir a ε

α
∈ A vardır öyle ki

d
(
x, a ε

α

)
≤ ε

α
dır. O halde; inf

a∈A
(αd) (x, a) = 0 olur ve Teorem 3.8 den αd ∈ G elde
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edilir. Diğer yandan; (ii) gerçeklensin ve m /∈ {0,∞} olmak üzere x ∈ X, A ⊆ X

için, δ (x,A) = m olduğunu kabul edelim. Bu durumda; Teorem 3.10 kullanılırsa,

sup
d∈G

inf
a∈A

d (x, a) = m (4.7)

ve

∀ε > 0 : ∃dε ∈ G 3 inf
a∈A

dε (x, a) ≥ m− ε

elde edilir. Özel olarak; her ε < m için de inf
a∈A

dε (x, a) > m− ε olacaktır. α = m
m−ε

alınırsa,

∀ε > 0 : ∃dε ∈ G 3 inf
a∈A

(αdε) (x, a) > m

olur ve sup
d∈G

inf
a∈A

d (x, a) > m elde edilir. Bu ise (4.7) ile çeli̧sir.

(X, τ) ve
(
Y, τ

′)
iki topolojik uzay olmak üzere; bir f : X −→ Y fonksiyonunun

sürekli olması için gerek ve yeter koşul f : (X, δτ ) −→ (X, δτ ′ ) fonksiyonunun

büzülme olmasıdır. Böylece;

Top
F−→ App

τ −→ δτ

f −→ f

funktoru bir dolu gömülmedir. Üstelik Top kategorisi App kategorisi içine belirli

yansımalıve belirli ko-yansımalıolarak gömülür. Şimdi bu ili̧skileri ifade eden

önerme ve teoremleri verelim.

Önerme 4.7 (X, δ) bir yaklaşma uzayıolsun. Bu durumda, her A ⊆ X için

cl (A) := {x ∈ X | δ (x,A) <∞}

biçiminde tanımlanan operatör bir pretopolojik kapanı̧s operatörüdür (Lowen 1989).

İspat. A ⊆ X olmak üzere, her x ∈ A için (D1) özelliğinden δ (x,A) = 0 ve

dolayısıyla x ∈ cl (A) elde edilir. cl (∅) = ∅ eşitliği operatörün tanımından açıktır.
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A,B ⊆ X olmak üzere; (D3) özelliğinden,

x ∈ cl (A ∪B) ⇔ δ (x,A ∪B) <∞

⇔ min {δ (x,A) , δ (x,B)} <∞

⇔ x ∈ cl (A)
∨
x ∈ cl (B)

⇔ x ∈ cl (A) ∪ cl (B)

elde edilir.

Teorem 4.5 Top kategorisi, PreTop kategorisi içine belirli yansımalıolarak gömülür.

Özel olarak; (X, cl) pretopolojik uzayının Top-yansıması,

idX : (X, cl) −→
(
X, cltr

)
dönüşümü yardımıyla verilir. Burada; cltr operatörü her A ⊆ X için

cl0 (A) := A

clα+1 (A) := cl (clα (A)) , α keyfi ordinal

clβ (A) :=
⋃
α<β

clα (A) , β limit ordinal

olmak üzere,

cltr (A) := clγ (A) 3 clγ+1 (A) = clγ (A)

biçiminde tanımlıdır ve bir topolojik kapanı̧s operatörüdür (Herrlich 1974).

Teorem 4.6 Top kategorisi, App kategorisi içine belirli yansımalıbir alt kategorisi

olarak gömülür. Özel olarak; (X, δ) herhangi bir yaklaşma uzayıolmak üzere, (X, δ)

nın Top-yansımasıδtr, cl pretopolojik kapanı̧s operatörünün, Top-yansımasının üret-

tiği uzaklık fonksiyonudur (Lowen 1989).

İspat. idX : (X, δ) −→
(
X, δtr

)
biçiminde tanımlanan fonksiyonun büzülme olduğunu

gösterelim. x ∈ X ve A ⊆ X için δ (x,A) = ∞ ise idX fonksiyonunun büzülme

olduğu açıktır. δ (x,A) <∞ ise, Önerme 4.7 den x ∈ clA ⊆ cltrA olur ve dolayısıyla

δtr (x,A) = 0 elde edilir. Şimdi (Y, τ) herhangi bir topolojik uzay olmak üzere;

f : (X, δ) −→ (Y, δτ )
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biçiminde tanımlıfonksiyonun bir büzülme olduğunu kabul edelim. x ∈ X, A ⊆ X

ve x ∈ cl (A) olsun. Bu durumda; δ (x,A) <∞ olur ve kabulümüzden;

δτ (f (x) , f (A)) <∞

elde edilir. O halde; Önerme 4.5 den; δτ (f (x) , f (A)) = 0 ve f (x) ∈ clτ (f (A)) dır.

Dolayısıyla;

f : (X, cl) −→ (Y, clτ )

fonksiyonu süreklidir. Böylece; f :
(
X, δtr

)
−→ (Y, δτ ) biçiminde tanımlanan fonk-

siyon bir büzülmedir.

Teorem 4.7 Top kategorisi, App kategorisi içine belirli koyansımalıbir alt kate-

gorisi olarak gömülür. Özel olarak; (X, δ) herhangi bir yaklaşma uzayıolmak üzere,

(X, δ) nın Top ko-yansımasıδtc,

clδ (A) := {x ∈ X | δ (x,A) = 0}

topolojik kapanı̧s operatörü tarafından üretilen, uzaklık fonksiyonudur (Lowen 1989).

İspat. clδ operatörünün bir topolojik kapanı̧s operatörü olduğu ve

idX :
(
X, δtc

)
−→ (X, δ)

dönüşümünün bir büzülme olduğu kolayca gösterilebilir. (Y, τ) herhangi bir topolojik

uzay olmak üzere;

f : (Y, δτ ) −→ (X, δ)

fonksiyonunun bir büzülme olduğunu kabul edelim. y ∈ Y, A ⊆ Y ve y ∈ clτ (A)

ise, Önerme 4.5 den δτ (y, A) = 0 olur ve f büzülme olduğundan δ (f (y) , f (A)) = 0

elde edilir. Dolayısıyla, f (y) ∈ clδ (f (A)) = cltc (f (A)) dır. Bu durumda;

f : (Y, δτ ) −→
(
X, δtc

)
biçiminde tanımlanan fonksiyon bir büzülmedir.

Önerme 4.8 (X, δ) bir yaklaşma uzayı, (B (x))x∈X ailesi δ uzaklık fonksiyonuna

kaŗsılık gelen yaklaşma sistemi için taban, H kümesi δ uzaklık fonksiyonuna kaŗsılık
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gelen ölçek için taban ve λ, δ uzaklık fonksiyonuna kaŗsılık gelen limit operatörü

olsun Bu durumda; (X, δ) yaklaşma uzayının topolojik ko-yansımasında,

F ∈ F (X) : F→ x⇔ (λF) (x) = 0

F x⇔ (αF) (x) = 0

ve
V (x) = {V ⊆ X | ∃ε > 0,∃ϕ ∈ B (x) : {ϕ < ε} ⊆ V }

= {V ⊆ X | ∃ε > 0,∃d ∈ H : Bd (x, ε) ⊆ V }

dir (Lowen 2015).

4.3 (Quasi-)Metrik Yaklaşma Uzayları

(X, d) bir quasimetrik uzay olmak üzere; her A ⊆ X ve her x ∈ X için

δd : X × 2X −→ P

(x,A) −→ δd (x,A) = inf
a∈A

d (x, a)

biçiminde tanımlanan fonksiyon, X üzerinde bir uzaklık fonksiyonudur. Bu bölümde

δd uzaklık fonksiyonuna kaŗsılık gelen yaklaşma yapılarıifade edilecek ve qMet ka-

tegorisi ile App kategorisi arasındaki ili̧skiler incelenecektir.

Önerme 4.9 X bir küme ve (X, d) bir quasimetrik uzay olsun. Bu durumda,

δd : X × 2X −→ P

fonksiyonu, X üzerinde bir uzaklık fonksiyonudur ve δd ye kaŗsılık gelen yaklaşma

yapılarıaşağıdaki şekilde tanımlıdır.

i) ∀F ∈ F (X) ,∀x ∈ X için

(αdF) (x) = sup
F∈F

inf
y∈F

d (x, y) = sup
F∈F

δd (x, F )

(λdF) (x) = inf
F∈F

sup
y∈F

d (x, y)

dir.

ii) ∀x ∈ X için Ad (x) :=
{
ϕ ∈ PX | ϕ ≤ d (x, ·)

}
ve bu yaklaşma sistemi için taban

{d (x, ·)} dır.

iii) Gd := {e ∈ qMet (X) | e ≤ d} ve bu ölçek için taban {d} dir.
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(Lowen 1989).

İspat. Önerme 4.5 in ispatına benzer olarak elde edilir.

(X, d) ve
(
Y, d

′)
iki quasi-metrik uzay olmak üzere, bir f : X −→ Y fonksiyonunun

geni̧slemeyen bir dönüşüm olmasıiçin gerek ve yeter koşul f : (X, δd) −→ (Y, δd′ )

fonksiyonunun bir büzülme olmasıdır. Böylece;

qMet
F−→ App

d −→ δd

f −→ f

funktoru, bir dolu gömülmedir. Üstelik qMet kategorisi App kategorisi içine belirli

ko-yansımalıbir alt kategorisi olarak gömülür. Şimdi, bu ili̧skileri ifade eden önerme

ve teoremleri verelim.

Teorem 4.8 qMet kategorisi, App kategorisi içine belirli ko-yansımalıbir alt kate-

gorisi olarak gömülür. (X, δ) herhangi bir yaklaşma uzayıolmak üzere; δ nın qMet

ko-yansıması

dδ : X ×X −→ P

(x, y) −→ dδ (x, y) = δ (x, {y})

quasimetriğine kaŗsılık gelen δqm uzaklık fonksiyonu tarafından belirlenir (Lowen 1989).

İspat. Her x ∈ X ve her A ⊆ X için (D3) özelliğinden,

δ (x,A) ≤ inf
a∈A

δ (x, {a}) = δqm (x,A)

olur ve dolayısıyla idX : (X, δqm) −→ (X, δ) fonksiyonu bir büzülmedir. (Y, d)

herhangi bir quasimetrik uzay olmak üzere f : (Y, δd) −→ (X, δ) fonksiyonu bir

büzülme olsun. Bu durumda; her y ∈ Y ve her A ⊆ Y için,

δqm (f (y) , f (A)) = inf
a∈A

δ (f (y) , {f (a)})

≤ inf
a∈A

δd (y, {a})

= δd (y, A)

dır. Böylece, f : (Y, δd) −→ (X, δqm) biçiminde tanımlanan fonksiyon bir büzülme

dönüşümüdür.
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Önerme 4.10 (X, δ) bir yaklaşma uzayıolsun. (B (x))x∈X ailesi, δ uzaklık fonksi-

yonuna kaŗsılık gelen yaklaşma sistemi için taban ve H, δ ya kaŗsılık gelen ölçek için

taban ise

∀x, y ∈ X : dδ (x, y) = sup
ϕ∈B(x)

ϕ (y) = sup
d∈H

d (x, y)

dir (Lowen 1997).

İspat. Teorem 3.16, Teorem 3.9 ve Teorem 4.8 den kolayca elde edilebilir.

X kümesi üzerinde d quasimetriği verilsin. Bu durumda;

d− (x, y) = d (y, x)

biçiminde tanımlanan d− quasimetriğine, d quasimetriğinin eşleniği adıverilir.

Bu iki quasimetrik yardımıyla elde edilen;

d∗ := d ∨ d−

fonksiyonu bir metriktir.

Teorem 4.9 Met kategorisi, App kategorisi içine belirli ko-yansımalıbir alt kate-

gorisi olarak gömülür. (X, δ) herhangi bir yaklaşma uzayıolmak üzere; δ nın Met

ko-yansıması

d∗δ : X ×X −→ P

(x, y) −→ d∗δ (x, y) = dδ (x, y) ∨ d−δ (x, y)

metriğine kaŗsılık gelen δm uzaklık fonksiyonu tarafından belirlenir (Lowen 1989).

İspat. Teorem 4.8 in ispatına benzer olarak elde edilir.

Örnek 4.3 P kümesi üzerinde dE öklid metriği ve δE uzaklık fonksiyonu, Örnek 4.2

de tanımlandı̆gıgibi ele alınsın. Bu durumda; δE uzaklık fonksiyonunun, hem qMet

ko-yansımasıhem de Met ko-yansıması, (P, dE) yaklaşma uzayıdır.

Örnek 4.4 P kümesi üzerinde δP uzaklık fonksiyonu ve dP quasimetriği, Örnek 4.2

de tanımlandı̆gıgibi ele alınsın. Bu durumda; δP uzaklık fonksiyonunun Met ko-

yansıması(P, dE), qMet ko-yansıması(P, dP) dir.
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Önerme 4.11 δ, X kümesi üzerinde bir düzgün yaklaşma yapısıve H bu yaklaşma

yapısına kaŗsılık gelen ölçek için taban olsun. Bu durumda; aşağıdaki özellikler

vardır.

i) δ yaklaşma yapısının topolojik ko-yansıması,

{Bd (x, ε) | d ∈ H, ε > 0}x∈X

biçiminde tanımlıaileyi komşuluklar tabanıkabul eden τ δ topolojisi tarafından be-

lirlenir.

ii) δ yaklaşma yapısının metrik ko-yansıması,

dδ : X ×X −→ P

(x, y) −→ sup
d∈H

d (x, y)

biçiminde tanımlımetrik tarafından belirlenir.

İspat. Önerme 4.8 ve Teorem 4.9 kullanılarak kolayca elde edilebilir.
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5. HİPERUZAYLAR ÜZERİNDE TANIMLI YAKLAŞMA YAPILARI

X bir küme olsun. 2X kümesinin belirli özelliklere sahip alt kümeleri üzerinde tanım-

lanan topolojilere ili̧skin ilk çalı̧sma, E. Michael tarafından 1950 yılında yapılmı̧stır.

E. Michael, 2X kümesinin alt kümeleri üzerinde tanımlanan topolojileri hiper-

topoloji olarak adlandırmı̧stır. Hipertopolojilere ili̧skin çalı̧smalar 1960 yılının or-

talarında R. Wijsman tarafından geli̧stirilmi̧s ve sonraki 50 yıl içerisinde U. Mosco,

R. Wets, H. Attouch ve R. Lowen gibi ünlü matematikçiler hipertopolojiler üzeri-

ne çalı̧smaya devam etmi̧stir. Hipertopolojilerin en çok bilinen örnekleri; Wijsman

topoloji, Hausdorffmetrik topoloji, proximal topoloji, Vietoris topoloji ve Attouch-

Wets topolojidir. R. Lowen ve M. Sioen, 1996-1998 yıllarında Wijsman, Hausdorff

metrik ve proximal topolojiden esinlenerek bu topolojilerin analoğu olacak biçimde

yaklaşma yapılarıinşa edilip edilemeyeceğini araştırmı̧s ve her bir kavram ile ili̧skili

olan yaklaşma yapılarıtanımlamı̧slardır.

Bu bölümde, Wijsman, Hausdorff metrik ve proximal topoloji kavramları kısaca

hatırlatılacak ve daha sonra App kategorisi içinde, bu topolojilerin analoğu olacak

biçimde inşa edilen yapılar ile ilgili temel bilgiler verilecektir. 2X kümesinin bir alt

ailesi, üzerinde inşa edilen bir matematiksel yapıile göz önüne alınıyorsa bu yapıyı

hiperuzay olarak adlandıracağız.

(X, d) bir metrik uzay olsun. X kümesinin; boş kümeden farklı, kapalıalt kümelerinin

ailesi CL (X) ile, boş kümeden farklı, kapalıve sınırlıalt kümelerinin ailesi CLB(X)

ile gösterilir.

Tanım 5.1 (X, d) bir metrik uzay olsun. Her A,B ∈ CL (X) için

Hd (A,B) = sup
x∈X
|δd (x,A)− δd (x,B)|

biçiminde CL (X) üzerinde tanımlanan metrik, Hausdorffmetrik olarak adlandırılır.

Hd metriğinin CL(X) üzerinde ürettiği topolojiye ise Hausdorffmetrik topoloji

adıverilir ve τHd ile gösterilir (Beer 1993).
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Hausdorff metrik topoloji; A ∈ CL(X) olmak üzere

dA : X −→ R+

x −→ dA (x) = inf
a∈A

d (x, a)

sürekli fonksiyonlarının F ailesi (C(X,R), τuc) topolojik uzayından indirgenen yapısıyla

ele alındı̆gında

F : CL(X) −→ C(X,R)

A −→ F (A) = dA

fonksiyonu gömülme dönüşümü olacak biçimde, CL(X) üzerinde tanımlanan topoloji

ile çakı̧sır.

Tanım 5.2 (X, d) bir metrik uzay olsun. Her x ∈ X için

dx : CL(X) −→ R+

A −→ dx(A) = inf
a∈A

d(x, a)

biçiminde tanımlanan fonksiyonların oluşturduğu {dx | x ∈ X} ailesinin CL(X) ü-

zerinde ürettiği başlangıç topolojisine Wijsman topoloji adı verilir ve τWd ile

gösterilir (Beer 1993).

Wijsman topoloji,

W1 := ({A ∈ CL(X) | d (x,A) < α})x∈X,α>0

W2 := ({A ∈ CL(X) | d (x,A) > α})x∈X,α>0

olmak üzere S =W1

⋃
W2 ailesini alt taban kabul eden topolojidir. CL (X) üzerinde

Wijsman topoloji farklı̧sekillerde tanımlanabilir. R+ kümesi alı̧sılmı̧s öklid topolojisi

ile donatıldı̆gında; CL(X) üzerinde Wijsman topolojinin,

(
CL (X) −→ R+ : A −→ δd (x,A)

)
x∈X

biçiminde tanımlanan fonksiyon ailesinin CL(X) üzerinde ürettiği başlangıç topolo-

jisi olduğu Tanım 5.2 den açıktır. Diğer yandan, (R+)
X kümesi çarpım topoloji ile

donatıldı̆gında; CL (X) üzerinde tanımlıWijsman topoloji

CL (X) −→
(
R+
)X

: A −→ δd (·, A)

73



biçiminde tanımlanan fonksiyonu sürekli kılan en kaba topoloji ile çakı̧sır. Ancak,

R+ kümesi üzerinde alı̧sılmı̧s topoloji yerine, alı̧sılmı̧s metrik alınarak bu inşa yapıla-

maz. Yaklaşma uzaylarıkullanılarak bu problem ortadan kaldırılacaktır.

Wijsman topoloji, ancak (X, d)metrik uzayının ayrılabilir olmasıdurumunda metrik-

leşebilirdir. Ayrılabilirlik şartınısağlamayan bir (X, d) metrik uzayıele alındı̆gında,

CL(X) üzerinde uzaklı̆ga ili̧skin bilgi veren bir yapının nasıl inşa edildiği 1996 yılında

Lowen ve Sioen tarafından gösterilmi̧stir.

(X, d) bir metrik uzay olsun. A ⊆ X ve ε ∈ R+
0 olmak üzere,

Sε (A) := {x ∈ X | d (x,A) < ε}

biçiminde tanımlıdır. Sıklıkla kullanacağımız iki önemli fonksiyon CL(X)×CL(X)

üzerinde tanımlı

Dd (A,B) := inf {d (x, y) | x ∈ A, y ∈ B} ,

ed (A,B) := sup
x∈A

δd (x,B)

fonksiyonlarıdır. Bu fonksiyonlar sırasıyla; boşluk ve artık fonksiyonlarıolarak ad-

landırılır. Kabaca, aşağıda düzlemde verilen A ve B kümeleri arasındaki artık ve

boşluk gösterilmi̧stir.

Şekil 5.1. A, B ⊂ R2 kümeleri arasındaki artık ve boşluk
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X bir küme ve A ⊆ X olmak üzere;

A− := {B ∈ CL (X) | B ∩ A 6= ∅}

A+ := {B ∈ CL (X) | B ⊆ A}

ve d, X üzerinde tanımlıbir metrik olmak üzere;

A++ :=
{
B ∈ CL (X) | ∃ε ∈ R+

0 : Sε (B) ⊆ A
}

= {B ∈ CL (X) | Dd (B,Ac) > 0}

biçiminde tanımlıdır (Beer 1993).

Tanım 5.3 (X, d) bir metrik uzay olmak üzere;{
V − | V ∈ τ d

}⋃{
V ++ | V ∈ τ d

}
ailesi CL(X) kümesi üzerinde bir topoloji için alt tabandır. Bu aile tarafından

üretilen topolojiye, proximal topoloji adı verilir ve τ prox(d) biçiminde gösterilir

(Beer 1993).

Proximal topoloji hem CL(X) hem de CLB(X) kümeleri üzerine inşa edilebilir.

Bu iki durumu aynıanda inceleyebileceğimiz, daha kapsamlıbir tanım verilmi̧stir.

∆ ⊆ CL(X) ve ∆ 6= ∅ olmak üzere;{
V − | V ∈ τ d

}⋃{
(Dc)++ | D ∈ ∆

}
ailesini alttaban kabul eden topolojiye ∆-proximal topoloji adıverilir ve τ prox(∆,d)

biçiminde gösterilir. Özel olarak, ∆ = CLB(X) olmasıdurumunda; kaŗsılık gelen

proximal hipertopolojiye sınırlıproximal topoloji adıverilir ve τ bprox(∆,d) biçi-

minde gösterilir. ∆ = CL(X) olmasıdurumunda, proximal topoloji ile ∆-proximal

topoloji çakı̧sacaktır.

Tanım 5.4 (X, τ) bir topolojik uzay olsun ve CL(X) bir hipertopoloji ile donatıl-

sın. Bu durumda,

ψ : X −→ CL(X)

x −→ ψ (x) = {x}
fonksiyonu bir gömülme dönüşümü oluyor ise, CL(X) üzerinde tanımlıhipertopoloji

X üzerinde tanımlıhipertopoloji ile uyumludur denir (Michael 1951).
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Daha açık ifade edilecek olursa; K = {{x} | x ∈ CL(X)} ailesi CL(X) üzerinde

tanımlı hipertopolojiden indirgenen yapısı ile ele alındı̆gında, ψ bir homeomor-

fizm oluyorsa, CL(X) üzerinde tanımlıhipertopoloji X üzerinde tanımlı topoloji

ile uyumludur denir.

5.1 Wijsman Yaklaşma Yapısı

Lowen, Hausdorff metriğine alternatif olarak, CL(X) üzerinde X kümesinin sonlu

elemanlıher F alt kümesine,

dF : CL (X)× CL (X) −→ P

(A,B) −→ dF (A,B) = sup
x∈F
|δd (x,A)− δd (x,B)|

biçiminde tanımlıbir metrik kaŗsılık getirmi̧stir. Böylece,

DWd
:=
{
dF | F ∈ 2(X)

}
biçiminde tanımlanan metrik ailesi elde edilir. Ayrıca; DWd

kümesinin sonlu elemanlı

her bir D alt kümesi için sup
d∈D

d ∈ DWd
dir. Dolayısıyla DWd

simetrik bir ölçek için

simetrik bir tabandır. DWd
ailesinin ürettiği ölçeğe kaŗsılık gelen uzaklık fonksiyonu,

δWd
: CL (X)× 2CL(X) −→ P

(A,A) −→ δWd
(A,A) = sup

F∈2(X)

inf
B∈A

dF (A,B)

biçiminde tanımlıdır. δWd
uzaklık fonksiyonuna kaŗsılık gelen yaklaşma yapısıWijs-

man yaklaşma yapısıolarak adlandırılır. CL (X) kümesi, Wijsman yaklaşma yapısı

ile donatılırsa elde edilen yaklaşma uzayı kısaca CLWd
(X) biçiminde, Hausdorff

metriği ile donatılırsa elde edilen yaklaşma uzayıkısaca CLHd (X) biçiminde göste-

rilecektir (Lowen ve Sioen 1996).

Wijsman yaklaşma yapısının, Wijsman topoloji ve Hausdorff metrik topoloji ile

ili̧skisi aşağıdaki önerme ile açıklanabilir.

Önerme 5.1 CLWd
(X) yaklaşma uzayının topolojik ko-yansıması(CL (X) , τWd

)

ve metrik ko-yansımasıCLHd (X) dir (Lowen ve Sioen 1996).
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İspat. A ∈ CL (X) olsun ve CLWd
(X) yaklaşma uzayının topolojik ko-yansıması

τ ile gösterilsin. Bu durumda, Önerme 4.8 (ii) kullanılırsa,

B(A) = {BdF (A, ε) | ε > 0, dF ∈ DWd
}

ailesi, τ topolojisine göreA kümesinin komşuluklar ailesi için tabandır. (CL(X), τWd
)

hiperuzayında, B(A) ailesinin A kümesinin komşuluklar ailesi için taban olduğu gös-

terilebilirse ispat tamamlanır. O halde,

∀W ∈ VτWd(A)
: BdF (A, ε) ⊆ W (5.1)

olacak biçimde bir F ∈ 2(X) ve bir ε > 0 sayısıbulunmalıdır. W ∈ VτWd(A)
olsun.

Bu durumda, x, y ∈ X ve α, β > 0 olmak üzere,

W1 = {D ∈ CL (X) | d (x,D) < α}

W2 = {D ∈ CL (X) | d (y,D) > β}

aileleri vardır öyle ki A ∈ W1 ∩W2 ⊂ W dir. O halde,

0 < ε < min {α− d (x,A) , d (y, A)− β}

ve F = {x, y} seçilirse, BdF (A, ε) ⊆ W1 ve BdF (A, ε) ⊆ W2 elde edilir ve (5.1)

sağlanır. Şimdi, CLWd
(X) ailesinin metrik ko-yansımasının, CLHd (X) olduğunu

gösterelim. Önerme 4.11 kullanılırsa, CLWd
(X) ailesinin metrik ko-yansıması

dδWd : CL (X)× CL (X) −→ P

(A,B) −→ dδWd (A,B) = sup
F∈DWd

dF (A,B)

olup, Teorem 4.9 dan ve DWd
simetrik ölçek tabanıolduğundan dδWd bir metriktir.

Eğer;

∀A,B ∈ CL (X) : dδWd (A,B) = Hd (A,B)

olduğu gösterilirse ispat tamamlanır. Gerçekten;

dδWd (A,B) = sup
F⊆X

dF (A,B)

= sup
x∈X

d{x} (A,B)

= Hd (A,B)

dir.
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Teorem 5.1 R+ alı̧sılmı̧s öklid metriği ile donatılsın. Wijsman yaklaşma yapısı,

(
CL (X) −→ R+ : A −→ δd (x,A)

)
x∈X

fonksiyon ailesi için başlangıç yaklaşma yapısıdır (Lowen 1989).

İspat. R+ üzerinde dE (x, y) = |x− y| öklid metriğine kaŗsılık gelen uzaklık fonksi-

yonu δdE olsun. Önerme 4.9 dan, δdE uzaklık fonksiyonuna kaŗsılık gelen ölçeğin

tabanı {dE} dir. O halde, Teorem 4.3 kullanılırsa, CL (X) üzerindeki başlangıç

ölçeği için taban,

H :=

{
sup
x∈F

dE ◦ (δd (x, ·)× δd (x, ·)) | F ∈ 2(X)

}
dir. Bu durumda; DWd

= H eşitliğinin sağlandı̆gı gösterilmelidir. F ⊆ X ve

A,B ∈ CL (X) için

dF (A,B) = sup
x∈F
|δd (x,A)− δd (x,B)|

= sup
x∈F

dE (δd (x,A) , δd (x,B))

olduğundan DWd
= H olduğu açıktır.

A ⊆ CL(X) olmak üzere, A ailesinin sonlu elemanlıörtülerinin kümesi P (A) ile

ifade edilecektir.

Teorem 5.2 R+ alı̧sılmı̧s öklid metriği ile ve (R+)
X çarpım uzaklık fonksiyonu ile

donatılsın. Bu durumda; Wijsman yaklaşma yapısı

CL (X) −→ (R+)
X

A −→ δd (·, A)

fonksiyonu için başlangıç yaklaşma yapısıdır (Lowen 1989).

İspat. Sonuç 4.1 den, (R+)
X üzerindeki çarpım uzaklık fonksiyonu, f ∈ (R+)

X ve

F ⊆ (R+)
X olmak üzere;

δΠ (f,F) = sup
F∈2(X)

inf
g∈F

sup
x∈F
|f (x)− g (x)|
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biçiminde tanımlıdır. A ∈ CL(X) ve A ⊆ CL(X) olsun. Teorem 4.4 den, CL (X)

kümesi üzerindeki başlangıç uzaklık fonksiyonu,

δ
′
(A,A) = sup

R∈P(A)

min
P∈R

δΠ (δd (x,A) , δd (x, P ))

= sup
R∈P(A)

min
P∈R

sup
F∈2(X)

inf
g∈δ(x,P )

sup
x∈F

δE (δd (x,A) , {g (x)})

= sup
R∈P(A)

min
P∈R

sup
F∈2(X)

inf
B∈P

sup
x∈F
|δd (x,A)− δd (x,B)|

dir. O halde, δ
′
(A,A) = δWd

(A,A) eşitliğinin sağlandı̆gı gösterilebilir ise, ispat

tamamlanır. Her bir R ∈ P (A) için,

δWd
(A,A) = sup

F∈2(X)

inf
B∈ ∪

P∈R
P
dF (A,B)

= sup
F∈2(X)

min
P∈R

inf
B∈P

dF (A,B)

≤ δ
′
(A,A)

dır. Diğer yandan, α > 0 için δWd
(A,A) = sup

F⊆X
inf
B∈A

dF (A,B) < α olsun. Bu

durumda,

∀F ⊆ X ve ∃B ∈ A : dF (A,B) < α

dir. Diğer yandan; her R ∈ P (A) için B ∈ A =
⋃
P∈R

P olduğundan,

sup
R∈P(A)

sup
F⊆X

min
P∈R

inf
B∈P

dF (A,B) ≤ α

olur. Dolayısıyla, δ
′
(A,A) ≤ δWd

(A,A) elde edilir.

Tanım 5.4 ile (X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere; CL(X) üzerinde tanımlıhiper-

topolojilerin X üzerinde tanımlı topoloji ile uyumlu olmasının ne anlama geldiği

ifade edilmi̧stir. Bu tanımın analoğu yaklaşma uzayları içinde de ele alınabilir.

Örneğin; (X, d) metrik uzayıyardımıyla CL(X) üzerine inşa edilen yaklaşma yapısı

δWd
uzaklık fonksiyonu ile ifade edildiğinde,

ψ : (X, δd) −→ (CL (X) , δWd)

x −→ ψ (x) = {x}

fonksiyonu bir gömülme dönüşümü oluyorsa CL(X) üzerinde tanımlıδWd
yaklaşma

yapısıd metriği ile uyumludur diyebiliriz.
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Önerme 5.2 (X, d) bir metrik uzay olmak üzere, CL(X) üzerine inşa edilen Wijs-

man yaklaşma yapısıd metriği ile uyumludur (Lowen 2015).

İspat. (X, τ d) Hausdorff uzayıolduğundan,

ψ : (X, δd) −→ (CL (X) , δWd)

x −→ ψ (x) = {x}

dönüşümü iyi tanımlıve birebirdir. ψ fonksiyonunun gömülme olabilmesi için,

ψ : X −→ ψ (X) fonksiyonu ve tersi büzülme olmalıdır. x ∈ X ve A ⊆ X olmak

üzere,

δWd
(ψ (x) , ψ (A)) = sup

F∈2(X)

inf
a∈A

sup
y∈F
|d (y, x)− d (y, a)|

≥ inf
a∈A
|d (x, x)− d (x, a)|

= δd (x,A)

dır. Diğer yandan,

δWd
(ψ (x) , ψ (A)) = sup

F∈2(X)

inf
a∈A

sup
y∈F
|d (y, x)− d (y, a)|

≤ sup
F∈2(X)

inf
a∈A

sup
y∈F

d (x, a)

= δd (x,A)

olduğundan ispat tamamlanır.

Önerme 5.3 (X, d) metrik uzayıayrılabilir ise, CLWd
(X) sayılabilir bir ölçek ta-

banına sahiptir (Lowen 2015).

İspat. (X, d) ayrılabilir olduğundan, sayılabilir yoğun bir alt kümeye sahiptir. Bu

küme Y ile gösterilsin. Bu durumda,

D0 := {dF | F ⊆ Y }

kümesi sayılabilirdir ve bir ölçek için tabandır. D0 kümesi sonlu supremuma göre

kapalı ve dolayısıyla yerel yönlendirilmi̧stir. Önerme 3.4 den, D0 bir ölçek için

tabandır. D̂0 metrik ailesine kaŗsılık gelen uzaklık fonksiyonu δD̂0
olmak üzere;

δD̂0
= δWd

olduğu gösterilirse ispat tamamlanır. A ∈ CL (X) ve A ⊆ X olsun. Bu

durumda,

δWd
(A,A) ≥ sup

F⊆Y
inf
B∈A

dF (A,B)
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olduğu açıktır. Diğer yandan, ε > 0 ve F ⊆ X olsun. Y alt kümesi X içinde yoğun

olduğundan, her bir x ∈ X için d (x, y) ≤ ε
2
olacak biçimde bir y ∈ Y mevcuttur ve

dolayısıyla; her bir x ∈ F için bu şekilde bir yx ∈ Y seçilerek elde edilen

Fε := {yx | x ∈ F}

kümesi boş kümeden farklıdır. A ∈ CL (X) ve A ∈ 2(X) ise,

δWd
(A,A) = sup

F∈2(X)

inf
B∈A

dF (A,B)

≤ sup
F∈2(X)

inf
B∈A

dFε (A,B) + ε

≤ sup
F∈2(Y )

inf
B∈A

dF (A,B) + ε

= δD̂0
(A,A)

elde edilir.

5.2 Proximal Yaklaşma Yapısı

Tanım 5.5 (X, d) bir metrik uzay, ∆ ⊆ CL(X) ve ∆ 6= ∅ olsun. Eğer;

∀T ∈ ∆, ∀ε ∈ R+ : T (ε) ∈ ∆

oluyor ise,∆ ailesi sonlu geni̧slemeler altında deği̧smezdir denir. Sonlu geni̧slemeler

altında deği̧smez olan ∆ ailesi,

{{x} | x ∈ X} ⊆ ∆

özelliğine de sahip ise, ∆ ya X in bir p-örtüsü adıverilir.

X bir küme olmak üzere (Xc)++ = ∅ olduğundan, ∆ ⊆ CL(X) ve ∆ 6= ∅ için

τ prox(∆,d) = τ
prox(∆∪{X},d)

eşitliği mevcuttur. 2
(∆)
0 ile∆ nın boş kümeden farklıtüm sonlu elemanlıalt kümelerinin

kümesi gösterilecektir. Her Γ ∈ 2
(∆)
0 için

dΓ : CL(X)× CL(X) −→ R+

(A,B) −→ dΓ (A,B) = sup
T∈Γ
|Dd (A, T )−Dd (B, T )|
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biçiminde tanımlıdır ve

D∆,d :=
{
dΓ | Γ ∈ 2

(∆)
0

}
olarak göz önüne alınır.

Önerme 5.4 (X, d) bir metrik uzay ve ∆, X kümesinin bir p-örtüsü olsun. Bu

durumda; D∆,d ⊆Met (X) ve

δprox(∆,d) : CL(X)× 2CL(X) −→ P

(A,A) −→ δprox(∆,d) (A,A) = sup
Γ∈2

(∆)
0

inf
B∈A

dΓ (A,B)

bir uzaklık fonksiyonudur (Lowen ve Sioen 1998).

İspat. D∆,d ⊆Met (X) olupD∆,d ailesi bir ölçek tabanıdır. Teorem 3.9 kullanılırsa;

δD∆,d (x,A) = δprox(∆,d) (x,A)

olduğundan ispat tamamlanır.

δprox(∆,d) uzaklık fonksiyonu, ∆-proximal uzaklık fonksiyonu olarak adlandırılır ve(
CL(X), δprox(∆,d)

)
yaklaşma uzayıkısaca CLprox(∆,d) (X) biçiminde gösterilir.

Teorem 5.3 (X, d) bir metrik uzay ve ∆, X kümesinin bir p-örtüsü olsun. Bu

durumda; δprox(∆,d) yaklaşma yapısı Dd (·, T ) : CL(X) −→ (R+, δdE)

A −→ Dd (A, T )


T∈∆

fonksiyon ailesi için başlangıç yapısıdır (Lowen ve Sioen 1998).

İspat. (Dd (·, T ))T∈∆ fonksiyon ailesi için başlangıç uzaklık fonksiyonu δ ile göste-

rilmek üzere; her A ⊆ X ve her A ⊆ CL(X) için Teorem 4.4 kullanılırsa,

δprox(∆,d) (A,A) = sup
Γ∈2(∆)

inf
B∈A

sup
T∈Γ

dE (Dd (A, T ) , Dd (B, T ))

= sup
T∈∆

inf
B∈A

dE (Dd (A, T ) , Dd (B, T ))

= sup
R∈P(A)

sup
T∈∆

inf
B∈P

min
P∈P

dE (Dd (A, T ) , Dd (P, T ))

= δ (A,A)
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elde edilir.

Sonuç 5.1 (X, d) bir metrik uzay ve ∆, X kümesinin bir p-örtüsü olsun. Bu du-

rumda; τ prox(∆,d)  Dd (·, T ) : CL(X) −→ (R+, τE)

A −→ Dd (A, T )


T∈∆

fonksiyon ailesi içinCL(X) üzerindeki başlangıç topolojisidir (Lowen ve Sioen 1998).

Önerme 5.5 (X, d) bir metrik uzay ve ∆, X kümesinin bir p-örtüsü olsun. Bu du-

rumda; CLprox(∆,d) (X) yaklaşma uzayının topolojik ko-yansıması
(
CL(X), τ prox(∆,d)

)
ve metrik ko-yansımasıCLHd (X) dir (Lowen ve Sioen 1998).

İspat. CLprox(∆,d) (X) yaklaşma uzayının topolojik ko-yansımasının
(
CL(X), τ prox(∆,d)

)
olduğu Teorem 5.3 ve Sonuç 5.1 den açıktır. CLprox(∆,d) (X) yaklaşma uzayının

metrik ko-yansımasının CLHd (X) olduğunu ispatlayalım: Teorem 4.9 dan δprox(∆,d)

yaklaşma yapısınınmetrik ko-yansımasının δ∗prox(∆,d) metriği tarafından belirlendiğini

bilinmektedir. O halde,

∀A,B ∈ CL(X) : δ∗prox(∆,d) (A,B) = Hd (A,B)

eşitliğinin gerçeklendiği gösterilirse ispat tamamlanır. A,B ∈ CL(X) için,

δ∗prox(∆,d) (A,B) = δprox(∆,d) (A, {B}) ∨ δprox(∆,d) (B, {A})

= sup
Γ∈2

(∆)
0

dΓ (A,B)

= sup
Γ∈2

(∆)
0

sup
T∈Γ
|Dd (A, T )−Dd (B, T )|

= sup
T∈∆
|Dd (A, T )−Dd (B, T )|

≥ sup
x∈X
|Dd (A, {x})−Dd (B, {x})|

= sup
x∈X
|δd (x,A)− δd (x,B)|

= Hd (A,B)

eşitsizliği gerçeklenir. Diğer yandan; her T ∈ ∆ için

Dd (A, T ) ≤ ed (B,A) +Dd (B, T )

Dd (B, T ) ≤ ed (A,B) +Dd (A, T )

83



eşitsizlikleri her zaman mevcut olduğundan;

|Dd (A, T )−Dd (B, T )| ≤ ed (A,B) ∨ ed (B,A) = Hd (A,B)

dir. Dolayısıyla,

δ∗prox(∆,d) (A,B) = sup
T∈∆
|Dd (A, T )−Dd (B, T )|

≤ ed (A,B) ∨ ed (B,A)

= Hd (A,B)

elde edilir.

(X, d) metrik uzayıyardımıyla CL(X) üzerine inşa edilen δprox(X,∆) yaklaşma yapısı

ele alındı̆gında;

ψ : (X, δd) −→
(
CL (X) , δprox(X,∆)

)
x −→ ψ (x) = {x}

fonksiyonu bir gömülme dönüşümü oluyorsa CL(X) üzerinde tanımlıδprox(X,∆) yak-

laşma yapısıd metriği ile uyumludur diyebiliriz.

Önerme 5.6 (X, d) bir metrik uzay ve ∆, X kümesinin bir p-örtüsü olsun. Bu du-

rumda; CL(X) kümesi üzerindeki ∆-proximal yaklaşma yapısıd metriği ile uyum-

ludur (Lowen ve Sioen 1998).

İspat. X üzerinde tanımlı

ψ : X −→
(
CL(X), δprox(X,∆)

)
x −→ ψ (x) = {x}

fonksiyonuna kaŗsılık gelen başlangıç uzaklık fonksiyonu δ ile gösterilsin. Teorem

3.14 den δprox(∆,d) uzaklık fonksiyonuna kaŗsılık gelen yaklaşma sistemi için taban({
dΓ (F, ·) | Γ ∈ 2

(∆)
0

})
F∈CL(X)

dır. Bu durumda; Teorem 4.2 ve Teorem 3.16 kullanılırsa her x ∈ X ve her A ⊆ X

için,

δ (x,A) = sup
Γ∈2

(∆)
0

inf
a∈A

dΓ (ψ (x) , ·) ◦ ψ (a)

≤ sup
Γ∈2

(∆)
0

inf
a∈A

sup
D∈Γ

d (x, a)

= δd (x,A)
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dır. Diğer yandan; ∆, X kümesinin bir p-örtüsü olduğundan her x ∈ X ve her

A ⊆ X için

δ (x,A) = sup
Γ∈2

(∆)
0

inf
a∈A

sup
D∈Γ
|d (x,D)− d (a,D)|

≥ inf
a∈A
|δd (x, {x})− δd (a, {x})|

= δd (x,A)

elde edilir.
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6. TARTIŞMA VE SONUÇ

Metrik uzayların matematiğin dominant genleri olduğunu hiç birimiz yadsımayız.

Sadece metrikleşebilen topolojik uzaylarda oynadıklarırolle değil, kendi yapılarıyla

da, örneğin Banach uzaylarının teorisinde olduğu gibi vazgeçilmezlerdir. Yine ana-

lizin temel kavramlarından olan yakınsaklık, süreklilik ve kompaktlık gibi kavram-

ların tanıtılmasıve özelliklerinin çalı̧sılmasınısağlayan metrik yapının ürettiği topolo-

jidir. Metrikten bağımsız, yalın bir topolojik uzayda çalı̧sıldı̆gında ise, metrik yapının

sağladı̆gınümerik bilgiden yoksun kalırız. Bu kayıp Weil ve Dieudonnė tarafından

ortaya konulan Düzgün Uzay kavramı ile bir parça telafi edilmi̧stir. Düzgünlük

yapısımetrik uzayda anlamlı olan bazı önemli kavramları (tamamen sınırlılık ve

tamlık gibi) daha geni̧s bir alana (yerel konveks uzaylar ve topolojik gruplar gibi)

geni̧sletmi̧stir.

Yaklaşma uzayları, metrik uzayların sınırlarınıaştı̆gımızda uzaklı̆ga ili̧skin nümerik

bilgiye ulaşmamızısağlayan bir matematiksel yapıdır. Çalı̧smamız boyunca, yak-

laşma uzaylarıve temel özellikleri üzerine yoğunlaştık, özel olarak hiperuzaylar ile

ili̧skili bazıyaklaşma yapılarının özelliklerini öğrendik ve tartı̧stık. Bundan sonraki

çalı̧smalarımızda hiperuzaylara ili̧skin incelemelere devam etmeyi planlıyoruz.
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