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Bu tez calismasinda, 3—boyutlu Oklid ve Minkowski uzaylarinda sabit adiml (persistan)
hareketlerin geometrik kinematigi incelenmeye calisilmigtir. Bir hareketin persistan olmas:
kavrami, hareketin ani biikiimiiniin sabit bir adima sahip olmasi 6zelligi ile tanimlanir. Bu
tamimlama ile, sabit adimh (persistan) hareketleri aksode yiizeyleri acisindan incelemek
miimkiindiir. Boylece persistan kati hareketler egrilerin ve regle yiizeylerin klasik diferen-
siyel geometrisindeki bazi ¢oziimii zor baglantilar1 ortaya cikarir.

Bu tez beg boliimden olugmaktadir. Birinci boliim tezin kapsami, amaci, Onemi ve literatiire
sagladig1 katkilar: iceren giris kismina ayrilmigtir. Tkinci béliimde tezde gerekli olan bazi
kavramlari, tanimlar1 ve teoremleri saglayan temel kavramlar kismina yer verilmigtir.

Uciincii bsliimde, 3—boyutlu Oklid uzayinda sabit adimli (persistan) hareketlerin kinema-
tigi ele alinmigtir. Frenet-Serret, Bishop, dogruya gore simetrik ve uyarlanmig cati hare-
ketleri gibi diizgiin bir egriye bagh ve yine bu egri boyunca hareket eden cat1 tarafindan
iiretilen baz 6zel kati cisim hareketleri aragtirilmig ve bunlarin persistan olup olamayacag:
incelenmigtir. Daha sonra bu 6zel hareketlerin aksode yiizeyleri agisindan siniflandirmalar:
elde edilmigtir. Ayrica slant helisler iizerinde hem Frenet-Serret hem de uyarlanmig cati
hareketinin persistan oldugu ispatlanmaistir.

Doérdiincii bolimde, 3—boyutlu Minkowski uzayinda sabit adimli (persistan) hareketlerin
kinematigi ele ahinmigtir. Frenet-Serret, uyarlanmig cat1 ve Bishop hareketleri dahil olmak
iizere bir egriye bagli ve yine bu egri boyunca hareket eden cati tarafindan iiretilen bazi
onemli ¢at1 hareketlerinin persistan olmasini modellemek igin gerekli ve yeterli kriterler
belirlenmigtir. Daha sonra bu hareketlerin aksode yiizeyleri ve onlarin geometrik kavramlar:
tamimlanmigtir. 3—boyutlu Minkowski uzayinda 6zel cati hareketlerinin kapsamlh bir igleyisi
icin bu tez caligmasi, persistan kati hareketlerin ve aksode ylizeylerinin bazi aciklayici
6rneklerini ortaya koymustur.

Son béliimde ise, yapilan caligmalarin genel bir degerlendirmesi yapilmig ve gelecekteki
caligmalara yon verebilecek bazi olasi problemlerden bahsedilerek tez caligmasi tamamlan-
migtir.

Ekim 2022, 87 sayfa

Anahtar Kelimeler: Kati cisim hareketleri, 6zel Oklid grubu, regle yiizeyler, aksode
yizeyleri, slant helisler, Lorentz grubu, Poincaré grubu, Lie grubu, Lie cebiri.
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ABSTRACT
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MOTIONS WITH CONSTANT PITCH AND THEIR KINEMATIC APPLICATIONS
Derya KAHVECI
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Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

This thesis investigates the geometric kinematics of motions with constant pitch (persis-
tent) in three-dimensional Euclidean and Minkowski spaces. The notion of persistence of
a motion is identified by the property that the instantaneous twist of the motion has a
constant pitch. With this definition, it is feasible to examine motions with constant pitch
(persistent) in terms of their axode surfaces. Thus, some subtle connections between per-
sistent rigid motions and the classical differential geometry of curves and ruled surfaces
are revealed.

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction part,
which includes the scope, purpose, importance, and contributions of the thesis to the
literature. The second chapter is dedicated to the preliminaries part, which provides for
some concepts, definitions, and theorems required in the thesis.

The third chapter discusses the kinematics of motions with constant pitch (persistent)
in three-dimensional Euclidean space. We examine some special rigid-body motions and
investigate whether they can be persistent. These motions include Frenet-Serret, Bishop,
line-symmetric, and adapted frame motions, which are constructed by a frame connected
to and moving through a smooth curve. Following that, these special motions are classified
according to their axode surfaces. It has also been demonstrated that both Frenet-Serret
and adapted frame motion are persistent on the slant helices.

The fourth chapter discusses the kinematics of motions with constant pitch (persistent) in
three-dimensional Minkowski space. This thesis establishes necessary and sufficient criteria
for modeling the persistence of some significant frame motions connected to and moving
through a smooth curve, including Frenet-Serret, adapted frame, and Bishop motions.
Then, the axode surfaces of these special motions and their geometric concepts are defined.
For a thorough treatment of special frame motions in three-dimensional Minkowski space,
this thesis reveals some illustrative examples of persistent rigid motions and axode surfaces.

In the last chapter, a general assessment of the investigations is provided, some potential
problems that might guide future studies are mentioned, and the thesis is concluded.

Oct 2022, 87 pages

Key Words: Rigid-body motions, special FEuclidean group, ruled surfaces, axode surfaces,
slant helices, Lorentz group, Poincaré group, Lie group, Lie algebra.
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1. GIRIS

Kinematik, ge¢gmisten bu yana geometrinin bir dali olarak goriilmektedir. Buna rag-
men, kinematige olan matematiksel ilgi gectigimiz yiizyillarda oldukc¢a azdi. Disip-
linin miihendislik tarafinda yasanan son gelismeler, konunun temelinde yatan klasik

geometriye olan ilginin yeniden artmasina neden olmustur.

1.1 Invaryant ve Persistan Vida Sistemleri

Kinematikte, fizikte ve ozellikle robotikte, bir cismin ani hareketi bir biikiim® ile
temsil edilirken (Sekil 1.1), cisme etki eden kuvvetler sistemi bir anahtar? ile verilir
(Sekil 1.2). Biikiimlerin uzay1 SE(3) 6zel Oklid grubunun 6—boyutlu se(3) Lie ce-
biri iken, anahtarlar se(3)* dual uzayinin elemanlaridir. Vidalar ise, birbirinin skalar
katlar1 olan biikiim (ya da anahtar) smiflarim temsil eden daha genel bir terim-
dir (Carricato ve Zlatanov 2014). Boylece robotikte kat1 bir cismin ani hareketleri,
vida sistemleri olarak adlandirilan, biikiimlerin 6—boyutlu vektor uzayinin lineer
alt uzaylar1 (yani SE(3) 6zel Oklid grubunun se(3) Lie cebirinin alt vektdr uzaylari)
ile tanimlanir. Vida sistemleri mekanizmalarin ve yapilarin kinematigi ve statigi ile

ilgili temel unsurlardir.

1800’Ierin sonlarinda Ball, kat1 dinamiklerdeki kiigiik hareketlerin problemleri yar-
dimiyla vida sistemleri kavramini geligtirmistir (Ball 1900). Hunt, belirli geometrik
durumlara dayanarak vida sistemlerinin ayrintili bir sicmflandirmasini elde etmistir
(Hunt 1978). Vida sistemleri (Gibson ve Hunt 1990a), (Gibson ve Hunt 1990b),

(Martinez ve Duffy 1992a), (Martinez ve Duffy 1992b) ve (Hunt ve Parkin 1995) ta-
rafindan farkh yontemlerle yeniden tiiretilmigtir. (Stramigioli ve Bruyninckx 2001),
(Selig 2007), (Miiller 2014) ve (Wu ve Carricato 2017) vida sistemlerinin farkh ma-

tematiksel formlarini sunmugtur.

! Biikiim, hareketi (sonsuz kiigiik dénme, hiz ve uzaysal ivme) temsil eden bir vidadir. Yén
vektorii agisal kisim ve moment vektorii dogrusal kisimdir.

2Anahtar, yiiklemeyi (kuvvet, momentum ve impuls) temsil eden bir vidadir. Yén vektorii
dogrusal kisim ve moment vektorii agisal kisimdir.

1
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Sekil 1.1 (a) Helikoidal bir baglant: ile iligkili sonlu adimh biikiim (b) Déner maf-
sal ile iligkili 0—adiml biikiim (c) Prizmatik baglanti ile iligkili co—adimh biikiim
(Wu ve Carricato 2020)

Sekil 1.2 Anahtar

Bir kat1 cisim hareketi ile iki vida sisteminden biri digerine hareket ettirilebiliyorsa,
s0z konusu vida sistemleri denk (uyumlu) olarak simflandinihr. Daha agik olarak, iki
alt biikiim uzay1 S ve S’ icin vida sistemleri, eger SE(3) grtubunun S = AdgS’ olacak
sekilde bir G yer degistirmesi varsa denktir (uyumludur). Burada Adg, Lie cebiri.
lizerindeki G grup elemaninin adjoint ddniigiimiidiir ve Adg : se(3) — se(3) adjoint
_gosterimi, bir S = (w,v) biikkiimiinii, (Rw,t A Rw + Rv) biikiimiine doniigtiiriir.
Burada R dﬁnme matrisi, ¢ dteleme ve w ve v, sirasiyla, agisal iz ve lineer hiz
vektorleridir. Bu denklik bagmtisi, se(3) Lie cebirinin lineer alt uzaylarimi sonsuz
sayida (kesigmeyen) siifa boler. Aym sinifa ait vida sistemlerinin, geometrik olarak
denk (uyumlu) oldugu i¢in, aym sekle sahip olduklarni, dolayisiyla uzayda sadece

konumlan ya da duruglarmin farkh oldugunu soyleyebiliriz.
2



Bir 0 konfigiirasyonda verilen herhangi bir mekanizma igin u¢ islevcinin® olasi ani
hareketleri, bir S(6) C se(3) alt biikiim uzay: ile verilir. Herhangi singiiler olmayan
bir 0 konfigiirasyonu i¢in A, SE(3) grubunun bir A alt grubu olmak iizere, S(0) = A
saglanir. Boyle bir mekanizmanin ug iglevcisinin sabit ya da invaryant bir vida sis-
temine sahip oldugu sdylenebilir. Bu &zellige sahip vida sistemleri Hunt tarafindan
tanimlanmig ve tam dongiisel mobiliteyi garanti eden vida sistemleri olarak adlandi-
rilmigtir (Hunt 1978) ve daha sonra se(3) Lie cebirinin alt cebirleriyle tanimlanmigtir

(Gibson ve Hunt 1990a), (Gibson ve Hunt 1990b), (Hervé 1999).

Yakin tarihte yayinlanan bir dizi makalede Carricato ve meslektaglari, ilk kez, per-
sistan vida sistemi olarak adlandirdiklary, uc islevei biikiim sistemi singiiler kon-
figlirasyonlardan uzakta, keyfi sonlu yer degistirmeler altinda, bir kat1 cisim hare-
ketine kadar invaryant kalan mekanizmalar (yani S(#) mutlaka sabit olmamasina
ragmen, sabit bir vida sistemi sinifina sahip mekanizmalar) ile iligkili 6zellikler sun-
muglar ve persistan vida sistemleri ile ilgili kapsamli bir simflandirma vermigler-
dir (Carricato ve Martinez 2010), (Carricato ve Zlatanov 2014). Bu durumda, ¢ikis
vida sistemi i¢ diizenini ve geklini korur, ancak uzayda kati bir cisim gibi hareket

eder.

Persistan vida sistemleri se(3) Lie cebirinin alt cebiri olmasa da, hem uzayin bo-
yutunun hem de ana vidalarin adimlarinin korunmasi gibi bazi énemli &zelliklere
sahiptir. Invaryant vida sistemlerinin bir genellemesi olan persistan vida sistemleri,
kat1 cisim mekanizmalarinin ve yapilarinin kinematiginde geometrik kavramlar ve
temel araclar saglar. Ayrica, persistan vida sistemlerinin, 6zellikle uzaysal paralel
manipiilatorler* olmak iizere, mobilite analizi® ve tip sentezinde® biiyiik éneme sa-

hip oldugu diigiiniilmektedir (Sekil 1.3).

3Robotikte bir ug islevci, bir robot kolunun ucuna baglanan ve robotun cevre ile etkilesimini
saglayan bir cihaz ya da aragtir.

4Uc iglevciyi desteklemek icin bilgisayar kontrollii birka¢ seri zincir kullanan mekanik sistemler.
SBir yerden basgka bir yere olan hareket planlamasinin tiim yénlerinin derinlemesine incelenmesi.
6Bir robotun calisma ozellikleri, temel 6zellikleri ve tasarim 6zellikleri.

3



Sekil 1.3 Bir persistan kinematik zincir (Carricato 2017)

1.2 Persistan Manifoldlar

SE(3) grubunun ¢ikig biikiim sistemi tarafindan ortiilen alt manifoldu bir persistan
manifold olarak adlandirilabilir. Boylece bir hareket manifoldunun persistan olmasi,
yani SE(3) Oklid yer degigtirmeler grubunun bir manifoldunun persistan olmas,
teget uzaylarin her noktada kargiikl olarak uyumlu olmas: kriteri ile karakterize
edilir (Carricato ve Zlatanov 2014). Persistan manifoldlar, ug igleveinin sonlu mobi-

litesi ile bircok kompleks uzaymn kinematik zincirinde? gozlemlenebilir.

Uc¢ onemli persistan manifold tiirii vardir. Bunlar Lie alt gruplar, persistan iis-
tel carpim manifoldlar ve simetrik alt uzaylardir, tiimii Wu ve Carricato tarafin-
dan tartiplmigtir (Wu ve Carricato 2020). Carricato ve Martinez, sirali kinematik
zincirler tarafindan iretilebilen ve SE(3) grubunun boyutu 5’ten kiigiik olan alt
gruplarinin ¢arpimi tarafindan belirlenen tiim persistan alt manifoldlar: incelemigtir

(Carricato ve Martinez 2011), (Carricato 2012), (Carricato 2014).

Persistan olma kavram daha genis bir uygulanabilirlige sahiptir ve SE(3) grubu-

nun alt manifoldlarim iireten genel zincirler icin gegerlidir. Yani, bazi alt manifoldlar

“Mekanik bir sistem icin matematiksel model olan ve istenen hareketi saglamak icin birbirine
baglanan kat:i cisimlerin bir birlegimi.

4



persistan olma 0zelligine sahipken, bazilar1 bu 6zellige sahip degildir. Sirali zincirler
(yani alt gruplarin ¢arpimi) tarafindan tiretilemeyen, ancak yine de 6nemli uygula-
malara sahip olan persistan alt manifoldlar vardir. Kayda deger bir érnek, persistan
olma ozelligi dogruya gore simetrik kinematik zincirlerin paralel baglantilarindan
ortaya ¢ikan homokinetik eslegsmeler ya da sifir-torsiyon paralel manipiilatorler ta-

rafindan saglanir (Bonev vd. 2002), (Hunt 1973), (Wu ve Carricato 2017).

Simetrik alt uzaylar olan persistan manifoldlar, yani her nokta i¢in bir inversiyon
simetrisine sahip diizgiin manifoldlar, (Lowe vd. 2016), (Wu vd. 2016),

(Wu ve Carricato 2017) ve (Wu ve Carricato 2018) tarafindan incelenmigtir. SE(3)
grubunun persistan alt manifoldlarinin bir sinifi Liu ve digerleri tarafindan daha

yakin tarihli bir yayinda tanitilmigtir (Liu vd. 2019).

1913 yilinda Study, Ribaucour problems: olarak adlandirdigi seyi tanimlamig ve bir
persistan manifold olarak ifade edilen SFE(3) grubunun 1—boyutlu alt manifoldlar:
icin genel bir ¢éziim sunmusgtur (Study 1913). Selig ve Carricato, bu genel ¢oziimlerin
belirli bir persistan alt manifold tiirii oldugunu gostermis ve Study’nin Ribaucour
problemini keyfi adimlara genellegtirmigtir. Béylece Study tarafindan tanimlanan
1—boyutlu Ribaucour manifoldlarinin elde ediligine benzer bir mantikla, SE(3) gru-
bunun biitiin 1—boyutlu persistan alt manifoldlarinin karakterizasyonlarini vermis-

lerdir (Selig ve Carricato 2017).

Ne yazik ki daha yiiksek boyutlu alt manifoldlar i¢in Study’nin Ribaucour proble-
mine ¢oziimler ve bir persistan alt manifold kavrami birbirinden ayrilir. Bu nedenle

birinin bilgisi digerini incelemeye yardimeci olmaz.

1.3 Sabit Adiml (Persistan) Kati1 Cisim Hareketleri

Bu tez boyunca, ani biikiimiin adiminin sabit olmasi ile karakterize edilen sabit
adimh hareketler, kolaylik saglamas:1 agisindan, persistan hareketler olarak adlandi-

rilacaktir.

SE(3) 6zel Oklid grubundaki persistan kati cisim hareketleri Carricato, Martinez ve

Zlatanov tarafindan tanitilan yeni bir aragtirma konusudur

3



(Carricato ve Martinez 2010), (Carricato ve Zlatanov 2014). Kinematik, ézellikle ro-
botik ve mekanizma teorisindeki 6nemli uygulamalarina ragmen, persistan kati cisim

hareketlerine ayrilmis literatiir oldukca sinirhidir.

SE(3) 6zel Oklid grubundaki bir egri, kat1 bir hareketin yoriingesi olarak diisiiniile-
bilir (Selig 2007). Bu nedenle, bir kat1 cisim hareketini belirlemenin bagka bir yolu
da bir egri kullanmaktir (Bottema ve Roth 1979).

Bu tez caligmasi icin ana ilham kaynagi olan ¢aligmalarinda Selig ve Carricato, belirli
bir egriye bagli ve bu egri boyunca hareket eden bir Frenet-Serret catis1 tarafindan
belirlenen, Frenet-Serret hareketleri gibi, 1—parametreli hareketlere bakarak SE(3)
grubunun 1—boyutlu persistan manifoldlarini incelemistir (Selig ve Carricato 2017).
Ozellikle, bir Frenet-Serret hareketinin persistan olmasi icin gerekli ve yeterli bir

kriter saglamiglardir, yani = sabit, burada x ve 7 hareketin dayandigi egrinin

K2+ 72

egriligi ve torsiyonudur.

Kahveci ve Yayl, her noktada asli normalinin sabit bir dogrultu ile sabit bir ac
yapmasl ile tanimlanan slant helislere bagli ve bu slant helisler boyunca hareket
eden persistan kati cisim hareketlerini gézden gegirmigtir (Kahveci ve Yayh 2019).

{T, N, B} standart Frenet-Serret catisina alternatif olan uyarlanmig bir catiy1 goz
/

oniine alip (yani C' = ve W = N A C saglayan {N,C, W} uyarlanmig catisi)

V']
Frenet-Serret hareketlerine ek olarak, uyarlanmis cat1 hareketleri icin de persistan
olma kriterlerini sunmuslardir®. Ayrica bir slant helis iizerinde hem Frenet-Serret

hem de uyarlanmig ¢at1 hareketinin persistan olabilecegini 6ne siirmiiglerdir.

Frenet-Serret hareketleri ile ilgili bazi 6nemli uygulamalar takip eden caligmalarda
ele alinmigtir (Barbaresco ve France 2020), (Selig ve Wu 2006), (Selig 2007),
(Selig 2013), (Tsamparlis 2010).

Vishesh ve Haribaskar, Mannheim egriler ve sabit adimh egriler arasindaki iliskiyi

aragtirmigtir (Vishesh ve Haribaskar 2018). Herhangi bir diizgiin uzay egrisi i¢in bir

8Burada iistel, ¢atinin iizerinde bulundugu egrinin zaman parametresine gore tiirevi temsil eder.
*(Oklid uzaymda x egriligi ve 7 torsiyonu ile verilen bir egrinin Mannheim egri olmasr icin gerek

ve yeter kosul, A sifirdan farkli bir sabit olmak {izere, = A olmasidir (Blum 1966).

6
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yaricap ve bir adim fonksiyonu tanimlamiglar ve bu fonsiyonlar araciligiyla bu iki
egri siufim karakterize etmislerdir. Ozellikle sabit aksodenin acilabilir olmasi icin
gerek ve yeter kosulun hareketin yoriingesinin Mannheim egrisi olmasi oldugunu
gostermiglerdir. Belirli bir Mannheim egriyi, sabit adimli egriye ve sabit adimli bir

egriyi de, Mannheim egriye doniigtiirmek i¢in bir yéntem bulmuslardir.

Lorentz geometrisi, modern diferensiyel geometri ile matematiksel fizik arasinda bag-
lant1 kurmada 6nemli bir rol oynamasina ve kinematik, Minkowski uzay ile ilgili lite-
ratiirde bircok sekilde tartigilmasina ragmen (Ekici vd. 2008), (Freudenstein 1973),
(Hervé 1999), (Karsai 2001), (Kazaz vd. 2009), (Sahiner vd. 2016), (Soler 2006), ya-
zarlar persistan kat1 hareketleri yaygin bir bigimde dikkate almamiglardir. Kati
hareketlerin persistan olmasi teorisindeki bu boglugu doldurmak ve persistan cati
hareketlerinin kapsamli bir incelemesini saglamak icin, bu tez caligmasinda, Oklid
geometrisinin yan sira, izometrileriyle Minkowski uzayinin ¢aligilmasi olarak tanim-
lanan Lorentz geometrisi de kullanilmstir. Oklid uzayindaki duruma benzer olarak,
tanjant uzaylarin tiim noktalarda karsilikli olarak uyumlu olmasi kriteri, 3—boyutlu
Minkowski uzayinin izometriler grubunu tanimlayan ISO(2,1) Poincaré grubunun

bir hareket manifoldunun persistan olmasini belirler.

Kahveci ve Yayli, 3— boyutlu Minkowski uzayinda persistan kati hareketlerin ge-
ometrik kinematigini incelemek icin Lorentz geometrisinin sistematik olarak uy-
gulanmip uygulanamayacagini aragtirmigtir (Kahveci ve Yayh 2022). Bir parametreli
bir kat1 hareketin persistan olmasi kavraminin, hareketin ani biikiimiiniin sabit bir
adima sahip olmasi 6zelligi ile tanimlandigi iyi bilinmektedir. 3—boyutlu Oklid ve
Minkowski uzaylar1 arasindaki temel fark, hareketlerin dayandig1 egrinin causal ka-
rakterine baglh olarak, biikiimlerin adimimin Minkowski uzayinda ii¢ farkhh deger
almasidir. Ayrica, Kahveci ve Yayli, vida teorisinin temellerine dayanarak, Frenet-
Serret, uyarlanmig cat1 ve Bishop hareketleri dahil olmak iizere, baz1 énemli g¢ati
hareketlerinin persistan olmasini modellemek icin gerekli ve yeterli kriterleri be-
lirlemigtir. Daha sonra bu 6zel hareketlerin aksode yiizeyleri ve onlarin geometrik
ozelliklerini tanimlamiglardir. Son olarak, 3—boyutlu Minkowski uzayinda 6zel ¢ati

hareketlerinin kapsamli bir isleyisi icin, persistan kati hareketlerin ve aksode yiizey-
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lerinin baz1 agiklayict 6rneklerini ortaya koymuslardir.

1.4 Tezin Kapsami ve Onemi

Kat1 cisim hareketlerinin geometrisini anlamak, robotikte temel problemlerden bi-
ridir. Bu amacla, robotun baglantilar1 genellikle kat1 cisimler olarak varsayilir ve
béylece bir robotun ug iglevcisinin hareketi SE(3) grubunda bir egri ile temsil edi-
lebilir. Bu tiir egrilerin geometrisinin detayli bir incelemesi robotikte ve 6zellikle
mekanizma teorisinde bir¢ok 6nemli uygulamaya sahiptir. Bu tezin amaci, ani bii-
kiimiiniin sabit bir adima sahip olmasi 6zelligi ile tanimlanan sabit adimh (persistan)
hareketlerin kapsamli bir simiflandirmasini vermek ve bu hareketlerin kinematikteki
olast uygulamalarini saglamaktir. Bununla birlikte, bu tez caligmasinin ana odak
noktalarindan bir digeri ise, bazi 6zel kat1 hareketleri incelemek ve onlarin persistan
olmast icin gerekli ve yeterli kosullar1 sunmaktir. Ozellikle, uzayda bir egriye bagh
ve yine bu egri boyunca hareket eden bir cat1 tarafindan belirlenen hareketlere ve

bu hareketlerin aksode yiizeyleri ile ilgili baz1 geometrik 6zelliklere odaklaniyoruz.

Takip eden tartigma temelde su katkilar: sunmaktadir:

1. 3—boyutlu Oklid ve Minkowski uzaylarinda baz 6zel persistan cat1 hareketle-

rinin ingasi.

2. Persistan cati hareketleri ile egrilerin ve regle yiizeylerin diferensiyel geometrisi

arasindaki bazi ¢oziimii zor baglantilarin ortaya ¢ikarilmasi.

3. Elde edilen teorik bulgularin kinematige olan katkilarinin ifadesi ve bazi 6nemli

ornekler yardimiyla mevcut teorinin sekillendirilmesi.

Bu tez ¢aligmasinin ana hatlarn agagidaki gibidir. Girig boliimiinde tezin kapsama,
amaci, nemi ve konunun literatiire sagladigi katkilar aciklanmistir. Ikinci béliim
tezde ihtiyag duyulan bazi matematiksel 6n bilgileri igeren temel tanim ve kavram-

lara ayrilmigtir.



Tezin {iciincii boliimii Oklid uzayinda sabit adimli hareketlerin kinematigine ayril-
migtir. Bu béliimde 1—parametreli sabit adunh (persistan) hareketlerin Study tara-
findan Ribaucour hareketleri olarak adlandirilan bir hareket sinifinin genellemesi ol-
dugu gosterilmigtir. Bu gdsterim, sdz konusu hareketlerin aksode yiizeyleri acisindan
basit bir tanimini saglar. Daha sonra, Frenet-Serret, Bishop, dogruya gore simetrik
hareketler gibi diger 6zel kati cisim hareketleri arastirilmig ve bunlarin persistan olup
olamayacag1 incelenmistir. Béylece 6zel hareketlerin persistan olmasi icin geomet-
rik sartlarin ne oldugu bulunabilir ve cogu durumda aksode yiizeyleri biraz daha
ayrintili olarak tamimlanabilir. Ayrica, {T', N, B} standart Frenet-Serret gatisina al-
ternatif bir { N, C, W} uyarlanmig ¢atisi ele alinarak, uyarlanmig ¢ati hareketleri icin
de persistan olma kriterleri sunulmustur. Dahasi, Frenet-Serret hareketinin adima ile
uyarlanmig cati hareketinin adimi arasindaki baglantiy1 ifade ederek, slant helisler
izerinde hem Frenet-Serret hem de uyarlanmis cati hareketinin persistan oldugu

ispatlanmigtar.

Tezin dordiincii boliimii Minkowski uzayinda sabit adimh hareketlerin kinematigine
ayrilmustir. 3—boyutlu Minkowski uzaymda kati hareketler'® ve onlarmm persistan
olma ilkeleri tanitilmigtir. Daha sonra, Frenet-Serret ve uyarlanmig ¢at1 hareketleri
dahil olmak iizere, bir egriye baglh ve bu egri boyunca hareket eden cati hareketleri
simiflandirilmis ve bu hareketlerin persistan olmalar: i¢in gerekli ve yeterli kogul-
lar tiiretilmigtir. Ayrica, hareketin taban egrisinin causal karakterine bagh olarak
iic farkli durumun mevcut olmasi disinda, bircok yonden Oklid geometrisindeki du-
rum ile 6zdeg olan sabit ve hareketli aksode yiizeyleri bu béliimde tanimlanmigtir.
Dahasi, 3—boyutlu Minkowski uzayinda Bishop hareketlerine kisa bir genel bakig
sunulmustur. Son olarak, hem persistan ¢at1 hareketlerine hem de bunlarin aksode

yiizeylerine iligkin baz1 aciklayici 6érnekler sunarak boliim tamamlanmistir.

Tezin beginci ve son boliimiinde ise tezin kisa bir degerlendirmesi yapilmis, elde edi-
len sonuglara deginilmis ve gelecekteki caligmalara rehberlik edebilecek bazi prob-

lemler sunulmusgtur.

100klid uzaymin aksine, Minkowski uzaymnda kat1 cisim hareketi kavrami 6zel relativite ile bag-
dagmadigindan, Minkowski uzayinin izometrilerini kat1 hareketler olarak diigiinmeyi 6neriyoruz, ki
bu sadece bir adlandirmadir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezin ilerleyen boliimlerinde ihtiyag duyulabilecek bazi matematiksel

onbilgilerden sz edilmistir.
2.1 Oklid Uzayinda Temel Tanim ve Kavramlar

Tanim 2.1.1 (Oklid Uzay1) n—boyutlu R” standart reel vektér uzayini ele alahm.
r = (T1,%9,....;xy) Ve Y = (Y1,Y2, -, Yn), Ti,¥i € R, 1 < i < n olmak iizere, R”

uzayinin her x ve y elemani icin,
(,):R"xR" >R
i=1

seklinde tanimlanan {, ) fonksiyonu R" uzayinda bir i¢ carpimdir ve Oklid anlamindaki ic
carpim ya da R" uzayindaki standart ic carpim olarak adlandirilir. Bu i¢ carpimla birlikte,

R™ uzay n—boyutlu Oklid uzay: adini alir (Hacisalihoglu 1996a).

o Ozel olarak n = 3 alinirsa, 3—boyutlu R? Oklid uzayi elde edilir.

Tamim 2.1.2 (Norm) R" Oklid uzayinda her x = (21, 2, ..., z,,) elemani icin,
]| = +/(z, z)

seklinde tanimlanan fonksiyona x vektoriiniin normu denir. Normu 1 olan vektére de

birim vektor adi verilir (Hacisalihoglu 1998).

Tamim 2.1.3 (Vektdrel Carpim) R? Oklid uzayinda her 2 = (1, 72, 3) ve

y = (y1,Y2,ys) elemani icin vektérel carpim,
TNy = (I2y3 — Y23, T3Y1 — Y3T1,T1Y2 — y1$2)

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu 1998).
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Tamim 2.1.4 (Lagrange Formiilii) R® uzayinin elemanlar, o, 3 ve v olmak iizere,

O[/\(ﬁ/\’y):<a77>ﬁ_<a7ﬁ>7

ile ifade edilen esitlik Lagrange Formiili olarak adlandirilir (Jeffreys 1950).

Tanimm 2.1.5 (Anti-Simetrik Matris) A, n X n tipinde bir reel matris olsun. Eger
AT =-A

gercekleniyorsa, A matrisine anti-simetrik matris denir (Hacisalihoglu 1996a).

Teorem 2.1.1 A, n x n tipinde bir reel matris olmak iizere,
C=A-AT

oluyorsa, C' anti-simetrik matristir (Hacisalihoglu 1996a).

Lemma 2.1.1

0 —bs by
B = bg 0 —bl
—by by 0

bir anti-simetrik matris ve B anti-simetrik matrisinin bagimsiz elemanlari ile ifade edilen
vektdr b = (by, by, bs) olsun. Matris carpimi ile vektdrel carpim arasinda, R? uzayinin
biitiin = elemanlari icin,

Brxr=bAzx

ile temsil edilen bir iliski vardir (McCarthy 1990).

Tamim 2.1.6 (Ortogonal Matris) A, n x n tipinde bir reel matris olsun. Eger
Afl — AT

gercekleniyorsa, A matrisine ortogonaldir denir (Hacisalihoglu 1996a).
11



Tamim 2.1.7 (Cayley Formiilii) B bir anti-simetrik matris olmak iizere,
A=({I+B)(I-B)™*

ile verilen esitlik Cayley formiilii olarak adlandirilir. Cayley formiilii ile, her B anti-simetrik

matrisi bir ortogonal matris tanimlar (McCarthy 1990).

Tanim 2.1.8 (Regiiler Matris) Bir matrisin determinanti sifirdan farkli ise bu mat-

rise regiilerdir denir (Hacisalihoglu 1996a).

Tanim 2.1.9 (Genel ve Ozel Lineer Grup) R” uzayindaki biitiin regiiler matris-
lerin climlesinin carpma islemi ile birlikte olusturdugu gruba genel lineer grup denir. Bu

grup GL(n,R) ya da GL,(R) ile gosterilir. GL(n,R) ciimlesi,
GL(n,R) ={A € R} : det A # 0}

seklinde tanimlanir. GL(n, R) icinde determinanti 1 olan biitiin n xn tipindeki matrislerin
ciimlesinin carpma islemi ile birlikte olusturdugu gruba 6zel lineer grup denir. Bu grup,

SL(n,R) ya da SL,,(R) ile gosterilir. SL(n,R) ctimlesi,
SL(n,R) = {B :det B =1}

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu 1996a).

Tanimm 2.1.10 (Lie Grubu) Lie grubu, diferensiyellenebilir grup operatérlerine sahip

diferensiyellenebilir bir manifolddur. Yani,
pw:GxG— G, pla,b) =ab

grup operatoru ve

£:G—G, €&a)=at

inversiyon operatorii olmak iizere, bu iki doniisiim de diferensiyellenebilirdir

(Karger ve Novak 1978).
12



Tamim 2.1.11 (Lie Cebiri) V bir vektor uzayr olmak iizere,

L]: VXV =V
ile tanimli parantez operatoérii,

1. [,] bilineerdir. (Bilineer)

2. V uzayinin biitin X ve Y elemanlar igin [X,Y] = —[Y, X] saglanir. (Anti-

simetrik)

3. V uzayinin biitiin X, Y ve Z elemanlariicin [ X, Y], Z|+[[Y, Z], X|+[[Z, X],Y] =
0 saglanir. (Jacobi Ozdesligi)

ozelliklerine sahip ise (V,[,]) ikilisine bir Lie cebiri denir (Hacisalihoglu 1996a).

Tanmim 2.1.12 (R" Uzaymda Izometri) d, R” n—boyutlu Oklid uzay: iizerinde bir

uzakhk fonksiyonu olmak iizere, f : R” — R"™ fonksiyonu icin,
A(E(X), E(YV)) = d(X,Y) ; X,V €R"

gercekleniyorsa, f fonksiyonuna R™ uzayinin bir izometrisi denir (Hacisalihoglu 2012).

Tanim 2.1.13 (Genel Hareket) R", n—boyutlu Oklid uzayi, A, n x n tipinde bir

ortogonal matris ve C', bir 6telemeye tekabiil eden n x 1 tipinde bir matris olmak iizere,
Y =AX+C
denklemi ile verilen izometrilerin her birine R™ uzayinda bir genel hareket denir.
e Ozel olarak, R? uzayinda C' = 0 olmasi durumunda,
Y = AX

ile verilen genel hareket dénme hareketi ya da kiiresel hareket olarak adlandirilir.

Burada A matrisi, donme hareketini yaptiran,

ATA=AAT =13 ve detA=1
13



ozelliklerine sahip bir matristir ve dénme matrisi olarak adlandirilir

(Bottema ve Roth 1979).

Tamim 2.1.14 (SO(3) Lie Grubu ve so0(3) Lie Cebiri) Ortogonal matrislerin O(3)
kiimesi,

OB3)={AeR]: ATA=AA" = I}

seklinde gosterilebilir. Bu kiime matris carpim islemi ile birlikte bir gruptur ve ortogonal
grup olarak adlandinlir. Buradan hareketle, determinanti 1 olan ortogonal matrislerin
SO(3) kiimesi,

SO3)={Be€O(3):det B=1}

seklinde gosterilebilir. Bu kiime matris carpim islemi ile birlikte bir gruptur ve 6zel ortogo-
nal grup olarak adlandirilir. SO(3) grubu manifold yapisiyla ele alindiginda ise 3—boyutlu
bir manifolddur. Dolayisiyla, SO(3) bir Lie grubudur. SO(3) Lie grubunun so(3) Lie ce-

biri asagidaki gibi tanimlanabilir:
s0(3) ={QeR;: Q" =-0}.

R? uzayinin bir elemani w = (wy, ws,w3) olmak iizere, s0(3) Lie cebirinin elemanlari,

0 —Ww3 [0%5)
Q= w3 0 —W1
—W2 w1 0

formuna sahip anti-simetrik matrislerdir (Hacisalihoglu 1996a).

2.2 Minkowski Uzayimda Temel Tanim ve Kavramlar

Tanim 2.2.1 (Minkowski Uzay1) R"™b! uzayinda herhangi iki vektor cifti
r = (21,2, ..., Tp) Ve Yy = (Y1, Y2, -, Un), Ti, ¥i € R, 1 < i < n olmak iizere, n—boyutlu

R L1 Minkowski uzayr,
(z,y) =~z + Z%‘yi
i—2
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tarafindan tanimlanan belirsiz bir metrik tensére sahip bir R" reel vektdr uzayidir. Burada

(,); fonksiyonu, R"™ uzayinda pozitif tanimli olmayan bir ic carpimdir ve Lorentz ic carpimi

olarak adlandirilir (O'Neill 1983).

e Ozel olarak n = 3 alinirsa, 3—boyutlu R*! Minkowski uzay: elde edilir.

Tanim 2.2.2 (Timelike, Spacelike ve Lightlike(Null) Vektor) (,); belirsiz bir
metrik olmak iizere, R"~1! uzayinin keyfi bir x vektorii asagidaki causal karakterlerden

birine sahip olabilir:
i. (z,x); <0 ise timelike,
ii. (z,z); > 0yadaxz =0 ise spacelike ve
iii. (x,x), =0 ve x # 0 ise lightlike

(O’Neill 1983).

Tanim 2.2.3 (Causal Karakter) R" ! uzayinin bir = vektdriiniin €, causal karak-

teri,

—1, timelike ise
Eg = 0, lightlike ise
1, spacelike ise

ile tamimlanabilir (O'Neill 1983).

Tanim 2.2.4 (Timelike, Spacelike ve Lightlike (Null) Egri) Benzer sekilde,

3—boyutlu Minkowski uzayinda bir o : I C R — R?!, ¢t — «(t) regiiler egrisinin,
d

eger d_(; hiz vektori bitiin ¢ € I icin timelike (sirasiyla, spacelike, lightlike) ise, timelike

(sirasiyla, spacelike, lightlike) oldugu séylenir (Lopez 2014).

Tanim 2.2.5 (Norm) R?! Minkowski uzayinda bir z vektériiniin normu

[zl = £/ I{z; 2), |

ile tammlanir. Normu 1 olan vektér birim vektor olarak adlandinlir (O'Neill 1983).
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Tamim 2.2.6 (Birim Hizhh Egri) Bir a = «(t) regiiler egrisinin hiz vektorii

e

=1
L
esitligini sagliyorsa, o zaman egriye birim hizli egri denir (Lépez 2014).
Tanim 2.2.7 (Vektérel Carpim) R?*! 3—boyutlu Minkowski uzayinda herhangi iki

vektdr cifti @ = (z1, 12, 73) ve y = (y1, %2, y3) olmak iizere, A Oklid vektdrel carpiminin

z = 0 diizlemine gore yansimasi olan Ay Minkowski vektorel carpimi,

ik
TALY=| 21 3 x3 | = (T3Y2 — T2ys, T3y — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)
1 Y2 Y3

seklinde tanimlanir (Lépez 2014).

Tamm 2.2.8 (Lagrange Formiilii) R*! uzayinin elemanlari, z, y ve z olmak iizere,

v AL (Y AL 2) = (2,y) 2= (T, 2) Yy

ile ifade edilen esitlik 3—boyutlu Minkowski uzayinda Lagrange Formiilii olarak adlandirilir

(Lopez 2014).

Teorem 2.2.1 R?! uzayinin elemanlari, z, i ve z olmak iizere, Minkowski ic carpimi

ve Minkowski vektorel carpimi arasinda
(x ALy, z), = det(z,y,2)

bagintisi vardir (Lépez 2014).

Tamim 2.2.9 (Yar1 Anti-Simetrik Matris) A, nxn tipinde bir matris olsun. Eger

AT = —cAe
16



gercekleniyorsa, A matrisine yari anti-simetrik matris denir. Burada ¢,

-1 0 ... O

0 1 0
E =

0 0 1

ile tamml isaret matrisidir (O'Neill 1983).

Teorem 2.2.2 A, n x n tipinde bir matris olmak tizere,
C=A—cATe

oluyorsa, C' matrisi yari anti-simetrik bir matristir (O’Neill 1983).

Lemma 2.2.1

0 b3 —by
B = b3 0 —bl
—by by O

bir yari anti-simetrik matris ve b = (b1, by, b3) olsun. Matris carpimi ile Minkowski vektorel

carpimi arasinda, R?! uzayinin biitiin = elemanlari icin,
Br=bArx

ile temsil edilen bir iliski vardir (Ozkaldi ve Giindogan 2010).

Tanim 2.2.10 (Yar:1 Ortogonal Matris) A, n x n tipinde bir matris olsun. Eger
ATeA=¢

gercekleniyorsa, A matrisine yarr ortogonaldir denir (O'Neill 1983).
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Tamim 2.2.11 (SO(2,1) Lie Grubu ve s0(2,1) Lie Cebiri) Determinanti 1 olan

elemanlari iceren bir Lorentz grubu olan belirsiz 6zel ortogonal grubun ciimlesi,
SO(2,1) ={R € 0O(2,1) | det R = 1}

ile tamimlanir. Burada O(2,1), ¢ = diag[—1,1,1] olmak iizere, RT¢R = ¢ esitligini
saglayan ve R3 uzayinin biitin R matrislerinin bir ciimlesi olan belirsiz bir ortogonal
gruptur (Lorentz grubu olarak da bilinir). Ek olarak, SO(2,1) grubunun so(2,1) Lie

cebiri, w = (w1, wa, w3) R>! uzayinda bir vektdr olmak iizere, elemanlari

0 w3 —Wa2
Q= w3 0 —W1

—Wa W1 0

seklinde tanimli yarni anti-simetrik matrisler olan
50(2,1) = {Q e R} | Q" = —eQe}

ctimlesi ile ifade edilir (O'Neill 1983).

18



3. OKLID UZAYINDA SABIT ADIMLI HAREKETLER

Selig ve Carricato, SFE(3) grubunun 1—boyutlu persistan manifoldlar ve dahasi
Frenet-Serret hareketleri gibi, 6zellikle verilen bir egriye bagh ve yine bu egri bo-
yunca hareket eden bir ¢ati ile tanimh bir parametreli hareketleri ¢aligmigtir

(Selig ve Carricato 2017). Genelde bir egriye bagh herhangi bir ¢ati hareketinin per-
sistan olmasi, kayan ve yuvarlanan hizlarin orani ile tanimlanan ani biikiimiin adim
ile karakterize edilir. Bu boliimdeki teoremler ve sonuclar Selig ve Carricato tara-
findan insa edilen teori yardimiyla yeniden ele alinmig ve bir egri iizerinde farkh

persistan cat1 hareketleri ingsa etmenin miimkiin oldugu vurgulanmigtar.

Bu boliimde 6ncelikle, bir parametreli persistan kati cisim hareketi kavraminin Study
tarafindan Ribaucour hareketleri olarak adlandirilan bir hareket sinifinin bir genelle-
mesi oldugu gosterilmigtir. Bu gosterim, bu hareketlerin aksode yiizeyleri agisindan
basit bir tanimini saglar. Daha sonra diger 6zel kati cisim hareketleri aragtirilmig ve
bunlarmn persistan olup olamayacag incelenmistir. Incelenen 6zel hareketler, dog-
ruya gore simetrik hareketler ve diizgiin bir egriye bagh hareketli ¢at1 tarafindan
iiretilen hareketlerdir. Ozel hareketlerin persistan olmasi icin geometrik sartlarm ne
oldugu bulunmus ve cogu durumda aksode yiizeylerini biraz daha ayrintili olarak

tanimlamanin miimkiin olabilecegi gosterilmistir.

Daha sonra, Kahveci ve Yayl tarafindan verilen teori yardimiyla Frenet-Serret ve
uyarlanmig ¢at1 hareketleri gibi, verilen bir slant helise bagl ve yine bu slant helis bo-
yunca hareket eden herhangi bir kati cisim hareketi icin persistan olmanin geometrik
kogullar incelenmistir (KKahveci ve Yayli 2019). Slant helisler tizerinde Frenet-Serret

hareketinin yani sira uyarlanmis ¢at1 hareketinin de persistan oldugu ispatlanmigtir.

3.1 Study’nin Ribaucour Problemi

Study, ani biikiim hiz1 daima bir piir dénme olan, yani adim 0 (sifir) olan kati cisim
yer degigtirmeleri grubunun 1, 2 ve 3—boyutlu alt manifoldlarini aragtirmigtir. Ele

aldigimiz tez calismasinda, sadece 1—boyutlu alt manifoldlar g6z 6niine alinacaktir.
19



Bir kat1 cisim hareketinin, SE(3) kat1 hareketler grubundaki G(t) seklinde bir egri

ile verildigini varsayalim. G(¢) hareketinin S; ani biikiimii,

dG()

Sq = TG—l(t) (3.1)

ile verilir. Bu ifade G/(t) egrisinin teget vektoriine kargilik gelen Lie cebiri elemanidur.
s¢(3) Lie cebirinin elemanlarmin adimh dogrular olarak tanimlanabilecegi iyi bilin-
mektedir. Eger G(t) hareketinin SFE(3) grubunun 4 X 4 tipinde bir matris temsili, ki
bu homojen gosterim olarak da adlandirilir, ile verildigini diigiiniirsek, bu durumda

genel Lie cebirinin bir elemani,

0 —Fs PFPp Ps+phn

5, = Pos 0 —Py1 P31 +pPo (3.2)
—Py P 0 Py +pPos

0 0 0 0

seklinde yazilabilir. Burada F;; bilegenleri biikiimiin ekseninin Pliicker koordinatla-
ridir ve p adimdir. Daha genel bir ifade ile, hareket, bir eksen etrafinda dénme ve
yine bu eksen boyunca bir 6telemenin bileskesi olan ani bir vida hareketidir. Dénme
ve Oteleme hizlarinin orani bitkiimiin adimu ile verilmektedir. p adimi 0 (sifir) ol-
dugunda (p = 0), hareket, bir eksen etrafinda ani bir piir dénme olur. p adiminin

sonsuz olmasi durumunda ise hareket, ani bir piir 6teleme olur.

Q, w = (Py1, Py2, Po3)T agisal hizina karsihk gelen 3 x 3 tipinde bir anti-simetrik

matris olmak iizere, Lie cebirinin elemanlari,

Sy = (3-3)

seklinde parcali formda da verilebilir. Lie cebirinin elemanlarimi alternatif olarak,

[ (3.4)

v

seklinde 6—bilegenli vektor formunda da yazmak miimkiindiir.

Her kat1 cisim hareketi, sabit bir aksode iizerinde yuvarlanan ve kayan hareketli bir

aksodenin hareketi ile iiretilebilir (Bottema ve Roth 1979). SE(3) grubundaki bir
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G(t) hareketinin sabit aksodesi, t degisken iken, S, biikiimiiniin ekseni ile verilir.
Hareketli ¢atida ani biikiim S, = G~1(¢)S,G(t), yani sabit ¢atida biikiimiin adjoint

doniisiimii, ile verilir. S, ani biikiimii ayrica,

Sy = G‘l(t)%it) (3.5)

bagintist yardimiyla da bulunabilir. Bu durumda, SFE(3) grubundaki bir G(¢) hare-
ketinin hareketli aksodesi, ¢ degigsken iken, S, biikiimiiniin ekseni ile verilir. Adjoint
doniigiimii bir biikiimiin adimini korudugundan, sabit ¢atidaki biikiimii hareketli ¢ca-

tidaki biikiime doniistiiriirken, sabit aksodeyi de hareketli aksodeye doniigtiirecektir.

Study’'nin 1—boyutlu Ribaucour hareketleri ile ilgili tanimi birbiri iizerinde kayma-
dan yuvarlanan koniler ya da silindirler ile iiretilen asikar durumlardan ve birbiri
izerinde kaymadan yuvarlanan iki genel regle yiizey ile iiretilen agikar olmayan du-
rumlardan olugmaktadir (Study 1913). Séz konusu agikar durumlar arasinda birbiri
iizerinde yuvarlanan genel koniler ile verilen sabit bir nokta etrafindaki déonmeler ve
birbiri {izerinde yuvarlanan genel silindirler ile verilen diizlemsel hareketler de yer

almaktadir.

Yukarida aciklandigr gibi hareketin aksodelerini diigiiniirsek bu ¢6ziim basittir. Ha-
reketin ani biikiimiiniin vida ekseni, s6z konusu anda cakisan iki aksode yiizeyinin
iirete¢ dogrular ile verilir. Ani biikiimiin adimi, kayan ve yuvarlanan hizlarin oran
ile verilmektedir. Bu nedenle, eger kayma yoksa ani biikiimiin adimi 0 (sifir) ola-
caktir, yani hareket bir piir donme olacaktir. Dolayisiyla, bir regle yiizeyin bagka
bir regle yiizey iizerinde kaymadan yuvarlanmasi yoluyla elde edilen herhangi bir
hareketin bir Ribaucour hareketi iiretecegi aciktir. Ustelik herhangi bir kat1 hareket
sabit aksode {izerinde yuvarlanan ve kayan hareketli aksode ile verilebildiginden, bu

yontem bdéyle bir hareketi tiretmenin tek yoludur.

Varsayalim ki G(t) bir Ribaucour hareketi olsun. Bu durumda S, ani biikiimiiniin
adimi 0 (sifir) olacaktir. Lo, O (sifir) adumh sabit bir biikiim, yani se(3) Lie cebirinin
bir eleman1 olsun. Belirtildigi gibi bir biikiimiin adimi, grubun adjoint déniigiimii al-

tinda invaryanttir. Dahasi adjoint doniisiimii uzayda dogrular iizerinde ge¢ismelidir.
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Bu nedenle, G(t) hareketinin ani biikiim hizi, H = H(t) grubun keyfi bir diizgiin
hareketi olmak {izere,

Sq=HLyH™ (3:6)
olarak yazlabilir. Denklem (3.1) yardimiyla genel bir Ribaucour hareketi igin,

dG(t) 1
— = HLoH™'G(1) (3.7)

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu durumda, hareketin sabit aksodesi HLyoH ! ve

hareketli aksodesi de G™'HLyH G ile verilir.

3.2 Bir Parametreli Uzay Hareketleri

R3 uzaymda bir v(t) egrisi boyunca 1—parametreli bir uzay hareketi, hareketin

donme kismi R(t) € SO(3) olmak iizere,

f:R3 > R3

x> f(z) = R(t)x + () (3.8)
ile tanimhdir (Bottema ve Roth 1979).

Ani kinematikte, 3—boyutlu R3 uzayinin 1—parametreli uzay hareketlerinin grubu
SE(3) ile gosterilir ve Oklid grubu olarak adlandirihr. SFE(3) kati cisim hareketleri
grubu ve GL(4,R) genel lineer grubu arasinda,

SE(3) = GL(4,R)

(R A1) Ré” ”it) (3.9)

ile verilen 1 : 1 bir homomorfizm vardir (Selig 2005).

Béyle bir matrisi bir noktaya uygularsak, 1—parametreli uzay hareketlerinin alter-

natif bir ifadesi,

= (3.10)



seklinde yazilabilir. Burada x ve f(x), sirasiyla, orijinal ve doniistiiriilmiis pozisyon

R R R(t) ~) |
vektorleridir. Kabul edelim ki bir kati hareket, G(t) = ile verilsin.

0 1
Bu durumda G(t), 1—parametreli uzay hareketinin bir matris ifadesi olur.

f(x x
Y(t) = (@) ve X = olmak fizere, denklem (3.10) yardumyla,
1 1

Y(t)=G(t)X (3.11)
oldugu kolayca goriilebilir.

t zaman parametresine gore tiirev alinarak,

dY(t)  dG(t)

dt  dt X
dY(t) dG(t) .,
i —_ G ()Y (1) (3.12)

elde edilir.

dG(t
Sq = dG(t) (1), sabit referans ¢atida G(t) hareketinin bir ani biikiimiidiir. Ayrica,

G—l
i dG(t
Sy = Gl(t)T) de hareketli referans gatida G(t) hareketinin bir ani biikiimiidiir.
Dahasi, Sy ve S, SE(3) kati hareketler grubunun se(3) Lie cebirinin elemanlaridir

(Selig ve Carricato 2017).

Boylece S; ani biikiimii,

d d
Q v —RRT S Ay
Sq = = | dt dt (3.13)

0 0 0 0

olarak da ifade edilebilir. Burada Q, w = (w,, wy,w;) a¢isal hizina karsilik gelen bir

anti-simetrik matris ve v, 3—bilegenli bir vektordiir (Selig ve Carricato 2017).

Lie cebiri elemani olan Sy biikiimiinil, v = (v,,v,,v,) hareketin lineer hizi olmak

izere, 6—bilegenli vektor formunda yazmak uygun olacaktir,

Sa = (w, ). (3.14)

Sq = (w, v) bitkiimiiniin adima,

(3.15)



ile hesaplanir.

VAW

Béylece, ¢ = olmak {izere,

—~

w,w)

Sa = (w,c A\ w ~+ pw) (3.16)
esitligini yazmak miimkiindiir.

t aninda, hareketin ani vida ekseni L = ¢+tw dogrusudur. Ayrica, (w, cAw) dogrunun

Pliicker koordinatlaridir (McCarthy 1990), (McCarthy 2013).
3.3 Persistan Kati1 Cisimm Hareketleri

Kabul edelim ki M, SE(3) uzaymn bir alt manifoldu ve G, M i¢inde sabit bir
nokta olsun. Alt manifoldun G noktasindaki tanjant uzayr T M ile verilir. Tanjant
uzayin grupta birime geri ¢evirilmesi, Lie cebirinin bir alt uzay: olan (TeM)G™! C
se(3) ifadesini verir. Boyle bir alt uzay genellikle vida sistemi olarak adlandirilir.

Bu gosterim yardimiyla, bir persistan alt manifoldun tanimi agagidaki sekilde ifade

edilebilir.

Tamim 3.3.1 (Persistan Alt Manifold) G, ve G, bir M C SE(3) alt manifoldu
icinde herhangi iki nokta cifti olsun. M alt manifoldunun persistan olmasi icin gerek
ve yeter kosul bu noktalardaki tanjant uzaylar tarafindan belirlenen vida sistemlerinin

uyumlu olmasidir. Yani, SE(3) grubunun bazi H elemanlari icin,
(Te, M)G{' = H(Tg,M)Gy ' H™* (3.17)

olmalidir (Selig ve Carricato 2017).

Bu c¢aligma boyunca sadece 1—boyutlu persistan kati cisim hareketleri gbz 6niinde
bulundurulacaktir. Béyle bir 1—boyutlu alt manifoldun persistan olmasi, herhangi
bir noktada biikiim hizinin sabit adima sahip olmasi gerektigi anlamina gelir. Diger
bir deyisle,

dG

—G '=HL,H™ (3.18)
dt
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olmahdir. Burada L,, p adimli sabit bir biikiim ve H daha once belirtildigi gibi,
grupta keyfi diizgiin bir harekettir.

Uyari1 3.3.1 Eger S; ani bikiimi 0 (sifir) adimli ise (p = 0), egri lzerindeki cati

hareketi bir Ribaucour hareketi olacaktir.

Bu hareketlerin aksodeler cinsinden karakterizasyonu, Kesim 3.1 ile benzerdir. Artik
burada, sabit ve hareketli koordinat catilarinda biikiim hizlar ile ilgili birkac kiiciik

sonu¢ incelenebilir.

Lemma 3.3.1 Kabul edelim ki bir persistan hareketin biikiim hizi HL,H " ile verilsin.

Bu durumda, G = HU kati hareket olmak lizere, hareketli catidaki bikiim hizi,
U 'L,U (3.19)

ile ifade edilir (Selig ve Carricato 2017).

Ispat. Sabit aksode H L,H™" ile verildiginden, hareketli aksode,
G'HL,H'G=U"'H Y(HL,H ' HU
=U'L,U (3.20)

olarak elde edilir. m

Lemma 3.3.2 G = HU, HL,H " bikiim hizina sahip bir persistan hareket olsun. Bu
durumda, Z, = H'H ve Z; = UU ! olmak iizere,

L,=2y+ Z4 (3.21)

esitligi saglanir (Selig ve Carricato 2017).

Ispat. G = HU esitligi, (3.18) denkleminde yerine yazilirsa,

dG -1
—G'=HL,H
dt ¢ P

= (HU + HU)U'H™! (3.22)
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elde edilir. (3.22) esitligi, soldan H~! ve sagdan H ile garpilirsa,
L,=H'H+UU! (3.23)

egitligi elde edilir. m

Uyari1 3.3.2 Eger H ve L, verilirse, bu durumda U hareketi,

aUu
— = (L, — Z 3.24
= (L~ Z)U (324
denkleminin integrali yardimiyla bulunabilir. Benzer sekilde, eger U ve L, verilirse, bu
durumda H hareketi,

dH

denkleminin integrali yardimiyla bulunabilir.

Ornekler

Uyar1 3.3.2°de bahsedilen H ve U hareketleri icin diferensiyel denklemlerin integral
hesabin1 yapmak zordur. Lie cebiri elemanlarinin sabit olmasi ve ¢oziimlerin sadece

iistel olmasi istisnai durumlardir. Bu yiizden ilk 6rnekler olarak bunlar alinabilir.

Varsayalim ki Z, = H~'H sabit ve Z, = S olsun. Dolaysiyla, H(0) = I baglangic
kogulu olarak alinirsa, H = €' elde edilir. L,, p adimli sabit bir biikiim olmak iizere,

p adimh bir p—persistan hareketi iiretmek icin,

dU
=L, = S)U (3.26)

denklemi ¢oziilmelidir. (L, —S) ¢arpani sabit oldugundan ¢oziim yine iisteldir. Yani,

U(0) = I baglangig kosulu olmak {izere,
U = eL»=97(0) (3.27)
seklindedir. Boylece persistan hareket,

G(t) = HU = eetlr=9 (3.28)
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carpimi ile verilecektir. Burada S = S ve Sy = L, — S alinirsa, hareketin adimi

S1 + S5 biikiimiiniin adim ile verilmek iizere,
G(t) = et (3.29)

bir persistan hareket olacaktir. Bu sonug, 2—baglantili keyfi bir kinematik zincir i¢in
Carricato, Martinez ve Zlatanov tarafindan incelenmigtir

(Carricato ve Martinez 2010), (Carricato ve Zlatanov 2014).

Bu basit kosul altinda hareketin sabit ve hareketli aksodelerini de tanimlamak miim-
kiindiir. Lo, L, biikiimii ile ayn1 eksenli bir dogru olmak iizere, sabit ve hareketli

aksodeler, sirasi ile,

e Loe 5 ye  eTt52[eto? (3.30)

ile verilir. Bu yiizeylerin niteligi, iistelde yer alan biikiimlerin adimina baghdir. Bu

5 regle yiizeyi, eger S biikiimiiniin adimi 0 (sifir) ise bir kiiresel

durumda e*® Lye™
hiperboloid ya da S ve Ly dik ise bir ¢cembere teget olan dogrular olacaktir. Eger
S biikiimiiniin adimi sifirdan farkli, ama sonlu, ise bu durumda regle yiizey, genel
olarak, bir helikoid olacaktir. p, S biikiimiiniin adimi olmak {izere, S ve Ly arasindaki
dik uzaklik ¢ ve bu eksenler arasindaki act arctan(g) seklindedir. Boyle bir durumda

L tarafindan iiretilen regle yiizey, bir helisin tanjant acilabilir yiizeyi olacaktir. Bu

helis, Ly ve S ekseni arasindaki ortak dikme ayag: tarafindan izlenen egridir.

3.4 Persistan Frenet-Serret Hareketleri

Bir kati cisim hareketini belirlemenin bir bagka yolu da bir egri kullanmaktir. Uzayda
bir egri géz 6niinde bulunduruldugunda, cisim {izerinde belirli bir noktanin egriyi
takip etmesi ve yonlendirmenin egrinin Frenet-Serret catisi tarafindan belirlenmesi

gerekmektedir (Bottema ve Roth 1979).

Burada notasyonu belirlemek adina Frenet-Serret hareketleri ile ilgili baz1 temel fikir-

leri hatirlatacagiz. Bir Frenet-Serret hareketi i¢in cismin hareketi, bir v(u) egrisinin
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Frenet catisina gore belirlenir. Frenet ¢atisinin denklemleri,

it = vws ANt

dp J

%n = wrAn (3.31)
d

@b = vwrAb

seklindedir. Burada t, n ve b, sirasiyla, egrinin teget, normal ve binormal vektorleri
d
ve v egrinin hizi, k = ||—t
dp
fonksiyonlar1 olmak iizere, w; = 7t + kb Frenet catisinin Darboux vektoriidiir.

veT = — <n, d—b>, sirasiyla, egrinin egrilik ve torsiyon
I

R = [t | n | b] olmak iizere hareket,
G(u) = (3.32)

ile verilir.

Bir Frenet-Serret hareketinin persistan olmasi igin gerekli ve yeterli kogullari elde
etmek oldukca zorludur. Ancak klasik teoremler yardimiyla asagidaki sonuclara ula-

silabilir.

Teorem 3.4.1 Hareketin dayandigi egrinin egrilik ve torsiyon fonksiyonlari, sirasiyla, «

ve 7 olsun. Bu durumda Frenet-Serret hareketinin ani bukiimd,

S — (3.33)
Pr=iai '
adimina sahiptir (Selig ve Carricato 2017).
Ispat. Bir Frenet-Serret hareketinin ani biikiim hiz,
dG QR t RT —RT Q t—wrA
G 1) — T = PR 334
dys 0 0 0 1 0 0

ile verilir. Burada €2, w; vektoriine karsihk gelen anti-simetrik matristir. Bu du-

rumda,

—K )+ T
—n — W
K2 + 72 K2 + 72 f
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yazilabilir. Boylece hareketin ani biikiimii,

I/:(”)/—an)/\Wf—mef (3.36)
olmak fizere,
wy
Sd = (337)
v
seklinde yazilabilir. Bu biikiimiin adimai,
W,V T
py = 2rv) (3.38)

Wr,w K2+ 72
fHrwf

olarak elde edilir. m

Bu sonuc Bottema ve Roth tarafindan 9. Béliim, 2. Kisim, Ornek 2’de verilmigtir

(Bottema ve Roth 1979).
3.4.1 Persistan olma
Teorem 3.4.1 su basit sonuclara sahiptir:

Sonug 3.4.1 Hareketin dayandigi egrinin egrilik ve torsiyon fonksiyonlari, sirasiyla,
ve 7 olsun. Bu durumda Frenet-Serret hareketinin persistan olmasi icin gerek ve yeter

kosul py = ﬁ adiminin sabit olmasidir (Selig ve Carricato 2017).

Teorem 3.4.2 Eger y(u) egrisi py # 0 olmak lizere, p—persistan bir Frenet-Serret

hareketi iretirse, yani p; = adimi sabit ise, y(u) egrisinin egrilik ve torsiyon

-
K2 4+ 72
fonksiyonlari ¢ parametresi cinsinden,

1 1
k=—cos® ve 7=—(sin®+1) (3.39)

seklinde parametrize edilebilir. Egrilik ve torsiyon fonksiyonlari alternatif olarak,

11—t (1+1)

K=— v T=—-—"7 3.40
2pr(1 4 t2) 2pp(1 4 t2) ( )

rasyonel fonksiyonlari ile de parametrize edilebilir (Selig ve Carricato 2017).
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. T
Ispat. Eger ps # 0 ise py = ) bagintisi,

Sg)G) e

esitligini verecek gekilde yeniden diizenlenebilir. Bu egitlik, koordinatlar: x ve 7 olan
1 1
diizlemde, 7 ekseni boyunca %0 merkezli ve 20 yaricapli bir ¢cemberi ifade eder.

Dy Py
Bu ¢emberin trigonometrik parametrelendirmesi aranan sonucu verir.

d
t = tan (5) alindiginda, yarim aci formiilleri yardimiyla alternatif rasyonel para-

metrelendirme elde edilir. =

Uyar1 3.4.1 Eger ® sabit ise, bu durumda x egriligi ve 7 torsiyonu da sabit olacaktir
ve (u) egrisi bir helis olacaktir. Ayrica, bir Ribaucour hareketi icin (yani p = 0 adimli

bir hareket icin) 7 = 0 olmalidir. Bu durumda () egrisi bir dizlem egrisi olacaktir.

Uyar: 3.4.2 sabitli egriler, egriler ve yiizeylerle ilgili klasik literatiirde yaygin

K2 4 72
olarak calisilmamistir!. Standart egri teorisi, bir egrilik ve bir torsiyon fonksiyonu veril-
diginde, kati hareket boyunca bu &zelliklere sahip bir tek egrinin oldugunu séyler. Bu
nedenle, yukaridaki parametrelendirmeler ile verilen egrilik ve torsiyon fonksiyonlarina

sahip egrilerin cizimleri sayisal olarak iiretilebilir (Sekil 3.1).

3.4.2 Sabit ve hareketli aksode yiizeyleri

Agagidaki sonuglar Bottema ve Roth tarafindan verilmigtir (Bottema ve Roth 1979).

Teorem 3.4.3 Bir Frenet-Serret hareketinin sabit aksodesi, egrinin w; Darboux vek-
toriine paralel olan ve egrinin asli normali boyunca hareketi olusturan egriden kaydirilan

bir noktadan gecen iirete¢c dogrulardan olusur. Bdylece sabit aksode yiizeyi,

_ Rlp) N
e 3) = (100 + Sl )+ il (3.42)

ile verilir. Genellikle bu regle yiizey acilabilir degildir.

!Ancak 7(k? + 72)~1 ifadesi, genel bir egrinin asli normallerinden elde edilen bir regle yiizeyin
dagilma parametresi olarak bilinir (Wilmore 2012).
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Ispat. Denklem (3.36) yardimiyla, aksode yiizeyinin

K

+———n
i K2+ 712

(3.43)

noktasindan gectigi ve dogrultmaninin wy oldugu goriilebilir. Boylece regle yiizeyin

parametrik formu elde edilir. m

Teorem 3.4.4 Frenet-Serret hareketinin hareketli aksodesi bir konoiddir.

ispat. Bir Frenet-Serret hareketinin hareketli ¢atidaki ani biikiim hiz,

Ve RT Ry | [ Qr ¢ RTQR RTt
G—l(ﬂ)% — 7 —y (3.44)
z 0 1 0 0 0 0

ile verilir. Frenet-Serret hareketinin ingasiyla, cismin sabit catisinin koordinat ek-

senleri 1 = 0 noktasinda egrinin Frenet catisina karsilik gelir. Oyleyse,

to = £(0) = R" (u)t() (3.45)

ve benzerlerini yazalim. Ozel olarak,

wp, = R (wws () (3.46)

olsun. Cismin hareketli catidaki biikiim hizi,

-
Vg = mno A Wfo —+ m&)fo (347)
olmak iizere,
w
Sy=v| " (3.48)
Vo

olacaktir. Bu koordinatlarda v(0) = 0 oldugu aciktir. Boylece hareketli aksodenin
irete¢ dogrulari,

W fo
I(p) = K (3.49)
K2 4+ 72 Mo AWy

ile verilir. Burada wy, = 7ty + Kby seklindedir. Bu dogrularin hepsi karsiliklidir ve
No

I, = (3.50)
0
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sabit dogrusuna diktir. Yani hepsi ortogonal olarak dogruyla kesigir. Bu nedenle

regle yiizey bir konoiddir. m

Teorem 3.4.5 Bir persistan Frenet-Serret hareketinin hareketli aksodesi, p ## 0 olmak

iizere, cift kanath bir hiperbolik paraboloiddir?.

Ispat. Yukarida verdigimiz Teorem 3.4.4 geregi, genel bir Frenet-Serret hareketinin

hareketli aksodesi, hareketli koordinatlarda,
A . A
a(p, A) = a2 T AV (3.51)

ile verilir. ¢y, ng ve by eksenleri boyunca, sirasiyla, x, y ve z koordinatlarim alirsak,

yiizey iizerinde bir nokta,

x(p, A) = AT

K
y(p, A) = P (3.52)
2(p, A) = Ak

parametrik denklemleri ile verilir. Persistan bir Frenet-Serret hareketi icin p; =
K
PR oldugunu biliyoruz. Boylece yukaridaki parametrizasyonda y(u, \) = bk
K2+ T T
olur. k, 7 ve \ ifadelerinin sadelegtirilmesi ile,

TY =psz (3.53)

cift kanath hiperbolik paraboloid denklemi elde edilir. m
3.5 Bishop Hareketleri

Bishop hareketleri, 6nceki kisimda caligilan Frenet-Serret hareketlerine benzerdir.
Tek fark, egrinin Bishop catisimi takip etmek ic¢in cismin yonlendirmesinin gerekli
olmasidir. Bu tiir hareketler yillar boyunca robotikte ve bilgisayar destekli tasa-
rnmda farkh uygulamalar i¢in bir¢ok yazar tarafindan incelenmistir (Klok 1986),

(Ravani ve Meghdari 2004), (Selig 2007).

2 Ayn1 zamanda bir ortogonal hiperbolik paraboloid olarak da bilinir.
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Buradaki ana sonug, bdyle bir hareketin sabit aksodesinin egrilerin klasik diferensiyel

geometrisinden oldukca asina olunan bir regle yiizey olmasidir.

Selig, Bishop hareketlerinin cisim-cati hiz biikiimlerinin her zaman p = 0 modiilli
bir IIB 3—vida sisteminde olmasi gerektigi ile karakterize edildigini gostermigtir
(Selig 2013). Bunun bir IT sistem olmasi, sistemdeki neredeyse tiim biikiimlerin ayni
adima sahip oldugunu gosterir. Burada B, sistemin sonsuz adimlh tek bir istisnai
biikiim igerdigi anlamina gelir. Son olarak p = 0 modiilii, vida sistemindeki neredeyse
tiim biikiimlerin 0 (sifir) adima sahip oldugunu soyler. Bu nedenle herhangi bir

Bishop hareketi, Ribaucour hareketi olacaktir.

~(p) uzayinda bir egri verildiginde, egri tizerinde Bishop ¢atist olarak adlandirilan
hareketli bir referans cati bulunur. Ashinda her biri ilk catinin secimi ile belirlenen

d
bir¢cok Bishop ¢atist vardir. Egrinin tegeti dl = ot vektorii ile verilir. Burada v,
1L

oo ds : v UV
egrinin T hizidir, yani s yay uzunlugunun p parametresine gore tiirevidir. Bishop
i

catisi i¢in egrinin iki normal vektorii vardir (ng ve ng) ve ¢at1 denklemleri,

d
@t = U(k1n1+k2n2)
d
d
@nz = —Ukzt

seklindedir. k; ve ko fonksiyonlar egrilik benzeri fonksiyonlardir. ¢, ny; ve ng birim

vektdrleri, her anda bir sag sistem ortonormal cati olusturur ve

tANL="n9, NiANo=1t ve noANt=m (355)

egitliklerini saglar. Bu vektorler aligilmig Frenet-Serret vektorleri ile kargilagtirildi-

ginda, teget vektoriiniin tiirevinden,
kn = king + kano (3.56)

oldugu goriilebilir. Burada n asli normal vektordiir. Tiim bu vektorler birim uzun-
luklu oldugundan egrilik, x* = k? + k3 esitligini saglar. Binormal vektor b =t A n
ile tanimlandigindan,

Kb = —k2n1 + k1n2 (357)
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oldugunu gérmek kolaydir. n ve b i¢in denklemler ters cevrilirse,

/{Zl k‘Q k2 kl

ny = n b ve ng= n+ b 3.58
VR IR R S/ Ay %> (3.58)

elde edilir. Bu ifade Bishop catisinin, Frenet catisina gore teget vektor etrafinda

ki

——————= ve sinf =
kT + k3

dondiigiinii gésterir. Dénme agis1 € olarak alindiginda, cosf =
ko

siyonu olmak iizere, . =T oldugunu gostermek miimkiindiir. Dolayisiyla donme
1L

oldugu goriiliir. Binormal icin denklemin tiirevi alinarak, 7 egrinin tor-

agisy, 0 = [wvrdu + 6 integrali ile verilir. 6, integrasyon sabiti, Bishop catisinin
baglangicta belirledigimiz yonlendirmesini temsil eder. Bu se¢im Bishop ¢atisi iize-

rindeki hareketi etkilemez.

() egrisi tizerindeki Bishop hareketi SE(3) grubundaki

Glp) = iy (3.59)
0 1

egrisi tarafindan verilir. Burada R donme matrisi, Bishop ¢atisinin teget ve normal

vektorlerinden olugan siitunlara sahiptir:
R=1[t]|ny|ng (3.60)

(Selig ve Carricato 2017).

3.5.1 Aksodeler

Bishop hareketinin sabit ve hareketli aksodeleri klasik diferensiyel geometriden ol-
dukca agina olunan regle yiizeylerdir. Bishop c¢atisi, Bishop tarafindan tanmitilmigtir
(Bishop 1975), bu sirada klasik kinematik geometrinin altin ¢ag neredeyse sona
ermigtir. Dolayisiyla bu sonuclarin klasik literatiirde yer almasi1 pek olasi degildir.

Sonuclar asagidaki teorem cifti yardimiyla ifade edilebilir.

Teorem 3.5.1 () egrisi Uizerindeki bir Bishop hareketinin sabit aksodesi egrinin polar

acilabilir yiizeyidir (Selig ve Carricato 2017).
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Ispat. v(p) egrisi iizerindeki bir nokta, herhangi bir u parametresinde bir eksen
etrafinda ani donme yapar. Bu eksen mevcut noktada egrilik cemberlerinin mer-
kezlerinden gecer ve sabit aksodenin bir iirete¢ dogrusu olur. Egrilik cemberlerinin
merkezlerinden gegen bu dogru, mevcut noktada egrinin oskiilator diizlemine diktir.
Yani egrinin binormal vektoriine paraleldir. Bu dogrunun ayrica egrinin oskiilator
kiiresinin merkezinden gectigi bilinmektedir. Parametre degistikce oskiilator kiirenin
merkezi, v(p) egrisinin pol egrisi boyunca ilerler ve egrilik ¢gemberlerinin merkezle-
rinden gegen dogru pol egrisine teget olur. Bu dogrular tarafindan belirlenen regle
yiizey, hareketin sabit aksodesidir ve egrinin polar acilabilir yilizeyi olarak bilinmek-

tedir (Forsyth 1920), (Eisenhart 1947). =

Teorem 3.5.2 Bishop hareketinin hareketli aksodesi, sabit bir diizlemde yatan dogru-

lardan olusmaktadir (Selig ve Carricato 2017).

Ispat. Oskiilator kiirenin merkezinin ve bu nedenle de yukarida binormal vektor
yoniinde oskiilator kiirenin merkezinden gecen dogru olarak tanimlanan ani dénme
ekseninin, egrinin normal diizleminde yattigi bilinmektedir. Cisim egri boyunca ha-
reket ettikce, normal diizlem cisimde sabitlenir ve bu yiizden hareketli aksodenin

biitiin dogrular: bu diizlemde yatmaktadir. m

Bu sonuclar bir énceki boliimdekine benzer gekilde dogrudan hesaplamalar ile de

gosterilebilir.

3.5.2 Bishop hareketlerinin ingasi

Bu kisimda yukarida verdigimiz sonuclarin olasi kullanimina bir 6érnek olarak Bishop
hareketilerinin bir ingasi sunulmaktadir. Bishop hareketleri, egrinin teget dogrusu et-
rafinda bir dénme ile bir Frenet-Serret hareketinin bilegkesi olarak tanimlanmigtir.
Burada ayni zamanda, Frenet-Serret hareketine dayanan alternatif bir inga veril-
migtir. Kabul edelim ki o(u) uzayda regiiler bir egri ve H(u) bu egri iizerindeki

Frenet-Serret hareketi olsun. Bu inga Bishop hareketinin sabit aksodesi olarak o(u)
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egrisinin teget agilabilir yiizeyini kullanir. Bu yiizden eger Ty, 1 = 0 noktasinda o ()

egrisinin teget dogrusu ise, teget acilabilir yiizey,
T(p) = H(u)ToH ™ (1) (3.61)
seklinde yazilabilir. Buradan L, = H “1H 4+ UU! denklemi yardimiyla,
To=H 'H+UU! (3.62)

esitligi elde edilir. Burada H~'H, hareketli catida Frenet-Serret hareketinin Darboux

biikiimii olup,

0 x 01

y - 0 70
H'H =y (3.63)

0O -7 00

0O 0 00

ile verilir (bakiniz 3.4.1 ve 3.4.3 teoremlerinin ispati). Béylece,

0 01

A 5 0 00
U™ =—v (3.64)

0 0 00

0 000

ayarlamasi, (3.62) denklemini saglar. Bu sadece diizlemsel bir problem oldugu igin

denklemi U bilegenine gore ¢ozmek ¢ok zor degildir. Eger

cosf —sinf 0 =x
sinff  cosf 0 y

U(p) = (3.69)
0 0 10

0 0 01

yazilirsa, U(u) denklemi,

ﬁ—U/-<;

du
d
ﬁ +vRYy =0 (3.66)
j—z —vkr =0



seklinde lineer diferensiyel denklemlerine genigletilebilir.

Somut bir 6rnek olarak, sabit aksodesi bir dairesel helisin- teget agilabilir yiizeyi
olan Bishop hareketi inga edilebilir. Hesaplamalar basit, ancak uzun ve gok 6gretici
degildir. Bu hareket, Sekil 3.2 ile gosterilmigtir. Bishop hareketleri regiiler bir egrinin

Bishop catis1 kullamilarak tanmimlanmigtir. Mevcut 6rnekte bu egri bulunmamigtir.

Rastgele yerlestirilmig bir kat: cisim hareketi gekilde gosterilmigtir.

\M'T‘,\_.“' '-0‘

Sekil 3.2 Sabit aksodesi bir dairesel helisin tegeti olan Bishop hareketi

3.6 Persistan Aeroplane Hareketleri

Bir egriye baglanmg (bir egri iizerindeki) en genel kat1 cisim hareketi, Selig tara-
findan aeroplane hareketi olarak adlandirilan genel bir gat1 hareketidir (Selig 2013).
Boyle bir hareket, G(u) = G2(p)G1(u) carpim ile verilebilir. Burada Go(u), v eg-
risi iizerindeki bir Frenet-Serret hareketidir ve G;(p) egrinin teget vektorii etrafinda
rastgele bir donmedir. Bu segme hakkinin daha fazla persistan harekete izin verip

vermeyecegi ile ilgili sonuglar agagidaki teoremlerde ifade edilmistir.

Teorem 3.6.1 p minimum egrilik yaricapina sahip diizgiin bir egri iizerinde her p # 0
ve —g <p< —g icin iki p—persistan ¢ati hareketi vardir (Selig ve Carricato 2017).
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ispat. Bir aeroplane hareketinin ani biikiim hizi, sabit ¢atida,
dG . .
%G_l(u) = GlGl_l -+ GlGQGg_lGl_l (367)

ya da se(3) Lie cebirinin 6—bilegenli vektor formunda,

w t
Sqg=v —A (3.68)
v YAL
olarak yazilabilir. Burada w ve v, sirasiyla, agisal ve lineer hiz olup, A teget vektorii
etrafinda donme hizin ifade eder. A ile carpilan negatif isaret, Bishop hareketi ile
uyumluluk icindir. S; adimu,
v(vr — N)
A — 20T + v2(K2 + 72)

p= (3.69)

ile verilir. Bu ifade ikinci dereceden bir denklem verecek gekilde A bilegsenine gore

yeniden diizenlenebilir,
pA* — (2upT — V)N + 0V (pr®: + pr? —7) = 0. (3.70)

Egrinin p—persistan bir aeroplane hareketine sahip olmasi igin egrinin hiz, egrilik
ve torsiyon fonksiyonlarinin A bilegenine gore ¢oziilebilir olmasi gerekir. Bu ikinci

dereceden denklemin diskriminanti,

A = v*(1 — 4p°K?) (3.71)
seklindedir. Boylece,
1 1
< — 3.72
2K b 2K ( )

egitsizligini saglayan p icin ikinci dereceden denklem ve dolayisiyla da p—persistan
hareketler i¢in reel ¢oziimler bulunabilir. Bu nedenle p = 1 olmak fiizere, p degeri
egrinin minimum egrilik yaricapimmin yarisi (yani + (g)) ile simirhidir. Denklemin
iki kokii, sartlar saglandiginda, iki olas1 p—persistan aeroplane hareketi verecektir.

Boylece ispat tamamlanir. m

Teorem 3.6.2 Her regiiler egri bir Ribaucour hareketi olan bir tek cati hareketine sa-

hiptir. Bu hareket, egri tizerindeki Bishop catisi ile verilir (Selig ve Carricato 2017).

Ispat. Her regiiler egri A = v secimi ile verilen bir Ribaucour hareketi olan bir

aeroplane hareketine sahiptir. m
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3.7 Dogruya Gore Simetrik Persistan Hareketler

Bu kisimda, persistan olan dogruya gore simetrik hareketleri bulma problemi iize-
rinde durulacaktir. Dogruya gore simetrik bir hareket, bir regle yiizeyin {ist iiste olan
iireteclerinde bir kati1 cismin yansitilmasi ile verilir. Bu hareketler kinematikte te-
mel 6neme sahiptir (Bottema ve Roth 1979). Dogruya gore simetrik hareketler Kra-
mes tarafindan bir dizi makalede kapsaml bir gekilde incelenmigtir (Krames 1937a),
(Krames 1937b), (Krames 1937¢), (Krames 1937d), (Krames 1937¢), (Krames 1937f),
(Krames 1981).

Agagidaki sonuglar Krames tarafindan verilmigtir (Krames 1937a):

Teorem 3.7.1 Dogruya gore simetrik bir hareketin ani biikiim hizinin adimi, hareketi

iireten regle yiizeyin dagilma parametresine esittir.

Teorem 3.7.2 Genel bir dogruya gore simetrik hareketin sabit aksodesi, hareketi lireten

ylizeyin merkez teget dogrulari ile olusturulan regle yiizeydir.

Bu teorem su basit sonucu verir:

Sonug 3.7.1 p sabit dagilma parametreli bir regle yiizey tarafindan iiretilen bir dog-
ruya gore simetrik hareket, bir p—persistan harekettir. Ozellikle, acilabilir bir regle yiizey
tarafindan (retilen dogruya gore simetrik hareket, bir Ribaucour hareketidir

(Selig ve Carricato 2017).

Krames tarafindan verilen yukaridaki teoremlerin ispatlari ¢ok iyi ve ¢éziimii zor olsa
da, glinlimiizde yaygin olmayan sentetik geometri hakkinda detaylh bilgiye dayan-
maktadir (Krames 1937a). Dolayisiyla, acgiklik ve biitiinliik adina modern ispatlar
asagida sunulmaktadir. Bu ispatlar orijinal ispatlar kadar iyi olmayabilir, ancak ba-

sittir ve ¢ok az bilgiye dayanmaktadir.
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Bu hareketlerin kisa bir tanimi ile baglayalim. Bir dogruya gore yansima, dogru
etrafinda 7 radyanhk, bazen yari-donme olarak adlandirilan, basit bir dénmedir.

Bir dogruya kargilik gelen Lie cebiri elemani, 4 x 4 matris formunda,

Q v
L= (3.73)
0 0

olarak verilebilir. Burada (2, w dogrusunun yoniine kargilik gelen 3 x 3 tipinde anti-
simetrik matristir ve v, dogru iizerindeki bazi r noktalari i¢in v = r Aw dogrusunun
momentidir. Bu ifadeler dogrunun Pliicker koordinatlarm olusturur. ||w|® = 1 oldu-
gunda, bu matrislerin L? = —L esitligini sagladigim1 dogrulamak kolaydir. Boylece

L matrisinin {istel ifadesi,
et = I, +sinOL + (1 — cos§)L* (3.74)

Rodrigues formiilii ile verilen, dogru etrafinda 6 kadar bir donmeye kargilik gelir.

Dogru etrafinda bir yarim-dénme,
et =1, + 217 (3.75)
matrisi ile ifade edilir.

Bdylece bu hareketlerin biikiim hiz1 hesaplanabilir. Bununla ilgili sonug, Lemma

3.7.1’de verilmigtir.

Lemma 3.7.1 Kabul edelim ki L(t), dogruya gore simetrik bir hareket icin baz yiizeyi

olsun. Bu hareketin bikim hizi S; = 2[L(t), L(t)] ile verilir (Selig ve Carricato 2017).

Ispat. L(t) ile verilen regle yiizeyin iiretecleri iizerinde bir kati cismin yansima
hareketini diigiinelim. ¢ = 0 oldugunda, grupta hareketin birimden ge¢mesi i¢in ilk

iiretecteki yansima ile iireteclerdeki yansimalari olugturabiliriz. Hareket,
G(t) = e Wm0 — (1, + 2L(t)%) (14 + 2L(0)?) (3.76)

seklinde parametrelendirilebilir. Sabit ¢atida bu hareketin ani biikiim hizi,

Sq= %@Gl(z&) = 2(LL + LL)(I, + 2L?) (3.77)
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ile verilir. Bu ifadeyi asil dogrularin Pliicker koordinatlarina gore genigleterek,

Q0 — Q0+ 20002 Qi — Qv + 2000y
S, =2 (3.78)
0 0

elde edilir. (w,w) = 1 ve dolayisiyla da (w,w) = 0 oldugu bilgisini kullanarak,
QO = 0 oldugunu gostermek miimkiindiir. Boylece,
Q v Q Q v Q v

Sy=2 - = 9[L(t), L()] (3.79)
0 0 0 0 0 0 0 0

elde edilir. m

Uyar: 3.7.1 se(3) Lie cebirinin 6—bilesenli vektdr formuna gére Lemma 3.7.1'in so-

nucu,

w A w
Sy =2 (3.80)
WwAV+VAW
olarak yazilabilir. Bu ifade L ve L ifadelerine karsilik gelen iki biikiimiin vektdrel carpi-

midir.

Simdi Teorem 3.7.1’in ispatini yapmak oldukca kolaydir:

Teorem 3.7.1in ispati. (w,v) = 0 ve ||w||*> = 1 oldugunu hatirlayip, bunlar bir
dogrunun Pliicker koordinatlari oldugundan, Uyari 3.7.1’de verilen Sy biikiim hizinin

adimi,

C(wAw),(wWAY v AW)) _ (w, )
p= oo P (881)

ile hesaplanir. Bu ifade bir yiizeyin dagilma parametresinin standart formiilleri ile

kargilagtirnlabilir (Brauner 1967). m

Nihayet bu hareketin biikiim hizi i¢in olan sonug, Teorem 3.7.2’yi ispatlamak icin

kullanilabilir:

Teorem 3.7.2’nin ispati. Kabul edelim ki dogruya gore simetrik hareketi iireten
regle yiizey,

r(t,\) = s(t) + Aw(t) (3.82)
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olsun. Burada w(t) iirete¢ dogrularinin yonii birim vektorler olup, (w,w) = 0 sagla-
nir. Dahasi, s(t) dogrultu egrisi aslinda regle yiizeyin striksiyon egrisi olup, ($,w) =0
saglanir. Merkez normal vektdr w A s ile verilir ve boylece merkez teget vektor de
wA (wA $) ile verilir. Vektoriin w A w vektoriine paralel oldugu gosterilebilir (tek
gereken iki vektoriin vektorel carpimini yapmak ve yukaridaki egitlikler yardimiyla
sadelegtirmektir). Boylece, Uyari 3.7.1°de verildigi gibi, hareketin biikiim hizinin ek-
seninin yiizeyin merkez tegetine paralel oldugunu séyleyebiliriz. Biikiimiin ekseninin
t aninda striksiyon noktasindan gegtigini géstermek icin biikiimiin 6teleme kismina

bakariz. Biikiim hizinda v = s A w oldugunu dikkate ahrsak,

WAVF VAU =wA(§Aw+sAW)+ (s Aw) Aw

=wABAwW)+sA(wAW) (3.83)

elde ederiz. Yukarida, denklemin sagindaki ilk terim (w A w) ekseninin yéniine pa-
raleldir. Boylece ikinci terim dogrunun momenti olup, iiretec iizerindeki striksiyon

noktasi olan s noktasindan gecer. m

Dogruya gore simetrik persistan hareketin bir 6rnegi

Dogruya gore simetrik p—persistan bir hareketi {iretmek i¢in sabit dagilma paramet-
reli regle yiizey orneklerine ihtiyacimiz vardir. Klasik diferensiyel geometride bu tiir

yiizeyler bir¢cok yazar tarafindan ¢ahgilmigtir (Brauner 1960).

Dairesel hiperboloid ve regle helikoid, Kesim 3.3 altinda kargilagtigimiz 6rneklerdir.
Bu yiizeylerin aksode olarak kullanilmasiyla olusturulan hareketler ve dogruya gore

simetrik olarak ayni yiizeylerle iiretilen hareketler genel olarak farklidir.

Bilinen diger o6rnekler, sabit torsiyonlu egrilerin binormal dogrularindan olusur. Bir
uzay egrisi verildiginde, egrinin binormal vektorii boyunca olan dogrularin ciimlesi
bir regle yiizey olugturur. Béyle bir yilizeyin dagilma parametresinin orijinal egri-
nin torsiyonuna egit oldugunu gostermek kolaydir. Ashinda yiizeyin striksiyon egrisi,

yiizeyin inga edildigi orijinal egridir (Wilmore 2012).
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Dogruya gore simetrik hareketler iizerinde calismadan once Krames, sabit dagilma
parametreli Cayley kiibik regle yiizeylerin 6zel bir simifim1 bulmusgtur (Krames 1924).
Daha sonra Brauner, bunlarin sabit dagilma parametreli tek kiibik regle yiizeyler
oldugunu gostermistir (Brauner 1959). Cayley kiibik regle yiizeye dayanan dogruya
gore simetrik hareketler Husty tarafindan incelenmigtir, ancak bu caligmada sabit

dagilma parametreli bir yiizey kullanilmamigtir (Husty 1987).

Sabit dagilma parametreli Cayley kiibik regle yiizey,

POl = 2t3 P23 = —6dt
Py = 3t* 4+ 1 Py = 6dt? (3.84)
Py = V3(t* +1) Py = —2v/3dt?

Pliicker koordinatlar: ile verilir. Bu gosterimde d parametresi, yiizeyin dagilma pa-
rametresi olacak sekilde ayarlanmigtir. Bu yiizeyin bir 6rnegi Sekil 3.3’de verilmistir.
Bu sekil ayn1 zamanda yiizeyin bir dogrultusu olan iirete¢ dogrusunu gosterir ki bu
biitiin iireteclere karsihik gelen egridir. Dogrultu, yukarida verilen parametrelendir-

mede ¢ = 0 noktasina karsihk gelir.

Bu durumda hareket, 4 x 4 matris formunda,

G(t) = (I + 2L(t)*) (14 + 2L(0)?)

—t0 4+ 3¢4 + 312 + 1 3 V3(2t° + %) 2V/3dt* (3> + 2)
R G B N o)
30+ 13 04 3t4 662 +2  VBEE(tH—3t2 —2)  /3dt(2t! — 3t — 3)
= RGERE 20 + 1) T2ty (2 +1)° (3.85)
V3t V3t (2 4 2) —tt 442 + 2 3d(2t® + 1)
Tl a@elr el @
0 0 0 1

ile verilir.

Bu hareketin sabit aksodesinin Pliicker koordinatlari,

Fo = —2V/3t Fyy = —6v/3dt
Foo = V3t3(1* + 3) Fy = —=3V3d(t* +1) (3.86)
Foz = 3t2(t* + 1) Fip = =3d(t* +2t* — 1)

seklindedir ve bir kuartik regle yiizeydir.
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1
Sekil 3.3 d = 3 sabit dagima parametreli bir Cayley kiibik regle yiizey
(Selig ve Carricato 2017)

3.8 Persistan Uyarlanmis Cat1 Hareketleri

N d
3—boyutlu R® Oklid uzaynda herhangi bir egri, d—C: = T olmak iizere,

a: I >R

t — aft) (3.87)

yay uzunlugu parametrizasyonu ile ifade edilmektedir (Struik 1988).

Kabul edelim ki {N, C, Wy} « egrisi boyunca uyarlanmis cati olsun. Burada C =

—-dN/ dt ve Wy = N A C oldugu biliniyor. Uyarlanmig ¢ati i¢in denklemler,

[N/ dt|
d
EN = fC
%C’ = —fN +gW, (3.88)
d
%Wo = —gC
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AW,
7% egrinin egriligidir.  ve g egri-

liklerini, swrasiyla, f = xy/1+ (7/k)* ve g = of seklinde ifade etmek daha uygun

dN
seklindedir. Burada § = HE ve g = —(C,

olacaktir. Burada o fonksiyonu, a egrisinin N asli normal gostergesinin kiiresel go-

2 d
. (Z)) ile verilmektedir.

riintiisiiniin geodezik egriligidir ve o = (m)(a
K24+ T K

Uyarlanmig ¢atinin Darboux vektdrii, egrinin egriligi § ve g olmak iizere,
we = gN + Wy (3.89)

seklindedir (Uzunoglu vd. 2016).

Teorem 3.8.1 f ve g egrilikli bir uzay egrisine bagli ve yine bu egri boyunca hareket
eden {N,C, Wy} catisi ile iiretilen uyarlanmis bir cati hareketinin ani bikimi, p, =

g j: e adimina sahiptir (Kahveci ve Yayh 2019).

ispat. Uyarlanmis bir ¢atinin ani biikiim hizi, w, Darboux vektoriine kargilik gelen

0 § 0
3 x 3 tipinde anti-simetrik bir matris %RT =| —f 0 g | olmak iizere,
0 —g O
il dR _, do A
— — —wa A
dG(t) >G‘1(t) = | dt dt (3.90)
dt 0 0

R(t) «aft
G(t) = ®) odt) (3.91)
0 1
: . : e do
seklindedir. Denklem (3.91) yardimiyla hareketin ani biikiimii, v = o T Wa A«
olmak iizere,
Wa
S = (3.92)
v



olarak ifade edilebilir. Bu biikiimiin adimi,

<WavV>
Was Wa)
_ (T, wq)

(Was wa)
T

:f2+92

pa:<

(3.93)

Wi

olarak hesaplanir. Burada w, = gN + fWy = gN + 717"+ kB ve Wy =
7'+ kB
f

lwall

seklindedir. m

Sonug 3.8.1 f ve g egrilikli bir egri lizerindeki uyarlanmis cati hareketinin persistan

olmasi icin gerek ve yeter kosul P% adiminin sabit olmasidir (Kahveci ve Yayli 2019).

+9

Onerme 3.8.1 R® uzayinda herhangi bir a egrisi alahm. pr Ve pg, sirasiyla, Frenet-
(& Cw?
—(=))k

dt "k

Serret ve uyarlanmis cati hareketlerinin adimlan olsun. Bu durumda ¢ = —~"_——
? (K2 + 72)3/2

olmak Uizere,

Pr_ 1402 (3.94)
Pa
esitligi saglanir (Kahveci ve Yayl 2019).
Ispat. Teorem 3.4.1 geregince,
-
e (8.95)
ve Teorem 3.8.1 geregince,
-

oldugunu biliyoruz. g = of ifadesini (3.96) denkleminde yerine yazarak,

-
(1 +0?)
T

Pa =
IGEERETD
B 1
EREEE
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elde edilir. Sonug olarak,
Py

=1+o0? (3.98)
Pa

denklemi bulunur. =

Uyar: 3.8.1 Darboux vektorleri catilarin acisal momentumuna karsilik gelmektedir.
Yoni, hareketin ani eksenini ve uzunlugu da agisal hizi belirler. Dahasi ani eksenlerin
geometrik yeri bir sabit aksode yiizeyi verir (Karger ve Novak 1978). Bir G(t) hareke-
tinin sabit aksode yiizeyi, ¢ degisken iken, Sy ani biikiimiiniin ekseni ile verilir. Benzer
sekilde, hareketli aksode yiizeyi, ¢ degisken iken, S, ani bikiimiinin ekseni ile verilir
(Selig ve Carricato 2017). Frenet-Serret catisi icin bu yiizeyler, Selig ve Carricato tara-
findan verilmistir (Selig ve Carricato 2017). {N,C, Wy} uyarlanmis catisi icin sabit ve

hareketli aksode yiizeylerinin denklemleri, u € R olmak iizere,

o(t,u) = [(VEQZN P ngB) + oz] +u[tT + gN + kBJ, (3.99)
g_b(t7 U) = |:f2 ng N() o f2 i gz B0:| +u [TTO + gNO + IQB()} (3100)

ile verilir. Ty, Ng ve By, sirasiyla, e , e5 ve e3 standart bazlari olarak secildiginde, hareketli

aksode yiizeyi,

o(t,u) = [O, " f 27 i 92} +ulT, g,k (3.101)

halini alir. Boylece uyarlanmis cati hareketi icin iki regle yiizey, yani sabit ve hareketli

aksode yiizeyleri, insa edilmis olur.

3.9 Slant Helisler ve Persistan Hareketler

Standart egri teorisinde bir slant helis, her noktada asli normalinin sabit bir dog-
rultu ile sabit bir ac¢1 yapmasi ile tanimlanmaktadir. 20. ve 21. yiizyillarda bu tiir
egriler oldukca ilgi gérmiistiir. Scofield, sabit presesyonlu egrileri incelemis ve bu
egrilerin yay uzunlugu parametreli ¢éziimlerini tiiretmigtir (Scofield 1995). Izumiya
ve Takeuchi, slant helisleri tanimlamig ve onlarin agik bir simflandirmasini vermis-

tir (Izumiya ve Takeuchi 2004). Kula ve ¢caligma arkadaglar, diferensiyel denklemler
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yardimiyla slant helisleri karakterize etmis ve sabit presesyonlu egrilerin slant he-
lisler oldugunu gostererek, slant helislerin kiiresel gostergeleri iizerine ¢caligmislardir
(Kula ve Yayh 2005), (Kula vd. 2010). Menninger slant helislerin egrilikler ve torsi-
yonlar acisindan genel bir karakterizasyonunu sunmusg ve onlarin tanjant vektoriiniin

yay uzunlugu parametrizasyonunu elde etmistir (Menninger 2014).

Tanim 3.9.1 Kabul edelim ki o : I — R3 bir egri ve {T, N, B} de « egrisinin Frenet-
Serret catisi olsun. v sabit bir birim vektor olmak iizere, eger (IV,v) = sabit ise a slant

helis olarak adlandinlir (Izumiya ve Takeuchi 2004).

k # 0 varsayimi altinda, bir a egrisinin slant helis olmas icin gerek ve yeter kogul

« egrisinin asli normal gbstergesinin kiiresel goriintiisiiniin
K d T

o(s) = (m(@(g))(s) (3.102)

geodezik egriliginin sabit bir fonksiyon olmasidir (Izumiya ve Takeuchi 2004).

Onerme 3.9.1 « egrisinin slant helis olmasi icin gerek ve yeter kosul Pl oraninin sabit

Pa
olmasidir (Kahveci ve Yayli 2019).
Ispat. o slant helis olsun. Bu durumda o sabittir. Béylece PI _ sabit olur. Kabul
Pa

edelim ki

DI _ sabit (3.103)

Pa
olsun. Denklem (3.94), PI — 14 62 ifadesini gerektirir. Boylece

Pa
o = sabit (3.104)

olup, « bir slant helistir. m

Lemma 3.9.1 Kabul edelim ki o, R? uzayinda bir slant helis olsun. « iizerindeki Frenet-
Serret hareketinin persistan olmasi icin gerek ve yeter kosul « lizerindeki uyarlanmis cati

hareketinin persistan olmasidir (Kahveci ve Yayl 2019).
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ispat. (3.94) denkleminden,

Pr_ 1402 (3.105)

Pa

oldugu biliniyor. « slant helis oldugundan, o sabittir. Boylece,

P _ sabit (3.106)
Pa
elde edilir. o egrisi lizerindeki Frenet-Serret hareketi persistan oldugunda, py adimi
sabittir. (3.106) denkleminden benzer gekilde p, adimi da sabittir. Bu ifade « egrisi
izerindeki uyarlanmig cati hareketinin persistan oldugunu soyler. Kargit olarak, o
egrisi iizerindeki uyarlanmis cati1 hareketi persistan oldugunda, p, adim sabittir.

(3.106) denkleminden benzer gekilde p; adimi da sabittir. Bu ifade « egrisi tizerindeki

Frenet-Serret hareketinin persistan oldugunu séyler. m

Lemma 3.9.1 geregince, bir slant helis iizerinde Frenet-Serret hareketinin persistan

olmasi, uyarlanmig cat1 hareketinin persistan olmasini gerektirir.

Bu tez calisgmasinin amaclarindan biri

e Bir slant helis {izerinde Frenet-Serret ya da uyarlanmis ¢at1 hareketi ne zaman

persistan olur?

sorusuna yanit aramaktir. Bu soruyu yanitlamak icin agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.9.1 Kabul edelim ki a(s), A € R olmak iizere, Kk = A¢/(s) cos ¢(s) egrilikli
ve T = A\p/(s) sinp(s) torsiyonlu bir slant helis olsun 3. «a(s) iizerindeki Frenet-Serret

hareketinin persistan olmasi icin gerek ve yeter kosul, ¢q, ¢ € R olmak iizere,
©(s) = 2arccot(e®™¢) (3.107)

olmasidir (Kahveci ve Yayli 2019).

Ispat. Teorem 3.4.1 geregince, Frenet-Serret hareketi persistan oldugundan,

3Burada iistel zaman parametresine gore tiirevi temsil eder.
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yazilabilir. k ve 7 ifadeleri (3.108) denkleminde yerlerine yazilirsa,

T sin () ,
= = sabit 3.109
R2+712 A(s) sabt ( )
elde edilir. Boylece,
sin p(s) = c¢'(s) (3.110)

diferensiyel denklemi bulunur. Bu diferensiyel denklemin ¢oziimii,
©(s) = 2arccot(e®¢) (3.111)

seklindedir. Kargit olarak, ¢(s) = 2arccot(e®~¢) almirsa, bu agikca a slant helisi

uzerindeki Frenet-Serret hareketini verir. m

Uyari 3.9.1 Slant helislerin genel bir karakterizasyonu Menninger tarafindan verilmistir

(Menninger 2014). Bir slant helisin,

k= A\o'(s) cosp(s) (3.112)
egriligi ve

7= Ao (s) sinp(s) (3.113)

torsiyonu ile verildigini kabul edelim. Boylece ¢(s) fonksiyonu,
©(s) = 2arccot(e®¢) (3.114)

olarak alindiginda, slant helisin tegetler gostergesi asagidaki gibi parametrize edilebilir:

2 A1 cos AU (s) 4+ Ag cos A U (s)]
T(s)=| 2[MisinX¥(s)+ Aasin A\ ¥(s)] | . (3.115)

n
2 sinnw
- sinnW¥(s)

Burada n = cosf ve m = cot # olmak iizere, ¥U(s) = @ AM=1l—-nveX=1+n
n

seklindedir.

ol



Ornek 3.9.1 Kabul edelim ki, a(s) slant helisi iizerinde ¢(s) fonksiyonu,

¢(s) = 2 arccot(e’) (3.116)
: E T,
ile verilsin. Eger 6 = 3 ise,
1 1 1 3
n=3, m_%, /\1—5, /\2—5
. (3.117)

U(s) = 4arccot(e®)

elde edilir. (3.117) denklemini, (3.115) denkleminde yerine yazarsak,

. 25\3 _s i 2s 4s s
(—1+€%)3 e°(3 — 2 + 3e*) e ) (3.118)

bulunur. a(s) slant helisi icin T'(s) tegetler gdstergesi bir kiiresel helistir ve Sekil 3.4 ile

ifade edilmistir.

Sekil 3.4 a(s) slant helisinin T'(s) tegetler gostergesi

Béylece a(s) slant helisi igin

2e*(—1+ s) + s + se®* — (1 + e*)2 Log(1 + %)
. (1 + e22)2
als) = e’ — €% + 2(1 + €2)? Arctan(e®) (3.119)
(14 e%)2 ’
v/3 Arctan(e®)

b

parametrik denklemi bulunur. a(s) slant helisi Sekil 3.5 ile ifade edilmistir.
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Sekil 3.5 «(s) slant helisi

a(s) slant helisi iizerindeki persistan ¢ati hareketlerine dénecek olursak, hem {T', N, B}
Frenet-Serret, hem de {N, C, W, } uyarlanmis gatisi igin egrilik ve torsiyonlan hesaplamak

olduk¢a kolaydir:

r es(_l +623) o 4\/§e2s
k= 2\/5 (1 + 623)2 1 B (1 + 623)2
ve (3.120)
f=r\1+(r/8)", g=o0f.
Teorem 3.4.1 geregince, Frenet-Serret hareketinin adimi,
—1

= — = sabit 3.121
by \/g ( )

ve Teorem 3.8.1 ve Onerme 3.8.1 geregince uyarlanmis catr hareketinin adim,
Pa = ——_f_’ = sabit (3.122)

olarak hesaplanir. a(s) slant helisi iizerindeki Frenet-Serret ve uyarlanmis ¢ati hareketi

Sekil 3.6 yardimiyla ifade edilmistir.

Bu sonuglar a(s) slant helisi iizerinde hem Frenet-Serret hem de uyarlanmis gati hareke-

tinin persistan oldugunu gosterir.

Uyar: 3.9.2 Bir a(s) egrisi iizerinde Frenet-Serret hareketi persistan olan bir regle

yiizey, {T, N, B} Frenet-Serret catisi ve u € R olmak iizere,

T(s,u) = a(s) + uN(s) (3.123)
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Sekil 3.6 (a) a(s) slant helisi tizerindeki Frenet-Serret hareketi (b) «(s) slant helisi

iizerindeki uyarlanmg gat1 hareketi

denklemi ile verilir. Burada regle yiizeyin dagilma parametresi, Frenet-Serret hareketi-
nin ani biikiimiiniin adimina eittir. Benzer sekilde, a(s) egrisi iizerinde uyarlanmis ¢at

hareketinin persistan olmasi halinde regle yiizey denklemi asagidaki dnerme ile verilir.

Onerme 3.9.2 Eger bir a(s) egrisi iizerinde uyarlanmis cati hareketi persistan ise,
T*(s,u) = a(s) +uC(s), u € R (3.124)

denklemi ile verilen regle yiizeyin dagilma parametresi, uyarlanmis cati hareketinin ani

biikiimiiniin adimina esittir (Kahveci ve Yayli 2019).

ispat. k, T*(s,u) regle yiizeyinin dagilma parametresi olsun. Bu durumda, ¢’ =

—fN + gW, olmak iizere,

L _ deH(T,C,C)
(c,C)
(T,C AC")
(€,
iy
- f2 + gZ

(3.125)
elde edilir ki bu da uyarlanmig ¢at1 hareketinin ani biikiimiiniin adimina esittir. =
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Ornek 3.9.2 (3.119) denklemi ile verilen a(s) slant helisini goz &niine alalhm. Frenet-
Serret ve uyarlanmis ¢ati hareketleri ile iiretilen regle yiizeyler Sekil 3.7 yardimiyla ifade

edilmistir.

(a) (b)

Sekil 3.7 (a) a(s) egrisi iizerinde Frenet-Serret hareketi persistan olan regle yiizey

(b) a(s) egrisi iizerinde uyarlanmig cat1 hareketi persistan olan regle yiizey
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4. MINKOWSKI UZAYINDA SABIT ADIMLI HAREKETLER

Bu béliimde, Lorentz geometrisi yardimiyla, 3—boyutlu Minkowski uzayinda persis-
tan kat1 hareketlerin geometrik kinematigi incelenmistir. Oklid uzayindaki tanimla-
maya benzer olarak, bir parametreli bir kat1 hareketin persistan olmasi, hareketin
ani biikiimiiniin sabit bir adima sahip olmas1 6zelligi ile tanimlanir. 3—boyutlu Ok-
lid ve Minkowski uzaylar1 arasindaki tek fark, hareketlerin dayandigi egrinin causal
karakterine bagh olarak, Minkowski uzayinda biikiimlerin adiminin {i¢ farkli deger
almasidir. Bu béliimde ayrica Frenet-Serret, uyarlanmig cati ve Bishop hareketleri
dahil olmak iizere bazi 6nemli ¢at1 hareketlerinin persistan olmas: icin gerekli ve
yeterli kriterler belirlenmistir. Daha sonra bu 6zel hareketlerin sabit ve hareketli ak-
sode yiizeyleri tanimlanmisg, bu yiizeylerle ilgili geometrik 6zellikler sunulmugtur. Son
olarak, 3—boyutlu Minkowski uzayinda ozel c¢at1 hareketlerinin kapsaml bir incele-
mesini sunmak adina persistan kati hareketler ve bu hareketlerin aksode yiizeyleri

ile ilgili baz1 aciklayic1 6rnekler verilmigtir.
4.1 Kat1 Hareketlerin Incelenmesi

Bu kisimda, ilerleyen boliimlerdeki gereksinimleri kargilamak i¢in 3—boyutlu Minko-
wski uzayinda vida teorisinin bazi sonuglar1 kisaca sunulmusgtur (daha detayh bilgi

i¢in, bakiniz (Bottema ve Roth 1979), (Kim ve Noz 1986), (Selig 2005)).

R2?! 3—boyutlu Minkowski uzaymnin ani kinematiginde, tiim kat1 hareketlerin ciim-
lesi, yani R%! uzaymin izometriler grubu, Poincaré grubu (homojen olmayan Lorentz

grup olarak da bilinir) olarak adlandirilan ve
R d
1SO(2,1) = | R € SO(2,1), d € R*! (4.1)
0 1

ile temsil edilen 6— boyutlu bir Lie grubu olugturur. Burada ISO(2,1) grubunun,
bilegenlerin bir eksen etrafinda dénme ve ayni eksen boyunca otelemeleri gosterdigi

SO(2,1) x R*! yan-direkt ¢arpimi ile izomorf olduguna dikkat edin.
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Bir G(t) € ISO(2,1) kat1 hareketini diigiinelim, yani R(t), ¢ aninda SO(2, 1) belirsiz

ozel ortogonal grubunda bir déonme matrisi ve d(t) bir 6teleme olmak iizere,

ile verilir. Burada p(t) doniistiiriilmiis pozisyon vektoriidiir. Ozellikle (4.3) denklemi,

t
X = ] ve Y(t) = plt) olmak koguluyla,

1 1
Y(t) =G)X (4.4)

seklinde yazilabilir. Boylece, X = G~(#)Y (¢) oldugundan (4.4) denkleminin ¢ zaman

parametresine gore tiirevi, noktanin hizini verecektir,

dy(t) _ dG(t)

LY (#). 4.
R (N 40 (45)
Fiziksel olarak,
Sq = %S)G_l(t) (4.6)

esitligi G(t) hareketinin ani hizin1 tanimlar ve sabit ¢atida hareketin ani biikiimii

olarak adlandirilir. Dahasi, hareketli catida hareketin ani biikiimii,

Sy = G S,G(t) = G*(t)%f) (4.7)

ile temsil edilir.

is0(2,1) ile gosterilen ISO(2,1) Poincaré grubunun Lie cebiri, elemanlar yukarida
agiklanan biikiimlerden olusan 6zdeglikteki tanjant uzayina kargilik gelir. iso(2,1)

Poincaré Lie cebirindeki bir biikiim,

Q v
S = (4.8)
0 0
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ile ifade edilen forma sahiptir. Burada €2, w acisal hiz vektoriine kargilik gelen 3 x 3
tipinde bir yar1 anti-simetrik matristir ve v, ii¢ bilegenli bir vektordiir. Lie cebirinin

bir S elemanini,

S = (w,v) (4.9)

biciminde biikiimiin bagka bir formunu veren 6—boyutlu bir vektor olarak ifade
etmek miimkiindiir. Burada w = (w1, wy, ws) hareketin acisal hizi ve v = (v, v9, v3)

hareketin lineer hizidir. Ani biikiimiin adiminin,

. <w7 V)L
p= o), (4.10)

ile formiile edildigi géz 6niine alindiginda, biikiim ayrica,
S = (w,c A\ w+ pw) (4.11)

AV

(w,w)y,

ile de temsil edilebilir. Burada ¢, kolaylik saglamak igin ¢ = ile degigtirilir.

4.2 Persistan Kati Hareketler

Bir Lorentz manifoldu, 1 indeksli ve > 2 boyutlu (,), metrik tensorii ile donatilmig
diizgiin bir manifolddur (O’Neill 1983). Varsayalim ki M, ISO(2, 1) Poincaré grubu-
nun bir alt kiimesi olan ve manifold yapisin1 ISO(2,1) grubundan alan bir Lorentz
alt manifoldu ve GGy ve G3, M manifoldundaki herhangi iki nokta c¢ifti olsun. Bu
tiir bir manifoldun persistan olmasi, bu noktalardaki tanjant uzaylarin kargilikli ola-
rak uyumlu olmasi 6zelligi ile tanimlanir. Yani, ISO(2,1) grubunun herhangi bir H

elemani icin,

(Te, M)G7' = H(Te, M)Gy H™. (4.12)

Tanim 4.2.1 1—parametreli bir G kati hareketinin persistan olmasi icin gerek ve yeter
kosul
dG

EG‘I =HL,H . (4.13)

olmasidir. Burada £, p adimina sahip bir sabit biikimii ifade eder ve H, daha 6nce

belirtildigi gibi, gruptaki keyfi bir hareketi temsil eder (Kahveci ve Yayli 2022).
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4.3 Persistan Frenet-Serret Hareketleri

ISO(2,1) Poincaré grubundaki bir egri, kinematik olarak, kati bir hareketin yoriin-
gesi olarak diigiintilebilir (Selig 2007). Yani, bir kat1 hareketi belirlemenin bagka bir
yontemi de bir egri kullanmaktir (Bottema ve Roth 1979). Bu kisimda, Frenet gati
denklemleri 3— boyutlu Minkowski uzayinda regiiler bir egriye baglh ve bu egri bo-
yunca hareket eden kati bir hareketin kinematik 6zelliklerini inga etmek icin kullani-
lacak ve persistan Frenet-Serret hareketleri tanitilacaktir. Caligma boyunca, egrilerin
lightlike oldugu ya da lightlike bir normal vektore sahip oldugu durum tartigmanin

diginda tutulmustur.

Bir birim hizli egrinin o : I C R — R?! ¢t — «af(t) ile verildigini, yani da/dt =
T oldugunu ve {T, N, B} catisinin « egrisinin Frenet-Serret catisini gosterdigini

varsayalim. O halde Frenet-Serret cat1 denklemleri,

d
—T = kN
dt ¥
d
EN = epkT + 7B (4.14)
d
aB = €TTN
. . d d d o
seklindedir. Burada x = || =T|| =en{(—=1T,N) veT =ep( —N,B ) egrinin,
dt ||, dt L dt I

sirasiyla, egrilik ve torsiyon fonksiyonlaridir, dyle ki herhangi bir x € R*! icin,
—1, eger z bir timelike vektor ise

€x = (4.15)
1, eger x bir spacelike vektor ise

x vektorinin causal karakteri ile tanimlanir. Burada Frenet vektorlerinin Minkowski

vektorel carpimlarinin,
T/\LNZEBB, N/\LB:€TT ve B/\LT:€NN (416)

egitliklerini sagladigina dikkat edin. Frenet-Serret formdiilleri su alternatif ifadeye izin

verir:
d
—T = Nr T
dt WAL
d
—N = Nr N 417
o wr AL (4.17)
d
—B = Nr B.
dt WAL
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Burada Frenet gatisinin w; Darboux vektorii agsagidaki ii¢ formdan birine sahiptir:
7T+ kB, eger a timelike bir egri ise
wyp = 7T — kB, eger o timelike normalli spacelike bir egri ise . (4.18)
—7T 4+ kB, eger «a timelike binormalli spacelike bir egri ise

a(t) egrisi boyunca belirlenen Frenet-Serret hareketi,

o = | 0 o) (4.19)
0 1

ile verilir. Burada R(t) € SO(2,1), T, N ve B Frenet vektorlerine siitun olarak
sahiptir:
[T'| N | B], eger a timelike bir egri ise
R(t)= 4 [N|B|T], eger a timelike normalli spacelike bir egri ise . (4.20)

[B|T| NJ, eger a timelike binormalli spacelike bir egri ise
4.3.1 Persistan olma
Teorem 4.3.1 « egriligi ve 7 torsiyonu ile R*! uzayinda regiiler bir o egrisine bagli

ve bu egri boyunca hareket eden bir Frenet-Serret hareketi icin hareketin ani bikiimii,

egrinin causal karakterine bagl olarak asagidaki tic adimdan birine sahiptir:

-
——, eger a timelike bir egri ise
T2 — K
T
Pr=9 a2 eger « timelike normalli spacelike bir egri ise (4.21)
i
—— - eger a timelike binormalli spacelike bir egri ise
K2 —T

(Kahveci ve Yayl 2022).

Ispat. Sabit referans catida, R2! uzayinda bir a(t) regiiler egrisine bagli ve bu egri

boyunca hareket eden bir Frenet-Serret hareketinin ani biikiimii,

dG(t dR/dt T R' —R'a Q v

Sq = —(>G*1(t) = / = (4.22)
dt 0 0 0 1 0 0

- . dR __, -

ile ifade edilir. Burada ) = %R , Frenet ¢atisinin wy Darboux vektoriine karsilik

gelen 3 x 3 tipinde yar1 anti-simetrik bir matristir ve v =T —wy Ap .
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i. o egrisinin timelike bir egri oldugunu varsayalim. w; = 77"+ kB ve

K T
UV = (a+T2—/€2N) /\LWf—{—mCUf (423)

olmak iizere,

K T
T: (7_2 KlzN) /\LLUf—i-m(JJf (424)

oldugunu ve bu nedenle hareketin sabit ¢atidaki hiz biikiimiiniin S; = (wy, v)
olarak temsil edilebilecegi sonucuna varmak kolaydir. Bu ifadeyi bir biikiimiin

adiminin hesaplamasina dahil etmek,

<wf7V>L T
— — 4.25
b1 (wr,wyp),  T2— K2 (4.25)

sonucunu verir.

ii. « egrisinin timelike normalli spacelike bir egri oldugunu varsayalim. Benzer

sekilde, hareketin sabit ¢atidaki hiz biikiimii, wy = 7T — kKB ve

K T
v=|la— ———=N | ANpws+ ———=w 4.26
( K2+7.2)Lf52+7_2f (4.26)
olmak tizere, Sy = (wy,v) ile verilir. Baz1 hesaplamalardan sonra, biikiimiin
adimi,

pr = (4.27)

K2+ 712
olarak elde edilir.
iii. « egrisinin timelike binormalli spacelike bir egri oldugunu varsayalim. Benzer

sekilde hareketin sabit ¢atidaki hiz biikiimii, wy = —77T + kB ve

T

K
V= (a+li2—T2N> /\wa—i— wy (428)

K2 — 72

olmak tizere, Sy = (wy,v) ile verilir. Baz1 hesaplamalardan sonra, biikiimiin

adimi,
-
Pr=5_"1 (4.29)
olarak elde edilir.
. L 1 AG (1) :
Ayrica, hareketli referans ¢atida hareketin ani biikiimii S, = G~'(¢) 7 ile veril-

mektedir. Bu nedenle, hareketli catidaki hiz biikiimii sabit catidaki hiz biikiimii ile

ayni olacaktir.
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Boylece ispat tamamlanir. m

Sonug 4.3.1 Frenet-Serret hareketinin persistan olmasi icin gerek ve yeter kosul ani

biikiimiin p; adiminin sabit olmasidir. Yani,

= sabit,

i. timelike durum icin,
2

72

ii. timelike normalli spacelike durum igin, = sabit,

K2+ 712

iii. timelike binormalli spacelike durum i¢in, ———— = sabit.
K2 —T

Burada « ve 7, sirasiyla, hareketin dayandigi egrinin egrilik ve torsiyon fonksiyonlaridir

(Kahveci ve Yayli 2022).

Uyari1 4.3.1 Ani biikiimiin p; adimi sifira esit oldugunda, Frenet-Serret hareketi Riba-

ucour hareketi olarak adlandirilir (Selig ve Carricato 2017), (Study 1913).

Sonug 4.3.2 R*! uzayindaki bir egrinin sifir olmayan bir p; sabit adimi ile persistan

bir Frenet-Serret hareketi olusturdugunu varsayalim. Bu durumda egrilik ve torsiyon asa-

gidaki rasyonel fonksiyonlardan biri ile parametrelendirilebilir:

i. Eger egri timelike bir egri ise,

t 2
K=—75——< Ve T=

pr(t?—1) pr(t2—1)

ii. Eger egri timelike normalli spacelike bir egri ise,

1—t2 (t+1)
R=——/————""— Ve =
2pf (2 +1)

iii. Eger egri timelike binormalli spacelike bir egri ise,

t 1

T (1)

(4.30)

(4.31)

(4.32)



=5

|—uo

N
=

(©) A
2(1-¢# 2(t+1
ﬁ veT =31 E t2++ i) egrilik ve torsiyon fonksiyonlan ile

. 3 . ) . .
belirlenen ve p; = 1 adiml bir persistan Frenet-Serret hareketi olugturan timelike

Sekil 4.1 (a) &k =

' t 2 . 5
normalli spacelike bir egri (b) x = Ao TS gy egrilik ve torsiyon fonksi-
1
yonlari ile belirlenen ve p; = 3 adimh bir persistan Frenet-Serret hareketi olugturan
2
timelike binormalli spacelike bir egri (¢) x = VT =5 3 egrilik ve torsiyon

. . 1 ; ! A
fonksiyonlan ile belirlenen ve p; = 3 adiml bir persistan Frenet-Serret hareketi

olugturan timelike bir egri
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Ote yandan, egrilik ve torsiyon fonksiyonlar saglandiginda, standart egriler teorisi, bir
kati cisim hareketi boyunca bu 6zelliklere sahip bir tek egri olacagini belirtir. Bu nedenle,
sayisal integrasyon ve cati denklemleri, yukaridaki parametrelendirmelerle belirtilen egrilik
ve torsiyon fonksiyonlarina sahip egrilerin 6rneklerini elde etmek icin kullamlabilir (Sekil

4.1) (Kahveci ve Yayli 2022).

4.3.2 Sabit ve hareketli aksode yiizeyleri

Bir catinin Darboux vektoriiniin, yonii ani ekseni, uzunlugu ise acisal hizi temsil eden
agisal momentum ile iligkili oldugu iyi bilinmektedir. Tiim ani eksenlerin geometrik
yeri aksode yiizeylerini belirler (Karger ve Novak 1978). Yani, bir G(¢) hareketinin
sabit aksode yiizeyi, t degistikce, S; ani biikiimiinlin ekseni tarafindan verilir ve
benzer gekilde, hareketli aksode yiizeyi, ¢ degistikce, S, ani biikiimiiniin ekseni tara-
findan verilir (Selig ve Carricato 2017). Simdi, 3—boyutlu Minkowski uzayinda ak-
sode ylizeylerinin acik siniflandirmalarini elde etmek icin asagidaki teoremleri ifade

edecegiz:

Teorem 4.3.2 (Sabit Aksode Yiizeyi) R*! uzayinda «(t) egrisine dayal Frenet-

Serret hareketinin sabit aksode yiizeyi asagidaki yiizeylerden biri ile tanimlanir:

a. « egrisinin timelike bir egri oldugu durumda,

=« _ s w
o(t,\) = ( (t) + 20) - /<;2(t)N(t)) + Awg (1), (4.33)
b. « egrisinin timelike normalli spacelike bir egri oldugu durumda,
_ 20 )
o(t,\) = (a(t) = TQ(t)N(t)) + Awg(t), (4.34)

c. « egrisinin timelike binormalli spacelike bir egri oldugu durumda,

Ot \) = (a(t) + %N(ﬂ) + dw(t) (4.35)

(Kahveci ve Yayl 2022).
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ispat.

a. « egrisinin timelike bir egri oldugu durum igin, (4.23) denklemi yardimiyla,

sabit aksode yiizeyinin iirete¢ dogrularinin,

a+ N (4.36)

72 _ 2
noktasindan gegtigini ve wy = 771"+ kB yoniinde oldugunu soylemek miimkiin-

diir.

b. « egrisinin timelike normalli spacelike bir egri oldugu durum igin, (4.26) denk-

lemi yardimiyla, sabit aksode yiizeyinin {irete¢ dogrularinin,

K

noktasindan gectigini ve wy = 71" — kB yoniinde oldugunu séylemek miimkiin-

diir.

c. « egrisinin timelike binormalli spacelike bir egri oldugu durum igin, (4.28)

denklemi yardimiyla, sabit aksode yiizeyinin iirete¢ dogrularinin,

a+ N (4.38)

2 _ 12
noktasindan gectigini ve wy = —771" + kB yoniinde oldugunu sdéylemek miim-

kiindiir.

Teorem 4.3.3 (Hareketli Aksode Yiizeyi) R*!' uzayinda bir a(t) egrisine dayal

Frenet-Serret hareketinin hareketli aksode yiizeyi asagidaki yiizeylerden biri ile tanimlanir:

a. « egrisinin timelike bir egri oldugu durumda,

g%(t,/\): 2 /{(t)

m%(t) + Awy, (1), (4.39)

b. « egrisinin timelike normalli spacelike bir egri oldugu durumda,

~ )
ot A) = K2(t) + 72(t)
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c. « egrisinin timelike binormalli spacelike bir egri oldugu durumda,

~ K(t)

o(t,\) = No(t) + Awy, (2). (4.41)

Burada Tp, Ny, ve By hareketli referans ¢atinin koordinat eksenleri ve wy,, catinin Dar-

boux vektériidiir (Kahveci ve Yayli 2022).

Ispat. Ispata baglamadan 6nce, Frenet-Serret hareketinin bir sonucu olarak t = 0
aninda egrinin Frenet-Serret catisi ile cakisan hareketli referans catisinin koordinat

eksenlerinin
To=R'T, Ny=RN, By=R'B ve w; =R ‘wy (4.42)
denklemlerini sagladigini belirtmek uygun olacaktar.

Hareketli referans gatida, R*! uzayinda regiiler bir a(t) egrisine bagh ve bu egri

boyunca hareket eden Frenet-Serret hareketinin ani biikiimdi,

. dG(t R —R'a dR/dt T Qo 1o
Sy =G 1(t)% = = (4.43)
0 1 0 0 0 0
dR

ile ifade edilir. Burada Qy = R™'—, wy, Darboux vektériine karsihk gelen 3 x 3

dt

tipinde yar1 anti-simetrik bir matristir ve vy = R™'T = Ty,

a. Hareketin biikiimii, o egrisinin timelike bir egri olmasi varsayimi altinda,

Vo = (72 - > NO) AL wy, + ﬁwﬂ) (4.44)
ile birlikte S, = (wy,,v0) olarak belirtilecektir. Hareketli aksode yiizeyinin
iirete¢ dogrular

"N, (4.45)

T2 — K2

noktasindan gecer ve wy, = 71y + KBy yoniindedir.

Durum b ve c i¢in kanitlar, durum a i¢in saglananlarla ayni oldugundan, burada

ayrintilar: atlamaya karar verdik. m
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Teorem 4.3.4 p; adimi sifirdan farkli bir sabit olmak iizere, persistan bir Frenet-Serret

hareketinin hareketli aksode yiizeyi bir hiperbolik paraboloiddir (Kahveci ve Yayli 2022).

Ispat. Hareketin dayandigi egrinin causal karakterine bagli olarak ii¢ olasilik vardir:

1.

ii.

iii.

Egrinin timelike oldugunu varsayalim ve Ty, Ny ve By koordinat eksenlerini,
sirasiyla, e; = (1,0,0), e = (0,1,0) ve e3 = (0,0, 1) standart bazlar olarak
secelim. Bu koordinat secimi ile, hareketli aksode yiizeyi iizerindeki genel bir

nokta,
K

)
7'2—/4}2

(x(t, N),y(t, N), z(t,\)) = (AT, AR) (4.46)

denklemini saglar. Ote yandan, Frenet-Serret hareketi persistan oldugundan,
p; = 7/(7? — k*) = sabit oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, (4.46) denklemini
kullanarak y(t,\) = psk/7 yazabiliriz. Sonug olarak, s, 7 ve A degerlerini
sadelegtirmek,

TY = prz (4.47)

yiizey denklemini verir ki bu hiperbolik bir paraboloiddir.

Egrinin timelike normalli spacelike bir egri oldugunu varsayalim ve Ny, By ve
Ty koordinat eksenlerini, sirasiyla, e, es ve eg standart bazlari olarak segelim.

Hareketli aksode yiizeyi iizerindeki bir nokta,

(x(t, A),y(t, A), z(t,\) = ( —AK, AT) (4.48)

K2+ 7%
denklemini saglar ve bdéylece,

Tz = pry (4.49)

denklemi ile tanimlanan hiperbolik bir paraboloid elde edilir.

Egrinin timelike binormalli spacelike bir egri oldugunu varsayalim ve By, T} ve
Ny koordinat eksenlerini, sirasiyla, eq, e; ve ez standart bazlar: olarak secelim.
Hareketli aksode yiizeyi iizerindeki bir nokta,

R

(2(t, N), 9t X), 2(8, 1) = O, =47, =) (4.50)

denklemini saglar ve bdylece,

—yz = psx (4.51)
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denklemi ile tanimlanan hiperbolik bir paraboloid elde edilir.
]
Yukaridaki teoremlerle aciklanan aksode yiizeyleri genel olarak acilabilir degildir.

Simdi aksode yiizeylerinin acilabilir olmasi icin gerekli ve yeterli bir kriter saglayan

asagidaki teoremi verelim:

Teorem 4.3.5 « egrisinin helis olmayan bir egri, yani 7/x # sabit oldugunu varsayalim.
Aksode yiizeylerinin acilabilir olmasi icin gerekli ve yeterli kosul 3—boyutlu Minkowski

uzayinda « egrisinin bir Mannheim egrisi olmasidir (Kahveci ve Yayl 2022).

Ispat. 3—boyutlu Minkowski uzayinda bir Mannheim egrisinin gu 6zellik ile tanim-

landigim1 hatirlayalim:

timelike durum icin

2 2
(= L, timelike normalli spacelike durum i¢in (4.52)
K2 + 72
———, timelike binormalli spacelike durum igin
K2 —T

(Blum 1966), (Yoon 2014). Burada ¢ sifir olmayan bir sabittir. Simdi ispatimz ak-
sodelerin regle yiizeylere karsilik geldigi hipotezine dayanarak inga edecegiz. Diferen-

siyel geometride sifirlanan dagilma parametresi bir regle yiizeyin acilabilir olmasi icin
<6,7 wr AL w/f>L

(wpwp),
dagilma parametresi sifira egittir (Struik 1988). Burada iistel, tiirevi temsil eder.

kosulu tanimlar. Yani, bir regle yiizey 8 + Awy ile verilmisse, k =

Simdi teoremi sadece sabit aksode yiizeyleri icin ispatlayalim. Ciinkii hareketli ak-

sode yiizeyleri icin ispat aym sekilde gerceklestirilebilir.

i. « egrisinin helis olmayan timelike bir egri oldugunu varsayalim. Timelike bir
egri i¢in sabit aksode yiizeyi denklemini kullanarak ve regle yiizeyin taban
egrisini,

5(0) = (1) + g N0 (4.53)
= .
T2(t) — w2(1)
seklinde alarak ¢(t, ) = B(t) + Aw((t) yazabiliriz. Boylece k, ¢(t, A) i¢in '’ =
7'T + k'B ve

7—2 K ! RT
- (72_ﬁ2)T+(—72—m2) N+(72_K2>B (4.54)




ii.

iii.

tiirevleriyle birlikte

) (1)
' ( () ) G

olarak hesaplanir. Eger ¢ sabit aksode yiizeyi agilabilir ise, (ﬁ =0
T2 — K

oldugunu dogrulamak kolaydir, bu da /(72 — k?) = sabit ve dolaysiyla «

(4.55)

/

egrisinin timelike bir Mannheim egri oldugu anlamima gelir. Karsit olarak,
eger o timelike bir Mannheim egri ise, k/(72 — k?) = sabit olduguna dikkat
/
ederek, (%) = 0 elde edilir. Dolayisiyla, & dagilma parametresi sifira
T =K

esittir, bu da ¢ yiizeyinin istendigi gibi agilabilir oldugunu gosterir.

« egrisinin timelike normalli helis olmayan spacelike bir egri oldugu durumda
benzer iglemler yapildiginda, x/(k? +72) = sabit ifadesi elde edilir. Bu ifade a

egrisinin timelike normalli spacelike bir Mannheim egri oldugu anlamina gelir.

Benzer sekilde, o egrisinin timelike binormalli helis olmayan spacelike bir egri
oldugu durumda, x/(k? — 7%) = sabit ifadesi elde edilir. Bu ifade « egrisinin

timelike binormalli spacelike bir Mannheim egri oldugu anlamina gelir.

Uyar: 4.3.2 Eger egri helis ise, yani 7/x = sabit oldugunda, Teorem 4.3.5 geregince

aksode yiizeylerinin acilabilir oldugunu dogrulamak kolaydir.

4.4

Persistan Uyarlanmig Cati1 Hareketleri

Bagka bir persistan ¢at1 hareketi, hareketin dayandig egrinin {7, N, B} standart

Frenet-Serret catisina alternatif olan bir uyarlanmig ¢at1 tarafindan iiretilen bir ha-

reket olacaktir. Bu kisim, 3—boyutlu Minkowski uzayinda Frenet-Serret hareketinin

yani sira bagka persistan cati hareketlerinin inga edilip edilemeyecegini incelemeyi

amagclamaktadir.

Bir birim hizli o : I C R — R*!, ¢t — «(t) egrisi boyunca alternatif bir {N,C, W}

ortonormal catisini diigiinelim, 6yle ki NV, « egrisinin asli normal vektori, C' =
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dN/dt
/ ve ey W = N A, C seklinde olsun. Bu ¢at1 uyarlanmas catr olarak anila-

[N/ dt]|
cakatir. O halde cat1 denklemleri,

d
—N = fC
dt i
d
%C = ewfN +gW (4.56)
d
aw = eNgC
: . d d d o
seklindedir. Burada § = %N =ec EN’ C) veg=cw EC’ W) egrinin
L L L

uyarlanmig catiya gore egrilik fonksiyonlaridir ve €., daha 6nce belirtildigi gibi, her-

hangi bir x vektoriiniin causal karakteriyle iligkilidir. Cat1 vektorlerinin Minkowski

vektdrel garpimi,

N/\LC:aEWw, C/\LWZENN ve W/\LN:€cC (457)
egitliklerini saglar. Uyarlanmig cat1 formiilleri gu alternatif ifadeyi saglar:
d
aN = Wq /\L N
“a ALC (4.58)
—C = w, .
dt r
d w N W
— = W, .
dt r

Burada uyarlanmig catinin w, Darboux vektorii agagidaki gibi siniflandirilir:

gN + fW, eger N timelike bir vektor ise

Wq = gN —§W, eger N, C timelike vektorii ile spacelike bir vektor ise o (4.59)
—gN + W, eger N, W timelike vektdrii ile spacelike bir vektor ise
a(t) egrisi boyunca belirlenen uyarlanmig bir ¢ati hareketi,
R(t) oaft
®) at) a0

G(t) =
0 1

ile verilir. Burada R(t) € SO(2,1), N, C ve W ¢at1 vektorlerine siitun olarak sahiptir:

[N|C|W], eger N timelike bir vektor ise

R(t) = ¢ [C|W|N], eger N, C timelike vektorii ile spacelike bir vektor ise  p. (4.61)

[W|N|C], eger N, W timelike vektorii ile spacelike bir vektor ise
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4.4.1 Persistan olma

Teorem 4.4.1 fve g egrilikleri ile R*! uzayinda regiiler bir o egrisine bagh ve bu egri
boyunca hareket eden uyarlanmis bir cati hareketinin ani biikiimii asagidaki iic adimdan

birine sahiptir:

PLQQ’ eger N timelike bir vektor ise
Do = fQ:L—g?’ eger N, C' timelike vektorii ile spacelike bir vektor ise 3.  (4.62)
g;—fz, eger N, W timelike vektorii ile spacelike bir vektor ise

Burada 7, Frenet-Serret catisi cinsinden egrinin torsiyonunu temsil eder

(Kahveci ve Yayl 2022).

Ispat. Hem sabit catidaki hem de hareketli catidaki biikiim hizinin ayni adima
sahip oldugu bilindigi i¢in yalnizca sabit ¢catidaki biikiim hizinin adimini hesaplamak

yeterli olacaktir.

R*! uzaymnda bir a(t) regiiler egrisine bagh ve bu egri boyunca hareket eden uyar-

lanmig bir ¢at1 hareketinin ani biikiimdi,

dG(t dR/dt T R' —R'a Q v
5= 960 oy _ | U - (4.63)
dt 0 0 0 1 0 0
o - dR -
ile ifade edilir. Burada 2 = ER , uyarlanmig catinin w, Darboux vektoriine

kargihik gelen 3 x 3 tipinde yar1 anti-simetrik bir matristir ve v =T — w, A\ .

i. Kabul edelim ki N timelike bir vektor olsun. C' ve W standart Frenet vektorleri

ile kiyaslandiginda,
fW =1T — kB ve f{C=rT+ 1B (4.64)

elde edilir. Dolayisiyla bu sistemin 7" i¢in ¢oziimii,

kfC + TfW
T=——— 4.
K2+ 712 (4.65)
seklindedir. Sonug olarak, S; = (w,, v) bitkiimiiniin adim,
T
Do = <wa’ V>L — <wa’ >L — 5 T 5 (466)
<Waawa>L <Wa>wa>L f—g
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il.

iil.

olarak hesaplanir. Burada w, = gN + W ve

V= (a — % </ffN —f;'g_cg:— HQW)> AL Wq + jﬂ—LgQwa. (467)

Kabul edelim ki N timelike bir C' vektorii ile spacelike bir vektor olsun. C' ve

W, standart Frenet vektorleri ile kiyaslandiginda,
fW =eptT — kB ve {C = —erkT +71B (4.68)

elde edilir. Dolayisiyla bu sistemin 7" icin ¢oziimii, T" teget vektoriiniin causal

karakterine bagl olarak,

T2 — K2

i (M) (4.69)

seklindedir. Sonug olarak, S; = (w,, v) biikiimiiniin adimz,

a as T -
P = <w V>L = <W >L e : T : (470)
(WayWa)y,  (Waywa)p f2+8
olarak hesaplanir. Burada w, = gN — fW ve
1 N w
V= (a—— (Kf + 790+ g )) /\Lwa—Lwa. (4.71)
f 2+ g2 2+ g?

Kabul edelim ki N timelike bir W vektorii ile spacelike bir vektor olsun. C' ve

W, standart Frenet vektorleri ile kiyaslandiginda,

fW = —epmT + kB ve {C = —erkT +71B (4.72)

elde edilir. Dolayisiyla bu sistemin 7" i¢in ¢oziimii, T teget vektoriinlin causal

karakterine bagl olarak,

K2 — 72

T—e, (M) (4.73)

seklindedir. Sonug olarak, S; = (w,, v) biikiimiiniin adima,

T _
Do = <wa7 V>L — <waa >L — 5 T > (474)
<waawa>L <wa7wa>L g _f
olarak hesaplanir. Burada w, = —gN + fW ve
1 N —
U= <a 1 (Fcf + ZQC : /igW)) AL wy — %wa. (4.75)
f g° =7 g° =7
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Sonug 4.4.1 R?*! uzayinda bir egriye dayanan uyarlanmis cati hareketinin persistan

olmasi icin gerek ve yeter kosul ani biikiimiin p, adiminin sabit olmasidir

(Kahveci ve Yayl 2022).

4.4.2 Sabit ve hareketli aksode yiizeyleri

Agagidaki teoremler, Teorem 4.3.2 ve 4.3.3 icin verilenlerle hemen hemen ayni yak-

lagimlarla ispatlanabildiklerinden, ispat verilmeden ifade edilebilirler:

Teorem 4.4.2 (Sabit Aksode Yiizeyi) R?*! uzayinda bir a(t) egrisine dayali uyar-

lanmis bir cati hareketinin sabit aksode yiizeyi asagidaki yiizeylerden biri ile tanimlanir:

a. N vektoriiniin timelike bir vektor oldugu durumda,

K(t)
f2(t) — g*(t)

N(t)+f27(t O o M@ﬂwa))ﬂma(t), (4.76)

ot = (a0 - 0 -20 " RO - e

b. N vektoriiniin timelike bir C' vektérii ile spacelike bir vektor oldugu durumda,

0t = (0(0) = o VN0 = H Gt - SO W) + e, (4.77)

c. N vektoriiniin timelike bir W vektorii ile spacelike bir vektor oldugu durumda,

, My - — Oy T(B)o(t) K(t)a(t) "
U(t, 1) = ( (t) a2(t) — 2(1) N(t) g2(t) — fz(t)c(t) + 12(t) I/V(t)) + pwa(t)- (478)

Burada kisaligin hatiri icin g, o olarak gosterilir (Kahveci ve Yayli 2022).

Teorem 4.4.3 (Hareketli Aksode Yiizeyi) R*! uzayinda bir o(t) egrisine dayali
uyarlanmis bir cati hareketinin hareketli aksode yiizeyi, hareketli referans catinin N,
Co ve Wy koordinat eksenleri ve w,, Darboux vektorii ile asagidaki yiizeylerden biri ile

tanimlanir:
73



a. Ny vektoriiniin timelike bir vektdr oldugu durumda,

—k(t) 7(t)o(¢)

o100 = (= g0+ 2 SO -

“/Wo(t)) + e (1), (4.79)

b. Ny vektoriiniin timelike bir Cjy vektorii ile spacelike bir vektdr oldugu durumda,

_'K‘(f) o(t) T(t)U(t) Co(t) o H(t)o-(l;)

Vi) = (f%w oY T RE e

Wg(t)) + pway(t),  (4.80)

c. Ny vektoriiniin timelike bir W, vektorii ile spacelike bir vektdr oldugu durumda,

i ) w(t)o(t) )
0. = (G ™0~ oD+ ey o) e (L81)

Burada, daha &nce belirtildigi gibi, 0 = = (Kahveci ve Yayli 2022).

— |

4.5 Bishop Hareketleri

Hiz biikiimleri modiilii p = 0 olan bir IIB ii¢ sistemine ait olan vida sistemleri-
ile karakterize edilen Bishop hareketleri, Frenet-Serret hareketleriyle ayni gekilde
yorumlanabilir (Selig 2013). Burada p = 0, vida sistemindeki hemen hemen tiim
biikiimlerin sifir adimli oldugunu gosterir. Bir Bishop hareketi inga etmek i¢in ge-
reken tek sey Bishop ¢at1 denklemlerini dikkate almaktir (Bishop 1975). Burada,
Frenet-Serret catisindan farkh olarak, egrilik fonksiyonlar: sifirlansa bile Bishop ca-
tisinin var oldugunu ve her biri baglangi¢ catisinin se¢imiyle belirtilen bir¢cok Bishop
catisinin bulundugunu not etmek 6nemlidir. Ayrica, herhangi bir regiiler egri, eg-
rinin Bishop catisi tarafindan temsil edilen tek bir Ribaucour hareketine sahiptir
(Selig ve Carricato 2017). Bu kisimda, Ozdemir ve Ergin tarafindan saglanan Bis-
hop c¢at1 denklemleri kullanilarak 3—boyutlu Minkowski uzayinda Bishop hareketleri
insa edilmeye caligilmistir (Ozdemir ve Ergin 2008).

Bir birim hizli egrinin o : I C R — R*!', ¢ — «(t) oldugunu ve {T', Ny, N»} ¢atisinin

« egrisinin Bishop catisi oldugunu varsayalim. Bu durumda Bishop cat1 denklemleri,

d

—T = k;N;+ kN

o 14V1 + KNy

d

a]\h = —enkT (4.82)
iN = —en kT

di 2 = EN,yR2
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d d
saglar. Burada k1 = en, ( =71, Ny ve ko = en, ( =1, N2 egrilik benzeri fonk-
dt L dt I

siyonlardir. Cat1 denklemlerinin Minkowski vektorel carpimlari, €, daha 6nce belir-

tildigi gibi herhangi bir x vektoriiniin causal karakterini belirtmek iizere,
T AL Ni=en,Noy NiALNo=erT ve NoApT =en N (4.83)

saglar. Bishop ¢at1 denklemleri, su alternatif formiilasyona izin verir:

d

-7 = T

7 wp AL

d
—N1 = Wy /\L N1 (484)
dt

d

—Ny = A1, Na.
dt2 Wy /AL IN2

Burada Bishop ¢atisinin w, Darboux vektorii agsagidaki ii¢ formdan birine sahiptir:
—koN7 + k1No, eger a timelike bir egri ise
Wy = —ko N1 — k1 Ny, eger a timelike bir N; normali ile spacelike bir egri ise - (4.85)

koN1 + k1No, eger a timelike bir Ny normali ile spacelike bir egri ise

Bishop cat1 vektorlerini standart Frenet vektorleri ile kiyaslamak ve Frenet vektor-

lerinin Minkowski vektorel ¢arpimlarini kullanmak,

N — k1N1+k2N2 ve B — E:NleNQ_EleQNl.
K EBKR

(4.86)

denklemlerine yol acar. Bu sistemin N; ve Ns icin ¢oziimii su sekilde bulunur:

klN - kQB o €Nk2N + €Bk‘18
= Vi =
K 2 EBK

Ny (4.87)

ki bu, Bishop catisinin Frenet catisinin teget vektor etrafinda dondiiriilmesiyle elde

edildigi anlamina gelir.

a(t) egrisi boyunca belirlenen Bishop hareketi,

o = | O o) (4.88)
0 1
ile verilir. Burada R(t) € SO(2,1), T, Ny ve Ny cat1 vektorlerine siitun olarak
sahiptir:
[T | Ny | NoJ, eger a timelike bir egri ise
R(t) =< [Ny | No|T], eger a timelike bir N; normali ile spacelike bir egri ise ¢. (4.89)

[Ny | T'| Ny], eger a timelike bir Ny normali ile spacelike bir egri ise
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Aciklayic1 Ornekler

Ornek 4.5.1

V3t L
sin(t) _SCos(t)cos(ﬂ) 14s1n(t)sm(—) 14sin(¢) cos( —)

(273 (t) == \/§ 2 \/g 1 \/3"'

— 8 cos(t) sin( ———-) (4 90)

parametrik denklemi ile ifade edilen bir N timelike normalli o, spacelike egrisini diisii-
nelim. Hem Frenet-Serret hem de uyarlanmig ¢ati vektérlerinin yani sira ani biikiimlerin
adimlarini hesaplamak kolaydir (Sekil 4.2). Ayrica, hem Frenet-Serret hem de uyarlanmis

¢atr hareketlerinin sabit aksode yiizeyleri Sekil 4.3 yardimiyla gésterilebilir.

Sekil 4.2: (a) a4(t) boyunca belirlenen ve ani biikiimi p; = 2cos(t) adimma

sahip olan Frenet-Serret hareketi (b) a4(t) boyunca belirlenen ve ani biikiimii
=2

Po = %(t) adimina sahip olan uyarlanmig gat1 hareketi

Ornek 4.5.2 Kahveci ve Yayl tarafindan aciklanan strateji izlenerek
(Kahveci ve Yayh 2019), R%! uzayinda verilen bir slant helis boyunca her ikisi de per-
sistan olan Frenet-Serret ve uyarlanmis ¢ati hareketlerini inga etmek miimkiindiir. Simdi

cati hareketleri persistan olan bu tiir egrilere bazi 6rnekler verelim:
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(a) (b)
Sekil 4.3. (a) Sekil 4.2a’da, ifade edilen Frenet-Serret hareketinin sabit aksode yiizeyi
(b) Sekil 4.2b’de ifade edilen uyarlanmig cat1 hareketinin sabit aksode yiizeyi

i. as(t) timelike slant helisine bagh ve bu egri boyunca hareket eden persistan cati
hareketleri ve onlarin aksode yiizeyleri, sirasiyla, Sekil 4.4 ve Sekil 4.5 ile gosteril-

mistir.

(a) (b)
Sekil 4.4 (a) Adimu p; = 1 olan ve x = sec(2t) sinh(2arctanh(tan(t))) ve 7 =
sec(2t) cosh(2 arctanh(tan(t))) egrilik ve torsiyon fonksiyonlar ile belirlenen, bir per-
sistan Frenet-Serret hareketi olugturan os(t) timelike slant helisi (b) Adim p, = _?1
olan ve f = sec(2t) ve g = 2sec(2t) egrilik fonksiyonlar ile belirlenen, bir persistan
uyarlanms ¢at1 hareketi olugturan as(t) timelike slant helisi
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(a) (b)
Sekil 4.5 (a) Sekil 4.4a’da ifade edilen persistan Frenet-Serret hareketinin sabit
aksode yiizeyi (b) Sekil 4.4b’de ifade edilen persistan uyarlanmig cat1 hareketinin

sabit aksode yiizeyi

ii. Bir timelike binormalli ag(2) spacelike slant helisine bagl ve bu egri boyunca hareket

eden persistan cati hareketleri ve onlarin aksode yiizeyleri, sirasiyla, Sekil 4.6 ve

Sekil 4.7 ile' gdsterilmistir.

TR iy e S 2
(a) ) (b)
Sekil 4.6. (a) Adim p; = 2_—\/3_ olan ve x = 2v/3sec(2t)sinh(2 arctanh(tan(t))) ve

7 = 2+v/3sec(2t) cosh(2 arctanh(tan(t))) egrilik ve torsiyon fonksiyonlar ile belir-

lenen, bir persistan Frenet-Serret hareketi olugturan bir timelike binormalli ag(t)

spacelike slant helisi (b) Adim p, = g/ﬁ olan ve f = 2v/3sec(2t) ve g = —2sec(2t)

egrilik fonksiyonlar: ile belirlenen, bir persistan uyarlanmg cat1 hareketi olugturan

bir timelike binormalli o (%) spacelike slant helisi
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(a) (b)
Sekil 4.7 (a) Sekil 4.6a’da ifade edilen persistan Frenet-Serret hareketinin sabit

aksode yiizeyi (b) Sekil 4.6b’de ifade edilen persistan uyarlanmg cat1 hareketinin
sabit aksode yiizeyi
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5. TARTISMA VE SONU(Q¢

Robotikte, genellikle bir mekanizma hareket ettiginde biikiim sistemi degisir. Bu-
nunla birlikte biikiim uzay1, SF(3) 6zel Oklid grubunun bir se(3) Lie alt cebiridir
ve hareket boyunca invaryant kalir. Bu 6zellige sahip mekanizmalarin bir genelleg-
tirmesi olan, yani keyfi sonlu hareketler altinda, bir kat1 hareket boyunca invaryant
kalan mekanizmalarin biikiimii persistan bir vida sistemine sahiptir

(Carricato ve Zlatanov 2014). Persistan vida sistemleri siifina ait olan kinematik
bir yapi, uygun bir izometri altinda, baglangi¢takine uyumlu bir vida alt uzayim
tiretir. S6z konusu izometri birim doniisiim alindiginda, invaryant vida sistemleri,

persistan vida sistemlerine genellestirilmis olur.

Vida sistemleri mekanizmalarin kinematiginin incelenmesinde en temel araclardan
biridir. Invaryant vida sistemleri, robotikte tam dongiisel mobiliteyi garanti eden
sistemlerdir. Persistan vida sistemleri ise, invaryant vida sistemlerinden daha genel
olan ve boyut-adim invaryanthgi gibi bazi dikkate deger 6zelliklere sahip sistemler-
dir. Bu nedenle persistan vida sistemlerinin mobilite analizi, mekanizma sentezi ve

robotik sistemlerde énemli bir rol oynadiklarina inanilmaktadir.

Vida sistemleri ile ilgili bircok ¢aligsma yapilmig olsa da, persistan hareketlere ayri-
lan literatiir oldukc¢a simirlidir. Bu tez calismasi, tiim persistan hareketler hakkinda
kapsamli bir siniflandirma saglayarak literatiirdeki mevcut boglugu kapatmay1 amac-

lamaktadir.

Bu tez calismasinda, 3—boyutlu Oklid ve Minkowski uzaylarinda persistan kati ha-
reketler kavrami incelenmigtir. Bu iki uzayda da 1—parametreli bir kat1 hareketin
persistan olmasi, hareketin ani biikiimiintin sabit bir adima sahip olmasi kriteri ile
belirlenebilir. Ancak 3—boyutlu Minkowski uzayinda adimlarin karakterizasyonu,
hareketin dayandigi egrinin causal karakterine bagl olarak degisecektir. Bu ¢alisma-

nin ana katkilar: sunlardir:

1. 3—boyutlu Oklid ve Minkowski uzayinda persistan kati hareketlerin kapsamli

bir simiflandirmasi.
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2. Bazi 6zel cati hareketlerinin persistan olmasi i¢in gerekli ve yeterli kriterleri

saglayan bir yontemin geligtirilmesi.
3. Aksode yiizeylerinin ve onlarin denklemlerinin geometrik 6zelliklerinin analizi.

Ayrica, ¢aligma boyunca vurgulanan persistan cati hareketlerinin ve aksode yiizey-

lerinin daha iyi anlagilmasini saglayan bazi geometrik 6zellikler sunuyoruz.

3—boyutlu Minkowski uzayinda, hem Frenet-Serret hem de uyarlanmig ¢ati denk-
lemleri, catinin bagh oldugu egrinin causal karakterine gore benzersiz bir sekilde ka-
rakterize edilebildikleri i¢in, matematiksel fizik ve relativistik mekanik dahil olmak
{izere bircok alanda énemli uygulamalar saglar. Ote yandan, 3—boyutlu Minkowski
uzayimnin kati1 hareketleri Poincaré grubu olarak adlandirilan bir Lie grubu olugtur-
dugundan, Lorentz geometrisi yoriinge olusturma ya da hareket interpolasyonunun

kinematigini inga etmek ve genigletmek i¢in uygulanabilir.

Bu tezde aciklanan model 3—boyutlu Oklid ve Minkowski uzaylar ile ilgilidir, ancak
daha yiiksek boyutlara kolayca genigletilebilir. Dahasi1 bagka egriler gbz 6niine alina-
rak da persistan cat1 hareketleri inga edilebilir. Ayrica, Kahveci ve Yayh tarafindan
sunulan strateji izlenerek (Kahveci ve Yayh 2019), persistan kati hareketlerin dife-
rensiyel geometrik bir uygulamasi i¢cin 3—boyutlu Minkowski uzayinda slant helislere

dayanan ve bunlar boyunca hareket eden persistan kat1 hareketler incelenebilir.

Bu tez caligmasinin, hareketlerin geometrik kinematigindeki problemleri ¢6zmek icin
cebirsel tekniklerin uygulanmasini saglayarak, geometri, kinematik ve relativisk me-

kanik arasinda bir koprii olugturabilecegine inaniyoruz.
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