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Bu tez çal�³mas�nda, 3−boyutlu Öklid ve Minkowski uzaylar�nda sabit ad�ml� (persistan)
hareketlerin geometrik kinemati§i incelenmeye çal�³�lm�³t�r. Bir hareketin persistan olmas�
kavram�, hareketin ani bükümünün sabit bir ad�ma sahip olmas� özelli§i ile tan�mlan�r. Bu
tan�mlama ile, sabit ad�ml� (persistan) hareketleri aksode yüzeyleri aç�s�ndan incelemek
mümkündür. Böylece persistan kat� hareketler e§rilerin ve regle yüzeylerin klasik diferen-
siyel geometrisindeki baz� çözümü zor ba§lant�lar� ortaya ç�kar�r.

Bu tez be³ bölümden olu³maktad�r. Birinci bölüm tezin kapsam�, amac�, önemi ve literatüre
sa§lad�§� katk�lar� içeren giri³ k�sm�na ayr�lm�³t�r. �kinci bölümde tezde gerekli olan baz�
kavramlar�, tan�mlar� ve teoremleri sa§layan temel kavramlar k�sm�na yer verilmi³tir.

Üçüncü bölümde, 3−boyutlu Öklid uzay�nda sabit ad�ml� (persistan) hareketlerin kinema-
ti§i ele al�nm�³t�r. Frenet-Serret, Bishop, do§ruya göre simetrik ve uyarlanm�³ çat� hare-
ketleri gibi düzgün bir e§riye ba§l� ve yine bu e§ri boyunca hareket eden çat� taraf�ndan
üretilen baz� özel kat� cisim hareketleri ara³t�r�lm�³ ve bunlar�n persistan olup olamayaca§�
incelenmi³tir. Daha sonra bu özel hareketlerin aksode yüzeyleri aç�s�ndan s�n��and�rmalar�
elde edilmi³tir. Ayr�ca slant helisler üzerinde hem Frenet-Serret hem de uyarlanm�³ çat�
hareketinin persistan oldu§u ispatlanm�³t�r.

Dördüncü bölümde, 3−boyutlu Minkowski uzay�nda sabit ad�ml� (persistan) hareketlerin
kinemati§i ele al�nm�³t�r. Frenet-Serret, uyarlanm�³ çat� ve Bishop hareketleri dahil olmak
üzere bir e§riye ba§l� ve yine bu e§ri boyunca hareket eden çat� taraf�ndan üretilen baz�
önemli çat� hareketlerinin persistan olmas�n� modellemek için gerekli ve yeterli kriterler
belirlenmi³tir. Daha sonra bu hareketlerin aksode yüzeyleri ve onlar�n geometrik kavramlar�
tan�mlanm�³t�r. 3−boyutlu Minkowski uzay�nda özel çat� hareketlerinin kapsaml� bir i³leyi³i
için bu tez çal�³mas�, persistan kat� hareketlerin ve aksode yüzeylerinin baz� aç�klay�c�
örneklerini ortaya koymu³tur.

Son bölümde ise, yap�lan çal�³malar�n genel bir de§erlendirmesi yap�lm�³ ve gelecekteki
çal�³malara yön verebilecek baz� olas� problemlerden bahsedilerek tez çal�³mas� tamamlan-
m�³t�r.
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This thesis investigates the geometric kinematics of motions with constant pitch (persis-
tent) in three-dimensional Euclidean and Minkowski spaces. The notion of persistence of
a motion is identi�ed by the property that the instantaneous twist of the motion has a
constant pitch. With this de�nition, it is feasible to examine motions with constant pitch
(persistent) in terms of their axode surfaces. Thus, some subtle connections between per-
sistent rigid motions and the classical di�erential geometry of curves and ruled surfaces
are revealed.

This thesis consists of �ve chapters. The �rst chapter is devoted to the introduction part,
which includes the scope, purpose, importance, and contributions of the thesis to the
literature. The second chapter is dedicated to the preliminaries part, which provides for
some concepts, de�nitions, and theorems required in the thesis.

The third chapter discusses the kinematics of motions with constant pitch (persistent)
in three-dimensional Euclidean space. We examine some special rigid-body motions and
investigate whether they can be persistent. These motions include Frenet-Serret, Bishop,
line-symmetric, and adapted frame motions, which are constructed by a frame connected
to and moving through a smooth curve. Following that, these special motions are classi�ed
according to their axode surfaces. It has also been demonstrated that both Frenet-Serret
and adapted frame motion are persistent on the slant helices.

The fourth chapter discusses the kinematics of motions with constant pitch (persistent) in
three-dimensional Minkowski space. This thesis establishes necessary and su�cient criteria
for modeling the persistence of some signi�cant frame motions connected to and moving
through a smooth curve, including Frenet-Serret, adapted frame, and Bishop motions.
Then, the axode surfaces of these special motions and their geometric concepts are de�ned.
For a thorough treatment of special frame motions in three-dimensional Minkowski space,
this thesis reveals some illustrative examples of persistent rigid motions and axode surfaces.

In the last chapter, a general assessment of the investigations is provided, some potential
problems that might guide future studies are mentioned, and the thesis is concluded.

Oct 2022, 87 pages

Key Words: Rigid-body motions, special Euclidean group, ruled surfaces, axode surfaces,
slant helices, Lorentz group, Poincaré group, Lie group, Lie algebra.
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1. G�R��

Kinematik, geçmi³ten bu yana geometrinin bir dal� olarak görülmektedir. Buna ra§-

men, kinemati§e olan matematiksel ilgi geçti§imiz yüzy�llarda oldukça azd�. Disip-

linin mühendislik taraf�nda ya³anan son geli³meler, konunun temelinde yatan klasik

geometriye olan ilginin yeniden artmas�na neden olmu³tur.

1.1 �nvaryant ve Persistan Vida Sistemleri

Kinematikte, �zikte ve özellikle robotikte, bir cismin ani hareketi bir büküm1 ile

temsil edilirken (�ekil 1.1), cisme etki eden kuvvetler sistemi bir anahtar2 ile verilir

(�ekil 1.2). Bükümlerin uzay� SE(3) özel Öklid grubunun 6−boyutlu se(3) Lie ce-

biri iken, anahtarlar se(3)∗ dual uzay�n�n elemanlar�d�r. Vidalar ise, birbirinin skalar

katlar� olan büküm (ya da anahtar) s�n��ar�n� temsil eden daha genel bir terim-

dir (Carricato ve Zlatanov 2014). Böylece robotikte kat� bir cismin ani hareketleri,

vida sistemleri olarak adland�r�lan, bükümlerin 6−boyutlu vektör uzay�n�n lineer

alt uzaylar� (yani SE(3) özel Öklid grubunun se(3) Lie cebirinin alt vektör uzaylar�)

ile tan�mlan�r. Vida sistemleri mekanizmalar�n ve yap�lar�n kinemati§i ve stati§i ile

ilgili temel unsurlard�r.

1800'lerin sonlar�nda Ball, kat� dinamiklerdeki küçük hareketlerin problemleri yar-

d�m�yla vida sistemleri kavram�n� geli³tirmi³tir (Ball 1900). Hunt, belirli geometrik

durumlara dayanarak vida sistemlerinin ayr�nt�l� bir s�n��and�rmas�n� elde etmi³tir

(Hunt 1978). Vida sistemleri (Gibson ve Hunt 1990a), (Gibson ve Hunt 1990b),

(Martinez ve Du�y 1992a), (Martinez ve Du�y 1992b) ve (Hunt ve Parkin 1995) ta-

raf�ndan farkl� yöntemlerle yeniden türetilmi³tir. (Stramigioli ve Bruyninckx 2001),

(Selig 2007), (Müller 2014) ve (Wu ve Carricato 2017) vida sistemlerinin farkl� ma-

tematiksel formlar�n� sunmu³tur.
1Büküm, hareketi (sonsuz küçük dönme, h�z ve uzaysal ivme) temsil eden bir vidad�r. Yön

vektörü aç�sal k�s�m ve moment vektörü do§rusal k�s�md�r.
2Anahtar, yüklemeyi (kuvvet, momentum ve impuls) temsil eden bir vidad�r. Yön vektörü

do§rusal k�s�m ve moment vektörü aç�sal k�s�md�r.

1





Bir θ kon�gürasyonda verilen herhangi bir mekanizma için uç i³levcinin3 olas� ani

hareketleri, bir S(θ) ⊂ se(3) alt büküm uzay� ile verilir. Herhangi singüler olmayan

bir θ kon�gürasyonu için A, SE(3) grubunun bir A alt grubu olmak üzere, S(θ) = A

sa§lan�r. Böyle bir mekanizman�n uç i³levcisinin sabit ya da invaryant bir vida sis-

temine sahip oldu§u söylenebilir. Bu özelli§e sahip vida sistemleri Hunt taraf�ndan

tan�mlanm�³ ve tam döngüsel mobiliteyi garanti eden vida sistemleri olarak adland�-

r�lm�³t�r (Hunt 1978) ve daha sonra se(3) Lie cebirinin alt cebirleriyle tan�mlanm�³t�r

(Gibson ve Hunt 1990a), (Gibson ve Hunt 1990b), (Hervé 1999).

Yak�n tarihte yay�nlanan bir dizi makalede Carricato ve meslekta³lar�, ilk kez, per-

sistan vida sistemi olarak adland�rd�klar�, uç i³levci büküm sistemi singüler kon-

�gürasyonlardan uzakta, key� sonlu yer de§i³tirmeler alt�nda, bir kat� cisim hare-

ketine kadar invaryant kalan mekanizmalar (yani S(θ) mutlaka sabit olmamas�na

ra§men, sabit bir vida sistemi s�n�f�na sahip mekanizmalar) ile ili³kili özellikler sun-

mu³lar ve persistan vida sistemleri ile ilgili kapsaml� bir s�n��and�rma vermi³ler-

dir (Carricato ve Martinez 2010), (Carricato ve Zlatanov 2014). Bu durumda, ç�k�³

vida sistemi iç düzenini ve ³eklini korur, ancak uzayda kat� bir cisim gibi hareket

eder.

Persistan vida sistemleri se(3) Lie cebirinin alt cebiri olmasa da, hem uzay�n bo-

yutunun hem de ana vidalar�n ad�mlar�n�n korunmas� gibi baz� önemli özelliklere

sahiptir. �nvaryant vida sistemlerinin bir genellemesi olan persistan vida sistemleri,

kat� cisim mekanizmalar�n�n ve yap�lar�n�n kinemati§inde geometrik kavramlar ve

temel araçlar sa§lar. Ayr�ca, persistan vida sistemlerinin, özellikle uzaysal paralel

manipülatörler4 olmak üzere, mobilite analizi5 ve tip sentezinde6 büyük öneme sa-

hip oldu§u dü³ünülmektedir (�ekil 1.3).

3Robotikte bir uç i³levci, bir robot kolunun ucuna ba§lanan ve robotun çevre ile etkile³imini
sa§layan bir cihaz ya da araçt�r.

4Uç i³levciyi desteklemek için bilgisayar kontrollü birkaç seri zincir kullanan mekanik sistemler.
5Bir yerden ba³ka bir yere olan hareket planlamas�n�n tüm yönlerinin derinlemesine incelenmesi.
6Bir robotun çal�³ma özellikleri, temel özellikleri ve tasar�m özellikleri.
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persistan olma özelli§ine sahipken, baz�lar� bu özelli§e sahip de§ildir. S�ral� zincirler

(yani alt gruplar�n çarp�m�) taraf�ndan üretilemeyen, ancak yine de önemli uygula-

malara sahip olan persistan alt manifoldlar vard�r. Kayda de§er bir örnek, persistan

olma özelli§i do§ruya göre simetrik kinematik zincirlerin paralel ba§lant�lar�ndan

ortaya ç�kan homokinetik e³le³meler ya da s�f�r-torsiyon paralel manipülatörler ta-

raf�ndan sa§lan�r (Bonev vd. 2002), (Hunt 1973), (Wu ve Carricato 2017).

Simetrik alt uzaylar olan persistan manifoldlar, yani her nokta için bir inversiyon

simetrisine sahip düzgün manifoldlar, (Löwe vd. 2016), (Wu vd. 2016),

(Wu ve Carricato 2017) ve (Wu ve Carricato 2018) taraf�ndan incelenmi³tir. SE(3)

grubunun persistan alt manifoldlar�n�n bir s�n�f� Liu ve di§erleri taraf�ndan daha

yak�n tarihli bir yay�nda tan�t�lm�³t�r (Liu vd. 2019).

1913 y�l�nda Study, Ribaucour problemi olarak adland�rd�§� ³eyi tan�mlam�³ ve bir

persistan manifold olarak ifade edilen SE(3) grubunun 1−boyutlu alt manifoldlar�

için genel bir çözüm sunmu³tur (Study 1913). Selig ve Carricato, bu genel çözümlerin

belirli bir persistan alt manifold türü oldu§unu göstermi³ ve Study'nin Ribaucour

problemini key� ad�mlara genelle³tirmi³tir. Böylece Study taraf�ndan tan�mlanan

1−boyutlu Ribaucour manifoldlar�n�n elde edili³ine benzer bir mant�kla, SE(3) gru-

bunun bütün 1−boyutlu persistan alt manifoldlar�n�n karakterizasyonlar�n� vermi³-

lerdir (Selig ve Carricato 2017).

Ne yaz�k ki daha yüksek boyutlu alt manifoldlar için Study'nin Ribaucour proble-

mine çözümler ve bir persistan alt manifold kavram� birbirinden ayr�l�r. Bu nedenle

birinin bilgisi di§erini incelemeye yard�mc� olmaz.

1.3 Sabit Ad�ml� (Persistan) Kat� Cisim Hareketleri

Bu tez boyunca, ani bükümün ad�m�n�n sabit olmas� ile karakterize edilen sabit

ad�ml� hareketler, kolayl�k sa§lamas� aç�s�ndan, persistan hareketler olarak adland�-

r�lacakt�r.

SE(3) özel Öklid grubundaki persistan kat� cisim hareketleri Carricato, Martinez ve

Zlatanov taraf�ndan tan�t�lan yeni bir ara³t�rma konusudur
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(Carricato ve Martinez 2010), (Carricato ve Zlatanov 2014). Kinematik, özellikle ro-

botik ve mekanizma teorisindeki önemli uygulamalar�na ra§men, persistan kat� cisim

hareketlerine ayr�lm�³ literatür oldukça s�n�rl�d�r.

SE(3) özel Öklid grubundaki bir e§ri, kat� bir hareketin yörüngesi olarak dü³ünüle-

bilir (Selig 2007). Bu nedenle, bir kat� cisim hareketini belirlemenin ba³ka bir yolu

da bir e§ri kullanmakt�r (Bottema ve Roth 1979).

Bu tez çal�³mas� için ana ilham kayna§� olan çal�³malar�nda Selig ve Carricato, belirli

bir e§riye ba§l� ve bu e§ri boyunca hareket eden bir Frenet-Serret çat�s� taraf�ndan

belirlenen, Frenet-Serret hareketleri gibi, 1−parametreli hareketlere bakarak SE(3)

grubunun 1−boyutlu persistan manifoldlar�n� incelemi³tir (Selig ve Carricato 2017).

Özellikle, bir Frenet-Serret hareketinin persistan olmas� için gerekli ve yeterli bir

kriter sa§lam�³lard�r, yani
τ

κ2 + τ 2
= sabit, burada κ ve τ hareketin dayand�§� e§rinin

e§rili§i ve torsiyonudur.

Kahveci ve Yayl�, her noktada asli normalinin sabit bir do§rultu ile sabit bir aç�

yapmas� ile tan�mlanan slant helislere ba§l� ve bu slant helisler boyunca hareket

eden persistan kat� cisim hareketlerini gözden geçirmi³tir (Kahveci ve Yayl� 2019).

{T,N,B} standart Frenet-Serret çat�s�na alternatif olan uyarlanm�³ bir çat�y� göz

önüne al�p (yani C =
N ′

‖N ′‖
ve W = N ∧ C sa§layan {N,C,W} uyarlanm�³ çat�s�)

Frenet-Serret hareketlerine ek olarak, uyarlanm�³ çat� hareketleri için de persistan

olma kriterlerini sunmu³lard�r8. Ayr�ca bir slant helis üzerinde hem Frenet-Serret

hem de uyarlanm�³ çat� hareketinin persistan olabilece§ini öne sürmü³lerdir.

Frenet-Serret hareketleri ile ilgili baz� önemli uygulamalar takip eden çal�³malarda

ele al�nm�³t�r (Barbaresco ve France 2020), (Selig ve Wu 2006), (Selig 2007),

(Selig 2013), (Tsamparlis 2010).

Vishesh ve Haribaskar, Mannheim e§riler9 ve sabit ad�ml� e§riler aras�ndaki ili³kiyi

ara³t�rm�³t�r (Vishesh ve Haribaskar 2018). Herhangi bir düzgün uzay e§risi için bir

8Burada üstel, çat�n�n üzerinde bulundu§u e§rinin zaman parametresine göre türevi temsil eder.
9Öklid uzay�nda κ e§rili§i ve τ torsiyonu ile verilen bir e§rinin Mannheim e§ri olmas� için gerek

ve yeter ko³ul, λ s�f�rdan farkl� bir sabit olmak üzere,
κ

κ2 + τ2
= λ olmas�d�r (Blum 1966).
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yar�çap ve bir ad�m fonksiyonu tan�mlam�³lar ve bu fonsiyonlar arac�l�§�yla bu iki

e§ri s�n�f�n� karakterize etmi³lerdir. Özellikle sabit aksodenin aç�labilir olmas� için

gerek ve yeter ko³ulun hareketin yörüngesinin Mannheim e§risi olmas� oldu§unu

göstermi³lerdir. Belirli bir Mannheim e§riyi, sabit ad�ml� e§riye ve sabit ad�ml� bir

e§riyi de, Mannheim e§riye dönü³türmek için bir yöntem bulmu³lard�r.

Lorentz geometrisi, modern diferensiyel geometri ile matematiksel �zik aras�nda ba§-

lant� kurmada önemli bir rol oynamas�na ve kinematik, Minkowski uzay� ile ilgili lite-

ratürde birçok ³ekilde tart�³�lmas�na ra§men (Ekici vd. 2008), (Freudenstein 1973),

(Hervé 1999), (Karsai 2001), (Kazaz vd. 2009), (Sahiner vd. 2016), (Soler 2006), ya-

zarlar persistan kat� hareketleri yayg�n bir biçimde dikkate almam�³lard�r. Kat�

hareketlerin persistan olmas� teorisindeki bu bo³lu§u doldurmak ve persistan çat�

hareketlerinin kapsaml� bir incelemesini sa§lamak için, bu tez çal�³mas�nda, Öklid

geometrisinin yan� s�ra, izometrileriyle Minkowski uzay�n�n çal�³�lmas� olarak tan�m-

lanan Lorentz geometrisi de kullan�lm�³t�r. Öklid uzay�ndaki duruma benzer olarak,

tanjant uzaylar�n tüm noktalarda kar³�l�kl� olarak uyumlu olmas� kriteri, 3−boyutlu

Minkowski uzay�n�n izometriler grubunu tan�mlayan ISO(2, 1) Poincaré grubunun

bir hareket manifoldunun persistan olmas�n� belirler.

Kahveci ve Yayl�, 3− boyutlu Minkowski uzay�nda persistan kat� hareketlerin ge-

ometrik kinemati§ini incelemek için Lorentz geometrisinin sistematik olarak uy-

gulan�p uygulanamayaca§�n� ara³t�rm�³t�r (Kahveci ve Yayl� 2022). Bir parametreli

bir kat� hareketin persistan olmas� kavram�n�n, hareketin ani bükümünün sabit bir

ad�ma sahip olmas� özelli§i ile tan�mland�§� iyi bilinmektedir. 3−boyutlu Öklid ve

Minkowski uzaylar� aras�ndaki temel fark, hareketlerin dayand�§� e§rinin causal ka-

rakterine ba§l� olarak, bükümlerin ad�m�n�n Minkowski uzay�nda üç farkl� de§er

almas�d�r. Ayr�ca, Kahveci ve Yayl�, vida teorisinin temellerine dayanarak, Frenet-

Serret, uyarlanm�³ çat� ve Bishop hareketleri dahil olmak üzere, baz� önemli çat�

hareketlerinin persistan olmas�n� modellemek için gerekli ve yeterli kriterleri be-

lirlemi³tir. Daha sonra bu özel hareketlerin aksode yüzeyleri ve onlar�n geometrik

özelliklerini tan�mlam�³lard�r. Son olarak, 3−boyutlu Minkowski uzay�nda özel çat�

hareketlerinin kapsaml� bir i³leyi³i için, persistan kat� hareketlerin ve aksode yüzey-
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lerinin baz� aç�klay�c� örneklerini ortaya koymu³lard�r.

1.4 Tezin Kapsam� ve Önemi

Kat� cisim hareketlerinin geometrisini anlamak, robotikte temel problemlerden bi-

ridir. Bu amaçla, robotun ba§lant�lar� genellikle kat� cisimler olarak varsay�l�r ve

böylece bir robotun uç i³levcisinin hareketi SE(3) grubunda bir e§ri ile temsil edi-

lebilir. Bu tür e§rilerin geometrisinin detayl� bir incelemesi robotikte ve özellikle

mekanizma teorisinde birçok önemli uygulamaya sahiptir. Bu tezin amac�, ani bü-

kümünün sabit bir ad�ma sahip olmas� özelli§i ile tan�mlanan sabit ad�ml� (persistan)

hareketlerin kapsaml� bir s�n��and�rmas�n� vermek ve bu hareketlerin kinematikteki

olas� uygulamalar�n� sa§lamakt�r. Bununla birlikte, bu tez çal�³mas�n�n ana odak

noktalar�ndan bir di§eri ise, baz� özel kat� hareketleri incelemek ve onlar�n persistan

olmas� için gerekli ve yeterli ko³ullar� sunmakt�r. Özellikle, uzayda bir e§riye ba§l�

ve yine bu e§ri boyunca hareket eden bir çat� taraf�ndan belirlenen hareketlere ve

bu hareketlerin aksode yüzeyleri ile ilgili baz� geometrik özelliklere odaklan�yoruz.

Takip eden tart�³ma temelde ³u katk�lar� sunmaktad�r:

1. 3−boyutlu Öklid ve Minkowski uzaylar�nda baz� özel persistan çat� hareketle-

rinin in³as�.

2. Persistan çat� hareketleri ile e§rilerin ve regle yüzeylerin diferensiyel geometrisi

aras�ndaki baz� çözümü zor ba§lant�lar�n ortaya ç�kar�lmas�.

3. Elde edilen teorik bulgular�n kinemati§e olan katk�lar�n�n ifadesi ve baz� önemli

örnekler yard�m�yla mevcut teorinin ³ekillendirilmesi.

Bu tez çal�³mas�n�n ana hatlar� a³a§�daki gibidir. Giri³ bölümünde tezin kapsam�,

amac�, önemi ve konunun literatüre sa§lad�§� katk�lar aç�klanm�³t�r. �kinci bölüm

tezde ihtiyaç duyulan baz� matematiksel ön bilgileri içeren temel tan�m ve kavram-

lara ayr�lm�³t�r.
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Tezin üçüncü bölümü Öklid uzay�nda sabit ad�ml� hareketlerin kinemati§ine ayr�l-

m�³t�r. Bu bölümde 1−parametreli sabit ad�ml� (persistan) hareketlerin Study tara-

f�ndan Ribaucour hareketleri olarak adland�r�lan bir hareket s�n�f�n�n genellemesi ol-

du§u gösterilmi³tir. Bu gösterim, söz konusu hareketlerin aksode yüzeyleri aç�s�ndan

basit bir tan�m�n� sa§lar. Daha sonra, Frenet-Serret, Bishop, do§ruya göre simetrik

hareketler gibi di§er özel kat� cisim hareketleri ara³t�r�lm�³ ve bunlar�n persistan olup

olamayaca§� incelenmi³tir. Böylece özel hareketlerin persistan olmas� için geomet-

rik ³artlar�n ne oldu§u bulunabilir ve ço§u durumda aksode yüzeyleri biraz daha

ayr�nt�l� olarak tan�mlanabilir. Ayr�ca, {T,N,B} standart Frenet-Serret çat�s�na al-

ternatif bir {N,C,W} uyarlanm�³ çat�s� ele al�narak, uyarlanm�³ çat� hareketleri için

de persistan olma kriterleri sunulmu³tur. Dahas�, Frenet-Serret hareketinin ad�m� ile

uyarlanm�³ çat� hareketinin ad�m� aras�ndaki ba§lant�y� ifade ederek, slant helisler

üzerinde hem Frenet-Serret hem de uyarlanm�³ çat� hareketinin persistan oldu§u

ispatlanm�³t�r.

Tezin dördüncü bölümü Minkowski uzay�nda sabit ad�ml� hareketlerin kinemati§ine

ayr�lm�³t�r. 3−boyutlu Minkowski uzay�nda kat� hareketler10 ve onlar�n persistan

olma ilkeleri tan�t�lm�³t�r. Daha sonra, Frenet-Serret ve uyarlanm�³ çat� hareketleri

dahil olmak üzere, bir e§riye ba§l� ve bu e§ri boyunca hareket eden çat� hareketleri

s�n��and�r�lm�³ ve bu hareketlerin persistan olmalar� için gerekli ve yeterli ko³ul-

lar türetilmi³tir. Ayr�ca, hareketin taban e§risinin causal karakterine ba§l� olarak

üç farkl� durumun mevcut olmas� d�³�nda, birçok yönden Öklid geometrisindeki du-

rum ile özde³ olan sabit ve hareketli aksode yüzeyleri bu bölümde tan�mlanm�³t�r.

Dahas�, 3−boyutlu Minkowski uzay�nda Bishop hareketlerine k�sa bir genel bak�³

sunulmu³tur. Son olarak, hem persistan çat� hareketlerine hem de bunlar�n aksode

yüzeylerine ili³kin baz� aç�klay�c� örnekler sunarak bölüm tamamlanm�³t�r.

Tezin be³inci ve son bölümünde ise tezin k�sa bir de§erlendirmesi yap�lm�³, elde edi-

len sonuçlara de§inilmi³ ve gelecekteki çal�³malara rehberlik edebilecek baz� prob-

lemler sunulmu³tur.

10Öklid uzay�n�n aksine, Minkowski uzay�nda kat� cisim hareketi kavram� özel relativite ile ba§-
da³mad�§�ndan, Minkowski uzay�n�n izometrilerini kat� hareketler olarak dü³ünmeyi öneriyoruz, ki
bu sadece bir adland�rmad�r.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, tezin ilerleyen bölümlerinde ihtiyaç duyulabilecek baz� matematiksel

önbilgilerden söz edilmi³tir.

2.1 Öklid Uzay�nda Temel Tan�m ve Kavramlar

Tan�m 2.1.1 (Öklid Uzay�) n−boyutlu Rn standart reel vektör uzay�n� ele alal�m.

x = (x1, x2, ..., xn) ve y = (y1, y2, ..., yn), xi, yi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n olmak üzere, Rn

uzay�n�n her x ve y eleman� için,

〈, 〉 : Rn × Rn → R

(x, y) 7→ 〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi

³eklinde tan�mlanan 〈, 〉 fonksiyonu Rn uzay�nda bir iç çarp�md�r ve Öklid anlam�ndaki iç

çarp�m ya da Rn uzay�ndaki standart iç çarp�m olarak adland�r�l�r. Bu iç çarp�mla birlikte,

Rn uzay� n−boyutlu Öklid uzay� ad�n� al�r (Hac�saliho§lu 1996a).

� Özel olarak n = 3 al�n�rsa, 3−boyutlu R3 Öklid uzay� elde edilir.

Tan�m 2.1.2 (Norm) Rn Öklid uzay�nda her x = (x1, x2, ..., xn) eleman� için,

‖x‖ =
√
〈x, x〉

³eklinde tan�mlanan fonksiyona x vektörünün normu denir. Normu 1 olan vektöre de

birim vektör ad� verilir (Hac�saliho§lu 1998).

Tan�m 2.1.3 (Vektörel Çarp�m) R3 Öklid uzay�nda her x = (x1, x2, x3) ve

y = (y1, y2, y3) eleman� için vektörel çarp�m,

x ∧ y = (x2y3 − y2x3, x3y1 − y3x1, x1y2 − y1x2)

³eklinde tan�mlan�r (Hac�saliho§lu 1998).
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Tan�m 2.1.4 (Lagrange Formülü) R3 uzay�n�n elemanlar�, α, β ve γ olmak üzere,

α ∧ (β ∧ γ) = 〈α, γ〉 β − 〈α, β〉 γ

ile ifade edilen e³itlik Lagrange Formülü olarak adland�r�l�r (Je�reys 1950).

Tan�m 2.1.5 (Anti-Simetrik Matris) A, n× n tipinde bir reel matris olsun. E§er

AT = −A

gerçekleniyorsa, A matrisine anti-simetrik matris denir (Hac�saliho§lu 1996a).

Teorem 2.1.1 A, n× n tipinde bir reel matris olmak üzere,

C = A− AT

oluyorsa, C anti-simetrik matristir (Hac�saliho§lu 1996a).

Lemma 2.1.1

B =


0 −b3 b2

b3 0 −b1
−b2 b1 0


bir anti-simetrik matris ve B anti-simetrik matrisinin ba§�ms�z elemanlar� ile ifade edilen

vektör b = (b1, b2, b3) olsun. Matris çarp�m� ile vektörel çarp�m aras�nda, R3 uzay�n�n

bütün x elemanlar� için,

Bx = b ∧ x

ile temsil edilen bir ili³ki vard�r (McCarthy 1990).

Tan�m 2.1.6 (Ortogonal Matris) A, n× n tipinde bir reel matris olsun. E§er

A−1 = AT

gerçekleniyorsa, A matrisine ortogonaldir denir (Hac�saliho§lu 1996a).
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Tan�m 2.1.7 (Cayley Formülü) B bir anti-simetrik matris olmak üzere,

A = (I +B)(I −B)−1

ile verilen e³itlik Cayley formülü olarak adland�r�l�r. Cayley formülü ile, her B anti-simetrik

matrisi bir ortogonal matris tan�mlar (McCarthy 1990).

Tan�m 2.1.8 (Regüler Matris) Bir matrisin determinant� s�f�rdan farkl� ise bu mat-

rise regülerdir denir (Hac�saliho§lu 1996a).

Tan�m 2.1.9 (Genel ve Özel Lineer Grup) Rn
n uzay�ndaki bütün regüler matris-

lerin cümlesinin çarpma i³lemi ile birlikte olu³turdu§u gruba genel lineer grup denir. Bu

grup GL(n,R) ya da GLn(R) ile gösterilir. GL(n,R) cümlesi,

GL(n,R) = {A ∈ Rn
n : detA 6= 0}

³eklinde tan�mlan�r. GL(n,R) içinde determinant� 1 olan bütün n×n tipindeki matrislerin

cümlesinin çarpma i³lemi ile birlikte olu³turdu§u gruba özel lineer grup denir. Bu grup,

SL(n,R) ya da SLn(R) ile gösterilir. SL(n,R) cümlesi,

SL(n,R) = {B : detB = 1}

³eklinde tan�mlan�r (Hac�saliho§lu 1996a).

Tan�m 2.1.10 (Lie Grubu) Lie grubu, diferensiyellenebilir grup operatörlerine sahip

diferensiyellenebilir bir manifolddur. Yani,

µ : G×G→ G , µ(a, b) = ab

grup operatörü ve

ξ : G→ G , ξ(a) = a−1

inversiyon operatörü olmak üzere, bu iki dönü³üm de diferensiyellenebilirdir

(Karger ve Novak 1978).
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Tan�m 2.1.11 (Lie Cebiri) V bir vektör uzay� olmak üzere,

[, ] : V × V → V

(X, Y ) 7→ [, ] (X, Y ) = [X, Y ] = XY − Y X

ile tan�ml� parantez operatörü,

1. [, ] bilineerdir. (Bilineer)

2. V uzay�n�n bütün X ve Y elemanlar� için [X, Y ] = − [Y,X] sa§lan�r. (Anti-

simetrik)

3. V uzay�n�n bütünX, Y ve Z elemanlar� için [[X, Y ] , Z]+[[Y, Z] , X]+[[Z,X] , Y ] =

0 sa§lan�r. (Jacobi Özde³li§i)

özelliklerine sahip ise (V, [, ]) ikilisine bir Lie cebiri denir (Hac�saliho§lu 1996a).

Tan�m 2.1.12 (Rn Uzay�nda �zometri) d, Rn n−boyutlu Öklid uzay� üzerinde bir

uzakl�k fonksiyonu olmak üzere, f : Rn → Rn fonksiyonu için,

d(f(X), f(Y )) = d(X, Y ) ; X, Y ∈ Rn

gerçekleniyorsa, f fonksiyonuna Rn uzay�n�n bir izometrisi denir (Hac�saliho§lu 2012).

Tan�m 2.1.13 (Genel Hareket) Rn, n−boyutlu Öklid uzay�, A, n × n tipinde bir

ortogonal matris ve C, bir ötelemeye tekabül eden n× 1 tipinde bir matris olmak üzere,

Y = AX + C

denklemi ile verilen izometrilerin her birine Rn uzay�nda bir genel hareket denir.

� Özel olarak, R3 uzay�nda C = 0 olmas� durumunda,

Y = AX

ile verilen genel hareket dönme hareketi ya da küresel hareket olarak adland�r�l�r.

Burada A matrisi, dönme hareketini yapt�ran,

ATA = AAT = I3 ve detA = 1
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özelliklerine sahip bir matristir ve dönme matrisi olarak adland�r�l�r

(Bottema ve Roth 1979).

Tan�m 2.1.14 (SO(3) Lie Grubu ve so(3) Lie Cebiri) Ortogonal matrislerinO(3)

kümesi,

O(3) =
{
A ∈ R3

3 : ATA = AAT = I3
}

³eklinde gösterilebilir. Bu küme matris çarp�m i³lemi ile birlikte bir gruptur ve ortogonal

grup olarak adland�r�l�r. Buradan hareketle, determinant� 1 olan ortogonal matrislerin

SO(3) kümesi,

SO(3) = {B ∈ O(3) : detB = 1}

³eklinde gösterilebilir. Bu küme matris çarp�m i³lemi ile birlikte bir gruptur ve özel ortogo-

nal grup olarak adland�r�l�r. SO(3) grubu manifold yap�s�yla ele al�nd�§�nda ise 3−boyutlu

bir manifolddur. Dolay�s�yla, SO(3) bir Lie grubudur. SO(3) Lie grubunun so(3) Lie ce-

biri a³a§�daki gibi tan�mlanabilir:

so(3) =
{

Ω ∈ R3
3 : ΩT = −Ω

}
.

R3 uzay�n�n bir eleman� ω = (ω1, ω2, ω3) olmak üzere, so(3) Lie cebirinin elemanlar�,

Ω =


0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0


formuna sahip anti-simetrik matrislerdir (Hac�saliho§lu 1996a).

2.2 Minkowski Uzay�nda Temel Tan�m ve Kavramlar

Tan�m 2.2.1 (Minkowski Uzay�) Rn−1,1 uzay�nda herhangi iki vektör çifti

x = (x1, x2, ..., xn) ve y = (y1, y2, ..., yn), xi, yi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n olmak üzere, n−boyutlu

Rn−1,1 Minkowski uzay�,

〈x, y〉L = −x1y1 +
n∑
i=2

xiyi
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taraf�ndan tan�mlanan belirsiz bir metrik tensöre sahip bir Rn reel vektör uzay�d�r. Burada

〈, 〉L fonksiyonu, Rn uzay�nda pozitif tan�ml� olmayan bir iç çarp�md�r ve Lorentz iç çarp�m�

olarak adland�r�l�r (O'Neill 1983).

� Özel olarak n = 3 al�n�rsa, 3−boyutlu R2,1 Minkowski uzay� elde edilir.

Tan�m 2.2.2 (Timelike, Spacelike ve Lightlike(Null) Vektör) 〈, 〉L belirsiz bir

metrik olmak üzere, Rn−1,1 uzay�n�n key� bir x vektörü a³a§�daki causal karakterlerden

birine sahip olabilir:

i. 〈x, x〉L < 0 ise timelike,

ii. 〈x, x〉L > 0 ya da x = 0 ise spacelike ve

iii. 〈x, x〉L = 0 ve x 6= 0 ise lightlike

(O'Neill 1983).

Tan�m 2.2.3 (Causal Karakter) Rn−1,1 uzay�n�n bir x vektörünün εx causal karak-

teri,

εx =


−1, timelike ise

0, lightlike ise

1, spacelike ise


ile tan�mlanabilir (O'Neill 1983).

Tan�m 2.2.4 (Timelike, Spacelike ve Lightlike (Null) E§ri) Benzer ³ekilde,

3−boyutlu Minkowski uzay�nda bir α : I ⊂ R → R2,1, t 7→ α(t) regüler e§risinin,

e§er
dα

dt
h�z vektörü bütün t ∈ I için timelike (s�ras�yla, spacelike, lightlike) ise, timelike

(s�ras�yla, spacelike, lightlike) oldu§u söylenir (López 2014).

Tan�m 2.2.5 (Norm) R2,1 Minkowski uzay�nda bir x vektörünün normu

‖x‖L =
√
|〈x, x〉L|

ile tan�mlan�r. Normu 1 olan vektör birim vektör olarak adland�r�l�r (O'Neill 1983).
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Tan�m 2.2.6 (Birim H�zl� E§ri) Bir α = α(t) regüler e§risinin h�z vektörü∥∥∥∥ ddtα(t)

∥∥∥∥
L

= 1

e³itli§ini sa§l�yorsa, o zaman e§riye birim h�zl� e§ri denir (López 2014).

Tan�m 2.2.7 (Vektörel Çarp�m) R2,1 3−boyutlu Minkowski uzay�nda herhangi iki

vektör çifti x = (x1, x2, x3) ve y = (y1, y2, y3) olmak üzere, ∧ Öklid vektörel çarp�m�n�n

z = 0 düzlemine göre yans�mas� olan ∧L Minkowski vektörel çarp�m�,

x ∧L y =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−i j k

x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x3y2 − x2y3, x3y1 − x1y3, x1y2 − x2y1)

³eklinde tan�mlan�r (López 2014).

Tan�m 2.2.8 (Lagrange Formülü) R2,1 uzay�n�n elemanlar�, x, y ve z olmak üzere,

x ∧L (y ∧L z) = 〈x, y〉L z − 〈x, z〉L y

ile ifade edilen e³itlik 3−boyutlu Minkowski uzay�nda Lagrange Formülü olarak adland�r�l�r

(López 2014).

Teorem 2.2.1 R2,1 uzay�n�n elemanlar�, x, y ve z olmak üzere, Minkowski iç çarp�m�

ve Minkowski vektörel çarp�m� aras�nda

〈x ∧L y, z〉L = det(x, y, z)

ba§�nt�s� vard�r (López 2014).

Tan�m 2.2.9 (Yar� Anti-Simetrik Matris) A, n×n tipinde bir matris olsun. E§er

AT = −εAε
16



gerçekleniyorsa, A matrisine yar� anti-simetrik matris denir. Burada ε,

ε =


−1 0 ... 0

0 1 ... 0
...

...
. . .

...

0 0 ... 1


ile tan�ml� i³aret matrisidir (O'Neill 1983).

Teorem 2.2.2 A, n× n tipinde bir matris olmak üzere,

C = A− εAT ε

oluyorsa, C matrisi yar� anti-simetrik bir matristir (O'Neill 1983).

Lemma 2.2.1

B =


0 b3 −b2
b3 0 −b1
−b2 b1 0


bir yar� anti-simetrik matris ve b = (b1, b2, b3) olsun. Matris çarp�m� ile Minkowski vektörel

çarp�m� aras�nda, R2,1 uzay�n�n bütün x elemanlar� için,

Bx = b ∧L x

ile temsil edilen bir ili³ki vard�r (Özkald� ve Gündo§an 2010).

Tan�m 2.2.10 (Yar� Ortogonal Matris) A, n× n tipinde bir matris olsun. E§er

AT εA = ε

gerçekleniyorsa, A matrisine yar� ortogonaldir denir (O'Neill 1983).
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Tan�m 2.2.11 (SO(2, 1) Lie Grubu ve so(2, 1) Lie Cebiri) Determinant� 1 olan

elemanlar� içeren bir Lorentz grubu olan belirsiz özel ortogonal grubun cümlesi,

SO(2, 1) = {R ∈ O(2, 1) | detR = 1}

ile tan�mlan�r. Burada O(2, 1), ε = diag [−1, 1, 1] olmak üzere, RT εR = ε e³itli§ini

sa§layan ve R3
3 uzay�n�n bütün R matrislerinin bir cümlesi olan belirsiz bir ortogonal

gruptur (Lorentz grubu olarak da bilinir). Ek olarak, SO(2, 1) grubunun so(2, 1) Lie

cebiri, ω = (ω1, ω2, ω3) R2,1 uzay�nda bir vektör olmak üzere, elemanlar�

Ω =


0 ω3 −ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0


³eklinde tan�ml� yar� anti-simetrik matrisler olan

so(2, 1) =
{

Ω ∈ R3
3 | ΩT = −εΩε

}
cümlesi ile ifade edilir (O'Neill 1983).
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3. ÖKL�D UZAYINDA SAB�T ADIMLI HAREKETLER

Selig ve Carricato, SE(3) grubunun 1−boyutlu persistan manifoldlar� ve dahas�

Frenet-Serret hareketleri gibi, özellikle verilen bir e§riye ba§l� ve yine bu e§ri bo-

yunca hareket eden bir çat� ile tan�ml� bir parametreli hareketleri çal�³m�³t�r

(Selig ve Carricato 2017). Genelde bir e§riye ba§l� herhangi bir çat� hareketinin per-

sistan olmas�, kayan ve yuvarlanan h�zlar�n oran� ile tan�mlanan ani bükümün ad�m�

ile karakterize edilir. Bu bölümdeki teoremler ve sonuçlar Selig ve Carricato tara-

f�ndan in³a edilen teori yard�m�yla yeniden ele al�nm�³ ve bir e§ri üzerinde farkl�

persistan çat� hareketleri in³a etmenin mümkün oldu§u vurgulanm�³t�r.

Bu bölümde öncelikle, bir parametreli persistan kat� cisim hareketi kavram�n�n Study

taraf�ndan Ribaucour hareketleri olarak adland�r�lan bir hareket s�n�f�n�n bir genelle-

mesi oldu§u gösterilmi³tir. Bu gösterim, bu hareketlerin aksode yüzeyleri aç�s�ndan

basit bir tan�m�n� sa§lar. Daha sonra di§er özel kat� cisim hareketleri ara³t�r�lm�³ ve

bunlar�n persistan olup olamayaca§� incelenmi³tir. �ncelenen özel hareketler, do§-

ruya göre simetrik hareketler ve düzgün bir e§riye ba§l� hareketli çat� taraf�ndan

üretilen hareketlerdir. Özel hareketlerin persistan olmas� için geometrik ³artlar�n ne

oldu§u bulunmu³ ve ço§u durumda aksode yüzeylerini biraz daha ayr�nt�l� olarak

tan�mlaman�n mümkün olabilece§i gösterilmi³tir.

Daha sonra, Kahveci ve Yayl� taraf�ndan verilen teori yard�m�yla Frenet-Serret ve

uyarlanm�³ çat� hareketleri gibi, verilen bir slant helise ba§l� ve yine bu slant helis bo-

yunca hareket eden herhangi bir kat� cisim hareketi için persistan olman�n geometrik

ko³ullar� incelenmi³tir (Kahveci ve Yayl� 2019). Slant helisler üzerinde Frenet-Serret

hareketinin yan� s�ra uyarlanm�³ çat� hareketinin de persistan oldu§u ispatlanm�³t�r.

3.1 Study'nin Ribaucour Problemi

Study, ani büküm h�z� daima bir pür dönme olan, yani ad�m� 0 (s�f�r) olan kat� cisim

yer de§i³tirmeleri grubunun 1, 2 ve 3−boyutlu alt manifoldlar�n� ara³t�rm�³t�r. Ele

ald�§�m�z tez çal�³mas�nda, sadece 1−boyutlu alt manifoldlar göz önüne al�nacakt�r.
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Bir kat� cisim hareketinin, SE(3) kat� hareketler grubundaki G(t) ³eklinde bir e§ri

ile verildi§ini varsayal�m. G(t) hareketinin Sd ani bükümü,

Sd =
dG(t)

dt
G−1(t) (3.1)

ile verilir. Bu ifade G(t) e§risinin te§et vektörüne kar³�l�k gelen Lie cebiri eleman�d�r.

se(3) Lie cebirinin elemanlar�n�n ad�ml� do§rular olarak tan�mlanabilece§i iyi bilin-

mektedir. E§er G(t) hareketinin SE(3) grubunun 4× 4 tipinde bir matris temsili, ki

bu homojen gösterim olarak da adland�r�l�r, ile verildi§ini dü³ünürsek, bu durumda

genel Lie cebirinin bir eleman�,

Sd =


0 −P03 P02 P23 + pP01

P03 0 −P01 P31 + pP02

−P02 P01 0 P21 + pP03

0 0 0 0

 (3.2)

³eklinde yaz�labilir. Burada Pij bile³enleri bükümün ekseninin Plücker koordinatla-

r�d�r ve p ad�md�r. Daha genel bir ifade ile, hareket, bir eksen etraf�nda dönme ve

yine bu eksen boyunca bir ötelemenin bile³kesi olan ani bir vida hareketidir. Dönme

ve öteleme h�zlar�n�n oran� bükümün ad�m� ile verilmektedir. p ad�m� 0 (s�f�r) ol-

du§unda (p = 0), hareket, bir eksen etraf�nda ani bir pür dönme olur. p ad�m�n�n

sonsuz olmas� durumunda ise hareket, ani bir pür öteleme olur.

Ω, ω = (P01, P02, P03)
T aç�sal h�z�na kar³�l�k gelen 3 × 3 tipinde bir anti-simetrik

matris olmak üzere, Lie cebirinin elemanlar�,

Sd =

 Ω ν

0 0

 (3.3)

³eklinde parçal� formda da verilebilir. Lie cebirinin elemanlar�n� alternatif olarak,

Sd =

 ω

ν

 (3.4)

³eklinde 6−bile³enli vektör formunda da yazmak mümkündür.

Her kat� cisim hareketi, sabit bir aksode üzerinde yuvarlanan ve kayan hareketli bir

aksodenin hareketi ile üretilebilir (Bottema ve Roth 1979). SE(3) grubundaki bir
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G(t) hareketinin sabit aksodesi, t de§i³ken iken, Sd bükümünün ekseni ile verilir.

Hareketli çat�da ani büküm Sb = G−1(t)SdG(t), yani sabit çat�da bükümün adjoint

dönü³ümü, ile verilir. Sb ani bükümü ayr�ca,

Sb = G−1(t)
dG(t)

dt
(3.5)

ba§�nt�s� yard�m�yla da bulunabilir. Bu durumda, SE(3) grubundaki bir G(t) hare-

ketinin hareketli aksodesi, t de§i³ken iken, Sb bükümünün ekseni ile verilir. Adjoint

dönü³ümü bir bükümün ad�m�n� korudu§undan, sabit çat�daki bükümü hareketli ça-

t�daki büküme dönü³türürken, sabit aksodeyi de hareketli aksodeye dönü³türecektir.

Study'nin 1−boyutlu Ribaucour hareketleri ile ilgili tan�m� birbiri üzerinde kayma-

dan yuvarlanan koniler ya da silindirler ile üretilen a³ikar durumlardan ve birbiri

üzerinde kaymadan yuvarlanan iki genel regle yüzey ile üretilen a³ikar olmayan du-

rumlardan olu³maktad�r (Study 1913). Söz konusu a³ikar durumlar aras�nda birbiri

üzerinde yuvarlanan genel koniler ile verilen sabit bir nokta etraf�ndaki dönmeler ve

birbiri üzerinde yuvarlanan genel silindirler ile verilen düzlemsel hareketler de yer

almaktad�r.

Yukar�da aç�kland�§� gibi hareketin aksodelerini dü³ünürsek bu çözüm basittir. Ha-

reketin ani bükümünün vida ekseni, söz konusu anda çak�³an iki aksode yüzeyinin

üreteç do§rular� ile verilir. Ani bükümün ad�m�, kayan ve yuvarlanan h�zlar�n oran�

ile verilmektedir. Bu nedenle, e§er kayma yoksa ani bükümün ad�m� 0 (s�f�r) ola-

cakt�r, yani hareket bir pür dönme olacakt�r. Dolay�s�yla, bir regle yüzeyin ba³ka

bir regle yüzey üzerinde kaymadan yuvarlanmas� yoluyla elde edilen herhangi bir

hareketin bir Ribaucour hareketi üretece§i aç�kt�r. Üstelik herhangi bir kat� hareket

sabit aksode üzerinde yuvarlanan ve kayan hareketli aksode ile verilebildi§inden, bu

yöntem böyle bir hareketi üretmenin tek yoludur.

Varsayal�m ki G(t) bir Ribaucour hareketi olsun. Bu durumda Sd ani bükümünün

ad�m� 0 (s�f�r) olacakt�r. L0, 0 (s�f�r) ad�ml� sabit bir büküm, yani se(3) Lie cebirinin

bir eleman� olsun. Belirtildi§i gibi bir bükümün ad�m�, grubun adjoint dönü³ümü al-

t�nda invaryantt�r. Dahas� adjoint dönü³ümü uzayda do§rular üzerinde geçi³melidir.
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Bu nedenle, G(t) hareketinin ani büküm h�z�, H = H(t) grubun key� bir düzgün

hareketi olmak üzere,

Sd = HL0H
−1 (3.6)

olarak yaz�labilir. Denklem (3.1) yard�m�yla genel bir Ribaucour hareketi için,

dG(t)

dt
= HL0H

−1G(t) (3.7)

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu durumda, hareketin sabit aksodesi HL0H
−1 ve

hareketli aksodesi de G−1HL0H
−1G ile verilir.

3.2 Bir Parametreli Uzay Hareketleri

R3 uzay�nda bir γ(t) e§risi boyunca 1−parametreli bir uzay hareketi, hareketin

dönme k�sm� R(t) ∈ SO(3) olmak üzere,

f : R3 → R3

x 7→ f(x) = R(t)x+ γ(t) (3.8)

ile tan�ml�d�r (Bottema ve Roth 1979).

Ani kinematikte, 3−boyutlu R3 uzay�n�n 1−parametreli uzay hareketlerinin grubu

SE(3) ile gösterilir ve Öklid grubu olarak adland�r�l�r. SE(3) kat� cisim hareketleri

grubu ve GL(4,R) genel lineer grubu aras�nda,

SE(3)→ GL(4,R)

(R(t), γ(t)) 7→

 R(t) γ(t)

0 1

 (3.9)

ile verilen 1 : 1 bir homomor�zm vard�r (Selig 2005).

Böyle bir matrisi bir noktaya uygularsak, 1−parametreli uzay hareketlerinin alter-

natif bir ifadesi,  f(x)

1

 =

 R(t) γ(t)

0 1

 x

1

 (3.10)
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³eklinde yaz�labilir. Burada x ve f(x), s�ras�yla, orijinal ve dönü³türülmü³ pozisyon

vektörleridir. Kabul edelim ki bir kat� hareket, G(t) =

 R(t) γ(t)

0 1

 ile verilsin.

Bu durumda G(t), 1−parametreli uzay hareketinin bir matris ifadesi olur.

Y (t) =

 f(x)

1

 ve X =

 x

1

 olmak üzere, denklem (3.10) yard�m�yla,

Y (t) = G(t)X (3.11)

oldu§u kolayca görülebilir.

t zaman parametresine göre türev al�narak,

dY (t)

dt
=
dG(t)

dt
X

dY (t)

dt
=
dG(t)

dt
G−1(t)Y (t) (3.12)

elde edilir.

Sd =
dG(t)

dt
G−1(t), sabit referans çat�da G(t) hareketinin bir ani bükümüdür. Ayr�ca,

Sb = G−1(t)
dG(t)

dt
de hareketli referans çat�da G(t) hareketinin bir ani bükümüdür.

Dahas�, Sd ve Sb SE(3) kat� hareketler grubunun se(3) Lie cebirinin elemanlar�d�r

(Selig ve Carricato 2017).

Böylece Sd ani bükümü,

Sd =

 Ω ν

0 0

 =

 dR

dt
RT dγ

dt
− ω ∧ γ

0 0

 (3.13)

olarak da ifade edilebilir. Burada Ω, ω = (ωx, ωy, ωz) aç�sal h�z�na kar³�l�k gelen bir

anti-simetrik matris ve ν, 3−bile³enli bir vektördür (Selig ve Carricato 2017).

Lie cebiri eleman� olan Sd bükümünü, ν = (νx, νy, νz) hareketin lineer h�z� olmak

üzere, 6−bile³enli vektör formunda yazmak uygun olacakt�r,

Sd = (ω, ν). (3.14)

Sd = (ω, ν) bükümünün ad�m�,

p =
〈ω, ν〉
〈ω, ω〉

(3.15)
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ile hesaplan�r.

Böylece, c =
ν ∧ ω
〈ω, ω〉

olmak üzere,

Sd = (ω, c ∧ ω + pω) (3.16)

e³itli§ini yazmak mümkündür.

t an�nda, hareketin ani vida ekseni L = c+tω do§rusudur. Ayr�ca, (ω, c∧ω) do§runun

Plücker koordinatlar�d�r (McCarthy 1990), (McCarthy 2013).

3.3 Persistan Kat� Cisim Hareketleri

Kabul edelim ki M , SE(3) uzay�n�n bir alt manifoldu ve G, M içinde sabit bir

nokta olsun. Alt manifoldun G noktas�ndaki tanjant uzay� TGM ile verilir. Tanjant

uzay�n grupta birime geri çevirilmesi, Lie cebirinin bir alt uzay� olan (TGM)G−1 ⊂

se(3) ifadesini verir. Böyle bir alt uzay genellikle vida sistemi olarak adland�r�l�r.

Bu gösterim yard�m�yla, bir persistan alt manifoldun tan�m� a³a§�daki ³ekilde ifade

edilebilir.

Tan�m 3.3.1 (Persistan Alt Manifold) G1 ve G2 bir M ⊆ SE(3) alt manifoldu

içinde herhangi iki nokta çifti olsun. M alt manifoldunun persistan olmas� için gerek

ve yeter ko³ul bu noktalardaki tanjant uzaylar taraf�ndan belirlenen vida sistemlerinin

uyumlu olmas�d�r. Yani, SE(3) grubunun baz� H elemanlar� için,

(TG1M)G−11 = H(TG2M)G−12 H−1 (3.17)

olmal�d�r (Selig ve Carricato 2017).

Bu çal�³ma boyunca sadece 1−boyutlu persistan kat� cisim hareketleri göz önünde

bulundurulacakt�r. Böyle bir 1−boyutlu alt manifoldun persistan olmas�, herhangi

bir noktada büküm h�z�n�n sabit ad�ma sahip olmas� gerekti§i anlam�na gelir. Di§er

bir deyi³le,
dG

dt
G−1 = HLpH

−1 (3.18)
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olmal�d�r. Burada Lp, p ad�ml� sabit bir büküm ve H daha önce belirtildi§i gibi,

grupta key� düzgün bir harekettir.

Uyar� 3.3.1 E§er Sd ani bükümü 0 (s�f�r) ad�ml� ise (p = 0), e§ri üzerindeki çat�

hareketi bir Ribaucour hareketi olacakt�r.

Bu hareketlerin aksodeler cinsinden karakterizasyonu, Kesim 3.1 ile benzerdir. Art�k

burada, sabit ve hareketli koordinat çat�lar�nda büküm h�zlar� ile ilgili birkaç küçük

sonuç incelenebilir.

Lemma 3.3.1 Kabul edelim ki bir persistan hareketin büküm h�z� HLpH−1 ile verilsin.

Bu durumda, G = HU kat� hareket olmak üzere, hareketli çat�daki büküm h�z�,

U−1LpU (3.19)

ile ifade edilir (Selig ve Carricato 2017).

�spat. Sabit aksode HLpH−1 ile verildi§inden, hareketli aksode,

G−1HLpH
−1G = U−1H−1(HLpH

−1)HU

= U−1LpU (3.20)

olarak elde edilir.

Lemma 3.3.2 G = HU , HLpH−1 büküm h�z�na sahip bir persistan hareket olsun. Bu

durumda, Zb = H−1Ḣ ve Zd = U̇U−1 olmak üzere,

Lp = Zb + Zd (3.21)

e³itli§i sa§lan�r (Selig ve Carricato 2017).

�spat. G = HU e³itli§i, (3.18) denkleminde yerine yaz�l�rsa,

dG

dt
G−1 = HLpH

−1

= (ḢU +HU̇)U−1H−1 (3.22)
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elde edilir. (3.22) e³itli§i, soldan H−1 ve sa§dan H ile çarp�l�rsa,

Lp = H−1Ḣ + U̇U−1 (3.23)

e³itli§i elde edilir.

Uyar� 3.3.2 E§er H ve Lp verilirse, bu durumda U hareketi,

dU

dt
= (Lp − Zb)U (3.24)

denkleminin integrali yard�m�yla bulunabilir. Benzer ³ekilde, e§er U ve Lp verilirse, bu

durumda H hareketi,
dH

dt
= H(Lp − Zd) (3.25)

denkleminin integrali yard�m�yla bulunabilir.

Örnekler

Uyar� 3.3.2'de bahsedilen H ve U hareketleri için diferensiyel denklemlerin integral

hesab�n� yapmak zordur. Lie cebiri elemanlar�n�n sabit olmas� ve çözümlerin sadece

üstel olmas� istisnai durumlard�r. Bu yüzden ilk örnekler olarak bunlar al�nabilir.

Varsayal�m ki Zb = H−1Ḣ sabit ve Zb = S olsun. Dolay�s�yla, H(0) = I ba³lang�ç

ko³ulu olarak al�n�rsa, H = etS elde edilir. Lp, p ad�ml� sabit bir büküm olmak üzere,

p ad�ml� bir p−persistan hareketi üretmek için,

dU

dt
= (Lp − S)U (3.26)

denklemi çözülmelidir. (Lp−S) çarpan� sabit oldu§undan çözüm yine üsteldir. Yani,

U(0) = I ba³lang�ç ko³ulu olmak üzere,

U = et(Lp−S)U(0) (3.27)

³eklindedir. Böylece persistan hareket,

G(t) = HU = etSet(Lp−S) (3.28)
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çarp�m� ile verilecektir. Burada S1 = S ve S2 = Lp − S al�n�rsa, hareketin ad�m�

S1 + S2 bükümünün ad�m� ile verilmek üzere,

G(t) = etS1etS2 (3.29)

bir persistan hareket olacakt�r. Bu sonuç, 2−ba§lant�l� key� bir kinematik zincir için

Carricato, Martinez ve Zlatanov taraf�ndan incelenmi³tir

(Carricato ve Martinez 2010), (Carricato ve Zlatanov 2014).

Bu basit ko³ul alt�nda hareketin sabit ve hareketli aksodelerini de tan�mlamak müm-

kündür. L0, Lp bükümü ile ayn� eksenli bir do§ru olmak üzere, sabit ve hareketli

aksodeler, s�ras� ile,

etS1L0e
−tS1 ve e−tS2L0e

tS2 (3.30)

ile verilir. Bu yüzeylerin niteli§i, üstelde yer alan bükümlerin ad�m�na ba§l�d�r. Bu

durumda etSL0e
−tS regle yüzeyi, e§er S bükümünün ad�m� 0 (s�f�r) ise bir küresel

hiperboloid ya da S ve L0 dik ise bir çembere te§et olan do§rular olacakt�r. E§er

S bükümünün ad�m� s�f�rdan farkl�, ama sonlu, ise bu durumda regle yüzey, genel

olarak, bir helikoid olacakt�r. p, S bükümünün ad�m� olmak üzere, S ve L0 aras�ndaki

dik uzakl�k δ ve bu eksenler aras�ndaki aç� arctan(
δ

p
) ³eklindedir. Böyle bir durumda

L0 taraf�ndan üretilen regle yüzey, bir helisin tanjant aç�labilir yüzeyi olacakt�r. Bu

helis, L0 ve S ekseni aras�ndaki ortak dikme aya§� taraf�ndan izlenen e§ridir.

3.4 Persistan Frenet-Serret Hareketleri

Bir kat� cisim hareketini belirlemenin bir ba³ka yolu da bir e§ri kullanmakt�r. Uzayda

bir e§ri göz önünde bulunduruldu§unda, cisim üzerinde belirli bir noktan�n e§riyi

takip etmesi ve yönlendirmenin e§rinin Frenet-Serret çat�s� taraf�ndan belirlenmesi

gerekmektedir (Bottema ve Roth 1979).

Burada notasyonu belirlemek ad�na Frenet-Serret hareketleri ile ilgili baz� temel �kir-

leri hat�rlataca§�z. Bir Frenet-Serret hareketi için cismin hareketi, bir γ(µ) e§risinin
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Frenet çat�s�na göre belirlenir. Frenet çat�s�n�n denklemleri,

d

dµ
t = vωf ∧ t

d

dµ
n = vωf ∧ n (3.31)

d

dµ
b = vωf ∧ b

³eklindedir. Burada t, n ve b, s�ras�yla, e§rinin te§et, normal ve binormal vektörleri

ve v e§rinin h�z�, κ =

∥∥∥∥ ddµt
∥∥∥∥ ve τ = −

〈
n,

d

dµ
b

〉
, s�ras�yla, e§rinin e§rilik ve torsiyon

fonksiyonlar� olmak üzere, ωf = τt+ κb Frenet çat�s�n�n Darboux vektörüdür.

R = [t | n | b] olmak üzere hareket,

G(µ) =

 R γ

0 1

 (3.32)

ile verilir.

Bir Frenet-Serret hareketinin persistan olmas� için gerekli ve yeterli ko³ullar� elde

etmek oldukça zorludur. Ancak klasik teoremler yard�m�yla a³a§�daki sonuçlara ula-

³�labilir.

Teorem 3.4.1 Hareketin dayand�§� e§rinin e§rilik ve torsiyon fonksiyonlar�, s�ras�yla, κ

ve τ olsun. Bu durumda Frenet-Serret hareketinin ani bükümü,

pf =
τ

κ2 + τ 2
(3.33)

ad�m�na sahiptir (Selig ve Carricato 2017).

�spat. Bir Frenet-Serret hareketinin ani büküm h�z�,

dG(µ)

dµ
G−1(µ) = v

 ΩR t

0 0

 RT −RTγ

0 1

 = v

 Ω t− ωf ∧ γ

0 0

 (3.34)

ile verilir. Burada Ω, ωf vektörüne kar³�l�k gelen anti-simetrik matristir. Bu du-

rumda,

t = ωf ∧ (
−κ

κ2 + τ 2
n) +

τ

κ2 + τ 2
ωf (3.35)
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yaz�labilir. Böylece hareketin ani bükümü,

ν = (γ +
κ

κ2 + τ 2
n) ∧ ωf +

τ

κ2 + τ 2
ωf (3.36)

olmak üzere,

Sd = v

 ωf

ν

 (3.37)

³eklinde yaz�labilir. Bu bükümün ad�m�,

pf =
〈ωf , ν〉
〈ωf , ωf〉

=
τ

κ2 + τ 2
(3.38)

olarak elde edilir.

Bu sonuç Bottema ve Roth taraf�ndan 9. Bölüm, 2. K�s�m, Örnek 2'de verilmi³tir

(Bottema ve Roth 1979).

3.4.1 Persistan olma

Teorem 3.4.1 ³u basit sonuçlara sahiptir:

Sonuç 3.4.1 Hareketin dayand�§� e§rinin e§rilik ve torsiyon fonksiyonlar�, s�ras�yla, κ

ve τ olsun. Bu durumda Frenet-Serret hareketinin persistan olmas� için gerek ve yeter

ko³ul pf =
τ

κ2 + τ 2
ad�m�n�n sabit olmas�d�r (Selig ve Carricato 2017).

Teorem 3.4.2 E§er γ(µ) e§risi pf 6= 0 olmak üzere, p−persistan bir Frenet-Serret

hareketi üretirse, yani pf =
τ

κ2 + τ 2
ad�m� sabit ise, γ(µ) e§risinin e§rilik ve torsiyon

fonksiyonlar� Φ parametresi cinsinden,

κ =
1

2pf
cos Φ ve τ =

1

2pf
(sin Φ + 1) (3.39)

³eklinde parametrize edilebilir. E§rilik ve torsiyon fonksiyonlar� alternatif olarak,

κ =
1− t2

2pf (1 + t2)
ve τ =

(1 + t)2

2pf (1 + t2)
(3.40)

rasyonel fonksiyonlar� ile de parametrize edilebilir (Selig ve Carricato 2017).
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�spat. E§er pf 6= 0 ise pf =
τ

κ2 + τ 2
ba§�nt�s�,

κ2 +

(
τ − 1

2pf

)2

=

(
1

2pf

)2

(3.41)

e³itli§ini verecek ³ekilde yeniden düzenlenebilir. Bu e³itlik, koordinatlar� κ ve τ olan

düzlemde, τ ekseni boyunca
1

2pf
merkezli ve

1

2pf
yar�çapl� bir çemberi ifade eder.

Bu çemberin trigonometrik parametrelendirmesi aranan sonucu verir.

t = tan

(
Φ

2

)
al�nd�§�nda, yar�m aç� formülleri yard�m�yla alternatif rasyonel para-

metrelendirme elde edilir.

Uyar� 3.4.1 E§er Φ sabit ise, bu durumda κ e§rili§i ve τ torsiyonu da sabit olacakt�r

ve γ(µ) e§risi bir helis olacakt�r. Ayr�ca, bir Ribaucour hareketi için (yani p = 0 ad�ml�

bir hareket için) τ = 0 olmal�d�r. Bu durumda γ(µ) e§risi bir düzlem e§risi olacakt�r.

Uyar� 3.4.2
τ

κ2 + τ 2
sabitli e§riler, e§riler ve yüzeylerle ilgili klasik literatürde yayg�n

olarak çal�³�lmam�³t�r1. Standart e§ri teorisi, bir e§rilik ve bir torsiyon fonksiyonu veril-

di§inde, kat� hareket boyunca bu özelliklere sahip bir tek e§rinin oldu§unu söyler. Bu

nedenle, yukar�daki parametrelendirmeler ile verilen e§rilik ve torsiyon fonksiyonlar�na

sahip e§rilerin çizimleri say�sal olarak üretilebilir (�ekil 3.1).

3.4.2 Sabit ve hareketli aksode yüzeyleri

A³a§�daki sonuçlar Bottema ve Roth taraf�ndan verilmi³tir (Bottema ve Roth 1979).

Teorem 3.4.3 Bir Frenet-Serret hareketinin sabit aksodesi, e§rinin ωf Darboux vek-

törüne paralel olan ve e§rinin asli normali boyunca hareketi olu³turan e§riden kayd�r�lan

bir noktadan geçen üreteç do§rulardan olu³ur. Böylece sabit aksode yüzeyi,

α(µ, λ) =

(
γ(µ) +

κ(µ)

κ2(µ) + τ 2(µ)
n(µ)

)
+ λωf (µ) (3.42)

ile verilir. Genellikle bu regle yüzey aç�labilir de§ildir.

1Ancak τ(κ2 + τ2)−1 ifadesi, genel bir e§rinin asli normallerinden elde edilen bir regle yüzeyin
da§�lma parametresi olarak bilinir (Wilmore 2012).
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�spat. Denklem (3.36) yard�m�yla, aksode yüzeyinin

γ +
κ

κ2 + τ 2
n (3.43)

noktas�ndan geçti§i ve do§rultman�n�n ωf oldu§u görülebilir. Böylece regle yüzeyin

parametrik formu elde edilir.

Teorem 3.4.4 Frenet-Serret hareketinin hareketli aksodesi bir konoiddir.

�spat. Bir Frenet-Serret hareketinin hareketli çat�daki ani büküm h�z�,

G−1(µ)
dG(µ)

dµ
= v

 RT −RTγ

0 1

 ΩR t

0 0

 = v

 RTΩR RT t

0 0

 (3.44)

ile verilir. Frenet-Serret hareketinin in³as�yla, cismin sabit çat�s�n�n koordinat ek-

senleri µ = 0 noktas�nda e§rinin Frenet çat�s�na kar³�l�k gelir. Öyleyse,

t0 = t(0) = RT (µ)t(µ) (3.45)

ve benzerlerini yazal�m. Özel olarak,

ωf0 = RT (µ)ωf (µ) (3.46)

olsun. Cismin hareketli çat�daki büküm h�z�,

ν0 =
κ

κ2 + τ 2
n0 ∧ ωf0 +

τ

κ2 + τ 2
ωf0 (3.47)

olmak üzere,

Sb = υ

 ωf0

ν0

 (3.48)

olacakt�r. Bu koordinatlarda γ(0) = 0 oldu§u aç�kt�r. Böylece hareketli aksodenin

üreteç do§rular�,

l(µ) =

 ωf0
κ

κ2 + τ 2
n0 ∧ ωf0

 (3.49)

ile verilir. Burada ωf0 = τt0 + κb0 ³eklindedir. Bu do§rular�n hepsi kar³�l�kl�d�r ve

ln =

 n0

0

 (3.50)
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sabit do§rusuna diktir. Yani hepsi ortogonal olarak do§ruyla kesi³ir. Bu nedenle

regle yüzey bir konoiddir.

Teorem 3.4.5 Bir persistan Frenet-Serret hareketinin hareketli aksodesi, p 6= 0 olmak

üzere, çift kanatl� bir hiperbolik paraboloiddir2.

�spat. Yukar�da verdi§imiz Teorem 3.4.4 gere§i, genel bir Frenet-Serret hareketinin

hareketli aksodesi, hareketli koordinatlarda,

α(µ, λ) =
κ

κ2 + τ 2
n0 + λωf0 (3.51)

ile verilir. t0, n0 ve b0 eksenleri boyunca, s�ras�yla, x, y ve z koordinatlar�n� al�rsak,

yüzey üzerinde bir nokta,

x(µ, λ) = λτ

y(µ, λ) =
κ

κ2 + τ 2
(3.52)

z(µ, λ) = λκ

parametrik denklemleri ile verilir. Persistan bir Frenet-Serret hareketi için pf =
τ

κ2 + τ 2
oldu§unu biliyoruz. Böylece yukar�daki parametrizasyonda y(µ, λ) =

pfκ

τ
olur. κ, τ ve λ ifadelerinin sadele³tirilmesi ile,

xy = pfz (3.53)

çift kanatl� hiperbolik paraboloid denklemi elde edilir.

3.5 Bishop Hareketleri

Bishop hareketleri, önceki k�s�mda çal�³�lan Frenet-Serret hareketlerine benzerdir.

Tek fark, e§rinin Bishop çat�s�n� takip etmek için cismin yönlendirmesinin gerekli

olmas�d�r. Bu tür hareketler y�llar boyunca robotikte ve bilgisayar destekli tasa-

r�mda farkl� uygulamalar için birçok yazar taraf�ndan incelenmi³tir (Klok 1986),

(Ravani ve Meghdari 2004), (Selig 2007).

2Ayn� zamanda bir ortogonal hiperbolik paraboloid olarak da bilinir.
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Buradaki ana sonuç, böyle bir hareketin sabit aksodesinin e§rilerin klasik diferensiyel

geometrisinden oldukça a³ina olunan bir regle yüzey olmas�d�r.

Selig, Bishop hareketlerinin cisim-çat� h�z bükümlerinin her zaman p = 0 modüllü

bir IIB 3−vida sisteminde olmas� gerekti§i ile karakterize edildi§ini göstermi³tir

(Selig 2013). Bunun bir II sistem olmas�, sistemdeki neredeyse tüm bükümlerin ayn�

ad�ma sahip oldu§unu gösterir. Burada B, sistemin sonsuz ad�ml� tek bir istisnai

büküm içerdi§i anlam�na gelir. Son olarak p = 0 modülü, vida sistemindeki neredeyse

tüm bükümlerin 0 (s�f�r) ad�ma sahip oldu§unu söyler. Bu nedenle herhangi bir

Bishop hareketi, Ribaucour hareketi olacakt�r.

γ(µ) uzay�nda bir e§ri verildi§inde, e§ri üzerinde Bishop çat�s� olarak adland�r�lan

hareketli bir referans çat� bulunur. Asl�nda her biri ilk çat�n�n seçimi ile belirlenen

birçok Bishop çat�s� vard�r. E§rinin te§eti
dγ

dµ
= vt vektörü ile verilir. Burada v,

e§rinin
ds

dµ
h�z�d�r, yani s yay uzunlu§unun µ parametresine göre türevidir. Bishop

çat�s� için e§rinin iki normal vektörü vard�r (n1 ve n2) ve çat� denklemleri,

d

dµ
t = v(k1n1 + k2n2)

d

dµ
n1 = −vk1t (3.54)

d

dµ
n2 = −vk2t

³eklindedir. k1 ve k2 fonksiyonlar� e§rilik benzeri fonksiyonlard�r. t, n1 ve n2 birim

vektörleri, her anda bir sa§ sistem ortonormal çat� olu³turur ve

t ∧ n1 = n2, n1 ∧ n2 = t ve n2 ∧ t = n1 (3.55)

e³itliklerini sa§lar. Bu vektörler al�³�lm�³ Frenet-Serret vektörleri ile kar³�la³t�r�ld�-

§�nda, te§et vektörünün türevinden,

κn = k1n1 + k2n2 (3.56)

oldu§u görülebilir. Burada n asli normal vektördür. Tüm bu vektörler birim uzun-

luklu oldu§undan e§rilik, κ2 = k21 + k22 e³itli§ini sa§lar. Binormal vektör b = t ∧ n

ile tan�mland�§�ndan,

κb = −k2n1 + k1n2 (3.57)
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oldu§unu görmek kolayd�r. n ve b için denklemler ters çevrilirse,

n1 =
k1√
k21 + k22

n− k2√
k21 + k22

b ve n2 =
k2√
k21 + k22

n+
k1√
k21 + k22

b (3.58)

elde edilir. Bu ifade Bishop çat�s�n�n, Frenet çat�s�na göre te§et vektör etraf�nda

döndü§ünü gösterir. Dönme aç�s� θ olarak al�nd�§�nda, cos θ =
k1√
k21 + k22

ve sin θ =

k2√
k21 + k22

oldu§u görülür. Binormal için denklemin türevi al�narak, τ e§rinin tor-

siyonu olmak üzere,
dθ

dµ
= vτ oldu§unu göstermek mümkündür. Dolay�s�yla dönme

aç�s�, θ =
∫
vτdµ + θ0 integrali ile verilir. θ0 integrasyon sabiti, Bishop çat�s�n�n

ba³lang�çta belirledi§imiz yönlendirmesini temsil eder. Bu seçim Bishop çat�s� üze-

rindeki hareketi etkilemez.

γ(µ) e§risi üzerindeki Bishop hareketi SE(3) grubundaki

G(µ) =

 R γ

0 1

 (3.59)

e§risi taraf�ndan verilir. Burada R dönme matrisi, Bishop çat�s�n�n te§et ve normal

vektörlerinden olu³an sütunlara sahiptir:

R = [t | n1 | n2] (3.60)

(Selig ve Carricato 2017).

3.5.1 Aksodeler

Bishop hareketinin sabit ve hareketli aksodeleri klasik diferensiyel geometriden ol-

dukça a³ina olunan regle yüzeylerdir. Bishop çat�s�, Bishop taraf�ndan tan�t�lm�³t�r

(Bishop 1975), bu s�rada klasik kinematik geometrinin alt�n ça§� neredeyse sona

ermi³tir. Dolay�s�yla bu sonuçlar�n klasik literatürde yer almas� pek olas� de§ildir.

Sonuçlar a³a§�daki teorem çifti yard�m�yla ifade edilebilir.

Teorem 3.5.1 γ(µ) e§risi üzerindeki bir Bishop hareketinin sabit aksodesi e§rinin polar

aç�labilir yüzeyidir (Selig ve Carricato 2017).
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�spat. γ(µ) e§risi üzerindeki bir nokta, herhangi bir µ parametresinde bir eksen

etraf�nda ani dönme yapar. Bu eksen mevcut noktada e§rilik çemberlerinin mer-

kezlerinden geçer ve sabit aksodenin bir üreteç do§rusu olur. E§rilik çemberlerinin

merkezlerinden geçen bu do§ru, mevcut noktada e§rinin oskülatör düzlemine diktir.

Yani e§rinin binormal vektörüne paraleldir. Bu do§runun ayr�ca e§rinin oskülatör

küresinin merkezinden geçti§i bilinmektedir. Parametre de§i³tikçe oskülatör kürenin

merkezi, γ(µ) e§risinin pol e§risi boyunca ilerler ve e§rilik çemberlerinin merkezle-

rinden geçen do§ru pol e§risine te§et olur. Bu do§rular taraf�ndan belirlenen regle

yüzey, hareketin sabit aksodesidir ve e§rinin polar aç�labilir yüzeyi olarak bilinmek-

tedir (Forsyth 1920), (Eisenhart 1947).

Teorem 3.5.2 Bishop hareketinin hareketli aksodesi, sabit bir düzlemde yatan do§ru-

lardan olu³maktad�r (Selig ve Carricato 2017).

�spat. Oskülatör kürenin merkezinin ve bu nedenle de yukar�da binormal vektör

yönünde oskülatör kürenin merkezinden geçen do§ru olarak tan�mlanan ani dönme

ekseninin, e§rinin normal düzleminde yatt�§� bilinmektedir. Cisim e§ri boyunca ha-

reket ettikçe, normal düzlem cisimde sabitlenir ve bu yüzden hareketli aksodenin

bütün do§rular� bu düzlemde yatmaktad�r.

Bu sonuçlar bir önceki bölümdekine benzer ³ekilde do§rudan hesaplamalar ile de

gösterilebilir.

3.5.2 Bishop hareketlerinin in³as�

Bu k�s�mda yukar�da verdi§imiz sonuçlar�n olas� kullan�m�na bir örnek olarak Bishop

hareketilerinin bir in³as� sunulmaktad�r. Bishop hareketleri, e§rinin te§et do§rusu et-

raf�nda bir dönme ile bir Frenet-Serret hareketinin bile³kesi olarak tan�mlanm�³t�r.

Burada ayn� zamanda, Frenet-Serret hareketine dayanan alternatif bir in³a veril-

mi³tir. Kabul edelim ki σ(µ) uzayda regüler bir e§ri ve H(µ) bu e§ri üzerindeki

Frenet-Serret hareketi olsun. Bu in³a Bishop hareketinin sabit aksodesi olarak σ(µ)
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e§risinin te§et aç�labilir yüzeyini kullan�r. Bu yüzden e§er T0, µ = 0 noktas�nda σ(µ)

e§risinin te§et do§rusu ise, te§et aç�labilir yüzey,

T (µ) = H(µ)T0H
−1(µ) (3.61)

³eklinde yaz�labilir. Buradan Lp = H−1Ḣ + U̇U−1 denklemi yard�m�yla,

T0 = H−1Ḣ + U̇U−1 (3.62)

e³itli§i elde edilir. BuradaH−1Ḣ, hareketli çat�da Frenet-Serret hareketinin Darboux

bükümü olup,

H−1Ḣ = v


0 κ 0 1

−κ 0 τ 0

0 −τ 0 0

0 0 0 0

 (3.63)

ile verilir (bak�n�z 3.4.1 ve 3.4.3 teoremlerinin ispat�). Böylece,

U̇U−1 = −v


0 κ 0 1

−κ 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 (3.64)

ayarlamas�, (3.62) denklemini sa§lar. Bu sadece düzlemsel bir problem oldu§u için

denklemi U bile³enine göre çözmek çok zor de§ildir. E§er

U(µ) =


cos θ − sin θ 0 x

sin θ cos θ 0 y

0 0 1 0

0 0 0 1

 (3.65)

yaz�l�rsa, U(µ) denklemi,

dθ

dµ
= vκ

dx

dµ
+ vκy = v (3.66)

dy

dµ
− vκx = 0
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�spat. Bir aeroplane hareketinin ani büküm h�z�, sabit çat�da,

dG(µ)

dµ
G−1(µ) = Ġ1G1

−1 +G1Ġ2G2
−1G1

−1 (3.67)

ya da se(3) Lie cebirinin 6−bile³enli vektör formunda,

Sd = v

 ω

ν

− λ
 t

γ ∧ t

 (3.68)

olarak yaz�labilir. Burada ω ve ν, s�ras�yla, aç�sal ve lineer h�z olup, λ te§et vektörü

etraf�nda dönme h�z�n� ifade eder. λ ile çarp�lan negatif i³aret, Bishop hareketi ile

uyumluluk içindir. Sd ad�m�,

p =
v(vτ − λ)

λ2 − 2vλτ + v2(κ2 + τ 2)
(3.69)

ile verilir. Bu ifade ikinci dereceden bir denklem verecek ³ekilde λ bile³enine göre

yeniden düzenlenebilir,

pλ2 − (2vpτ − v)λ+ v2(pκ2 + pτ 2 − τ) = 0. (3.70)

E§rinin p−persistan bir aeroplane hareketine sahip olmas� için e§rinin h�z, e§rilik

ve torsiyon fonksiyonlar�n�n λ bile³enine göre çözülebilir olmas� gerekir. Bu ikinci

dereceden denklemin diskriminant�,

∆ = v2(1− 4p2κ2) (3.71)

³eklindedir. Böylece,

− 1

2κ
< p <

1

2κ
(3.72)

e³itsizli§ini sa§layan p için ikinci dereceden denklem ve dolay�s�yla da p−persistan

hareketler için reel çözümler bulunabilir. Bu nedenle ρ =
1

κ
olmak üzere, p de§eri

e§rinin minimum e§rilik yar�çap�n�n yar�s� (yani ±
(ρ

2

)
) ile s�n�rl�d�r. Denklemin

iki kökü, ³artlar sa§land�§�nda, iki olas� p−persistan aeroplane hareketi verecektir.

Böylece ispat tamamlan�r.

Teorem 3.6.2 Her regüler e§ri bir Ribaucour hareketi olan bir tek çat� hareketine sa-

hiptir. Bu hareket, e§ri üzerindeki Bishop çat�s� ile verilir (Selig ve Carricato 2017).

�spat. Her regüler e§ri λ = vτ seçimi ile verilen bir Ribaucour hareketi olan bir

aeroplane hareketine sahiptir.
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3.7 Do§ruya Göre Simetrik Persistan Hareketler

Bu k�s�mda, persistan olan do§ruya göre simetrik hareketleri bulma problemi üze-

rinde durulacakt�r. Do§ruya göre simetrik bir hareket, bir regle yüzeyin üst üste olan

üreteçlerinde bir kat� cismin yans�t�lmas� ile verilir. Bu hareketler kinematikte te-

mel öneme sahiptir (Bottema ve Roth 1979). Do§ruya göre simetrik hareketler Kra-

mes taraf�ndan bir dizi makalede kapsaml� bir ³ekilde incelenmi³tir (Krames 1937a),

(Krames 1937b), (Krames 1937c), (Krames 1937d), (Krames 1937e), (Krames 1937f),

(Krames 1981).

A³a§�daki sonuçlar Krames taraf�ndan verilmi³tir (Krames 1937a):

Teorem 3.7.1 Do§ruya göre simetrik bir hareketin ani büküm h�z�n�n ad�m�, hareketi

üreten regle yüzeyin da§�lma parametresine e³ittir.

Teorem 3.7.2 Genel bir do§ruya göre simetrik hareketin sabit aksodesi, hareketi üreten

yüzeyin merkez te§et do§rular� ile olu³turulan regle yüzeydir.

Bu teorem ³u basit sonucu verir:

Sonuç 3.7.1 p sabit da§�lma parametreli bir regle yüzey taraf�ndan üretilen bir do§-

ruya göre simetrik hareket, bir p−persistan harekettir. Özellikle, aç�labilir bir regle yüzey

taraf�ndan üretilen do§ruya göre simetrik hareket, bir Ribaucour hareketidir

(Selig ve Carricato 2017).

Krames taraf�ndan verilen yukar�daki teoremlerin ispatlar� çok iyi ve çözümü zor olsa

da, günümüzde yayg�n olmayan sentetik geometri hakk�nda detayl� bilgiye dayan-

maktad�r (Krames 1937a). Dolay�s�yla, aç�kl�k ve bütünlük ad�na modern ispatlar

a³a§�da sunulmaktad�r. Bu ispatlar orijinal ispatlar kadar iyi olmayabilir, ancak ba-

sittir ve çok az bilgiye dayanmaktad�r.
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Bu hareketlerin k�sa bir tan�m� ile ba³layal�m. Bir do§ruya göre yans�ma, do§ru

etraf�nda π radyanl�k, bazen yar�-dönme olarak adland�r�lan, basit bir dönmedir.

Bir do§ruya kar³�l�k gelen Lie cebiri eleman�, 4× 4 matris formunda,

L =

 Ω ν

0 0

 (3.73)

olarak verilebilir. Burada Ω, ω do§rusunun yönüne kar³�l�k gelen 3× 3 tipinde anti-

simetrik matristir ve ν, do§ru üzerindeki baz� r noktalar� için ν = r∧ω do§rusunun

momentidir. Bu ifadeler do§runun Plücker koordinatlar�n� olu³turur. ‖ω‖2 = 1 oldu-

§unda, bu matrislerin L3 = −L e³itli§ini sa§lad�§�n� do§rulamak kolayd�r. Böylece

L matrisinin üstel ifadesi,

eθL = I4 + sin θL+ (1− cos θ)L2 (3.74)

Rodrigues formülü ile verilen, do§ru etraf�nda θ kadar bir dönmeye kar³�l�k gelir.

Do§ru etraf�nda bir yar�m-dönme,

eπL = I4 + 2L2 (3.75)

matrisi ile ifade edilir.

Böylece bu hareketlerin büküm h�z� hesaplanabilir. Bununla ilgili sonuç, Lemma

3.7.1'de verilmi³tir.

Lemma 3.7.1 Kabul edelim ki L(t), do§ruya göre simetrik bir hareket için baz yüzeyi

olsun. Bu hareketin büküm h�z� Sd = 2[L(t), L̇(t)] ile verilir (Selig ve Carricato 2017).

�spat. L(t) ile verilen regle yüzeyin üreteçleri üzerinde bir kat� cismin yans�ma

hareketini dü³ünelim. t = 0 oldu§unda, grupta hareketin birimden geçmesi için ilk

üreteçteki yans�ma ile üreteçlerdeki yans�malar� olu³turabiliriz. Hareket,

G(t) = eπL(t)eπL(0) = (I4 + 2L(t)2)(I4 + 2L(0)2) (3.76)

³eklinde parametrelendirilebilir. Sabit çat�da bu hareketin ani büküm h�z�,

Sd =
dG(t)

dt
G−1(t) = 2(L̇L+ LL̇)(I4 + 2L2) (3.77)
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ile verilir. Bu ifadeyi as�l do§rular�n Plücker koordinatlar�na göre geni³leterek,

Sd = 2

 ΩΩ̇− Ω̇Ω + 2ΩΩ̇Ω2 Ων̇ − Ω̇ν + 2ΩΩ̇Ων

0 0

 (3.78)

elde edilir. 〈ω, ω〉 = 1 ve dolay�s�yla da 〈ω, ω̇〉 = 0 oldu§u bilgisini kullanarak,

ΩΩ̇Ω = 0 oldu§unu göstermek mümkündür. Böylece,

Sd = 2


 Ω ν

0 0

 Ω̇ ν̇

0 0

−
 Ω̇ ν̇

0 0

 Ω ν

0 0

 = 2[L(t), L̇(t)] (3.79)

elde edilir.

Uyar� 3.7.1 se(3) Lie cebirinin 6−bile³enli vektör formuna göre Lemma 3.7.1'in so-

nucu,

Sd = 2

 ω ∧ ω̇

ω ∧ ν̇ + ν ∧ ω̇

 (3.80)

olarak yaz�labilir. Bu ifade L ve L̇ ifadelerine kar³�l�k gelen iki bükümün vektörel çarp�-

m�d�r.

�imdi Teorem 3.7.1'in ispat�n� yapmak oldukça kolayd�r:

Teorem 3.7.1'in ispat�. 〈ω, ν〉 = 0 ve ‖ω‖2 = 1 oldu§unu hat�rlay�p, bunlar bir

do§runun Plücker koordinatlar� oldu§undan, Uyar� 3.7.1'de verilen Sd büküm h�z�n�n

ad�m�,

p =
〈(ω ∧ ω̇), (ω ∧ ν̇ + ν ∧ ω̇)〉

‖ω ∧ ω̇‖2
=
〈ω̇, ν̇〉
‖ω‖2

(3.81)

ile hesaplan�r. Bu ifade bir yüzeyin da§�lma parametresinin standart formülleri ile

kar³�la³t�r�labilir (Brauner 1967).

Nihayet bu hareketin büküm h�z� için olan sonuç, Teorem 3.7.2'yi ispatlamak için

kullan�labilir:

Teorem 3.7.2'nin ispat�. Kabul edelim ki do§ruya göre simetrik hareketi üreten

regle yüzey,

r(t, λ) = s(t) + λω(t) (3.82)
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olsun. Burada ω(t) üreteç do§rular�n�n yönü birim vektörler olup, 〈ω, ω̇〉 = 0 sa§la-

n�r. Dahas�, s(t) do§rultu e§risi asl�nda regle yüzeyin striksiyon e§risi olup, 〈ṡ, ω̇〉 = 0

sa§lan�r. Merkez normal vektör ω ∧ ṡ ile verilir ve böylece merkez te§et vektör de

ω ∧ (ω ∧ ṡ) ile verilir. Vektörün ω ∧ ω̇ vektörüne paralel oldu§u gösterilebilir (tek

gereken iki vektörün vektörel çarp�m�n� yapmak ve yukar�daki e³itlikler yard�m�yla

sadele³tirmektir). Böylece, Uyar� 3.7.1'de verildi§i gibi, hareketin büküm h�z�n�n ek-

seninin yüzeyin merkez te§etine paralel oldu§unu söyleyebiliriz. Bükümün ekseninin

t an�nda striksiyon noktas�ndan geçti§ini göstermek için bükümün öteleme k�sm�na

bakar�z. Büküm h�z�nda ν = s ∧ ω oldu§unu dikkate al�rsak,

ω ∧ ν̇ + ν ∧ ω̇ = ω ∧ (ṡ ∧ ω + s ∧ ω̇) + (s ∧ ω) ∧ ω̇

= ω ∧ (ṡ ∧ ω) + s ∧ (ω ∧ ω̇) (3.83)

elde ederiz. Yukar�da, denklemin sa§�ndaki ilk terim (ω ∧ ω̇) ekseninin yönüne pa-

raleldir. Böylece ikinci terim do§runun momenti olup, üreteç üzerindeki striksiyon

noktas� olan s noktas�ndan geçer.

Do§ruya göre simetrik persistan hareketin bir örne§i

Do§ruya göre simetrik p−persistan bir hareketi üretmek için sabit da§�lma paramet-

reli regle yüzey örneklerine ihtiyac�m�z vard�r. Klasik diferensiyel geometride bu tür

yüzeyler birçok yazar taraf�ndan çal�³�lm�³t�r (Brauner 1960).

Dairesel hiperboloid ve regle helikoid, Kesim 3.3 alt�nda kar³�la³t�§�m�z örneklerdir.

Bu yüzeylerin aksode olarak kullan�lmas�yla olu³turulan hareketler ve do§ruya göre

simetrik olarak ayn� yüzeylerle üretilen hareketler genel olarak farkl�d�r.

Bilinen di§er örnekler, sabit torsiyonlu e§rilerin binormal do§rular�ndan olu³ur. Bir

uzay e§risi verildi§inde, e§rinin binormal vektörü boyunca olan do§rular�n cümlesi

bir regle yüzey olu³turur. Böyle bir yüzeyin da§�lma parametresinin orijinal e§ri-

nin torsiyonuna e³it oldu§unu göstermek kolayd�r. Asl�nda yüzeyin striksiyon e§risi,

yüzeyin in³a edildi§i orijinal e§ridir (Wilmore 2012).
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Do§ruya göre simetrik hareketler üzerinde çal�³madan önce Krames, sabit da§�lma

parametreli Cayley kübik regle yüzeylerin özel bir s�n�f�n� bulmu³tur (Krames 1924).

Daha sonra Brauner, bunlar�n sabit da§�lma parametreli tek kübik regle yüzeyler

oldu§unu göstermi³tir (Brauner 1959). Cayley kübik regle yüzeye dayanan do§ruya

göre simetrik hareketler Husty taraf�ndan incelenmi³tir, ancak bu çal�³mada sabit

da§�lma parametreli bir yüzey kullan�lmam�³t�r (Husty 1987).

Sabit da§�lma parametreli Cayley kübik regle yüzey,

P01 = 2t3 P23 = −6dt

P02 = 3t2 + 1 P31 = 6dt2 (3.84)

P03 =
√

3(t2 + 1) P12 = −2
√

3dt2

Plücker koordinatlar� ile verilir. Bu gösterimde d parametresi, yüzeyin da§�lma pa-

rametresi olacak ³ekilde ayarlanm�³t�r. Bu yüzeyin bir örne§i �ekil 3.3'de verilmi³tir.

Bu ³ekil ayn� zamanda yüzeyin bir do§rultusu olan üreteç do§rusunu gösterir ki bu

bütün üreteçlere kar³�l�k gelen e§ridir. Do§rultu, yukar�da verilen parametrelendir-

mede t = 0 noktas�na kar³�l�k gelir.

Bu durumda hareket, 4× 4 matris formunda,

G(t) = (I4 + 2L(t)2)(I4 + 2L(0)2)

=



−t6 + 3t4 + 3t2 + 1

(t2 + 1)3
t3

(t2 + 1)3

√
3(2t5 + t3)

(t2 + 1)3
−2
√

3dt2(3t2 + 2)

(t2 + 1)3

− 3t5 + t3

(t2 + 1)3
t6 + 3t4 + 6t2 + 2

2(t2 + 1)3
−
√

3t2(t4 − 3t2 − 2)

2(t2 + 1)3

√
3dt(2t4 − 3t2 − 3)

(t2 + 1)3

−
√

3t3

(t2 + 1)2
−
√

3t2(t2 + 2)

2(t2 + 1)2
−t4 + 4t2 + 2

2(t2 + 1)2
3d(2t3 + t)

(t2 + 1)2

0 0 0 1


(3.85)

ile verilir.

Bu hareketin sabit aksodesinin Plücker koordinatlar�,

F01 = −2
√

3t F23 = −6
√

3dt

F02 =
√

3t2(t2 + 3) F31 = −3
√

3d(t4 + 1) (3.86)

F03 = 3t2(t2 + 1) F12 = −3d(t4 + 2t2 − 1)

³eklindedir ve bir kuartik regle yüzeydir.
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³eklindedir. Burada f =

∥∥∥∥dNdt
∥∥∥∥ ve g = −〈C, dW0

dt
〉 e§rinin e§rili§idir. f ve g e§ri-

liklerini, s�ras�yla, f = κ
√

1 + (τ/κ)2 ve g = σf ³eklinde ifade etmek daha uygun

olacakt�r. Burada σ fonksiyonu, α e§risinin N asli normal göstergesinin küresel gö-

rüntüsünün geodezik e§rili§idir ve σ = (
κ2

(κ2 + τ 2)3/2
)(
d

dt
(
τ

κ
)) ile verilmektedir.

Uyarlanm�³ çat�n�n Darboux vektörü, e§rinin e§rili§i f ve g olmak üzere,

ωa = gN + fW0 (3.89)

³eklindedir (Uzuno§lu vd. 2016).

Teorem 3.8.1 f ve g e§rilikli bir uzay e§risine ba§l� ve yine bu e§ri boyunca hareket

eden {N,C,W0} çat�s� ile üretilen uyarlanm�³ bir çat� hareketinin ani bükümü, pa =
τ

f2 + g2
ad�m�na sahiptir (Kahveci ve Yayl� 2019).

�spat. Uyarlanm�³ bir çat�n�n ani büküm h�z�, ωa Darboux vektörüne kar³�l�k gelen

3× 3 tipinde anti-simetrik bir matris
dR

dt
RT =


0 f 0

−f 0 g

0 −g 0

 olmak üzere,

dG(t)

dt
G−1(t) =

 dR

dt
RT dα

dt
− ωa ∧ α

0 0

 (3.90)

ile verilir. Burada G(t) hareketi, R(t) = [N | C | W0] olmak üzere,

G(t) =

 R(t) α(t)

0 1

 (3.91)

³eklindedir. Denklem (3.91) yard�m�yla hareketin ani bükümü, ν =
dα

dt
− ωa ∧ α

olmak üzere,

S =

 ωa

ν

 (3.92)
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olarak ifade edilebilir. Bu bükümün ad�m�,

pa =
〈ωa, ν〉
〈ωa, ωa〉

=
〈T, ωa〉
〈ωa, ωa〉

=
τ

f2 + g2
(3.93)

olarak hesaplan�r. Burada ωa = gN + fW0 = gN + τT + κB ve W0 =
ωf
‖ωa‖

=

τT + κB

f
³eklindedir.

Sonuç 3.8.1 f ve g e§rilikli bir e§ri üzerindeki uyarlanm�³ çat� hareketinin persistan

olmas� için gerek ve yeter ko³ul
τ

f2 + g2
ad�m�n�n sabit olmas�d�r (Kahveci ve Yayl� 2019).

Önerme 3.8.1 R3 uzay�nda herhangi bir α e§risi alal�m. pf ve pa, s�ras�yla, Frenet-

Serret ve uyarlanm�³ çat� hareketlerinin ad�mlar� olsun. Bu durumda σ =
(
d

dt
(
τ

κ
))κ2

(κ2 + τ 2)3/2

olmak üzere,
pf
pa

= 1 + σ2 (3.94)

e³itli§i sa§lan�r (Kahveci ve Yayl� 2019).

�spat. Teorem 3.4.1 gere§ince,

pf =
τ

κ2 + τ 2
(3.95)

ve Teorem 3.8.1 gere§ince,

pa =
τ

f2 + g2
(3.96)

oldu§unu biliyoruz. g = σf ifadesini (3.96) denkleminde yerine yazarak,

pa =
τ

f2(1 + σ2)

=
τ

(κ2 + τ 2)(1 + σ2)

= pf
1

1 + σ2
(3.97)
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elde edilir. Sonuç olarak,
pf
pa

= 1 + σ2 (3.98)

denklemi bulunur.

Uyar� 3.8.1 Darboux vektörleri çat�lar�n aç�sal momentumuna kar³�l�k gelmektedir.

Yönü, hareketin ani eksenini ve uzunlu§u da aç�sal h�z� belirler. Dahas� ani eksenlerin

geometrik yeri bir sabit aksode yüzeyi verir (Karger ve Novak 1978). Bir G(t) hareke-

tinin sabit aksode yüzeyi, t de§i³ken iken, Sd ani bükümünün ekseni ile verilir. Benzer

³ekilde, hareketli aksode yüzeyi, t de§i³ken iken, Sb ani bükümünün ekseni ile verilir

(Selig ve Carricato 2017). Frenet-Serret çat�s� için bu yüzeyler, Selig ve Carricato tara-

f�ndan verilmi³tir (Selig ve Carricato 2017). {N,C,W0} uyarlanm�³ çat�s� için sabit ve

hareketli aksode yüzeylerinin denklemleri, u ∈ R olmak üzere,

φ(t, u) =

[
(

κ

f2 + g2
N − g

f2 + g2
B) + α

]
+ u [τT + gN + κB] , (3.99)

φ(t, u) =

[
κ

f2 + g2
N0 −

g

f2 + g2
B0

]
+ u [τT0 + gN0 + κB0] (3.100)

ile verilir. T0, N0 ve B0, s�ras�yla, e1 , e2 ve e3 standart bazlar� olarak seçildi§inde, hareketli

aksode yüzeyi,

φ(t, u) =

[
0,

κ

f2 + g2
,− g

f2 + g2

]
+ u [τ , g, κ] (3.101)

halini al�r. Böylece uyarlanm�³ çat� hareketi için iki regle yüzey, yani sabit ve hareketli

aksode yüzeyleri, in³a edilmi³ olur.

3.9 Slant Helisler ve Persistan Hareketler

Standart e§ri teorisinde bir slant helis, her noktada asli normalinin sabit bir do§-

rultu ile sabit bir aç� yapmas� ile tan�mlanmaktad�r. 20. ve 21. yüzy�llarda bu tür

e§riler oldukça ilgi görmü³tür. Sco�eld, sabit presesyonlu e§rileri incelemi³ ve bu

e§rilerin yay uzunlu§u parametreli çözümlerini türetmi³tir (Sco�eld 1995). Izumiya

ve Takeuchi, slant helisleri tan�mlam�³ ve onlar�n aç�k bir s�n��and�rmas�n� vermi³-

tir (Izumiya ve Takeuchi 2004). Kula ve çal�³ma arkada³lar�, diferensiyel denklemler
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yard�m�yla slant helisleri karakterize etmi³ ve sabit presesyonlu e§rilerin slant he-

lisler oldu§unu göstererek, slant helislerin küresel göstergeleri üzerine çal�³m�³lard�r

(Kula ve Yayl� 2005), (Kula vd. 2010). Menninger slant helislerin e§rilikler ve torsi-

yonlar aç�s�ndan genel bir karakterizasyonunu sunmu³ ve onlar�n tanjant vektörünün

yay uzunlu§u parametrizasyonunu elde etmi³tir (Menninger 2014).

Tan�m 3.9.1 Kabul edelim ki α : I → R3 bir e§ri ve {T,N,B} de α e§risinin Frenet-

Serret çat�s� olsun. v sabit bir birim vektör olmak üzere, e§er 〈N, v〉 = sabit ise α slant

helis olarak adland�r�l�r (Izumiya ve Takeuchi 2004).

κ 6= 0 varsay�m� alt�nda, bir α e§risinin slant helis olmas� için gerek ve yeter ko³ul

α e§risinin asli normal göstergesinin küresel görüntüsünün

σ(s) = (
κ2

(κ2 + τ 2)3/2
(
d

ds
(
τ

κ
))(s) (3.102)

geodezik e§rili§inin sabit bir fonksiyon olmas�d�r (Izumiya ve Takeuchi 2004).

Önerme 3.9.1 α e§risinin slant helis olmas� için gerek ve yeter ko³ul
pf
pa

oran�n�n sabit

olmas�d�r (Kahveci ve Yayl� 2019).

�spat. α slant helis olsun. Bu durumda σ sabittir. Böylece
pf
pa

= sabit olur. Kabul

edelim ki
pf
pa

= sabit (3.103)

olsun. Denklem (3.94),
pf
pa

= 1 + σ2 ifadesini gerektirir. Böylece

σ = sabit (3.104)

olup, α bir slant helistir.

Lemma 3.9.1 Kabul edelim ki α, R3 uzay�nda bir slant helis olsun. α üzerindeki Frenet-

Serret hareketinin persistan olmas� için gerek ve yeter ko³ul α üzerindeki uyarlanm�³ çat�

hareketinin persistan olmas�d�r (Kahveci ve Yayl� 2019).
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�spat. (3.94) denkleminden,
pf
pa

= 1 + σ2 (3.105)

oldu§u biliniyor. α slant helis oldu§undan, σ sabittir. Böylece,

pf
pa

= sabit (3.106)

elde edilir. α e§risi üzerindeki Frenet-Serret hareketi persistan oldu§unda, pf ad�m�

sabittir. (3.106) denkleminden benzer ³ekilde pa ad�m� da sabittir. Bu ifade α e§risi

üzerindeki uyarlanm�³ çat� hareketinin persistan oldu§unu söyler. Kar³�t olarak, α

e§risi üzerindeki uyarlanm�³ çat� hareketi persistan oldu§unda, pa ad�m� sabittir.

(3.106) denkleminden benzer ³ekilde pf ad�m� da sabittir. Bu ifade α e§risi üzerindeki

Frenet-Serret hareketinin persistan oldu§unu söyler.

Lemma 3.9.1 gere§ince, bir slant helis üzerinde Frenet-Serret hareketinin persistan

olmas�, uyarlanm�³ çat� hareketinin persistan olmas�n� gerektirir.

Bu tez çal�³mas�n�n amaçlar�ndan biri

� Bir slant helis üzerinde Frenet-Serret ya da uyarlanm�³ çat� hareketi ne zaman

persistan olur?

sorusuna yan�t aramakt�r. Bu soruyu yan�tlamak için a³a§�daki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.9.1 Kabul edelim ki α(s), λ ∈ R olmak üzere, κ = λϕ′(s) cosϕ(s) e§rilikli

ve τ = λϕ′(s) sinϕ(s) torsiyonlu bir slant helis olsun 3. α(s) üzerindeki Frenet-Serret

hareketinin persistan olmas� için gerek ve yeter ko³ul, c0, c ∈ R olmak üzere,

ϕ(s) = 2 arccot(ec0−
s
c ) (3.107)

olmas�d�r (Kahveci ve Yayl� 2019).

�spat. Teorem 3.4.1 gere§ince, Frenet-Serret hareketi persistan oldu§undan,

τ

κ2 + τ 2
= sabit (3.108)

3Burada üstel zaman parametresine göre türevi temsil eder.
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yaz�labilir. κ ve τ ifadeleri (3.108) denkleminde yerlerine yaz�l�rsa,

τ

κ2 + τ 2
=

sinϕ(s)

λϕ′(s)
= sabit (3.109)

elde edilir. Böylece,

sinϕ(s) = cϕ′(s) (3.110)

diferensiyel denklemi bulunur. Bu diferensiyel denklemin çözümü,

ϕ(s) = 2 arccot(ec0−
s
c ) (3.111)

³eklindedir. Kar³�t olarak, ϕ(s) = 2 arccot(ec0−
s
c ) al�n�rsa, bu aç�kça α slant helisi

üzerindeki Frenet-Serret hareketini verir.

Uyar� 3.9.1 Slant helislerin genel bir karakterizasyonu Menninger taraf�ndan verilmi³tir

(Menninger 2014). Bir slant helisin,

κ = λϕ′(s) cosϕ(s) (3.112)

e§rili§i ve

τ = λϕ′(s) sinϕ(s) (3.113)

torsiyonu ile verildi§ini kabul edelim. Böylece ϕ(s) fonksiyonu,

ϕ(s) = 2 arccot(ec0−
s
c ) (3.114)

olarak al�nd�§�nda, slant helisin te§etler göstergesi a³a§�daki gibi parametrize edilebilir:

T (s) =


1
2

[λ1 cosλ2Ψ(s) + λ2 cosλ1Ψ(s)]

1
2

[λ1 sinλ2Ψ(s) + λ2 sinλ1Ψ(s)]
n

m
sinnΨ(s)

 . (3.115)

Burada n = cos θ ve m = cot θ olmak üzere, Ψ(s) =
ϕ(s)

n
, λ1 = 1− n ve λ2 = 1 + n

³eklindedir.
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4. MINKOWSKI UZAYINDA SAB�T ADIMLI HAREKETLER

Bu bölümde, Lorentz geometrisi yard�m�yla, 3−boyutlu Minkowski uzay�nda persis-

tan kat� hareketlerin geometrik kinemati§i incelenmi³tir. Öklid uzay�ndaki tan�mla-

maya benzer olarak, bir parametreli bir kat� hareketin persistan olmas�, hareketin

ani bükümünün sabit bir ad�ma sahip olmas� özelli§i ile tan�mlan�r. 3−boyutlu Ök-

lid ve Minkowski uzaylar� aras�ndaki tek fark, hareketlerin dayand�§� e§rinin causal

karakterine ba§l� olarak, Minkowski uzay�nda bükümlerin ad�m�n�n üç farkl� de§er

almas�d�r. Bu bölümde ayr�ca Frenet-Serret, uyarlanm�³ çat� ve Bishop hareketleri

dahil olmak üzere baz� önemli çat� hareketlerinin persistan olmas� için gerekli ve

yeterli kriterler belirlenmi³tir. Daha sonra bu özel hareketlerin sabit ve hareketli ak-

sode yüzeyleri tan�mlanm�³, bu yüzeylerle ilgili geometrik özellikler sunulmu³tur. Son

olarak, 3−boyutlu Minkowski uzay�nda özel çat� hareketlerinin kapsaml� bir incele-

mesini sunmak ad�na persistan kat� hareketler ve bu hareketlerin aksode yüzeyleri

ile ilgili baz� aç�klay�c� örnekler verilmi³tir.

4.1 Kat� Hareketlerin �ncelenmesi

Bu k�s�mda, ilerleyen bölümlerdeki gereksinimleri kar³�lamak için 3−boyutlu Minko-

wski uzay�nda vida teorisinin baz� sonuçlar� k�saca sunulmu³tur (daha detayl� bilgi

için, bak�n�z (Bottema ve Roth 1979), (Kim ve Noz 1986), (Selig 2005)).

R2,1 3−boyutlu Minkowski uzay�n�n ani kinemati§inde, tüm kat� hareketlerin cüm-

lesi, yani R2,1 uzay�n�n izometriler grubu, Poincaré grubu (homojen olmayan Lorentz

grup olarak da bilinir) olarak adland�r�lan ve

ISO(2, 1) =


 R d

0 1

 | R ∈ SO(2, 1), d ∈ R2,1

 (4.1)

ile temsil edilen 6− boyutlu bir Lie grubu olu³turur. Burada ISO(2, 1) grubunun,

bile³enlerin bir eksen etraf�nda dönme ve ayn� eksen boyunca ötelemeleri gösterdi§i

SO(2, 1) oR2,1 yar�-direkt çarp�m� ile izomorf oldu§una dikkat edin.
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Bir G(t) ∈ ISO(2, 1) kat� hareketini dü³ünelim, yani R(t), t an�nda SO(2, 1) belirsiz

özel ortogonal grubunda bir dönme matrisi ve d(t) bir öteleme olmak üzere,

G(t) =

 R(t) d(t)

0 1

 . (4.2)

Böyle bir hareketin R2,1 uzay�nda bir p0 noktas�ndaki hareketi, p(t)

1

 =

 R(t) d(t)

0 1

 p0

1

 (4.3)

ile verilir. Burada p(t) dönü³türülmü³ pozisyon vektörüdür. Özellikle (4.3) denklemi,

X =

 p0

1

 ve Y (t) =

 p(t)

1

 olmak ko³uluyla,

Y (t) = G(t)X (4.4)

³eklinde yaz�labilir. Böylece,X = G−1(t)Y (t) oldu§undan (4.4) denkleminin t zaman

parametresine göre türevi, noktan�n h�z�n� verecektir,

dY (t)

dt
=
dG(t)

dt
G−1(t)Y (t). (4.5)

Fiziksel olarak,

Sd =
dG(t)

dt
G−1(t) (4.6)

e³itli§i G(t) hareketinin ani h�z�n� tan�mlar ve sabit çat�da hareketin ani bükümü

olarak adland�r�l�r. Dahas�, hareketli çat�da hareketin ani bükümü,

Sb = G−1(t)SdG(t) = G−1(t)
dG(t)

dt
(4.7)

ile temsil edilir.

iso(2, 1) ile gösterilen ISO(2, 1) Poincaré grubunun Lie cebiri, elemanlar� yukar�da

aç�klanan bükümlerden olu³an özde³likteki tanjant uzay�na kar³�l�k gelir. iso(2, 1)

Poincaré Lie cebirindeki bir büküm,

S =

 Ω ν

0 0

 (4.8)
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ile ifade edilen forma sahiptir. Burada Ω, ω aç�sal h�z vektörüne kar³�l�k gelen 3× 3

tipinde bir yar� anti-simetrik matristir ve ν, üç bile³enli bir vektördür. Lie cebirinin

bir S eleman�n�,

S = (ω, ν) (4.9)

biçiminde bükümün ba³ka bir formunu veren 6−boyutlu bir vektör olarak ifade

etmek mümkündür. Burada ω = (ω1, ω2, ω3) hareketin aç�sal h�z� ve ν = (ν1, ν2, ν3)

hareketin lineer h�z�d�r. Ani bükümün ad�m�n�n,

p =
〈ω, ν〉L
〈ω, ω〉L

(4.10)

ile formüle edildi§i göz önüne al�nd�§�nda, büküm ayr�ca,

S = (ω, c ∧L ω + pω) (4.11)

ile de temsil edilebilir. Burada c, kolayl�k sa§lamak için c =
ν ∧L ω
〈ω, ω〉L

ile de§i³tirilir.

4.2 Persistan Kat� Hareketler

Bir Lorentz manifoldu, 1 indeksli ve ≥ 2 boyutlu 〈, 〉L metrik tensörü ile donat�lm�³

düzgün bir manifolddur (O'Neill 1983). Varsayal�m ki M , ISO(2, 1) Poincaré grubu-

nun bir alt kümesi olan ve manifold yap�s�n� ISO(2, 1) grubundan alan bir Lorentz

alt manifoldu ve G1 ve G2, M manifoldundaki herhangi iki nokta çifti olsun. Bu

tür bir manifoldun persistan olmas�, bu noktalardaki tanjant uzaylar�n kar³�l�kl� ola-

rak uyumlu olmas� özelli§i ile tan�mlan�r. Yani, ISO(2, 1) grubunun herhangi bir H

eleman� için,

(TG1M)G−11 = H(TG2M)G−12 H−1. (4.12)

Tan�m 4.2.1 1−parametreli bir G kat� hareketinin persistan olmas� için gerek ve yeter

ko³ul
dG

dt
G−1 = HLpH−1. (4.13)

olmas�d�r. Burada Lp, p ad�m�na sahip bir sabit bükümü ifade eder ve H, daha önce

belirtildi§i gibi, gruptaki key� bir hareketi temsil eder (Kahveci ve Yayl� 2022).
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4.3 Persistan Frenet-Serret Hareketleri

ISO(2, 1) Poincaré grubundaki bir e§ri, kinematik olarak, kat� bir hareketin yörün-

gesi olarak dü³ünülebilir (Selig 2007). Yani, bir kat� hareketi belirlemenin ba³ka bir

yöntemi de bir e§ri kullanmakt�r (Bottema ve Roth 1979). Bu k�s�mda, Frenet çat�

denklemleri 3− boyutlu Minkowski uzay�nda regüler bir e§riye ba§l� ve bu e§ri bo-

yunca hareket eden kat� bir hareketin kinematik özelliklerini in³a etmek için kullan�-

lacak ve persistan Frenet-Serret hareketleri tan�t�lacakt�r. Çal�³ma boyunca, e§rilerin

lightlike oldu§u ya da lightlike bir normal vektöre sahip oldu§u durum tart�³man�n

d�³�nda tutulmu³tur.

Bir birim h�zl� e§rinin α : I ⊂ R → R2,1, t 7→ α(t) ile verildi§ini, yani dα/dt =

T oldu§unu ve {T,N,B} çat�s�n�n α e§risinin Frenet-Serret çat�s�n� gösterdi§ini

varsayal�m. O halde Frenet-Serret çat� denklemleri,

d

dt
T = κN

d

dt
N = εBκT + τB (4.14)

d

dt
B = εT τN

³eklindedir. Burada κ =

∥∥∥∥ ddtT
∥∥∥∥
L

= εN

〈
d

dt
T,N

〉
L

ve τ = εB

〈
d

dt
N,B

〉
L

e§rinin,

s�ras�yla, e§rilik ve torsiyon fonksiyonlar�d�r, öyle ki herhangi bir x ∈ R2,1 için,

εx =

 −1, e§er x bir timelike vektör ise

1, e§er x bir spacelike vektör ise

 (4.15)

x vektörünün causal karakteri ile tan�mlan�r. Burada Frenet vektörlerinin Minkowski

vektörel çarp�mlar�n�n,

T ∧L N = εBB, N ∧L B = εTT ve B ∧L T = εNN (4.16)

e³itliklerini sa§lad�§�na dikkat edin. Frenet-Serret formülleri ³u alternatif ifadeye izin

verir:

d

dt
T = ωf ∧L T

d

dt
N = ωf ∧L N (4.17)

d

dt
B = ωf ∧L B.
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Burada Frenet çat�s�n�n ωf Darboux vektörü a³a§�daki üç formdan birine sahiptir:

ωf =


τT + κB, e§er α timelike bir e§ri ise

τT − κB, e§er α timelike normalli spacelike bir e§ri ise

−τT + κB, e§er α timelike binormalli spacelike bir e§ri ise

 . (4.18)

α(t) e§risi boyunca belirlenen Frenet-Serret hareketi,

G(t) =

 R(t) α(t)

0 1

 (4.19)

ile verilir. Burada R(t) ∈ SO(2, 1), T , N ve B Frenet vektörlerine sütun olarak

sahiptir:

R(t) =


[T | N | B] , e§er α timelike bir e§ri ise

[N | B | T ] , e§er α timelike normalli spacelike bir e§ri ise

[B | T | N ] , e§er α timelike binormalli spacelike bir e§ri ise

. (4.20)

4.3.1 Persistan olma

Teorem 4.3.1 κ e§rili§i ve τ torsiyonu ile R2,1 uzay�nda regüler bir α e§risine ba§l�

ve bu e§ri boyunca hareket eden bir Frenet-Serret hareketi için hareketin ani bükümü,

e§rinin causal karakterine ba§l� olarak a³a§�daki üç ad�mdan birine sahiptir:

pf =


τ

τ 2 − κ2
, e§er α timelike bir e§ri ise

τ

κ2 + τ 2
, e§er α timelike normalli spacelike bir e§ri ise

τ

κ2 − τ 2
, e§er α timelike binormalli spacelike bir e§ri ise

 (4.21)

(Kahveci ve Yayl� 2022).

�spat. Sabit referans çat�da, R2,1 uzay�nda bir α(t) regüler e§risine ba§l� ve bu e§ri

boyunca hareket eden bir Frenet-Serret hareketinin ani bükümü,

Sd =
dG(t)

dt
G−1(t) =

 dR/dt T

0 0

 R−1 −R−1α

0 1

 =

 Ω ν

0 0

 (4.22)

ile ifade edilir. Burada Ω =
dR

dt
R−1, Frenet çat�s�n�n ωf Darboux vektörüne kar³�l�k

gelen 3× 3 tipinde yar� anti-simetrik bir matristir ve ν = T − ωf ∧L α.
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i. α e§risinin timelike bir e§ri oldu§unu varsayal�m. ωf = τT + κB ve

ν =

(
α +

κ

τ 2 − κ2
N

)
∧L ωf +

τ

τ 2 − κ2
ωf (4.23)

olmak üzere,

T =

(
κ

τ 2 − κ2
N

)
∧L ωf +

τ

τ 2 − κ2
ωf (4.24)

oldu§unu ve bu nedenle hareketin sabit çat�daki h�z bükümünün Sd = (ωf , ν)

olarak temsil edilebilece§i sonucuna varmak kolayd�r. Bu ifadeyi bir bükümün

ad�m�n�n hesaplamas�na dahil etmek,

pf =
〈ωf , ν〉L
〈ωf , ωf〉L

=
τ

τ 2 − κ2
(4.25)

sonucunu verir.

ii. α e§risinin timelike normalli spacelike bir e§ri oldu§unu varsayal�m. Benzer

³ekilde, hareketin sabit çat�daki h�z bükümü, ωf = τT − κB ve

ν =

(
α− κ

κ2 + τ 2
N

)
∧L ωf +

τ

κ2 + τ 2
ωf (4.26)

olmak üzere, Sd = (ωf , ν) ile verilir. Baz� hesaplamalardan sonra, bükümün

ad�m�,

pf =
τ

κ2 + τ 2
(4.27)

olarak elde edilir.

iii. α e§risinin timelike binormalli spacelike bir e§ri oldu§unu varsayal�m. Benzer

³ekilde hareketin sabit çat�daki h�z bükümü, ωf = −τT + κB ve

ν =

(
α +

κ

κ2 − τ 2
N

)
∧L ωf +

τ

κ2 − τ 2
ωf (4.28)

olmak üzere, Sd = (ωf , ν) ile verilir. Baz� hesaplamalardan sonra, bükümün

ad�m�,

pf =
τ

κ2 − τ 2
(4.29)

olarak elde edilir.

Ayr�ca, hareketli referans çat�da hareketin ani bükümü Sb = G−1(t)
dG(t)

dt
ile veril-

mektedir. Bu nedenle, hareketli çat�daki h�z bükümü sabit çat�daki h�z bükümü ile

ayn� olacakt�r.
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Böylece ispat tamamlan�r.

Sonuç 4.3.1 Frenet-Serret hareketinin persistan olmas� için gerek ve yeter ko³ul ani

bükümün pf ad�m�n�n sabit olmas�d�r. Yani,

i. timelike durum için,
τ

τ 2 − κ2
= sabit,

ii. timelike normalli spacelike durum için,
τ

κ2 + τ 2
= sabit,

iii. timelike binormalli spacelike durum için,
τ

κ2 − τ 2
= sabit.

Burada κ ve τ , s�ras�yla, hareketin dayand�§� e§rinin e§rilik ve torsiyon fonksiyonlar�d�r

(Kahveci ve Yayl� 2022).

Uyar� 4.3.1 Ani bükümün pf ad�m� s�f�ra e³it oldu§unda, Frenet-Serret hareketi Riba-

ucour hareketi olarak adland�r�l�r (Selig ve Carricato 2017), (Study 1913).

Sonuç 4.3.2 R2,1 uzay�ndaki bir e§rinin s�f�r olmayan bir pf sabit ad�m� ile persistan

bir Frenet-Serret hareketi olu³turdu§unu varsayal�m. Bu durumda e§rilik ve torsiyon a³a-

§�daki rasyonel fonksiyonlardan biri ile parametrelendirilebilir:

i. E§er e§ri timelike bir e§ri ise,

κ =
t

pf (t2 − 1)
ve τ =

t2

pf (t2 − 1)
. (4.30)

ii. E§er e§ri timelike normalli spacelike bir e§ri ise,

κ =
1− t2

2pf (t2 + 1)
ve τ =

(t+ 1)2

2pf (t2 + 1)
. (4.31)

iii. E§er e§ri timelike binormalli spacelike bir e§ri ise,

κ =
t

pf (t2 − 1)
ve τ =

1

pf (t2 − 1)
. (4.32)
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Öte yandan, e§rilik ve torsiyon fonksiyonlar� sa§land�§�nda, standart e§riler teorisi, bir

kat� cisim hareketi boyunca bu özelliklere sahip bir tek e§ri olaca§�n� belirtir. Bu nedenle,

say�sal integrasyon ve çat� denklemleri, yukar�daki parametrelendirmelerle belirtilen e§rilik

ve torsiyon fonksiyonlar�na sahip e§rilerin örneklerini elde etmek için kullan�labilir (�ekil

4.1) (Kahveci ve Yayl� 2022).

4.3.2 Sabit ve hareketli aksode yüzeyleri

Bir çat�n�n Darboux vektörünün, yönü ani ekseni, uzunlu§u ise aç�sal h�z� temsil eden

aç�sal momentum ile ili³kili oldu§u iyi bilinmektedir. Tüm ani eksenlerin geometrik

yeri aksode yüzeylerini belirler (Karger ve Novak 1978). Yani, bir G(t) hareketinin

sabit aksode yüzeyi, t de§i³tikçe, Sd ani bükümünün ekseni taraf�ndan verilir ve

benzer ³ekilde, hareketli aksode yüzeyi, t de§i³tikçe, Sb ani bükümünün ekseni tara-

f�ndan verilir (Selig ve Carricato 2017). �imdi, 3−boyutlu Minkowski uzay�nda ak-

sode yüzeylerinin aç�k s�n��and�rmalar�n� elde etmek için a³a§�daki teoremleri ifade

edece§iz:

Teorem 4.3.2 (Sabit Aksode Yüzeyi) R2,1 uzay�nda α(t) e§risine dayal� Frenet-

Serret hareketinin sabit aksode yüzeyi a³a§�daki yüzeylerden biri ile tan�mlan�r:

a. α e§risinin timelike bir e§ri oldu§u durumda,

φ(t, λ) =

(
α(t) +

κ(t)

τ 2(t)− κ2(t)
N(t)

)
+ λωf (t), (4.33)

b. α e§risinin timelike normalli spacelike bir e§ri oldu§u durumda,

φ(t, λ) =

(
α(t)− κ(t)

κ2(t) + τ 2(t)
N(t)

)
+ λωf (t), (4.34)

c. α e§risinin timelike binormalli spacelike bir e§ri oldu§u durumda,

φ(t, λ) =

(
α(t) +

κ(t)

κ2(t)− τ 2(t)
N(t)

)
+ λωf (t) (4.35)

(Kahveci ve Yayl� 2022).
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�spat.

a. α e§risinin timelike bir e§ri oldu§u durum için, (4.23) denklemi yard�m�yla,

sabit aksode yüzeyinin üreteç do§rular�n�n,

α +
κ

τ 2 − κ2
N (4.36)

noktas�ndan geçti§ini ve ωf = τT +κB yönünde oldu§unu söylemek mümkün-

dür.

b. α e§risinin timelike normalli spacelike bir e§ri oldu§u durum için, (4.26) denk-

lemi yard�m�yla, sabit aksode yüzeyinin üreteç do§rular�n�n,

α− κ

κ2 + τ 2
N (4.37)

noktas�ndan geçti§ini ve ωf = τT −κB yönünde oldu§unu söylemek mümkün-

dür.

c. α e§risinin timelike binormalli spacelike bir e§ri oldu§u durum için, (4.28)

denklemi yard�m�yla, sabit aksode yüzeyinin üreteç do§rular�n�n,

α +
κ

κ2 − τ 2
N (4.38)

noktas�ndan geçti§ini ve ωf = −τT + κB yönünde oldu§unu söylemek müm-

kündür.

Teorem 4.3.3 (Hareketli Aksode Yüzeyi) R2,1 uzay�nda bir α(t) e§risine dayal�

Frenet-Serret hareketinin hareketli aksode yüzeyi a³a§�daki yüzeylerden biri ile tan�mlan�r:

a. α e§risinin timelike bir e§ri oldu§u durumda,

φ̃(t, λ) =
κ(t)

τ 2(t)− κ2(t)
N0(t) + λωf0(t), (4.39)

b. α e§risinin timelike normalli spacelike bir e§ri oldu§u durumda,

φ̃(t, λ) =
−κ(t)

κ2(t) + τ 2(t)
N0(t) + λωf0(t), (4.40)
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c. α e§risinin timelike binormalli spacelike bir e§ri oldu§u durumda,

φ̃(t, λ) =
κ(t)

κ2(t)− τ 2(t)
N0(t) + λωf0(t). (4.41)

Burada T0, N0, ve B0 hareketli referans çat�n�n koordinat eksenleri ve ωf0 , çat�n�n Dar-

boux vektörüdür (Kahveci ve Yayl� 2022).

�spat. �spata ba³lamadan önce, Frenet-Serret hareketinin bir sonucu olarak t = 0

an�nda e§rinin Frenet-Serret çat�s� ile çak�³an hareketli referans çat�s�n�n koordinat

eksenlerinin

T0 = R−1T , N0 = R−1N , B0 = R−1B ve ωf0 = R−1ωf (4.42)

denklemlerini sa§lad�§�n� belirtmek uygun olacakt�r.

Hareketli referans çat�da, R2,1 uzay�nda regüler bir α(t) e§risine ba§l� ve bu e§ri

boyunca hareket eden Frenet-Serret hareketinin ani bükümü,

Sb = G−1(t)
dG(t)

dt
=

 R−1 −R−1α

0 1

 dR/dt T

0 0

 =

 Ω0 ν0

0 0

 (4.43)

ile ifade edilir. Burada Ω0 = R−1
dR

dt
, ωf0 Darboux vektörüne kar³�l�k gelen 3 × 3

tipinde yar� anti-simetrik bir matristir ve ν0 = R−1T = T0.

a. Hareketin bükümü, α e§risinin timelike bir e§ri olmas� varsay�m� alt�nda,

ν0 =

(
κ

τ 2 − κ2
N0

)
∧L ωf0 +

τ

τ 2 − κ2
ωf0 (4.44)

ile birlikte Sb = (ωf0 , ν0) olarak belirtilecektir. Hareketli aksode yüzeyinin

üreteç do§rular�
κ

τ 2 − κ2
N0 (4.45)

noktas�ndan geçer ve ωf0 = τT0 + κB0 yönündedir.

Durum b ve c için kan�tlar, durum a için sa§lananlarla ayn� oldu§undan, burada

ayr�nt�lar� atlamaya karar verdik.
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Teorem 4.3.4 pf ad�m� s�f�rdan farkl� bir sabit olmak üzere, persistan bir Frenet-Serret

hareketinin hareketli aksode yüzeyi bir hiperbolik paraboloiddir (Kahveci ve Yayl� 2022).

�spat. Hareketin dayand�§� e§rinin causal karakterine ba§l� olarak üç olas�l�k vard�r:

i. E§rinin timelike oldu§unu varsayal�m ve T0, N0 ve B0 koordinat eksenlerini,

s�ras�yla, e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) ve e3 = (0, 0, 1) standart bazlar� olarak

seçelim. Bu koordinat seçimi ile, hareketli aksode yüzeyi üzerindeki genel bir

nokta,

(x(t, λ), y(t, λ), z(t, λ)) = (λτ,
κ

τ 2 − κ2
, λκ) (4.46)

denklemini sa§lar. Öte yandan, Frenet-Serret hareketi persistan oldu§undan,

pf = τ/(τ 2 − κ2) = sabit oldu§unu biliyoruz. Dolay�s�yla, (4.46) denklemini

kullanarak y(t, λ) = pfκ/τ yazabiliriz. Sonuç olarak, κ, τ ve λ de§erlerini

sadele³tirmek,

xy = pfz (4.47)

yüzey denklemini verir ki bu hiperbolik bir paraboloiddir.

ii. E§rinin timelike normalli spacelike bir e§ri oldu§unu varsayal�m ve N0, B0 ve

T0 koordinat eksenlerini, s�ras�yla, e1, e2 ve e3 standart bazlar� olarak seçelim.

Hareketli aksode yüzeyi üzerindeki bir nokta,

(x(t, λ), y(t, λ), z(t, λ)) = (
−κ

κ2 + τ 2
,−λκ, λτ) (4.48)

denklemini sa§lar ve böylece,

xz = pfy (4.49)

denklemi ile tan�mlanan hiperbolik bir paraboloid elde edilir.

iii. E§rinin timelike binormalli spacelike bir e§ri oldu§unu varsayal�m ve B0, T0 ve

N0 koordinat eksenlerini, s�ras�yla, e1, e2 ve e3 standart bazlar� olarak seçelim.

Hareketli aksode yüzeyi üzerindeki bir nokta,

(x(t, λ), y(t, λ), z(t, λ)) = (λκ,−λτ, κ

κ2 − τ 2
) (4.50)

denklemini sa§lar ve böylece,

−yz = pfx (4.51)
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denklemi ile tan�mlanan hiperbolik bir paraboloid elde edilir.

Yukar�daki teoremlerle aç�klanan aksode yüzeyleri genel olarak aç�labilir de§ildir.

�imdi aksode yüzeylerinin aç�labilir olmas� için gerekli ve yeterli bir kriter sa§layan

a³a§�daki teoremi verelim:

Teorem 4.3.5 α e§risinin helis olmayan bir e§ri, yani τ/κ 6= sabit oldu§unu varsayal�m.

Aksode yüzeylerinin aç�labilir olmas� için gerekli ve yeterli ko³ul 3−boyutlu Minkowski

uzay�nda α e§risinin bir Mannheim e§risi olmas�d�r (Kahveci ve Yayl� 2022).

�spat. 3−boyutlu Minkowski uzay�nda bir Mannheim e§risinin ³u özellik ile tan�m-

land�§�n� hat�rlayal�m:

ζ =


κ

τ 2 − κ2
, timelike durum için

κ

κ2 + τ 2
, timelike normalli spacelike durum için

κ

κ2 − τ 2
, timelike binormalli spacelike durum için

 (4.52)

(Blum 1966), (Yoon 2014). Burada ζ s�f�r olmayan bir sabittir. �imdi ispat�m�z� ak-

sodelerin regle yüzeylere kar³�l�k geldi§i hipotezine dayanarak in³a edece§iz. Diferen-

siyel geometride s�f�rlanan da§�lma parametresi bir regle yüzeyin aç�labilir olmas� için

ko³ulu tan�mlar. Yani, bir regle yüzey β + λωf ile verilmi³se, k =

〈
β′, ωf ∧L ω′f

〉
L〈

ω′f , ω
′
f

〉
L

da§�lma parametresi s�f�ra e³ittir (Struik 1988). Burada üstel, türevi temsil eder.

�imdi teoremi sadece sabit aksode yüzeyleri için ispatlayal�m. Çünkü hareketli ak-

sode yüzeyleri için ispat ayn� ³ekilde gerçekle³tirilebilir.

i. α e§risinin helis olmayan timelike bir e§ri oldu§unu varsayal�m. Timelike bir

e§ri için sabit aksode yüzeyi denklemini kullanarak ve regle yüzeyin taban

e§risini,

β(t) = α(t) +
κ(t)

τ 2(t)− κ2(t)
N(t) (4.53)

³eklinde alarak φ(t, λ) = β(t) +λωf (t) yazabiliriz. Böylece k, φ(t, λ) için ω′f =

τ ′T + κ′B ve

β′ =

(
τ 2

τ 2 − κ2

)
T +

(
κ

τ 2 − κ2

)′
N +

(
κτ

τ 2 − κ2

)
B (4.54)
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türevleriyle birlikte

k =

(
κ

τ 2 − κ2

)′ (τ
κ

)′
κ2

(κ′)2 − (τ ′)2
(4.55)

olarak hesaplan�r. E§er φ sabit aksode yüzeyi aç�labilir ise,
(

κ

τ 2 − κ2

)′
= 0

oldu§unu do§rulamak kolayd�r, bu da κ/(τ 2 − κ2) = sabit ve dolay�s�yla α

e§risinin timelike bir Mannheim e§ri oldu§u anlam�na gelir. Kar³�t olarak,

e§er α timelike bir Mannheim e§ri ise, κ/(τ 2 − κ2) = sabit oldu§una dikkat

ederek,
(

κ

τ 2 − κ2

)′
= 0 elde edilir. Dolay�s�yla, k da§�lma parametresi s�f�ra

e³ittir, bu da φ yüzeyinin istendi§i gibi aç�labilir oldu§unu gösterir.

ii. α e§risinin timelike normalli helis olmayan spacelike bir e§ri oldu§u durumda

benzer i³lemler yap�ld�§�nda, κ/(κ2 + τ 2) = sabit ifadesi elde edilir. Bu ifade α

e§risinin timelike normalli spacelike bir Mannheim e§ri oldu§u anlam�na gelir.

iii. Benzer ³ekilde, α e§risinin timelike binormalli helis olmayan spacelike bir e§ri

oldu§u durumda, κ/(κ2 − τ 2) = sabit ifadesi elde edilir. Bu ifade α e§risinin

timelike binormalli spacelike bir Mannheim e§ri oldu§u anlam�na gelir.

Uyar� 4.3.2 E§er e§ri helis ise, yani τ/κ = sabit oldu§unda, Teorem 4.3.5 gere§ince

aksode yüzeylerinin aç�labilir oldu§unu do§rulamak kolayd�r.

4.4 Persistan Uyarlanm�³ Çat� Hareketleri

Ba³ka bir persistan çat� hareketi, hareketin dayand�§� e§rinin {T,N,B} standart

Frenet-Serret çat�s�na alternatif olan bir uyarlanm�³ çat� taraf�ndan üretilen bir ha-

reket olacakt�r. Bu k�s�m, 3−boyutlu Minkowski uzay�nda Frenet-Serret hareketinin

yan� s�ra ba³ka persistan çat� hareketlerinin in³a edilip edilemeyece§ini incelemeyi

amaçlamaktad�r.

Bir birim h�zl� α : I ⊂ R → R2,1, t 7→ α(t) e§risi boyunca alternatif bir {N,C,W}

ortonormal çat�s�n� dü³ünelim, öyle ki N , α e§risinin asli normal vektörü, C =
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dN/dt

‖dN/dt‖L
ve εWW = N ∧L C ³eklinde olsun. Bu çat� uyarlanm�³ çat� olarak an�la-

cakat�r. O halde çat� denklemleri,

d

dt
N = fC

d

dt
C = εW fN + gW (4.56)

d

dt
W = εNgC

³eklindedir. Burada f =

∥∥∥∥ ddtN
∥∥∥∥
L

= εC

〈
d

dt
N,C

〉
L

ve g = εW

〈
d

dt
C,W

〉
L

e§rinin

uyarlanm�³ çat�ya göre e§rilik fonksiyonlar�d�r ve εx, daha önce belirtildi§i gibi, her-

hangi bir x vektörünün causal karakteriyle ili³kilidir. Çat� vektörlerinin Minkowski

vektörel çarp�m�,

N ∧L C = εWW , C ∧LW = εNN ve W ∧L N = εCC (4.57)

e³itliklerini sa§lar. Uyarlanm�³ çat� formülleri ³u alternatif ifadeyi sa§lar:

d

dt
N = ωa ∧L N

d

dt
C = ωa ∧L C (4.58)

d

dt
W = ωa ∧LW .

Burada uyarlanm�³ çat�n�n ωa Darboux vektörü a³a§�daki gibi s�n��and�r�l�r:

ωa =


gN + fW, e§er N timelike bir vektör ise

gN − fW, e§er N , C timelike vektörü ile spacelike bir vektör ise

−gN + fW, e§er N , W timelike vektörü ile spacelike bir vektör ise

. (4.59)

α(t) e§risi boyunca belirlenen uyarlanm�³ bir çat� hareketi,

G(t) =

 R(t) α(t)

0 1

 (4.60)

ile verilir. Burada R(t) ∈ SO(2, 1),N , C veW çat� vektörlerine sütun olarak sahiptir:

R(t) =


[N | C | W ] , e§er N timelike bir vektör ise

[C | W | N ] , e§er N , C timelike vektörü ile spacelike bir vektör ise

[W | N | C] , e§er N , W timelike vektörü ile spacelike bir vektör ise

. (4.61)
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4.4.1 Persistan olma

Teorem 4.4.1 f ve g e§rilikleri ile R2,1 uzay�nda regüler bir α e§risine ba§l� ve bu e§ri

boyunca hareket eden uyarlanm�³ bir çat� hareketinin ani bükümü a³a§�daki üç ad�mdan

birine sahiptir:

pa =



τ

f2 − g2
, e§er N timelike bir vektör ise

−τ
f2 + g2

, e§er N , C timelike vektörü ile spacelike bir vektör ise

−τ
g2 − f2

, e§er N , W timelike vektörü ile spacelike bir vektör ise


. (4.62)

Burada τ , Frenet-Serret çat�s� cinsinden e§rinin torsiyonunu temsil eder

(Kahveci ve Yayl� 2022).

�spat. Hem sabit çat�daki hem de hareketli çat�daki büküm h�z�n�n ayn� ad�ma

sahip oldu§u bilindi§i için yaln�zca sabit çat�daki büküm h�z�n�n ad�m�n� hesaplamak

yeterli olacakt�r.

R2,1 uzay�nda bir α(t) regüler e§risine ba§l� ve bu e§ri boyunca hareket eden uyar-

lanm�³ bir çat� hareketinin ani bükümü,

Sd =
dG(t)

dt
G−1(t) =

 dR/dt T

0 0

 R−1 −R−1α

0 1

 =

 Ω ν

0 0

 (4.63)

ile ifade edilir. Burada Ω =
dR

dt
R−1, uyarlanm�³ çat�n�n ωa Darboux vektörüne

kar³�l�k gelen 3× 3 tipinde yar� anti-simetrik bir matristir ve ν = T − ωa ∧L α.

i. Kabul edelim ki N timelike bir vektör olsun. C veW standart Frenet vektörleri

ile k�yasland�§�nda,

fW = τT − κB ve fC = κT + τB (4.64)

elde edilir. Dolay�s�yla bu sistemin T için çözümü,

T =
κfC + τ fW

κ2 + τ 2
(4.65)

³eklindedir. Sonuç olarak, Sd = (ωa, ν) bükümünün ad�m�,

pa =
〈ωa, ν〉L
〈ωa, ωa〉L

=
〈ωa, T 〉L
〈ωa, ωa〉L

=
τ

f2 − g2
(4.66)
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olarak hesaplan�r. Burada ωa = gN + fW ve

ν =

(
α− 1

f

(
κfN − τgC + κgW

f2 − g2

))
∧L ωa +

τ

f2 − g2
ωa. (4.67)

ii. Kabul edelim ki N timelike bir C vektörü ile spacelike bir vektör olsun. C ve

W , standart Frenet vektörleri ile k�yasland�§�nda,

fW = εT τT − κB ve fC = −εTκT + τB (4.68)

elde edilir. Dolay�s�yla bu sistemin T için çözümü, T te§et vektörünün causal

karakterine ba§l� olarak,

T = εT

(
κfC + τ fW

τ 2 − κ2

)
(4.69)

³eklindedir. Sonuç olarak, Sd = (ωa, ν) bükümünün ad�m�,

pa =
〈ωa, ν〉L
〈ωa, ωa〉L

=
〈ωa, T 〉L
〈ωa, ωa〉L

=
−τ

f2 + g2
(4.70)

olarak hesaplan�r. Burada ωa = gN − fW ve

ν =

(
α− 1

f

(
κfN + τgC + κgW

f2 + g2

))
∧L ωa −

τ

f2 + g2
ωa. (4.71)

iii. Kabul edelim ki N timelike bir W vektörü ile spacelike bir vektör olsun. C ve

W , standart Frenet vektörleri ile k�yasland�§�nda,

fW = −εT τT + κB ve fC = −εTκT + τB (4.72)

elde edilir. Dolay�s�yla bu sistemin T için çözümü, T te§et vektörünün causal

karakterine ba§l� olarak,

T = εT

(
−κfC + τ fW

κ2 − τ 2

)
(4.73)

³eklindedir. Sonuç olarak, Sd = (ωa, ν) bükümünün ad�m�,

pa =
〈ωa, ν〉L
〈ωa, ωa〉L

=
〈ωa, T 〉L
〈ωa, ωa〉L

=
−τ

g2 − f2
(4.74)

olarak hesaplan�r. Burada ωa = −gN + fW ve

ν =

(
α− 1

f

(
κfN + τgC − κgW

g2 − f2

))
∧L ωa −

τ

g2 − f2
ωa. (4.75)
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Sonuç 4.4.1 R2,1 uzay�nda bir e§riye dayanan uyarlanm�³ çat� hareketinin persistan

olmas� için gerek ve yeter ko³ul ani bükümün pa ad�m�n�n sabit olmas�d�r

(Kahveci ve Yayl� 2022).

4.4.2 Sabit ve hareketli aksode yüzeyleri

A³a§�daki teoremler, Teorem 4.3.2 ve 4.3.3 için verilenlerle hemen hemen ayn� yak-

la³�mlarla ispatlanabildiklerinden, ispat verilmeden ifade edilebilirler:

Teorem 4.4.2 (Sabit Aksode Yüzeyi) R2,1 uzay�nda bir α(t) e§risine dayal� uyar-

lanm�³ bir çat� hareketinin sabit aksode yüzeyi a³a§�daki yüzeylerden biri ile tan�mlan�r:

a. N vektörünün timelike bir vektör oldu§u durumda,

ψ(t, µ) =

(
α(t)− κ(t)

f2(t)− g2(t)
N(t) +

τ(t)σ(t)

f2(t)− g2(t)
C(t)− κ(t)σ(t)

f2(t)− g2(t)
W (t)

)
+ µωa(t), (4.76)

b. N vektörünün timelike bir C vektörü ile spacelike bir vektör oldu§u durumda,

ψ(t, µ) =

(
α(t)− κ(t)

f2(t) + g2(t)
N(t)− τ(t)σ(t)

f2(t) + g2(t)
C(t)− κ(t)σ(t)

f2(t) + g2(t)
W (t)

)
+ µωa(t), (4.77)

c. N vektörünün timelike bir W vektörü ile spacelike bir vektör oldu§u durumda,

ψ(t, µ) =

(
α(t)− κ(t)

g2(t)− f2(t)
N(t)− τ(t)σ(t)

g2(t)− f2(t)
C(t) +

κ(t)σ(t)

g2(t)− f2(t)
W (t)

)
+ µωa(t). (4.78)

Burada k�sal�§�n hat�r� için
g

f
, σ olarak gösterilir (Kahveci ve Yayl� 2022).

Teorem 4.4.3 (Hareketli Aksode Yüzeyi) R2,1 uzay�nda bir α(t) e§risine dayal�

uyarlanm�³ bir çat� hareketinin hareketli aksode yüzeyi, hareketli referans çat�n�n N0,

C0 ve W0 koordinat eksenleri ve ωa0 Darboux vektörü ile a³a§�daki yüzeylerden biri ile

tan�mlan�r:
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a. N0 vektörünün timelike bir vektör oldu§u durumda,

ψ̃(t, µ) =

(
−κ(t)

f2(t)− g2(t)
N0(t) +

τ(t)σ(t)

f2(t)− g2(t)
C0(t)−

κ(t)σ(t)

f2(t)− g2(t)
W0(t)

)
+ µωa0(t), (4.79)

b. N0 vektörünün timelike bir C0 vektörü ile spacelike bir vektör oldu§u durumda,

ψ̃(t, µ) =

(
−κ(t)

f2(t) + g2(t)
N0(t)−

τ(t)σ(t)

f2(t) + g2(t)
C0(t)−

κ(t)σ(t)

f2(t) + g2(t)
W0(t)

)
+ µωa0(t), (4.80)

c. N0 vektörünün timelike bir W0 vektörü ile spacelike bir vektör oldu§u durumda,

ψ̃(t, µ) =

(
−κ(t)

g2(t)− f2(t)
N0(t)−

τ(t)σ(t)

g2(t)− f2(t)
C0(t) +

κ(t)σ(t)

g2(t)− f2(t)
W0(t)

)
+ µωa0(t). (4.81)

Burada, daha önce belirtildi§i gibi, σ =
g

f
(Kahveci ve Yayl� 2022).

4.5 Bishop Hareketleri

H�z bükümleri modülü p = 0 olan bir IIB üç sistemine ait olan vida sistemleri-

ile karakterize edilen Bishop hareketleri, Frenet-Serret hareketleriyle ayn� ³ekilde

yorumlanabilir (Selig 2013). Burada p = 0, vida sistemindeki hemen hemen tüm

bükümlerin s�f�r ad�ml� oldu§unu gösterir. Bir Bishop hareketi in³a etmek için ge-

reken tek ³ey Bishop çat� denklemlerini dikkate almakt�r (Bishop 1975). Burada,

Frenet-Serret çat�s�ndan farkl� olarak, e§rilik fonksiyonlar� s�f�rlansa bile Bishop ça-

t�s�n�n var oldu§unu ve her biri ba³lang�ç çat�s�n�n seçimiyle belirtilen birçok Bishop

çat�s�n�n bulundu§unu not etmek önemlidir. Ayr�ca, herhangi bir regüler e§ri, e§-

rinin Bishop çat�s� taraf�ndan temsil edilen tek bir Ribaucour hareketine sahiptir

(Selig ve Carricato 2017). Bu k�s�mda, Özdemir ve Ergin taraf�ndan sa§lanan Bis-

hop çat� denklemleri kullan�larak 3−boyutlu Minkowski uzay�nda Bishop hareketleri

in³a edilmeye çal�³�lm�³t�r (Özdemir ve Ergin 2008).

Bir birim h�zl� e§rinin α : I ⊂ R→ R2,1, t 7→ α(t) oldu§unu ve {T,N1, N2} çat�s�n�n

α e§risinin Bishop çat�s� oldu§unu varsayal�m. Bu durumda Bishop çat� denklemleri,

d

dt
T = k1N1 + k2N2

d

dt
N1 = −εN1k1T (4.82)

d

dt
N2 = −εN2k2T
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sa§lar. Burada k1 = εN1

〈
d

dt
T,N1

〉
L

ve k2 = εN2

〈
d

dt
T,N2

〉
L

e§rilik benzeri fonk-

siyonlard�r. Çat� denklemlerinin Minkowski vektörel çarp�mlar�, εx daha önce belir-

tildi§i gibi herhangi bir x vektörünün causal karakterini belirtmek üzere,

T ∧L N1 = εN2N2, N1 ∧L N2 = εTT ve N2 ∧L T = εN1N1 (4.83)

sa§lar. Bishop çat� denklemleri, ³u alternatif formülasyona izin verir:

d

dt
T = ωb ∧L T

d

dt
N1 = ωb ∧L N1 (4.84)

d

dt
N2 = ωb ∧L N2.

Burada Bishop çat�s�n�n ωb Darboux vektörü a³a§�daki üç formdan birine sahiptir:

ωb =


−k2N1 + k1N2, e§er α timelike bir e§ri ise

−k2N1 − k1N2, e§er α timelike bir N1 normali ile spacelike bir e§ri ise

k2N1 + k1N2, e§er α timelike bir N2 normali ile spacelike bir e§ri ise

. (4.85)

Bishop çat� vektörlerini standart Frenet vektörleri ile k�yaslamak ve Frenet vektör-

lerinin Minkowski vektörel çarp�mlar�n� kullanmak,

N =
k1N1 + k2N2

κ
ve B =

εN2k1N2 − εN1k2N1

εBκ
. (4.86)

denklemlerine yol açar. Bu sistemin N1 ve N2 için çözümü ³u ³ekilde bulunur:

N1 =
k1N − k2B

κ
ve N2 =

εNk2N + εBk1B

εBκ
(4.87)

ki bu, Bishop çat�s�n�n Frenet çat�s�n�n te§et vektör etraf�nda döndürülmesiyle elde

edildi§i anlam�na gelir.

α(t) e§risi boyunca belirlenen Bishop hareketi,

G(t) =

 R(t) α(t)

0 1

 (4.88)

ile verilir. Burada R(t) ∈ SO(2, 1), T , N1 ve N2 çat� vektörlerine sütun olarak

sahiptir:

R(t) =


[T | N1 | N2] , e§er α timelike bir e§ri ise

[N1 | N2 | T ] , e§er α timelike bir N1 normali ile spacelike bir e§ri ise

[N2 | T | N1] , e§er α timelike bir N2 normali ile spacelike bir e§ri ise

. (4.89)
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5. TARTI�MA VE SONUÇ

Robotikte, genellikle bir mekanizma hareket etti§inde büküm sistemi de§i³ir. Bu-

nunla birlikte büküm uzay�, SE(3) özel Öklid grubunun bir se(3) Lie alt cebiridir

ve hareket boyunca invaryant kal�r. Bu özelli§e sahip mekanizmalar�n bir genelle³-

tirmesi olan, yani key� sonlu hareketler alt�nda, bir kat� hareket boyunca invaryant

kalan mekanizmalar�n bükümü persistan bir vida sistemine sahiptir

(Carricato ve Zlatanov 2014). Persistan vida sistemleri s�n�f�na ait olan kinematik

bir yap�, uygun bir izometri alt�nda, ba³lang�çtakine uyumlu bir vida alt uzay�n�

üretir. Söz konusu izometri birim dönü³üm al�nd�§�nda, invaryant vida sistemleri,

persistan vida sistemlerine genelle³tirilmi³ olur.

Vida sistemleri mekanizmalar�n kinemati§inin incelenmesinde en temel araçlardan

biridir. �nvaryant vida sistemleri, robotikte tam döngüsel mobiliteyi garanti eden

sistemlerdir. Persistan vida sistemleri ise, invaryant vida sistemlerinden daha genel

olan ve boyut-ad�m invaryantl�§� gibi baz� dikkate de§er özelliklere sahip sistemler-

dir. Bu nedenle persistan vida sistemlerinin mobilite analizi, mekanizma sentezi ve

robotik sistemlerde önemli bir rol oynad�klar�na inan�lmaktad�r.

Vida sistemleri ile ilgili birçok çal�³ma yap�lm�³ olsa da, persistan hareketlere ayr�-

lan literatür oldukça s�n�rl�d�r. Bu tez çal�³mas�, tüm persistan hareketler hakk�nda

kapsaml� bir s�n��and�rma sa§layarak literatürdeki mevcut bo³lu§u kapatmay� amaç-

lamaktad�r.

Bu tez çal�³mas�nda, 3−boyutlu Öklid ve Minkowski uzaylar�nda persistan kat� ha-

reketler kavram� incelenmi³tir. Bu iki uzayda da 1−parametreli bir kat� hareketin

persistan olmas�, hareketin ani bükümünün sabit bir ad�ma sahip olmas� kriteri ile

belirlenebilir. Ancak 3−boyutlu Minkowski uzay�nda ad�mlar�n karakterizasyonu,

hareketin dayand�§� e§rinin causal karakterine ba§l� olarak de§i³ecektir. Bu çal�³ma-

n�n ana katk�lar� ³unlard�r:

1. 3−boyutlu Öklid ve Minkowski uzay�nda persistan kat� hareketlerin kapsaml�

bir s�n��and�rmas�.
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2. Baz� özel çat� hareketlerinin persistan olmas� için gerekli ve yeterli kriterleri

sa§layan bir yöntemin geli³tirilmesi.

3. Aksode yüzeylerinin ve onlar�n denklemlerinin geometrik özelliklerinin analizi.

Ayr�ca, çal�³ma boyunca vurgulanan persistan çat� hareketlerinin ve aksode yüzey-

lerinin daha iyi anla³�lmas�n� sa§layan baz� geometrik özellikler sunuyoruz.

3−boyutlu Minkowski uzay�nda, hem Frenet-Serret hem de uyarlanm�³ çat� denk-

lemleri, çat�n�n ba§l� oldu§u e§rinin causal karakterine göre benzersiz bir ³ekilde ka-

rakterize edilebildikleri için, matematiksel �zik ve relativistik mekanik dahil olmak

üzere birçok alanda önemli uygulamalar sa§lar. Öte yandan, 3−boyutlu Minkowski

uzay�n�n kat� hareketleri Poincaré grubu olarak adland�r�lan bir Lie grubu olu³tur-

du§undan, Lorentz geometrisi yörünge olu³turma ya da hareket interpolasyonunun

kinemati§ini in³a etmek ve geni³letmek için uygulanabilir.

Bu tezde aç�klanan model 3−boyutlu Öklid ve Minkowski uzaylar� ile ilgilidir, ancak

daha yüksek boyutlara kolayca geni³letilebilir. Dahas� ba³ka e§riler göz önüne al�na-

rak da persistan çat� hareketleri in³a edilebilir. Ayr�ca, Kahveci ve Yayl� taraf�ndan

sunulan strateji izlenerek (Kahveci ve Yayl� 2019), persistan kat� hareketlerin dife-

rensiyel geometrik bir uygulamas� için 3−boyutlu Minkowski uzay�nda slant helislere

dayanan ve bunlar boyunca hareket eden persistan kat� hareketler incelenebilir.

Bu tez çal�³mas�n�n, hareketlerin geometrik kinemati§indeki problemleri çözmek için

cebirsel tekniklerin uygulanmas�n� sa§layarak, geometri, kinematik ve relativisk me-

kanik aras�nda bir köprü olu³turabilece§ine inan�yoruz.
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