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Bu tez dört bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.

Bu tezin orjinal kısımlarıikinci ve üçüncü bölümlerde yer almaktadır. İkinci bölümde
parçalısürekli gecikmeli argümentli ısıdenkleminin çözümleri deği̧skenlere ayırma
metodu kullanılarak elde edilmi̧stir ve bu çözümlerin asimptotik kararlılık, kararsız-
lık ve salınımlılık gibi asimptotik davranı̧slarıele alınmı̧stır. Üçüncü bölümde parçalı
sürekli argümentli karı̧sık tipten ısıdenkleminin çözümleri aynımetod yardımıyla
bulunmuştur ve bu çözümlerin davranı̧slarıincelenmi̧stir.

Son bölümde ise önerilere ve sonuçlara yer verilmi̧stir.
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ABSTRACT
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Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Hüseyin BEREKETOĞLU

This thesis consists of four chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

Original results are contained in the second and third chapters.

In the second chapter, the solutions of heat equation with piecewise constant delayed
argument are obtained by using the method separation of variables, and asymptotic
behaviors of the solutions such as asymptotic stability, instability and oscillatory
are studied. In the third chapter, the solutions of mixed typed heat equation
with piecewise constant arguments are obtained with the same method, and the
behaviors of solutions are investigated.

In the final chapter, results and proposals are discussed.
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hocam, Sayın Prof. Dr. Hüseyin BEREKETOĞLU (Ankara Üniversitesi Mate-
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1. GİRİŞ

Gecikmeli diferensiyel denklemler, deği̧sim hızıgeçmi̧s değerlere bağlıolan biyolo-

jik ve fiziksel sistemler için matematiksel bir model oluşturur. Sürekli argümentli

olarak kabul edilen gecikmeli adi diferensiyel denklemler teorisi süreksiz argümentli

adi diferensiyel denklemlere geni̧sletildiği zaman parçalı sürekli argümentli difer-

ensiyel denklemler ile kaŗsılaşılır. 1980 lerden itibaren parçalı sürekli argümentli

diferensiyel denklemler araştırmacıların ilgi odağıolmuştur. Parçalı sürekli argü-

mentli diferensiyel denklemler ile fizik, mühendislik ve matematik gibi çeşitli alan-

larda kaŗsılaşılmaktadır. Busenberg ve Cooke (1982) parçalısürekli argümentli mate-

matiksel modeller üzerinde sistematik bir çalı̧sma yapmı̧slardır. Parçalısürekli argü-

mentli diferensiyel denklemler hem fark hem de adi diferensiyel denklemler ile ili̧ski-

lidir. Parçalısürekli argümentli adi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin salınım-

lılık, periyodiklik ve yakınsaklık gibi kalitatif özelliklerin yer aldı̆gıbazıçalı̧smalar

Aftabizadeh, Wiener ve Xu (1987), Aftabizadeh ve Wiener (1988), Győri ve Ladas

(1989), Huang (1990), Győri ( 1991), Yuan (2002), Akhmet (2006), Akhmet (2008),

Muroya (2008), Liang ve Wang (2009), Pinto (2009), Akhmet (2011), Bereketoglu,

Seyhan, ve Karakoc (2011), Liang ve Wang (2012), Alwan, Liu ve Xie (2013),

Dimbour ve Mado (2014), Castillo ve Pinto (2015), Chiu ve Jeng (2015) olarak

sıralanabilir.

Ancak parçalısürekli argümentli kısmi türevli denklemler, parçalısürekli argümentli

adi diferensiyel denklemler kadar literatüre sahip değildir. Az sayıda yapılan çalı̧s-

malarda parçalı sürekli argümentli kısmi türevli denklemler Shah, Poorkarimi ve

Wiener (1986), Wiener (1991), Wiener ve Debnath (1991), Wiener ve

Debnath (1992a), Wiener ve Debnath (1992b), Wiener ve Debnath (1995), Wiener ve

Debnath (1997), Poorkarimi ve Wiener (1999), Wiener ve Heller (1999), Wiener ve

Lakshmikantham (1999), Wang ve Wen (2014), Veloz ve Pinto (2015), Wang (2016)

çalı̧smalarında kaŗsımıza çıkar. Bu yöndeki ilk temel çalı̧sma Wiener’a (1991) aittir.

Bu çalı̧smada, a2uxx çubuk boyunca difüzyon ve çubuğun yan yüzeyi yönünde ısı
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kaybıb > 0 (veya kazancı(b < 0)) olmak üzere bir çubuktaki ısıakı̧sınıtanımlayan

ut = a2uxx − bu,

denkleminde yan yüzeyin ısıdeği̧simi ayrık zamanda ölçülürse t ∈ [nh, (n+ 1)h] ,

n = 0, 1, . . . için

ut(x, t) = a2uxx(x, t)− bu(x, nh)

denklemi elde edilir, burada h bir pozitif sabittir. Bu durumda denklem

ut(x, t) = a2uxx(x, t)− bu(x, [t/h]h)

şeklinde yazılır. Diğer yandan

ut(x, t) = a2uxx(x, t)− rux(x, [t/h]h)

biçimindeki difüzyon ısı yayılım denklemi ele alınmı̧stır. Bu denklem, r hızıyla

hareket eden bir akı̧s boyunca taşınan bir kirleticinin u(x, t) konsantrasyonunu ifade

eder. a2uxx terimi difüzyon katkısıve −rux, nh ayrık zamanlarda ölçülen ısıyayılım

bileşenidir. Burada elde edilen denklemlerin çözümlerinin davranı̧sları sorgulan-

mı̧stır.

Wiener ve Debnath (1992)

ut(x, t) = a2uxx(x, t) + bu(x, [t]) (1.1)

ve

utt(x, t) = a2uxx(x, t)− bu(x, [t]) (1.2)

şeklindeki parçalısürekli argümentli denklemleri ele almı̧slardır. Bu çalı̧smada (1.1)

ve (1.2) denklemlerinin u(x, t) = 0 çözümünün asimptotik özellikleri incelenmi̧stir.

Wiener (1993) tarafından yazılan kitap için parçalısürekli argümentli adi ve kısmi

türevli denklemler konusunda temel bir kaynak olarak bahsedilebilir.

Wiener ve Debnath (1997)

ut(x, t) = a2uxx(x, t)− bu(x, [t]),
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ut(x, t) = a2uxx(x, t)− bu(x, [t+
1

2
])

denklemlerin çözümlerinin davranı̧slarınıkaŗsılaştırmı̧slar ve ayrıca nötral tipteki

ut(x, t) = a2uxx(x, t) + but(x, [t])

denklemini ele alarak bu denklemin çözümlerin davranı̧sınıincelemi̧slerdir.

Wiener ve Lakshmikantham (1999)

utt(x, t)− a2uxx(x, t) + c2u(x, [t]) = 0

şeklindeki Klein-Gordon denklemini

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x)

koşullarıyla birlikte ele almı̧slar ve bu problemin çözümlerinin salınımlılık, sınırsızlık

ve periyodiklik gibi davranı̧slarınıincelemi̧slerdir. Aynızamanda

utt(x, t)− a2uxx(x, t) + c2u(x, [t− 1]) = 0

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0,

u(x,−1) = u−1(x), u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x)

probleminin çözümlerinin davranı̧slarıyla ilgili sonuçlar vermi̧slerdir.

Wiener ve Heller (1999)

Ut(x, t) = AUxx(x, t) +BUt(x, [t+
1

2
])

nötral denklem sisteminin çözümünü oluşturmuşlar ve bu sistemin skaler durumu

için farklıA, B değerlerine göre denklemlerin salınımlıve periyodik çözümlerini in-

celemi̧slerdir.

Wang ve Wen (2014)

ut(x, t) = a2uxx(x, t) + buxx(x, [t]) + cuxx(x, [t+ 1]), t > 0,

u(0, t) = u(1, t) = 0, (1.3)

u(x, 0) = v(x)
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problemini ele almı̧slar ve θ metodunu kullanarak (1.3) probleminin analitik ve

nümerik çözümlerinin kararlılı̆gınıincelemi̧slerdir.

Veloz ve Pinto (2015) genelleştirilmi̧s tipten parçalısürekli argümentli

ut(x, t) = a2(t)uxx(x, t)− b(t)u(x, γ(t))

denkleminin çözümünün yakınsaklı̆gıiçin gerekli koşullarıelde ederek çözümün asimp-

totik özelliklerini vermi̧slerdir. Burada γ(t) bir adım fonksiyonudur.

Wang (2016)

ut(x, t) = a2uxx(x, t) + buxx(x,

[
t+ 1

2

]
), t > 0,

u(0, t) = u(1, t) = 0, (1.4)

u(x, 0) = v(x)

probleminin analitik ve nümerik çözümlerinin kararlılı̆gınısorgulamı̧stır.

Bu tezin ikinci ve üçüncü kısımlarıözgün bölümleri oluşturmaktadır. İkinci bölümde

parçalısürekli gecikmeli argümentli

ut(x, t) = a2uxx(x, t) + buxx(x, [t− 1]), t ≥ 1,

u(0, t) = u(1, t) = 0,

u(x, 0) = f(x)

şeklindeki başlangıç sınır değer problemi, üçüncü bölümde parçalı sürekli karı̧sık

tipten argümentli

ut(x, t) = a2uxx(x, t) + buxx(x, [t− 1]) + cuxx(x, [t]) + duxx(x, [t+ 1]), t ≥ 1,

u(0, t) = u(1, t) = 0,

u(x, 0) = f(x)

şeklindeki başlangıç sınır değer problemi ele alınmı̧stır. Her iki problem için başkat-

sayısıfırdan farklıolmak üzere katsayılar reel sayılardır ve f : [0, 1] → R sürekli
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fonksiyondur. u : Ω = [0, 1] × ({0} ∪ [1,∞)) → R olup [.] tam değer fonksiyonunu

ifade eder. Bu problemlerin çözümlerin varlı̆gıortaya konulduktan sonra çözümlerin

asimptotik kararlılık, kararsızlık ve salınımlılık gibi özellikleri incelenmi̧stir.
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2. PARÇALI SÜREKLİ GECİKMELİ ARGÜMENTLİ BİR KISMİ

TÜREVLİ DENKLEMİN ÇÖZÜMLERİNİN DAVRANIŞI

Bu bölümde

ut(x, t) = a2uxx(x, t) + buxx(x, [t− 1]), t ≥ 1, (2.1)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (2.2)

u(x, 0) = f(x) (2.3)

başlangıç sınır değer problemi ele alınmı̧stır. Burada a, b ∈ R, a 6= 0, u : Ω =

[0, 1]× ({0} ∪ [1,∞))→ R olup f : [0, 1]→ R sürekli fonksiyondur ve [.] tam değer

fonksiyonunu ifade eder.

2.1 Çözümlerin Varlı̆gı

Bu kesimde, (2.1) − (2.3) başlangıç sınır değer probleminin çözümlerinin varlı̆gı

incelenmi̧stir.

Tanım 2.1.1 Aşağıdaki koşulların sağlanmasıhalinde u(x, t) fonksiyonuna (2.1) −

(2.3) probleminin bir çözümü denir.

(i) u(x, t) ve
∂u

∂x
, Ω = [0, 1]× ({0} ∪ [1,∞)) aralı̆gıüzerinde süreklidir,

(ii)
∂u

∂t
ve

∂2u

∂x2
türevleri mevcut ve muhtemelen (x, [t]) ∈ E = [0, 1] × N,

N = {0, 1, 2, . . .}, noktalarıhariç olmak üzere Ω üzerinde süreklidir. Ancak

(x, [t]) ∈ E noktalarında u(x, t) nin ikinci deği̧skene göre tek yanlıtürevleri

vardır,

(iii) u(x, t), (x, [t]) ∈ E noktalarıhariç olmak üzere Ω aralı̆gıüzerinde (2.1) denk-

lemini ve (2.2), (2.3) koşullarınısağlar.

Teorem 2.1.1 f(x), [0, 1] aralı̆gında sürekli diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve

f(0) = f(1) = 0 olsun. Bu durumda (2.1)− (2.3) başlangıç sınır değer probleminin
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biçimsel çözümü

u(x, t) =

∞∑
k=1

AkXk(x)Tk(t)

dir, burada

Ak =
2

T0

1∫
0

f(ξ) sin (πkξ) dξ,

Xk(x) = sinπkx, 0 ≤ x < 1, k = 1, 2, . . . ,

ve

Tk(t) = e−a
2π2k2(t−[t])T[t] −

b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)
T[t]−1, 1 ≤ t <∞, (2.4)

olup t ∈ [n, n+ 1) için T[t], T (0) = T0 6= 0, T (1) = T1 başlangıç koşullarıaltında

Tn+1 − e−a
2π2k2Tn +

b

a2

(
1− e−a2π2k2

)
Tn−1 = 0, n ≥ 1 (2.5)

fark denkleminin tek çözümüdür.

İspat. Deği̧skenlere ayırma metodunu kullanarak, (2.1)− (2.3) probleminin sıfırdan

farklıbir çözümünü

u(x, t) = X(x)T (t) (2.6)

şeklinde arayalım. (2.6), (2.1) denkleminde yazılırsa,

X(x)T
′
(t) = a2X

′′
(x)T (t) + bX

′′
(x)T ([t− 1])

ve düzenlenirse,

X(x)T
′
(t) = X

′′
(x)(a2T (t) + bT ([t− 1]))

bulunur. Buradan
T
′
(t)

a2T (t) + bT ([t− 1])
=
X

′′
(x)

X(x)
= −λ2

yazılabilir, burada λ bir orantısabitidir. Bu eşitliklerden

X
′′
(x) + λ2X(x) = 0 (2.7)

adi diferensiyel denklemi ve

T
′
(t) + a2λ2T (t) = −bλ2T ([t− 1]), t ≥ 1 (2.8)

7



parçalısürekli argümentli diferensiyel denklemi elde edilir.

İlk olarak (2.7) denklemini ele alalım.

u(0, t) = X(0)T (t) = 0 ve u(1, t) = X(1)T (t) = 0 sınır koşullarından

X(0) = X(1) = 0

koşullarıve dolayısıyla  X
′′
(x) + λ2X(x) = 0

X(0) = X(1) = 0
(2.9)

özdeğer problemi elde edilmi̧s olur. (2.9) daki denklemin genel çözümü

X(x) = c1 cosλx+ c2 sinλx

dir, burada c1 ve c2 keyfi sabitlerdir. X(0) = X(1) = 0 koşullarından,

λk = πk (2.10)

olup (2.9) probleminin özfonksiyonları

Xk(x) = sin πkx, k = 1, 2, . . . , (2.11)

şeklindedir.

Şimdi (2.8) denklemini çözelim.

[n, n+ 1) aralı̆gında, n ≥ 1, (2.10) ile birlikte (2.8) denkleminden

T
′
(t) + a2π2k2T (t) = −bπ2k2T (n− 1) (2.12)

adi diferensiyel denklemi bulunur. Bu denklemin T (n) = Tn koşulunu sağlayan

çözümü

T (t) = e−a
2π2k2(t−n)T (n)− b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−n)

)
T (n− 1), n ≤ t < n+ 1, (2.13)

dir. t ∈ [1,∞) için (2.13) de n yerine [t] yazılırsa (2.4) elde edilir.

n+ 1 ≤ t < n+ 2 aralı̆gında (2.8) diferensiyel denklemi

T
′
(t) + a2π2k2T (t) = −bπ2k2T (n)

olup çözümü

T (t) = e−a
2π2k2(t−n−1)T (n+ 1)− b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−n−1)

)
T (n) (2.14)
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bulunur, burada T (n+ 1) = Tn+1 dir.

(2.13) ve (2.14) çözümleri sırasıyla Tn(t) ve Tn+1(t) ile ifade edilsin. T (t) çözümü

t = n+ 1 noktasında sürekli olduğundan,

Tn(n+ 1) = Tn+1(n+ 1)

eşitliği sağlanır. Bu eşitlik kullanılarak

Tn+1 − e−a
2π2k2Tn +

b

a2

(
1− e−a2π2k2

)
Tn−1 = 0, n ≥ 1,

şeklinde ikinci basamaktan fark denklemi elde edilir, bu ise (2.5) ile gösterilen

denklemdir. (2.5) fark denkleminin tek çözümü için

T (0) = T0, T (1) = T1

koşullarına ihtiyaç vardır. (2.5) denkleminin karakteristik denklemi

λ2 − e−a2π2k2λ+
b

a2

(
1− e−a2π2k2

)
= 0 (2.15)

dır.

Şimdi, (2.15) denkleminin λ1 ve λ2 karakteristik köklerine göre (2.5) fark denklemi-

nin ve (2.8) parçalısürekli argümentli diferensiyel denkleminin çözümlerini inceleye-

lim.

(i)

b

a2
<

e−2a
2π2k2

4(1− e−a2π2k2) (2.16)

ise, bu durumda (2.15) karakteristik denkleminin diskriminantı,

∆ =
e−2a

2π2k2

4(1− e−a2π2k2) , (2.17)

pozitiftir. Buradan (2.15) denklemi birbirinden farklıλ1, λ2 köklerine sahip olup

(2.5) fark denkleminin çözümü

Tn = k1λ
n
1 + k2λ

n
2 (2.18)

şeklinde yazılır, burada k1 ve k2 keyfi sabitlerdir. (2.18) çözümünde sırasıyla n = 0

ve n = 1 alınırsa,

T0 = k1 + k2, T1 = k1λ1 + k2λ2
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olup buradan k1 ve k2 sabitleri

k1 =
T0λ2 − T1
λ2 − λ1

, k2 =
T1 − T0λ1
λ2 − λ1

bulunur. k1 ve k2 sabitleri (2.18) de yazılırsa, (2.5) denkleminin çözümü

Tn =
T0λ2 − T1
λ2 − λ1

λn1 +
T1 − T0λ1
λ2 − λ1

λn2 (2.19)

şeklinde elde edilir. (2.19), (2.13) çözümünde yazılırsa n ≤ t < n+1 aralı̆gında (2.8)

parçalısürekli argümentli diferensiyel denklemin çözümü

Tk(t) = e−a
2π2k2(t−n)

[
T0λ2 − T1
λ2 − λ1

λn1 +
T1 − T0λ1
λ2 − λ1

λn2

]
− b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−n)

)[T0λ2 − T1
λ2 − λ1

λn−11 +
T1 − T0λ1
λ2 − λ1

λn−12

]
, (2.20)

k = 1, 2, . . . ,

biçiminde bulunur. Tk(t), 1 ≤ t <∞ aralı̆gında

Tk(t) = e−a
2π2k2(t−[t])

[
T0λ2 − T1
λ2 − λ1

λ
[t]
1 +

T1 − T0λ1
λ2 − λ1

λ
[t]
2

]
− b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)[T0λ2 − T1
λ2 − λ1

λ
[t]−1
1 +

T1 − T0λ1
λ2 − λ1

λ
[t]−1
2

]
, (2.21)

k = 1, 2, . . . ,

şeklinde ifade edilir.

(ii)

b

a2
=

e−2a
2π2k2

4(1− e−a2π2k2)
ise ∆ = 0 olup λ1 = λ2 = λ dır. O halde (2.5) denkleminin genel çözümü

Tn = (k1 + k2n)λn (2.22)

dir, burada k1, k2 keyfi sabitlerdir. n = 0 ve n = 1 için (2.22) den

k1 = T0, k2 =
T1 − T0λ

λ

olur. Buradan (2.5) denkleminin çözümü

Tn =

[
T0 +

(
T1 − T0λ

λ

)
n

]
λn (2.23)
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şeklindedir. (2.23), (2.13) de göz önüne alınırsa, n ≤ t < n+ 1 için

Tk(t) = e−a
2π2k2(t−n)

[
T0 +

(
T1 − T0λ

λ

)
n

]
λn

− b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−n)

)[
T0 +

(
T1 − T0λ

λ

)
(n− 1)

]
λn−1 (2.24)

olur. 1 ≤ t <∞ aralı̆gında Tk(t), (2.21) e benzer şekilde bulunur.

(iii)

b

a2
>

e−2a
2π2

4(1− e−a2π2) (2.25)

ise, bu durumda ∆ < 0 olup λ1 ve λ2 eşlenik kompleks köklerdir, yani λ1,2 = α± iβ

yazılabilir. (2.5) denklemin genel çözümü

Tn = rn(k1 cosnθ + k2 sinnθ) (2.26)

dır, burada r =
√
α2 + β2, θ = tan−1

(
β

α

)
, α, β ∈ R, β 6= 0 ve θ 6= mπ,

m = 0, 1, 2, . . . dır. (2.26) da sırasıyla n = 0, n = 1 alınırsa,

k1 = T0, k2 =
T1 − rT0 cos θ

r sin θ

olup (2.5) denkleminin çözümü

Tn = rn
[
T0 cosnθ +

(
T1 − rT0 cos θ

r sin θ

)
sinnθ

]
(2.27)

şeklinde bulunur. (2.27), (2.13) eşitliğinde yazılırsa,

Tk(t) = e−a
2π2k2(t−n)rn

[
T0 cosnθ +

(
T1 − rT0 cos θ

r sin θ

)
sinnθ

]
− b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−n)

)
.rn−1

[
T0 cos(n− 1)θ +

(
T1 − rT0 cos θ

r sin θ

)
sin(n− 1)θ

]
(2.28)

olur. 1 ≤ t <∞ aralı̆gında Tk(t), (2.21) e benzer şekilde bulunur.

Böylece k = 1, 2, . . . için

uk(x, t) = Xk(x)Tk(t) (2.29)

(2.1) denklemini ve (2.2) sınır koşullarınısağlar. Burada Xk(x), (2.11) eşitliğinde

Tk(t), (2.15) karakteristik denkleminin köklerinin yapısına göre (2.20) , (2.24) ve

(2.28) de verilmi̧stir. Süperpozisyon ilkesinden

u(x, t) =

∞∑
k=1

Ak sin πkx Tk(t) (2.30)
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serisi de (2.1)− (2.2) sınır değer probleminin bir çözümüdür, burada Ak katsayıları

keyfi sabitlerdir. (2.3) başlangıç koşulu (2.30) serisine uygulanırsa,

u(x, 0) = f(x) =

∞∑
k=1

Ak sin πkx Tk(0), 0 ≤ x < 1,

elde edilir, burada

AkTk(0) = 2

1∫
0

f(ξ) sin (πkξ) dξ

dir. Tk(0) = T0 6= 0 olduğundan (i), (ii) ve (iii) durumlarında Ak tek olarak

Ak =
2

T0

1∫
0

f(ξ) sin (πkξ) dξ (2.31)

şeklinde hesaplanır.

Sonuç olarak, (2.30) serisi (2.31) ile birlikte (2.1)− (2.3) probleminin biçimsel çözü-

müdür.

2.2 Çözümlerin Davranı̧sı

Bu kesimde, (2.1) − (2.3) başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) = 0 çözümünün

asimptotik kararlılık, kararsızlık ve salınımlılık gibi asimptotik davranı̧slarıele alın-

mı̧stır.

Tanım 2.2.1 (Bereketoğlu ve Kutay 2012)

x(n+ 2) + a1x(n+ 1) + a2x(n) = 0

denkleminde a1 ve a2 katsayılarıreel sabitler olup a2 6= 0 dır. Bu denklemin karak-

teristik denklemi

λ2 + a1λ+ a2 = 0

şeklindedir. λ1 ve λ2 karakteristik denklemin kökleri olmak üzere bu kökler bir-

birinden farklı, reel ve birbirine eşit, reel olduğu durumlarda |λ1| < 1 ve |λ2| < 1

ise x(n) = 0 çözümü asimptotik kararlı, |λ1| > 1 veya |λ2| > 1 ise x(n) = 0 çözümü

kararsızdır, kökler kompleks olduğunda |r| < 1 ise x(n) = 0 çözümü asimptotik
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kararlı, |r| > 1 ise x(n) = 0 çözümü kararsızdır denir.

Tanım 2.2.2 (Rao 1980)

x
′
= F (t, x)

denkleminin bir x(t) çözümü verilsin. Her bir ε > 0 sayısına kaŗsılık bu denklemin

başka her x(t) = x(t, t0, x0) çözümü için ||x0 − x0|| < δ olduğunda ∀t ≥ t0 için

||x(t)− x(t)|| < ε olacak şekilde bir δ = δ(ε) > 0 varsa, x(t) ye karalıdır denir.

x(t) çözümü kararlıve ||x0 − x0|| < δ0 iken lim
t→∞
||x(t)− x(t)|| = 0 olacak şekilde bir

δ0 > 0 sayısıvarsa x(t) ye asimptotik kararlıdır denir.

x(t) çözümü kararlıdeğilse kararsızdır denir. Burada x(t0) = x0 dır.

Tanım 2.2.3 (Margaret 2012)

ut = Lu, u ∈ X,

şeklindeki denklemde L lineer operatör ve X Banach uzayıdır. Her ε > 0 için bir

δ(ε) > 0 vardır öyle ki bütün u0 ∈ X başlangıç koşullarıiçin ||u0||X ≤ δ olduğunda

||u(t)||X ≤ ε, ∀t ≥ 0,

oluyorsa u(t) = 0 çözümü kararlıdır denir.

u(t) = 0 çözümü kararlıve bir δ∗ var öyle ki bütün u0 ∈ X başlangıç koşullarıiçin

||u0||X ≤ δ∗ olduğunda lim
t→∞
||u(t)||X = 0 ise sıfır çözümü asimptotik kararlıdır denir.

2.2.1 Asimptotik Kararlılık

Teorem 2.2.1.1

−1 <
b

a2
< 0 (2.32)

ise, (2.1) − (2.3) başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) = 0 çözümü asimptotik

kararlıdır.
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İspat. (2.32) koşulu, (2.16) koşulu içerisinde yer aldı̆gından (2.15) karakteristik

denkleminin kökleri λ1 ve λ2 reeldir ve dolayısıyla

|λ1,2| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
e−a

2π2k2

2
±

√
e−2a2π2k2 − 4

b

a2
(1− e−a2π2k2)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.33)

bulunur. (2.33) eşitliğine (2.32) uygulanırsa,

|λ1,2| <
1

2

∣∣∣∣e−a2π2k2 +

√
(e−a2π2k2 − 2)

2

∣∣∣∣
=

1

2

∣∣∣e−a2π2k2 + (−e−a2π2k2 + 2)
∣∣∣

elde edilir ve buradan

|λ1,2| < 1 (2.34)

olup (2.5) fark denkleminin Tn = 0 çözümü asimptotik kararlıdır.

(2.8) denkleminin Tk = 0 çözümü kararlıve lim
t→∞
|Tk(t)| = 0 ise, (2.8) denkleminin

Tk = 0 çözümü asimptotik kararlıdır. Kararlılık tanımından, her ε > 0 için bir δ > 0

vardır öyle ki |T0| < δ ve |T1| < δ olduğunda |Tk(t)| < ε oluyorsa (2.8) denkleminin

Tk = 0 çözümü kararlıdır.

(2.4) ve (2.19) eşitliklerinden,

|Tk(t)| =

∣∣∣∣e−a2π2k2(t−[t]) [T0λ2 − T1λ2 − λ1
λ
[t]
1 +

T1 − T0λ1
λ2 − λ1

λ
[t]
2

]
− b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)[T0λ2 − T1
λ2 − λ1

λ
[t]−1
1 +

T1 − T0λ1
λ2 − λ1

λ
[t]−1
2

]∣∣∣∣
(2.35)

elde edilir. (2.35) eşitliğinde e−a
2π2k2(t−[t]) < 1 ve (2.32) koşulu kullanılırsa,

|Tk(t)| < |T0| |λ1| |λ2|
∣∣∣∣∣λ[t]−11 − λ[t]−12

λ2 − λ1

∣∣∣∣∣+ |T1|
∣∣∣∣∣λ[t]2 − λ[t]1λ2 − λ1

∣∣∣∣∣
+ |T0| |λ1| |λ2|

∣∣∣∣∣λ[t]−21 − λ[t]−22

λ2 − λ1

∣∣∣∣∣+ |T1|
∣∣∣∣∣λ[t]−12 − λ[t]−11

λ2 − λ1

∣∣∣∣∣ (2.36)

bulunur. (2.34) , (2.36) da göz önüne alınırsa,

|Tk(t)| < 2 |T0|+ 2 |T1|
14



veya

|Tk(t)| < 4δ = ε

olup δ =
ε

4
için Tk = 0 kararlıdır.

Şimdi, lim
t→∞
|Tk(t)| = 0 olduğunu gösterelim.

(2.36) dan,

0 < lim
t→∞
|Tk(t)|

< lim
t→∞

1

|λ2 − λ1|

(∣∣∣λ[t]−11

∣∣∣ (|T0| |λ1| |λ2|+ |T1|) +
∣∣∣λ[t]−12

∣∣∣ (|T0| |λ1| |λ2|+ |T1|)
+
∣∣∣λ[t]1 ∣∣∣ |T1|+ ∣∣∣λ[t]2 ∣∣∣ |T1|+ ∣∣∣λ[t]−21

∣∣∣ |T0| |λ1| |λ2|+ ∣∣∣λ[t]−22

∣∣∣ |T0| |λ1| |λ2|)
(2.37)

olur. Bilinen

|λi| < 1⇒ lim
[t]→∞

λ
[t]
i = 0, i = 1, 2

ifadesi (2.37) eşitsizliğinde uygulanırsa,

lim
t→∞
|Tk(t)| = 0

bulunur. Böylece Tk = 0 çözümü asimptotik kararlıdır. Sonuç olarak

u(x, t) =
∞∑
k=1

AkXk(x)Tk(t)

çözümünde (2.11) ile ifade edilen Xk(x) sınırlı olup (2.8) denkleminin Tk = 0

çözümü asimptotik kararlıolduğundan (2.1)− (2.3) başlangıç sınır değer problemi-

nin u(x, t) = 0 çözümü de asimptotik kararlıdır.

Teorem 2.2.1.2
e−2a

2π2

4(1− e−a2π2) <
b

a2
<

1

1− e−a2π2k2 (2.38)

ise, (2.1) − (2.3) başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) = 0 çözümü asimptotik

kararlıdır.

İspat. (2.38) koşulundan (2.17) ile tanımlanan ∆ < 0 dır, buradan

λ1,2 =
e−a

2π2k2

2
±
i

√
−e−2a2π2k2 + 4

b

a2
(1− e−a2π2k2)

2
(2.39)
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ve

r =

√
1

4

[
e−2a2π2k2 +

(
−e−2a2π2k2 + 4

b

a2
(1− e−a2π2k2)

)]
=

√
b

a2
(1− e−a2π2k2) (2.40)

elde edilir. (2.38) ve (2.40) ifadelerinden

0 < r < 1

olur ve (2.5) fark denkleminin Tn = 0 çözümü asimptotik kararlıdır.

Şimdi (2.8) denkleminin Tk = 0 çözümünün asimptotik kararlıolduğunu gösterelim.

(2.4) ve (2.27) den

|Tk(t)| =

∣∣∣∣e−a2π2k2(t−[t])r[t]−1(rT0 cos ([t] θ) +

(
T1 − rT0 cos θ

sin θ

)
sin ([t] θ)

)
− b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)
r[t]−2

.

(
rT0 cos(([t]− 1)θ) +

(
T1 − rT0 cos θ

sin θ

)
sin(([t]− 1)θ)

)∣∣∣∣
(2.41)

bulunur. e−a
2π2k2(t−[t]) < 1, sin ([t] θ) < 1, cos ([t] θ) < 1 ve (2.38) eşitsizliklerinden

|Tk(t)| <
∣∣r[t]−1∣∣ (|r| |T0|+ |T1| ∣∣∣∣ 1

sin θ

∣∣∣∣+ |r| |T0| |cot θ|
)

+
1

1− e−a2π2k2
∣∣r[t]−2∣∣ (|r| |T0|+ |T1| ∣∣∣∣ 1

sin θ

∣∣∣∣+ |r| |T0| |cot θ|
)
(2.42)

elde edilir. |r| < 1, |T0| < δ ve |T1| < δ olduğundan

|T (t)| <
(

1 +
1

1− e−a2π2k2
)(

1 + |cot θ|+
∣∣∣∣ 1

sin θ

∣∣∣∣) δ = ε

olup Tk = 0 çözümü kararlıdır. Asimptotik kararlılık için lim
t→∞
|Tk(t)| = 0 olduğunu

göstermek yeterli olacaktır. Bunun için (2.42) eşitsizliğinin limiti alınırsa,

|r| < 1⇒ lim
[t]→∞

r[t] = 0 (2.43)

olduğundan

0 < lim
t→∞
|Tk(t)|

< lim
t→∞

[∣∣r[t]−1∣∣ (|r| |T0|+ |r| |T0| |cot θ|+ |T1|
∣∣∣∣ 1

sin θ

∣∣∣∣)
+

1

1− e−a2π2k2
∣∣r[t]−2∣∣ (|r| |T0|+ |r| |T0| |cot θ|+ |T1|

∣∣∣∣ 1

sin θ

∣∣∣∣)]
= 0 (2.44)
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dır. Bu nedenle (2.8) denkleminin Tk = 0 çözümü asimptotik kararlıdır. Dolayısıyla

(2.1) − (2.3) başlangıç sınır değer probleminin (2.30) ile ifade edilen çözümünde

Xk(x) sınırlıbir fonksiyon olup (2.8) denkleminin Tk = 0 çözümü asimptotik kararlı

olduğundan u(x, t) = 0 çözümü asimptotik kararlıdır.

2.2.2 Kararsızlık

Teorem 2.2.2.1
b

a2
< −1 (2.45)

ise, (2.1)− (2.3) başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) = 0 çözümü kararsızdır.

İspat.
b

a2
< −1

olsun. Bu durumda, bu koşul (2.16) koşulunda yer aldı̆gından (2.15) denkleminin

kökleri reeldir. Buradan

λ1 =
e−a

2π2k2

2
+

√
e−2a2π2k2 − 4

b

a2
(1− e−a2π2k2)

2

>
1

2

(
e−a

2π2k2 +
√
e−2a2π2k2 + 4(1− e−a2π2k2)

)
> 1

ve

λ2 =
e−a

2π2k2

2
−

√
e−2a2π2k2 − 4

b

a2
(1− e−a2π2k2)

2

<
1

2

(
e−a

2π2k2 −
√
e−2a2π2k2 + 4(1− e−a2π2k2)

)
< 0

olup λ1 ve λ2 karakteristik köklerden en az biri 1 den büyüktür. Dolayısıyla (2.5)

fark denkleminin Tn = 0 çözümü kararsızdır.

(2.5) denkleminin Tn = 0 çözümü kararsız olduğundan yani, T0 6= 0 veya T1 6= 0

olmak üzere t → ∞ halinde
∣∣T[t]∣∣ → ∞ ve

∣∣T[t]−1∣∣ → ∞ olduğundan ve (2.4)
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eşitliğinden

Tk(t) = e−a
2π2k2(t−[t])T[t] −

b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)
T[t]−1 (2.46)

olup (2.45) koşulu ile birlikte t→∞ halinde Tk(t)→∞ olur. Buradan (2.8) denk-

leminin Tk = 0 çözümü kararsızdır. (2.1) − (2.3) başlangıç sınır değer probleminin

(2.30) çözümünde Xk(x) sınırlıbir fonksiyon olup (2.8) denkleminin Tk = 0 çözümü

kararsız olduğundan u(x, t) = 0 çözümü de kararsızdır.

Teorem 2.2.2.2
b

a2
=

e−2a
2π2k2

4(1− e−a2π2k2) , k = 1, 2, . . . (2.47)

ise (2.1)− (2.3) başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) = 0 çözümü kararsızdır.

İspat. (2.47) eşitliğinden ∆ = 0 dır. Bu nedenle

λ1,2 = λ =
e−a

2π2k2

2

olur. Buradan

0 < λ <
1

2

dir. Dolayısıyla Tn = 0 çözümü asimptotik kararlıdır.

Şimdi, (2.8) denkleminin Tk = 0 çözümünün kararsız olduğunu gösterelim. Bu

durumda (2.4) ve (2.23) eşitliklerinden

Tk(t) =

[
(T0λ+ (T1 − T0λ) [t])

(
λe−a

2π2k2(t−[t]) − b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

))
+
b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)
(T1 − T0λ)

]
λ[t]−2 (2.48)

elde edilir. t ∈ [1,∞) olduğundan (2.48) eşitliğindeki [t] terimi Tk(t) çözümünü

sınırsız yapar. Dolayısıyla (2.8) denkleminin Tk = 0 çözümü kararsızdır. Sonuç

olarak, (2.1)−(2.3) başlangıç sınır değer probleminin (2.30) çözümünde Xk(x) sınırlı

bir fonksiyon olup (2.8) denkleminin Tk = 0 çözümü kararsız olduğundan u(x, t) = 0

çözümü de kararsızdır.

Teorem 2.2.2.3
b

a2
>

1

1− e−a2π2 (2.49)
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(2.1)− (2.3) başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) = 0 çözümü kararsızdır.

İspat. (2.49) eşitsizliği (2.25) eşitsizliğinin içinde yer aldı̆gından ∆ < 0 dır, buradan

(2.39) ve (2.40) elde edilir. (2.49) koşulundan

b

a2
>

1

1− e−a2π2k2 , k = 1, 2 . . . (2.50)

yazılabilir ve bu eşitsizlik (2.40) da kullanılırsa,

r > 1 (2.51)

elde edilir. Dolayısıyla (2.5) denkleminin Tn = 0 çözümü kararsızdır. Buradan

T0 6= 0 veya T1 6= 0 olmak üzere t → ∞ durumunda
∣∣T[t]∣∣ → ∞ ve

∣∣T[t]−1∣∣ → ∞
olur. Dolayısıyla (2.46) eşitliğinden t → ∞ durumunda |Tk(t)| → ∞ elde edilir.

Bu nedenle (2.8) denkleminin Tk = 0 çözümü kararsızdır. Bu durumda u(x, t) = 0

çözümü de kararsızdır.

2.2.3 Salınımlılık

Teorem 2.2.3.1 (2.25) sağlanırsa, (2.1) − (2.3) başlangıç sınır değer probleminin

u(x, t) çözümü salınımlıdır.

İspat. (2.25) ile

4b

a2
>

e−2a
2π2

1− e−a2π2 ≥
e−2a

2π2k2

1− e−a2π2k2 , k = 1, 2, . . . (2.52)

elde edilir. (2.52) den

∆ =

√
e−2a2π2k2 − 4

b

a2
(1− e−a2π2k2) < 0

olup λ1, λ2 kökleri eşlenik komplekstir. Kompleks köklerden dolayı(2.5) fark denk-

leminin (2.27) şeklindeki Tn çözümü ve (2.8) denkleminin (2.28) şeklindeki Tk çözümü

salınımlıdır. Dolayısıyla Xk(x) fonksiyonu sınırlıolduğundan (2.30) serisi ile verilen

(2.1)− (2.3) başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) çözümü de salınımlıdır.
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Teorem 2.2.3.2
b

a2
> 0 ise yeterince büyük k lar için (2.1) − (2.3) başlangıç sınır

değer probleminin u(x, t) çözümü salınımlıdır.

İspat. Yeterince büyük k lar için

λ1,2 = ±
√
− b

a2

dir. − b

a2
< 0 olduğundan λ1 ve λ2 eşlenik komplekstir. Bu nedenle (2.5) denklemin

Tn çözümü ve (2.8) denkleminin Tk çözümü salınımlıdır. Buradan Xk(x) fonksiyonu

sınırlıolduğundan (2.30) serisi ile verilen (2.1)− (2.3) başlangıç sınır değer proble-

minin u(x, t) çözümü de salınımlıdır.

2.3 Örnekler

Örnek 2.3.1 (2.1)− (2.3) probleminde a2 = 1, b = −1

2
ve f(x) = −x2 + x alınırsa,

ut(x, t) = uxx(x, t)−
1

2
uxx(x, [t− 1]), t ≥ 1,

u(0, t) = u(1, t) = 0,

u(x, 0) = −x2 + x

problemi elde edilir. Bu problem için (2.5) fark denklemi

Tn+1 − e−π
2k2Tn −

1

2

(
1− e−π2k2

)
Tn−1 = 0, n ≥ 1

şeklindedir. (2.8) parçalısürekli argümentli diferensiyel denklemi

T
′
(t) + π2k2T (t) =

1

2
π2k2T ([t− 1]), t ≥ 1

olup bu denklemin n ≤ t < n+ 1 aralı̆gındaki çözümü

Tk(t) = e−π
2k2(t−n)Tn +

1

2

(
1− e−π2k2(t−n)

)
Tn−1

şeklinde olmak üzere buradaki başlangıç koşullarıT (0) = 1 6= 0, T (1) = 0 dır.

Ak =
4− 4 cosπk − 2πk sin πk

k3π3
ve Xk(x) = sin πkx
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olmak üzere

u(x, t) =
∞∑
k=1

Ak Xk(x) Tk(t)

olur. Burada Teorem 2.2.1.1 in (2.32) koşulu sağlanır, dolayısıyla u(x, t) = 0 çözümü

asimptotik kararlıdır (Şekil 2.1).

Şekil 2.1. u(x, t) = 0 çözümünün asimptotik kararlılık durumu

Örnek 2.3.2 (2.1) − (2.3) probleminde özel olarak a2 = 1, b = −2 ve f(x) =

x3 + x2 − 2x alınsın. Bu durumda elde edilen problemin (2.5) fark denklemi

Tn+1 − e−π
2k2Tn − 2

(
1− e−π2k2

)
Tn−1 = 0, n ≥ 1

ve (2.8) parçalısürekli argümentli diferensiyel denklemi

T
′
(t) + π2k2T (t) = 2π2k2T ([t− 1]), t ≥ 1

dir. Bu diferensiyel denklemin n ≤ t < n+1 aralı̆gındaki çözümü başlangıç koşulları

T (0) = −1 6= 0, T (1) = 0 olmak üzere

Tk(t) = e−π
2k2(t−n)Tn + 2

(
1− e−π2k2(t−n)

)
Tn−1

şeklindedir.

Ak = −2(−2πk + 8πk cosπk + 3(−2 + π2k2 sin πk))

k4π4
ve Xk(x) = sinπkx
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olmak üzere

u(x, t) =

∞∑
k=1

Ak Xk(x) Tk(t)

bulunur. Burada
b

a2
= −2 olup (2.45) koşulu sağlandı̆gından u(x, t) = 0 çözümü

kararsızdır (Şekil 2.2).

Şekil 2.2. u(x, t) = 0 çözümünün kararsızlık durumu
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3. PARÇALI SÜREKLİ KARIŞIK TİPTEN ARGÜMENTLİ ISI

DENKLEMİNİN ÇÖZÜMLERİNİN DAVRANIŞI

Bu bölümde

ut(x, t) = a2uxx(x, t) + buxx(x, [t− 1]) + cuxx(x, [t]) + duxx(x, [t+ 1]), t ≥ 1,

(3.1)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (3.2)

u(x, 0) = f(x) (3.3)

şeklinde başlangıç sınır değer problemi ele alınmı̧stır, burada a, b, c, d ∈ R, a 6= 0,

u : Ω = [0, 1] × ({0} ∪ [1,∞)) → R olup f : [0, 1] → R sürekli bir fonksiyondur ve

[.] , tam değer fonksiyonunu ifade eder.

3.1 Çözümlerin Varlı̆gı

Bu kesimde (3.1) − (3.3) başlangıç sınır değer probleminin çözümlerinin varlı̆gı

araştırılmı̧stır.

Teorem 3.1.1 f(x) fonksiyonu sürekli diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve f(0) =

f(1) = 0 olsun. Bu durumda (3.1)− (3.3) başlangıç sınır değer probleminin biçimsel

çözümü

u(x, t) =

∞∑
k=1

Ak Xk(x) Tk(t)

dir, burada

Ak =
2

T0

1∫
0

f(ξ) sin (πkξ) dξ,

Xk(x) = sinπkx, k = 1, 2, . . .
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ve

Tk(t) = − b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)
T[t]−1

+
(
e−a

2π2k2(t−[t]) − c

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

))
T[t]

− d

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)
T[t]+1, 1 ≤ t <∞, (3.4)

şeklindedir. T (0) = T0 6= 0, T (1) = T1 başlangıç koşullarıolmak üzere t ∈ [n, n+ 1),

n ≥ 1 için T[t],(
1 +

d

a2

(
1− e−a2π2k2(t−n)

))
Tn+1 −

(
e−a

2π2k2(t−n) − c

a2

(
1− e−a2π2k2(t−n)

))
Tn

+
b

a2

(
1− e−a2π2k2

)
Tn−1 = 0 (3.5)

fark denkleminin tek çözümüdür.

İspat. Deği̧skenlere ayırma metodu kullanılarak, (3.1)− (3.3) probleminin

u(x, t) = X(x)T (t) (3.6)

şeklinde çözümünü araştıralım. (3.6), (3.1) denkleminde yazılırsa,

X(x)T
′
(t) = a2X

′′
(x)T (t) + bX

′′
(x)T ([t− 1]) + cX

′′
(x)T ([t]) + dX

′′
(x)T ([t+ 1])

veya

X(x)T
′
(t) = X

′′
(x)(a2T (t) + bT ([t− 1]) + cT ([t]) + dT ([t+ 1]))

elde edilir. Buradan

T
′
(t)

a2T (t) + bT ([t− 1]) + cT ([t]) + dT ([t+ 1])
=
X

′′
(x)

X(x)
= −λ2

olup  X
′′
(x) + λ2X(x) = 0,

X(0) = X(1) = 0
(3.7)

sınır değer problemi ve

T
′
(t) + a2λ2T (t) = −bλ2T ([t− 1])− cλ2T ([t])− dλ2T ([t+ 1]) (3.8)

parçalısürekli argümentli diferensiyel denklemi bulunur. (3.7) deki denklemin genel

çözümü

X(x) = c1 cosλx+ c2 sinλx
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şeklindedir, burada c1 ve c2 keyfi sabitlerdir. X(0) = X(1) = 0 koşullarından

λk = πk (3.9)

olup (3.7) sınır değer probleminin çözümü

Xk(x) = sin πkx, k = 1, 2, . . . (3.10)

dir.

Şimdi (3.8) denkleminin çözümünü elde edelim.

(3.8) ve (3.9) dan [n, n+ 1) aralı̆gında

T
′
(t) + a2π2k2T (t) = −bπ2k2T (n− 1)− cπ2k2T (n)− dπ2k2T (n+ 1) (3.11)

adi diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denkleminin çözümü n ≤ t < n+ 1 için

T (t) = − b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−n)

)
T (n− 1)

+
(
e−a

2π2k2(t−n) − c

a2

(
1− e−a2π2k2(t−n)

))
T (n)

− d

a2

(
1− e−a2π2k2(t−n)

)
T (n+ 1) (3.12)

şeklinde bulunur. (3.11) denkleminin n+ 1 ≤ t < n+ 2 aralı̆gındaki çözümü ise

T (t) = − b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−n−1)

)
T (n)

+
(
e−a

2π2k2(t−n−1) − c

a2

(
1− e−a2π2k2(t−n−1)

))
T (n+ 1)

− d

a2

(
1− e−a2π2k2(t−n−1)

)
T (n+ 2)

olup t = n+ 1 noktasında T (t) çözümünün sürekliliğinden

Tn(n+ 1) = Tn+1(n+ 1)

eşitliği vardır. Buradan (3.5) ile gösterilen(
1 +

d

a2

(
1− e−a2π2k2

))
Tn+1 −

(
e−a

2π2k2 − c

a2

(
1− e−a2π2k2

))
Tn

+
b

a2

(
1− e−a2π2k2

)
Tn−1 = 0, n ≥ 1

ikinci basamaktan fark denklemi elde edilir, burada T (n) = Tn dir. (3.5) fark denk-

leminin karakteristik denklemi(
1 +

d

a2

(
1− e−a2π2k2

))
λ2 −

(
e−a

2π2k2 − c

a2

(
1− e−a2π2k2

))
λ

+
b

a2

(
1− e−a2π2k2

)
= 0 (3.13)
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şeklindedir.

Şimdi, (3.13) denkleminin λ1 ve λ2 karakteristik köklerinin durumuna göre (3.5)

denkleminin Tn ve (3.8) denkleminin Tk(t) çözümlerini inceleyelim.

(i)

c2 − 4bd > 0, ce−a
2π2 + 2b < 0 (3.14)

ise (3.13) denkleminin diskrimantı

∆ = (a4+2ca2+c2−4bd)e−2a
2π2k2 +(−2a2−2c2+8bd+4ba2)e−a

2π2k2 +c2−4ba2−4bd

(3.15)

olmak üzere ∆ > 0 dır ve (3.13) karakteristik denklemin λ1 ve λ2 kökleri reel ve

farklıdır. Dolayısıyla (3.5) fark denkleminin genel çözümü

Tn = k1λ
n
1 + k2λ

n
2 (3.16)

dir, burada k1 ve k2 keyfi sabitlerdir. (3.16) çözümünde, sırasıyla, n = 0 ve n = 1

yazılırsa,

T0 = k1 + k2, T1 = k1λ1 + k2λ2

olup bu eşitliklerden

k1 =
T0λ2 − T1
λ2 − λ1

, k2 =
T1 − T0λ1
λ2 − λ1

bulunur. (3.16) eşitliğinde k1 ve k2 yazılırsa,

Tn =
T0λ2 − T1
λ2 − λ1

λn1 +
T1 − T0λ1
λ2 − λ1

λn2 (3.17)

şeklinde (3.5) fark denkleminin çözümü elde edilir. (3.17) , (3.12) de yazılırsa,

Tk(t) = − b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−n)

)[T0λ2 − T1
λ2 − λ1

λn−11 +
T1 − T0λ1
λ2 − λ1

λn−12

]
+
(
e−a

2π2k2(t−n) − c

a2

(
1− e−a2π2k2(t−n)

))[T0λ2 − T1
λ2 − λ1

λn1 +
T1 − T0λ1
λ2 − λ1

λn2

]
− d

a2

(
1− e−a2π2k2(t−n)

)[T0λ2 − T1
λ2 − λ1

λn+11 +
T1 − T0λ1
λ2 − λ1

λn+12

]
(3.18)

elde edilir. 1 ≤ t <∞ aralı̆gında Tk(t),

Tk(t) = − b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)[T0λ2 − T1
λ2 − λ1

λ
[t]−1
1 +

T1 − T0λ1
λ2 − λ1

λ
[t]−1
2

]
+
(
e−a

2π2k2(t−[t]) − c

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

))[T0λ2 − T1
λ2 − λ1

λ
[t]
1 +

T1 − T0λ1
λ2 − λ1

λ
[t]
2

]
− d

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)[T0λ2 − T1
λ2 − λ1

λ
[t]+1
1 +

T1 − T0λ1
λ2 − λ1

λ
[t]+1
2

]
(3.19)
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şeklinde bulunur.

(ii)

c2 − 4bd− 4ba2 = 0, c+ 2b =
a2

2 (ea2π2k2 − 1)
(3.20)

ise (3.15) eşitliğindeki ∆ = 0 dır. Bu nedenle λ1 = λ2 = λ olup (3.5) in genel

çözümü

Tn = (k1 + k2n)λn (3.21)

şeklinde yazılır, burada k1, k2 keyfi sabitlerdir. n = 0 ve n = 1 için (3.21) den

k1 = T0, k2 =
T1 − T0λ

λ

olup (3.5) denkleminin çözümü

Tn =

[
T0 +

(
T1 − T0λ

λ

)
n

]
λn (3.22)

dir. Bu eşitlik (3.12) de yazılırsa, n ≤ t < n+ 1 için

Tk(t) = − b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−n)

)[
T0 +

(
T1 − T0λ

λ

)
(n− 1)

]
λn−1

+
(
e−a

2π2k2(t−n) − c

a2

(
1− e−a2π2k2(t−n)

))[
T0 +

(
T1 − T0λ

λ

)
n

]
λn

− d

a2

(
1− e−a2π2k2(t−n)

)[
T0 +

(
T1 − T0λ

λ

)
(n+ 1)

]
λn+1

(3.23)

bulunur. 1 ≤ t <∞ aralı̆gında Tk(t), (3.19) eşitliğine benzer şekilde elde edilir.

(iii)

c2 − 4ba2 < 4bd < (a2 + c)2, c > 1, 2a2(c− 1) < −a4 + 2c2 − 8bd− 8ba2 (3.24)

ise, (3.15) eşitliğindeki ∆ < 0 olup λ1 ve λ2 eşlenik komplekstir. Kökler λ1,2 = α±iβ

şeklinde olsun. Bu durumda (3.5) denkleminin genel çözümü

Tn = rn(k1 cosnθ + k2 sinnθ) (3.25)

olur, burada r =
√
α2 + β2, θ = tan−1

(
β

α

)
, α, β ∈ R, β 6= 0 ve θ 6= mπ,

m = 0, 1, 2, . . . .

(3.25) de n = 0 ve n = 1 alınırsa,

Tn = rn
[
T0 cosnθ +

(
T1 − rT0 cos θ

r sin θ

)
sinnθ

]
(3.26)
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bulunur. (3.26) ve (3.12) eşitliklerinden n ≤ t < n+ 1 için

Tk(t) = − b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−n)

)
.

[
T0 cos(n− 1)θ +

(
T1 − rT0 cos θ

r sin θ

)
sin(n− 1)θ

]
rn−1

+
(
e−a

2π2k2(t−n) − c

a2

(
1− e−a2π2k2(t−n)

))
.

[
T0 cosnθ +

(
T1 − rT0 cos θ

r sin θ

)
sinnθ

]
rn

− d

a2

(
1− e−a2π2k2(t−n)

)
.

[
T0 cos(n+ 1)θ +

(
T1 − rT0 cos θ

r sin θ

)
sin(n+ 1)θ

]
rn+1 (3.27)

dir. 1 ≤ t <∞ aralı̆gında Tk(t), (3.19) eşitliğine benzer şekilde elde edilir.

Böylece k = 1, 2, . . . için (3.1) denklemini ve (3.2) sınır koşullarınısağlayan çözüm

uk(x, t) = Xk(x)Tk(t) (3.28)

şeklindedir. Burada Xk(x), (3.10) eşitliği ile Tk(t), (3.18) , (3.23) ve (3.27) eşitlikleri

ile verilmi̧stir. Süperpozisyon ilkesinden

u(x, t) =
∞∑
k=1

Ak sin πkx Tk(t) (3.29)

serisi de (3.1)− (3.2) sınır değer probleminin bir çözümüdür, burada Ak katsayıları

keyfi sabitlerdir. (3.3) başlangıç koşulu (3.29) serisine uygulanırsa,

u(x, 0) = f(x) =
∞∑
k=1

Ak sin πkx Tk(0), 0 ≤ x < 1,

elde edilir, burada

AkTk(0) = 2

1∫
0

f(ξ) sin (πkξ) dξ

dir. Tk(0) = T0 6= 0 olduğundan (i), (ii) ve (iii) durumlarında Ak tek olarak

Ak =
2

T0

1∫
0

f(ξ) sin (πkξ) dξ (3.30)

şeklinde hesaplanır.

Sonuç olarak, (3.29) serisi (3.30) ile birlikte (3.1)− (3.3) probleminin biçimsel çözü-

müdür.
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3.2 Çözümlerin Davranı̧sı

Bu kesimde, (3.1)− (3.3) başlangıç sınır değer probleminin (3.29) serisi ile ifade

edilen u(x, t) çözümünün davranı̧slarıincelenmi̧stir.

3.2.1 Çözümlerin Sıfıra Gitme Durumu

Teorem 3.2.1.1 (3.14) ve

b < 0,
b+ c+ d

a2
> −1,

b− c+ d

a2
> 0 (3.31)

koşullarısağlanırsa, (3.1) − (3.3) başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) çözümü

t→∞ halinde sıfıra gider.

İspat. (3.13) karakteristik denklemi λ nın bir polinomu olarak

P (λ) =

(
1 +

d

a2

(
1− e−a2π2k2

))
λ2 −

(
e−a

2π2k2 − c

a2

(
1− e−a2π2k2

))
λ

+
b

a2

(
1− e−a2π2k2

)
(3.32)

şeklinde yazılırsa, b < 0 olduğundan

P (0) =
b

a2

(
1− e−a2π2k2

)
< 0

ve
b+ c+ d

a2
> −1 olduğundan

P (1) =

(
1 +

b+ c+ d

a2

)(
1− e−a2π2k2

)
> 0

olur. O halde (3.32) polinomunun 0 ile 1 arasında bir λ1 kökü vardır ve
b− c+ d

a2
> 0

koşulundan

P (−1) = 1 + e−a
2π2k2 +

(
b+ c+ d

a2

)(
1− e−a2π2k2

)
> 0

olup (3.32) polinomunun −1 ile 0 arasında bir λ2 kökü vardır. Dolayısıyla

|λ1,2| < 1 (3.33)
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dir ve (3.5) fark denkleminin Tn çözümü n→∞ halinde sıfıra gider.

Şimdi (3.8) parçalısürekli argümentli diferensiyel denklemin Tk(t) çözümünün

t→∞ halinde sıfıra gittiğini ispatlayalım. (3.14) koşullarından ve (3.18) den,

lim
t→∞

Tk(t)

= lim
t→∞

{
− b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)[T0λ2 − T1
λ2 − λ1

λ
[t]−1
1 +

T1 − T0λ1
λ2 − λ1

λ
[t]−1
2

]
+
(
e−a

2π2k2(t−[t]) − c

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

))[T0λ2 − T1
λ2 − λ1

λ
[t]
1 +

T1 − T0λ1
λ2 − λ1

λ
[t]
2

]
− d

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)[T0λ2 − T1
λ2 − λ1

λ
[t]+1
1 +

T1 − T0λ1
λ2 − λ1

λ
[t]+1
2

]}
(3.34)

yazılır. |λi| < 1 ise lim
[t]→∞

λ
[t]
i = 0, i = 1, 2 dir. Bu durum (3.34) de göz önüne alınırsa

lim
t→∞

Tk(t) = 0

elde edilir. Sonuç olarak, Tk(t) çözümü t → ∞ halinde sıfıra gider. Buradan ve

(3.10) daki Xk(x) sınırlıolduğundan (3.1)− (3.3) başlangıç sınır değer probleminin

(3.29) şeklindeki u(x, t) çözümü t→∞ halinde sıfıra gider.

Teorem 3.2.1.2 (3.24) ve

b < 0, (3.35)
d

a2
< − 1

1− e−a2π2 , (3.36)

b− d
a2

>
1

1− e−a2π2 (3.37)

koşullarısağlanırsa, (3.1) − (3.3) başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) çözümü

t→∞ halinde salınarak sıfıra gider.

İspat. (3.24) koşullarından (3.13) karakteristik denklemin eşlenik kompleks kökleri

vardır. Bu kökler λ1,2 = α± iβ, α, β ∈ R, β 6= 0 olmak üzere kökler çarpımı

λ1λ2 = α2 + β2 =
b(1− e−a2π2k2)

a2 + d(1− e−a2π2k2) (3.38)

şeklinde olup (3.36) dan

1 +
d

a2

(
1− e−a2π2

)
< 0 (3.39)
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bulunur. (3.35) ve (3.39) koşullarından

0 <
b(1− e−a2π2k2)

a2 + d(1− e−a2π2k2) , (3.40)

(3.37) ve (3.39) koşullarından da

b(1− e−a2π2k2)
a2 + d(1− e−a2π2k2) < 1

elde edilir. Dolayısıyla (3.38) den 0 <
√
α2 + β2 < 1 olup 0 < r < 1 dir. Sonuç

olarak (3.5) fark denkleminin Tn çözümü n → ∞ durumunda kompleks köklerden

dolayısalınarak sıfıra gider.

Şimdi (3.8) parçalısürekli argümentli diferensiyel denklemin Tk(t) çözümünün

t→∞ halinde sıfıra gittiğini ispatlayalım. (3.27) den,

Tk(t) = − b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)
.

[
T0 cos([t]− 1)θ +

(
T1 − rT0 cos θ

r sin θ

)
sin([t]− 1)θ

]
r[t]−1

+
(
e−a

2π2k2(t−[t]) − c

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

))
.

[
T0 cos [t] θ +

(
T1 − rT0 cos θ

r sin θ

)
sin [t] θ

]
r[t]

− d

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)
.

[
T0 cos([t] + 1)θ +

(
T1 − rT0 cos θ

r sin θ

)
sin([t] + 1)θ

]
r[t]+1 (3.41)

bulunur. 0 < t− [t] < 1 olup (3.41) eşitliğinin limiti alınırsa,

|r| < 1⇒ lim
t→∞

r[t] = 0

olduğundan

lim
t→∞

Tk(t) = 0

elde edilir. Dolayısıyla (3.8) parçalısürekli argümentli diferensiyel denklemin Tk(t)

çözümü t → ∞ durumunda salınarak sıfıra gider. Sonuç olarak Xk(x) = sin πkx

sınırlıbir fonksiyon olduğundan (3.1)−(3.3) başlangıç sınır değer probleminin (3.29)

şeklindeki u(x, t) çözümü t→∞ halinde salınarak sıfıra gider.
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Teorem 3.2.1.3 (3.24) koşullarıve

b > 0,
d

a2
> −1,

b− d
a2

< 1 (3.42)

koşullarısağlanırsa, (3.1) − (3.3) başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) çözümü

t→∞ halinde salınarak sıfıra gider.

İspat. (3.24) koşullarından (3.13) karakteristik denklemin eşlenik kompleks kökleri

λ1,2 = α ± iβ, α, β ∈ R, β 6= 0 olmak üzere kökler çarpımı (3.38) şeklindedir.
d

a2
> −1 koşulundan

1 +
d

a2

(
1− e−a2π2

)
< 0 (3.43)

dır. b > 0 olduğundan ve (3.43) den

0 <
b(1− e−a2π2k2)

a2 + d(1− e−a2π2k2)

olup
b− d
a2

< 1 ve (3.43) den

b(1− e−a2π2k2)
a2 + d(1− e−a2π2k2) < 1

bulunur. Buradan 0 < α2 + β2 < 1 olup 0 < r < 1 dir. Dolayısıyla (3.5) fark

denkleminin Tn çözümü n → ∞ durumunda kompleks köklerden dolayısalınarak

sıfıra gider. Buradan (3.8) parçalısürekli argümentli diferensiyel denklemin Tk(t)

çözümü (3.41) şeklinde yazılıp t→∞ durumunda limiti alınırsa bu çözüm salınarak

sıfıra gider. Sonuç olarak Xk(x) = sinπkx sınırlıbir fonksiyon olduğundan (3.1) −

(3.3) başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) çözümü t→∞ halinde salınarak sıfıra

gider.

Teorem 3.2.1.4

c

a2
=

1

ea2π2k2 − 1
, (3.44)

− 1

1− e−a2π2k2 <
b

a2
< 0, (3.45)

d > 0 (3.46)
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koşullarısağlanırsa, (3.1) − (3.3) başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) çözümü

t→∞ halinde sıfıra gider.

İspat. (3.44) eşitliğinden (3.13) karakteristik denklemi[
1 +

d

a2

(
1− e−a2π2k2

)]
λ2 +

b

a2

(
1− e−a2π2k2

)
= 0 (3.47)

şeklinde olup

λ1,2 = ±

√
−b (1− e−a2π2k2)

a2 + d (1− e−a2π2k2) (3.48)

elde edilir. (3.45) koşulundan

0 < − b

a2

(
1− e−a2π2k2

)
< 1 (3.49)

bulunur. (3.46) ve (3.49) dan

0 <
−b
(

1− e−a2π2k2
)

a2 + d (1− e−a2π2k2) < 1

dir. Buradan |λi| < 1, i = 1, 2 bulunur. Dolayısıyla (3.5) fark denkleminin Tn

çözümü sıfıra gider.

Şimdi (3.8) parçalısürekli argümentli diferensiyel denklemin Tk(t) çözümünün

t→∞ halinde sıfıra gittiğini ispatlayalım. (3.18) ve (3.44) koşullarından

Tk(t) =
λ
[t]−1
1

λ2 − λ1

[
− b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)
(T0λ2 − T1)

− d

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)
(T0λ2 − T1)λ21

]
+

λ
[t]−1
2

λ2 − λ1

[
− b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)
(T1 − T0λ1)

− d

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)
(T1 − T0λ1)λ22

]
(3.50)

olur. (3.50) eşitliğinin limiti alınırsa |λi| < 1 ise lim
[t]→∞

λ
[t]
i = 0, i = 1, 2 olduğundan

lim
t→∞

Tk(t) = 0

bulunur. Dolayısıyla (3.8) parçalı sürekli argümentli diferensiyel denklemin Tk(t)

çözümü sıfıra gider. Sonuç olarak Xk(x) = sin πkx sınırlıbir fonksiyon olduğundan
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(3.1)−(3.3) başlangıç sınır değer probleminin (3.29) şeklindeki u(x, t) çözümü t→∞

halinde sıfıra gider.

Teorem 3.2.1.5 (3.44) ve

0 <
b

a2
<

1

1− e−a2π2k2 , (3.51)

d

a2
< − 2

1− e−a2π2 (3.52)

koşullarısağlanırsa, (3.1) − (3.3) başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) çözümü

t→∞ halinde sıfıra gider.

İspat. (3.44) koşulundan (3.48) bulunur. (3.52) den her k = 1, 2, . . . için

d

a2
< − 2

1− e−a2π2k2

olup buradan

1 +
d

a2

(
1− e−a2π2k2

)
< −1 (3.53)

dir. (3.51) koşulundan

−1 < − b

a2

(
1− e−a2π2k2

)
< 0 (3.54)

elde edilir. Dolayısıyla (3.53) ve (3.54) eşitsizliklerinden

0 < −
b
(

1− e−a2π2k2
)

a2 + d (1− e−a2π2k2) < 1

bulunur. Sonuç olarak |λi| < 1, i = 1, 2 olduğundan (3.5) fark denkleminin Tn

çözümü sıfıra gider. Buradan (3.8) parçalı sürekli argümentli diferensiyel denkle-

min Tk(t) çözümü (3.50) şeklinde yazılıp t → ∞ durumunda limiti alınırsa, Tk(t)

çözümünün sıfıra gittiği elde edilir. Dolayısıyla (3.1) − (3.3) başlangıç sınır değer

probleminin u(x, t) çözümü de t→∞ halinde sıfıra gider.

Teorem 3.2.1.6 (3.44) , (3.46) ve (3.51) koşullarısağlanırsa, (3.1)− (3.3) başlangıç

sınır değer probleminin u(x, t) çözümü t→∞ halinde salınarak sıfıra gider.
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İspat. (3.44) den (3.48) elde edilir. (3.46) ve (3.51) koşullarından

λ1,2 = ±i

√
b (1− e−a2π2k2)

a2 + d (1− e−a2π2k2) (3.55)

olup buradan |r| =
b
(

1− e−a2π2k2
)

a2 + d (1− e−a2π2k2) < 1 dir. Dolayısıyla (3.5) fark denkleminin

Tn çözümü salınarak sıfıra gider.

Şimdi (3.8) parçalısürekli argümentli diferensiyel denklemin Tk(t) çözümünün

t→∞ halinde sıfıra gittiğini ispatlayalım. (3.27) eşitliğinden

Tk(t) = − b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)
.

[
r[t]−1

{
T0 cos([t]− 1)θ +

(
T1 − rT0 cos θ

r sin θ

)
sin([t]− 1)θ

}]
− d

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)
.

[
r[t]+1

{
T0 cos([t] + 1)θ +

(
T1 − rT0 cos θ

r sin θ

)
sin([t] + 1)θ

}]
(3.56)

şeklinde yazılır. Buradan limit alınırsa, |r| < 1 olduğundan

lim
t→∞

Tk(t) = 0

elde edilir. Bu nedenle (3.8) parçalısürekli argümentli diferensiyel denklemin Tk(t)

çözümü de salınarak sıfıra gider. Xk(x) = sin πkx sınırlıbir fonksiyon olup Tk(t)

çözümü salınarak sıfıra gittiğinden (3.1) − (3.3) başlangıç sınır değer probleminin

(3.29) şeklindeki u(x, t) çözümü de t→∞ halinde salınarak sıfıra gider.

Teorem 3.2.1.7 (3.44) , (3.45) ve (3.52) koşullarısağlanırsa, (3.1)− (3.3) başlangıç

sınır değer probleminin u(x, t) çözümü t→∞ halinde salınarak sıfıra gider.

İspat. (3.44) koşulundan (3.48) elde edilir. (3.45) ve (3.52) koşullarından (3.47) nin

(3.55) şeklinde kompleks kökleri bulunur. (3.52) koşulundan

1 +
d

a2
(1− e−a2π2k2) < −1

ve (3.45) koşulundan

0 < − b

a2
(1− e−a2π2k2) < 1
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olur. Dolayısıyla

|r| =
b
(

1− e−a2π2k2
)

a2 + d (1− e−a2π2k2) < 1

bulunur. Buradan (3.5) fark denkleminin Tn çözümü salınarak sıfıra gider. Sonuç

olarak önceki teoremin ispatında olduğu gibi (3.1)−(3.3) başlangıç sınır değer prob-

leminin (3.29) şeklindeki u(x, t) çözümü de t→∞ halinde salınarak sıfıra gider.

Teorem 3.2.1.8
d

a2
=

ea
2π2k2

1− ea2π2k2 (3.57)

olmak üzere aşağıdaki koşullardan herhangi biri sağlanırsa, (3.1) − (3.3) başlangıç

sınır değer probleminin u(x, t) çözümü t→∞ halinde sıfıra gider.

i) b > 0,
c

a2
>

1

ea2π2 − 1
,
−b+ c

a2
>

1

ea2π2 − 1
,

ii) b < 0,
c

a2
>

1

ea2π2 − 1
,
−b+ c

a2
<

1

ea2π2k2 − 1
,

iii) b < 0,
c

a2
>

1

ea2π2 − 1
,
b+ c

a2
>

1

ea2π2 − 1
,

iv) b > 0,
c

a2
>

1

ea2π2 − 1
,
b+ c

a2
<

1

ea2π2k2 − 1
.

İspat. (3.57) den (3.13) karakteristik denklemi

−
(
e−a

2π2k2 − c

a2
(1− e−a2π2k2)

)
λ+

b

a2
(1− e−a2π2k2) = 0

şeklinde olur. Buradan

λ =
b
(

1− e−a2π2k2
)

a2e−a2π2k2 − c (1− e−a2π2k2) (3.58)

dir. (i) ve (ii) koşullarından herhangi biri (3.58) eşitliğine uygulanırsa −1 < λ <

0 olur. (iii) ve (iv) koşullarından herhangi biri (3.58) eşitliğine uygulanırsa 0 <

λ < 1 dir. Dolayısıyla bu dört koşulun herhangi birinden |λ| < 1 olup (3.5) fark

denkleminin Tn çözümü sıfıra gider. Burada Tn çözümü

Tn = λn−1T1 (3.59)
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şeklindedir. (3.12) de (3.57) ve (3.59) kullanılırsa,

Tk(t) = λ[t]−2T (1)

.

[
− b

a2
(1− e−a2π2k2(t−[t])) +

(
e−a

2π2k2(t−[t]) − c

a2
(1− e−a2π2k2(t−[t]))

)
λ

]
(3.60)

elde edilir. |λ| < 1 olduğundan

lim
t→∞

Tk(t) = 0

bulunur. Dolayısıyla (3.8) parçalı sürekli argümentli diferensiyel denklemin Tk(t)

çözümü sıfıra gider. Xk(x) = sinπkx sınırlı bir fonksiyon olup Tk(t) çözümü de

sıfıra gittiğinden (3.1) − (3.3) başlangıç sınır değer probleminin (3.29) şeklindeki

u(x, t) çözümü de t→∞ halinde sıfıra gider.

3.2.2 Çözümlerin Sınırsızlık Durumu

Teorem 3.2.2.1 (3.14) koşullarıile birlikte aşağıdaki koşullar altında (3.1)− (3.3)

başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) çözümü sınırsızdır.

b, c, d < 0,

b+ c+ d+ a2 < −1,

b− c+ d <
−2a2

1− e−a2π2 , (3.61)

2a2 + b+ 2c+ 4d > 0,

b− 2c+ 4d > 0.

İspat. (3.14) koşullarısağlandı̆gından (3.13) karakteristik denklemin kökleri reeldir.

(3.32) polinomunda λ yerine sırasıyla 1, 2, −1 ve −2 yazıldı̆gında

P (1) =

(
1 +

b+ c+ d

a2

)(
1− e−a2π2k2

)
, (3.62)

P (2) = 2 +

(
2 +

b+ 2c+ 4d

a2

)(
1− e−a2π2k2

)
, (3.63)
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P (−1) = 1 + e−a
2π2k2 +

b− c+ d

a2

(
1− e−a2π2k2

)
ve

P (−2) = 4 + 2e−a
2π2k2 +

(
b− 2c+ 4d

a2

)(
1− e−a2π2k2

)
olup (3.61) koşullarından P (1) < 0, P (2) > 0, P (−1) < 0 ve P (−2) > 0 bulunur.

Dolayısıyla (3.13) karakteristik denklemin köklerinden biri 1 ile 2 aralı̆gında diğeri

−2 ile −1 aralı̆gındadır. Sonuç olarak λ1 ve λ2 kökleri mutlak değerce birden büyük

olup (3.5) fark denkleminin Tn çözümü sınırsızdır.

Şimdi de Tk(t) çözümünün sınırsız olduğunu gösterelim.

(3.4) de 0 < t− [t] < 1 olup b, c, d < 0 ve (3.5) fark denkleminin T[t] çözümü sınırsız

olduğundan (3.8) parçalısürekli argümentli diferensiyel denklemin Tk(t) çözümü

limTk(t) =∞
t→∞

olur. Dolayısıyla Tk(t) çözümü sınırsızdır. Buradan ve (3.10) daki Xk(x) sınırlı

olduğundan (3.1) − (3.3) başlangıç sınır değer probleminin (3.29) şeklindeki u(x, t)

çözümü de sınırsızdır.

Teorem 3.2.2.2 (3.14) koşullarıve

b, c, d < 0, (3.64)

b+ c+ d+ a2 < −1, (3.65)

2a2 + b+ 2c+ 4d > 0, (3.66)
3a2 + b+ 3c+ 9d

a2
<

−6

1− e−a2π2 (3.67)

koşullarısağlanırsa, (3.1) − (3.3) başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) çözümü

sınırsızdır.

İspat. (3.14) koşullarından (3.13) karakteristik denkleminin reel kökleri vardır.

(3.32) polinomunu ile birlikte (3.65) koşulundan P (1) < 0, (3.66) koşulundan P (2) >

0 ve (3.67) den

P (3) = 6 +

(
3 +

b+ 3c+ 9d

a2

)(
1− e−a2π2k2

)
< 0
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dır. Dolayısıyla (3.13) karakteristik denklemin kökleri birden büyüktür. Bu du-

rumda (3.5) fark denkleminin Tn çözümü sınırsızdır. (3.4) de 0 < t − [t] < 1 olup

b, c, d < 0 ve (3.5) fark denkleminin T[t] çözümü sınırsız olduğundan (3.8) parçalı

sürekli argümentli diferensiyel denklemin Tk(t) çözümü

limTk(t) =∞
t→∞

olup sınırsızdır. Dolayısıyla (3.1) − (3.3) başlangıç sınır değer probleminin (3.29)

şeklindeki u(x, t) çözümü de sınırsızdır.

Teorem 3.2.2.3

c2 − 4bd− 4ba2 = 0,
c+ 2b

a2
=

1

2 (e−a2π2k2 − 1)
(3.68)

ve

b < 0, (3.69)
d

a2
< − 1

1− e−a2π2 , (3.70)

b− d
a2

>
1

1− e−a2π2 (3.71)

koşullarısağlanırsa, (3.1) − (3.3) başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) çözümü

sınırsızdır.

İspat. (3.68) koşullarıaltında (3.13) karakteristik denkleminin kökleri birbirine eşit

bulunur (λ1 = λ2 = λ). Bu kökler çarpımı

λ2 =
b(1− e−a2π2k2)

a2 + d(1− e−a2π2k2) (3.72)

olup (3.71) koşulundan her k = 1, 2, . . . için

b− d
a2

>
1

1− e−a2π2k2

sağlanır ve eşitsizliğin her iki yanı1−e−a2π2k2 ifadesi ile çarpılıp gerekli düzenlemeler

yapılırsa
b(1− e−a2π2k2)

a2
> 1 +

d(1− e−a2π2k2)
a2

(3.73)
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elde edilir. (3.70) eşitsizliğinden

1 +
d(1− e−a2π2k2)

a2
< 0

bulunur. Bu eşitsizlik ve (3.69) koşulu ve (3.73) den

0 <
b(1− e−a2π2k2)

a2 + d(1− e−a2π2k2) < 1

olur. Buradan λ2 < 1 olup |λ| < 1 dir. Sonuç olarak (3.5) fark denkleminin Tn

çözümü n→∞ halinde sıfıra gider. (3.23) de gerekli düzenlemeler yapılırsa

Tk(t) =

[
− b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)
+
(
e−a

2π2k2(t−[t]) − c

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

))
λ

− d

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)
λ2
]
T0λ

[t]−1

+

[
− b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)
− d

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)
λ2
]

(T1 − T0λ)λ[t]−2

+

[
− b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)
+
(
e−a

2π2k2(t−[t]) − c

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

))
λ

− d

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)
λ2
]

(T1 − T0λ) [t]λ[t]−2

(3.74)

bulunur. Burada çarpım durumundaki [t] terimi Tk(t) çözümünü sınırsız yapar.

Dolayısıyla (3.8) parçalı sürekli argümentli diferensiyel denklemin Tk(t) çözümü

sınırsızdır. Xk(x) = sin πkx sınırlı bir fonksiyon olup Tk(t) çözümü de sınırsız

olduğundan (3.1) − (3.3) başlangıç sınır değer probleminin (3.29) şeklindeki u(x, t)

çözümü de sınırsızdır.

Teorem 3.2.2.4 (3.68) ve

b > 0, (3.75)
d

a2
> −1, (3.76)

b− d
a2

< 1 (3.77)

koşullarısağlanırsa, (3.1) − (3.3) başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) çözümü

sınırsızdır.
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İspat. (3.68) koşullarından (3.13) karakteristik denkleminin kökleri eşit olup bu

köklerin çarpımı(3.72) şeklindedir. (3.77) den

b(1− e−a2π2k2)
a2

< 1 +
d(1− e−a2π2k2)

a2
(3.78)

elde edilir. (3.76) eşitsizliğinden

1 +
d(1− e−a2π2k2)

a2
> 0 (3.79)

olup, buradan (3.78) ,

b(1− e−a2π2k2)
a2 + d(1− e−a2π2k2) < 1 (3.80)

şeklinde olur. Diğer taraftan (3.75) koşulundan ve (3.79) eşitsizliğinden

0 <
b(1− e−a2π2k2)

a2 + d(1− e−a2π2k2) (3.81)

bulunur. Dolayısıyla (3.80) ve (3.81) eşitsizlikleri (3.72) ifadesinde kullanılırsa 0 <

λ2 < 1 olup |λ| < 1 dir. Sonuç olarak (3.5) fark denkleminin Tn çözümü n → ∞

halinde sıfıra gider. (3.8) parçalısürekli argümentli diferensiyel denklemin çözümü

(3.74) şeklinde yazılıp t → ∞ durumunda limiti alınırsa [t] teriminden dolayıTk(t)

çözümü sınırsızdır. Xk(x) = sin πkx sınırlı bir fonksiyon olup Tk(t) çözümü de

sınırsız olduğundan (3.1)− (3.3) başlangıç sınır değer probleminin (3.29) şeklindeki

u(x, t) çözümü de sınırsızdır.

Teorem 3.2.2.5 (3.68) , (3.69) , (3.70) ve (3.77) koşullarısağlanırsa, (3.1) − (3.3)

başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) çözümü sınırsızdır.

İspat. (3.68) koşulundan (3.13) karakteristik denklemin köklerinin birbirine eşit

olduğu ve bu köklerin çarpımının (3.72) şeklinde olduğu biliniyor. (3.70) eşitsizliğin-

den

1 +
d(1− e−a2π2k2)

a2
< 0 (3.82)

olur. Diğer taraftan (3.77) den

b(1− e−a2π2k2)
a2

< 1 +
d(1− e−a2π2k2)

a2
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elde edilir. Burada (3.69) ve (3.82) kullanılırsa,

b(1− e−a2π2k2)
a2 + d(1− e−a2π2k2) > 1

bulunur. Buradan λ2 > 1 olup λ > 1 dir. Dolayısıyla (3.5) fark denkleminin Tn

çözümü ve buradan (3.8) in Tk(t) çözümü sınırsızdır. Sonuç olarak (3.1) − (3.3)

başlangıç sınır değer probleminin (3.29) şeklindeki u(x, t) çözümü sınırsızdır.

Teorem 3.2.2.6 (3.68) , (3.71) , (3.75) ve (3.76) koşullarısağlanırsa, (3.1) − (3.3)

başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) çözümü sınırsızdır.

İspat. (3.68) koşulundan (3.13) karakteristik denkleminin kökleri birbirine eşittir

ve kökler çarpımı(3.72) ile verilmi̧stir. (3.76) eşitsizliğinden

1 +
d(1− e−a2π2k2)

a2
> 0 (3.83)

olur. Ayrıca (3.71) den

b− d
a2

>
1

1− e−a2π2k2 , k = 1, 2, . . .

sağlanır. Buradan
b(1− e−a2π2k2)

a2
> 1 +

d(1− e−a2π2k2)
a2

(3.84)

bulunur. (3.75) olmak üzere (3.83) ile (3.84) eşitsizliği göz önüne alınırsa,

b(1− e−a2π2k2)
a2 + d(1− e−a2π2k2) > 1

bulunur. Dolayısıyla λ2 > 1 olup |λ| > 1 dir ve (3.5) fark denkleminin Tn çözümü

ve buradan (3.8) in Tk(t) çözümü sınırsızdır. Sonuç olarak (3.1) − (3.3) başlangıç

sınır değer probleminin (3.29) şeklindeki u(x, t) çözümü sınırsızdır.

Teorem 3.2.2.7 (3.24) , (3.69) , (3.70) ve (3.77) koşullarısağlanırsa, (3.1) − (3.3)

başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) çözümü sınırsızdır.

İspat. (3.24) koşullarından (3.13) karakteristik denkleminin kökleri komplekstir.

Bu kökler λ1,2 = α± iβ, α, β ∈ R, β 6= 0 olmak üzere kökler çarpımı

λ1λ2 = α2 + β2 =
b(1− e−a2π2k2)

a2 + d(1− e−a2π2k2) (3.85)

42



şeklinde olup (3.69) , (3.70) ve (3.77) koşullarından

b(1− e−a2π2k2)
a2 + d(1− e−a2π2k2) > 1

bulunur. Buradan α2 + β2 > 1 olup r > 1 elde edilir. Bu nedenle (3.5) fark

denkleminin Tn çözümü sınırsızdır. Buradan ve (3.4) eşitliğinden (3.8) parçalısürekli

argümentli diferensiyel denkleminin Tk(t) çözümü de sınırsızdır. Dolayısıyla (3.1)−

(3.3) başlangıç sınır değer probleminin (3.29) şeklindeki u(x, t) çözümü sınırsızdır.

Teorem 3.2.2.8 (3.24) , (3.71) , (3.75) ve (3.76) koşullarısağlanırsa, (3.1) − (3.3)

başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) çözümü sınırsızdır.

İspat. (3.24) koşullarından (3.13) karakteristik denkleminin kökleri komplekstir.

Bu kökler λ1,2 = α± iβ, α, β ∈ R, β 6= 0 olmak üzere kökler çarpımı(3.85) şeklinde

olup (3.71) , (3.76) ve (3.75) koşullarından

b(1− e−a2π2k2)
a2 + d(1− e−a2π2k2) > 1

elde edilir. Dolayısıyla r > 1 olup (3.5) fark denkleminin Tn çözümü sınırsızdır.

Sonuç olarak (3.1)− (3.3) başlangıç sınır değer probleminin (3.29) şeklindeki u(x, t)

çözümü sınırsızdır.

Teorem 3.2.2.9 (3.44) ve

b

a2
< − 1

1− e−a2π2 , (3.86)

− 1

1− e−a2π2k2 <
d

a2
< 0 (3.87)

koşullarısağlanırsa, (3.1) − (3.3) başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) çözümü

sınırsızdır.

İspat. (3.44) koşulundan (3.48) biliniyor. (3.86) ve (3.87) koşullarından (3.13)

karakteristik denkleminin kökleri komplekstir. Diğer taraftan (3.86) dan

b

a2

(
1− e−a2π2k2

)
< −1 (3.88)
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ve (3.87) koşulundan

0 < 1 +
d

a2

(
1− e−a2π2k2

)
< 1 (3.89)

elde edilir. (3.88) ve (3.89) dan

|λ1| = |λ2| =
b
(

1− e−a2π2k2
)

a2 + d (1− e−a2π2k2) > 1

bulunur. Buradan |r| > 1 olup (3.5) fark denkleminin Tn çözümü sınırsızdır.

(3.44) koşulu (3.4) eşitliğinde uygulanırsa,

Tk(t) = − b

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)
T[t]−1 −

d

a2

(
1− e−a2π2k2(t−[t])

)
T[t]+1

bulunur. (3.86) ve (3.87) koşullarından T[t]−1 → ∞ ve T[t]+1 → ∞ olup Tk(t) → ∞

bulunur. Sonuç olarak (3.8) diferensiyel denkleminin Tk(t) çözümü de sınırsızdır.

Buradan da (3.1)− (3.3) başlangıç sınır değer probleminin (3.29) şeklindeki u(x, t)

çözümü sınırsızdır.

Teorem 3.2.2.10 (3.44) , (3.86) ve

− 2

1− e−a2π2k2 <
d

a2
< − 1

1− e−a2π2 (3.90)

koşullarısağlanırsa, (3.1) − (3.3) başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) çözümü

sınırsızdır.

İspat. (3.44) , (3.86) ve (3.90) koşullarından (3.13) karakteristik denkleminin λ1,2 =

α± iβ, α, β ∈ R, β 6= 0 şeklinde kompleks kökleri vardır. Diğer taraftan (3.86) dan

b

a2

(
1− e−a2π2k2

)
< −1 (3.91)

ve (3.90) dan

−1 < 1 +
d

a2

(
1− e−a2π2k2

)
< 0 (3.92)

elde edilir. (3.91) ve (3.92) koşulları(3.85) şeklindeki kökler çarpımında kullanılırsa,

|λ1| = |λ2| =
b
(

1− e−a2π2k2
)

a2 + d (1− e−a2π2k2) > 1

bulunur. Buradan |r| > 1 olup (3.5) fark denkleminin Tn çözümü sınırsızdır. Önceki

teoremin ispatındaki gibi (3.1) − (3.3) başlangıç sınır değer probleminin u(x, t)
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çözümü sınırsızdır.

Teorem 3.2.2.11 (3.57) olmak üzere aşağıdaki koşullardan herhangi biri sağlanırsa,

(3.1)− (3.3) başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) çözümü sınırsızdır.

i)
c

a2
<

1

ea2π2 − 1
,
b+ c

a2
>

1

ea2π2 − 1
,

ii)
c

a2
>

1

ea2π2 − 1
,
b+ c

a2
<

1

ea2π2k2 − 1
,

iii)
c

a2
>

1

ea2π2 − 1
,
c− b
a2

<
1

ea2π2 − 1
,

iv)
c

a2
<

1

ea2π2 − 1
,
c− b
a2

>
1

ea2π2k2 − 1
.

İspat. (3.57) koşulundan (3.58) şeklinde karakteristik kök elde edilir. (3.58) köküne

(i) ve (ii) koşullarından herhangi biri uygulanırsa λ > 1, (iii) ve (iv) koşulların-

dan herhangi biri uygulanırsa λ < −1 bulunur. Dolayısıyla |λ| > 1 elde edilmi̧s

olur. Buradan (3.5) fark denkleminin (3.59) şeklindeki Tn çözümleri sınırsızdır.

(3.60) eşitliğinden |λ| > 1 olduğundan (3.8) diferensiyel denkleminin Tk(t) çözümü

sınırsızdır. Buradan da (3.1)−(3.3) başlangıç sınır değer probleminin u(x, t) çözümü

sınırsızdır.

3.3 Örnekler

Örnek 3.3.1 (3.1) − (3.3) probleminde a2 = 1, b = c = −1, d = 2 ve f(x) =

−2x2 + 2x alınırsa,

ut(x, t) = uxx(x, t)− uxx(x, [t− 1])− uxx(x, [t]) + 2uxx(x, [t+ 1]), t ≥ 1,

u(0, t) = u(1, t) = 0,

u(x, 0) = −2x2 + 2x

problemi elde edilir. Bu problemin çözümü

u(x, t) =
∞∑
k=1

AkXk(x)Tk(t)
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dir, burada

Ak =
8− 8 cosπk − 4πk sinπk

k3π3
,

Xk(x) = sinπkx, k = 1, 2, . . . ve

Tk(t) =
(

1− e−π2k2(t−n)
)
Tn−1 + Tn − 2

(
1− e−π2k2(t−n)

)
Tn+1

şeklindedir. T (0) = 1 6= 0, T (1) = 0 başlangıç koşullarıolmak üzere t ∈ [n, n + 1),

n ≥ 1 için Tn, (
3− 2e−π

2k2
)
Tn+1 − Tn −

(
1− e−π2k2

)
Tn−1 = 0

fark denkleminin çözümüdür. (3.31) koşullarıb < 0,
b+ c+ d

a2
= 0 > −1,

b− c+ d

a2
=

2 > 0 sağlandı̆gınan u(x, t) çözümü t→∞ halinde sıfıra gider (Şekil 3.1).

Şekil 3.1. u(x, t) çözümünün t→∞ halinde sıfıra gitme durumu

Örnek 3.3.2 (3.1) − (3.3) probleminde a2 = 1, b = −7, c = −4, d = 2 ve f(x) =

x4 − x3 alınırsa,

ut(x, t) = uxx(x, t)− 7uxx(x, [t− 1])− 4uxx(x, [t]) + 2uxx(x, [t+ 1]), t ≥ 1,

u(0, t) = u(1, t) = 0,

u(x, 0) = x4 − x3

problemi elde edilir. Bu problemin çözümü

u(x, t) =
∞∑
k=1

AkXk(x)Tk(t)
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dir, burada

Ak =
2(24 + 6(−4 + k2π2) cosπk + πk(−18 + π2k2) sinπk)

k5π5
,

Xk(x) = sinπkx, k = 1, 2, . . . ve

Tk(t) = 7
(

1− e−π2k2(t−n)
)
Tn−1 +

(
4− 3e−π

2k2(t−n)
)
Tn − 2

(
1− e−π2k2(t−n)

)
Tn+1

şeklindedir. T (0) = 1 6= 0, T (1) = 1 başlangıç koşullarıolmak üzere t ∈ [n, n + 1),

n ≥ 1 için Tn,(
3− 2e−π

2k2
)
Tn+1 −

(
4− 3e−π

2k2
)
Tn − 7

(
1− e−π2k2

)
Tn−1 = 0

fark denkleminin çözümüdür. (3.61) koşullarısağlandı̆gından u(x, t) çözümü t→∞

halinde sınırsızdır (Şekil 3.2).

Şekil 3.2. u(x, t) çözümünün t→∞ halinde sınırsızlık durumu
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4. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tez çalı̧smasında parçalısürekli argümentli adi diferensiyel denklemler ve kısmi

türevli denklemler hakkında literatür taramasıyapılmı̧stır. Ardından tezin özgün

kısımlarıolan ikinci bölümde parçalısürekli gecikmeli argümentli ısıdenklemi, üçüncü

bölümde parçalısürekli karı̧sık tipten argümentli ısıdenklemi ele alınmı̧s ve bu denk

lemlerin çözümleri için deği̧skenlerine ayırma metodu kullanılarak çözümler elde

edilmi̧s ve bu çözümlerin davranı̧slarıhakkında bazıteoremler verilmi̧stir. Ayrıca

bu teoremler örnekler ile desteklenmi̧stir.

Parçalısürekli argümentli kısmi türevli denklemleri alanında yapılan bu tez çalı̧s-

masının konu hakkında inceleme yapmak isteyen ki̧silere yardımcıolacağıve bundan

sonra yapılacak olan çalı̧smalara da ı̧sık tutacağıdüşünülmektedir. Bu alanda ortaya

çıkan Türkçe kaynak sıkıntısının da bu tez yardımıyla aşılabileceği düşünülmektedir.

Bu çalı̧smada ele alınan denklemlerin farklılaştırılarak konu ile ilgili yeni çalı̧smaların

da yapılabileceği ve konunun geli̧stirilebileceği beklenmektedir.
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