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1. GIRIiS

Gecikmeli diferensiyel denklemler, degisim hizi ge¢mis degerlere bagh olan biyolo-
jik ve fiziksel sistemler i¢cin matematiksel bir model olugturur. Siirekli argiimentli
olarak kabul edilen gecikmeli adi diferensiyel denklemler teorisi siireksiz argiimentli
adi diferensiyel denklemlere genisletildigi zaman parcali siirekli argiimentli difer-
ensiyel denklemler ile karsilagilir. 1980 lerden itibaren parcal siirekli argiimentli
diferensiyel denklemler arastirmacilarin ilgi odagi olmustur. Parcali siirekli argii-
mentli diferensiyel denklemler ile fizik, miihendislik ve matematik gibi cesitli alan-
larda kargilagilmaktadir. Busenberg ve Cooke (1982) pargali siirekli argiimentli mate-
matiksel modeller iizerinde sistematik bir calisma yapmiglardir. Parcali siirekli argii-
mentli diferensiyel denklemler hem fark hem de adi diferensiyel denklemler ile iligki-
lidir. Parcali siirekli argiimentli adi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin salinim-
lilik, periyodiklik ve yakinsaklik gibi kalitatif ozelliklerin yer aldigi baz1 ¢alismalar
Aftabizadeh, Wiener ve Xu (1987), Aftabizadeh ve Wiener (1988), Gyori ve Ladas
(1989), Huang (1990), Gyéri (1991), Yuan (2002), Akhmet (2006), Akhmet (2008),
Muroya (2008), Liang ve Wang (2009), Pinto (2009), Akhmet (2011), Bereketoglu,
Seyhan, ve Karakoc (2011), Liang ve Wang (2012), Alwan, Liu ve Xie (2013),
Dimbour ve Mado (2014), Castillo ve Pinto (2015), Chiu ve Jeng (2015) olarak

siralanabilir.

Ancak parcali siirekli argiimentli kismi tiirevli denklemler, parcali siirekli argiimentli
adi diferensiyel denklemler kadar literatiire sahip degildir. Az sayida yapilan calis-
malarda parcali siirekli argiimentli kismi tiirevli denklemler Shah, Poorkarimi ve
Wiener (1986), Wiener (1991), Wiener ve Debnath (1991), Wiener ve
Debnath (1992a), Wiener ve Debnath (1992b), Wiener ve Debnath (1995), Wiener ve
Debnath (1997), Poorkarimi ve Wiener (1999), Wiener ve Heller (1999), Wiener ve
Lakshmikantham (1999), Wang ve Wen (2014), Veloz ve Pinto (2015), Wang (2016)
caligmalarinda kargimiza gikar. Bu yondeki ilk temel ¢aligma Wiener’a (1991) aittir.

Bu calismada, a?u,, cubuk boyunca difiizyon ve cubugun yan yiizeyi yoniinde 1s1
1



kayb1 b > 0 (veya kazanci (b < 0)) olmak tizere bir ¢gubuktaki 1s1 akigini tanimlayan
U = AUy, — bu,

denkleminde yan yiizeyin 1s1 degisimi ayrik zamanda olgiiliirse ¢t € [nh, (n + 1)h],
n=20,1,...i¢in

ue(2, 1) = a* g (2, 1) — bu(x, nh)
denklemi elde edilir, burada A bir pozitif sabittir. Bu durumda denklem
uy(2,t) = a*uge(z,t) — bu(z, [t/h] h)
seklinde yazilir. Diger yandan
ug(z,1) = a*upe(w,t) — Tuy(z, [t/h] h)

bi¢cimindeki diftizyon 1s1 yayilim denklemi ele alinmigtir. Bu denklem, r hiziyla
hareket eden bir akig boyunca tagiman bir kirleticinin u(x, t) konsantrasyonunu ifade
eder. a*u,, terimi difiizyon katkis1 ve —ru,, nh ayrik zamanlarda ol¢iilen 1s1 yayilim
bilegsenidir. Burada elde edilen denklemlerin ¢6ziimlerinin davraniglar1 sorgulan-

migtir.

Wiener ve Debnath (1992)
ue(2,1) = a*uge(z,t) + bu(z, [t]) (1.1)

ve

Uy (2,1) = a*uge (2, 1) — bu(z, [t]) (1.2)

seklindeki parcali siirekli argiimentli denklemleri ele almiglardir. Bu ¢aligmada (1.1)

ve (1.2) denklemlerinin u(z,t) = 0 ¢oziimiiniin asimptotik 6zellikleri incelenmigtir.

Wiener (1993) tarafindan yazilan kitap i¢in parcal siirekli argiimentli adi ve kismi

tiirevli denklemler konusunda temel bir kaynak olarak bahsedilebilir.

Wiener ve Debnath (1997)

u(w,t) = 0Pz (z,t) — bu(z, [t]),
2



1
uy(z,1) = a*upy (v, 1) — bu(z, [t + 5])
denklemlerin ¢oziimlerinin davraniglarini karsilagtirmiglar ve ayrica notral tipteki

ug(2,1) = a*upe (1, 1) + buy(z, [t])

denklemini ele alarak bu denklemin ¢oziimlerin davranigini incelemislerdir.

Wiener ve Lakshmikantham (1999)
Uy (7, 1) — a*uge (2, 1) + Aulx, [t]) =0
seklindeki Klein-Gordon denklemini
uw(0,t) = 0, u(l,t) =0,
u(z,0) = wup(x), u(z,0) = us(x)
kosullariyla birlikte ele almiglar ve bu problemin ¢oziimlerinin salinimlilik, sinirsizlik
ve periyodiklik gibi davraniglarini incelemislerdir. Ayni zamanda
Ut (2, 1) — aPtuge (2, 1) + Cu(z, [t —1]) = 0
u(0,t) =0, u(1,t) =0,
u(z,—1) =u_1(x), u(z,0) =ug(x), w(x,0) = ui(x)

probleminin ¢oziimlerinin davramglariyla ilgili sonuclar vermislerdir.

Wiener ve Heller (1999)

Ui(x,t) = AU (2, t) + BUy(x, [t + %])

notral denklem sisteminin ¢oziimiinii olusturmuslar ve bu sistemin skaler durumu
icin farkli A, B degerlerine gore denklemlerin saliniml ve periyodik ¢oziimlerini in-

celemiglerdir.

Wang ve Wen (2014)
w(x,t) = a2um(x, t) + bug,(z, [t]) + cug(x, [t + 1]), t > 0,
u(0,t) = wu(l,t) =0, (1.3)

u(z,0) = v(x)



problemini ele almiglar ve ¢ metodunu kullanarak (1.3) probleminin analitik ve

niimerik ¢oziimlerinin kararhligini incelemiglerdir.

Veloz ve Pinto (2015) genellestirilmis tipten pargal siirekli argiimentli
Ut(x7 t) = az(t)umc<x> t) - b(t)u(x, ’Y(t))

denkleminin ¢oziimiiniin yakinsakligi i¢in gerekli kogullar: elde ederek ¢oziimiin asimp-

totik 6zelliklerini vermiglerdir. Burada ~y(¢) bir adim fonksiyonudur.

Wang (2016)

u(z,t) = aPuge(2,t) + butge(, {%] ), t >0,
uw(0,t) = wu(l,t) =0, (1.4)

u(z,0) = wv(x)

probleminin analitik ve niimerik ¢oziimlerinin kararliligin1 sorgulamistir.

Bu tezin ikinci ve iiciincii kisimlar 6zgiin boliimleri olusturmaktadir. Tkinci boliimde

parcali stirekli gecikmeli argiimentli

u(w,t) = aPuge(w,t) + bug (2, [t —1]), t > 1,
u(0,t) = wu(l,t) =0,
u(z,0) = f(z)

seklindeki baslangic sinir deger problemi, fiiciincii boliimde pargali siirekli karigik

tipten argiimentli

(2, 1) = @y (w, 1) + bty (2, [t — 1]) + g (, [t]) + duge (@, [t +1]), t > 1,
uw(0,t) = wu(l,t) =0,
u(r,0) = f(z)

seklindeki baglangi¢ sinir deger problemi ele alinmigtir. Her iki problem i¢in bagkat-

say1 sifirdan farkli olmak iizere katsayilar reel sayilardir ve f : [0,1] — R siirekli
4



fonksiyondur. u : © = [0,1] x ({0} U[1l,00)) — R olup [.| tam deger fonksiyonunu
ifade eder. Bu problemlerin ¢oziimlerin varligi ortaya konulduktan sonra ¢oziimlerin

asimptotik kararhlik, kararsizlik ve salimmmlilik gibi 6zellikleri incelenmistir.



2. PARCALI SUREKLI GECIKMELI ARGUMENTLI BiR KISMI
TUREVLI DENKLEMIN COZUMLERININ DAVRANISI

Bu boliimde
u(z,t) = a*uge(z,t) + btge (0, [t —1]), t > 1, (2.1)
uw(0,t) = wu(l,t) =0, (2.2)
u(z,0) = f(x) (2.3)

baglangi¢ sinir deger problemi ele alinmigtir. Burada a,b € R, a # 0, u : Q0 =
[0,1] x ({0} U[1,00)) — R olup f : [0,1] — R siirekli fonksiyondur ve [.] tam deger

fonksiyonunu ifade eder.

2.1 C(Coziimlerin Varlig:

Bu kesimde, (2.1) — (2.3) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢oziimlerinin varhg:
incelenmigtir.
Tanim 2.1.1 Agagidaki kosullarin saglanmasi halinde u(z,t) fonksiyonuna (2.1) —

(2.3) probleminin bir ¢oziimii denir.

0
(i) u(z,t) ve o= [0,1] x ({0} U[1,00)) aralig: iizerinde siireklidir,

oz’

.. Ou Pu _

(ii) 5% Y o2 tiirevleri mevcut ve muhtemelen (z,[t]) € E = [0,1] x N,
T

N = {0,1,2,...}, noktalar1 harig olmak iizere ) iizerinde siireklidir. Ancak
(x,[t]) € E noktalarnda wu(z,t) nin ikinci degiskene gore tek yanli tiirevleri

vardir,

(iii) wu(z,t), (z,[t]) € F noktalar1 harig olmak iizere  aralig: iizerinde (2.1) denk-
lemini ve (2.2), (2.3) kosullarini saglar.

Teorem 2.1.1 f(z), [0,1] arahginda siirekli diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve

f(0) = f(1) = 0 olsun. Bu durumda (2.1) — (2.3) baglangi¢ sinir deger probleminin
6



bigimsel ¢oziimii

u(a,t) =Y AXy(x)Tk(t)
k=1
dir, burada
1
2 :
A= [ F(©)sin (mhe) de,
0
0
Xi(z) =sinmhkz,0 <z <1, k=1,2,...,
ve
—a?m2k2(t—[t]) b —a?m2k2(t—[t])
Ty(t) =e Ty — 2 <1 —e > Ty-1, 1 <t < oo, (2.4)

olup t € [n,n + 1) i¢in Ty, T(0) =Ty # 0, T(1) = T baslangi¢ kosullar1 altinda

—a?n2k2

b
T,i1—e T, +— (1 — 67112#2]62) T,.1=0,n>1 (2.5)
a

fark denkleminin tek coziimiidiir.

Ispat. Degiskenlere ayirma metodunu kullanarak, (2.1) — (2.3) probleminin sifirdan

farkli bir ¢oziimiinii

u(z,t) = X(x)T(t) (2.6)
seklinde arayalim. (2.6), (2.1) denkleminde yazlirsa,

! 1"

X(2)T'(t) = a® X" (2)T(t) + bX" (2)T([t — 1))
ve diizenlenirse,
X(x)T (t) = X//(x)(a2T(t) +bT([t — 1))

bulunur. Buradan

T (1) X'
2T +0T([t—1])  X()

yazilabilir, burada A bir orant1 sabitidir. Bu egitliklerden

1"

X'(z) + M X(z)=0 (2.7)
adi diferensiyel denklemi ve

T'(t) + a®> *T(t) = —bN’T([t — 1]), t > 1 (2.8)
7



parcal siirekli argiimentli diferensiyel denklemi elde edilir.
[k olarak (2.7) denklemini ele alalim.
u(0,t) = X(0)T'(t) =0 ve u(1,t) = X(1)T'(t) = 0 siur kogullarindan

kosullar1 ve dolayisiyla
X' (z)+ MX(z)=0

(2.9)
X0)=X(1)=0
ozdeger problemi elde edilmis olur. (2.9) daki denklemin genel ¢oziimii
X(x) = ¢1 cos Az + cosin Az
dir, burada ¢; ve ¢y keyfi sabitlerdir. X (0) = X (1) = 0 kogullarindan,
olup (2.9) probleminin 6zfonksiyonlar
Xi(z) =sinwkz, k=1,2,..., (2.11)
seklindedir.
Simdi (2.8) denklemini ¢ozelim.
[n,n + 1) arahginda, n > 1, (2.10) ile birlikte (2.8) denkleminden
T (t) + a*T2K*T(t) = —br?k*T(n — 1) (2.12)

adi diferensiyel denklemi bulunur. Bu denklemin 7'(n) = T,, kosulunu saglayan
¢cozimi

2k2

2 b 2,212
T(t) = e EnT() 2 (1 _ etk (t—n)> Tn—1), n<t<n+1, (2.13)

a
dir. ¢ € [1,00) igin (2.13) de n yerine [¢] yazilirsa (2.4) elde edilir.
n+1<t<n+ 2 arahginda (2.8) diferensiyel denklemi

T'(t) + a*7*k*T(t) = —bnk*T(n)

olup ¢oziimii



bulunur, burada T'(n + 1) = T}, dir.
(2.13) ve (2.14) ¢oztimleri sirasiyla T,,(t) ve T,,41(t) ile ifade edilsin. T'(¢) ¢oziimii

t = n + 1 noktasinda siirekli oldugundan,
T.(n+1)=Th1(n+1)

esitligi saglanir. Bu esitlik kullanilarak

e—(127r2k2

b
Tyt — T+ — (1 - e_“2“2k2> Ty 1=0, n>1,
a

seklinde ikinci basamaktan fark denklemi elde edilir, bu ise (2.5) ile gosterilen

denklemdir. (2.5) fark denkleminin tek ¢oziimii igin
T0)="Ty, T(1)=T,
kosullarina ihtiyag vardir. (2.5) denkleminin karakteristik denklemi
2 —a?n2k? b —a?72k?
A —e )\+—2(1—e ):O (2.15)
a

dir.
Simdi, (2.15) denkleminin \; ve Ay karakteristik koklerine gore (2.5) fark denklemi-
nin ve (2.8) parcal siirekli argiimentli diferensiyel denkleminin ¢oziimlerini inceleye-
lim.

(2)
672a27r2k2

b
— 2.1
CLQ < 4(1 _ 6_a2ﬂ.2k2) ( 6)

ise, bu durumda (2.15) karakteristik denkleminin diskriminantz,

_9.2.272
62a7rk

A= 4(1 — 6—a2n2k2)’ (217)

pozitiftir. Buradan (2.15) denklemi birbirinden farkli A, Ay koklerine sahip olup

(2.5) fark denkleminin ¢oziimii
T, = kAT + ko Ay (2.18)

seklinde yazilir, burada ki ve ky keyfi sabitlerdir. (2.18) ¢oziimiinde sirasiyla n = 0
ve n = 1 alinirsa,

9



olup buradan k; ve ko sabitleri

T())\z —T1 T1 _TO)\l
b= S k=
Az — A A2 — A1

bulunur. k; ve ko sabitleri (2.18) de yazilirsa, (2.5) denkleminin ¢oziimii

Tore — T} Ty — ToA
Tn: 012 1)\711_*_ 1 01
)\2—)\1 )\2_)\1

AL (2.19)

seklinde elde edilir. (2.19), (2.13) ¢oziimiinde yazilirsa n < ¢t < n+ 1 araliginda (2.8)

parcal siirekli argiimentli diferensiyel denklemin ¢oziimii

Tory — T 11 — ToA
T (t —a?72k2(t—n) 012 1)\77, 1 0 1)\n
= PP VD VD W
b 2 272 Tory — T T — ToA
(1= —awk(t—n)) 012 1)\n71 1 0 1)\1171 2 90
Cl2< c )\2—)\1 ! p )\2—)\1 2 ’ ( )
=12, ..

bigiminde bulunur. 7 (), 1 <t < oo araliginda

2 2,2 Tors — T T, — ToA
To(t —a2n2k2(t—[t]) | 102 15[ 1 0A1L 5 [1
y b P VLI W Y
b 2 2,2 Tore —T1 g1 11— Tor -
2 (1= —awk(t—[t})) 02 1y[0-1 1 0AL y[f]-1 291
a2< ‘ Aa—Ap ! * Ay — A 2  (2.21)
k=1,2,...,

seklinde ifade edilir.
(i)

9,222
e2a7rk

az 41 — e’ TR)

ise A =0 olup A\ = Ay = X dir. O halde (2.5) denkleminin genel ¢oziimii

dir, burada k;, k2 keyfi sabitlerdir. n =0 ve n = 1 igin (2.22) den

T — 1T
by = Th, ky = 12
A
olur. Buradan (2.5) denkleminin ¢oztimii
Ty — T
T, = {To + (%) n} A" (2.23)

10



seklindedir. (2.23), (2.13) de goz 6niine alimirsa, n <t < n + 1 igin

Ty —T;
Tk(t) _ 6—a27r2k2(t—n) |:T0 + <1T0>\) n:| A"

b —a?72k2(t—n) Ty — ToA n—1
- (1 i ) T+ (=55 ) =1 2t (2:29)

olur. 1 <t < oo araliginda Tj(t), (2.21) e benzer sekilde bulunur.

(iii)
b 672a27r2

2z 4(1 — e—a*?)
ise, bu durumda A < 0 olup A; ve A\, eslenik kompleks koklerdir, yani A\; o = o £if3

(2.25)

yazilabilir. (2.5) denklemin genel ¢oziimii
T, = " (k1 cosnf + ko sinnb) (2.26)

dir, burada r = a2+ (% 0 = tan™! <é>, a,f € R, B # 0 ve 6 # mm,
a
m=0,1,2,... dir. (2.26) da sirasiyla n = 0, n = 1 alinrsa,

ky = To, ky = T, — TTOCOSH
rsin 0
olup (2.5) denkleminin ¢oziimii
Ty — r1 0
T,=r" [TO cos nf + (M—OCOS) sin n@} (2.27)
7 sin 0

seklinde bulunur. (2.27), (2.13) esitliginde yazilirsa,
2212 T - T 0
Tp(t) = e @™kt {To cosnf + (ﬂ) sin n@}

rsin 6
b —a?n?k?(t—n)
(1 )

Ty — r1 0
R [Tg cos(n — 1)0 + (ﬂ

g ) sin(n — 1)6’} (2.28)
olur. 1 <t < oo araliginda Ty (t), (2.21) e benzer sekilde bulunur.
Boylece £k =1,2,... i¢in

(2.1) denklemini ve (2.2) sinir kosullarim saglar. Burada Xj(x), (2.11) egitliginde
Ty(t), (2.15) karakteristik denkleminin koklerinin yapisina gore (2.20), (2.24) ve
(2.28) de verilmistir. Siiperpozisyon ilkesinden

u(z,t) = Z Agsinka Ty (t) (2.30)

k=1

11



serisi de (2.1) — (2.2) smur deger probleminin bir ¢oziimiidiir, burada A katsayilari

keyfi sabitlerdir. (2.3) baglangi¢ kogulu (2.30) serisine uygulanirsa,
u(z,0) = f(z) = ZAk sinkx Tr(0), 0 <z < 1,
k=1

elde edilir, burada

1

ATi(0) =2 [ 1(€)sin (nke) de
0
dir. T;(0) = Ty # 0 oldugundan (i), (i) ve (4ii) durumlarimda Ay tek olarak

A= o [ F(€psin (nke) dg (2.31)

seklinde hesaplanir.
Sonug olarak, (2.30) serisi (2.31) ile birlikte (2.1) — (2.3) probleminin bigimsel ¢ozii-
miudiir.

2.2 (Coziimlerin Davranisi

Bu kesimde, (2.1) — (2.3) baglangi¢ sinir deger probleminin u(z,t) = 0 ¢dziimiiniin
asimptotik kararlilik, kararsizlik ve salimimhilik gibi asimptotik davraniglar: ele alin-

migtir.

Tanim 2.2.1 (Bereketoglu ve Kutay 2012)
z(n+2)+ax(n+1)+ax(n) =0

denkleminde a; ve ay katsayilar: reel sabitler olup as # 0 dir. Bu denklemin karak-
teristik denklemi

N4+ad+a=0

seklindedir. A; ve Ao karakteristik denklemin kokleri olmak iizere bu kokler bir-
birinden farkli, reel ve birbirine esit, reel oldugu durumlarda |A;| < 1 ve [Ao| < 1
ise z(n) = 0 ¢vziimii asimptotik kararly, |A;| > 1 veya |Ao| > 1 ise z(n) = 0 ¢oziimii

kararsizdir, kokler kompleks oldugunda |r| < 1 ise xz(n) = 0 ¢oziimii asimptotik
12



kararli, |r| > 1 ise 2(n) = 0 ¢dziimii kararsizdir denir.

Tamim 2.2.2 (Rao 1980)

!

x = F(t,x)

denkleminin bir x(t) ¢oziimii verilsin. Her bir € > 0 sayisina kargilik bu denklemin
basgka her T(t) = Z(t, 9, Tp) ¢Oziimii i¢in |[To — xo|| < J oldugunda V¢ > ¢, icin
||Z(t) — z(t)|| < € olacak sekilde bir 6 = §(e) > 0 varsa, z(t) ye karalidir denir.

x(t) ¢ozlimii kararh ve ||To — zo|| < do iken tli??o ||Z(t) — x(t)|| = 0 olacak sekilde bir
do > 0 sayis1 varsa z(t) ye asimptotik kararhidir denir.

x(t) ¢oziimii kararh degilse kararsizdir denir. Burada z(ty) = zo dur.

Tanim 2.2.3 (Margaret 2012)
uy = Lu, ue X,

seklindeki denklemde L lineer operatér ve X Banach uzayidir. Her € > 0 igin bir

d(€) > 0 vardir oyle ki biitiin uo € X baslangi¢ kogullar: icin ||ug||y < 0 oldugunda
lu®)llx <€ VE =0,

oluyorsa u(t) = 0 ¢oziimii kararhdir denir.
u(t) = 0 ¢oziimii kararli ve bir §* var 6yle ki biitiin ug € X baglangi¢ kogullar i¢in

||uo||x < 6" oldugunda tlim [|u(t)||x = 0 ise sifir ¢oziimii asimptotik kararhidir denir.

2.2.1 Asimptotik Kararhhk

Teorem 2.2.1.1
b
—-1< po) <0 (2.32)

ise, (2.1) — (2.3) baglangig smir deger probleminin u(x,t) = 0 ¢oziimii asimptotik

kararhidir.

13



Ispat. (2.32) kosulu, (2.16) kosulu icerisinde yer aldigimdan (2.15) karakteristik

denkleminin kokleri \; ve Ay reeldir ve dolayisiyla

b
e—a27r2k2 \/6_2a27r2k2 — 4?(1 — €_a27r2k2>
+

A1 = 5 5 (2.33)
bulunur. (2.33) esitligine (2.32) uygulanirsa,
Ll a2pze —a272k2 2
|/\172| < 5 e + (6 —2)
]. 70127.‘.2]{/.2 7(127T2]€2
= Gl (e 1 2)
elde edilir ve buradan
|>\172| <1 (234)

olup (2.5) fark denkleminin 7}, = 0 ¢oziimii asimptotik kararhdir.

(2.8) denkleminin 7} = 0 ¢oziimii kararli ve gi'rgzo |T%(t)| = 0 ise, (2.8) denkleminin
Ty = 0 ¢oziimii asimptotik kararhidir. Kararhlik tanimindan, her € > 0 igin bir § > 0
vardir oyle ki |Tp| < d ve |11]| < § oldugunda |T}(t)| < € oluyorsa (2.8) denkleminin
Ty, = 0 ¢oziimii kararhdir.

(2.4) ve (2.19) esitliklerinden,

Toro —T1

Ty — T
T = |e—a*m2k2(t[1) A\ 1 0L 4[]
| k‘()| ‘6 )\2_)\1 1 + )\2_>\1 2
b 2 212 Todo —T7 - T, — ToA _
_ 0 (1 _ patnk (t_[t])> 02 1)\[t} 1 1 0 1>\[t] 1
a2< ¢ SV e A S W W
(2.35)
elde edilir. (2.35) esitliginde e-* ¥ (=[1) < 1 ve (2.32) kogulu kullanihrsa,
)\[ﬂ—l N )\[ﬂ—l )\[t] o )\[t]
T.(t < |Tal M| INo] |22 T 12271
)] < Tl el [P | + 13| =
)\[t]—2 . )\[ﬂ—Q )\[t]—l _ )\[t]—l
Tol Al I | 2 72 T 122 1 2.36
+ [ To[ [Ax] [Ae] N — + || N\ (2.36)

bulunur. (2.34), (2.36) da goz oniine aliirsa,

T3(8)] < 2|To| + 2|7
14



veya

|T(t)]| < 40 =€
olup ¢ = ZEL icin T, = 0 kararhdir.
Simdi, tlzm |T%(t)] = 0 oldugunu gosterelim.

(2.36) dan,

0 < lim |T(t)]

. 1 - -
< e (P Tl Il Pl 1730 ] (760 Dl Dl + 173
A i+ BT+ (2 1Tl Dl el + |82 1301 1Aal 12l
(2.37)

olur. Bilinen
| < 1= Jim A =0 i=1,2

t]—oo

ifadesi (2.37) esitsizliginde uygulanirsa,
tlim |Tx(t)| =0
bulunur. Boylece T}, = 0 ¢oziimii asimptotik kararlidir. Sonug olarak
u(a,t) =Y AXy(x)Tk(t)

k=1
¢ozlimiinde (2.11) ile ifade edilen Xj(z) smurh olup (2.8) denkleminin 7, = 0
¢oziimii asimptotik kararli oldugundan (2.1) — (2.3) baglangi¢ simir deger problemi-
nin u(z,t) = 0 ¢oztimii de asimptotik kararhdir.

Teorem 2.2.1.2 s
672a i _ b _ 1
4(1 — e—a®m) " g2 " 1 — e @’nk?

ise, (2.1) — (2.3) baglangig sinir deger probleminin u(z,t) = 0 ¢oziimii asimptotik

(2.38)

kararhdir.

Ispat. (2.38) kosulundan (2.17) ile tanimlanan A < 0 dir, buradan

b
. 2,212 2272
67(1271'2]62 Z\/ e—2a k + 4—2 (1 —e ¢ k )

Mg = +
1.2 2 9

15
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ve

1 b
r = \/Z —2a27r2k2 (_€—2a27r2k2 + 4a2 (1 _ €—a27r2k2)):|
b —a2n2k2
= —a2 —e ) (2.40)

elde edilir. (2.38) ve (2.40) ifadelerinden
0<r<l1

olur ve (2.5) fark denkleminin 7}, = 0 ¢tziimii asimptotik kararhdur.

Simdi (2.8) denkleminin T}, = 0 ¢dziimiiniin asimptotik kararh oldugunu gosterelim.

(2.4) ve (2.27) den

T:(t)] = 'e—a TR ([t (-1 (TTOCOS([t] 0) + <%W> sin ([f] 0))
;2 (1 _ ekt [t])) -2
. <7~T0 cos((t] — 1)6) + <T1_+°96089) sin(([t] — 1)9))‘
(2.41)

bulunur. e~*7%(=[1) < 1, sin ([t] §) < 1, cos ([t] ) < 1 ve (2.38) esitsizliklerinden

T) < |- 1|(|r T+ 13-

1
1— €7a27r2k2

‘ + |r] | To] |cot 0|>

; ri1-2) (|r| T+

‘ + |r| |To| |cot 6’|) (2.42)
elde edilir. |r| < 1, |Ty| < 0 ve |T1] < ¢ oldugundan

1 1
|T(t)| < (l—i-m) (1—|—|cot0|+ E‘)(S:E

olup T}, = 0 ¢oztimii kararhdir. Asimptotik kararhilik icin tlim |T%(t)| = 0 oldugunu

gostermek yeterli olacaktir. Bunun igin (2.42) esitsizliginin limiti alinirsa,

Ir| <1= [%im rith =0 (2.43)
t|—o0
oldugundan
0 <t11m T3 (1)
: -1 1

< Iim | [P (e[ 1 To| + |r| | To| [cot 6] + |T7] | —

t—00 sin

1 ]2 1

b [P972] (1 1To] + I T ot 6] + T3] |~ —

—0 (2.44)
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dir. Bu nedenle (2.8) denkleminin 7}, = 0 ¢oziimii asimptotik kararhdir. Dolayisiyla
(2.1) — (2.3) baglangig siir deger probleminin (2.30) ile ifade edilen ¢oziimiinde
X (z) smurh bir fonksiyon olup (2.8) denkleminin 7} = 0 ¢dziimii asimptotik kararh
oldugundan u(z,t) = 0 ¢dziimii asimptotik kararhdir.

2.2.2 Kararsizlik

Teorem 2.2.2.1
— < -1 (2.45)

ise, (2.1) — (2.3) baglangi¢ sinir deger probleminin u(z,t) = 0 ¢dziimii kararsizdir.

ispat.
b
? < —1
olsun. Bu durumda, bu kogul (2.16) kosulunda yer aldigindan (2.15) denkleminin

kokleri reeldir. Buradan

)\1 = 2 + 2
- % (ea27r2k2 i \/€—2a27r2k2 + 4(1 . €_a27r2k2))
> 1

ve

b
2212 2212
a2n2k? \/6 2a2m%k 4 2(1 e awk)
€ a
)\2 = —

2 2
< % (6“2”2k2 — \/6—2‘12“2’“2 +4(1 — e‘“2”2k2)>
< 0

olup \; ve Ay karakteristik koklerden en az biri 1 den biiyiiktiir. Dolayisiyla (2.5)
fark denkleminin 7}, = 0 ¢oziimii kararsizdir.
(2.5) denkleminin 7,, = 0 ¢oziimii kararsiz oldugundan yani, Ty # 0 veya T} # 0

olmak {izere ¢ — oo halinde |Tjy| — oo ve |Tjj_1| — oo oldugundan ve (2.4)
17



esitliginden
Ty(t) = e, % (1 N e_a%w(t—m)) T (2.46)

olup (2.45) kosulu ile birlikte ¢ — oo halinde T} (t) — oo olur. Buradan (2.8) denk-
leminin T = 0 ¢oziimii kararsizdir. (2.1) — (2.3) baglangi¢ simir deger probleminin
(2.30) ¢oziimiinde Xy (x) smirh bir fonksiyon olup (2.8) denkleminin T = 0 ¢oziimii
kararsiz oldugundan u(x,t) = 0 ¢oziimii de kararsizdir.
u
Teorem 2.2.2.2

b o—20°7%k?

ALy P L (2.47)

ise (2.1) — (2.3) baglangig sinir deger probleminin u(z,t) = 0 ¢oziimii kararsizdir.

Ispat. (2.47) esitliginden A = 0 dir. Bu nedenle

70,271'2’62
AMa=A= 5
olur. Buradan
1
O< A<=
2

dir. Dolayisiyla T}, = 0 ¢oztimii asimptotik kararlidir.
Simdi, (2.8) denkleminin 7}, = 0 ¢oziimiiniin kararsiz oldugunu gosterelim. Bu

durumda (2.4) ve (2.23) esitliklerinden
b
Tu(t) = [(TO)\ + (Th — ToN) [t]) <)\ea27f2k2(t[t]) - (1 _ ea%?k?(t[t})))
b 2.21.2
+¥ <1 _e o k (t*[t])> (Tl _ TO)\>:| )\[t]*2 (248)

elde edilir. ¢ € [1,00) oldugundan (2.48) esitligindeki [t] terimi Tj(¢) ¢oziimiinii
smursiz yapar. Dolayisiyla (2.8) denkleminin 7 = 0 ¢oziimii kararsizdir. Sonug
olarak, (2.1) —(2.3) baglangi¢ siir deger probleminin (2.30) ¢tziimiinde Xy, () smirh
bir fonksiyon olup (2.8) denkleminin 7}, = 0 ¢oziimii kararsiz oldugundan u(x,t) = 0
¢Ozlimii de kararsizdir.
n
Teorem 2.2.2.3

b > ot (2.49)

a2 = 1 — e

18



(2.1) — (2.3) baglangi¢ sinir deger probleminin u(z,t) = 0 ¢oziimii kararsizdir.

Ispat. (2.49) esitsizligi (2.25) esitsizliginin icinde yer aldigmdan A < 0 dir, buradan
(2.39) ve (2.40) elde edilir. (2.49) kosulundan
b 1

R

k=1,2... (2.50)
yazilabilir ve bu esitsizlik (2.40) da kullanilirsa,
r>1 (2.51)

elde edilir. Dolayisiyla (2.5) denkleminin 7;,, = 0 ¢oziimii kararsizdir. Buradan
Ty # 0 veya T # 0 olmak iizere t — oo durumunda }T[t]‘ — 00 Ve ‘T[t}—1‘ — 00
olur. Dolaysiyla (2.46) egitliginden ¢ — oo durumunda |Ty(t)] — oo elde edilir.
Bu nedenle (2.8) denkleminin 7}, = 0 ¢oziimii kararsizdir. Bu durumda u(z,t) =0
¢oziimii de kararsizdir.

2.2.3 Salinimhhik

Teorem 2.2.3.1 (2.25) saglanirsa, (2.1) — (2.3) baglangi¢ simir deger probleminin

u(z,t) ¢oztimii salimmhdir.

Ispat. (2.25) ile
2k.2

mm k=12, (2.52)

4b 672a27r2 672(1271'

a? - 1 — e—a’n? = 1 — o’

elde edilir. (2.52) den

b
A= \/ R 4 (1 — et <0

olup Ay, Ay kokleri eglenik komplekstir. Kompleks koklerden dolayi (2.5) fark denk-
leminin (2.27) seklindeki 7;, ¢6ziimii ve (2.8) denkleminin (2.28) seklindeki T} ¢oziimii
salinmhdir. Dolayisiyla Xy () fonksiyonu sinirli oldugundan (2.30) serisi ile verilen
(2.1) — (2.3) baglangig sinir deger probleminin u(z,t) ¢oziimii de salinimhdir.

|
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b
Teorem 2.2.3.2 — > 0 ise yeterince biiyiik k lar i¢in (2.1) — (2.3) baslangi¢ siir
a

deger probleminin u(x,t) ¢oziimii salimimhdir.

Ispat. Yeterince biiyiik & lar icin

dir. _a% < 0 oldugundan A; ve Ay eslenik komplekstir. Bu nedenle (2.5) denklemin
T, ¢oziimii ve (2.8) denkleminin 7}, ¢oziimii salimmhdir. Buradan X (z) fonksiyonu
siirh oldugundan (2.30) serisi ile verilen (2.1) — (2.3) baglangi¢ sinir deger proble-
minin u(z,t) ¢oziimii de salimimhdr.

2.3  Ornekler

. 1
Ornek 2.3.1 (2.1) — (2.3) probleminde a® = 1, b = —5 Ve f(x) = —x* + z alinirsa,

w(z,t) = um(m,t)—%um(m,[t—l]), P> 1,
uw(0,t) = wu(l,t) =0,

uw(z,0) = —2*+ux
problemi elde edilir. Bu problem i¢in (2.5) fark denklemi

1
T = e ™0, = (1 - e_”2k2) Ty 1=0, n>1

seklindedir. (2.8) pargali siirekli argiimentli diferensiyel denklemi
' 1
T (t) + KT (t) = §7r2k2T([t —1]), t>1
olup bu denklemin n <t < n + 1 araligindaki ¢oziimii

1
T]C(t) — e—7r2k2(t—n)Tn + 5 (1 . 6_7r2k2(t—n)) Tn—l

seklinde olmak iizere buradaki baglangig kogullar1 7'(0) = 1 # 0, T'(1) = 0 dur.

A — 4 —4cosmk — 2wk sin wk
ke k33

ve Xi(z) = sinmkx

20



olmak fizere

u(a,t) =Y Ay Xp(z) Ti(t)

olur. Burada Teorem 2.2.1.1 in (2.32) kogulu saglanir, dolayisiyla u(z, t) = 0 ¢dziimii

asimptotik kararhdir (Sekil 2.1).

1.0
0.10
0.05
0.00 i
i v
2 WA R T

sl

Sekil 2.1. u(x,t) = 0 ¢dzlimiiniin asimptotik kararlilik durumu

Ornek 2.3.2 (2.1) — (2.3) probleminde 6zel olarak a®> = 1, b = —2 ve f(z) =

23 + 22 — 2z almsin. Bu durumda elde edilen problemin (2.5) fark denklemi
Ty — e ™FT — 9 (1 . e_”2k2) Ty 1=0, n>1
ve (2.8) parcal siirekli argiimentli diferensiyel denklemi
T'(t) + m2k*T(t) = 272k2T([t — 1)), t > 1

dir. Bu diferensiyel denklemin n <t < n+ 1 araligindaki ¢oziimii baglangi¢ kogullar

T(0) = —1+#0, T(1) = 0 olmak iizere
Ti(t) = e—wzkz(t—n)Tn ) (1 _ 6—7r2k2(t—n)) T, 1

seklindedir.

2(—2mk + 8wk cos mk + 3(—2 + m2k%sin 7k))
kA

21
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olmak fizere

u(a,t) =Y Ay Xp(z) Ti(t)

b
bulunur. Burada — = —2 olup (2.45) kosulu saglandigindan u(z,t) = 0 ¢oztimii
a

kararsizdir (Sekil 2.2).

Sekil 2.2, u(z,t) = 0 ¢oziimiiniin kararsizhik durumu
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3. PARCALI SUREKLIi KARISIK TiPTEN ARGUMENTLI ISI
DENKLEMININ COZUMLERININ DAVRANISI

Bu boliimde

Up(1,1) = @PUpa (T, ) 4+ W (, [t — 1]) + Clge(, [t]) + dttge(x, [t +1]), t > 1,

(3.1)
uw(0,t) = w(l,t) =0, (3.2)
u(z,0) = f(x) (3.3)

seklinde baglangic sinir deger problemi ele alinmistir, burada a,b,c,d € R, a # 0,
u:Q=10,1 x ({0} U[l,00)) — R olup f :[0,1] — R siirekli bir fonksiyondur ve

[.], tam deger fonksiyonunu ifade eder.

3.1 Coziimlerin Varlig:

Bu kesimde (3.1) — (3.3) baglangi¢ simir deger probleminin ¢oziimlerinin varlig

aragtirilmigtir.

Teorem 3.1.1 f(z) fonksiyonu siirekli diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve f(0) =
f(1) = 0 olsun. Bu durumda (3.1) — (3.3) basglangic sinir deger probleminin bigimsel

¢Ozimi

u(z,t) = ZAk Xy(z) Ti(t)
k=1
dir, burada

1
A = T% / £(€) sin (ke de.
0

Xi(z) =sinmkz, k=1,2,...
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ve

b _a27r2 2(4_
Tu(t) = 2 (1 - ¢ e [t])> Tl
N (e_a%wt—m) _ a_CZ (1 — e‘“Q”%Q(t_[tD)) Tl
d —a2ﬂ'2 2(4_
4 <1 . K2(t [t})) Tiy41, 1 <t < o0, (3.4)

seklindedir. 7'(0) = Ty # 0, T'(1) = T} baslangi¢ kogullar1 olmak iizere ¢ € [n,n+ 1),

n > 1 igin Ty,

d
(1 + — <1 . €—a27r2k2(t—n)>) Tn—l—l o <6—a27r2k2(t—n) . % <1 . 6—a27r2k2(t—n)>> Tn
a a
b —a2n2k2
+ (1-e™ ) T =0 (35)

fark denkleminin tek coziimiidiir.

Ispat. Degiskenlere ayirma metodu kullanilarak, (3.1) — (3.3) probleminin
u(z,t) = X (x)T'(t) (3.6)

seklinde ¢oziimiinii aragtiralim. (3.6), (3.1) denkleminde yazilirsa,

X(@)T (t) = a®X"(2)T(t) + bX ()T ([t — 1)) + X" (2)T([t]) + dX " ()T ([t + 1))
veya

X(@)T (t) = X ()(a®>T(t) + bT([t — 1]) + T ([t]) + dT([t + 1]))

elde edilir. Buradan

T (1) _X'@
a?T(t) + 0T ([t — 1)) + <T([t]) + dT([t + 1]) X(x)

olup
X"(z)+ XX (z) =0,
(@) + XX (2) .
X(0)=X(1)=0
sinir deger problemi ve

T'(t) + > °T(t) = —bN>T([t — 1]) — eN2T([t]) — dN>T([t + 1]) (3.8)

parcal siirekli argiimentli diferensiyel denklemi bulunur. (3.7) deki denklemin genel
¢Ozimi

X(z) = ¢ co8 Az + cosin Ax
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seklindedir, burada ¢; ve ¢y keyfi sabitlerdir. X (0) = X (1) = 0 kosullarindan
A\, = 7k (3.9)
olup (3.7) sir deger probleminin ¢oziimii
Xi(z) =sinwkz, k=1,2,... (3.10)

dir.
Simdi (3.8) denkleminin ¢oziimiinii elde edelim.

(3.8) ve (3.9) dan [n,n + 1) araliginda
T (t) + a*72k*T(t) = —bnk*T(n — 1) — en?k*T(n) — dn?k*T(n+1)  (3.11)

adi diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denkleminin ¢oziimii n <t < n + 1 igin

b
T(t) = —— (1-e ) T(n—1)
Jr (e_“ g _ a—cz (1 _ ok ”))> T (n)
d —a?m?k?(t—n)
= (1—e )T(n+1) (3.12)

seklinde bulunur. (3.11) denkleminin n + 1 < t < n + 2 araligindaki ¢oziimii ise

b
T(t) = —— (1= ) ()
+ (efa m2k2(t—n—1) _ (;2 (1 —e @ 2m2k2 (t—n— 1))) T(n + 1)
d 2k‘2
_—a?m?k2(t—n—1)
5 (1 e )T(n+2)

olup ¢ = n + 1 noktasinda 7'(t) ¢tziimiiniin stirekliliginden
T.(n+1)=T,.1(n+1)

esitligi vardir. Buradan (3.5) ile gosterilen

d
(1 +— (1 —e ”2]“2)) Thi1 — (e’“ ok % (1 — e’a2”2k2>> T,
a a

b 21.2
+—(1—e*“’f)Tn,lzo,n21

o2
ikinci basamaktan fark denklemi elde edilir, burada T'(n) = T, dir. (3.5) fark denk-

leminin karakteristik denklemi

(1 I )) S CRaaee o (B

2 (1 e “2k2> =0 (3.13)

a
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seklindedir.
Simdi, (3.13) denkleminin A; ve Ay karakteristik koklerinin durumuna gore (3.5)
denkleminin 7,, ve (3.8) denkleminin 7} (t) ¢oziimlerini inceleyelim.
(i)
A —4bd >0, ce ™ +2b <0 (3.14)

ise (3.13) denkleminin diskrimanti

2k2 2k2

+c% —4ba® — 4bd
(3.15)

A = (a*+2ca® + —4bd)e 2™ 4 (=202 — 26>+ 8bd +4ba?)e "
olmak iizere A > 0 dir ve (3.13) karakteristik denklemin \; ve Ay kokleri reel ve

farkhdir. Dolaywsiyla (3.5) fark denkleminin genel ¢oziimii
T, = ki AT + ko AS (3.16)

dir, burada k; ve ko keyfi sabitlerdir. (3.16) ¢oziimiinde, sirasiyla, n =0 ve n = 1

yazilirsa,

TU - kl + kg, T1 = k1>\1 + k2)\2

olup bu esitliklerden
Tors — T} Ty — ToM
kv=———— ho=—F"-1—
A2 — A1 A2 — A1
bulunur. (3.16) esitliginde k; ve ko yazilirsa,

To)\g — T1 T1 — TO)\I

L W w W (3.17)
seklinde (3.5) fark denkleminin ¢oziimii elde edilir. (3.17), (3.12) de yazilirsa,
(e - (1 eeenen)) [T 2T BT
_% (1 - emetmem) [—TijQ__AlTl AL —T;;_T;?l A;‘“] (3.18)
elde edilir. 1 <t < oo arahiginda Ty (1),
Ti(t) = —a—bQ (1 - e—a%%%—[tn) {T;f_—_f A=t —T;Q__Ti?l Agﬂ‘l}
+ (emwmest a_CQ (1— i) {T;jZ__AlTlx[ﬂ - T;;_T;?l A[;]]
_% <1 _ efa27r2k2(t*[ﬂ)> [Tt))\z\2_—>\5171)\[1t]+1 4 T;Q—_Tg\i\l )\[ZtHl] (3.19)
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seklinde bulunur.

(i) ,

2 (e@’m*k* — 1)
ise (3.15) esitligindeki A = 0 dir. Bu nedenle A\; = A2 = A olup (3.5) in genel

> —4bd — 4ba®> =0, c +2b = (3.20)

¢Oozimi

seklinde yazilir, burada kq, ko keyfi sabitlerdir. n =0 ve n = 1 i¢in (3.21) den

Ty — T

kl:T()a k2: A

olup (3.5) denkleminin ¢oziimii

T, = lTo + (Tl_TTOA) n} A" (3.22)

dir. Bu egitlik (3.12) de yazilirsa, n <t < n + 1 igin

b Ty — ToA
Tk(t) — _E (1 o efa27r2k2(t*n)) |iT0 + <%) (TL _ 1)} )\nfl

+ <€7a27r2k2(t7n) . % (1 - €7a2772k2(t7n))> |:f1":0 + (Tl - TO)‘) n} A"
a A
d 2 n K2 (e Ty — ToA "
- (1—6 k(8 >) [TOJF (%) (n+1)} AT
(3.23)
bulunur. 1 <t < oo arahigida Tj(t), (3.19) esitligine benzer gekilde elde edilir.
(i41)
? —4ba* < 4bd < (a* +¢)?, ¢ > 1, 2a*(c — 1) < —a* +2c* — 8bd — 8ba®  (3.24)

ise, (3.15) esitligindeki A < 0 olup A; ve Ay eslenik komplekstir. Kokler A\; 5 = a=£if

seklinde olsun. Bu durumda (3.5) denkleminin genel ¢oziimii
T,, = r"(ky cosnb + ko sinnf) (3.25)
olur, burada r = a2+ 3% 0 = tan! (é), a,B8 € R, B # 0 ve 0 # mm,

o
m=0,1,2,....

(3.25) de n =0 ve n = 1 alinirsa,

T, — rT 0
T, =7r" [TD cosnf + (ﬂ) sin n@] (3.26)

rsin @
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bulunur. (3.26) ve (3.12) esitliklerinden n <t < n + 1 igin

b
T = L (1 )

: {TO cos(n — 1)0 + (LTOCOSG) sin(n — 1)9} Pl
rsind

+ (e—a27r2k2(t—n) . i (1 . e—a27r2k2(t—n))>
CL2

T, — rT, 0
.| Tocosnb + (ﬂ) sin né’} r"

rsind

o d (1 . €—a27r2k:2(t—n)>

a?
T, —rTycosf

rsind

NTocos(n+1)0 + (

) sin(n + 1)9} it (3.27)

dir. 1 <t < oo araliginda Ty (t), (3.19) esitligine benzer sekilde elde edilir.

Boylece k =1,2,... igin (3.1) denklemini ve (3.2) siur kosullarini saglayan ¢oziim

seklindedir. Burada Xy (z), (3.10) esitligi ile Ty (), (3.18), (3.23) ve (3.27) esitlikleri
ile verilmistir. Siiperpozisyon ilkesinden
u(z,t) = Z Ay sinkx Ty(t) (3.29)
k=1
serisi de (3.1) — (3.2) smur deger probleminin bir ¢oziimiidiir, burada A, katsayilari
keyfi sabitlerdir. (3.3) baglangi¢ kogulu (3.29) serisine uygulanirsa,
u(z,0) = f(z) = ZA’“ sinmkz T(0), 0 <z < 1,

k=1

elde edilir, burada

1

ATi(0) =2 [ £(€)sin (ke de

0
dir. Tx(0) = Ty # 0 oldugundan (i), (ii) ve (i7i) durumlarinda Ay tek olarak

2 / .
x%:ﬁ/ﬂamW%MS (3.30)

seklinde hesaplanir.
Sonug olarak, (3.29) serisi (3.30) ile birlikte (3.1) — (3.3) probleminin bigimsel ¢ozii-
miidiir.

|
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3.2 (Coziimlerin Davranisi

Bu kesimde, (3.1) — (3.3) baglangi¢ siir deger probleminin (3.29) serisi ile ifade

edilen u(z,t) ¢oziimiiniin davraniglar: incelenmistir.

3.2.1 Coziimlerin Sifira Gitme Durumu

Teorem 3.2.1.1 (3.14) ve

b+c+d
—_—

b—c+d
a? -

a?

b <0, ~1, 0 (3.31)

kogullar1 saglanirsa, (3.1) — (3.3) baglangi¢ sinir deger probleminin u(x,t) ¢dziimii

t — oo halinde sifira gider.

Ispat. (3.13) karakteristik denklemi A nin bir polinomu olarak

PO = (14 5 (L= ) ) a2 = (e = £ (1o o))

+% (1 - e_“2”2k2> (3.32)

seklinde yazilirsa, b < 0 oldugundan

P(0) = % (1 *a2”2’“2) 0
ve b—}—ac#i > —1 oldugundan
P(1) = (1 + H;#) (1 - e—azﬂ"’“) >0
olur. O halde (3.32) polinomunun 0 ile 1 arasinda bir \; kokii vardir ve bmetd _;2+ d >0
kosulundan
P(-1)=1+4e @™k 4 (T#) (1 - 6_“2”21“2) >0

olup (3.32) polinomunun —1 ile 0 arasinda bir Ay kokii vardir. Dolayisiyla

Ao <1 (3.33)

29



dir ve (3.5) fark denkleminin 7,, ¢tziimii n — oo halinde sifira gider.
Simdi (3.8) pargali siirekli argiimentli diferensiyel denklemin T} (t) ¢oziimiiniin

t — oo halinde sifira gittigini ispatlayalim. (3.14) kosullarindan ve (3.18) den,

lim T%(t)
. b Ca2n2p2 Tora —T1 | - L — ToA1 |-
— __(1_ a2k (t— [t])) Al Al
P { a? ‘ A2 — A\ >\2 -\

—a?m?k2(t—[t]) _ i (1 _—a?m2k2 (t— []))) To)\g — Tl )\[t} Tl — TO)\l )\[t]
+(e 2z \ JYS VIS B W S

d 2,2 Tory — T Ty — ToA
_ 2 (1 —a?n2 k2 (t—[t] 02 1>\[t]+l 1— 40 1)\[t]+1 3.34
a? < ¢ ) |: )\2 — )\1 ! * )\2 )\1 ( )

yazilir. [\;| < 1ise lim )\H =0, 7= 1,2 dir. Bu durum (3.34) de g6z 6niine aliirsa

t—>oo

lim T (£) = 0

t—o0

elde edilir. Sonug olarak, Tj(t) ¢oziimii ¢ — oo halinde sifira gider. Buradan ve
(3.10) daki X (z) sinrh oldugundan (3.1) — (3.3) baglangi¢ simir deger probleminin
(3.29) seklindeki u(z,t) ¢oziimii t — oo halinde sifira gider.

u

Teorem 3.2.1.2 (3.24) ve

b < 0, (3.35)
d 1
& < (3.36)
b—d 1
R p—r (3.37)

kogullar1 saglanirsa, (3.1) — (3.3) baslangig sinir deger probleminin wu(z,t) ¢dziimii

t — oo halinde salinarak sifira gider.

Ispat. (3.24) kosullarindan (3.13) karakteristik denklemin eslenik kompleks kokleri
vardir. Bu kokler ;o = a £/, o, 8 € R, 3 # 0 olmak {izere kokler ¢arpimi

b(l—e @ ”2’“2)

MAg =a® + 3% = 3.38
112 « +B a2 —|—d(1 - efa27r2k2) ( )
seklinde olup (3.36) dan
d 704271'2
1+¥(1—e ><o (3.39)



bulunur. (3.35) ve (3.39) kogullarindan

b(1 — ")

0< ,
a? + d(1 — e—a*m*k?)

(3.40)

(3.37) ve (3.39) kogullarindan da

b(1 — e—o*nk?)

<1
a? + d(1 — e—a?m*k?)

elde edilir. Dolaysiyla (3.38) den 0 < Va2 + 52 < 1olup 0 < r < 1 dir. Sonug
olarak (3.5) fark denkleminin 7,, ¢tziimii n — oo durumunda kompleks koklerden
dolay1 salinarak sifira gider.

Simdi (3.8) pargali siirekli argiimentli diferensiyel denklemin T} (t) ¢oziimiiniin

t — oo halinde sifira gittigini ispatlayalim. (3.27) den,

b
n = L (1 e

a2
Ty — rTycosf

. [To cos([t] — 1)0 + ( v ) sin([t] — 1)9} plt-1
—a?m2k2(t-[t) _ C (1 _ —a?mk3(t-[t)
+_(€ a2 (1 e ))

| Ty cos [t] 0 + (LTOCOSG) sin [t] 9] 7l

rsin 6

d (1 _ 67a27r2k2(t7[t}))

a?
T, —rlycosé

rsind

| Tocos([t] +1)8 + <

) sin([t] + 1)9} P+l (3.41)
bulunur. 0 < ¢t — [t] < 1 olup (3.41) esitliginin limiti aliirsa,
Ir| < 1= tlimr[t] =0

oldugundan

lim T},(t) = 0

t—00
elde edilir. Dolayisiyla (3.8) parcal siirekli argiimentli diferensiyel denklemin T}()
¢oziimii t — oo durumunda salimarak sifira gider. Sonug olarak X (z) = sinwkz
smirh bir fonksiyon oldugundan (3.1) — (3.3) basglangi¢ sinir deger probleminin (3.29)
seklindeki u(x,t) ¢ziimii ¢ — oo halinde salinarak sifira gider.

|
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Teorem 3.2.1.3 (3.24) kosullar1 ve

b>0, i>—1, b—d

a? a?

<1 (3.42)

kosullar1 saglanirsa, (3.1) — (3.3) baslangig sinir deger probleminin wu(z,t) ¢dziimii

t — oo halinde salinarak sifira gider.

Ispat. (3.24) kosullarmdan (3.13) karakteristik denklemin eglenik kompleks kokleri
M2 = axif, a,f € R, § # 0 olmak iizere kokler garpimi (3.38) seklindedir.

d
o) > —1 kosulundan
d —a2n2
1+¥(1—e ><o (3.43)
dir. b > 0 oldugundan ve (3.43) den

b(1 — e~k
a? + d(1 — e~a**k?)

0<

olup <1 ve (3.43) den

CL2
b(1 — e—o*nk?)

<1
a2 + d(1 — e—a?m*k?)

bulunur. Buradan 0 < a? 4 8% < 1 olup 0 < r < 1 dir. Dolayisiyla (3.5) fark
denkleminin 7}, ¢oziimii n — oo durumunda kompleks koklerden dolayr salinarak
sifira gider. Buradan (3.8) pargal siirekli argiimentli diferensiyel denklemin T}(t)
¢oziimii (3.41) seklinde yazilip ¢ — oo durumunda limiti almirsa bu ¢6ziim salinarak
sifira gider. Sonug olarak Xj(z) = sin7wkz smirh bir fonksiyon oldugundan (3.1) —
(3.3) baglangi¢ sinir deger probleminin u(z, t) ¢6ziimii ¢ — oo halinde salinarak sifira
gider.

[

Teorem 3.2.1.4

c 1
3 T EmE (3.44)
1 b
—m < E<O, (345)
d > 0 (3.46)



kosullar1 saglanirsa, (3.1) — (3.3) baslangig sinir deger probleminin wu(z,t) ¢dziimii

t — oo halinde sifira gider.

Ispat. (3.44) esitliginden (3.13) karakteristik denklemi

[1 + % (1 - e—a2”2’f2)] A2 % (1 - e_“2”2k2> —0 (3.47)

seklinde olup

a2 +d (1 — e-a’m*k?)

_b(1 — e—atn?k?
)\1’2 = :i:\/ ( ¢ ) (348)
elde edilir. (3.45) kogulundan

b
0<—— (1 - e*a%%z) <1 (3.49)

o2
bulunur. (3.46) ve (3.49) dan

(1 )

<1
a2 +d (1 — e~a*m*k?)

0<

dir. Buradan |)\;| < 1, @ = 1,2 bulunur. Dolayisiyla (3.5) fark denkleminin 7,
¢oziimii sifira gider.
Simdi (3.8) pargali siirekli argiimentli diferensiyel denklemin T} (t) ¢oziimiiniin

t — oo halinde sifira gittigini ispatlayalim. (3.18) ve (3.44) kosullarindan

Tk(t) _ )\[f]*l _i (1 B e—a27r2k2(t—[t})) (T Ay — T)
N — | a2 0A2 1
d
= (1 _ 67a27r2k2(t7[t])> (Toda — T1) )\ﬂ
Al b 2 2
R i (t*[t])) T, — To\
+)\2 — )\1 a2 ( ¢ ( ! 0 1)
d
——= (1 _ efazﬂzkz(tf[t])) (T1 — ToAr) )\g} (3.50)
olur. (3.50) esitliginin limiti alimirsa | ;| < 1 ise [%im )\Eﬂ =0, i = 1,2 oldugundan
t|—oo

t—o0

bulunur. Dolayisiyla (3.8) pargali siirekli argiimentli diferensiyel denklemin T} (%)

¢oziimii sifira gider. Sonug olarak Xy (z) = sin wkx simurh bir fonksiyon oldugundan
33



(3.1)—(3.3) baslangi¢ sinir deger probleminin (3.29) seklindeki u(x, ) ¢dziimii t — oo
halinde sifira gider.
|

Teorem 3.2.1.5 (3.44) ve

b 1
0 < Z <1 ceme (3.51)
d 2

p R p— (3.52)

kosullar1 saglanirsa, (3.1) — (3.3) baslangig sinir deger probleminin wu(z,t) ¢dziimii

t — oo halinde sifira gider.

Ispat. (3.44) kosulundan (3.48) bulunur. (3.52) den her k = 1,2,... icin

d 2
? < - 1 —a2n2k2
olup buradan
d
L (1 . 6*02”2’“2) <1 (3.53)
dir. (3.51) kogulundan
b 7(1271'2]62
1< (1—e )<o (3.54)

elde edilir. Dolayisiyla (3.53) ve (3.54) esitsizliklerinden

T

— <1
a2 +d (1 — e-a?n%k?)

0<

bulunur. Sonug olarak |\;| < 1, i = 1,2 oldugundan (3.5) fark denkleminin 7,
¢oziimii sifira gider. Buradan (3.8) pargali siirekli argiimentli diferensiyel denkle-
min 7 (t) ¢oztimii (3.50) seklinde yazilip ¢ — oo durumunda limiti alinirsa, 7} (%)
¢oziimiiniin sifira gittigi elde edilir. Dolaysiyla (3.1) — (3.3) baglangi¢ sinir deger
probleminin u(z,t) ¢6ziimii de ¢ — oo halinde sifira gider.

[

Teorem 3.2.1.6 (3.44), (3.46) ve (3.51) kosullar1 saglanirsa, (3.1) — (3.3) baglangig

smir deger probleminin u(z,t) ¢oziimii ¢ — oo halinde salinarak sifira gider.
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Ispat. (3.44) den (3.48) elde edilir. (3.46) ve (3.51) kosullarindan

b(] — e—a?n?k?
Ais :ii\/ (1—e ) (3.55)

a2 +d (1 — e-a?n*k?)
T

a? +d (1 — e-a*7k?)
T, ¢oziimii salinarak sifira gider.

olup buradan |r| = < 1 dir. Dolayisiyla (3.5) fark denkleminin
Simdi (3.8) pargali siirekli argiimentli diferensiyel denklemin T} (t) ¢dziimiiniin

t — oo halinde sifira gittigini ispatlayalim. (3.27) esitliginden

b 2,212
Ti(t) = (1 _ gtk (t—[t]))

a2

. [r[ﬂ—l {TO cos([t] — 1)0 + (W) sin([t] — 1)9”

rsind

, O <1 il €—a2w2k2<t—[tl>>

a2

T, —rlycos
7 sin 6

. {r[ﬂ“ {TO cos([t] +1)0 + < ) sin([t] + I)QH (3.56)

seklinde yazilir. Buradan limit ahmirsa, |r| < 1 oldugundan

lim Tk (t) =0

t—o00

elde edilir. Bu nedenle (3.8) parcali siirekli argiimentli diferensiyel denklemin 7} (¢)
¢oziimii de salinarak sifira gider. Xj(x) = sinmkz sirh bir fonksiyon olup 7} (%)
¢oziimii salinarak sifira gittiginden (3.1) — (3.3) baslangi¢ sinir deger probleminin
(3.29) seklindeki u(x,t) ¢oziimii de ¢ — oo halinde salinarak sifira gider.

[

Teorem 3.2.1.7 (3.44), (3.45) ve (3.52) kosullar1 saglanirsa, (3.1) — (3.3) baglangig

siir deger probleminin u(x,t) ¢oziimii ¢ — oo halinde salinarak sifira gider.

Ispat. (3.44) kosulundan (3.48) elde edilir. (3.45) ve (3.52) kosullarmdan (3.47) nin
(3.55) seklinde kompleks kokleri bulunur. (3.52) kosulundan

d
1+ —(1—e %) < 1

a?
ve (3.45) kosulundan
0<——(1—e“"") <1



olur. Dolayisiyla

b (1 o)

Irf = a? +d (1 — e-a*n*k?)

bulunur. Buradan (3.5) fark denkleminin 7, ¢oziimii salinarak sifira gider. Sonug

<1

olarak 6nceki teoremin ispatinda oldugu gibi (3.1) — (3.3) baslangi¢ sinir deger prob-
leminin (3.29) seklindeki u(x,t) ¢ozlimii de ¢ — oo halinde salinarak sifira gider.
[
Teorem 3.2.1.8
d p0* k>
? = 1 _ ea?nk? (357)

olmak iizere agagidaki kogullardan herhangi biri saglamirsa, (3.1) — (3.3) baglangig

siir deger probleminin u(x,t) ¢oziimii ¢ — oo halinde sifira gider.

) c 1 —b+c 1

1) b>07$>6a2ﬂ.2_17 ) >ea2ﬂ.2_17
. € 1 —b+c 1

11) b< 07 E > ea?r _ 1’ a2 < ea?m2kZ _ 1’
c 1 b+c 1

i) b <0, o > ] o > e

c 1 b+ec 1

iv) b>0,¥>6a2w2_1, PN

Ispat. (3.57) den (3.13) karakteristik denklemi

—a?r2k2 & _a2n2k2 b —a?m2k2
—(e P S k)))\—i-g(l—e By =0

seklinde olur. Buradan

A= : <1 _ e_a%W) (3.58)

o a2e—a2ﬂ'2k:2 —c (1 _ e—azﬂzk’z)

dir. (7) ve (i) kosullarindan herhangi biri (3.58) esitligine uygulanirsa —1 < A <
0 olur. (i) ve (iv) kogullarmdan herhangi biri (3.58) egitligine uygulanirsa 0 <
A < 1 dir. Dolaysiyla bu dort kogulun herhangi birinden |A| < 1 olup (3.5) fark

denkleminin 7}, ¢oziimii sifira gider. Burada 7}, ¢oziimii

T, = \""'T} (3.59)
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seklindedir. (3.12) de (3.57) ve (3.59) kullanilirsa,

21— e—a2ﬂ2k2(t7[t})) i <€7a27r2]g2(t—[t]) _ %(1 . €,a2ﬂ2k2(t7[t]))) )\}

a
(3.60)
elde edilir. |A| < 1 oldugundan

lim T},(t) = 0

t—00
bulunur. Dolayisiyla (3.8) pargali siirekli argiimentli diferensiyel denklemin T} (t)
¢oziimii sifira gider. Xj(x) = sinwka simrh bir fonksiyon olup T(t) ¢oziimii de
sifira gittiginden (3.1) — (3.3) baglangic sinir deger probleminin (3.29) seklindeki
u(z,t) ¢oziimii de t — oo halinde sifira gider.

3.2.2 (Coziimlerin Simirsizlik Durumu

Teorem 3.2.2.1 (3.14) kosullar ile birlikte agagidaki kosullar altinda (3.1) — (3.3)

baglangic sinir deger probleminin u(z,t) ¢oziimii sinirsizdir.

b, ¢, d < 0,
b+c+d+a® < —1,
—2a?
b— d < 3.61
cHd < (3.61)

20> +b+2c+4d > 0,

b—2c+4d > 0.

Ispat. (3.14) kosullar saglandigindan (3.13) karakteristik denklemin kokleri reeldir.
(3.32) polinomunda A yerine sirasiyla 1, 2, —1 ve —2 yazldiginda

. b+ C—f-d _a2n2k2
P(1) = (1 + T) (1 —e ) , (3.62)
B b+ 2c+4d —a2n2k2
P@)=2+ (2 + T) (1 —e ) , (3.63)
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b— d
P(=1) =14 @7 4 —ac;r (1 - e‘“2”2’“2)

ve

P(=2) = 4+2e C™F 4 (—b —2et 4d> (1 - e_a2”2k2>

a2
olup (3.61) kosullarmdan P(1) < 0, P(2) > 0, P(—1) < 0 ve P(—2) > 0 bulunur.
Dolayisiyla (3.13) karakteristik denklemin koklerinden biri 1 ile 2 araliginda digeri
—2ile —1 araligindadir. Sonug olarak A\; ve Ay kokleri mutlak degerce birden biiyiik
olup (3.5) fark denkleminin 7}, ¢ozlimii smirsizdir.

Simdi de T (t) ¢oziimiiniin sinirsiz oldugunu gosterelim.

(34)de 0 <t—[t] <lolupb, c,d < 0 ve (3.5) fark denkleminin T} ¢ozlimii sinirsiz
oldugundan (3.8) parcal siirekli argiimentli diferensiyel denklemin T} (¢) ¢oziimii

t—00
olur. Dolaysiyla Ty (t) ¢oziimii siursizdir. Buradan ve (3.10) daki Xj(z) smirh
oldugundan (3.1) — (3.3) baglangig siir deger probleminin (3.29) seklindeki u(z, t)
¢oziimii de simirsizdir.
u

Teorem 3.2.2.2 (3.14) kosullar1 ve

b, c, d < 0,

b+c+d+ad® < —1,

w
(@)
t
_ = D ~—

20> +b+2c+4d > 0, 3.66

3a%2 + b d —

@+ +230+9 < =5 3.67
a 1] —e o7

kogullar1 saglanirsa, (3.1) — (3.3) baslangi¢ sinir deger probleminin u(x,t) ¢dziimii

sinirsizdir.

Ispat. (3.14) kosullarindan (3.13) karakteristik denkleminin reel kokleri vardr.
(3.32) polinomunu ile birlikte (3.65) kogulundan P(1) < 0, (3.66) kogulundan P(2) >
0 ve (3.67) den

b d
P(3) =6+ (3 + ﬂ) (1 - e*az’fz’*) <0

a?
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dir. Dolayisiyla (3.13) karakteristik denklemin kokleri birden biiyiiktiir. Bu du-
rumda (3.5) fark denkleminin 7, ¢oziimii siursizdir. (3.4) de 0 < t — [t] < 1 olup
b, ¢, d < 0 ve (3.5) fark denkleminin 7T} ¢oziimii sirsiz oldugundan (3.8) parcal
stirekli argiimentli diferensiyel denklemin 7} (t) ¢oziimii

t—00
olup smursizdir. Dolayisiyla (3.1) — (3.3) baslangi¢ sinir deger probleminin (3.29)
seklindeki u(x,t) ¢dziimii de sinirsizdir.
|

Teorem 3.2.2.3

¢ — 4bd — 4ba® = 0, ;% = (e_aaﬁlzkz 5 (3.68)
ve
b o< 0, (3.69)
% = el_aw, (3.70)
b;_gd e el_aw (3.71)

kosullar saglanirsa, (3.1) — (3.3) basglangig simir deger probleminin w(z,t) ¢dziimii

simirsizdir.

Ispat. (3.68) kosullar altinda (3.13) karakteristik denkleminin kokleri birbirine esit
bulunur (A; = Ay = A). Bu kokler ¢arpimu

) _ b(l . eia2ﬂ.2k2)
a2 + d(1 — e—a?m*k?)

(3.72)

olup (3.71) kosulundan her £ = 1,2, ... igin

b—d 1

a2 1— 67a271'2k2

—a?n2k2

saglanir ve egitsizligin her iki yan1 1 —e ifadesi ile ¢arpilip gerekli diizenlemeler

yapilirsa
b(1 — e*“2”2"72)
2

d(1 — e~a*mk?)
2

> 14+
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elde edilir. (3.70) esitsizliginden
d(1 — e=@* )

<0
a2

bulunur. Bu esitsizlik ve (3.69) kosulu ve (3.73) den

b(l—e 7r2’“2)

<1
a? + d(1 — e—a**k?)

0<

olur. Buradan A\* < 1 olup |A\| < 1 dir. Sonug olarak (3.5) fark denkleminin 7,

¢oziimii n — oo halinde sifira gider. (3.23) de gerekli diizenlemeler yapilirsa

b
Ti(t) = {_; (1 _ etk [ﬂ)) 4 (e—a k2 (1)) _ % (1 _ patnkA(t [t]))) A\

_i (1 - efa 7r2k2 t—[t] ) )\Q:I TO)\[t}fl
b
a
b
a

CL2

[— 5 (1 —ie

[__2 <1 _ pmatmkA(t H)) n (e_“ m2k2(t—[t]) _ 32 (1 _ gtk H))) A\
a

d

a?

- <1 —e @ 2702k2 (t—[t]) > )\Q:I (Tl . TO)\) [t] )\[t]—Q

2212 d 21.2
4 a®r2k (tf[t])> -5 (1 B S ) ) )\2] (T1 — TyA) A2
+

(3.74)

bulunur. Burada ¢arpim durumundaki [t| terimi Tj(¢) ¢oziimiinii simirsiz yapar.
Dolayisiyla (3.8) parcali siirekli argiimentli diferensiyel denklemin T} (f) ¢oziimii
smursizdir. Xy (z) = sinmkz smrl bir fonksiyon olup T} () ¢oziimii de smirsiz
oldugundan (3.1) — (3.3) baglangi¢ sinir deger probleminin (3.29) seklindeki u(z, t)
¢oziimii de simirsizdir.

|

Teorem 3.2.2.4 (3.68) ve

b > 0, (3.75)
d
- > -l (3.76)
b—d
< 1 (3.77)

kogullar1 saglanirsa, (3.1) — (3.3) baglangi¢ sinir deger probleminin u(x,t) ¢dziimii

sinirsizdir.
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Ispat. (3.68) kosullarindan (3.13) karakteristik denkleminin kokleri esit olup bu
koklerin ¢arpimu (3.72) seklindedir. (3.77) den

b(1 — e=@R)

— <1+ ~ (3.78)
elde edilir. (3.76) esitsizliginden

1440 Z;a27r2k2) >0 (3.79)
olup, buradan (3.78), o

— Z:L(ld(_l e__:a;)kZ) <1 (3.80)
seklinde olur. Diger taraftan (3.75) kosulundan ve (3.79) esitsizliginden

0 M- (3.81)

a? + d(1 — e=a**k?)

bulunur. Dolayisiyla (3.80) ve (3.81) esitsizlikleri (3.72) ifadesinde kullanilirsa 0 <
A? < 1 olup |A| < 1 dir. Sonug olarak (3.5) fark denkleminin 7}, ¢oziimii n — oo
halinde sifira gider. (3.8) pargal siirekli argiimentli diferensiyel denklemin ¢6ziimii
(3.74) seklinde yazilip t — oo durumunda limiti alinirsa [t] teriminden dolay1 Ty ()
¢oziimii simursizdir.  Xji(z) = sinmkz siurh bir fonksiyon olup T} (t) ¢oziimii de
smirsiz oldugundan (3.1) — (3.3) baglangig siir deger probleminin (3.29) seklindeki
u(z,t) ¢oziimii de sirsizdir.

|

Teorem 3.2.2.5 (3.68), (3.69), (3.70) ve (3.77) kosullar1 saglanirsa, (3.1) — (3.3)

baglangi¢ sinir deger probleminin u(z,t) ¢oziimii siirsizdir.

Ispat. (3.68) kosulundan (3.13) karakteristik denklemin koklerinin birbirine esit
oldugu ve bu koklerin ¢arpiminin (3.72) seklinde oldugu biliniyor. (3.70) esitsizligin-

den
d(1l — e‘“zﬁzkz)

1+ 2

<0 (3.82)
olur. Diger taraftan (3.77) den

b(1 — e—o*nk?)
2

a



elde edilir. Burada (3.69) ve (3.82) kullanilirsa,

b(1 — e~k
a? + d(1 — e—a**k?)
bulunur. Buradan A*> > 1 olup A > 1 dir. Dolaysiyla (3.5) fark denkleminin 7},

> 1

¢oziimii ve buradan (3.8) in 7j(t) ¢oziimii smursizdir. Sonug olarak (3.1) — (3.3)
baslangic sinir deger probleminin (3.29) seklindeki u(x,t) ¢oziimii simirsizdir.

[

Teorem 3.2.2.6 (3.68), (3.71), (3.75) ve (3.76) kosullar1 saglanirsa, (3.1) — (3.3)

baglangi¢ smir deger probleminin u(x,t) ¢oziimii smirsizdir.

Ispat. (3.68) kosulundan (3.13) karakteristik denkleminin kokleri birbirine esittir
ve kokler carpimi (3.72) ile verilmistir. (3.76) esitsizliginden
oV — c ")

143 e >0 (3.83)
olur. Ayrica (3.71) den
b—d 1
a2 > 1 _ o—a?n?k?’ k=12,
saglanir. Buradan A= prre)
b(1 — e=a™ k) d(1 — e=a ™k
s > 14 e (3.84)

bulunur. (3.75) olmak iizere (3.83) ile (3.84) esitsizligi gz oniine alinirsa,

b(1 — e @™°K?)

> 1
a? + d(1 — e=a**k?)

bulunur. Dolayisiyla A*> > 1 olup |A| > 1 dir ve (3.5) fark denkleminin 7}, ¢oziimii
ve buradan (3.8) in 7T}(t) ¢ozlimii simrsizdir. Sonug olarak (3.1) — (3.3) baglangig
siir deger probleminin (3.29) seklindeki u(z,t) ¢oziimii sinirsizdir.

u

Teorem 3.2.2.7 (3.24), (3.69), (3.70) ve (3.77) kosullar1 saglanirsa, (3.1) — (3.3)

baglangi¢ simir deger probleminin u(x,t) ¢dziimii siirsizdir.

Ispat. (3.24) kosullarindan (3.13) karakteristik denkleminin kokleri komplekstir.
Bu kokler A1 = ax1i3, o, B € R, 3 # 0 olmak tizere kokler carpimi
b(1 — ek

a? + d(1 — e—a*m*k?)
42
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seklinde olup (3.69), (3.70) ve (3.77) kosullarindan

b(1 — e=@*R)

> 1
2+ d(1 — e ™)

bulunur. Buradan o + 5% > 1 olup r > 1 elde edilir. Bu nedenle (3.5) fark
denkleminin 7, ¢oziimii sinirsizdir. Buradan ve (3.4) esitliginden (3.8) pargali siirekli
argiimentli diferensiyel denkleminin T} (t) ¢ziimii de simirsizdir. Dolayisiyla (3.1) —
(3.3) baglangig sinir deger probleminin (3.29) seklindeki u(x,t) ¢oziimii siirsizdir.
u

Teorem 3.2.2.8 (3.24), (3.71), (3.75) ve (3.76) kosullar1 saglanirsa, (3.1) — (3.3)

baglangi¢ simir deger probleminin u(x,t) ¢dziimii simirsizdir.

Ispat. (3.24) kosullarindan (3.13) karakteristik denkleminin kokleri komplekstir.
Bu kokler A2 = a£if, a, € R, 5 # 0 olmak iizere kokler ¢arpim (3.85) seklinde
olup (3.71), (3.76) ve (3.75) kosullarindan

b(1 — e=@R)

> 1
a? + d(1 — e—a**k?)

elde edilir. Dolayisiyla » > 1 olup (3.5) fark denkleminin 7,, ¢6ziimii siirsizdir.
Sonug olarak (3.1) — (3.3) baglangig smir deger probleminin (3.29) seklindeki u(z, t)
¢Ozlimii siirsizdir.

[

Teorem 3.2.2.9 (3.44) ve

b 1
ﬁ < —W, (386)
1 d
—m < ? <0 (387)

kogullar1 saglanirsa, (3.1) — (3.3) baslangig sinir deger probleminin wu(z,t) ¢dziimii

siirsizdir.
Ispat. (3.44) kosulundan (3.48) biliniyor. (3.86) ve (3.87) kosullarindan (3.13)
karakteristik denkleminin kokleri komplekstir. Diger taraftan (3.86) dan

b 7(1271'2]62
- (1 . ) < -1 (3.88)
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ve (3.87) kosulundan
d 2,212
0<1+?<1—e*“’“><1 (3.89)

elde edilir. (3.88) ve (3.89) dan

b (1 e
A1l = [Aa| =

> 1
a? +d (1 — e-a?n*k?)

bulunur. Buradan |r| > 1 olup (3.5) fark denkleminin 7,, ¢oziimii siirsizdir.
(3.44) kosulu (3.4) esitliginde uygulanirsa,

b —a®m - d —acm -
Ti(t) = 2 <1 — R [ﬂ)) Tiy-1— o) <1 — TR [t])> Tiy 11

bulunur. (3.86) ve (3.87) kosullarindan Tj—; — oo ve Ty — oo olup Tj(t) — oo
bulunur. Sonug olarak (3.8) diferensiyel denkleminin 7} () ¢tziimii de sirsizdir.
Buradan da (3.1) — (3.3) baslangi¢ siir deger probleminin (3.29) seklindeki u(z, t)
¢Ozlimii siirsizdir.

u

Teorem 3.2.2.10 (3.44), (3.86) ve

2 d 1

1— e—a271'2k2 a2 1— 6—a27r2

(3.90)
kogullar1 saglanirsa, (3.1) — (3.3) baslangi¢ sinir deger probleminin u(x,t) ¢dziimii

sinirsizdir.

Ispat. (3.44), (3.86) ve (3.90) kosullarindan (3.13) karakteristik denkleminin \; , =
atif, a, 8 € R, 5 # 0 seklinde kompleks kokleri vardir. Diger taraftan (3.86) dan

b —a2n2)2
- (1 _ ek ) <1 (3.91)
ve (3.90) dan
d 2,212
—1<1+$(1—e*“’4)<0 (3.92)

elde edilir. (3.91) ve (3.92) kosullar1 (3.85) seklindeki kokler garpiminda kullanihirsa,

T
M| =[] =
’ 1’ | 2| a2 + d(l _ 6—a27r2k2)

> 1

bulunur. Buradan |r| > 1 olup (3.5) fark denkleminin 7}, ¢tziimii stmirsizdir. Onceki

teoremin ispatindaki gibi (3.1) — (3.3) baglangi¢ sinir deger probleminin u(z,t)
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¢Ozlimii siirsizdir.

Teorem 3.2.2.11 (3.57) olmak iizere agagidaki kogullardan herhangi biri saglanirsa,

(3.1) — (3.3) baglangi¢ sinir deger probleminin w(z,t) ¢oziimii sinirsizdir.

. C 1 b+ c 1

i) a2 e 17 g2 e’ _ 1’
.. C 1 b+ c 1

11) ? > 6“2”2 _ 17 CL2 ea27'('2]{32 —_ 17
1 c—b 1
111) ? > 6a2ﬂ2 — 1a a2 €a2ﬂ.2 — 17
) c 1 c—b 1
IV) ? < 6“2”2 1 a2 > ea27r2k2 1

Ispat. (3.57) kosulundan (3.58) seklinde karakteristik kok elde edilir. (3.58) kokiine

(i) ve (i) kogullarindan herhangi biri uygulanirsa A > 1, (iii) ve (iv) kosullarin-

dan herhangi biri uygulanirsa A < —1 bulunur. Dolaysiyla |A| > 1 elde edilmis

olur.

Buradan (3.5) fark denkleminin (3.59) seklindeki 7,, ¢oztimleri simirsizdir.

(3.60) esitliginden |A| > 1 oldugundan (3.8) diferensiyel denkleminin 7} (t) ¢oziimii

siirsizdir. Buradan da (3.1) —(3.3) baglangig sinmir deger probleminin u(x,t) ¢dziimii

sinirsizdir.

3.3 Ornekler

Ornek 3.3.1 (3.1) — (3.3) probleminde a? =

—222 + 22 alinirsa,

u(x, t)

= Upe(T,t) — Uge(, [t —

= wu(l,t) =0,

= 2%+ 2

Lb=c=-1,d=2ve f(z) =

1]) = uge (2, [t]) + 2uge (2, [t + 1]), ¢ > 1,

problemi elde edilir. Bu problemin ¢oziimii

u(@,t) =Y A Xy (x)Tk(t)

k=1
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dir, burada
1 8 — 8cosk — 4wk sink
k - k}37]'3 )

Xi(z) =sinwkz, k= 1,2,... ve
Ti(t) = (1 - e‘”Q’“z(t—’“) Tyt + T, —2 (1 - e_”2k2(t_”)) Toir

seklindedir. 7'(0) = 1 # 0, T'(1) = 0 baslangi¢ kosullar1 olmak iizere t € [n,n + 1),

n > 1igin T},

(3 . 2e—”2k2) Tpir — Ty — (1 - e—“W) T ,—0

b —
ﬂ:ﬁ>_1,w:
a

fark denkleminin ¢oziimiidiir. (3.31) kogullar1 b < 0, 5
a

2 > 0 saglandiginan u(x,t) ¢oziimii ¢ — oo halinde sifira gider (Sekil 3.1).

Sekil 3.1. u(x,t) ¢vziimiiniin ¢ — oo halinde sifira gitme durumu

Ornek 3.3.2 (3.1) — (3.3) probleminde a®> =1, b = —7, ¢ = —4, d = 2 ve f(z) =

x* — 23 alimirsa,

u(z,t) = Upp(w,t) — Tuge (2, [t — 1)) — duge(x, [t]) + 2upe (2, [t + 1)), t > 1,
uw(0,t) = wu(l,t) =0,
u(z,0) = 2*—2°

problemi elde edilir. Bu problemin ¢6ziimii

u(w,t) =Y AuXy(x)Ti(t)
46



dir, burada

4 2(24 + 6(—4 + k*7?) cos mk + wk(—18 + m2k?) sin k)
k= )
kSmd

Xi(z) =sinwkz, k= 1,2,... ve
To(t) =7 (1 - e‘“2k2(t_")) Toy+ (4 - 3e—’f2’f2<t—”>) T, -2 (1 - e—”2k2<t—">) Toir

seklindedir. 7'(0) = 1 # 0, T'(1) = 1 baslangi¢ kosullar1 olmak iizere ¢ € [n,n + 1),

n > 1igin T},
(3 . ze—”2k2) Tyt — (4 . 3e—”2k2) T, —7 (1 . e_”2k2) T =0

fark denkleminin ¢oziimiidiir. (3.61) kosullar: saglandigindan u(z, t) ¢dziimii t — oo

halinde sinirsizdir (Sekil 3.2).

=501

-100

Sekil 3.2. u(z,t) ¢oziimiiniin ¢ — oo halinde simirsizlik durumu
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda parcali siirekli argiimentli adi diferensiyel denklemler ve kismi
tiirevli denklemler hakkinda literatiir taramasi yapilmistir. Ardindan tezin 6zgiin
kisimlari olan ikinci boliimde pargali siirekli gecikmeli argiimentli 1s1 denklemi, ti¢iincii
boliimde parcali siirekli karigik tipten argiimentli 1s1 denklemi ele alinmig ve bu denk
lemlerin ¢oziimleri icin degiskenlerine ayirma metodu kullanilarak coziimler elde
edilmis ve bu ¢oziimlerin davramiglar1 hakkinda baz1 teoremler verilmigtir. Ayrica

bu teoremler 6rnekler ile desteklenmistir.

Pargali stirekli argiimentli kismi tiirevli denklemleri alaninda yapilan bu tez calig-
masinin konu hakkinda inceleme yapmak isteyen kisilere yardimci olacagi ve bundan
sonra yapilacak olan ¢aligmalara da 1s1k tutacag: diigiiniilmektedir. Bu alanda ortaya
¢ikan Tiirkce kaynak sikintisinin da bu tez yardimiyla agilabilecegi diigiiniilmektedir.
Bu ¢alismada ele alinan denklemlerin farklilagtirilarak konu ile ilgili yeni ¢aligmalarin

da yapilabilecegi ve konunun geligtirilebilecegi beklenmektedir.
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