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Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir.
Birinci boliim girig kismina ayrilmigtr.

Ikinci boliimde, tezin diger boliimlerinde kullamlacak olan 6n bilgiler, bazi temel

kavramlar ve teoremler verilmigtir.

Ucgiincii boliimde, 3-boyutlu ve 4- boyutlu uzaydaki kuaterniyonik egrilerin tanimlar
ve bu egrilerin Frenet elemanlar1 yardimiyla Serret-Frenet gatilari ve bazi teoremler
verilmigtir. Ayrica bu egrilerle ilgili karakterizasyonlar verilmistir. 4-boyutlu uzay-
daki kuaterniyonik egriler icin yeni bir ¢at1 tanimlanarak genel ¢at1 tanimi verilmistir.
Yeni cat1 yardimiyla kuaterniyonik helislerlerin tanimlar: verilerek cati yapilari ve ek-

senleri hesaplanmigtir.

Doérdiincii boliimde, ti¢ boyutlu tanimlanan kiiresel egriler yardimiyla kuaterniyonik

helisler icin yeni karakterizasyonlar verilmigtir.

Besinci boliimde, katsayilar: hiper dual sayilar olan hiper dual kuaterniyonik egrilerin

tanimlar1 verilmis ve Serret-Frenet catilari ile eksenleri hesaplanmigtir.
Altinc boliimde ise, tezde elde edilen bulgulara ve sonuglara yer verilmistir.
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ABSTRACT

Ph. D. Thesis

QUATERNIONIC CURVES AND THEIR APPLICATIONS
Gizem CANSU

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

This thesis consists of six chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter, preliminaries, some definitions and theorems that will be used

in other section of the thesis are given.

In the third chapter, the definitions of quaternionic curves in 3-dimensional and 4-
dimensional space and the Serret Frenet frames and some theorems are given with
the help of Frenet elements of these curves. In addition, characterizations related
to these curves are given. A new frame is defined for quaternionic curves in 4-
dimensional space and a general frame definition is given. With the help of the new
frame, the definitions of the quaternionic helices were given and the frame structures

and axes were calculated.

In the fourth chapter, new characterizations for quaternionic helices are given with

the help of three-dimensional defined spherical curves.

In the fifth chapter, constant affine curvature with curves on a affine surface are

given.
In the sixth chapter, the findings and results obtained in the thesis are given.
May 2022, 80 pages
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1. GIRIS

Kuaterniyon say1 sistemi ilk defa 1843 yilinda Irlandali matematikci Sir W. R.
Hamilton tarafindan literatiirde ifade edilmis ve 3-boyutlu uzaydaki matematige
uygulanmistir. Kuaterniyonlar, bir diizlemde noktalar tarafindan temsil edilen kar-
magik sayilara benzeyen dort boyutlu uzaydaki say1 sistemleridir. Kuaterniyonlar
ve karmagik sayilar birbirlerine benzer 6zelliklere sahip gibi goriinse de aslinda ben-
zer degillerdir. Ciinkii kuaterniyonlarda tanimlanan carpim degismeli degildir bu
acidan karmagik sayilardan farklilagirlar. Ilk zamanlarda kuaterniyon say: sistemi
calisilirken sag carpim ve sol ¢arpim sonuglar: birbirinden farkl sonuclar verdigi i¢in
degisme ozelligini (ab=ba) saglamadiklar1 gézlemlenmistir ve bu bir problem gibi
kabul edilmigtir. Kuaterniyonlar kendilerine 6zgiin yapilar1 nedeniyle geometride
donme ve Gteleme hareketlerinin temsilinde olduk¢a kullanighdirlar. Kuaterniy-
onlar degisme ozelligini saglamadig1 i¢in bir ¢cok uygulamada yerini vektorler ve
matrisler almigtirlar. Giiniimiizde ise kuaterniyonlarda dénme hareketini hesapla-
mak, vektorler ve matrislerden daha hizli oldugu icin bir ¢ok alanda ve uygulamali
matematik alaninda kullanilmaktadirlar. Kuaterniyonlar ge¢gmisten giiniimiize kadar
fizik alaninda klasik Newton fiziginden kuantum fizigine, kimya alaninda molekiiler
yapilarin analizinde, biyoloji ve tibbi bilimler alaninda DNA ve protein yapilariin
analizinde, bir ¢ok bilgisayar uygulamalarinda, astrofizikte, robotik ve animasyon-
larda kullanilmiglardir ve hala da etkin olarak kullanilmaktadirlar. Kuaterniyonlar
son yillarda ozellikle bilisim alanlarinda robotik uygulamalarda ve animasyonlarda

kullanilan, kinematik ve dinamik ifadelerin elde edilmesinde énemli bir rol oynarlar.

Kuaterniyonlarin kiimesi H, 4-boyutlu vektor uzayima denk gelir. H uzaymin her
bir elemani; a, b, ¢, d birer reel say1 ve €], €3, €3, €4 R nin bazlar1 olmak iizere
aéy + béy + cés + de, seklinde ifade edilir. Gilintimiizde kuaterniyonlarin, reel,
kompleks, dual ve hiper dual kuaterniyonlar olmak iizere farkl tiplerde ozellikleri
incelenmektedir. Bilim insanlari, kuaterniyonlarin farkli tiplerini inceleyerek pek

¢ok calismalarda bulunmuslardir.



Kuaterniyonlar tizerinde egri tanimi ilk olarak K.Baharatti ve M.Nagaraj tarafindan
1987 yilinda verilmistir. K.Baharatti ve M.Nagaraj, R ve R* uzaylarindaki kuater-
niyonik egrileri ve onlarin Frenet catilarini ¢alismiglardir. Hacisalihoglu "Hareket
Geometrisi ve Kuaterniyonlarin Teorisi" adli kitabinda reel ve dual kuaterniyon-
larin ozelliklerini inceleyerek calismalarda bulunmustur. Karadag ise R? ve R?* uza-
ylarindaki kuaterniyonik egrilerin harmonik egriliklerini incelemis Ward ise R3 ve R*
uzaylarindaki kuaterniyonik egrilerin dénme matrislerini ¢alismigtir ve kuaterniyon-
larin matris formlarim vermigtir. A.C. Coken ve A.Tuna 4-boyutlu semi ¢klidiyen
uzayinda kuaterniyonik egrilerin diferensiyel geometrisini ¢caligmiglardir. Kula, dok-
tora tezinde split kuaterniyonlar1 ¢caligmig ve Hamilton operatorleri ile 6zelliklerini

vermistir.

Oklid uzayimnda sabit egilimli veya genel helis egrisinin hiz vektorii, egri boyunca
sabit bir dogrultu ile sabit ag1 yapar. Egriligi , torsiyonu 7 olan genel helisin
karakterizasyonu , E oranmm egri boyunca sabit olmasi ile ifade edilir. 4- boyutllu
Oklid uzaynda benzZr karakterizasyon A. Magden tarafindan verilmigtir. Magden’e

gore R* uzaymda alinan bir egrinin sirasiyla sifirdan farkh &, , ks, k3 birinci ,ikinci

b [t ()]

orani sabitse bu egri £* uzayinda bir helis belirtir.

ve tigiincii egriligi icin

Kuaterniyonik helisler, kuaterniyonlar kullamlarak tanmimlanan helislerdir. Yoon, E*

uzayindaki helisleri, kuaterniyonik egrilerin egrilikleri yardimiyla,

KN [L d (BN
2 F_Kds\k /)| ~ "

denklemi ile karakterize etmistir. Aksoyak, kuaterniyonik helisler i¢cin Yoon’un ve

K.Baharatti ile M.Nagaraj yontemlerine benzer bir yontem kullanarak yeni bir ¢ati

tanimlamigtar.



Bu tez calismasi alt1 boliim baghgindan olugsmaktadir. Tezin ikinci boliimiinde, tez
calismasinin diger boliimlerinde kullanilacak olan 6n bilgiler ile bazi temel kavram-
lar verilmistir. Ugiincii boliimde.ii¢ boyutlu ve dort boyutlu uzaylarda tanimlanan
genel kuaterniyonik egrilerin tanimi, bu egrilerin Serret-Frenet catilar ile formiilleri
ve genel kuaterniyonik egriler ile ilgili teoremler verilmistir. Ozellikle dért uzayda
K.Baharatti ile M.Nagaraj ve F. Aksoyak’in caligmalarinda kullandiklar1 yonteme
benzer bir yontemle bizde yeni bir ¢at1 tanimlayarak bu ¢atinin Serret- Frenet formiil-
lerini elde edilmistir. Daha sonra bu ii¢ calisma baz alinarak yeni bir Ana teorem
verilerek dort boyutlu uzaylarda uzaydaki kuaterniyonik egriler i¢cn genel bir cati
tanimi yapilmigtir ve bu ¢atinin Serret- Frenet formiilleri verilmistir. Bu boliimde
verilen ana teorem yardimiyla kuaterniyonlarin sag ve sol carpim kullanilarak ku-
aterniyonik helislerin tanimi verilmistir ve bu helislerin cat1 yapilar1 ve eksenleri
hesaplanmigtir. Daha sonra bu kuaterniyonik helisler icin 6rnekler verilerek ana
teoremde verilen sag ve sol catilar1 kullanilarak Serret- Frenet formiilleri ve eksen-
leri hesaplanmistir..Tezin dordiincii boliimiinde, iigiincii boliimiinde tanimladigimiz
kuaterniyonik helisler icin ii¢ boyutlu uzayda tanimlanan kiiresel egriler yardimiyla
yeni karakterizasyonlar verilmistir. Ayrica kuaterniyonik helis olmasi durumunda
karakterizasyonlar yine kiiresel egirilerin karakterizasyonlar1 yardimiyla Magden ve
Yoon’un verdikleri teoremlere benzer yontemle verilmistir..Besinci boliimiinde ise
daha 6nce katsayilar: reel ve dual sayilar ile calisilmig olan kuaterniyonlar icin kat-
sayilar1 olarak hiper dual sayilar kullanilarak hiper dual kuaterniyonik egriler ve
onlarin Serret- Frenet catilar1 ve eksenleri tigiincii boliimde ispat1 verilen ana teorem
yardimiyla hesaplanmigtir. Tezin son boliimiinde ise bu tez calismasinda elde edilen

bulgulara ve sonuglara yer verilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1.1 (Reel Kuaterniyon) ¢ = a1} +aq€s+a3es3+a4€y ve aq, ag, as, a4 € R
seklinde tanimlanan bir reel kuaterniyon e; = +1, ey, €5, €3 gibi sirali dort sayidan
olusur. Burada &, = +1 kuaterniyonun reel birimi, diger €7, €, €3 ise R? {in standart

baz vektorleri olmak iizere agagidaki ozellikleri saglar:
(i) éx=¢i x ¢, (1 <i<3)
(i1) € x

j = —€p = —e; X e, (1,7, k) ise (123) un ¢ift permiitasyonudur.

q = 1€ + a2€s + az€s + as€y reel kuaterniyonunun skaler kismi S, = a4 ve vektorel

kism Vq = a1€1 + az€> + aszez olmak iizere,
q=54+V,
seklinde yazilabilir (Bharathi ve Nagaraj 1987).
Tanim 2.1.2 (Kuaterniyonlar Kiimesi)
H = {q | ¢ = a16) + a2és + azes + ays€y, ay,as, a3, a4 € R €1, 65, €3,y € R3}

kiimesine kuaterniyonlar kiimesi denir (Bharathi ve Nagaraj 1987).

Tamm 2.1.3 (iki Kuaterniyonun Toplami) ¢; = S, —1—17;11 = a,€1 +biéy+cie5+
d1€4 Ve (2 = Sq2 + ‘7q2 = a2€1 -+ bggg -+ 6253 + d2€4 q1,q2 € H olmak iizere q1 ve

@2 kuaterniyonlarinin toplamai,

¢: HxH — H
(@,6) = @ @a= (Su+Va)+ (S + Vi) = Su+Su) + (Vi + Vi)

seklinde tanimlanir (Bharathi ve Nagaraj 1987).



Bu toplamda S;,, S, € R olup “®” islemi R nin toplama islemi ve ‘7(11, \_/:12 birer

vektor olup 7 @7 islemi ise reel vektor uzayimin toplami iglemidir.

G D g2 = @2 ® qq oldugu i¢in (H, +) bir degismeli(Abel) gruptur. (0,0,0,0) kuater-

niyonu sifir kuaterniyonu olarak tanimlanir ve bu Abel grubunun etkisiz elemanidir.

Tanim 2.1.4 (Bir Skaler ile Kuaterniyon Carpim) A € Rve ¢ = S, + ‘7q eH
olmak iizere reel kuaterniyonlar kiimesi {izerinde bir skaler ile bir kuaterniyonunun

garpimi

®: RxH — H
Mg — AOq =Aa)é& + (Ab) &+ (Ae) &+ (M) & = S, + AV,

seklinde tanimlanir ve bu carpim agagidaki 6zellikleri saglar:
DA B R)=A20¢ B0 g; Yq1,q0 € H ve VA € R,
) (M +X)0¢=M0¢dNO; VA1 A2 € R ve Vg € H,
i) (A A) ©¢ =X O (N ®q); VA1 A € R ve Vg € H,
iv) 10g=q0o1=g; Vq € H.

Burada {H, ®,R,+,.,®} kiimesi bir reel vektoér uzay:r belirtir. Boylece bu uzaya
kisaca H uzay1 diyebiliriz (Bharathi ve Nagaraj 1987).

Tanim 2.1.5 (Kuaterniyon Garpimi) ¢; = a1 + b1€s + ¢1€5 + dq€y ve
Qo = a2€1 + bo@s + 283 + da€y, q1,q2 € H olmak tizere H uzayinda, Oklid uzaymin
vektorel ¢arpimi ve i¢ ¢carpimi kullanmilarak iki kuaterniyonun ¢arpimi asagidaki gibi

tanimlanir:

41 X g2 = Stn X 542_ < VQUVQZ > +Sq1vt]2 + qu‘/;h + Vq1 A qu' (1)



(Bharathi and Nagaraj 1987).

Lemma2.1 H uzay iizerinde tanmimlanan ¢arpma islemi agagidaki ozellikleri sagla-

maktadir:

i) g1, q2 € H olmak iizere ¢; X g2 de bir kuaterniyondur.
ii) Kuaterniyon ¢arpim birlegme 6zelligini saglar.

iii) Kuaterniyon ¢arpimu dagilma 6zelligini saglar.

iv) Kuaterniyon ¢arpimi sag ¢arpim ve sol ¢carpim sonuglar: farkh geldigi igin degisme

ozelligini saglamamaktadir.

Tanim 2.1.6 (Iki Kuaterniyonun Esitligi) V¢:,q, € H olmak tizere H uzay:

tizerinde iki kuaterniyonun esitligi agsagidaki gibi tanimlanir:
ql:q2<:>5¢h :SQ2 Ve‘/(ll :V:Iz
(Bharathi ve Nagaraj 1987).

Tamm 2.1.7 (Kuaterniyonun Eslenigi) ¢ = aé) + bé + cé5 + déy = S, + Vq cH

olmak {izere;

(): H - H

q — q: d]—aeﬂl—beﬂg—c@:Sq—Vq

seklinde tanmmlanan ¢ ya ¢ kuaterniyonunun eglenigi denir (Bharathi ve Nagara]

1987).



Tanim 2.1.8 (Bir Kuaterniyonun Normu) ¢ = aé; + bé; + cé3 + dey € H igin

I: # — R

¢ — |4l

olmak iizere

Mg q) = llgl* =g x §=a*+ b+ + d?

seklinde tanimlanan ||¢|| reel sayisina g kuaterniyonunun normu denir (Bharathi ve

Nagaraj 1987).

Tanim 2.1.9 (Birim Reel Kuaterniyon) ¢, € H olmak iizere gy kuaterniyonunun
normu ||qo||=1 ise go kuaterniyonuna birim reel kuaterniyon denir (Bharathi ve Na-

garaj 1987).

Tanim 2.1.10 (Birim Kuaterniyonunun Ekseni)

q ael + bey + ces + déy
o = 77
I

qdl  VeFR+E+d

¢, birim reel kuaterniyonu

Go = cosw + Sy sinw

seklinde yazilabilir. Eger a? + b% + ¢ # 0 ise

d
cosnw = ————
vVaz 4+ b2+ c2
. a’® + b® + 2
simmw =

Va2 4+ b2+ 2
olacak sekilde g, birim reel kuaterniyonunun ekseni

_aey + beg + ceq

S, =
T Vet te

olarak tanimlar (Bharathi ve Nagaraj 1987).



Tanim 2.1.11 (Kuaterniyon ic Carpim) Vqi, g2 € H olmak iizere

h: HxH — R

1 _ _
(1,q2) — h(q1,q2) = §(Q1XQQ+Q2XQ1)

olacak sekilde bir simetrik, reel degerli, bilineer h formu tanimlarsak bu forma ku-

aterniyonik i¢ ¢carpim denir (Bharathi ve Nagaraj 1987).

Tanmim 2.1.12 ¢y, ¢» € H olmak tizere eger h (q1, q2) = 0 ise ¢ ile ¢; kuaterniyonuna

h-ortogonal denir (Bharathi ve Nagaraj 1987).

Tanim 2.1.13 (Bir Kuaterniyonun Tersi) ¢ = aé) + bey + cé5 + déy € H olmak

tizere ¢ kuaterniyonunun tersi

O BH-{0} - H-{0}

q
2
gl

¢ = (@'=
olacak gekilde tanimlanir (Bharathi and Nagaraj 1987).
Tamim 2.1.14 (Uzaysal Kuaterniyon) q = a¢) + béy + ces +dey € H olmak iizere
{¢eH|¢+g=0}

sartin1 saglayan kuaterniyonlara uzaysal (spatial) kuaterniyon denir.

Uzaysal (spatial) kuaterniyonlarin kiimesi, ii¢ boyutlu vektor uzay: olan R? uzayima
izomorftur. Uzaysal (spatial) kuaterniyonlarin skaler kisimlar1 S, = 0 ve vektorel
kisimlar ‘_/:1 # 0 dir.Bu iki 6zellik kullanilarak ¢; ve ¢o iki uzaysal kuaterniyonun

kuaterniyon carpiminmi agagidaki gibi hesaplayabiliriz:
G Xq=—<4q1,02>+qN\q

(Bharathi ve Nagaraj 1987).



Tanim 2.1.15 (Temporal Kuaterniyon) ¢ = aej + béy + cés + dé;, € H olmak

lizere

{¢eH|¢g—q7=0}

sartin1 saglayan kuaterniyonlara temporal kuaterniyon denir.(Bharathi ve Nagaraj

1987).

Temporal kuaterniyonlar: i¢in skaler kisimlar1 S, # 0 ve vektorel kisimlar:
‘7;1 = 0 dir. Bu iki 6zellik kullanmilarak ¢; ve ¢ iki temporal kuaterniyonun kuater-

niyon carpimini agagidaki gibi hesaplayabiliriz:
G X G2 = — <{q1,92 >

(Bharathi ve Nagaraj 1987).

Lemma2.2 Uzaysal ve temporal kuaterniyonlar: kullanarak genel bir kuaterniyonu

=3+ D)+ 500

seklinde yazabiliriz.

Tanim 2.1.16 (Kiiresel Egriler) E? de merkezi a ve yaricapi r olan bir kiire S?
_
ile gosterilir ve S = {P € B3 |< P — a, P — a >= r?} seklinde tamimlamir. Burada
. . %
P eS*CE? P=(pi1,p2,p3), d = (a1,a9,a3) i¢in P —a = (a1 — p1, as — p2, ag — p3)
olup (ay — p1)* + (ag — pa)* + (a3 — p3)* = 7 elde edilir.

E3de verilen bir a egrisi bir S? kiiresi iizerinde yatiyor ise a egrisine kiiresel egri

denir (Sabuncuoglu 2001).

Tanim 2.1.17 (Helis Olma Sart1) E?te a(s) : [ — E3egrisi verilsin. # ve
7,egriligi ve burulmasi ve k # 0 olmak iizere « egrisinin helis olmasi igin gerek ve

yeter kosul T hm sabit olmasidir (Sabuncuoglu 2001).
K



Tanim 2.1.18 (CCR Egri Olma Sart1) « : I — R” egrisinin sifirdan farkli tiim
Kit1

egrilikleri i¢in orani sabit ise bu egriye bir CCR egrisi denir (Monterde 2004).

)
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3. GENEL KUATERNIYONIK EGRILER

Bu boliimde 6ncelikle Nagaraj ve Bharathi tarafindan E? ve E* uzaylarindaki kuater-
niyonik egrilerin Frenet- Serret formiilleri verecegiz. Daha sonra E* uzayindaki bir
kuaterniyonik egri i¢in Nagaraj ve Bharathi’in kullandig1 yonteme benzer bir yolla
kuaterniyonlar icin genel bir kuaterniyonik ¢at1 insa edecegiz. Bunun bir uygulamasi
olarak helisler i¢in kuaterniyonlarin sagdan ve soldan carpma ¢zelligini kullanarak
Sag Helis ve Sol Helis icin iki ayr1 ¢atilar1 tanimlayacagiz ve bunlarin karakterizas-

yonlar1 verecegiz.
3.1 3-Boyutlu Uzayda Kuaterniyonik Egriler

Tanim 3.1.1 (3-Boyutlu Uzayda Kuaterniyonik Egriler) R nin bir / = [0, 1]
acigini alalim. { BEH, B+ = 0} olmak iizere,

g: ICR — H
s — B(s) = Bi(s)é1 + Ba(s)é + B3(s)é3

s yay parametresi olmak [3(s) egrisine H uzayinda bir kuaterniyonik egri denir.

Burada

bulunur (Bharathi. ve Nagaraj 1987).
B(s) egrisinin Frenet catis1 {t(s), n(s), b(s)} olsun. Burada t(s), S(s) egrisinin

tanjant vektorii n(s), S(s) egrisinin birim normal vektorii b(s), 5(s) egrisinin birim

binormal vektoriidiir. k(s), r(s) swrasiyla 5(s) egrisinin birinci egriligi ve torsiyonu
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olmak tizere 3(s) egrisinin Frenet formiilleri agagidaki gibi verilir,

t(s) = ['(s) ve k(s) = ||t'(s)|| dir (Bharathi ve Nagaraj 1987).

Teorem 3.1.1 3 = 3(s), E3’de Frenet elemanlar1 {t(s), n(s), b(s); k(s), r(s)} olan
bir uzaysal kuaterniyonik egri olsun. Frenet elemanlar1 {¢(s), n(s), b(s); k(s), r(s)}
kullanilarak, Uzunoglu, Yayl ve Gok’iin 2016 yilindaki ¢alismalarina benzer yon-

temle [3(s) egrisi boyunca alternatif bir hareketli kuaterniyonik ¢at1 olugturabiliriz.

o n'(s) kEo—r rok

B(s) egrisinin n(s), c(s) = = ——t+ =bve w(s) =n(s) xc(s) = <t+ =b
frenet vektorlerinin tiirevleri alinarak alternatif hareketli frenet cati asagidaki gibi
bulunur:

n'(s) = fs)e(s

d(s) = —f(s)n(s) + g(s)w(s)

w'(s) = —9g(s)c(s)

K2y . . :
burada f = VEk2 + 12 ve g = e <E> , () egrisinin alternatif hareketli frenet
r

catisinin egrilikleridir.

Ayrica bu yeni alternatif hareketli kuaterniyonik frenet vektorleri,

h(n,n) = h(c,c) = h(w,w) =1 ve h(n,c) = h(n,w) = h(c,w) =0
egitliklerini saglar.
3.2 4-Boyutlu Uzayda Kuaterniyonik Egriler

Tanim 3.2.1 (4-Boyutlu Uzayda Kuaterniyonik Egriler) Dort boyutlu Oklid

uzay1 R* birim kuaterniyonlarin uzay1 H ile tanmimlanir. R nin bir 7 = [0, 1] araligim

12



alalim ve s€ I egri boyunca yay uzunlugu parametresi olmak tiizere

v: ICR — H
(4)

S — (8) = v0(s)er +71(s)e2 + 7o(s)€3 + v3(s)€s

v(s) egrisine H te birim kuaterniyonik egri denir.

v(s) egrisinin Frenet catis1 agagidaki esitlikler kullanilarak bulunur.

hT(s),T(s)) = h(Ni(s), N1(s)) = h(Na(s), Na(s)) = h(Ns(s), Ns(s)) = 1

ve

h(T’ N1> = h(T, Ng) = h(T, N3> =i h(Nh Ng) = h(Ng, Ng) - O
bulunur (Bharathi ve Nagaraj 1987).
v(s) egrisinin Frenet gatist {7'(s), N1(s), Na(s), N3(s)} ve sifirdan farkh egrilikleri
{K(s), k(s), (r—K)(s)} olsun. Burada T'(s), v(s) egrisinin tanjant vektorii,
Ni(s), Na(s), N3(s) v(s) egrisinin birim normal vektorleridir. K (s), k(s), (r — K) (s)

sirastyla (s) egrisinin birinci egriligi, torsiyonu ve bitorsiyonu olmak iizere, ~y(s)

egrisinin Frenet formiilleri agsagidaki gibi verilir,

T(s) = +/(s) ve K(s) = | T(s)]| dir.

v(s) egrisinin Frenet formiilleri E* uzayindaki 3(s) egrisinin Frenet formiilleri kul-

lanilarak elde edilir (Bharathi ve Nagaraj 1987).
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Nagaraj ve Bharathi , caligmalarinda asagida verilen teori ile iicboyutlu uzaydaki
B(s) birim spatial kuaterniyonik egrilerinin Serret-Frenet formiillerini kullanarak
dort boyutlu uzayda bulunan v(s) egrilerinin Serret-Frenet formiilleri vermiglerdir.

Bu iligkiler sadece kuaterniyonlar i¢in belirlenir (Bharathi ve Nagaraj 1987).

B(s) birim spatial kuaterniyonik egrisinin frenet elemanlar1 {¢(s), n(s), b(s); k(s),
r(s) ve v(s) kuaterniyonik egrisinin frenet elemanlari {7'(s), Ni(s), Na(s), N3(s); K(s),
k(s),(r — K) (s)} olmak iizere dort boyutlu uzayda tanimlanan «(s) kuaterniyonik
egrisi, ii¢ boyutlu uzayda tanimlanan (3(s) birim spatial kuaterniyonik egrisi ile il-
iskilidir, ciinkii birim uzaysal kuaterniyon N;(s) xT(s) Bharathi K. and Nagaraj
M. 1987 yihindaki galismalarinda (3(s) egrisinin birim teget vektoriine egittir. Daha
sonra, ii¢ boyutlu uzaydaki (s) egrisinin Frenet vektorleri ve egrilik fonksiyonlar
kullanilarak, dért boyutlu uzaydaki v(s) kuaterniyonik egrisinin diger Frenet vek-

torleri ve egrilikleri agagidaki gibi elde edilir Bu iligkiler:

Ni(s) = t(s) x T(s),t(s) = Ni(s) x T(s),
Ny(s =n(s) x T(s),n(s) = No(s) x T(s),
N3(s) = b(s) x T(s),b(s) = Nz(s) x T(s),
WT(s), T(s)) = h(Ni(s), Ni(s)) = h(Na(s), Na(s)) = h(Ns(s), Ns(s)) = 1,

olarak elde edilmigtir (Bharathi ve Nagaraj 1987).

Simdi bu iligkilerin nasil elde edildigini gosterelim:

T(s)=9'(s), K(s) = ||T"(s)|lolmak iizere,

T/
Ni(s) = Ts) olarak tammmlansin. 7'(s) nin tiirevini alinirsa,

177 ()
T'(s) = K(s)Na(s)

olarak bulunur.
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Ni(s) =t(s) x T(s) esitligin tiirevi alinirsa,,

Ni(s) =t'(s) x T(s) +t(s) x T'(s)

elde edilir.

Burada t/'(s) = k(s)n(s) ve T'(s) = K(s)N1(s) esitlikleri yerine yazilirsa,

Ni(s) = k(s)n(s) x T(s) +t(s) x K(s)Ny(s)

bulunur. Bu esitlik diizenlenirse

Ni(s) = =K(s)T'(s) + k(s)Na(s)

elde edilir.

Ny(s) =n(s) x T(s) esitligin tiirevi alimrsa

Ny(s) =n'(s) x T(s) + n(s) x T'(s)

elde edilir.

Burada n'(s) = k(s)t(s) + r(s)b(s) ve T'(s) = K(s)N1(s) esitlikleri yerine yazilirsa,

Ni(s) = (k(s)t(s) +7(s)b(s)) x T(s) +n(s) x K(s)Ny(s)

bulunur. Bu esitlik diizenlenirse

Ny(s) = —k(s)Ni(s) + (r(s) — K(s))Ns

elde edilir.
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N3(s) = b(s) x T(s) esitligin tiirevi alinirsa

Ni(s) =b'(s) x T'(s) + b(s) x T'(s)

elde edilir. Burada b/'(s) = —r(s)n(s) ve T'(s) = K(s)N;i(s) esitlikleri yerine
yazilirsa,

Ni(s) = —r(s)n(s) x T(s) + K(s)b(s) x t(s) x T(s)

bulunur. Bu esitlik diizenlenirse

Ny(s) = =(r = K)(s)Na(s)

elde edilir.(Bharathi ve Nagaraj 1987).

Burada v(s) kuaterniyonik egrisinin torsiyonu, ((s) birim spatial kuaterniyonik
egrisinin birinci egriligidir, y(s) kuaterniyonik egrisinin bitorsiyonu (r — K) ve r(s),
B(s) birim spatial kuaterniyonik egrisinin torsiyonu ve K (s) ise vy(s) kuaterniyonik

egrisinin birinci egriligi oldugunu vurgulamak istiyoruz.

Teorem 3.2.1 R nin bir I = [0, 1] arahig ve s€ I kuaterniyonik egri boyunca yay

uzunlugu parametresi olmak tizere

v: ICR — H
(6)

s — y(s) = yo(s)er 4+ 71(5)€ + vo(5)es + 73(5)€4

Frenet vektorleri {T(s), Ni(s), Na(s), N3(s)} ve sifirdan farkh egrilikleri
{K(s), k(s), (r — K) (s) olmak iizere v(s) kuaterniyonik egrisinin Frenet formiilleri

su sekilde gosterilir:
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Burada T'(s)=7'(s) bir birim tanjant vektorii, Ni(s), Na(s), Nz(s) v(s) egrisinin
birim normal vektorleridir. K (s) = ||17(s)||, k(s), (r — K) (s) sirasiyla v(s) kuater-
niyonik egrisinin birinci egriligi, torsiyonu ve bitorsiyonudur.(Bharathi ve Nagara

1987).

Onerme: 3.2.1 F. Aksoyak, A New Type of Quaternionic Frame in R* cahsmasinda
ii¢ boyutlu uzayda bulunan [(s) birim spatial kuaterniyonik egrisinin Serret- Frenet
formiillerini kullanarak dort boyutlu uzay tamimlanan 7(s) kuaterniyonik egrisinin
Serret-Frenet formiillerini ve Frenet elemanlarin1 Nagaraj ve Bharathi’nin kullandig:

yonteme benzer bir yontem kullanarak asagidaki iligkileri vermistir :

Ug boyutlu uzayda, Frenet vektorleri {t(s), n(s), b(s)} ve sifirdan farkh egrilikleri
{k(s), r(s)} olan [(s) birim spatial kuaterniyonik egrisi ve dort boyutlu uzayda
Frenet vektorleri T'(s), Ni(s), Na(s), N3(s)} ve sifirdan farkh egrilikleri

{K(s), k(s), (r — K) (s)olan 7(s) kuaterniyonik egrisi olsun.

Dort boyutlu uzayda tanimlanan 7(s) kuaterniyonik egrisi, iig boyutlu uzayda tanim-
lanan 3(s) spatial kuaterniyonik egrisi ile iligkilidir, ciinkii N;(s) xT(s) birim spatial
kuaterniyonu , 3(s) birim spatial kuaterniyonik egrisinin birim binormaline egittir.
Daha sonra, ii¢ boyutlu uzaydaki 5(s) egrisinin Frenet vektorleri ve egrilik fonksi-

yonlar1 kullanilarak, dort boyutlu uzaydaki «(s) kuaterniyonik egrisinin diger Frenet

vektorleri ve egrilikleri asagidaki gibi elde edilir Bu iligkiler:

N3(s) = t(s) x T(s),t(s) = N3(s) x T(s),
h(T(s),T(s)) = h(Ni(s), N1(s)) = h(Na(s), Na(s)) = h(Ns(s), Ns(s)) = 1,
h(T'(s), Ni(s)) = h(T(s), N5(s)) = h(Ni(s), Na(s)) = h(Na(s), Ns(s)) = 0

Simdi bu iligkilerin nasil elde edildigini gosterelim:
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T(s)=9'(s) ve K(s) = ||T'(s)|lolmak iizere,

()
M) = )]

olarak tammmlansin. 7'(s) nin tiirevini alinirsa

T'(s) = K(s)Ni(s)

olarak bulunur.

Ni(s) = b(s) x T(s) esitligin tiirevi ahnirsa

Ni(s) =V(s) x T(s)+b(s) x T'(s)

elde edilir.

Burada V/(s) = —r(s)n(s) ve T'(s) = K(s)N1(s) esitlikleri yerine yazilirsa,

Ni(s) = —r(s)n(s) x T'(s) + b(s) x K(s)Ny(s)

bulunur. Bu esitlik diizenlenirse

Ni(s) = =K(s)T'(s) = r(s)Na(s)

elde edilir.

Ny (s) = n(s) x T(s) esitligin tiirevi alinirsa

Niy(s) =n/(s) x T(s) +n(s) x T'(s)

elde edilir.

Burada n'(s) = k(s)t(s) + r(s)b(s) ve T'(s) = K(s)N1(s) esitlikleri yerine yazilirsa,

Ni(s) = (k(s)t(s) +7(s)b(s)) x T(s) + n(s) x K(s)Ny(s)
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bulunur. Bu esitlik diizenlenirse

Ny(s) = r(s)N1(s) + (K(s) — k(s)) N3

elde edilir.

N3(s) = t(s) x T(s) esitligin tiirevi alinirsa

Ni(s) =t'(s) x T(s)+t(s) x T'(s)

elde edilir.

Burada t/(s) = k(s)n(s) ve T'(s) = K(s)N1(s) esitlikleri yerine yazilirsa,

Ni(s) = k(s)n(s) x T(s) + t(s) x K(s)N1(s)

bulunur. Bu esitlik diizenlenirse

elde edilir.

(Aksoyak 2019).

Bizde ¢alismamizin bu kisminda, Nagaraj-Bharathi ve F. Aksoyak’in calismalarina

benzer yontemle dort boyutlu uzayda tamimlanan kuaterniyonik egriler i¢in yeni

alternetif bir cati tanimlayacagiz. Biz ii¢ boyutlu uzaydaki ve dért boyutlu uzay-

daki B(s) ve v(s) egrilerinin egrilikleri arasindaki iligkiyi Nagaraj-Bharathi ve F.

Aksoyak’in galigmalarinda kullandigi yontemlere benzer bir yontemle ve Teorem
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3.1.1’den yararlanarak su sekilde belirledik:

Teorem 3.2.2 Ug¢ boyutlu uzayda, Frenet vektorleri {n(s), c(s), w(s)} ve sifir-
dan farkl egrilikleri { f(s), g(s)} olan S(s) birim spatial kuaterniyonik egrisi ve dort
boyutlu uzayda Frenet vektorleri {T'(s), Ni(s), Na(s), N3(s)} ve sifirdan farkh egri-
likleri { K (s), k(s), (r — K) (s) olan 7(s) kuaterniyonik egrisi olsun.

Dort boyutlu uzayda tanimlanan +(s) kuaterniyonik egrisi, ii¢ boyutlu uzayda tanim-
lanan 3(s) spatial kuaterniyonik egrisi ile iliskilidir, ¢tinkii N;(s) x7'(s) birim spa-
tial kuaterniyonu , 5(s) egrisinin birim normaline egit olsun.Daha sonra, ii¢ boyutlu
uzaydaki ((s) egrisinin Frenet vektorleri ve egrilik fonksiyonlar kullanilarak, dort
boyutlu uzaydaki (s) kuaterniyonik egrisinin diger Frenet vektorleri ve egrilikleri

asagidaki gibi elde edilir:

Ni(s) =n(s) x T'(s),n(s) = Ni(s) x T(s),
Ny(s) = ¢(s) x T(s),c(s) = Ny(s) x T(s),
Ni(s) = w(s) x T(s),w(s) = N3(s) x T(s),

Bu denklemler yardimiyla olugsan yeni catimizin Frenet formiillerinin nasil bulun-

dugunu agagida gosterelim:

T(s)='(s) K(s) = ||T"(s)|lolmak iizere,
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AN ]

olarak tamimlansin. 7'(s) nin tiirevini alinirsa
T'(s) = K(s)N1(s)

olarak bulunur.

Ni(s) =n(s) x T'(s) esitligin tiirevi alinirsa

Ni(s) =n'(s) x T(s) + n(s) x T'(s)

elde edilir. f(s) = v/k?(s) + r%(s) olmak iizere burada n'(s) = f(s)c(s) ve
T'(s) = K(s)Ni(s) esitlikleri yerine yazilirsa,

Ni(s) = f(s)e(s) x T(s) +n(s) x K(s)Ni(s)
bulunur. Bu esitlik diizenlenirse
Ni(s) = =K (s)T(s) + f(s)Na(s)
elde edilir.
Na(s) = c(s) x T(s) esitligin tirevi ahnursa
Ny(s) = c(s) x T'(s) + c(s) x T'(s)

elde edilir.

/
g(s) =0cf(s) ve o = 3 (k; s;) olmak iizere burada

c(s) = =f(s)n(s) + g(s)w(s)veT"(s) = K(s)Ni(s)

esitlikleri yerine yazilirsa,
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Ni(s) = —f(s)n(s) + g(s)w(s) x T(s) + c(s) x K(s)Ni(s)

bulunur. Bu esitlik diizenlenirse
Nj(s) = — [ (5)Ni(s) + (g(s) — K (5))Ns
elde edilir.
N3(s) = w(s) x T(s) esitligin tiirevi alinirsa
Ni(s) = w'(s) x T(s) +w(s) x T"(s)
elde edilir.
Burada w'(s) = —g(s)c(s) ve T'(s) = K(s)N1(s) esitlikleri yerine yazilirsa,
Ny(s) = —g(s)e(s) + K(s)T(s) + w(s) x K(s)Ni(s)
bulunur. Bu esitlik diizenlenirse
N3(s) = —(g(s) = K(s))Na(s)
elde edilir.

K(s)T(s) + f(s)Na(s), (8)
+

f(s)Ni(s) + (g(s) — K(s) Ns(s),
— —(g(s) — K(s)) Na(s).

3.3. 4-Boyutlu Uzaydaki Kuaterniyonik Egriler i¢in Ana Teorem

Teorem 3.3.1 (Ana Teorem) X(s), s yay parametresine bagh diizgiin bir birim

kuaterniyonik fonksiyon ve Y'(s) = mX '(s) de, X(s) tarafindan iiretilen bir
s
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birim kuaterniyon olsun.

v: ICR — H

5 — (8) = v0(s)e1 + 71(s)e2 + 7vo(s)€3 + 73(s)€s

dort boyutlu uza,yda, tanmimlanan v(s) kuaterniyonik egrisi, ii¢ boyutlu uzayda tanim-
lanan f,;(s) = [ 5 (t = R ve i = L) birim spatial kuaterniyonik egrisi ile
baglantlhdlr B,(s f &,(s)ds egrisii = R ve i = L icin srasiyla £ 5 = Y(s) x X(s)
ve £, = X(s) x Y(S) olarak elde edilir. Yani Y(s) fonksiyonu ile X(s) fonksiy-
onu sirastyla sag ve sol kuaterniyon garpimi kullanilarak +(s) kuaterniyonik egrisi
boyunca X (s) fonksiyonu yardimiyla iki farkh tipte Frenet formiilii olugturabiliriz.

Buradaki en 6nemli nokta {f( ), m;(s) = EES)),&( ) =&,(s) x ni(s)} , B;(s) birim

kuaterniyonik egrisinin genel hareketli ortonormal kuaterniyonik catisi olmasidir.

Tip I (Sag Carpim Frenet Catisi)

X'(s) =m(s)Y(s),

Yi(s) = —rs(s)X(s) +r1(s)Zr(s) (9)
Zp(s) = =ri(s)Y(s) + (r2 = 13) (5)Wh(s)

Wr(s) = —(r2 —73) (s)Zr(s)

£x(s) = Y (s) x X(s) kosulunu saglayan ~(s) kuaterniyonik egrisi boyunca

{X(5),Y(s),Z(s) =ng(s) x X(s),W(s) = op(s) x X(s)} ortonormal gatisi yazla-
bilir. 7(s) kuaterniyonik egrisinin sifirdan farkl egrilikleri r3(s) = || X’(s)|| birinci
egriligi, r1(s) torsiyonu ve (1o — r3) (s) ise bitorsiyonudur. Burada ¢énemli bir nokta
vardir ki bu da 71(s) ve ro(s) egrilikleri sirasiyla Sp(s) = [ £z(s)ds birim spatial

kuaterniyon egrisinin egriligi ve torsiyonudur.
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Tip II (Sol Garpim Frenet Catisi)

X'(s) =75(s)Y(s),

Yi(s) = —73(s)X(s) +71(s)ZL(s) (10)
Zp(s) = =11(s)Y(s) + (P2 + 73) (s) Wi (s)

Wi(s) = — (2 +73) () ZL(s)

£.(s) = X(s) x Y(s) kosulunu saglayan ~y(s) kuaterniyonik egrisi boyunca

{X(5),Y(s),Z(s) = X(s) xn(s), W(s) = X(s) X 0.(s)} ortonormal catis1 yazla-
bilir. 7(s) kuaterniyonik egrisinin sifirdan farkh egrilikleri 73(s) = || X’(s)]|| birinci
egriligi, 71(s) torsiyonu ve (7 + 73) (s) ise bitorsiyonudur. Burada énemli bir nokta
vardir ki bu da 74(s) ve 7o(s) egrilikleri sirasiyla 5, (s) = [ &, (s)ds birim spatial

kuaterniyon egrisinin egriligi ve torsiyonudur.

Ispat. v(s), s yay uzunlugu parametresi ile tanimh diizgiin bir egri ve X(s),
4—boyutlu uzayda s yay uzunlugu parametresi ile taniml diizgiin bir birim kuater-
niyonik fonksiyon olsun. X (s) birim kuaterniyonik fonksiyon oldugundan || X (s)|| =
1 dir. ~(s) egrisi, v(s) = [ X(s)ds yani 7/(s) = X(s) olarak belirlenebilir. Kuater-

niyonik i¢ carpim tanimi kullanilarak
X(s) x X(s)=1 (11)
olarak bulunur. Bu egitligin s yay uzunlugu parametresine gore tiirevi alinirsa,
X'(s) x X(s)+ X(s) x X'(s) =0. (12)
elde edilir. Buldugumuz bu son esitlik iki énemli sonug verir:
i) X'(s) ile X (s) ortogonaldir yani h(X(s), X'(s)) = 0 dur.

ii) X'(s) x X (s) diizgiin birim spatial kuaterniyondur.
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v(s) egrisinin birinci egriligi r3(s) = || X’(s)|| olarak tamimlanir. E* uzayinda s yay

uzunlugu parametresine bagl yeni diizgiin birim kuaterniyon olarak

1
X7 (s)l

Y(s) = X'(s) = X'(s) seklinde yazilabilir. Buldugumuz bu esitligi

r3(s)
X'(s) = [|X'(s)[ Y (s) = 73(s)Y (5), [Y(s)] =1 (13)

seklinde yazabiliriz.

(12) ve (13) denklemlerinden

Y(s) x X(s)+ X(s) x Y(s)=0. (14)

soylenebilir. (14) denklemi bize Y(s) ile X (s) birim kuaterniyonik fonksiyonlarinin
ortogonal oldugunu gosterir yani h(Y (s), X (s)) = 0 ve Y (s) x X (s) veya X (s) x Y (s)
esitliklerinin bir spatial birim kuaterniyon oldugunu gosterir. Buradan

£x(5) = Y(s) x X(s) veya &;(s) = X(s) x Y (s) gibi iki birim spatial kuaterniyon

cat1 insa edebiliriz. Ispatinda devaminda Tip I ve Tip II de tammlanan catilarin

ingasini verecegiz.

i) Tip I’de tamimlanan Sag Carpim Frenet Catisini agagidaki gibi inga edelim:

X(s) ve Y(s),4—boyutlu uzayinda birim spatial kuaterniyon olduklar: i¢in

€x(s) =Y (s) x X(s) bir birim spatial kuaterniyondur. ~(s) egrisi boyunca

€x(s) =Y (s) x X(s) oldugundan

Y(s) = &rls) x X(s) (15)

seklinde yazilabilir. Boylelikle 3-boyutlu uzayda yeni bir birim spatial kuaterniyon
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egri olarak 3(s) = [ £x(s)ds belirleyebiliriz. 3—boyutlu uzaydaki 5(s) kuaterniyonik

calismalarinda benzer yontemleri kullanarak yeni Frenet catimizi

{fR(s),nR(s) = w, 0r(s) = Ep(s) x nR(s)} inga edebiliriz. Yeni Frenet gatimiz
§rS)
Er(s) 0 m(s) 0 Erl(s)
Me(s) | = | —mls) 0 ma(s) | | ng(s) (16)
2r(s) 0 —ra(s) O 2r(s)

seklinde ifade edilebilir. Burada r1(s) = ||€R(s)]| ve r2(s), 3—boyutlu uzaydaki S3(s)

egrisinin sirasiyla egriligi ve torsiyonudur.

Simdiye kadar X(s) = 7/(s) ve Y(s) = Y(s) = &x(s) x X (s) olarak ifade edildi.
Buradan Y'(s) = £x(s) x X(s) esitliginin tiirevini alirsak ve (16) daki denklemleri

kullanirsak,

Y'(s) = &rl(s) x X(s) +&g(s) x X'(s) (17)
= 11(s)nr(s) X X(s) + Er(s) x 73(s)Y (s)

= r1(8)ng(s) X X(5) +73(s)Er(s) X Y (s)

olarak bulunur.

Esitlik (15) deki gibi Z(s) = ng(s) x X (s) birim ve diizgiin kuaterniyonu tanimlarsak

ve bunu (17) de yerine yazarsak,

Y(s) = ri(s)np(s) x X(s) +13(s){p(s) x Y(s)
= —r3(s)X(s) +ri(s)Z(s)

bulunur. Burada Z(s) kuaterniyonu hakkinda,

h(X(s),Z(s)) =h(Y(s),Z(s)) =0ve h(Z(s), Z(s)) =1
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oldugu goriiliir ve bu da bize Z(s) kuaterniyonun birim kuaterniyon oldugunu ve

X(s) ve Y(s) kuaterniyonlar1 ile ortogonal oldugunu gosterir.

Z(s) = ngp(s) x X(s) esitliginin tiirevini alirsak,

Z'(s) = n'r(s) x X(s) +ng(s) x X'(s) bulunur.

Mr(s) = —11(s)Er(s) + ra(s)or(s), X'(s) = ra(s)Y(s) ve Y(s) = &n(s) x X(s)

egitlikleri yerine yazilirsa,

Zp(s) = (=r1(s)€r(s) +r2(s)er(s)) x X(s) +ng(s) x (rs(s)Y(s)) (18)

= —11(8)Er(s) X X(s) + ra(s)or(s) x X(s) +73(s)(nr(s) X Er(s) x X(s))

bulunur ve burada yeni birim ve diizgiin bir kuaterniyon Wg(s) = op(s) x X(s)

seklinde tamimlanir. Bu kuaterniyon (18) denkleminde yerine yazilirsa
Zp(s) = —r1(s)Y (s) + (r2 = r3)(s)Wk(s)
elde edilir.
Yukarida tanmimlanan Wx(s) = 0x(s) x X (s) kuaterniyonunun tiirevi alinirsa
Wh(s) = op(s) x X(s) + 0g(s) x X'(s) bulunur.
0R(s) = —ra(s)ng(s) ve X'(s) = r3(s)Y(s) esitlikleri yerine yazilirsa,
Whis) = —ra(s)ngp(s) x X(s) +13(s)op(s) x Y(s) elde edilir.

Zr(s) = ng(s) x X(s) ve ox(s) = Ex(s) X ng(s) esitlikleri yerine yazlirsa,

Wi(s) = = (r2 = 73) (5)Zr(s)
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elde edilir.

Sonug olarak ~(s) egrisinin, 4-boyutlu uzayda yeni Frenet elemanlari
{X(s), Y(s), Zr(s), Wgr(s)} olmak tizere Tip I Sag Carpim Frenet Catisi igin, Frenet

formiilleri agagidaki gibi yazilabilir:

X'(s) =rs(s)Y(s),
Y'(s) = —r3(8)X(s) +ri(s)Zr(s), 19)
Zp(s) = —ri(s)Y(s) + (r2 — r3) (s)Whr(s),

Wg(s) = = (ra = 73) (s)Wa(s).

Boylece Tip I’de tanimlanan Sag Carpim Frenet Catisini igin teoremin ispati saglan-

mugtr.

i1) Tip II de tammlanan Sol Carpim Frenet Catisini Tip I deki yontemlere benzer

sekilde inga edelim:

X(s) ve Y(s), 4—boyutlu uzayinda birim spatial kuaterniyon olduklar: igin
£.(s) = X(s) x Y(s) bir birim spatial kuaterniyondur. ~(s) egrisi boyunca
£,(s) = X(s) x Y(s) oldugundan

Y(s) = X(s) x £p(s) (20)

seklinde yazilabilir. Boylelikle 3-boyutlu uzayda yeni bir birim spatial kuaterniyon
egri olarak 3(s) = [ £, (s)ds belirleyebiliriz. 3—boyutlu uzaydaki 3(s) kuaterniyonik
egrisi i¢in Frenet formiilleri olugturmak i¢in Bharathi K. and Nagaraj M. 1987’ deki
caligmalarinda benzer yontemleri kullanarak yeni Frenet catimizi

{ﬁL(s),nL(s) = iL,—S), or(s) =¢&.(s) x nL(s)} inga edebiliriz. Yeni Frenet gatimiz
L

€1(s) 0 fi(s) 0 §1.(s)
mp(s) | = | —fls) 0 7a(s) 1L(s) (21)
21(s) 0 —iy(s) O or(s)



seklinde ifade edilebilir. Burada 7(s) = [|£}.(s)|| ve r2(s), 3—boyutlu uzaydaki 3, (s)

egrisinin sirasiyla egriligi ve torsiyonudur.

Simdiye kadar X (s) = +/(s) ve Y(s) = X(s) x £,(s) olarak ifade edildi. Buradan
Y(s) = X(s) x & (s) esitliginin tiirevini alirsak ve (21) deki denklemleri kullanirsak,

Y'(s) = X'(s) x §(s) + X(s) x £L(s) (22)
= 73(s)Y () x £1(s) + X (s) x 71(s)n.(s)

= —3(s) (Y(s) x €.(5)) + F1() X (s) X n,(s)

olarak bulunur.

Esitlik (20) deki gibi Z(s) = X(s) x n,(s) birim ve diizgiin kuaterniyonu tanim-

larsak ve bunu (22) da yerine yazarsak,

Yi(s) = —7s(s) (Y(s) x §1(s)) + 71(s) X (s) X mp (s)
= —73(s)X(s) + 1(s)ZL(s)

bulunur. Burada Z;(s) kuaterniyonu hakkinda,

h(X(s),ZL(s)) = hY(s),ZL(s)) =0 ve h(ZL(s), ZL(s)) =1

oldugu goriiliir ve bu da bize Z(s) kuaterniyonun birim kuaterniyon oldugunu ve

X(s) ve Y(s) kuaterniyonlar1 ile ortogonal oldugunu gosterir.

Zr(s) = X(s) x n.(s) esitliginin tiirevini alirsak,

Z1(s) = X'(s) x n(s) + X(s) x 1 (s) bulunur.

M (s) = —=71(s)€L(s) + Fa(s)er(s), X'(s) = 75(s)Y(s) ve Y(s) = X(s) x £ (s)
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esitlikleri yerine yazilirsa,

Zp(s) = 73(s) (Y(s) xmp(s)) + X(s) X (=F1()§1(s) + Fals)er(s))  (23)
= 73(s) X Y(s) = 71(s) (X(s) x £1(s)) + 72(s) (X (s)er(s))

bulunur ve burada yeni birim ve diizgiin bir kuaterniyon Wi (s) = X(s) x o.(s)

seklinde tamimlanir. Bu kuaterniyon (23) denkleminde yerine yazilirsa

Z(s) = =F1(s)Y (s) + (Fa + 73) (s) W (s)
elde edilir.

Yukarida tanimlanan Wy (s) = X (s) X o,(s) kuaterniyonunun tiirevi alinirsa

W'(s) = X'(s) x 0.,(s) + X(s) x ¢ (s) bulunur.

07 (s) = —7o(s)n.(s) ve X'(s) = 73(s)Y (s) esitlikleri yerine yazlirsa,

Wi(s) =73(s)Y(s) x 0(s) + X(s) x —ra(s)n.(s) elde edilir.

Zr(s) = X(s) x np(s) ve or(s) = np(s) x &.(s) esitlikleri yerine yazlirsa,

Wi(s) = = (P2 + 73) (s)Wi(s)

elde edilir.

Sonug olarak y(s) egrisinin, 4-boyutlu uzayda yeni Frenet elemanlari

{X(s),Y(s), Zr(s), WL(s)} olmak tizere Tip II Sol Carpim Frenet Catisi igin, Frenet
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formiilleri agagidaki gibi yazilabilir:

X'(s) =rs(s)Y(s),
Yi(s) = —r3(s)X(s) +7Z(s), (24)
Zp(s) = =1(s)Y(s) + (P2 + 73) (s)WL(s),

Boylece Tip II’de tanimlanan Sol Carpim Frenet Catisini i¢in teoremin ispati saglan-

migtir.

Yukarida verilen Ana Teorem igin ii¢ farkli sonug ortaya cikar:

niyonik fonksiyonu yerine ~(s)egrisinin teget vektorii olan 7'(s) ve ii¢ boyutlu uzay
tamimlanan 3(s) egrisi igin &,(s) kuaterniyonu i¢in ((s) egrisinin #(s), teget vektorii

yazilirsa, Bharathi ve Nagaraj’in buldugu asagidaki Frenet Catis1 elde edilir:

T'(s) = K(s)Na(s),

Ni(s) = —K(s)T(s) + k(s)Na(s),

Ny(s) = —k(s)Ni(s) + (r = K) (s)Ns(s),
Ny(s) = —(r—K)(s)Na(s)

torii yazilirsa, F. Aksoyak, A New Type of Quaternionic Frame in R* calismasindaki

asagidaki Frenet Catisi elde edilir:

(5) = —K(s)T(s) — r(s)Na(s), (25)
Ny(s) = rii(s) + (K = k) (s)Ns(s)
Ni(s) = — (K —k)(s)Nas).
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iii) Son olarak teorem 2 de buldugumuz yeni ¢at1 i¢in, eger Ana teoremde 4-boyutlu
uzayda tanimlanan 7(s)egrisi i¢in, X (s) kuaterniyonik fonksiyonu yerine ~y(s)egrisinin
teget vektorii olan T'(s) ve ti¢ boyutlu uzay tamimlanan [(s) egrisi igin &;(s) kuater-
niyonu igin () egrisinin n(s) vektoriinii koyarak n—c—w gatisi yardimiyla agagidaki

Frenet Catis1 elde edilir:

(26)

Bu ii¢ sonug bize gosterirki Ana teorem yardimiyla 4-boyutlu uzayda tanimlanan
kuaterniyonik egriler i¢in 3- boyutlu uzayda tanimlanan birim spatial kuaterniyonik
egrilerin frenet elemanlar: kullanilarak farkli Frenet catilar: elde edilebilir. Boylece 4-
boyutlu uzayda tanimlanan kuaterniyonik egriler i¢in 3 boyutlu uzayda tanimlanan
birim spatial kuaterniyonik egriler yardmiyla Ana Teoremde elde ettigimiz ¢at1 genel

bir ¢at1 tanimini verir.
Tanmim 3.3.1 (Sag helis ) ~(s): I c R — H sifirdan farkh egrilikleri olan bir

kuaterniyon olsun ve (s) egrisi iizerinde bir {X(s), Y (s), Zr(s), Wg(s)} ortono-

marmal ¢atist verilsin. X(s), y(s) iizerinde birim vektor alani olmak tizere
h(X(s), Ur(s)) =< X(s), Up(s) >= cosd, 0 # g 0 = sabit

|Ugr(s)|| = 1 sabit vektor ise y(s) egrisine, kuaterniyonik X-Sag helis denir.

Sag helisler, Ana teoremde verilen Tip I Frenet formulleri ile tanimlanir ve kuater-
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niyonik X-Sag helislerin Frenet catis1 agagidaki gibi tanimlanir:

X'(s) =rs(s)Y(s),

Yi(s) = —r3(s)X(s) +r1(s)Zr(s), (27)
Zp(s) = —ri(s)Y(s) + (r2 — r3) (s)Wr(s),

Wi(s) = —(r2—r3) (s)Wr(s).

Burada r3(s), r1(s) ve (ro — r3) (s) egrlikleri sifirdan farkh egriliklerdir.

Tanim 3.3.2 (Sag Helis i¢in Eksen) v(s): I CR — H bir kuaterniyonik
X-Sag helis ve bu helis itizerine bir {X(s), Y(s), Zg(s), Wg(s)} ortonormal catisi

verilsin. ~(s) egrisinin ekseni,

Ur(s) = X(s) + (m—(‘g)> Zr(s) + ( = <T3(S)>,WR(5)

r1(s) ro —13) (S)

seklinde yazilabilir. Sag helis i¢in bu eksen,

ats) = 1 (29 o) + s (22 9]  x09)

r1(s) T2 —73) ()

P*(%%D”ﬂ$+03—lxg<28)¢“@]

Ur(s) = Qr(s) x X(s)

seklinde yazlabilir yani Qr(s)

kuaterniyonu yardimiyla,

seklinde yazilabilir.

Tamim 3.3.3 (Sag helis i¢in Darboux Kuaterniyonu) ~(s): TcR — H
s, yay uzunlugu parametresi ile tanimh sifirdan farkh egrilikleri olan bir kuaterniyo
nik egri olsun. ~(s) egrisinin Frenet elemanlar {X (s), Y (s), Zr(s), Wr(s); rs3(s),

r1($), (re —r3) (s)} olsun.
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_ 7als) 1 <r3(s)

!/
( ) birer reel kuaterniyon olmak iizere,
(s

D = Qr(s) x X(s)
= X(s) + pr(s)Zr(s) + or(s)Wr(s)

v(s) gergek kuaterniyonik X-Sag helisin Darboux kuaterniyonu olarak adlandirilir.

Sonug 3.3.1 «(s): ICR — H s, yay uzunlugu parametresi ile tammlh bir
gergek kuaterniyonik egri olsun ve v(s) egrisinin Frenet elemanlar1 {X(s), Y(s),
Zr(s), Wr(s); r3(s), m1(8), (r2 — 73) ()} olsun. O halde 7(s) egrisi ancak ve ancak D
sabit bir reel kuaterniyon ise, gercek bir kuaterniyonik X-Sag helistir. Bunun ispat,

Sag helis i¢in eksen tanimindan kolayca yapilabilir.

Ozel hal 1 Ana teoremde Tip I (Sag Carpim Frenet Catis1) icin X yerine 7(s)
egrisinin 7'(s) teget vektorii almirsa, {X (s), Y (s), Zr(s), Wg(s)} Tip I Sag Carpim
Frenet Catist D.W. Yoon'un On the Quaternionic general helices in Euclidean 4-

space, makalesindeki agsagidaki ¢ati ile cakigir:

T'(s) = K(s)Ni(s),

(s) = —K(s)T(s) + k(s)Na(s),

Ny(s) = —k(s)Ni(s) + (T — K) (s)Ns(s),
(s) =—(7—K)(s)Ns(s).

Ozel Hal 2 ~(s): I CR — H olmak iizere y(s) egrisi {izerinde
X(s) =+/(s) = vy alimrsa 7(s) bir helistir.

Ozel Hal 3 ~(s): I CR — H egrisi tizerinde X (s) = vy almursa y(s) bir slant
helistir.

Teorem 3.3.2 H da sifirdan farkh egrilikleri r3(s), r1(s) ve ro(s) — r3(s) olan yay

uzunlugu parametresi ile tanimlanan birim kuaterniyonik bir v = ~(s) egrisi alalim.
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v(s) egrisi H da genel X-Sag helistir ancak ve ancak

(56 + [ G 29

esitligi sabittir.

Ispat. 7(s) egrisi H da ekseni Ug(s) birim vektorii olan bir X-Sag helis olsun. ~(s)

egrisi helis oldugu icin teget vektorii ile Ug(s) ekseni sabit a1 yapar.
Yani egri boyunca h(X (s),Ug(s)) =sabittir. (helis olma sart1)

Buradan

A(X(5), Unls)) = 5 (X(5) x Unls) + Un(s) x X(s))

esitliginin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa,

Ch(X(3). Unls)) = 5ae(X(s) % Oa(s) + Unls) x X(5)
= S(X'(s) x Un(s) + Un(s) x X'(5)
= h(X'(s), Un(s)

= 713(5)Y(s), Un(s)

esitligi elde edilir. Burada Ana teoremin Tip I (Sag Carpim Frenet Catis1) Frenet

formiilleri kullanilarak,
h(X'(s), Ur(s)) = h(rs(s)Y (s), Ur(s)) = r3(s)h(Y (s), Ur(s)) = 0
bulunur. Dolayisiyla Ug(s) birim vektoriint ,
Un(s) = a1(s)X () + az(s) Zr(s) + as(s)Wr(s) (29)

seklinde yazabiliriz. Ug(s) birim vektor oldugundan ||Ug(s)|| = a? + a3 + a2 =1 ve

h(X(s),Ur(s)) = a; =sabit, h(Zg(s), Ugr(s)) = az, h(Wg(s),Ugr(s)) = as tiir.

35



(29) esitliginin tiirevi alinirsa,
a1 (s)X'(s) + a5(s) Zr(s) + a2(s) Zp(s) + az(s)Wr(s) + as(s)Wg(s) = 0
(a1rs — azr1) (s)Y (s) + (a5 — az(r2 — r3)(s)) Zr(s) + (a5 + az(r2 — r3)(s)) Wr(s) =0

esitlikleri elde edilir.

Bu esitlikler yardimiyla

(arrs — azry) (s) = O,
(ay = as(r2 = 13)(5)) Zn(s) = O,
(af + ag(ry —13)) Wr(s) = 0

esitlikleri elde edilir. Buradan

a = a1—(s) = ———as, (30)

ay = az(r2 —r3)(s)

egitlikleri elde edilir. Bu esitliklerdeki denklemler kullanilarak,

”——(r2_r3>,(s)sa’ ry —13)(s)]> ag =
as (7“2 —7’3)(8) ( ) 3+ [( 2 3)( )] 3 0 (31)

baglangig-deger problemi elde edilir ve bu denklemde ¢ = fOS(TQ —r3)(s)ds doniigiimii
yapilarak,

d2

—aa(s) +as(s) =0 (32)

denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii ise agsagidaki gibidir:
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A ve B sabit olmak iizere,

as(s) = Acost(s) + Bsint(s). (33)

(30), (31), (32) ve (33)denklemleri kullanilarak

as(s) = al(s):jég = Asint(s) — Bcott(s),
= ! rs(s) /a s) = Acost(s sint(s
(l3<8) = (7"2 — 7“3)(3) (7’2(8)) 1( ) A t( ) + B t( )

olarak hesaplanir.

Buradan A ve B asagidaki gibi hesaplanir,

4 = ) (325 inceor+ g o (o) o)
B = a1(5)<< ! <T3(s>) smt(s)—“—(s;cost(s)).

ro —13)(s) \r1(s) r1(s

A [(ED T (8)] et

(28) denkleminde A, B ve a; birer sabit oldugu igin

bulunur.

Tersine (28) esitligi saglanirsa her zaman h(X (s), Ur(s)) = sabit esitligini saglayan

bir Ug(s) birim vektorii bulabiliriz. Ug(s) birim vektorii,

_ X(s r3(s) . 1 r3(s) ! .
On(e) = X0+ 2H 26 + s () W @

alinir ve bu denkleminin tiirevi alimirsa, Ug(s) = 0 bulunur. Buradan Ug(s) nun

sabit vektor oldugu goriiliir. Sonug olarak ~(s) egrisi, H da X-Sag helistir.
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Teorem 3.3.3 ~(s): I CR — H yay uzunlugu ile tamimlanan bir kuaterniy-
onik egri olssun ve bu egrinin Frenet elemanlar1 {X (s), Y (s), Zgr(s), Wr(s); rs(s),

r1(8), (r2 —13) (s)} olsun.
v(s) egrisi gergek bir kuaterniyonik X-sag helistir ancak ve ancak

)]

(ra —13) (5)

Ispat. v(s) egrisi gercek bir kuaterniyonik X-Sag helis olsun. Sonug 3.3.1 bize D nin
sabit bir reel kuaterniyon oldugunu verir. (s) egrisi boyunca D nin tiirevini alirsak
ve burada Ana teoremde verdigimiz Tip I Sag carpim Frenet ¢atisinin denklemlerini

kullanirsak ,

(@) |

(rg —13) (5)

elde ederiz.

Tersine,
/

() |

(rg —13) (5)

oldugunu kabul edelim. D’ = 0 veya D nin sabit bir reel kuaterniyon oldugunu elde
etmek kolaydir. Dolayisiyla, v(s) egrisi gergek bir kuaterniyonik X-Sag helistir. Bu

da ispat1 tamamlar.

Tanmim 3.3.4 (Sol helis ) ~(s): I c R — H sifirdan farkh egrilikleri olan bir
kuaterniyon olsun ve ~y(s) egrisi iizerinde bir {X(s), Y(s), Z.(s), Wi(s)} ortono-
marmal gatis1 verilsin. X (s), v(s) iizerinde birim vektor alam olmak iizere

h(X(s),UL(s)) =< X(s),UL(s) >= cos0,0 # g,@ = sabit
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|UL(s)|| = 1 sabit vektor ise y(s) egrisine, kuaterniyonik X-Sol helis denir.

Sol helisler, Ana teoremde verilen Tip II Frenet formulleri ile tanimlanir ve kuater-

niyonik X-Sol helislerin Frenet catis1 agagidaki gibi tanimlanir:

Burada 73(s), 71(s) ve (72 + 73) (s) egrlikleri sifirdan farkli egriliklerdir.

Tanim 3.3.5 (Sol Helis I¢cin Eksen) ¥(s): ICcR — H bir kuaterniyonik
X-Sol helis ve bu helis tizerine bir {X(s), Y(s), Z5(s), WL(s)} ortonormal ¢atisi

verilsin. 7(s) egrisinin ekseni,

o) =0+ (B) 200 + i (i) e

seklinde yazilabilir. Sol helis i¢in bu eksen,

0u(6) = X0 % [1+ (22) )4 s (29 4y 0)

7:1(3) 7:2 +f3) (S)

seklinde yazlabilir yani Q1 (s) = [1 + (ﬁ”’(S)) n;(s) + ( = (fg’(%)/@L(s)]

fl(S) f2+f3> (S)
kuaterniyonu yardimiyla,

Ur(s) = X(s) x Qr(s)
seklinde yazilabilir.
Tanmim 3.3.6 (Sol helis i¢in Darboux Kuaterniyonu) ~(s): TcR — H
s, yay uzunlugu parametresi ile tamimh sifirdan farkl egrilikleri olan bir kuaterniyo

nik egri olsun. ~(s) egrisinin Frenet elemanlar1 {X(s), Y (s), Zp(s), Wr(s); 73(s),
71($), (o + 73) (s)} olsun.
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~ 1 ~ !
pr(s) = ve or(s) = (T?’(S;) birer reel kuaterniyon olmak {izere,

D = X(s) x Qu(s)
= X(s) +pr(5)Z1(s) + or(s)Wi(s).

v(s) gergek kuaterniyonik X-Sol helisin Darboux kuaterniyonu olarak adlandirilir.

Sonug 3.3.2 ~(s): ITCR — H s, yay uzunlugu parametresi ile tamimh bir
gergek kuaterniyonik egri olsun ve v(s) egrisinin Frenet elemanlar1 {X(s), Y(s),
Z1(s), Wr(s); 73(s), 71(s), (T2 + 73) (s)} olsun. O halde 7(s) egrisi ancak ve ancak D
sabit bir reel kuaterniyon ise, gergek bir kuaterniyonik X-Sol helistir. Bunun ispati,

Sol helis icin eksen tanimindan kolayca yapilabilir.

Teorem 3.3.4 H da sifirdan farkh egrilikleri 73(s), 71(s) ve (T2(s) + 73(s)) olan
yay uzunlugu parametresi ile tanimlanan birim kuaterniyonik bir v = ~(s) egrisi

alalim. ~(s) egrisi H da genel sol helistir ancak ve ancak

(:TEzDZ [(fﬁlfg) (s)% Cﬁmg (36)

esitligi sabittir.

Ispat. 7(s) egrisi H da ekseni Ug(s) birim vektorii olan bir X-sag helis olsun. (s)

egrisi helis oldugu icin teget vektorii ile Uy (s) ekseni sabit ac1 yapar.
Yani egri boyunca h(X(s),UL(s)) = sabittir. (helis olma sart1)

Buradan

A(X(5), Un(s)) = 5(X(s) x Un(s) + Us(s) x X(s))
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esitliginin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa,

d 1d _ _
25 UX (), Uls)) = ?g(X(S) x Ur(s) +Ur(s) x X(s))
= §(X’(5) x Up(s) + Ur(s) x X'(s))

I
>

X'(s),UL(s))

(
— W(Fa(s)Y (s), Us(s)

esitligi elde edilir. Burada Ana teoremin Tip II (Sol Carpim Frenet Catisi) Frenet

formiilleri kullamlarak,
h(X'(s),Us(s)) = W(T3(s)Y (s), Ur(s)) = F3(s)h(Y(s), Ur(s)) = 0
bulunur. Dolaystyla Uy (s) birim vektoriini,
UL(s) = a1(s)X () + Ga(s) Z1(s) + as(s)Wr(s) (37)

seklinde yazabiliriz. Up(s) birim vektor oldugundan ||U(s)|| = a2 + a2 + a2 = 1 ve

h(X(s),UL(s)) = a; =sabit, h(Z(s),UL(s)) = a2, h(WL(s),Ugr(s)) = as tiir.
(37) esitliginin tiirevi alimirsa,
a1(8)X'(s) + ab(s) Zp(s) + an(5) 21 (s) + as(s)Wr(s) + as(s)W;(s) =0
(aﬂ:g — agfl) (S)Y(S) + (&é — dg(fg + fg)(S)) ZL<S) + (dé + ELQ(fQ + fg)(S)) WL(S) =0

esitlikleri elde edilir.
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Bu esitlik yardimiyla

(CNL17:3 - dgfl) (S) = O,
(ay — az(f2 +73)(s)) Z(s) = 0,

(@ + ag (s +73)(s)) Wi(s) = 0

esitlikleri elde edilir. Buradan

N S
az = 17;1< ) (f2+f3)(5) 3 (38)
dIQ = &3(7:2 + 7*3)(3)

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerdeki denklemler kullanmlarak ,
Aq — T(S)&g + [(fQ aF f?,)(S)]Z dg =0 (39)

baslangic-deger problemi elde edilir ve bu denklemde ¢ = fos(fg +73)(s)ds doniigiimii

yapilarak,
d2
T3 03(s) + s(s) = 0 (40)

denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii ise asagidaki gibidir:

A ve B sabit olmak {izere,

as(s) = Acost(s) + Bsini(s). (41)

(38), (39), (40) ve (41) denklemleri kullanilarak

as(s) = ai(s) ) = Asini(s) — Bceoti(s),

as(s) = (?:3(3)) a1(s) = Acost(s) + Bsini(s).
olarak hesaplanir.

42



Buradan A ve B agagidaki gibi hesaplanir,
1 s () g (22 )
~ 1 T3(s Lo~ T3(s ~

B = a(s) ((F2 0 (7:1283) sint(s) — FIES; cost(s)> :

AP B2 = @2(s) [(Z"Egy t T 7173)(3)]2 (fg(s))a] = sabit  (42)

(42) denkleminde A, B ve @, birer sabit oldugu icin

(:jg)z i+ ;3)(3)]2 (ZE;)Q] y

bulunur ve bu da ispati tamamlar.

Tersine (36) esitligi saglanirsa her zaman h(X (s), UL(s)) = sabit esitligini saglayan

bir U (s) birim vektorii bulabiliriz. Uy (s) birim vektori,

_ xis 73(s) ) 1 3(s)\’ )
Uu(e) = X(6) 4 2020 + s (25 ) Wl @

alinir ve bu denkleminin tiirevi alinirsa, U} (s) = 0 bulunur. Buradan U (s) nun

sabit vektor oldugu goriiliir. Sonug olarak ~(s) egrisi, H da X-Sol helistir.

Teorem 3.3.5 ~(s): ICR — H yay uzunlugu ile tanimlanan bir kuaterni-
yonik egri olsun ve bu egrinin Frenet elemanlar1 {X(s), Y (s), ZL(s), Wr(s); 73(s),

71(s), (o — 73) (s)} olsun.

v(s) egrisi gergek bir kuaterniyonik X-Sol helistir ancak ve ancak

/!

() |

(7:2 + 7:3) (S)

Ispat. 7(s) egrisi gercek bir kuaterniyonik X-Sol helis olsun. Sonug 3.3.2 bize D nin

43



sabit bir reel kuaterniyon oldugunu verir. y(s) egrisi boyunca D nin tiirevini alirsak
ve burada Ana teoremde verdigimiz Tip II Sol carpim Frenet ¢atisinin denklemlerini

kullanirsak ,

() |

(7:2 + fg) (S)

elde ederiz.

Tersine,

oldugunu kabul edelim. D’ = 0 veya D nin sabit bir reel kuaterniyon oldugunu elde
etmek kolaydir. Dolayisiyla, (s) egrisi gercek bir kuaterniyonik X-Sol helistir. Bu

da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.3.6 ~(s): I CR — H , Frenet elemanlar: {X(s), Y (s), Zr(s), Wg(s);
r3(s), r1(s), (re — r3) (s)} olan yay uzunlugu ile tanimlanan gergek bir kuaterniyonik
egri olsun ve bu egrinin 3-boyutlu uzayda iligkili oldugu spatial kuaterniyonik egri
B(s) = [€r(s)ds olsun. y(s), 4-boyutlu uzayda bir sag-kuaterniyonik C.C.R egridir
ancak ve ancak 3(s) = [£x(s)ds 3-boyutlu uzayda bir helistir.

Ispat. ~(s), 4-boyutlu uzayda sifirdan farkli sklidiyen egrilikleri k1 (s), k2(s), ks(s)

ve kuaterniyonik egrilikleri r3(s) = ki(s), ri(s) = ka(s), ra(s) — r3(s) = ks(s) olan

yay uzunlugu parametresi ile tanimlanmig bir gergek sag-kuaterniyonik C.C.R egrisi

ve v(s) kuaterniyonik egrisinin, 3-boyutlu uzayda sifirdan farkh egrilikleri r;(s) ve

r9(s) olan iligkili oldugu spatial kuaterniyonik egri 5(s) = [ £z(s)ds olsun. v(s) ku-
k

aterniyonik egrisi bir sag-kuaterniyonik C.C.R egrisi oldugundan “L ve =2 oranlan
2 2

sabittir. Bu egrilikleri kuaterniyonik egrilikleri cinsinden yazarsak,

b _rs(s) ks _ (= rs)(s)
ky o mi(s) ks r1(s)
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bulunur. Bu oranlar sabit oldugu i¢in

ve

k
bulunur. 1—8) orani sabit bulundugundan bu da bize 3-boyutlu uzayinda
2 S
= [&r(s)ds bir helis oldugunu gosterir. Tersine ispat1 yine aym sekilde egri-

likler yardlmlyla kolayca goriiliir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.3.7 ~(s): I CR — H ,Frenetelemanlar {X(s), Y(s), Z1(s), Wr(s);
73(s), 71(s), (o + 73) (s)} olan yay uzunlugu ile tanimlanan gergek bir kuaterniyonik
egri olsun ve bu egrinin 3-boyutlu uzayda iligkili oldugu spatial kuaterniyonik egri

= [£.(s)ds olsun. y(s), 4-boyutlu uzayda bir sol-kuaterniyonik C.C.R egridir
ancak ve ancak 5(s) = [ £, (s)ds 3-boyutlu uzayda bir helistir.

ispat. ~(s), 4-boyutlu uzayda sifirdan farkl cklidiyen egrilikleri ky(s), ka(s), ks(s)
ve kuaterniyonik egrilikleri 73(s) = ki(s), 71(s) = ka(s), 7a(s) + 73(s) = k3(s).olan
yay uzunlugu parametresi ile tanimlanmig bir gercek sol-kuaterniyonik C.C.R egrisi

ve v(s) kuaterniyonik egrisinin, 3-boyutlu uzayda sifirdan farkh egrilikleri 7(s) ve

72(s) olan iligkili oldugu spatial kuaterniyonik egri 5(s) = [£,(s)ds olsun. ~(s)
k k

kuaterniyonik egrisi bir sol-kuaterniyonik C.C.R egrisi oldugundan L ve %—3 oranlari
2 2

sabittir. Bu egrilikleri kuaterniyonik egrilikleri cinsinden yazarsak,

’%_1 _ 63(5) ks (Fa+73)(s)

~ — ve — — —
kg 7"1(8) ]{72 7“1(8)

bulunur. Bu oranlar sabit oldugu igin
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ve

ki (s)
ka(s)
B(s) = [ &, (s)ds bir helis oldugunu gosterir. Tersine ispati yine ayni sekilde egrilik-

bulunur. orani sabit bulundugundan bu da bize 3-boyutlu uzayinda

ler yardimiyla kolayca goriiliir. Bu da ispati tamamlar.
Agagida buldugumuz sonuglar ile ilgili iki 6rnek incelenecektir.

Ornek 3.1 eksenlerden ziyade sadece X-Sag helis ve X-Sol helis catilar: hesaplanarak,
sag carpim ve sol carpim kullamlarak ii¢ boyutlu uzaydaki egrinin farklilagtigin
gostermektir. Bu ornekte egriliklerden biri sifir olarak alinmigtir. Catilar1 bu bilgi

goz oniine alarak hesaplayacagiz.

Ornek 3.2 de ise eksenlerini hesaplayabilecegimiz bir helis 6rnegini ele alarak sag

carpim ve sol ¢arpim kullanilarak ii¢ boyutlu uzaydaki egrinin farklilagtigini gostere-

cegiz ve burada sifirdan farkli egrilikleri hesaplayacagiz.

Ornek 3.1 v = 7(s) = cos 4 sin o €1 + iég + i(?g , 4—boyutlu uzayda
V3 V3 VERRVE]

bir kuaterniyonik helis egrisidir. (s) egrisinin, 3-boyutlu uzayda iligkili oldugu 3(s)

spatial kuaterniyonik egrisi yardmiyla Ana teoremde verilen Tip I ve Tip II X-Sag

helis ve X-Sol helis ¢atilarini bulalim.
i) 7 egrisinin, Ana teoremde verilen Tip I, X-sag helis ¢atisin1 hesaplayalim:
7(s) kuaterniyonik egrisinin { X (s), Y(s), Zr(s), Wgr(s);r3(s),71(s), (r2 — 73) (s) } Fre-

net elemanlarini hesaplayalim:
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v(s) kuaterniyonik egrisinin tiirevini alhrsak;

X(6) =7/(5) = s (=sin evcos S 11) m

olarak bulunur. X (s) vektoriiniin tiirevi alinirsa,

s
—,—sin —,0,0
V3 V3 )
elde edilir. Buradan ~y(s) kuaterniyonik egrisinin birinci egriligi olan r3 = || X'(s)|| =

1
3 olarak hesaplanir. Daha sonra X'(s) vektorii kullamlarak Y'(s) vektorii agagidaki

gibi bulunur:
X'(s)

Z0 (_COS%,_sin%,o,o). (45)

Y (s) x X (s) bir spatial kuaterniyon olmak tizere, v(s) kuaterniyonik egrisinin iligkili

Y(s) =

oldugu 3 boyutlu uzaydaki ((s) kuaterniyonik egrisini &, (s) vektorii yardimiyla

bulalim.

£, (s) =Y (s) x X(s) = Ly (l,cos% — sin %,008% + sin %)

olmak {iizere bu denklemin integrali alinirsa,

/5 ( smi—l—cos > ,sini—cosi)
V3 3 V3 V3

bulunur.

Ana teoremde Tip I i¢in verilen Frenet formiillerini 3-boyutlu uzaydaki 3, (s) ku-

torlerini ve (3, egrisinin egriliklerini a§ag1daki hesaplanir:

.S S .S S
0, —sin— — cos —, —sin — + cos — | ,

V3 V3 V3 V3

+ sin sin

3
Jos}
—
(V)
S—
H<||H
[\
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ns) =l =2,

ro(s) =

1
3
(ro—r3)(s) = 0

olarak hesaplanir. Buradan Zg(s) ve Wg(s) vektorlerini agagidaki gibi hesaplay-

alim:
ZR(s) = n,(s) x X(s)
Zr(s) = %(28in%, QCOS\/_,l,l)

Whr(s) = 0,(s) x X(s)

1 1
WR(S) - (Oa()?

RCRA

Boylece 7(s) kuaterniyonik egrisinin Ana teorem Tip I ¢atisinin frenet elemanlarim

asagidaki gibi elde ettik:

1 s
Zr(s) = %<231nﬁ, 2 cos \/_,1,1),
Wals) = (0.0, )
B 1
rs = g
ri(s) = g
(ro —r3)(s) = 0.
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Ana teorem Tip I igin 7(s) kuaterniyonik egrisinin goriintiisii agagidaki gibidir:

ii) ~ egrisinin, Ana teoremde verilen Tip II, X-Sol helis ¢atisin1 hesaplayalim:

7v(s) kuaterniyonik egrisinin { X (s), Y'(s), Zp(s), Wr(s);73(s), 71(s), (T2 + 73) (s) } Frenet

elemanlarii hesaplayalim:

v(s) kuaterniyonik egrisinin tiirevini alirsak;

(s) = —sin —=, cos —=
X(5) =79 =z (=sin Tocos S, 11) (46)

olarak bulunur. X (s) vektoriiniin tiirevi alinirsa,

X'(s) == (— cos %, — sin %,0,0)

elde edilir. Buradan ~y(s) kuaterniyonik egrisinin birinci egriligi olan r3 = || X'(s)|| =
1
3 olarak hesaplanir. Daha sonra X'(s) vektorii kullamlarak Y'(s) vektorii agagidaki

gibi bulunur:
X'(s)

Y(s) = X6 = (— cos 75 — sin %,0,0) : (47)
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X (s) x Y (s) bir spatial kuaterniyon olmak iizere, (s) kuaterniyonik egrisinin iligkili
oldugu 3 boyutlu uzaydaki 3(s) kuaterniyonik egrisini &, (s) vektorii yardimiyla

bulalim.

= 1 S S S .S
§L(S)=X(S)><Y(s):\/§(1 81n7+cos\/§,cos%—smﬁ)

olmak {iizere bu denklemin integrali alinirsa,

9= a6 <f n 5 o8 g \/§+\/‘>

bulunur.

Ana teoremde Tip II igin verilen Frenet formiillerini 3-boyutlu uzaydaki 3, (s) ku-

torlerini ve (3, (s) egrisinin egriliklerini agagidaki hesaplanir:

1
n,(s) = —<O,Cosi—si1r1i —sini—cosi),

V2 V3 V3 V3 V3
1

0,(s) = %< 2COS\/_+S1I1\/§, \/3 sinﬁ),
ri(s) = HS’L(S)HZ—

1
37
0

olarak hesaplanir. Buradan Zp,(s) ve Wy (s) vektorlerini agagidaki gibi hesaplayalim:

Zi(s) = X(s)xn,(s)

1 s S
Zi(s) = —|2sin—,—2cos—,1,1
x(e) ﬁj( V3 V3 >
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ve

bulunur.

Boylece v(s) kuaterniyonik egrisinin Ana teorem Tip II ¢atisinin frenet elemanlarin

asagidaki gibi elde ettik:

1
Zr(s) = %<25in%, QCOS\/_,l,l),
1 1
WL(S) — (Oa07__27_2)7

rs =

ri(s) =

(ro —m3)(s) = 0.
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Ana teorem Tip II igin 7(s) kuaterniyonik egrisinin goriintiisii agagidaki gibidir:

Dolayisiyla «y(s) kuaterniyonik egrisinin Ana teoremde verilen Tip I ve tip II ¢atilar:
yukaridaki gibi hesaplanabilir. Buldugumuz bu catilar yardimiyla asagida ii¢ 6zel
durum verecegiz:

Durum 1

7(s) kuaterniyonik egrisi igin, £ (s) vektorii ti¢ boyutlu uzayda iligkili oldugu Bz(s)

egrisinin teget vektorii alinirsa,

Yoon'unun On the Quaternionic general helices in Euclidean 4-space, ¢alismasindaki

02



cat1 ve denklemler ile yukarida buldugumuz sonuclar ¢akigir:

X(s) = T(s):% (—sin%,cos%,l,l),

S S
Y(s) = Niy(s)=|—cos—,—sin—,0,0 ),
ZSini 2(:05i 1 1),

Wils) = Nals) = (0.0.-—=, ).
rg = K(s)= %
ri(s) = k(s)= —g

(rg—r3)(s) = (r—K)(s)=0.
Durum 2

oldugu fBp(s) ve 3, (s) egrilerinin normalleri olarak alnirsa,

£,(8) =m,(s) ve §1.(s) =n,(s)

F.Aksoyak'm A New Type of Quaternionic Frame in R* calismasmdaki sonuclar 3 .
ve 3, egrilerin Frenet catilar1 ve egrilikleri ile cakigir: (ayrmtilar igin bakimiz A New

Type of Quaternionic Frame in R* Ornek 6).

Durum 3

oldugu Bp(s) ve 3, (s)egrisinin normal vektorii alimirsa,

£x(8) =n,(s) ve £(s) = n, (s)

ii¢ boyutlu uzayda tamimlanan n — ¢ — w catis1 yardmiyla iligkili oldugu egrileri ve

egrilikleri bularak Frenet vektorlerini hesaplayalim:
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Tip I catis1 icin,

£.(s) = n.(s) = leT_%(l cos ﬁ_' \jg,cos%Hm%),
0(5) = cls) = 5 (0. sin e~ cos S —sin T os ).
2(5) = w(s) = e (2 oos o i e —cos o —in ).
f= VEEE =)=
g =0

burada k =1r = % olarak hesaplanir.

T - To -
Diger yandan , ¢ = —7175 + 2Zhvew = ?t i "7 vektorlerini hesaplanirsa,

[

e t= 715’ — %E bulunur. Burada rf + r2 = % oldugundan f = \/7? + 13 =
s

olarak hesaplanir.

| S

1 V3+1 V3+1 V3-1
(73, e cosf—l— Ve Slnjg,—zf cosf—f- SN sm\[)
V3

Zr(s) = Na(s) = c(s) x T'(s) ve Wr(s) = Ns(s) = w(s) x T(s) vektorleri hesa-

planirsa:

olarak bulunur.

Tip II igin gatis1 i¢in, benzer iglemler yapilarak (3, (s) egrisinin Frenet vektorleri ve
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egrilikleriasagidak bulunur:

£.(s) = n(s):’fol:%(l COS%—}-SIH\%,COS%—SIH%),

0,09 = ) =5 (0ccos S —sin T —sin e o )

\/_

0,(s) = w(s):7< 2cos\/§+sm\/§, 7 sinﬁ>,
F - VETE= =L
g =0

burada k =1r = % olarak hesaplanir.

To —
Diger yandan, ¢ = —715 + 2hvew = T2y + L3 vektorlerini hesaplanirsa,

f

i t= ?@U — %E bulunur. Burada rf + r2 = g oldugundan f = \/7? + 13 =
s

olarak hesaplanir.

| S

ry = % ve ro = 7 secilirse
dfy 1 1—\/3 S 1—0—\/3 S 1+\/§ S \/g—l S
o = :(—75, 507 C0S =+ o sin T, o2 cos s 4 U sm7§),

N
—
o)
S—
I
Z
—~
w
SN—
|
—_
VRS
N}
9]
—
=

olarak bulunur.

Ornek 3.2 v(s) = \% (sins COS 8, 5 sin 2, —% cos 23), 4—Dboyutlu uzayda bir ku-
aterniyonik helis egrisidir. v(s) egrisinin, 3-boyutlu uzayda iligkili oldugu S3(s) spa-

tial kuaterniyonik egrisi yardmiyla Ana teoremde verilen Tip I ve Tip II X-Sag helis
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ve X-Sol helis catilarin1 bulalim.
i) 7 egrisinin, Ana teoremde verilen Tip I, X-Sag helis ¢atisin1 hesaplayalim:

7v(s) kuaterniyonik egrisinin { X (s), Y'(s), Zr(s), Wr(s);73(s),r1(s), (r2 — r3) (s) }Frenet

elemanlarini hesaplayalim:

v(s) kuaterniyonik egrisinin tiirevini alirsak;

1
X(s) =+'(s) = —=(cos s, sin s, cos 2s,sin 2s) ve [|7'(s)]| =1 (48)

V2

olarak bulunur. X (s) vektoriiniin tiirevi alinirsa,

1
X'(s) = —=(—sin s, cos s, —2sin 2s, 2 cos s)

V2

)
Buradan 7(s) kuaterniyonik egrisinin birinci egriligi olan r3 = || X'(s)|| = 7 olarak

hesaplanir. Daha sonra X'(s) vektorii kullanilarak Y (s) vektorii agagidaki gibi bu-

lunur:

X' 1
Y(s) = Xs) = —(—sin s, cos s, —2sin 2s, 2 cos 25). (49)

[RCHRVE]
Y (s) x X (s) bir spatial kuaterniyon olmak tizere, v(s) kuaterniyonik egrisinin iligkili
oldugu 3 boyutlu uzaydaki 5x(s) kuaterniyonik egrisini £, (s) vektorii yardimiyla
bulalim.
£,(s) =Y(s) x X(s) = %0(3, — sin 3s, cos 3s)

olmak {iizere bu denklemin integrali alinirsa,

3,0 = [[e,06) = (oo, 252, 53)

bulunur.

Ana teoremde Tip I i¢in verilen Frenet formiillerini 3-boyutlu uzaydaki 3, (s) ku-
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torlerini ve egrisinin egriliklerini asagidaki hesaplanir:
R 3

n,(s) = (0,—cos3s,—sin3s),
1

0.(8) = \/——(1,3Sin38,—300838),
10
NG

r3(s) =

=)

7"1(3) = )

(ro —r3)(s) =

53

olarak hesaplanir. Buradan Zg(s) ve Wg(s) vektorlerini agagidaki gibi hesapla-

yalim:
Zr(s) = m,(s) x X(s)
1
Zr(s) = —=(coss,sins, —cos2s, —sin 2s)
V2
ve

Whr(s) = 0,(s) x X(s)

1
Wr(s) = —=(—4sins,4coss,2sin2s, —2cos2s).

V20

Boylece 7(s) kuaterniyonik egrisinin Ana teorem Tip I ¢atisinin frenet elemanlarini

asagidaki gibi elde ettik:

X(s) = %(cos s, sin s, cos 2s, sin 2s),

Y(s) = %(— sin s, cos s, —2sin 2s, 2 cos 25s),
Zr(s) = %(coss,sins,—cos 25, — sin 2s),
Wr(s) = L (—4sin s, 4 cos s, 2sin 2s, —2 cos 2s),

5
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rs =

~ S5

ri(s) = ,

53

(r2 —73) (s)
v(s) kuaterniyonik egrisinin Ana teorem Tip I gatisinin frenet elemanlar1 ve Tanim

3.3.2 yardimiyla X-Sag helis ekseni:

—2 -2
Ur(s) = (—=cos s, —=sin s, —— cos 2s, —— sin 2s)

3v2 3v2 3v2

seklinde bulunur.

Ana teorem Tip I igin () kuaterniyonik egrisinin goriintiisii agagidaki gibidir:

ii) v egrisinin, Ana teoremde verilen Tip II, X-sol helis gatisin1 hesaplayalim:

7v(s) kuaterniyonik egrisinin { X (s), Y'(s), Zp(s), Wr(s);73(s), 71(s), (T2 + T3) (s) } Fre-

net elemanlarini hesaplayalim:

v(s) kuaterniyonik egrisinin tiirevini alirsak;

cos s, 8in s, cos 2s, sin 2s) ve ||7/(s)]| =1 (50)

=
»
~—
I
\2\
—
»
~—
Il

S
7!
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olarak bulunur. X (s) vektoriiniin tiirevi alinirsa,

1
X'(s) = —=(—sin s, cos s, —2sin 2s, 2 cos 25s)

V2
elde edilir. Buradan 7(s) kuaterniyonik egrisinin birinci egriligi olan 73 = || X'(s)|| =
)
— olarak hesaplamir. Daha sonra X'(s) vektorii kullanilarak Y'(s) vektorii agagidaki

V2

gibi bulunur:

X'(s) 1
Y(s) = = —(—sin s, cos s, —2sin 2s, 2 cos 25). 51
R e v ) &Y

Ana teoremde Tip I i¢in verilen Frenet formiillerini 3-boyutlu uzaydaki 3, (s) ku-

torlerini ve 3, egrisinin egriliklerini asagidaki hesaplanir:

£.(s) = X(s) x Y(s) = Ll(_l’ —3sin s, 3 cos s)

o

olmak {iizere bu denklemin integrali alinirsa,

Br(s) = /ffL(S) = (\/%_O(—S,B(:oss,?)sins)

bulunur.

=
h
—~
w
~—
\
—~

0, —cos s, —sin s),

(3, —sin s, cos s),

& S

—

»

S—

I
«9lS g -

~ (e

al-5
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olarak hesaplamir. Buradan Z(s) ve Wy (s) vektorlerini agagidaki gibi hesaplayalim:

Zp(s) = X(s) xn,(s)

1
Zr(s) = —=(coss,sins, —cos2s, — sin 2s)

S

ve

Wi(s) = X(s) % 0,(s)

1
Wi(s) = —=(—4sins,4coss,2sin2s, —2cos2s).

V20

Boylece v(s) kuaterniyonik egrisinin Ana teorem Tip II gatisinin frenet elemanlarin

asagidaki gibi elde ettik:

1
X(s) = E(cos s, sin s, cos 2s, sin 25s),
1
Y(s) = ﬁ(_ sin s, cos s, —2sin 2s, 2 cos 2s),
1
Zr(s) = ﬁ(cos s,sin s, — cos 2s, — sin 2s),
1
Wi(s) = ﬁ(—élsins,élcoss,QSinZs,—Z cos 2s),
i V5
r3 = )

w3

(f2+f3) (S) =

53

v(s) kuaterniyonik egrisinin Ana teorem Tip II ¢atisinin frenet elemanlar: ve Tanim
3.3.5 yardimiyla X-Sol helis ekseni:
-2 -2

COS §, —=sin s, —— cos 25, —— sin 2s)

Uile) = N A N RN

(i
3v/2

seklinde bulunur.
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Ana teorem Tip II igin 7(s) kuaterniyonik egrisinin goriintiisii agagidaki gibidir:

Burada yine ii¢ 6zel durum icin ¢atilar hesaplanabilir. Biz genel ¢atilar1 hesapladik.
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4. KURESEL EGRILER VE HELIiSLER

Bu kisimda helislerin karakterizasyonlarini, kiiresel egrilerin karakterizasyonlarini

kullanarak verecegiz.

r
E3 te, k = = , T = 1o — 11 egrilikleri olan bir egriyi a(s) ile E* te, ry, 7, r3 egrilikleri
T3

olan bir egriyi v(s) ile gosterelim. «(s) egrisi ve (s) agagidaki teoremleri saglar.

71 o . o o
Teroem 4.1 [E? uzaymda k= — , 7 =1y —r3 egriliklerine sahip bir uzay egrisi
T3

a(s) olsun.
a(s) kiireseldires y(s), E* te, 73, 71,79 — r3 egrilikleri olan bir helistir.
Ispat. a(s) kiiresel olsun. Kiiresel egrilerin hipotezleri yardimiyla
11 /1Y
ko T2\ K

r
sabittir. O halde k = — ve T = ry — 13 egrilikleri yerine yazarilirsa,

/r.3

bulunur. (28) yardimiyla

) - ma ()
71 ry —r3ds \ Ty

sabit bulunur. Bu da a(s) kiiresel egrisinin E* uzayimndaki (s) egrisinin bir X-Sag

helis oldugunu belirtir.
Tersi icin yine kiiresel egrilerin hipotezleri yardimiyla hipotez tamamlanir.

r
Teroem 4.2 E3 uzayinda x = = , T = ro + ry egriliklerine sahip bir uzay egrisi
T3
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a(s) olsun.
a(s) kiireseldire (s), B* te, 3,71, 79 + 13 egrilikleri olan bir helistir.
Ispat. af(s) kiiresel olsun. Kiiresel egrilerin hipotezleri yardimiyla
11 /1)
Kk T2 \K

r
sabittir. O halde Kk = — ve 7 = ry + r3 egrilikleri yerine yazarilirsa,

rs
T 1 d
e ()
7 ro +1r3ds \ 1y

bulunur. (36) yardimiyla

2 2
1 d
Ty o +1r3ds \ 1y

sabit bulunur. Bu da a(s) kiiresel egrisinin E* uzayimdaki v(s) egrisinin bir X-Sol

helis oldugunu belirtir.

Tersi i¢in yine kiiresel egrilerin hipotezleri yardimiyla hipotez tamamlanir.

63



5. HIPER DUAL KUATERNIYONIiK EGRILER

Dual kuaterniyonlar ve dual kuaterniyonik egriler A. Tuna Aksoy ve A.C. Coken
tarafindan caligmig ve karakterizasyonlar: verilmigtir. Biz bu boliimde hiper dual
kuaterniyonlarin tanimini vererek hiper dual kuaterniyonik egrileri tanimlayacagiz.
Hiper dual kuaterniyonlarin sag carpim ve sol carpim kurallarini gozoniine alarak

Frenet formiillerini ve karakterizasyonunu vermeye calisacagiz.

Tanim 5.1.1 (Hiper Dual Kuaterniyon) Katsayilar birer hiper dual sayilar olan
kuaterniyonlara hiper dual kuaterniyon denir. Hiper dual kuaterniyonlar kiimesi

Hyp olmak tizere

( Q = Qo+ Qui + Qaj + Q315 Qo Q23 € HD | Qo = do + &G,
Q1= G + &4y,
Q2 = G2 + €45
Q3 =qs+ g3

HHD:<

seklinde gosterilir.

Herhangi iki dual kuaterniyon ¢; = Ag+ Ai+ Asj+ Ask ve o = Bo+ Bii+ Byj+ Bsk

olmak {iizere bir hiper dual kuaterniyon
Q0:€?+5d*,57€0V652:0
seklinde ifade edilir. Q, hiper dual kuaterniyonunu
Q= Qo+ Qui + Qaj + Qsk

seklinde yazmak miimkiindiir. Q = Qo+Q1i+Q2j+Qsk hiper dual kuaterniyonunun
skaler kismi

So = Qo = Sz + 655
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ve vektorel kismi
Vo = Qo+ Qui+ Qa2 + Qak = V5 + 0V
olmak tizere Q hiper dual kuaterniyonu skaler ve vektorel kisimlarm toplam olarak
Q=25S5+Vs
biciminde yazilabilir.

Tamm 5.1.2 (Piir Hiper Dual Kuaterniyonu) Q hiper dual kuaterniyonunun
skaler kismu sifira esitse yani S5 = 0 ise piir hiper dual kuaterniyon olarak ad-

landirilir.

Tanim 5.1.3 (Hiper Dual Kuaterniyonlarin Toplami) Hyp ciimlesi iizerinde
iki hiper dual kuaterniyon Q = Qg + Q1i + Q2j + Qsk ve P = Py + Pii+ Pyj + Psk

olmak {izere, bu iki hiper dual kuaterniyonun toplamai,

@© : Hyp X Hyp — Hpup
Q@P = (SQ—I—Sp)—i-(VQ—i-Vp)

seklinde tanimhdir.

Tanim 5.1.4 (Hiper Dual Kuaterniyonlarin Bir Skaler ile Carpimi) Hyp
ctimlesi tizerinde Q = Qo+ Qi+ Q> 7+ Qsk hiper dual kuaterniyon ve A € R olmak

iizere hiper dual kuaterniyonlarin skalarla ¢arpmu,

® RXHHD _>HHD

AOQ = AQo+ (A\Q1)i+ (A\Q2)j+ (A\Q3)k

seklinde tanimhdir.
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Tanim 5.1.5 (Hiper Dual Kuaterniyon Garpimi) Hyp ciimlesi iizerinde iki
hiper dual kuaterniyon Q = Qo + Q10 + Q2j + Qsk ve P = Py + Pyi + Pyj + Psk

olsun. Bu iki hiper dual kuaterniyonun carpimi,

® : Hyp X Hygp — Hpup

(Q.FP) — Q®F
seklinde olmak {izere,
Q® P =855 — Vg, Vp) + S5V + SV + Vg AV
olarak tanimlanir.

Tamim 5.1.6 (Hiper Dual Kuaterniyonunun Eslenigi) Hyp ciimlesi iizerinde
herhangi bir hiper dual kuaterniyonu Q = Qo + Q17 + Q2 + Qsk olmak iizere, bu

hiper dual kuaterniyonun eglenigi 5 ile gosterilir ve
Q = Qo — Qui— Qaj — Qsk
seklinde tanimhdir.

Tanim 5.1.7 (Hiper Dual Kuaterniyonunun Normu) Hyp ciimlesi iizerinde

Q = Qo + Q1i + Qsj + Qsk hiper dual kuaterniyonu icin,

N :+ Hyuyp — Hpp

Q — N@Q) =Ny=Q+QI+Q}+Q3

seklinde tammlanan Ng hiper dual sayisina @ hiper dual kuaterniyonun normu

denir.

Eger Ny =1 ise @ birim hiper dual kuaterniyonu olarak adlandirilir.
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Tamim 5.1.8 (Hiper Dual Kuaterniyonunun Tersi) Hyp ciimlesi iizerinde

Q = Qo + Qri + Q27 + Q3k hiper dual kuaterniyonunun tersi

Qo — Qi — Qo) — Qsk

_é 2 2 2 2

seklinde tanimhdir.

Tanim 5.1.9 (Piir Hiper Dual Kuaterniyonlar.Uzay1): Hyp ciimlesi iizerinde

bir birim hiper kuaterniyon

~ 0
Q:cos§+sin

DO |

S

olmak tizere, Q) birim hiper kuaterniyonuna kargilik gelen hiper dual ortogonal matris
A =1I;+sin0S + (1 — cosh)S?

dir. Buradan

f:D3—>D3
X = f(X) = QX0
= A

S

seklinde yazilabilir. Boylece D3 uzay1 piir hiper dual kuaterniyonlar uzayidir.

Tanim 5.2.1 (Hiper Dual Kuaterniyonik Egri) Hyp = {Q = Q1+ Qi+ Qsj+
Q4k | Q: = Gi + 0GF,4:q; € D, Q; € HD} C DY, ciimlesi ve s € I egri boyunca yay
uzunlugu parametresi ve I, R nin bir agik araligi olmak iizere,
a: ICR — H
HD . . . (52)
s —  a(s) = du(s) + aa(s)i+ as(s)) + au(s)k, &;(s) € HD
a(s) egrisi, Hyp uzaymda bir hiper dual kuaterniyonik egri olarak tanimlanir. Yani

katsayilar1 hiper dual sayilar olan kuaterniyonik egrilere hiper dual kuaterniyonik
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egri denir.

a(s) = als) + da*(s), a(s),a*(s) € D*

Bu ¢alisma boyunca, tiim egrilerin yay uzunlugu parametresi ile ¢aligtigini varsayi-

yoruz.

Ornek 5.2.1
a(s) = ((coss+esins) + si+ej + k) + 0 ((e° +es) + (esins) i+ j+ (s +es5°) k)
egrisinin bir hiper dual kuaterniyonik egrisi oldugunu gosterelim.

a(s) = ((coss+esins)+si+ej+k)+0((e"+es)+ (esins)i+j+ (s+es°)k),
= [(coss+esins)+0 (e’ +es)|+ [s+ I (esins)]i+[e+]j

+[1+0(s+es?)]k
seklinde yazilirsa buradan a;(s), aa(s), as(s) ve ay(s),

) = [(coss+esins)+ 6 (e’ +es)],
) = [s+0(esins)]

) = [+9
)

= [1 +9 (S—I—&SQH

olarak yazilabilir ve boylece a(s) egrisi agagidaki gibi yazlabilir ki bu da bize &(s)

egrisinin bir hiper dual kuaterniyonik egrisi oldugunu gosterir:
&(s) = @ (s) + Aa(s)i + as(s)j + Ga(s)k.
Tanim 5.2.2

B(s) = B1(8)e + Ba(s)e + Ba(s)es

+6 | B1(3)1 + Bo(5)@ + B5(s)@s
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yay uzunlugu ile parametrelenmis bir dual spatial kuaterniyonik egri olsun.
{f,ﬁ,g; K, R} Qp, A(s) boyunca Frenet catis1 olmak iizere, B(s) dual spatial ku-

aterniyonik egrisinin Serret-Frenet formiilleri su sekilde verilir:

t = {46t

= (fyi+toj +1sk) + 6 (i + 855+ 3k), {, € D, &2 e D
n = n+on’

= (Mi+ naj + nsk) + 6 (nji + nyj + nzk), n;, € D, n; € D
b = b+ 6b*

- (im’ +boj + ng) +6 (1z hii+ IS;;k;) JbhieD, beD
vektorlerinin birer piir hiper dual birim kuaterniyon oldugu goriiliir.ve

el = 7l =
(t,t) = (A, A) = (b,b

(#ny = (ib

esitlikleri saglanir.

Fo= k+0k"
R = R+0R*

% ve R hiper dual sayilar, sirasiyla A (s) egrisinin reel kismi tarafindan belirlenen,

R? uzayindaki egrinin birinci egriligi ve torsiyonudur.

4 0 & O t
Plo= | -8 0 R n
% 0 —-R 0 b

3. boliimde ispatini verdigimiz Ana teorem Tip I ve Tip II ¢atilarini katsayilar: hiper
dual say1 olan kuaterniyonik egrilere uygularsak asagidaki tanimlar1 ve catilari elde

edebiliriz. Bu tamimlar ve catilar yardimiyla bir hiper dual kuaterniyonik helisin
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karakterizasyonu kolaylikla verilebilir.

Tamm 5.3.1: (Hiper Dual Kuaterniyonik X-Sag Helis) Hyp = {Q = Q1 +
Qai + Q3j + Quk | Q; € HDY C D%, ciimlesi ve s € I egri boyunca yay uzunlugu

parametresi ve I, R nin bir agik araligi olmak tizere,

a: ICR — HHD (53)

-

s — a(s) = ay(s) + aa(s)i + as(s)] + au(s)k, &(s) € HD

sifirdan farkli egrilikleri olan bir hiper dual kuaterniyonik egri olsun. ve &(s) egrisi

iizerinde bir {X (s), Y (s), Zr(s), Wg(s)} ortonomarmal ¢atisi verilsin.

X(s) = &(s) iizerinde birim vektor alan olmak iizere

WX (s),Ur(s) = < X(s),Ugr(s) >= cosh = sabit

HU r(s) H = 1 sabit vektor ise &(s) egrisine, bir hiper dual kuaterniyonik X-Sag helis

denir.

Hiper dual kuaterniyonik X-Sag helisler, Ana teoremde verilen Tip I Frenet formul-
lerinin hiper dual sayilarla elde edilmesiyle tanimlanir ve hiper dual kuaterniyonik

X-Sag helisler agagidaki gibi tanimlanir:

B 0 K 0 o | [ X ]
1% ~K 0 Fi 0 Y
Z, - 0 -k 0 R-K Zr
W, 0 0 —(}?-f() 0 W

Burada K (s), &(s) ve (R - K ) (s) egrlikleri sifirdan farkli egriliklerdir.

Tanim 5.3.2 (Hiper Dual Kuaterniyonik X-Sag Helis I¢in Eksen)

a: I cR — Hpyp Hiper dual kuaterniyonik X-Sag helis ve bu helis {izerine
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bir {X(s), Y(s), Zr(s), Wg(s)} ortonormal catis verilsin. Tanim 3.3.2 deki ispata

benzer yontemle &(s) egrisinin ekseni,

J S:~S @ % S 1 K(S) /~ S
Ur(s) = X( )+(%(3)>ZR( )+ (R—f()(s) (R(s)) Whr(s)

seklinde yazlabilir. Hiper dual kuaterniyonik X-Sag helis icin bu eksen, Qz(s) hiper

dual kuaterniyonu yardimiyla da asagidaki,

ifade edilebilir.

Teorem 5.3.1 Hyp = {Q = Q1 + Qi + Qsj + Quk | Q; € HD} C D};p de
sifirdan farkl egrilikleri K (s), &(s) ve <R - K ) (s) olan yay uzunlugu parametresi
ile tanimlanan bir hiper dual birim kuaterniyonik & = &(s) egrisi alahm. &(s) egrisi

Hpygp bir hiper dual kuaterniyonik X-Sag helistir ancak ve ancak

2

&)\ 1 d (K@)
<%<8>> (%) <s>d8(f’~<s>> i

esitligi sabittir.

Ispat. a(s) egrisi Hyp de ekseni Ug(s) birim vektorii olan bir hiper dual birim
kuaterniyonik X-Sag helis olsun. &(s) egrisi helis oldugu igin egri boyunca

h(X(s),Ug(s)) = sabittir.(helis olma sart1)

Buradan
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esitliginin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa,

d -~ .
TH(X(5). Unls)) =

N =N =

esitligi elde edilir. Burada Ana teoremin Tip I (Sag Carpim Frenet Catisi) Frenet

formiillerini hiper dual kuaterniyonik egrileri i¢in kullanarak,
h(X'(s), Ur(s)) = h(K()Y (5), Ur(s)) = K(s)h(Y (s), Ur(s)) = 0
bulunur. Dolayisiyla Ug(s) birim vektoriinii ,

Un(s) = a1(s)X (s) + az(s) Za(s) + as(s)Wa(s) (55)

seklinde yazabiliriz. Ug(s) birim vektor oldugundan

‘UR(S)H —@tad+al=1
ve h(X(s),Ugr(s)) = @, =sabit, h(Zg(s),Ur(s)) = az, h(Wg(s),Ur(s)) = as tiir.
Burada hiper dual uzayinda calistigimiz icin katsayilarin hiper dual sayilar oldugunu

unutmamaliyiz.
Ugr(s) esitliginin tiirevi alinrsa,
a1(s) X' (s) + @ (s) Zr(s) + ao(s) 2}

ve

esitlikleri elde edilir.
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Bu esitlik yardimiyla

K(s) 1 .,

ay =
i, = a (é - f() (s)
esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerdeki denklemler kullanilarak ,

~/
a/3 -

= f{)'(s)

(R - f() » (), + [(R L K> (3)] Cy = 0 (57)

baglangic-deger problemi elde edilir. Elde edilen bu baslangi¢ deger probleminin

¢oziimii Teorem 3.3.1 dekine benzer yontemle coziilerek

(k(s)>2 . 1 d (f((s)>
i(s) (R _ _f(> (5) s i(s)

bu esitligin sabit oldugu kolayca bulunur.

Tersine yine Teorem 3.3.2 dekine benzer yontemle Ug(s) in sabit oldugu bulunarak

ispat tamamlanir.

Tamim 5.3.3 (Hiper Dual Kuaterniyonik X-Sol Helis) Hyp = {Q = Q; +
Qai + Q3j + Quk | Q; € HDY C D%, ciimlesi ve s € I egri boyunca yay uzunlugu

73



parametresi ve I, R nin bir acik araligi olmak {izere,

a: ICR — H
HD . . . (58)
s — a(s) = au(s) + ao(s)i + as(s)j + au(s)k, ai(s) € HD
sifirdan farkli egrilikleri olan bir hiper dual kuaterniyonik egri olsun. ve &(s) egrisi

tizerinde bir {X (s), Y (s), Z1(s), Wy (s)} ortonomarmal ¢atis: verilsin.

X(s) = a(s) tizerinde birim vektor alani olmak iizere

hX(s),U(s) = < X(s),Up(s) >= cost) = sabit

o

denir.

= 1 sabit vektor ise a(s) egrisine, bir hiper dual kuaterniyonik X-Sol helis

Hiper dual kuaterniyonik X-Sol helisler, Ana teoremde verilen Tip II Frenet formul-
lerinin hiper dual sayilarla elde edilmesiyle tanimlanir ve hiper dual kuaterniyonik

X-Sol helisler agagidaki gibi tanimlanir:

B 0 K 0 o | [ ]
1% ~K 0 i 0 Y
Zo 0 | o -k 0 R+ K 7
Wi 0 0 —<R+f(> 0 W,

Burada K (s), &(s) ve (R + K ) (s) egrilikleri sifirdan farkh egriliklerdir.

Tanim 5.3.4 (Hiper Dual Kuaterniyonik X-Sol Helis Igin Eksen)

&: I cR — Hpyp Hiper dual kuaterniyonik X-Sol helis ve bu helis tizerine

bir {X(s), Y(s), Z1(s), Wi(s)} ortonormal catis1 verilsin. &(s) egrisinin ekseni,

TN — Rl @ 7 (s 1 f((s)l~LS
UL() X()+<R(S))Z()+<R+K)(S)(R(S))W<)
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seklinde yazlabilir. Hiper dual kuaterniyonik X-Sol helis icin bu eksen, Q () hiper

dual kuaterniyonu yardimiyla,
UL(s) = X(s) x Qr(s)

seklinde yazilabilir.

Teorem 5.3.2 Hyp = {Q = Q1 + Qi+ Q3j + Quk | Q; € HDY C D%, de
sifirdan farkl egrilikleri K (s), &(s) ve (R +K ) (s) olan yay uzunlugu parametresi
ile tanimlanan bir hiper dual birim kuaterniyonik & = &(s) egrisi alahm. &(s) egrisi

Hyp bir hiper dual kuaterniyonik X-Sol helistir ancak ve ancak

2

&)\ 1 d (K
(55) - (R+5) i (56) "

esitligi sabittir.

Ispat. Teorem 3.3.4 dekine benzer sekilde ispat kolayca verilebilir.
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu ¢alismada genel helis egrileri kuaterniyonlar kullanilarak yeni bir perspektifle ve-
rilmigtir. Kuaterniyonlar carpma i¢in degismeli 6zellik saglamadigindan, daha énceki
caligmalarda tek tarafli carpma tarafindan kullanilmigtir. Kuaterniyonik egriler i¢in
sag carpim ve sol carpim kullanarak yeni ifadeler elde ettik. Bu carpimlar icin

ornekler verdik.

Bu caligma daha onceki calismalarin en genel hali seklinde degerlendirilebilir. Diger
yandan helis egrilerine, kuaterniyonlar kullanilarak yeni bir bakis kazandirilmigtir.
Bunun i¢in kuaterniyonlarin sag carpim ve sol ¢arpimi aktif bir sekilde kullanilmigtir.
Ayrica kuaterniyonik helislerin karakterizasyonlar: kiiresel egriler yardimiyla veri-

Imigtir.

Kuaterniyonlar i¢in daha 6énceki ¢calismalarda reel sayilar ve dual sayilar kullanilarak
egriler tanimlanmigtir. Biz bu ¢alismada katsayilar:1 hiper dual say1 alarak hiper
dual kuaterniyonlar: ve hiper dual kuarteniyonik egrileri tanimlayarak ve onlarmn
karakterizasyonlarini kuaterniyonlarin sag carpim ve sol carpimini aktif bir sekilde

kullanarak vermeye caligtik.
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