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ÖZET

Doktora Tezi

KUATERNİYONİK EĞRİLER VE UYGULAMALARI

Gizem CANSU

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danı̧sman: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

Bu tez altıbölümden oluşmaktadır.

Birinci bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.

İkinci bölümde, tezin diğer bölümlerinde kullanılacak olan ön bilgiler, bazı temel

kavramlar ve teoremler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, 3-boyutlu ve 4- boyutlu uzaydaki kuaterniyonik eğrilerin tanımları

ve bu eğrilerin Frenet elemanlarıyardımıyla Serret-Frenet çatılarıve bazıteoremler

verilmi̧stir. Ayrıca bu eğrilerle ilgili karakterizasyonlar verilmi̧stir. 4-boyutlu uzay-

daki kuaterniyonik eğriler için yeni bir çatıtanımlanarak genel çatıtanımıverilmi̧stir.

Yeni çatıyardımıyla kuaterniyonik helislerlerin tanımlarıverilerek çatıyapılarıve ek-

senleri hesaplanmı̧stır.

Dördüncü bölümde, üç boyutlu tanımlanan küresel eğriler yardımıyla kuaterniyonik

helisler için yeni karakterizasyonlar verilmi̧stir.

Beşinci bölümde, katsayılarıhiper dual sayılar olan hiper dual kuaterniyonik eğrilerin

tanımlarıverilmi̧s ve Serret-Frenet çatılarıile eksenleri hesaplanmı̧stır.

Altıncıbölümde ise, tezde elde edilen bulgulara ve sonuçlara yer verilmi̧stir.

Mayıs 2022, 80 sayfa

Anahtar Kelimeler: Kuaterniyonik eğriler, Kuaterniyonik eğrilik, Kuaterniyonik

helisler, Küresel Eğriler, Hiper dual kuaterniyonik eğriler.
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ABSTRACT

Ph. D. Thesis

QUATERNIONIC CURVES AND THEIR APPLICATIONS

Gizem CANSU

Ankara University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

This thesis consists of six chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter, preliminaries, some definitions and theorems that will be used

in other section of the thesis are given.

In the third chapter, the definitions of quaternionic curves in 3-dimensional and 4-

dimensional space and the Serret Frenet frames and some theorems are given with

the help of Frenet elements of these curves. In addition, characterizations related

to these curves are given. A new frame is defined for quaternionic curves in 4-

dimensional space and a general frame definition is given. With the help of the new

frame, the definitions of the quaternionic helices were given and the frame structures

and axes were calculated.

In the fourth chapter, new characterizations for quaternionic helices are given with

the help of three-dimensional defined spherical curves.

In the fifth chapter, constant affi ne curvature with curves on a affi ne surface are

given.

In the sixth chapter, the findings and results obtained in the thesis are given.

May 2022, 80 pages

Key Words: Quaternionic curves, Quaternionic curvature, Quaternionic helices,

Spherical Curves, Hyper dual quaternionic curves.
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Raşit CESUR’a ve her zaman beni destekleyen, yardım eden canım arkadaşlarım
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1. GİRİŞ

Kuaterniyon sayı sistemi ilk defa 1843 yılında İrlandalı matematikçi Sir W. R.

Hamilton tarafından literatürde ifade edilmi̧s ve 3-boyutlu uzaydaki matematiğe

uygulanmı̧stır. Kuaterniyonlar, bir düzlemde noktalar tarafından temsil edilen kar-

maşık sayılara benzeyen dört boyutlu uzaydaki sayısistemleridir. Kuaterniyonlar

ve karmaşık sayılar birbirlerine benzer özelliklere sahip gibi görünse de aslında ben-

zer değillerdir. Çünkü kuaterniyonlarda tanımlanan çarpım deği̧smeli değildir bu

açıdan karmaşık sayılardan farklılaşırlar. İlk zamanlarda kuaterniyon sayısistemi

çalı̧sılırken sağ çarpım ve sol çarpım sonuçlarıbirbirinden farklısonuçlar verdiği için

deği̧sme özelliğini (ab=ba) sağlamadıklarıgözlemlenmi̧stir ve bu bir problem gibi

kabul edilmi̧stir. Kuaterniyonlar kendilerine özgün yapıları nedeniyle geometride

dönme ve öteleme hareketlerinin temsilinde oldukça kullanı̧slıdırlar. Kuaterniy-

onlar deği̧sme özelliğini sağlamadı̆gı için bir çok uygulamada yerini vektörler ve

matrisler almı̧stırlar. Günümüzde ise kuaterniyonlarda dönme hareketini hesapla-

mak, vektörler ve matrislerden daha hızlıolduğu için bir çok alanda ve uygulamalı

matematik alanında kullanılmaktadırlar. Kuaterniyonlar geçmi̧sten günümüze kadar

fizik alanında klasik Newton fiziğinden kuantum fiziğine, kimya alanında moleküler

yapıların analizinde, biyoloji ve tıbbi bilimler alanında DNA ve protein yapılarının

analizinde, bir çok bilgisayar uygulamalarında, astrofizikte, robotik ve animasyon-

larda kullanılmı̧slardır ve hala da etkin olarak kullanılmaktadırlar. Kuaterniyonlar

son yıllarda özellikle bili̧sim alanlarında robotik uygulamalarda ve animasyonlarda

kullanılan, kinematik ve dinamik ifadelerin elde edilmesinde önemli bir rol oynarlar.

Kuaterniyonların kümesi H, 4-boyutlu vektör uzayına denk gelir. H uzayının her

bir elemanı; a, b, c, d birer reel sayıve ~e1, ~e2, ~e3, ~e4 R nin bazları olmak üzere

a~e1 + b~e2 + c~e3 + d~e4 şeklinde ifade edilir. Günümüzde kuaterniyonların, reel,

kompleks, dual ve hiper dual kuaterniyonlar olmak üzere farklıtiplerde özellikleri

incelenmektedir. Bilim insanları, kuaterniyonların farklı tiplerini inceleyerek pek

çok çalı̧smalarda bulunmuşlardır.
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Kuaterniyonlar üzerinde eğri tanımıilk olarak K.Baharatti ve M.Nagaraj tarafından

1987 yılında verilmi̧stir. K.Baharatti ve M.Nagaraj, R3 ve R4 uzaylarındaki kuater-

niyonik eğrileri ve onların Frenet çatılarınıçalı̧smı̧slardır. Hacısalihoğlu "Hareket

Geometrisi ve Kuaterniyonların Teorisi" adlı kitabında reel ve dual kuaterniyon-

ların özelliklerini inceleyerek çalı̧smalarda bulunmuştur. Karadağ ise R3 ve R4 uza-

ylarındaki kuaterniyonik eğrilerin harmonik eğriliklerini incelemi̧s Ward ise R3 ve R4

uzaylarındaki kuaterniyonik eğrilerin dönme matrislerini çalı̧smı̧stır ve kuaterniyon-

ların matris formlarınıvermi̧stir. A.C. Coken ve A.Tuna 4-boyutlu semi öklidiyen

uzayında kuaterniyonik eğrilerin diferensiyel geometrisini çalı̧smı̧slardır. Kula, dok-

tora tezinde split kuaterniyonlarıçalı̧smı̧s ve Hamilton operatörleri ile özelliklerini

vermi̧stir.

Öklid uzayında sabit eğilimli veya genel helis eğrisinin hız vektörü, eğri boyunca

sabit bir doğrultu ile sabit açı yapar. Eğriliği κ, torsiyonu τ olan genel helisin

karakterizasyonu ,
κ

τ
oranının eğri boyunca sabit olmasıile ifade edilir. 4- boyutllu

Öklid uzayında benzer karakterizasyon A. Mağden tarafından verilmi̧stir. Mağden’e

göre R4 uzayında alınan bir eğrinin sırasıyla sıfırdan farklık1,, k2,, k3 birinci ,ikinci

ve üçüncü eğriliği için
(k1)

2

(k2)
2 +

[
1

k3

d

ds

(
k1
k2

)]2
oranısabitse bu eğri E4 uzayında bir helis belirtir.

Kuaterniyonik helisler, kuaterniyonlar kullanılarak tanımlanan helislerdir. Yoon, E4

uzayındaki helisleri, kuaterniyonik eğrilerin eğrilikleri yardımıyla,

(
K

k

)2
+

[
1

τ −K
d

ds

(
K

k

)]2
= sabit

denklemi ile karakterize etmi̧stir. Aksoyak, kuaterniyonik helisler için Yoon’un ve

K.Baharatti ile M.Nagaraj yöntemlerine benzer bir yöntem kullanarak yeni bir çatı

tanımlamı̧stır.
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Bu tez çalı̧smasıaltıbölüm başlı̆gından oluşmaktadır. Tezin ikinci bölümünde, tez

çalı̧smasının diğer bölümlerinde kullanılacak olan ön bilgiler ile bazıtemel kavram-

lar verilmi̧stir. Üçüncü bölümde.üç boyutlu ve dört boyutlu uzaylarda tanımlanan

genel kuaterniyonik eğrilerin tanımı, bu eğrilerin Serret-Frenet çatılarıile formülleri

ve genel kuaterniyonik eğriler ile ilgili teoremler verilmi̧stir. Özellikle dört uzayda

K.Baharatti ile M.Nagaraj ve F. Aksoyak’ın çalı̧smalarında kullandıklarıyönteme

benzer bir yöntemle bizde yeni bir çatıtanımlayarak bu çatının Serret- Frenet formül-

lerini elde edilmi̧stir. Daha sonra bu üç çalı̧sma baz alınarak yeni bir Ana teorem

verilerek dört boyutlu uzaylarda uzaydaki kuaterniyonik eğriler içn genel bir çatı

tanımıyapılmı̧stır ve bu çatının Serret- Frenet formülleri verilmi̧stir. Bu bölümde

verilen ana teorem yardımıyla kuaterniyonların sağ ve sol çarpım kullanılarak ku-

aterniyonik helislerin tanımı verilmi̧stir ve bu helislerin çatı yapıları ve eksenleri

hesaplanmı̧stır. Daha sonra bu kuaterniyonik helisler için örnekler verilerek ana

teoremde verilen sağ ve sol çatılarıkullanılarak Serret- Frenet formülleri ve eksen-

leri hesaplanmı̧stır..Tezin dördüncü bölümünde, üçüncü bölümünde tanımladı̆gımız

kuaterniyonik helisler için üç boyutlu uzayda tanımlanan küresel eğriler yardımıyla

yeni karakterizasyonlar verilmi̧stir. Ayrıca kuaterniyonik helis olmasıdurumunda

karakterizasyonlar yine küresel eğirilerin karakterizasyonlarıyardımıyla Mağden ve

Yoon’un verdikleri teoremlere benzer yöntemle verilmi̧stir..Beşinci bölümünde ise

daha önce katsayılarıreel ve dual sayılar ile çalı̧sılmı̧s olan kuaterniyonlar için kat-

sayıları olarak hiper dual sayılar kullanılarak hiper dual kuaterniyonik eğriler ve

onların Serret- Frenet çatılarıve eksenleri üçüncü bölümde ispatıverilen ana teorem

yardımıyla hesaplanmı̧stır. Tezin son bölümünde ise bu tez çalı̧smasında elde edilen

bulgulara ve sonuçlara yer verilmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanım 2.1.1 (Reel Kuaterniyon) q = a1~e1+a2~e2+a3~e3+a4~e4 ve a1, a2, a3, a4 ∈ R

şeklinde tanımlanan bir reel kuaterniyon −→e4 = +1, −→e1 , −→e2 , −→e3 gibi sıralıdört sayıdan

oluşur. Burada ~e4 = +1 kuaterniyonun reel birimi, diğer ~e1, ~e2, ~e3 ise R3 ün standart

baz vektörleri olmak üzere aşağıdaki özellikleri sağlar:

(i) ~e4 = ~ei × ~ei, (1 ≤ i ≤ 3)

(ii) ~ei × ~ej = −~ek = −ej × ei, (i, j, k) ise (123) un çift permütasyonudur.

q = a1~e1 + a2~e2 + a3~e3 + a4~e4 reel kuaterniyonunun skaler kısmıSq = a4 ve vektörel

kısmı~Vq = a1~e1 + a2~e2 + a3~e3 olmak üzere,

q = Sq + ~Vq

şeklinde yazılabilir (Bharathi ve Nagaraj 1987).

Tanım 2.1.2 (Kuaterniyonlar Kümesi)

H =
{
q | q = a1~e1 + a2~e2 + a3~e3 + a4~e4, a1, a2, a3, a4 ∈ R, ~e1, ~e2, ~e3, ~e4 ∈ R3

}
kümesine kuaterniyonlar kümesi denir (Bharathi ve Nagaraj 1987).

Tanım 2.1.3 (İki Kuaterniyonun Toplamı) q1 = Sq1 + ~Vq1 = a1~e1+b1~e2+c1~e3+

d1~e4 ve q2 = Sq2 + ~Vq2 = a2~e1 + b2~e2 + c2~e3 + d2~e4 q1, q2 ∈ H olmak üzere q1 ve

q2 kuaterniyonlarının toplamı,

⊕ : H×H → H

(q1, q2) → q1 ⊕ q2 =
(
Sq1 + ~Vq1

)
+
(
Sq2 + ~Vq2

)
= (Sq1 + Sq2) +

(
~Vq1 + ~Vq2

)
şeklinde tanımlanır (Bharathi ve Nagaraj 1987).
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Bu toplamda Sq1 , Sq2 ∈ R olup “⊕” i̧slemi R nin toplama i̧slemi ve ~Vq1 , ~Vq2 birer

vektör olup ”⊕ ” i̧slemi ise reel vektör uzayının toplamıi̧slemidir.

q1 ⊕ q2 = q2 ⊕ q1 olduğu için (H,+) bir deği̧smeli(Abel) gruptur. (0,0,0,0) kuater-

niyonu sıfır kuaterniyonu olarak tanımlanır ve bu Abel grubunun etkisiz elemanıdır.

Tanım 2.1.4 (Bir Skaler ile Kuaterniyon Çarpımı) λ ∈ R ve q = Sq + ~Vq ∈ H

olmak üzere reel kuaterniyonlar kümesi üzerinde bir skaler ile bir kuaterniyonunun

çarpımı

� : R×H → H

(λ, q) → λ� q = (λa)~e1 + (λb)~e2 + (λc)~e3 + (λd)~e4 = λSq + λ~Vq

şeklinde tanımlanır ve bu çarpım aşağıdaki özellikleri sağlar:

i) λ� (q1 ⊕ q2) = λ� q1 ⊕ λ� q2; ∀q1, q2 ∈ H ve ∀λ ∈ R,

ii) (λ1 + λ2)� q = λ1 � q ⊕ λ� q; ∀λ1,λ2 ∈ R ve ∀q ∈ H,

iii) (λ1.λ2)� q = λ1 � (λ2 � q) ; ∀λ1,λ2 ∈ R ve ∀q ∈ H,

iv) 1� q = q � 1 = q; ∀q ∈ H.

Burada {H,⊕,R,+, .,�} kümesi bir reel vektör uzayıbelirtir. Böylece bu uzaya

kısaca H uzayıdiyebiliriz (Bharathi ve Nagaraj 1987).

Tanım 2.1.5 (Kuaterniyon Çarpımı) q1 = a1~e1 + b1~e2 + c1~e3 + d1~e4 ve

q2 = a2~e1 + b2~e2 + c2~e3 + d2~e4, q1, q2 ∈ H olmak üzere H uzayında, Öklid uzayının

vektörel çarpımıve iç çarpımıkullanılarak iki kuaterniyonun çarpımıaşağıdaki gibi

tanımlanır:

q1 × q2 = Sq1 × Sq2− < ~Vq1 , ~Vq2 > +Sq1 ~Vq2 + Sq2 ~Vq1 + ~Vq1 ∧ ~Vq2 . (1)

5



(Bharathi and Nagaraj 1987).

Lemma2.1 H uzayıüzerinde tanımlanan çarpma i̧slemi aşağıdaki özellikleri sağla-

maktadır:

i) q1, q2 ∈ H olmak üzere q1 × q2 de bir kuaterniyondur.

ii) Kuaterniyon çarpımıbirleşme özelliğini sağlar.

iii) Kuaterniyon çarpımıdağılma özelliğini sağlar.

iv) Kuaterniyon çarpımısağ çarpım ve sol çarpım sonuçlarıfarklıgeldiği için deği̧sme

özelliğini sağlamamaktadır.

Tanım 2.1.6 (İki Kuaterniyonun Eşitliği) ∀q1, q2 ∈ H olmak üzere H uzayı

üzerinde iki kuaterniyonun eşitliği aşağıdaki gibi tanımlanır:

q1 = q2 ⇐⇒ Sq1 = Sq2 ve ~Vq1 = ~Vq2

(Bharathi ve Nagaraj 1987).

Tanım 2.1.7 (Kuaterniyonun Eşleniği) q = a~e1 + b~e2 + c~e3 + d~e4 = Sq + ~Vq ∈ H

olmak üzere;

( ) : H → H

q → q = d~e4 − a~e1 − b~e2 − c~e3 = Sq − ~Vq

şeklinde tanımlanan q̄ ya q kuaterniyonunun eşleniği denir (Bharathi ve Nagaraj

1987).
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Tanım 2.1.8 (Bir Kuaterniyonun Normu) q = a~e1 + b~e2 + c~e3 + d~e4 ∈ H için

‖‖ : H → R

q → ‖q‖

olmak üzere

h(q, q) = ‖q‖2 = q × q̄ = a2 + b2 + c2 + d2

şeklinde tanımlanan ‖q‖ reel sayısına q kuaterniyonunun normu denir (Bharathi ve

Nagaraj 1987).

Tanım 2.1.9 (Birim Reel Kuaterniyon) q0 ∈ H olmak üzere q0 kuaterniyonunun

normu ‖q0‖=1 ise q0 kuaterniyonuna birim reel kuaterniyon denir (Bharathi ve Na-

garaj 1987).

Tanım 2.1.10 (Birim Kuaterniyonunun Ekseni)

qo =
q

‖q‖ =
a~e1 + b~e2 + c~e3 + d~e4√

a2 + b2 + c2 + d2

qo birim reel kuaterniyonu

qo = cosw + S0 sinw

şeklinde yazılabilir. Eğer a2 + b2 + c2 6= 0 ise

cosw =
d√

a2 + b2 + c2

sinw =
a2 + b2 + c2√
a2 + b2 + c2

olacak şekilde qo birim reel kuaterniyonunun ekseni

S0 =
ae1 + be2 + ce2√
a2 + b2 + c2

olarak tanımlar (Bharathi ve Nagaraj 1987).
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Tanım 2.1.11 (Kuaterniyon İç Çarpımı) ∀q1, q2 ∈ H olmak üzere

h : H×H → R

(q1, q2) → h (q1, q2) =
1

2
(q1 × q2 + q2 × q1)

olacak şekilde bir simetrik, reel değerli, bilineer h formu tanımlarsak bu forma ku-

aterniyonik iç çarpım denir (Bharathi ve Nagaraj 1987).

Tanım 2.1.12 q1, q2 ∈ H olmak üzere eğer h (q1, q2) = 0 ise q1 ile q2 kuaterniyonuna

h-ortogonal denir (Bharathi ve Nagaraj 1987).

Tanım 2.1.13 (Bir Kuaterniyonun Tersi) q = a~e1 + b~e2 + c~e3 + d~e4 ∈ H olmak

üzere q kuaterniyonunun tersi

( )−1 : H−{0} → H−{0}

q → (q)−1 =
q̄

‖q‖2

olacak şekilde tanımlanır (Bharathi and Nagaraj 1987).

Tanım 2.1.14 (Uzaysal Kuaterniyon) q = a~e1+ b~e2+ c~e3+d~e4 ∈ H olmak üzere

{q ∈ H |q + q̄ = 0}

şartınısağlayan kuaterniyonlara uzaysal (spatial) kuaterniyon denir.

Uzaysal (spatial) kuaterniyonların kümesi, üç boyutlu vektör uzayıolan R3 uzayına

izomorftur. Uzaysal (spatial) kuaterniyonların skaler kısımlarıSq = 0 ve vektörel

kısımları ~Vq 6= 0 dır.Bu iki özellik kullanılarak q1 ve q2 iki uzaysal kuaterniyonun

kuaterniyon çarpımınıaşağıdaki gibi hesaplayabiliriz:

q1 × q2 = − < q1, q2 > +q1 ∧ q2

(Bharathi ve Nagaraj 1987).
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Tanım 2.1.15 (Temporal Kuaterniyon) q = a~e1 + b~e2 + c~e3 + d~e4 ∈ H olmak

üzere

{q ∈ H |q − q̄ = 0}

şartınısağlayan kuaterniyonlara temporal kuaterniyon denir.(Bharathi ve Nagaraj

1987).

Temporal kuaterniyonlarıiçin skaler kısımlarıSq 6= 0 ve vektörel kısımları

~Vq = 0 dır. Bu iki özellik kullanılarak q1 ve q2 iki temporal kuaterniyonun kuater-

niyon çarpımınıaşağıdaki gibi hesaplayabiliriz:

q1 × q2 = − < q1, q2 >

(Bharathi ve Nagaraj 1987).

Lemma2.2 Uzaysal ve temporal kuaterniyonlarıkullanarak genel bir kuaterniyonu

q =
1

2
(q + q̄) +

1

2
(q − q̄)

şeklinde yazabiliriz.

Tanım 2.1.16 (Küresel Eğriler) E3 de merkezi a ve yarıçapır olan bir küre S2

ile gösterilir ve S2 = {P ∈ E3 |< −−−→P − a,−−−→P − a >= r2} şeklinde tanımlanır. Burada

P ∈ S2 ⊂ E3, P = (p1, p2, p3), ~a = (a1, a2, a3) için
−−−→
P − a = (a1− p1, a2− p2, a3− p3)

olup (a1 − p1)2 + (a2 − p2)2 + (a3 − p3)2 = r2 elde edilir.

E3de verilen bir α eğrisi bir S2 küresi üzerinde yatıyor ise α eğrisine küresel eğri

denir (Sabuncuoğlu 2001).

Tanım 2.1.17 (Helis Olma Şartı) E3 te α(s) : I → E3 eğrisi verilsin. κ ve

τ ,eğriliği ve burulmasıve κ 6= 0 olmak üzere α eğrisinin helis olmasıiçin gerek ve

yeter koşul
τ

κ
nın sabit olmasıdır (Sabuncuoğlu 2001).
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Tanım 2.1.18 (CCR Eğri Olma Şartı) α : I → Rn eğrisinin sıfırdan farklıtüm

eğrilikleri için
ki+1
ki

oranısabit ise bu eğriye bir CCR eğrisi denir (Monterde 2004).
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3. GENEL KUATERNİYONİK EĞRİLER

Bu bölümde öncelikle Nagaraj ve Bharathi tarafından E3 ve E4 uzaylarındaki kuater-

niyonik eğrilerin Frenet- Serret formülleri vereceğiz. Daha sonra E4 uzayındaki bir

kuaterniyonik eğri için Nagaraj ve Bharathi’ın kullandı̆gıyönteme benzer bir yolla

kuaterniyonlar için genel bir kuaterniyonik çatıinşa edeceğiz. Bunun bir uygulaması

olarak helisler için kuaterniyonların sağdan ve soldan çarpma özelliğini kullanarak

Sağ Helis ve Sol Helis için iki ayrıçatılarıtanımlayacağız ve bunların karakterizas-

yonlarıvereceğiz.

3.1 3-Boyutlu Uzayda Kuaterniyonik Eğriler

Tanım 3.1.1 (3-Boyutlu Uzayda Kuaterniyonik Eğriler) R nin bir I = [0, 1]

açı̆gınıalalım.
{
β ∈ H, β + β̄ = 0

}
olmak üzere,

β : I ⊂ R −→ H

s −→ β(s) = β1(s)~e1 + β2(s)~e2 + β3(s)~e3
(2)

s yay parametresi olmak β(s) eğrisine H uzayında bir kuaterniyonik eğri denir.

Burada
h(t(s), t(s)) = h(n(s), n(s)) = h(b(s), b(s)) = 1

h(t(s), n(s)) = h(t(s), b(s)) = h(n(s), b(s)) = 0

bulunur (Bharathi. ve Nagaraj 1987).

β(s) eğrisinin Frenet çatısı {t(s), n(s), b(s)} olsun. Burada t(s), β(s) eğrisinin

tanjant vektörü n(s), β(s) eğrisinin birim normal vektörü b(s), β(s) eğrisinin birim

binormal vektörüdür. k(s), r(s) sırasıyla β(s) eğrisinin birinci eğriliği ve torsiyonu
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olmak üzere β(s) eğrisinin Frenet formülleri aşağıdaki gibi verilir,

t′(s) = k(s)n(s),

n′(s) = −k(s)t(s) + r(s)b(s),

b′(s) = −r(s)n(s).

(3)

t(s) = β′(s) ve k(s) = ‖t′(s)‖ dir (Bharathi ve Nagaraj 1987).

Teorem 3.1.1 β = β(s), E3’de Frenet elemanları{t(s), n(s), b(s); k(s), r(s)} olan

bir uzaysal kuaterniyonik eğri olsun. Frenet elemanları{t(s), n(s), b(s); k(s), r(s)}

kullanılarak, Uzunoğlu, Yaylıve Gök’ün 2016 yılındaki çalı̧smalarına benzer yön-

temle β(s) eğrisi boyunca alternatif bir hareketli kuaterniyonik çatıoluşturabiliriz.

β(s) eğrisinin n(s), c(s) =
n′(s)

‖n′(s)‖ = −k
f
t +

r

f
b ve w(s) = n(s) × c(s) =

r

f
t +

k

f
b

frenet vektörlerinin türevleri alınarak alternatif hareketli frenet çatıaşağıdaki gibi

bulunur:
n′(s) = f(s)c(s)

c′(s) = −f(s)n(s) + g(s)w(s)

w′(s) = −g(s)c(s)

burada f =
√
k2 + r2 ve g =

k2

k2 + r2

( r
k

)′
, γ(s) eğrisinin alternatif hareketli frenet

çatısının eğrilikleridir.

Ayrıca bu yeni alternatif hareketli kuaterniyonik frenet vektörleri,

h(n, n) = h(c, c) = h(w,w) = 1 ve h(n, c) = h(n,w) = h(c, w) = 0

eşitliklerini sağlar.

3.2 4-Boyutlu Uzayda Kuaterniyonik Eğriler

Tanım 3.2.1 (4-Boyutlu Uzayda Kuaterniyonik Eğriler) Dört boyutlu Öklid

uzayıR4 birim kuaterniyonların uzayıH ile tanımlanır. R nin bir I = [0, 1] aralı̆gını
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alalım ve s∈ I eğri boyunca yay uzunluğu parametresi olmak üzere

γ : I ⊂ R −→ H

s −→ γ(s) = γ0(s)~e1 + γ1(s)~e2 + γ2(s)~e3 + γ3(s)~e4
(4)

γ(s) eğrisine H te birim kuaterniyonik eğri denir.

γ(s) eğrisinin Frenet çatısıaşağıdaki eşitlikler kullanılarak bulunur.

h(T (s), T (s)) = h(N1(s), N1(s)) = h(N2(s), N2(s)) = h(N3(s), N3(s)) = 1

ve

h(T,N1) = h(T,N2) = h(T,N3) = h(N1, N2) = h(N2, N3) = 0

bulunur (Bharathi ve Nagaraj 1987).

γ(s) eğrisinin Frenet çatısı{T (s), N1(s), N2(s), N3(s)} ve sıfırdan farklıeğrilikleri

{K(s), k(s), (r −K) (s)} olsun. Burada T (s), γ(s) eğrisinin tanjant vektörü,

N1(s), N2(s), N3(s) γ(s) eğrisinin birim normal vektörleridir. K(s), k(s), (r −K) (s)

sırasıyla γ(s) eğrisinin birinci eğriliği, torsiyonu ve bitorsiyonu olmak üzere, γ(s)

eğrisinin Frenet formülleri aşağıdaki gibi verilir,

T
′
(s) = K(s)N1(s),

N ′1(s) = −K(s)T (s) + k(s)N2(s),

N ′2(s) = −k(s)N1(s) + (r −K) (s)N3(s),

N ′3(s) = − (r −K) (s)N2(s).

(5)

T (s) = γ′(s) ve K(s) = ‖T ′(s)‖ dir.

γ(s) eğrisinin Frenet formülleri E3 uzayındaki β(s) eğrisinin Frenet formülleri kul-

lanılarak elde edilir (Bharathi ve Nagaraj 1987).
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Nagaraj ve Bharathi , çalı̧smalarında aşağıda verilen teori ile üçboyutlu uzaydaki

β(s) birim spatial kuaterniyonik eğrilerinin Serret-Frenet formüllerini kullanarak

dört boyutlu uzayda bulunan γ(s) eğrilerinin Serret-Frenet formülleri vermi̧slerdir.

Bu ili̧skiler sadece kuaterniyonlar için belirlenir (Bharathi ve Nagaraj 1987).

β(s) birim spatial kuaterniyonik eğrisinin frenet elemanları{t(s), n(s), b(s); k(s),

r(s) ve γ(s) kuaterniyonik eğrisinin frenet elemanları{T (s), N1(s), N2(s), N3(s);K(s),

k(s), (r −K) (s)} olmak üzere dört boyutlu uzayda tanımlanan γ(s) kuaterniyonik

eğrisi, üç boyutlu uzayda tanımlanan β(s) birim spatial kuaterniyonik eğrisi ile il-

i̧skilidir, çünkü birim uzaysal kuaterniyon N1(s) ×T̄ (s) Bharathi K. and Nagaraj

M. 1987 yılındaki çalı̧smalarında β(s) eğrisinin birim teğet vektörüne eşittir. Daha

sonra, üç boyutlu uzaydaki β(s) eğrisinin Frenet vektörleri ve eğrilik fonksiyonları

kullanılarak, dört boyutlu uzaydaki γ(s) kuaterniyonik eğrisinin diğer Frenet vek-

törleri ve eğrilikleri aşağıdaki gibi elde edilir Bu ili̧skiler:

N1(s) = t(s)× T (s), t(s) = N1(s)× T̄ (s),

N2(s = n(s)× T (s), n(s) = N2(s)× T̄ (s),

N3(s) = b(s)× T (s), b(s) = N3(s)× T̄ (s),

h(T (s), T (s)) = h(N1(s), N1(s)) = h(N2(s), N2(s)) = h(N3(s), N3(s)) = 1,

h(T (s), N1(s)) = h(T (s), N3(s)) = h(N1(s), N2(s)) = h(N2(s), N3(s)) = 0

olarak elde edilmi̧stir (Bharathi ve Nagaraj 1987).

Şimdi bu ili̧skilerin nasıl elde edildiğini gösterelim:

T (s)=γ′(s), K(s) = ‖T ′(s)‖olmak üzere,

N1(s) =
T ′(s)

‖T ′(s)‖ olarak tanımlansın. T (s) nin türevini alınırsa,

T ′(s) = K(s)N1(s)

olarak bulunur.
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N1(s) = t(s)× T (s) eşitliğin türevi alınırsa„

N ′1(s) = t′(s)× T (s) + t(s)× T ′(s)

elde edilir.

Burada t′(s) = k(s)n(s) ve T ′(s) = K(s)N1(s) eşitlikleri yerine yazılırsa,

N ′1(s) = k(s)n(s)× T (s) + t(s)×K(s)N1(s)

bulunur. Bu eşitlik düzenlenirse

N ′1(s) = −K(s)T (s) + k(s)N2(s)

elde edilir.

N2(s) = n(s)× T (s) eşitliğin türevi alınırsa

N ′2(s) = n′(s)× T (s) + n(s)× T ′(s)

elde edilir.

Burada n′(s) = k(s)t(s) + r(s)b(s) ve T ′(s) = K(s)N1(s) eşitlikleri yerine yazılırsa,

N ′2(s) = (k(s)t(s) + r(s)b(s))× T (s) + n(s)×K(s)N1(s)

bulunur. Bu eşitlik düzenlenirse

N ′2(s) = −k(s)N1(s) + (r(s)−K(s))N3

elde edilir.
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N3(s) = b(s)× T (s) eşitliğin türevi alınırsa

N ′3(s) = b′(s)× T (s) + b(s)× T ′(s)

elde edilir. Burada b′(s) = −r(s)n(s) ve T ′(s) = K(s)N1(s) eşitlikleri yerine

yazılırsa,

N ′3(s) = −r(s)n(s)× T (s) +K(s)b(s)× t(s)× T (s)

bulunur. Bu eşitlik düzenlenirse

N ′3(s) = −(r −K)(s)N2(s)

elde edilir.(Bharathi ve Nagaraj 1987).

Burada γ(s) kuaterniyonik eğrisinin torsiyonu, β(s) birim spatial kuaterniyonik

eğrisinin birinci eğriliğidir, γ(s) kuaterniyonik eğrisinin bitorsiyonu (r−K) ve r(s),

β(s) birim spatial kuaterniyonik eğrisinin torsiyonu ve K(s) ise γ(s) kuaterniyonik

eğrisinin birinci eğriliği olduğunu vurgulamak istiyoruz.

Teorem 3.2.1 R nin bir I = [0, 1] aralı̆gıve s∈ I kuaterniyonik eğri boyunca yay

uzunluğu parametresi olmak üzere

γ : I ⊂ R −→ H

s −→ γ(s) = γ0(s)~e1 + γ1(s)~e2 + γ2(s)~e3 + γ3(s)~e4
(6)

Frenet vektörleri {T (s), N1(s), N2(s), N3(s)} ve sıfırdan farklıeğrilikleri

{K(s), k(s), (r −K) (s) olmak üzere γ(s) kuaterniyonik eğrisinin Frenet formülleri

şu şekilde gösterilir:

T
′
(s) = K(s)N1(s),

N ′1(s) = −K(s)T (s) + k(s)N2(s),

N ′2(s) = −k(s)N1(s) + (r −K) (s)N3(s),

N ′3(s) = − (r −K) (s)N2(s).
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Burada T (s)=γ′(s) bir birim tanjant vektörü, N1(s), N2(s), N3(s) γ(s) eğrisinin

birim normal vektörleridir. K(s) = ‖T ′(s)‖ , k(s), (r −K) (s) sırasıyla γ(s) kuater-

niyonik eğrisinin birinci eğriliği, torsiyonu ve bitorsiyonudur.(Bharathi ve Nagaraj

1987).

Önerme: 3.2.1 F. Aksoyak, ANew Type of Quaternionic Frame in R4 çalı̧smasında

üç boyutlu uzayda bulunan β(s) birim spatial kuaterniyonik eğrisinin Serret- Frenet

formüllerini kullanarak dört boyutlu uzay tanımlanan γ(s) kuaterniyonik eğrisinin

Serret-Frenet formüllerini ve Frenet elemanlarınıNagaraj ve Bharathi’nin kullandı̆gı

yönteme benzer bir yöntem kullanarak aşağıdaki ili̧skileri vermi̧stir :

Üç boyutlu uzayda, Frenet vektörleri {t(s), n(s), b(s)} ve sıfırdan farklıeğrilikleri

{k(s), r(s)} olan β(s) birim spatial kuaterniyonik eğrisi ve dört boyutlu uzayda

Frenet vektörleri T (s), N1(s), N2(s), N3(s)} ve sıfırdan farklıeğrilikleri

{K(s), k(s), (r −K) (s)olan γ(s) kuaterniyonik eğrisi olsun.

Dört boyutlu uzayda tanımlanan γ(s) kuaterniyonik eğrisi, üç boyutlu uzayda tanım-

lanan β(s) spatial kuaterniyonik eğrisi ile ili̧skilidir, çünküN1(s) ×T̄ (s) birim spatial

kuaterniyonu , β(s) birim spatial kuaterniyonik eğrisinin birim binormaline eşittir.

Daha sonra, üç boyutlu uzaydaki β(s) eğrisinin Frenet vektörleri ve eğrilik fonksi-

yonlarıkullanılarak, dört boyutlu uzaydaki γ(s) kuaterniyonik eğrisinin diğer Frenet

vektörleri ve eğrilikleri aşağıdaki gibi elde edilir Bu ili̧skiler:

N1(s) = b(s)× T (s), b(s) = N1(s)× T̄ (s),

N2(s) = n(s)× T (s), n(s) = N2(s)× T̄ (s),

N3(s) = t(s)× T (s), t(s) = N3(s)× T̄ (s),

h(T (s), T (s)) = h(N1(s), N1(s)) = h(N2(s), N2(s)) = h(N3(s), N3(s)) = 1,

h(T (s), N1(s)) = h(T (s), N3(s)) = h(N1(s), N2(s)) = h(N2(s), N3(s)) = 0.

Şimdi bu ili̧skilerin nasıl elde edildiğini gösterelim:
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T (s)=γ′(s) ve K(s) = ‖T ′(s)‖olmak üzere,

N1(s) =
T ′(s)

‖T ′(s)‖ olarak tanımlansın. T (s) nin türevini alınırsa

T ′(s) = K(s)N1(s)

olarak bulunur.

N1(s) = b(s)× T (s) eşitliğin türevi alınırsa

N ′1(s) = b′(s)× T (s) + b(s)× T ′(s)

elde edilir.

Burada b′(s) = −r(s)n(s) ve T ′(s) = K(s)N1(s) eşitlikleri yerine yazılırsa,

N ′1(s) = −r(s)n(s)× T (s) + b(s)×K(s)N1(s)

bulunur. Bu eşitlik düzenlenirse

N ′1(s) = −K(s)T (s)− r(s)N2(s)

elde edilir.

N2(s) = n(s)× T (s) eşitliğin türevi alınırsa

N ′2(s) = n′(s)× T (s) + n(s)× T ′(s)

elde edilir.

Burada n′(s) = k(s)t(s) + r(s)b(s) ve T ′(s) = K(s)N1(s) eşitlikleri yerine yazılırsa,

N ′2(s) = (k(s)t(s) + r(s)b(s))× T (s) + n(s)×K(s)N1(s)
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bulunur. Bu eşitlik düzenlenirse

N ′2(s) = r(s)N1(s) + (K(s)− k(s))N3

elde edilir.

N3(s) = t(s)× T (s) eşitliğin türevi alınırsa

N ′3(s) = t′(s)× T (s) + t(s)× T ′(s)

elde edilir.

Burada t′(s) = k(s)n(s) ve T ′(s) = K(s)N1(s) eşitlikleri yerine yazılırsa,

N ′3(s) = k(s)n(s)× T (s) + t(s)×K(s)N1(s)

bulunur. Bu eşitlik düzenlenirse

N ′3(s) = −(K(s)− k(s))N2(s)

elde edilir.
T
′
(s) = K(s)N1(s),

N ′1(s) = −K(s)T (s)− r(s)N2(s),

N ′2(s) = rN1(s) + (K − k) (s)N3(s),

N ′3(s) = − (K − k) (s)N2(s).

(7)

(Aksoyak 2019).

Bizde çalı̧smamızın bu kısmında, Nagaraj-Bharathi ve F. Aksoyak’ın çalı̧smalarına

benzer yöntemle dört boyutlu uzayda tanımlanan kuaterniyonik eğriler için yeni

alternetif bir çatıtanımlayacağız. Biz üç boyutlu uzaydaki ve dört boyutlu uzay-

daki β(s) ve γ(s) eğrilerinin eğrilikleri arasındaki ili̧skiyi Nagaraj-Bharathi ve F.

Aksoyak’ın çalı̧smalarında kullandı̆gı yöntemlere benzer bir yöntemle ve Teorem
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3.1.1’den yararlanarak şu şekilde belirledik:

Teorem 3.2.2 Üç boyutlu uzayda, Frenet vektörleri {n(s), c(s), w(s)} ve sıfır-

dan farklıeğrilikleri {f(s), g(s)} olan β(s) birim spatial kuaterniyonik eğrisi ve dört

boyutlu uzayda Frenet vektörleri {T (s), N1(s), N2(s), N3(s)} ve sıfırdan farklıeğri-

likleri {K(s), k(s), (r −K) (s) olan γ(s) kuaterniyonik eğrisi olsun.

Dört boyutlu uzayda tanımlanan γ(s) kuaterniyonik eğrisi, üç boyutlu uzayda tanım-

lanan β(s) spatial kuaterniyonik eğrisi ile ili̧skilidir, çünkü N1(s) ×T̄ (s) birim spa-

tial kuaterniyonu , β(s) eğrisinin birim normaline eşit olsun.Daha sonra, üç boyutlu

uzaydaki β(s) eğrisinin Frenet vektörleri ve eğrilik fonksiyonlarıkullanılarak, dört

boyutlu uzaydaki γ(s) kuaterniyonik eğrisinin diğer Frenet vektörleri ve eğrilikleri

aşağıdaki gibi elde edilir:

N1(s) = n(s)× T (s), n(s) = N1(s)× T̄ (s),

N2(s) = c(s)× T (s), c(s) = N2(s)× T̄ (s),

N3(s) = w(s)× T (s), w(s) = N3(s)× T̄ (s),

f(s) =
√
k2(s) + r2(s)

g(s) = σf(s), σ =
k2(s)

(k2(s) + r2(s))
3
2

(
r(s)

k(s)

)′
,

h(T (s), T (s)) = h(N1(s), N1(s)) = 1,

h(N2(s), N2(s)) = h(N3(s), N3(s)) = 1,

h(T (s), N1(s)) = h(T (s), N2(s)) = h(T (s), N3(s)) = 0

h(N1(s), N2(s)) = h(N2(s), N3(s)) = 0.

Bu denklemler yardımıyla oluşan yeni çatımızın Frenet formüllerinin nasıl bulun-

duğunu aşağıda gösterelim:

T (s)=γ′(s) K(s) = ‖T ′(s)‖olmak üzere,
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N1(s) =
T ′(s)

‖T ′(s)‖ olarak tanımlansın. T (s) nin türevini alınırsa

T ′(s) = K(s)N1(s)

olarak bulunur.

N1(s) = n(s)× T (s) eşitliğin türevi alınırsa

N ′1(s) = n′(s)× T (s) + n(s)× T ′(s)

elde edilir. f(s) =
√
k2(s) + r2(s) olmak üzere burada n′(s) = f(s)c(s) ve

T ′(s) = K(s)N1(s) eşitlikleri yerine yazılırsa,

N ′1(s) = f(s)c(s)× T (s) + n(s)×K(s)N1(s)

bulunur. Bu eşitlik düzenlenirse

N ′1(s) = −K(s)T (s) + f(s)N2(s)

elde edilir.

N2(s) = c(s)× T (s) eşitliğin türevi alınırsa

N ′2(s) = c′(s)× T (s) + c(s)× T ′(s)

elde edilir.

g(s) = σf(s) ve σ =
k2(s)

(k2(s) + r2(s))
3
2

(
r(s)

k(s)

)′
olmak üzere burada

c′(s) = −f(s)n(s) + g(s)w(s)veT ′(s) = K(s)N1(s)

eşitlikleri yerine yazılırsa,
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N ′2(s) = −f(s)n(s) + g(s)w(s)× T (s) + c(s)×K(s)N1(s)

bulunur. Bu eşitlik düzenlenirse

N ′2(s) = −f(s)N1(s) + (g(s)−K(s))N3

elde edilir.

N3(s) = w(s)× T (s) eşitliğin türevi alınırsa

N ′3(s) = w′(s)× T (s) + w(s)× T ′(s)

elde edilir.

Burada w′(s) = −g(s)c(s) ve T ′(s) = K(s)N1(s) eşitlikleri yerine yazılırsa,

N ′3(s) = −g(s)c(s) +K(s)T (s) + w(s)×K(s)N1(s)

bulunur. Bu eşitlik düzenlenirse

N ′3(s) = −(g(s)−K(s))N2(s)

elde edilir.
T
′
(s) = K(s)N1(s),

N ′1(s) = −K(s)T (s) + f(s)N2(s),

N ′2(s) = −f(s)N1(s) + (g(s)−K(s)N3(s),

N ′3(s) = − (g(s)−K(s))N2(s).

(8)

3.3. 4-Boyutlu Uzaydaki Kuaterniyonik Eğriler İçin Ana Teorem

Teorem 3.3.1 (Ana Teorem) X(s), s yay parametresine bağlıdüzgün bir birim

kuaterniyonik fonksiyon ve Y (s) =
1

‖X ′(s)‖X
′(s) de, X(s) tarafından üretilen bir
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birim kuaterniyon olsun.

γ : I ⊂ R −→ H

s −→ γ(s) = γ0(s)~e1 + γ1(s)~e2 + γ2(s)~e3 + γ3(s)~e4

dört boyutlu uzayda tanımlanan γ(s) kuaterniyonik eğrisi, üç boyutlu uzayda tanım-

lanan βi(s) =
∫
ξi(s)ds (i = R ve i = L) birim spatial kuaterniyonik eğrisi ile

bağlantılıdır. βi(s) =
∫
ξi(s)ds eğrisi i = R ve i = L için sırasıyla ξR = Y (s)× X̄(s)

ve ξL = X̄(s) × Y (s) olarak elde edilir. Yani Y (s) fonksiyonu ile X̄(s) fonksiy-

onu sırasıyla sağ ve sol kuaterniyon çarpımıkullanılarak γ(s) kuaterniyonik eğrisi

boyunca X(s) fonksiyonu yardımıyla iki farklıtipte Frenet formülü oluşturabiliriz.

Buradaki en önemli nokta
{
ξi(s), ηi(s) =

ξ′i(s)

ξi′s)
, %i(s) = ξi(s)× ηi(s)

}
, βi(s) birim

kuaterniyonik eğrisinin genel hareketli ortonormal kuaterniyonik çatısıolmasıdır.

Tip I (Sağ Çarpım Frenet Çatısı)

X
′
(s) = r3(s)Y (s),

Y ′(s) = −r3(s)X(s) + r1(s)ZR(s),

Z ′R(s) = −r1(s)Y (s) + (r2 − r3) (s)WR(s),

W ′
R(s) = − (r2 − r3) (s)ZR(s).

(9)

ξR(s) = Y (s)× X̄(s) koşulunu sağlayan γ(s) kuaterniyonik eğrisi boyunca

{X(s), Y (s), Z(s) = ηR(s)×X(s),W (s) = %R(s)×X(s)} ortonormal çatısıyazıla-

bilir. γ(s) kuaterniyonik eğrisinin sıfırdan farklıeğrilikleri r3(s) = ‖X ′(s)‖ birinci

eğriliği, r1(s) torsiyonu ve (r2 − r3) (s) ise bitorsiyonudur. Burada önemli bir nokta

vardır ki bu da r1(s) ve r2(s) eğrilikleri sırasıyla βR(s) =
∫
ξR(s)ds birim spatial

kuaterniyon eğrisinin eğriliği ve torsiyonudur.
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Tip II (Sol Çarpım Frenet Çatısı)

X
′
(s) = r̃3(s)Y (s),

Y ′(s) = −r̃3(s)X(s) + r̃1(s)ZL(s),

Z ′L(s) = −r̃1(s)Y (s) + (r̃2 + r̃3) (s)WL(s),

W ′
L(s) = − (r̃2 + r̃3) (s)ZL(s).

(10)

ξL(s) = X̄(s)× Y (s) koşulunu sağlayan γ(s) kuaterniyonik eğrisi boyunca

{X(s), Y (s), Z(s) = X(s)× ηL(s),W (s) = X(s)× %L(s)} ortonormal çatısı yazıla-

bilir. γ(s) kuaterniyonik eğrisinin sıfırdan farklıeğrilikleri r̃3(s) = ‖X ′(s)‖ birinci

eğriliği, r̃1(s) torsiyonu ve (r̃2 + r̃3) (s) ise bitorsiyonudur. Burada önemli bir nokta

vardır ki bu da r̃1(s) ve r̃2(s) eğrilikleri sırasıyla βL(s) =
∫
ξL(s)ds birim spatial

kuaterniyon eğrisinin eğriliği ve torsiyonudur.

İspat. γ(s), s yay uzunluğu parametresi ile tanımlı düzgün bir eğri ve X(s),

4−boyutlu uzayda s yay uzunluğu parametresi ile tanımlıdüzgün bir birim kuater-

niyonik fonksiyon olsun. X(s) birim kuaterniyonik fonksiyon olduğundan ‖X(s)‖ =

1 dir. γ(s) eğrisi, γ(s) =
∫
X(s)ds yani γ′(s) = X(s) olarak belirlenebilir. Kuater-

niyonik iç çarpım tanımıkullanılarak

X(s)× X̄(s) = 1 (11)

olarak bulunur. Bu eşitliğin s yay uzunluğu parametresine göre türevi alınırsa,

X ′(s)× X̄(s) +X(s)× X̄ ′(s) = 0. (12)

elde edilir. Bulduğumuz bu son eşitlik iki önemli sonuç verir:

i) X ′(s) ile X(s) ortogonaldir yani h(X(s), X ′(s)) = 0 dır.

ii) X ′(s)× X̄ (s) düzgün birim spatial kuaterniyondur.
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γ(s) eğrisinin birinci eğriliği r3(s) = ‖X ′(s)‖ olarak tanımlanır. E4 uzayında s yay

uzunluğu parametresine bağlıyeni düzgün birim kuaterniyon olarak

Y (s) =
1

‖X ′(s)‖X
′(s) =

1

r3(s)
X ′(s) şeklinde yazılabilir. Bulduğumuz bu eşitliği

X ′(s) = ‖X ′(s)‖Y (s) = r3(s)Y (s), ‖Y (s)‖ = 1 (13)

şeklinde yazabiliriz.

(12) ve (13) denklemlerinden

Y (s)× X̄(s) +X(s)× Ȳ (s) = 0. (14)

söylenebilir. (14) denklemi bize Y (s) ile X(s) birim kuaterniyonik fonksiyonlarının

ortogonal olduğunu gösterir yani h(Y (s), X(s)) = 0 ve Y (s)×X̄(s) veya X̄(s)×Y (s)

eşitliklerinin bir spatial birim kuaterniyon olduğunu gösterir. Buradan

ξR(s) = Y (s) × X̄(s) veya ξL(s) = X̄(s) × Y (s) gibi iki birim spatial kuaterniyon

belirlenebilir. Bu iki birim spatial kuaterniyon yardımıyla γ(s) eğrisi için iki farklı

çatı inşa edebiliriz. İspatında devamında Tip I ve Tip II de tanımlanan çatıların

inşasınıvereceğiz.

i) Tip I’de tanımlanan Sağ Çarpım Frenet Çatısınıaşağıdaki gibi inşa edelim:

X(s) ve Y (s),4−boyutlu uzayında birim spatial kuaterniyon olduklarıiçin

ξR(s) = Y (s)× X̄(s) bir birim spatial kuaterniyondur. γ(s) eğrisi boyunca

ξR(s) = Y (s)× X̄(s) olduğundan

Y (s) = ξR(s)×X(s) (15)

şeklinde yazılabilir. Böylelikle 3-boyutlu uzayda yeni bir birim spatial kuaterniyon
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eğri olarak β(s) =
∫
ξR(s)ds belirleyebiliriz. 3−boyutlu uzaydaki β(s) kuaterniyonik

eğrisi için Frenet formülleri oluşturmak için Bharathi K. ve Nagaraj M. 1987 deki

çalı̧smalarında benzer yöntemleri kullanarak yeni Frenet çatımızı{
ξR(s), ηR(s) =

ξ′R(s)

ξ′Rs)
, %R(s) = ξR(s)× ηR(s)

}
inşa edebiliriz. Yeni Frenet çatımız


ξ′R(s)

η′R(s)

%′R(s)

 =


0 r1(s) 0

−r1(s) 0 r2(s)

0 −r2(s) 0



ξR(s)

ηR(s)

%R(s)

 (16)

şeklinde ifade edilebilir. Burada r1(s) = ‖ξ′R(s)‖ ve r2(s), 3−boyutlu uzaydaki β(s)

eğrisinin sırasıyla eğriliği ve torsiyonudur.

Şimdiye kadar X(s) = γ′(s) ve Y (s) = Y (s) = ξR(s) × X(s) olarak ifade edildi.

Buradan Y (s) = ξR(s) × X(s) eşitliğinin türevini alırsak ve (16) daki denklemleri

kullanırsak,

Y ′(s) = ξ′R(s)×X(s) + ξR(s)×X ′(s) (17)

= r1(s)ηR(s)×X(s) + ξR(s)× r3(s)Y (s)

= r1(s)ηR(s)×X(s) + r3(s)ξR(s)× Y (s)

olarak bulunur.

Eşitlik (15) deki gibi Z(s) = ηR(s)×X(s) birim ve düzgün kuaterniyonu tanımlarsak

ve bunu (17) de yerine yazarsak,

Y ′(s) = r1(s)ηR(s)×X(s) + r3(s)ξR(s)× Y (s)

= −r3(s)X(s) + r1(s)Z(s)

bulunur. Burada Z(s) kuaterniyonu hakkında,

h(X(s), Z(s)) = h(Y (s), Z(s)) = 0 ve h(Z(s), Z(s)) = 1
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olduğu görülür ve bu da bize Z(s) kuaterniyonun birim kuaterniyon olduğunu ve

X(s) ve Y (s) kuaterniyonlarıile ortogonal olduğunu gösterir.

Z(s) = ηR(s)×X(s) eşitliğinin türevini alırsak,

Z ′(s) = η′R(s)×X(s) + ηR(s)×X ′(s) bulunur.

η′R(s) = −r1(s)ξR(s) + r2(s)%R(s), X ′(s) = r3(s)Y (s) ve Y (s) = ξR(s) × X(s)

eşitlikleri yerine yazılırsa,

Z ′R(s) = (−r1(s)ξR(s) + r2(s)%R(s))×X(s) + ηR(s)× (r3(s)Y (s)) (18)

= −r1(s)ξR(s)×X(s) + r2(s)%R(s)×X(s) + r3(s)(ηR(s)× ξR(s)×X(s))

bulunur ve burada yeni birim ve düzgün bir kuaterniyon WR(s) = %R(s) × X(s)

şeklinde tanımlanır. Bu kuaterniyon (18) denkleminde yerine yazılırsa

Z ′R(s) = −r1(s)Y (s) + (r2 − r3)(s)WR(s)

elde edilir.

Yukarıda tanımlanan WR(s) = %R(s)×X(s) kuaterniyonunun türevi alınırsa

W ′
R(s) = %′R(s)×X(s) + %R(s)×X ′(s) bulunur.

%′R(s) = −r2(s)ηR(s) ve X ′(s) = r3(s)Y (s) eşitlikleri yerine yazılırsa,

W ′
R(s) = −r2(s)ηR(s)×X(s) + r3(s)%R(s)× Y (s) elde edilir.

ZR(s) = ηR(s)×X(s) ve %R(s) = ξR(s)× ηR(s) eşitlikleri yerine yazılırsa,

W ′
R(s) = − (r2 − r3) (s)ZR(s)
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elde edilir.

Sonuç olarak γ(s) eğrisinin, 4-boyutlu uzayda yeni Frenet elemanları

{X(s), Y (s), ZR(s), WR(s)} olmak üzere Tip I Sağ Çarpım Frenet Çatısıiçin, Frenet

formülleri aşağıdaki gibi yazılabilir:

X
′
(s) = r3(s)Y (s),

Y ′(s) = −r3(s)X(s) + r1(s)ZR(s),

Z ′R(s) = −r1(s)Y (s) + (r2 − r3) (s)WR(s),

W ′
R(s) = − (r2 − r3) (s)WR(s).

(19)

Böylece Tip I’de tanımlanan Sağ Çarpım Frenet Çatısınıiçin teoremin ispatısağlan-

mı̧stır.

ii) Tip II de tanımlanan Sol Çarpım Frenet ÇatısınıTip I deki yöntemlere benzer

şekilde inşa edelim:

X(s) ve Y (s), 4−boyutlu uzayında birim spatial kuaterniyon olduklarıiçin

ξL(s) = X̄(s)× Y (s) bir birim spatial kuaterniyondur. γ(s) eğrisi boyunca

ξL(s) = X̄(s)× Y (s) olduğundan

Y (s) = X(s)× ξL(s) (20)

şeklinde yazılabilir. Böylelikle 3-boyutlu uzayda yeni bir birim spatial kuaterniyon

eğri olarak β(s) =
∫
ξL(s)ds belirleyebiliriz. 3−boyutlu uzaydaki β(s) kuaterniyonik

eğrisi için Frenet formülleri oluşturmak için Bharathi K. and Nagaraj M. 1987’deki

çalı̧smalarında benzer yöntemleri kullanarak yeni Frenet çatımızı{
ξL(s), ηL(s) =

ξ′L(s)

ξ′Ls)
, %L(s) = ξL(s)× ηL(s)

}
inşa edebiliriz. Yeni Frenet çatımız


ξ′L(s)

η′L(s)

%′L(s)

 =


0 r̂1(s) 0

−r̂1(s) 0 r̂2(s)

0 −r̂2(s) 0



ξL(s)

ηL(s)

%L(s)

 (21)
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şeklinde ifade edilebilir. Burada r̂1(s) = ‖ξ′L(s)‖ ve r2(s), 3−boyutlu uzaydaki βL(s)

eğrisinin sırasıyla eğriliği ve torsiyonudur.

Şimdiye kadar X(s) = γ′(s) ve Y (s) = X(s) × ξL(s) olarak ifade edildi. Buradan

Y (s) = X(s)× ξL(s) eşitliğinin türevini alırsak ve (21) deki denklemleri kullanırsak,

Y ′(s) = X ′(s)× ξL(s) +X(s)× ξ′L(s) (22)

= r̂3(s)Y (s)× ξL(s) +X(s)× r̂1(s)ηL(s)

= −r̂3(s) (Y (s)× ξL(s)) + r̂1(s)X(s)× ηL(s)

olarak bulunur.

Eşitlik (20) deki gibi ZL(s) = X(s) × ηL(s) birim ve düzgün kuaterniyonu tanım-

larsak ve bunu (22) da yerine yazarsak,

Y ′(s) = −r̂3(s) (Y (s)× ξL(s)) + r̂1(s)X(s)× ηL(s)

= −r̂3(s)X(s) + r̂1(s)ZL(s)

bulunur. Burada ZL(s) kuaterniyonu hakkında,

h(X(s), ZL(s)) = h(Y (s), ZL(s)) = 0 ve h(ZL(s), ZL(s)) = 1

olduğu görülür ve bu da bize ZL(s) kuaterniyonun birim kuaterniyon olduğunu ve

X(s) ve Y (s) kuaterniyonlarıile ortogonal olduğunu gösterir.

ZL(s) = X(s)× ηL(s) eşitliğinin türevini alırsak,

Z ′L(s) = X ′(s)× ηL(s) +X(s)× η′L(s) bulunur.

η′L(s) = −r̂1(s)ξL(s) + r̂2(s)%L(s), X ′(s) = r̂3(s)Y (s) ve Y (s) = X(s) × ξL(s)
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eşitlikleri yerine yazılırsa,

Z ′L(s) = r̂3(s) (Y (s)× ηL(s)) +X(s)× (−r̂1(s)ξL(s) + r̂2(s)%L(s)) (23)

= r̂3(s)× Y (s)− r̂1(s) (X(s)× ξL(s)) + r̂2(s) (X(s)%L(s))

bulunur ve burada yeni birim ve düzgün bir kuaterniyon WL(s) = X(s) × %L(s)

şeklinde tanımlanır. Bu kuaterniyon (23) denkleminde yerine yazılırsa

Z ′L(s) = −r̃1(s)Ỹ (s) + (r̃2 + r̃3) (s)W̃L(s)

elde edilir.

Yukarıda tanımlanan WL(s) = X(s)× %L(s) kuaterniyonunun türevi alınırsa

W ′(s) = X ′(s)× %L(s) +X(s)× %′L(s) bulunur.

%′L(s) = −r̂2(s)ηL(s) ve X ′(s) = r̂3(s)Y (s) eşitlikleri yerine yazılırsa,

W ′
L(s) = r̂3(s)Y (s)× %L(s) +X(s)×−r̂2(s)ηL(s) elde edilir.

ZL(s) = X(s)× ηL(s) ve %L(s) = ηL(s)× ξL(s) eşitlikleri yerine yazılırsa,

W ′
L(s) = − (r̂2 + r̂3) (s)WL(s)

elde edilir.

Sonuç olarak γ(s) eğrisinin, 4-boyutlu uzayda yeni Frenet elemanları

{X(s), Y (s), ZL(s), WL(s)} olmak üzere Tip II Sol Çarpım Frenet Çatısıiçin, Frenet
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formülleri aşağıdaki gibi yazılabilir:

X
′
(s) = r̃3(s)Y (s),

Y ′(s) = −r̃3̃(s)X(s) + r̃1Z(s),

Z ′L(s) = −r̃1(s)Y (s) + (r̃2 + r̃3) (s)WL(s),

W ′
L(s) = − (r̃2 + r̃3) (s)WL(s).

(24)

Böylece Tip II’de tanımlanan Sol Çarpım Frenet Çatısınıiçin teoremin ispatısağlan-

mı̧stır.

Yukarıda verilen Ana Teorem için üç farklısonuç ortaya çıkar:

i) Eğer Ana teoremde 4-boyutlu uzayda tanımlanan γ(s)eğrisi için, X(s) kuater-

niyonik fonksiyonu yerine γ(s)eğrisinin teğet vektörü olan T (s) ve üç boyutlu uzay

tanımlanan β(s) eğrisi için ξi(s) kuaterniyonu için β(s) eğrisinin t(s), teğet vektörü

yazılırsa, Bharathi ve Nagaraj’ın bulduğu aşağıdaki Frenet Çatısıelde edilir:

T
′
(s) = K(s)N1(s),

N ′1(s) = −K(s)T (s) + k(s)N2(s),

N ′2(s) = −k(s)N1(s) + (r −K) (s)N3(s),

N ′3(s) = − (r −K) (s)N2(s).

ii) Eğer Ana teoremde 4-boyutlu uzayda tanımlanan γ(s)eğrisi için, X(s) kuater-

niyonik fonksiyonu yerine γ(s)eğrisinin teğet vektörü olan T (s) ve üç boyutlu uzay

tanımlanan β(s) eğrisi için ξi(s) kuaterniyonu için β(s) eğrisinin n(s), normal vek-

törü yazılırsa, F. Aksoyak, A New Type of Quaternionic Frame in R4 çalı̧smasındaki

aşağıdaki Frenet Çatısıelde edilir:

T
′
(s) = K(s)N1(s),

N ′1(s) = −K(s)T (s)− r(s)N2(s),

N ′2(s) = rN1(s) + (K − k) (s)N3(s),

N ′3(s) = − (K − k) (s)N2(s).

(25)
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iii) Son olarak teorem 2 de bulduğumuz yeni çatıiçin, eğer Ana teoremde 4-boyutlu

uzayda tanımlanan γ(s)eğrisi için,X(s) kuaterniyonik fonksiyonu yerine γ(s)eğrisinin

teğet vektörü olan T (s) ve üç boyutlu uzay tanımlanan β(s) eğrisi için ξi(s) kuater-

niyonu için β(s) eğrisinin n(s) vektörünü koyarak n−c−w çatısıyardımıyla aşağıdaki

Frenet Çatısıelde edilir:

T
′
(s) = K(s)N1(s),

N ′1(s) = −K(s)T (s) + f(s)N2(s),

N ′2(s) = −f(s)N1(s) + (g(s)−K(s)N3(s),

N ′3(s) = − (g(s)−K(s))N2(s).

(26)

Bu üç sonuç bize gösterirki Ana teorem yardımıyla 4-boyutlu uzayda tanımlanan

kuaterniyonik eğriler için 3- boyutlu uzayda tanımlanan birim spatial kuaterniyonik

eğrilerin frenet elemanlarıkullanılarak farklıFrenet çatılarıelde edilebilir. Böylece 4-

boyutlu uzayda tanımlanan kuaterniyonik eğriler için 3 boyutlu uzayda tanımlanan

birim spatial kuaterniyonik eğriler yardmıyla Ana Teoremde elde ettiğimiz çatıgenel

bir çatıtanımınıverir.

Tanım 3.3.1 (Sağ helis ) γ(s) : I ⊂ R → H sıfırdan farklıeğrilikleri olan bir

kuaterniyon olsun ve γ(s) eğrisi üzerinde bir {X(s), Y (s), ZR(s), WR(s)} ortono-

marmal çatısıverilsin. X(s), γ(s) üzerinde birim vektör alanıolmak üzere

h(X(s), UR(s)) =< X(s), UR(s) >= cosθ, θ 6= π

2
, θ = sabit

‖UR(s)‖ = 1 sabit vektör ise γ(s) eğrisine, kuaterniyonik X-Sağ helis denir.

Sağ helisler, Ana teoremde verilen Tip I Frenet formulleri ile tanımlanır ve kuater-
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niyonik X-Sağ helislerin Frenet çatısıaşağıdaki gibi tanımlanır:

X
′
(s) = r3(s)Y (s),

Y ′(s) = −r3(s)X(s) + r1(s)ZR(s),

Z ′R(s) = −r1(s)Y (s) + (r2 − r3) (s)WR(s),

W ′
R(s) = − (r2 − r3) (s)WR(s).

(27)

Burada r3(s), r1(s) ve (r2 − r3) (s) eğrlikleri sıfırdan farklıeğriliklerdir.

Tanım 3.3.2 (Sağ Helis İçin Eksen) γ(s) : I ⊂ R → H bir kuaterniyonik

X-Sağ helis ve bu helis üzerine bir {X(s), Y (s), ZR(s), WR(s)} ortonormal çatısı

verilsin. γ(s) eğrisinin ekseni,

UR(s) = X(s) +

(
r3(s)

r1(s)

)
ZR(s) +

1

(r2 − r3) (s)

(
r3(s)

r1(s)

)′
WR(s)

şeklinde yazılabilir. Sağ helis için bu eksen,

UR(s) =

[
1 +

(
r3(s)

r1(s)

)
ηR(s) +

1

(r2 − r3) (s)

(
r3(s)

r1(s)

)′
%R(s)

]
×X(s)

şeklinde yazılabilir yaniQR(s) =

[
1 +

(
r3(s)

r1(s)

)
ηR(s) +

1

(r2 − r3) (s)

(
r3(s)

r1(s)

)′
%R(s)

]
kuaterniyonu yardımıyla,

UR(s) = QR(s)×X(s)

şeklinde yazılabilir.

Tanım 3.3.3 (Sağ helis için Darboux Kuaterniyonu) γ(s) : I ⊂ R → H

s, yay uzunluğu parametresi ile tanımlısıfırdan farklıeğrilikleri olan bir kuaterniyo

nik eğri olsun. γ(s) eğrisinin Frenet elemanları{X(s), Y (s), ZR(s), WR(s); r3(s),

r1(s), (r2 − r3) (s)} olsun.
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ρR(s) =
r3(s)

r1(s)
ve σR(s) =

1

(r2 − r3) (s)

(
r3(s)

r1(s)

)′
birer reel kuaterniyon olmak üzere,

D = QR(s)×X(s)

= X(s) + ρR(s)ZR(s) + σR(s)WR(s)

γ(s) gerçek kuaterniyonik X-Sağ helisin Darboux kuaterniyonu olarak adlandırılır.

Sonuç 3.3.1 γ(s) : I ⊂ R → H s, yay uzunluğu parametresi ile tanımlıbir

gerçek kuaterniyonik eğri olsun ve γ(s) eğrisinin Frenet elemanları {X(s), Y (s),

ZR(s), WR(s); r3(s), r1(s), (r2 − r3) (s)} olsun. O halde γ(s) eğrisi ancak ve ancak D

sabit bir reel kuaterniyon ise, gerçek bir kuaterniyonik X-Sağ helistir. Bunun ispatı,

Sağ helis için eksen tanımından kolayca yapılabilir.

Özel hal 1 Ana teoremde Tip I (Sağ Çarpım Frenet Çatısı) için X yerine γ(s)

eğrisinin T (s) teğet vektörü alınırsa, {X(s), Y (s), ZR(s), WR(s)} Tip I Sağ Çarpım

Frenet ÇatısıD.W. Yoon’un On the Quaternionic general helices in Euclidean 4-

space, makalesindeki aşağıdaki çatıile çakı̧sır:

T
′
(s) = K(s)N1(s),

N ′1(s) = −K(s)T (s) + k(s)N2(s),

N ′2(s) = −k(s)N1(s) + (τ −K) (s)N3(s),

N ′3(s) = − (τ −K) (s)N3(s).

Özel Hal 2 γ(s) : I ⊂ R → H olmak üzere γ(s) eğrisi üzerinde

X(s) = γ′(s) = v1 alınırsa γ(s) bir helistir.

Özel Hal 3 γ(s) : I ⊂ R → H eğrisi üzerinde X(s) = v2 alınırsa γ(s) bir slant

helistir.

Teorem 3.3.2 H da sıfırdan farklıeğrilikleri r3(s), r1(s) ve r2(s) − r3(s) olan yay

uzunluğu parametresi ile tanımlanan birim kuaterniyonik bir γ = γ(s) eğrisi alalım.
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γ(s) eğrisi H da genel X-Sağ helistir ancak ve ancak

(
r3(s)

r1(s)

)2
+

[
1

(r2 − r3) (s)

d

ds

(
r3(s)

r1(s)

)]2
(28)

eşitliği sabittir.

İspat. γ(s) eğrisi H da ekseni UR(s) birim vektörü olan bir X-Sağ helis olsun. γ(s)

eğrisi helis olduğu için teğet vektörü ile UR(s) ekseni sabit açıyapar.

Yani eğri boyunca h(X(s), UR(s)) =sabittir. (helis olma şartı)

Buradan

h(X(s), UR(s)) =
1

2
(X(s)× ŪR(s) + UR(s)× X̄(s))

eşitliğinin s yay parametresine göre türevi alınırsa,

d

ds
h(X(s), UR(s)) =

1

2

d

ds
(X(s)× ŪR(s) + UR(s)× X̄(s))

=
1

2
(X ′(s)× ŪR(s) + UR(s)× X̄ ′(s))

= h(X ′(s), UR(s))

= r3(s)Y (s), UR(s)

eşitliği elde edilir. Burada Ana teoremin Tip I (Sağ Çarpım Frenet Çatısı) Frenet

formülleri kullanılarak,

h(X ′(s), UR(s)) = h(r3(s)Y (s), UR(s)) = r3(s)h(Y (s), UR(s)) = 0

bulunur. Dolayısıyla UR(s) birim vektörünü ,

UR(s) = a1(s)X(s) + a2(s)ZR(s) + a3(s)WR(s) (29)

şeklinde yazabiliriz. UR(s) birim vektör olduğundan ‖UR(s)‖ = a21 + a22 + a23 = 1 ve

h(X(s), UR(s)) = a1 =sabit, h(ZR(s), UR(s)) = a2, h(WR(s), UR(s)) = a3 tür.
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(29) eşitliğinin türevi alınırsa,

a1(s)X
′(s) + a′2(s)ZR(s) + a2(s)Z

′
R(s) + a′3(s)WR(s) + a3(s)W

′
R(s) = 0

ve

(a1r3 − a2r1) (s)Y (s)+(a′2 − a3(r2 − r3)(s))ZR(s)+(a′3 + a2(r2 − r3)(s))WR(s) = 0

eşitlikleri elde edilir.

Bu eşitlikler yardımıyla

(a1r3 − a2r1) (s) = 0,

(a′2 − a3(r2 − r3)(s))ZR(s) = 0,

(a′3 + a2(r2 − r3))WR(s) = 0

eşitlikleri elde edilir. Buradan

a2 = a1
r3
r1

(s) = − 1

(r2 − r3)(s)
a′3, (30)

a′2 = a3(r2 − r3)(s)

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitliklerdeki denklemler kullanılarak,

a′′3 −
(r2 − r3)′(s)
(r2 − r3)(s)

(s)a′3 + [(r2 − r3)(s)]2 a3 = 0 (31)

başlangıç-değer problemi elde edilir ve bu denklemde t =
∫ S
0

(r2−r3)(s)ds dönüşümü

yapılarak,
d2

dt2
a3(s) + a3(s) = 0 (32)

denklemi elde edilir. Bu denklemin çözümü ise aşağıdaki gibidir:
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A ve B sabit olmak üzere,

a3(s) = A cos t(s) +B sin t(s). (33)

(30), (31), (32) ve (33)denklemleri kullanılarak

a2(s) = a1(s)
r3(s)

r1(s)
= A sin t(s)−B cot t(s),

a3(s) =
1

(r2 − r3)(s)

(
r3(s)

r2(s)

)′
a1(s) = A cos t(s) +B sin t(s).

olarak hesaplanır.

Buradan A ve B aşağıdaki gibi hesaplanır,

A = a1(s)

((
r3(s)

r1(s)

)
sin t(s) +

1

(r2 − r3)(s)

(
r3(s)

r1(s)

)′
cos t(s)

)
,

B = a1(s)

(
1

(r2 − r3)(s)

(
r3(s)

r1(s)

)′
sin t(s)− r3(s)

r1(s)
cos t(s)

)
.

A2+B2 = a21(s)

[(
r3(s)

r1(s)

)2
+

1

[(r2 − r3)(s)]2
(
r3(s)

r1(s)

)′2]
= sabit (34)

(28) denkleminde A,B ve a1 birer sabit olduğu için[(
r3(s)

r1(s)

)2
+

1

[(r2 − r3)(s)]2
(
r3(s)

r1(s)

)′2]
= sabit

bulunur.

Tersine (28) eşitliği sağlanırsa her zaman h(X(s), UR(s)) = sabit eşitliğini sağlayan

bir UR(s) birim vektörü bulabiliriz. UR(s) birim vektörü,

UR(s) = X(s) +
r3(s)

r1(s)
ZR(s) +

1

(r2 − r3)(s)

(
r3(s)

r1(s)

)′
WR(s) (35)

alınır ve bu denkleminin türevi alınırsa, U ′R(s) = 0 bulunur. Buradan UR(s) nun

sabit vektör olduğu görülür. Sonuç olarak γ(s) eğrisi, H da X-Sağ helistir.

37



Teorem 3.3.3 γ(s) : I ⊂ R → H yay uzunluğu ile tanımlanan bir kuaterniy-

onik eğri olssun ve bu eğrinin Frenet elemanları{X(s), Y (s), ZR(s), WR(s); r3(s),

r1(s), (r2 − r3) (s)} olsun.

γ(s) eğrisi gerçek bir kuaterniyonik X-sağ helistir ancak ve ancak

r3(s)

r1(s)
(r2 − r3)(s) +


(
r3(s)

r1(s)

)′
(r2 − r3) (s)


′

= 0.

İspat. γ(s) eğrisi gerçek bir kuaterniyonik X-Sağ helis olsun. Sonuç 3.3.1 bize D nin

sabit bir reel kuaterniyon olduğunu verir. γ(s) eğrisi boyunca D nin türevini alırsak

ve burada Ana teoremde verdiğimiz Tip I Sağ çarpım Frenet çatısının denklemlerini

kullanırsak

r3(s)

r1(s)
(r2 − r3)(s) +


(
r3(s)

r1(s)

)′
(r2 − r3) (s)


′

= 0.

elde ederiz.

Tersine,

r3(s)

r1(s)
(r2 − r3)(s) +


(
r3(s)

r1(s)

)′
(r2 − r3) (s)


′

= 0.

olduğunu kabul edelim. D′ = 0 veya D nin sabit bir reel kuaterniyon olduğunu elde

etmek kolaydır. Dolayısıyla, γ(s) eğrisi gerçek bir kuaterniyonik X-Sağ helistir. Bu

da ispatıtamamlar.

Tanım 3.3.4 (Sol helis ) γ(s) : I ⊂ R → H sıfırdan farklıeğrilikleri olan bir

kuaterniyon olsun ve γ(s) eğrisi üzerinde bir {X(s), Y (s), ZL(s), WL(s)} ortono-

marmal çatısıverilsin.X(s), γ(s) üzerinde birim vektör alanıolmak üzere

h(X(s), UL(s)) =< X(s), UL(s) >= cosθ, θ 6= π

2
, θ = sabit
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‖UL(s)‖ = 1 sabit vektör ise γ(s) eğrisine, kuaterniyonik X-Sol helis denir.

Sol helisler, Ana teoremde verilen Tip II Frenet formulleri ile tanımlanır ve kuater-

niyonik X-Sol helislerin Frenet çatısıaşağıdaki gibi tanımlanır:

X
′
(s) = r̃3(s)Y (s),

Y ′(s) = −r̃3̃(s)X(s) + r̃1ZL(s),

Z ′L(s) = −r̃1(s)Y (s) + (r̃2 + r̃3) (s)WL(s),

W ′
L(s) = − (r̃2 + r̃3) (s)WL(s).

Burada r̃3(s), r̃1(s) ve (r̃2 + r̃3) (s) eğrlikleri sıfırdan farklıeğriliklerdir.

Tanım 3.3.5 (Sol Helis İçin Eksen) γ(s) : I ⊂ R → H bir kuaterniyonik

X-Sol helis ve bu helis üzerine bir {X(s), Y (s), ZL(s), WL(s)} ortonormal çatısı

verilsin. γ(s) eğrisinin ekseni,

UL(s) = X(s) +

(
r̃3(s)

r̃1(s)

)
ZL(s) +

1

(r̃2 + r̃3) (s)

(
r̃3(s)

r̃1(s)

)′
WL(s)

şeklinde yazılabilir. Sol helis için bu eksen,

UL(s) = X(s)×
[
1 +

(
r̃3(s)

r̃1(s)

)
ηL(s) +

1

(r̃2 + r̃3) (s)

(
r̃3(s)

r̃1(s)

)′
%L(s)

]

şeklinde yazılabilir yaniQL(s) =

[
1 +

(
r̃3(s)

r̃1(s)

)
ηL(s) +

1

(r̃2 + r̃3) (s)

(
r̃3(s)

r̃1(s)

)′
%L(s)

]
kuaterniyonu yardımıyla,

UL(s) = X(s)×QL(s)

şeklinde yazılabilir.

Tanım 3.3.6 (Sol helis için Darboux Kuaterniyonu) γ(s) : I ⊂ R → H

s, yay uzunluğu parametresi ile tanımlısıfırdan farklıeğrilikleri olan bir kuaterniyo

nik eğri olsun. γ(s) eğrisinin Frenet elemanları{X(s), Y (s), ZL(s), WL(s); r̃3(s),

r̃1(s), (r̃2 + r̃3) (s)} olsun.
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ρL(s) =
r̃3(s)

r̃1(s)
ve σL(s) =

1

(r̃2 + r̃3) (s)

(
r̃3(s)

r̃1(s)

)′
birer reel kuaterniyon olmak üzere,

D = X(s)×QL(s)

= X(s) + ρL(s)ZL(s) + σL(s)WL(s).

γ(s) gerçek kuaterniyonik X-Sol helisin Darboux kuaterniyonu olarak adlandırılır.

Sonuç 3.3.2 γ(s) : I ⊂ R → H s, yay uzunluğu parametresi ile tanımlıbir

gerçek kuaterniyonik eğri olsun ve γ(s) eğrisinin Frenet elemanları {X(s), Y (s),

ZL(s), WL(s); r̃3(s), r̃1(s), (r̃2 + r̃3) (s)} olsun. O halde γ(s) eğrisi ancak ve ancak D

sabit bir reel kuaterniyon ise, gerçek bir kuaterniyonik X-Sol helistir. Bunun ispatı,

Sol helis için eksen tanımından kolayca yapılabilir.

Teorem 3.3.4 H da sıfırdan farklıeğrilikleri r̃3(s), r̃1(s) ve (r̃2(s) + r̃3(s)) olan

yay uzunluğu parametresi ile tanımlanan birim kuaterniyonik bir γ = γ(s) eğrisi

alalım. γ(s) eğrisi H da genel sol helistir ancak ve ancak

(
r̃3(s)

r̃1(s)

)2
+

[
1

(r̃2 + r̃3) (s)

d

ds

(
r̃3(s)

r̃1(s)

)]2
(36)

eşitliği sabittir.

İspat. γ(s) eğrisi H da ekseni UR(s) birim vektörü olan bir X-sağ helis olsun. γ(s)

eğrisi helis olduğu için teğet vektörü ile UL(s) ekseni sabit açıyapar.

Yani eğri boyunca h(X(s), UL(s)) = sabittir. (helis olma şartı)

Buradan

h(X(s), UL(s)) =
1

2
(X(s)× ŪL(s) + UL(s)× X̄(s))
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eşitliğinin s yay parametresine göre türevi alınırsa,

d

ds
h(X(s), UL(s)) =

1

2

d

ds
(X(s)× ŪL(s) + UL(s)× X̄(s))

=
1

2
(X ′(s)× ŪL(s) + UL(s)× X̄ ′(s))

= h(X ′(s), UL(s))

= h(r̃3(s)Y (s), UL(s))

eşitliği elde edilir. Burada Ana teoremin Tip II (Sol Çarpım Frenet Çatısı) Frenet

formülleri kullanılarak,

h(X ′(s), UL(s)) = h(r̃3(s)Y (s), UL(s)) = r̃3(s)h(Y (s), UL(s)) = 0

bulunur. Dolayısıyla UL(s) birim vektörünü,

UL(s) = ã1(s)X(s) + ã2(s)ZL(s) + ã3(s)WL(s) (37)

şeklinde yazabiliriz. UL(s) birim vektör olduğundan ‖UL(s)‖ = ã21 + ã22 + ã23 = 1 ve

h(X(s), UL(s)) = ã1 =sabit, h(ZL(s), UL(s)) = ã2, h(WL(s), UR(s)) = ã3 tür.

(37) eşitliğinin türevi alınırsa,

ã1(s)X
′(s) + ã′2(s)ZL(s) + ã2(s)Z

′
L(s) + ã′3(s)WL(s) + ã3(s)W

′
L(s) = 0

ve

(ã1r̃3 − ã2r̃1) (s)Y (s) + (ã′2 − ã3(r̃2 + r̃3)(s))ZL(s) + (ã′3 + ã2(r̃2 + r̃3)(s))WL(s) = 0

eşitlikleri elde edilir.
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Bu eşitlik yardımıyla

(ã1r̃3 − ã2r̃1) (s) = 0,

(ã′2 − ã3(r̃2 + r̃3)(s))ZL(s) = 0,

(ã′3 + ã2(r̃2 + r̃3)(s))WL(s) = 0

eşitlikleri elde edilir. Buradan

ã2 = ã1
r̃3
r̃1

(s) = − 1

(r̃2 + r̃3)(s)
ã′3, (38)

ã′2 = ã3(r̃2 + r̃3)(s)

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitliklerdeki denklemler kullanılarak ,

ã′′3 −
(r̃2 + r̃3)

′(s)

(r̃2 + r̃3)(s)
(s)ã′3 + [(r̃2 + r̃3)(s)]

2 ã3 = 0 (39)

başlangıç-değer problemi elde edilir ve bu denklemde t̃ =
∫ S
0

(r̃2+ r̃3)(s)ds dönüşümü

yapılarak,
d2

dt2
ã3(s) + ã3(s) = 0 (40)

denklemi elde edilir. Bu denklemin çözümü ise aşağıdaki gibidir:

Ã ve B̃ sabit olmak üzere,

ã3(s) = Ã cos t̃(s) + B̃ sin t̃(s). (41)

(38), (39), (40) ve (41) denklemleri kullanılarak

ã2(s) = ã1(s)
r̃3(s)

r̃1(s)
= Ã sin t̃(s)− B̃ cot t̃(s),

ã3(s) =
1

(r̃2 + r̃3)(s)

(
r̃3(s)

r̃1(s)

)′
ã1(s) = Ã cos t̃(s) + B̃ sin t̃(s).

olarak hesaplanır.
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Buradan Ã ve B̃ aşağıdaki gibi hesaplanır,

Ã = ã1(s)

((
r̃3(s)

r̃1(s)

)
sin t̃(s) +

1

(r̃2 + r̃3)(s)

(
r̃3(s)

r̃1(s)

)′
cos t̃(s)

)
,

B̃ = ã1(s)

(
1

(r̃2 + r̃3)(s)

(
r̃3(s)

r̃1(s)

)′
sin t̃(s)− r̃3(s)

r̃1(s)
cos t̃(s)

)
.

Ã2+B̃2 = ã21(s)

[(
r̃3(s)

r̃1(s)

)2
+

1

[(r̃2 + r̃3)(s)]
2

(
r̃3(s)

r̃1(s)

)′2]
= sabit (42)

(42) denkleminde Ã, B̃ ve ã1 birer sabit olduğu için[(
r̃3(s)

r̃1(s)

)2
+

1

[(r̃2 + r̃3)(s)]
2

(
r̃3(s)

r̃1(s)

)′2]
= sabit

bulunur ve bu da ispatıtamamlar.

Tersine (36) eşitliği sağlanırsa her zaman h(X(s), UL(s)) = sabit eşitliğini sağlayan

bir UL(s) birim vektörü bulabiliriz. UL(s) birim vektörü,

UL(s) = X(s) +
r̃3(s)

r̃1(s)
ZL(s) +

1

(r̃2 + r̃3)(s)

(
r̃3(s)

r̃1(s)

)′
WL(s) (43)

alınır ve bu denkleminin türevi alınırsa, U ′L(s) = 0 bulunur. Buradan UL(s) nun

sabit vektör olduğu görülür. Sonuç olarak γ(s) eğrisi, H da X-Sol helistir.

Teorem 3.3.5 γ(s) : I ⊂ R → H yay uzunluğu ile tanımlanan bir kuaterni-

yonik eğri olsun ve bu eğrinin Frenet elemanları{X(s), Y (s), ZL(s), WL(s); r̃3(s),

r̃1(s), (r̃2 − r̃3) (s)} olsun.

γ(s) eğrisi gerçek bir kuaterniyonik X-Sol helistir ancak ve ancak

r̃3(s)

r̃1(s)
(r̃2 + r̃3)(s) +


(
r̃3(s)

r̃1(s)

)′
(r̃2 + r̃3) (s)


′

= 0.

İspat. γ(s) eğrisi gerçek bir kuaterniyonik X-Sol helis olsun. Sonuç 3.3.2 bizeD nin
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sabit bir reel kuaterniyon olduğunu verir. γ(s) eğrisi boyunca D nin türevini alırsak

ve burada Ana teoremde verdiğimiz Tip II Sol çarpım Frenet çatısının denklemlerini

kullanırsak

r̃3(s)

r̃1(s)
(r̃2 + r̃3)(s) +


(
r̃3(s)

r̃1(s)

)′
(r̃2 + r̃3) (s)


′

= 0.

elde ederiz.

Tersine,

r̃3(s)

r̃1(s)
(r̃2 + r̃3)(s) +


(
r̃3(s)

r̃1(s)

)′
(r̃2 + r̃3) (s)


′

= 0

olduğunu kabul edelim. D′ = 0 veya D nin sabit bir reel kuaterniyon olduğunu elde

etmek kolaydır. Dolayısıyla, γ(s) eğrisi gerçek bir kuaterniyonik X-Sol helistir. Bu

da ispatıtamamlar.

Teorem 3.3.6 γ(s) : I ⊂ R → H , Frenet elemanları{X(s), Y (s), ZR(s), WR(s);

r3(s), r1(s), (r2 − r3) (s)} olan yay uzunluğu ile tanımlanan gerçek bir kuaterniyonik

eğri olsun ve bu eğrinin 3-boyutlu uzayda ili̧skili olduğu spatial kuaterniyonik eğri

β(s) =
∫
ξR(s)ds olsun. γ(s), 4-boyutlu uzayda bir sağ-kuaterniyonik C.C.R eğridir

ancak ve ancak β(s) =
∫
ξR(s)ds 3-boyutlu uzayda bir helistir.

İspat. γ(s), 4-boyutlu uzayda sıfırdan farklıöklidiyen eğrilikleri k1(s), k2(s), k3(s)

ve kuaterniyonik eğrilikleri r3(s) = k1(s), r1(s) = k2(s), r2(s) − r3(s) = k3(s) olan

yay uzunluğu parametresi ile tanımlanmı̧s bir gerçek sağ-kuaterniyonik C.C.R eğrisi

ve γ(s) kuaterniyonik eğrisinin, 3-boyutlu uzayda sıfırdan farklıeğrilikleri r1(s) ve

r2(s) olan ili̧skili olduğu spatial kuaterniyonik eğri β(s) =
∫
ξR(s)ds olsun. γ(s) ku-

aterniyonik eğrisi bir sağ-kuaterniyonik C.C.R eğrisi olduğundan
k1
k2
ve

k3
k2
oranları

sabittir. Bu eğrilikleri kuaterniyonik eğrilikleri cinsinden yazarsak,

k1
k2

=
r3(s)

r1(s)
ve

k3
k2

=
(r2 − r3)(s)

r1(s)
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bulunur. Bu oranlar sabit olduğu için

r2(s)

r1(s)
=
k1(s) + k3(s)

k2(s)
=
k1(s)

k2(s)
+
k3(s)

k2(s)

ve
r3(s)

r1(s)
=
k1(s)

k2(s)

bulunur.
k1(s)

k2(s)
oranısabit bulunduğundan bu da bize 3-boyutlu uzayında

β(s) =
∫
ξR(s)ds bir helis olduğunu gösterir. Tersine ispatıyine aynışekilde eğri-

likler yardımıyla kolayca görülür. Bu da ispatıtamamlar.

Teorem 3.3.7 γ(s) : I ⊂ R → H , Frenet elemanları{X(s), Y (s), ZL(s), WL(s);

r̃3(s), r̃1(s), (r̃2 + r̃3) (s)} olan yay uzunluğu ile tanımlanan gerçek bir kuaterniyonik

eğri olsun ve bu eğrinin 3-boyutlu uzayda ili̧skili olduğu spatial kuaterniyonik eğri

β(s) =
∫
ξL(s)ds olsun. γ(s), 4-boyutlu uzayda bir sol-kuaterniyonik C.C.R eğridir

ancak ve ancak β(s) =
∫
ξL(s)ds 3-boyutlu uzayda bir helistir.

İspat. γ(s), 4-boyutlu uzayda sıfırdan farklıöklidiyen eğrilikleri k̃1(s), k̃2(s), k̃3(s)

ve kuaterniyonik eğrilikleri r̃3(s) = k̃1(s), r̃1(s) = k̃2(s), r̃2(s) + r̃3(s) = k̃3(s).olan

yay uzunluğu parametresi ile tanımlanmı̧s bir gerçek sol-kuaterniyonik C.C.R eğrisi

ve γ(s) kuaterniyonik eğrisinin, 3-boyutlu uzayda sıfırdan farklıeğrilikleri r̃1(s) ve

r̃2(s) olan ili̧skili olduğu spatial kuaterniyonik eğri β(s) =
∫
ξL(s)ds olsun. γ(s)

kuaterniyonik eğrisi bir sol-kuaterniyonik C.C.R eğrisi olduğundan
k̃1

k̃2
ve
k̃3

k̃2
oranları

sabittir. Bu eğrilikleri kuaterniyonik eğrilikleri cinsinden yazarsak,

k̃1

k̃2
=
r̃3(s)

r̃1(s)
ve

k̃3

k̃2
=

(r̃2 + r̃3)(s)

r̃1(s)

bulunur. Bu oranlar sabit olduğu için

r̃2(s)

r̃1(s)
=
k̃3(s)− k̃1(s)

k̃2(s)
=
k̃3

k̃2
− k̃1(s)

k̃2(s)
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ve
r̃3(s)

r̃1(s)
=
k̃1(s)

k̃2(s)

bulunur.
k1(s)

k2(s)
oranısabit bulunduğundan bu da bize 3-boyutlu uzayında

β(s) =
∫
ξL(s)ds bir helis olduğunu gösterir. Tersine ispatıyine aynışekilde eğrilik-

ler yardımıyla kolayca görülür. Bu da ispatıtamamlar.

Aşağıda bulduğumuz sonuçlar ile ilgili iki örnek incelenecektir.

Örnek 3.1 eksenlerden ziyade sadece X-Sağ helis ve X-Sol helis çatılarıhesaplanarak,

sağ çarpım ve sol çarpım kullanılarak üç boyutlu uzaydaki eğrinin farklılaştı̆gını

göstermektir. Bu örnekte eğriliklerden biri sıfır olarak alınmı̧stır. Çatılarıbu bilgi

göz önüne alarak hesaplayacağız.

Örnek 3.2 de ise eksenlerini hesaplayabileceğimiz bir helis örneğini ele alarak sağ

çarpım ve sol çarpım kullanılarak üç boyutlu uzaydaki eğrinin farklılaştı̆gınıgöstere-

ceğiz ve burada sıfırdan farklıeğrilikleri hesaplayacağız.

Örnek 3.1 γ = γ(s) = cos
s√
3

+ sin
s√
3
~e1 +

s√
3
~e2 +

s√
3
~e3 , 4−boyutlu uzayda

bir kuaterniyonik helis eğrisidir. γ(s) eğrisinin, 3-boyutlu uzayda ili̧skili olduğu β(s)

spatial kuaterniyonik eğrisi yardmıyla Ana teoremde verilen Tip I ve Tip II X-Sağ

helis ve X-Sol helis çatılarınıbulalım.

i) γ eğrisinin, Ana teoremde verilen Tip I, X-sağ helis çatısınıhesaplayalım:

γ(s) kuaterniyonik eğrisinin {X(s), Y (s), ZR(s),WR(s); r3(s), r1(s), (r2 − r3) (s)} Fre-

net elemanlarınıhesaplayalım:
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γ(s) kuaterniyonik eğrisinin türevini alırsak;

X(s) = γ′(s) =
1√
3

(
− sin

s√
3
, cos

s√
3
, 1, 1

)
(44)

olarak bulunur. X(s) vektörünün türevi alınırsa,

X ′(s) =
1

3

(
− cos

s√
3
,− sin

s√
3
, 0, 0

)

elde edilir. Buradan γ(s) kuaterniyonik eğrisinin birinci eğriliği olan r3 = ‖X ′(s)‖ =
1

3
olarak hesaplanır. Daha sonra X ′(s) vektörü kullanılarak Y (s) vektörü aşağıdaki

gibi bulunur:

Y (s) =
X ′(s)

‖X ′(s)‖ =

(
− cos

s√
3
,− sin

s√
3
, 0, 0

)
. (45)

Y (s)×X̄(s) bir spatial kuaterniyon olmak üzere, γ(s) kuaterniyonik eğrisinin ili̧skili

olduğu 3 boyutlu uzaydaki β(s) kuaterniyonik eğrisini ξ
R

(s) vektörü yardımıyla

bulalım.

ξ
R

(s) = Y (s)× X̄(s) =
1√
3

(
1, cos

s√
3
− sin

s√
3
, cos

s√
3

+ sin
s√
3

)

olmak üzere bu denklemin integrali alınırsa,

β
R

(s) =

∫
ξ
R

(s) =

(
s√
3
, sin

s√
3

+ cos
s√
3
, sin

s√
3
− cos

s√
3

)

bulunur.

Ana teoremde Tip I için verilen Frenet formüllerini 3-boyutlu uzaydaki β
R

(s) ku-

aterniyonik eğrisi için uygulanırsa, β
R

(s) kuaterniyonik eğrisinin diğer Frenet vek-

törlerini ve β
R
eğrisinin eğriliklerini aşağıdaki hesaplanır:

η
R

(s) =
1√
2

(
0,− sin

s√
3
− cos

s√
3
,− sin

s√
3

+ cos
s√
3

)
,

%
R

(s) =
1√
6

(
2,− cos

s√
3

+ sin
s√
3
,− cos

s√
3
− sin

s√
3

)
,
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r1(s) =
∥∥ξ′

R
(s)
∥∥ =

√
2

3
,

r2(s) =
1

3
,

(r2 − r3) (s) = 0

olarak hesaplanır. Buradan ZR(s) ve WR(s) vektörlerini aşağıdaki gibi hesaplay-

alım:

ZR(s) = η
R

(s)×X(s)

ZR(s) =
1√
6

(
2 sin

s√
3
,−2 cos

s√
3
, 1, 1

)

ve

WR(s) = %
R

(s)×X(s)

WR(s) = (0, 0,− 1√
2
,

1√
2

).

Böylece γ(s) kuaterniyonik eğrisinin Ana teorem Tip I çatısının frenet elemanlarını

aşağıdaki gibi elde ettik:

X(s) =
1√
3

(
− sin

s√
3
, cos

s√
3
, 1, 1

)
,

Y (s) =

(
− cos

s√
3
,− sin

s√
3
, 0, 0

)
,

ZR(s) =
1√
6

(
2 sin

s√
3
,−2 cos

s√
3
, 1, 1

)
,

WR(s) = (0, 0,− 1√
2
,

1√
2

),

r3 =
1

3

r1(s) =

√
2

3

(r2 − r3) (s) = 0.
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Ana teorem Tip I için γ(s) kuaterniyonik eğrisinin görüntüsü aşağıdaki gibidir:

Şekil 3.1 γ(s) eğrisi için Tip I Kuaterniyonik Eğri

ii) γ eğrisinin, Ana teoremde verilen Tip II, X-Sol helis çatısınıhesaplayalım:

γ(s) kuaterniyonik eğrisinin {X(s), Y (s), ZL(s),WL(s); r̃3(s), r̃1(s), (r̃2 + r̃3) (s)}Frenet

elemanlarınıhesaplayalım:

γ(s) kuaterniyonik eğrisinin türevini alırsak;

X(s) = γ′(s) =
1√
3

(
− sin

s√
3
, cos

s√
3
, 1, 1

)
(46)

olarak bulunur. X(s) vektörünün türevi alınırsa,

X ′(s) =
1

3

(
− cos

s√
3
,− sin

s√
3
, 0, 0

)

elde edilir. Buradan γ(s) kuaterniyonik eğrisinin birinci eğriliği olan r3 = ‖X ′(s)‖ =
1

3
olarak hesaplanır. Daha sonra X ′(s) vektörü kullanılarak Y (s) vektörü aşağıdaki

gibi bulunur:

Y (s) =
X ′(s)

‖X ′(s)‖ =

(
− cos

s√
3
,− sin

s√
3
, 0, 0

)
. (47)
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X̄(s)×Y (s) bir spatial kuaterniyon olmak üzere, γ(s) kuaterniyonik eğrisinin ili̧skili

olduğu 3 boyutlu uzaydaki β(s) kuaterniyonik eğrisini ξ
L
(s) vektörü yardımıyla

bulalım.

ξL(s) = X̄(s)× Y (s) =
1√
3

(
1, sin

s√
3

+ cos
s√
3
, cos

s√
3
− sin

s√
3

)

olmak üzere bu denklemin integrali alınırsa,

βL(s) =

∫
ξ
L
(s) =

(
s√
3
, sin

s√
3
− cos

s√
3
, sin

s√
3

+ cos
s√
3

)

bulunur.

Ana teoremde Tip II için verilen Frenet formüllerini 3-boyutlu uzaydaki βL(s) ku-

aterniyonik eğrisi için uygulanırsa, βL(s) kuaterniyonik eğrisinin diğer Frenet vek-

törlerini ve βL(s) eğrisinin eğriliklerini aşağıdaki hesaplanır:

η
L
(s) =

1√
2

(
0, cos

s√
3
− sin

s√
3
,− sin

s√
3
− cos

s√
3

)
,

%
L
(s) =

1√
6

(
−2, cos

s√
3

+ sin
s√
3
, cos

s√
3
− sin

s√
3

)
,

r1(s) =
∥∥ξ′

L
(s)
∥∥ =

√
2

3
,

r2(s) =
1

3
,

(r2 − r3) (s) = 0

olarak hesaplanır. Buradan ZL(s) veWL(s) vektörlerini aşağıdaki gibi hesaplayalım:

ZL(s) = X(s)× η
L
(s)

ZL(s) =
1√
6

(
2 sin

s√
3
,−2 cos

s√
3
, 1, 1

)

50



ve

WL(s) = X(s)× %
L
(s)

WL(s) = (0, 0,− 1√
2
,

1√
2

)

bulunur.

Böylece γ(s) kuaterniyonik eğrisinin Ana teorem Tip II çatısının frenet elemanlarını

aşağıdaki gibi elde ettik:

X(s) =
1√
3

(
− sin

s√
3
, cos

s√
3
, 1, 1

)
,

Y (s) =

(
− cos

s√
3
,− sin

s√
3
, 0, 0

)
,

ZL(s) =
1√
6

(
2 sin

s√
3
,−2 cos

s√
3
, 1, 1

)
,

WL(s) = (0, 0,− 1√
2
,

1√
2

),

r3 =
1

3

r1(s) =

√
2

3

(r2 − r3) (s) = 0.
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Ana teorem Tip II için γ(s) kuaterniyonik eğrisinin görüntüsü aşağıdaki gibidir:

Şekil 3.2 γ(s) eğrisi için Tip II Kuaterniyonik Eğri

Dolayısıyla γ(s) kuaterniyonik eğrisinin Ana teoremde verilen Tip I ve tip II çatıları

yukarıdaki gibi hesaplanabilir. Bulduğumuz bu çatılar yardımıyla aşağıda üç özel

durum vereceğiz:

Durum 1

γ(s) kuaterniyonik eğrisi için, ξ
R

(s) vektörü üç boyutlu uzayda ili̧skili olduğu βR(s)

eğrisinin teğet vektörü alınırsa,

ξ
R

(s) = t(s)

Yoon’unun On the Quaternionic general helices in Euclidean 4-space, çalı̧smasındaki
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çatıve denklemler ile yukarıda bulduğumuz sonuçlar çakı̧sır:

X(s) = T (s) =
1√
3

(
− sin

s√
3
, cos

s√
3
, 1, 1

)
,

Y (s) = N1(s) =

(
− cos

s√
3
,− sin

s√
3
, 0, 0

)
,

ZR(s) = N2(s) =
1√
6

(
2 sin

s√
3
, 2 cos

s√
3
, 1, 1

)
,

WR(s) = N3(s) = (0, 0,− 1√
2
,

1√
2

),

r3 = K(s) =
1

3

r1(s) = k(s) = −
√

2

3

(r2 − r3) (s) = (r −K)(s) = 0.

Durum 2

γ(s) kuaterniyonik eğrisi için, ξ
R

(s) ve ξL(s) vektörleri üç boyutlu uzayda ili̧skili

olduğu βR(s) ve β
L
(s) eğrilerinin normalleri olarak alınırsa,

ξ
R

(s) = η
R

(s) ve ξL(s) = η
L
(s)

F.Aksoyak’ın A New Type of Quaternionic Frame in R4 çalı̧smasındaki sonuçlar β
R

ve β
L
eğrilerin Frenet çatılarıve eğrilikleri ile çakı̧sır: (ayrıntılar için bakınız A New

Type of Quaternionic Frame in R4 Örnek 6).

Durum 3

γ(s) kuaterniyonik eğrisi için, ξ
R

(s) ve ξL(s) vektörleri üç boyutlu uzayda ili̧skili

olduğu βR(s) ve β
L
(s)eğrisinin normal vektörü alınırsa,

ξ
R

(s) = η
R

(s) ve ξL(s) = η
L
(s)

üç boyutlu uzayda tanımlanan n − c − w çatısıyardmıyla ili̧skili olduğu eğrileri ve

eğrilikleri bularak Frenet vektörlerini hesaplayalım:
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Tip I çatısıiçin,

ξ
R

(s) = η
R

(s) = N1 × T̄ =
1√
3

(
1, cos

s√
3
− sin

s√
3
, cos

s√
3

+ sin
s√
3

)
,

η
R

(s) = c(s) =
1√
2

(
0,− sin

s√
3
− cos

s√
3
,− sin

s√
3

+ cos
s√
3

)
,

%
R

(s) = w(s) =
1√
6

(
2,− cos

s√
3

+ sin
s√
3
,− cos

s√
3
− sin

s√
3

)
,

f =
√
k2 + r2 = ‖n′‖ =

√
2

3
,

g = 0

burada k = r = 1
3
olarak hesaplanır.

Diğer yandan , ~c = −r1
f
~t+

r2
f
~b ve w =

r2
f
~t+

r1
f
~b vektörlerini hesaplanırsa,

dγ

ds
= t =

r2
f
~w− r1

f
~c bulunur. Burada r21 + r22 = 2

9
olduğundan f =

√
r21 + r22 =

√
2

3
olarak hesaplanır.

r1 = 1
3
ve r2 = 1

3
seçilirse,

dγ

ds
= t = ( 1√

3
,
√
3−1
2
√
3

cos s√
3

+
√
3+1
2
√
3

sin s√
3
,−
√
3+1
2
√
3

cos s√
3

+
√
3−1
2
√
3

sin s√
3
)

β
R

=
(

s√
3
,
√
3−1
2

sin s√
3
−
√
3+1
2

cos s√
3
,−
√
3+1
2

sin s√
3

+ 1−
√
3

2
cos s√

3
)
)
.

ZR(s) = N2(s) = c(s) × T (s) ve WR(s) = N3(s) = w(s) × T (s) vektörleri hesa-

planırsa:

ZR(s) =
1√
6

(
2 sin

s√
3
,−2 cos

s√
3
, 1, 1

)
,

WR(s) =
1√
2

(0, 0,−1,−1),

(r2 − r3) (s) = r(s)−K(s) = 0

olarak bulunur.

Tip II için çatısıiçin, benzer i̧slemler yapılarak βL(s) eğrisinin Frenet vektörleri ve
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eğrilikleriaşağıdak bulunur:

ξ
L
(s) = n(s) = T̄ ×N1 =

1√
3

(
1, cos

s√
3

+ sin
s√
3
, cos

s√
3
− sin

s√
3

)
,

η
L
(s) = c(s) =

1√
2

(
0, cos

s√
3
− sin

s√
3
,− sin

s√
3
− cos

s√
3

)
,

%
L
(s) = w(s) =

1√
6

(
−2, cos

s√
3

+ sin
s√
3
, cos

s√
3
− sin

s√
3

)
,

f =
√
k2 + r2 = ‖n′‖ =

√
2

3
,

g = 0

burada k = r = 1
3
olarak hesaplanır.

Diğer yandan, ~c = −r1
f
~t+

r2
f
~b ve w =

r2
f
~t+

r1
f
~b vektörlerini hesaplanırsa,

dγ

ds
= t =

r2
f
~w− r1

f
~c bulunur. Burada r21 + r22 = 2

9
olduğundan f =

√
r21 + r22 =

√
2

3
olarak hesaplanır.

r1 = 1
3
ve r2 = 1

3
seçilirse,

dγ

ds
= t = (− 1√

3
, 1−

√
3

2
√
3

cos s√
3

+ 1+
√
3

2
√
3

sin s√
3
, 1+

√
3

2
√
3

cos s√
3

+
√
3−1
2
√
3

sin s√
3
),

β
L

=
(
− s√

3
, 1−

√
3

2
√
3

sin s√
3
− 1+

√
3

2
√
3

cos s√
3
, 1+

√
3

2
√
3

sin s√
3

+ 1−
√
3

2
√
3

cos s√
3

)
.

ZL(s) = N2(s) = T (s)×c(s) veWL(s) = N3(s) = T (s)×w(s) vektörleri hesaplanırsa:

ZL(s) = N2(s) =
1√
6

(
2 sin

s√
3
,−2 cos

s√
3
, 1, 1

)
,

WL(s) = N3(s) = (0, 0,− 1√
2
,

1√
2

).

olarak bulunur.

Örnek 3.2 γ(s) = 1√
2

(
sin s,− cos s, 1

2
sin 2s,−1

2
cos 2s

)
, 4−boyutlu uzayda bir ku-

aterniyonik helis eğrisidir. γ(s) eğrisinin, 3-boyutlu uzayda ili̧skili olduğu β(s) spa-

tial kuaterniyonik eğrisi yardmıyla Ana teoremde verilen Tip I ve Tip II X-Sağ helis
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ve X-Sol helis çatılarınıbulalım.

i) γ eğrisinin, Ana teoremde verilen Tip I, X-Sağ helis çatısınıhesaplayalım:

γ(s) kuaterniyonik eğrisinin {X(s), Y (s), ZR(s),WR(s); r3(s), r1(s), (r2 − r3) (s)}Frenet

elemanlarınıhesaplayalım:

γ(s) kuaterniyonik eğrisinin türevini alırsak;

X(s) = γ′(s) =
1√
2

(cos s, sin s, cos 2s, sin 2s) ve ‖γ′(s)‖ = 1 (48)

olarak bulunur. X(s) vektörünün türevi alınırsa,

X ′(s) =
1√
2

(− sin s, cos s,−2 sin 2s, 2 cos s)

Buradan γ(s) kuaterniyonik eğrisinin birinci eğriliği olan r3 = ‖X ′(s)‖ =

√
5√
2
olarak

hesaplanır. Daha sonra X ′(s) vektörü kullanılarak Y (s) vektörü aşağıdaki gibi bu-

lunur:

Y (s) =
X ′(s)

‖X ′(s)‖ =
1√
5

(− sin s, cos s,−2 sin 2s, 2 cos 2s). (49)

Y (s)×X̄(s) bir spatial kuaterniyon olmak üzere, γ(s) kuaterniyonik eğrisinin ili̧skili

olduğu 3 boyutlu uzaydaki βR(s) kuaterniyonik eğrisini ξ
R

(s) vektörü yardımıyla

bulalım.

ξ
R

(s) = Y (s)× X̄(s) =
1√
10

(3,− sin 3s, cos 3s)

olmak üzere bu denklemin integrali alınırsa,

β
R

(s) =

∫
ξ
R

(s) =

(
1√
10

(3s,
cos 3s

3
,
sin 3s

3

)

bulunur.

Ana teoremde Tip I için verilen Frenet formüllerini 3-boyutlu uzaydaki β
R

(s) ku-

aterniyonik eğrisi için uygulanırsa, β
R

(s) kuaterniyonik eğrisinin diğer Frenet vek-
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törlerini ve β
R
eğrisinin eğriliklerini aşağıdaki hesaplanır:

η
R

(s) = (0,− cos 3s,− sin 3s),

%
R

(s) =
1√
10

(1, 3 sin 3s,−3 cos 3s),

r3(s) =

√
5√
2
,

r1(s) =
3√
10
,

(r2 − r3) (s) =
4√
10

olarak hesaplanır. Buradan ZR(s) ve WR(s) vektörlerini aşağıdaki gibi hesapla-

yalım:

ZR(s) = η
R

(s)×X(s)

ZR(s) =
1√
2

(cos s, sin s,− cos 2s,− sin 2s)

ve

WR(s) = %
R

(s)×X(s)

WR(s) =
1√
20

(−4 sin s, 4 cos s, 2 sin 2s,−2 cos 2s).

Böylece γ(s) kuaterniyonik eğrisinin Ana teorem Tip I çatısının frenet elemanlarını

aşağıdaki gibi elde ettik:

X(s) =
1√
2

(cos s, sin s, cos 2s, sin 2s),

Y (s) =
1√
5

(− sin s, cos s,−2 sin 2s, 2 cos 2s),

ZR(s) =
1√
2

(cos s, sin s,− cos 2s,− sin 2s),

WR(s) =
1√
20

(−4 sin s, 4 cos s, 2 sin 2s,−2 cos 2s),
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r3 =

√
5√
2
,

r1(s) =
3√
10
,

(r2 − r3) (s) =
4√
10
.

γ(s) kuaterniyonik eğrisinin Ana teorem Tip I çatısının frenet elemanlarıve Tanım

3.3.2 yardımıyla X-Sağ helis ekseni:

UR(s) = (
8

3
√

2
cos s,

8

3
√

2
sin s,

−2

3
√

2
cos 2s,

−2

3
√

2
sin 2s)

şeklinde bulunur.

Ana teorem Tip I için γ(s) kuaterniyonik eğrisinin görüntüsü aşağıdaki gibidir:

Şekil 3.3 γ(s) eğrisi için Tip I Kuaterniyonik Eğri

ii) γ eğrisinin, Ana teoremde verilen Tip II, X-sol helis çatısınıhesaplayalım:

γ(s) kuaterniyonik eğrisinin {X(s), Y (s), ZL(s),WL(s); r̃3(s), r̃1(s), (r̃2 + r̃3) (s)}Fre-

net elemanlarınıhesaplayalım:

γ(s) kuaterniyonik eğrisinin türevini alırsak;

X(s) = γ′(s) =
1√
2

(cos s, sin s, cos 2s, sin 2s) ve ‖γ′(s)‖ = 1 (50)
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olarak bulunur. X(s) vektörünün türevi alınırsa,

X ′(s) =
1√
2

(− sin s, cos s,−2 sin 2s, 2 cos 2s)

elde edilir. Buradan γ(s) kuaterniyonik eğrisinin birinci eğriliği olan r̃3 = ‖X ′(s)‖ =√
5√
2
olarak hesaplanır. Daha sonraX ′(s) vektörü kullanılarak Y (s) vektörü aşağıdaki

gibi bulunur:

Y (s) =
X ′(s)

‖X ′(s)‖ =
1√
5

(− sin s, cos s,−2 sin 2s, 2 cos 2s). (51)

Ana teoremde Tip I için verilen Frenet formüllerini 3-boyutlu uzaydaki β
L
(s) ku-

aterniyonik eğrisi için uygulanırsa, β
L
(s) kuaterniyonik eğrisinin diğer Frenet vek-

törlerini ve β
L
eğrisinin eğriliklerini aşağıdaki hesaplanır:

ξL(s) = X̄(s)× Y (s) =
1√
10

(−1,−3 sin s, 3 cos s)

olmak üzere bu denklemin integrali alınırsa,

βL(s) =

∫
ξ
L
(s) = (

1√
10

(−s, 3 cos s, 3 sin s)

bulunur.

ηL(s) = (0,− cos s,− sin s),

%
L

(s) =
1√
10

(3,− sin s, cos s),

r̃3(s) =

√
5√
2
,

r̃1(s) =
3√
10
,

(r̃2 + r̃3) (s) =
4√
10
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olarak hesaplanır. Buradan ZL(s) veWL(s) vektörlerini aşağıdaki gibi hesaplayalım:

ZL(s) = X(s)× η
L
(s)

ZL(s) =
1√
2

(cos s, sin s,− cos 2s,− sin 2s)

ve

WL(s) = X(s)× %
L
(s)

WL(s) =
1√
20

(−4 sin s, 4 cos s, 2 sin 2s,−2 cos 2s).

Böylece γ(s) kuaterniyonik eğrisinin Ana teorem Tip II çatısının frenet elemanlarını

aşağıdaki gibi elde ettik:

X(s) =
1√
2

(cos s, sin s, cos 2s, sin 2s),

Y (s) =
1√
5

(− sin s, cos s,−2 sin 2s, 2 cos 2s),

ZL(s) =
1√
2

(cos s, sin s,− cos 2s,− sin 2s),

WL(s) =
1√
20

(−4 sin s, 4 cos s, 2 sin 2s,−2 cos 2s),

r̃3 =

√
5√
2
,

r̃1(s) =
3√
10
,

(r̃2 + r̃3) (s) =
4√
10
.

γ(s) kuaterniyonik eğrisinin Ana teorem Tip II çatısının frenet elemanlarıve Tanım

3.3.5 yardımıyla X-Sol helis ekseni:

UL(s) = (
8

3
√

2
cos s,

8

3
√

2
sin s,

−2

3
√

2
cos 2s,

−2

3
√

2
sin 2s)

şeklinde bulunur.
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Ana teorem Tip II için γ(s) kuaterniyonik eğrisinin görüntüsü aşağıdaki gibidir:

Şekil 3.4 γ(s) eğrisi için Tip II Kuaterniyonik Eğri

Burada yine üç özel durum için çatılar hesaplanabilir. Biz genel çatılarıhesapladık.
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4. KÜRESEL EĞRİLER VE HELİSLER

Bu kısımda helislerin karakterizasyonlarını, küresel eğrilerin karakterizasyonlarını

kullanarak vereceğiz.

E3 te, κ =
r1
r3
, τ = r2− r1 eğrilikleri olan bir eğriyi α(s) ile E4 te, r1, r2, r3 eğrilikleri

olan bir eğriyi γ(s) ile gösterelim. α(s) eğrisi ve γ(s) aşağıdaki teoremleri sağlar.

Teroem 4.1 E3 uzayında κ =
r1
r3
, τ = r2 − r3 eğriliklerine sahip bir uzay eğrisi

α(s) olsun.

α(s) küreseldir⇔ γ(s), E4 te, r3, r1, r2 − r3 eğrilikleri olan bir helistir.

İspat. α(s) küresel olsun. Küresel eğrilerin hipotezleri yardımıyla

1

κ
+

1

τ 2

(
1

κ

)′

sabittir. O halde κ =
r1
r3
ve τ = r2 − r3 eğrilikleri yerine yazarılırsa,

r3
r1

+

[
1

r2 − r3
d

ds

(
r3
r1

)]

bulunur. (28) yardımıyla

(
r3
r1

)2
+

[
1

r2 − r3
d

ds

(
r3
r1

)]2
sabit bulunur. Bu da α(s) küresel eğrisinin E4 uzayındaki γ(s) eğrisinin bir X-Sağ

helis olduğunu belirtir.

Tersi için yine küresel eğrilerin hipotezleri yardımıyla hipotez tamamlanır.

Teroem 4.2 E3 uzayında κ =
r1
r3
, τ = r2 + r3 eğriliklerine sahip bir uzay eğrisi
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α(s) olsun.

α(s) küreseldir⇔ γ(s), E4 te, r3, r1, r2 + r3 eğrilikleri olan bir helistir.

İspat. α(s) küresel olsun. Küresel eğrilerin hipotezleri yardımıyla

1

κ
+

1

τ 2

(
1

κ

)′

sabittir. O halde κ =
r1
r3
ve τ = r2 + r3 eğrilikleri yerine yazarılırsa,

r3
r1

+

[
1

r2 + r3

d

ds

(
r3
r1

)]

bulunur. (36) yardımıyla

(
r3
r1

)2
+

[
1

r2 + r3

d

ds

(
r3
r1

)]2
sabit bulunur. Bu da α(s) küresel eğrisinin E4 uzayındaki γ(s) eğrisinin bir X-Sol

helis olduğunu belirtir.

Tersi için yine küresel eğrilerin hipotezleri yardımıyla hipotez tamamlanır.

63



5. HİPER DUAL KUATERNİYONİK EĞRİLER

Dual kuaterniyonlar ve dual kuaterniyonik eğriler A. Tuna Aksoy ve A.C. Çöken

tarafından çalı̧smı̧s ve karakterizasyonlarıverilmi̧stir. Biz bu bölümde hiper dual

kuaterniyonların tanımınıvererek hiper dual kuaterniyonik eğrileri tanımlayacağız.

Hiper dual kuaterniyonların sağ çarpım ve sol çarpım kurallarınıgözönüne alarak

Frenet formüllerini ve karakterizasyonunu vermeye çalı̧sacağız.

Tanım 5.1.1 (Hiper Dual Kuaterniyon) Katsayılarıbirer hiper dual sayılar olan

kuaterniyonlara hiper dual kuaterniyon denir. Hiper dual kuaterniyonlar kümesi

HHD olmak üzere

HHD =



Q̃ = Q0 +Q1i +Q2j +Q3k;Q0, Q1,2,3 ∈ HD | Q0 = q̂0 + εq̂∗0,

Q1 = q̂1 + εq̂∗1,

Q2 = q̂2 + εq̂∗2

Q3 = q̂3 + εq̂∗3


şeklinde gösterilir.

Herhangi iki dual kuaterniyon q̃1 = A0+A1i+A2j+A3k ve q̃2 = B0+B1i+B2j+B3k

olmak üzere bir hiper dual kuaterniyon

Q̂0 = q̂ + δq̂∗, δ 6= 0 ve δ2 = 0

şeklinde ifade edilir. Q̃0 hiper dual kuaterniyonunu

Q̃ = Q0 +Q1i+Q2j +Q3k

şeklinde yazmak mümkündür. Q̃ = Q0+Q1i+Q2j+Q3k hiper dual kuaterniyonunun

skaler kısmı

SQ̃ = Q0 = Sq̃ + δSq̃∗
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ve vektörel kısmı

VQ̃ = Q0 +Q1i+Q2j +Q3k = Vq̃ + δVq̃∗

olmak üzere Q̃ hiper dual kuaterniyonu skaler ve vektörel kısımların toplamıolarak

Q̃ = SQ̃ + VQ̃

biçiminde yazılabilir.

Tanım 5.1.2 (Pür Hiper Dual Kuaterniyonu) Q̃ hiper dual kuaterniyonunun

skaler kısmı sıfıra eşitse yani SQ̂ = 0 ise pür hiper dual kuaterniyon olarak ad-

landırılır.

Tanım 5.1.3 (Hiper Dual Kuaterniyonların Toplamı) HHD cümlesi üzerinde

iki hiper dual kuaterniyon Q̃ = Q0 +Q1i+Q2j +Q3k ve P̃ = P0 + P1i+ P2j + P3k

olmak üzere, bu iki hiper dual kuaterniyonun toplamı,

⊕ : HHD ×HHD → HHD

Q̃⊕ P̃ =
(
SQ̃ + SP̃

)
+
(
VQ̃ + VP̃

)
şeklinde tanımlıdır.

Tanım 5.1.4 (Hiper Dual Kuaterniyonların Bir Skaler ile Çarpımı) HHD

cümlesi üzerinde Q̃ = Q0+Q1i+Q2j+Q3k hiper dual kuaterniyon ve λ ∈ R olmak

üzere hiper dual kuaterniyonların skalarla çarpmı,

� : R×HHD → HHD

λ� Q̃ = λQ0 + (λQ1) i+ (λQ2) j + (λQ3) k

şeklinde tanımlıdır.
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Tanım 5.1.5 (Hiper Dual Kuaterniyon Çarpımı) HHD cümlesi üzerinde iki

hiper dual kuaterniyon Q̃ = Q0 + Q1i + Q2j + Q3k ve P̃ = P0 + P1i + P2j + P3k

olsun. Bu iki hiper dual kuaterniyonun çarpımı,

⊗ : HHD ×HHD → HHD

(Q̃, P̃ ) → Q̃⊗ P̃

şeklinde olmak üzere,

Q̃⊗ P̃ = SQ̃SP̃ −
〈
VQ̃, VP̃

〉
+ SQ̃VP̃ + SP̃VQ̃ + VQ̃ ∧ VP̃

olarak tanımlanır.

Tanım 5.1.6 (Hiper Dual Kuaterniyonunun Eşleniği) HHD cümlesi üzerinde

herhangi bir hiper dual kuaterniyonu Q̃ = Q0 + Q1i + Q2j + Q3k olmak üzere, bu

hiper dual kuaterniyonun eşleniği Q̃ ile gösterilir ve

Q̃ = Q0 −Q1i−Q2j −Q3k

şeklinde tanımlıdır.

Tanım 5.1.7 (Hiper Dual Kuaterniyonunun Normu) HHD cümlesi üzerinde

Q̃ = Q0 +Q1i+Q2j +Q3k hiper dual kuaterniyonu için,

N : HHD → HHD

Q̃ → N(Q̃) = NQ̃ = Q20 +Q21 +Q22 +Q23

şeklinde tanımlanan NQ̃ hiper dual sayısına Q̃ hiper dual kuaterniyonun normu

denir.

Eğer NQ̃ = 1 ise Q̂ birim hiper dual kuaterniyonu olarak adlandırılır.
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Tanım 5.1.8 (Hiper Dual Kuaterniyonunun Tersi) HHD cümlesi üzerinde

Q̃ = Q0 +Q1i+Q2j +Q3k hiper dual kuaterniyonunun tersi

Q̃−1 =
Q̃

N
Q̃

=
Q0 −Q1i−Q2j −Q3k
Q20 +Q21 +Q22 +Q23

, Q20 +Q21 +Q22 +Q23 6= 0

şeklinde tanımlıdır.

Tanım 5.1.9 (Pür Hiper Dual Kuaterniyonlar.Uzayı): HHD cümlesi üzerinde

bir birim hiper kuaterniyon

Q̃ = cos
θ̃

2
+ sin

θ̃

2
S̃

olmak üzere, Q̃ birim hiper kuaterniyonuna kaŗsılık gelen hiper dual ortogonal matris

Ã = I3 + sin θ̃S̃ + (1− cos θ̃)S̃2

dir. Buradan
f : D̃3 → D̃3

X̃ → f(X̃) = ~QX̃ ~Q∗

= ÂX̃

şeklinde yazılabilir. Böylece D̃3 uzayıpür hiper dual kuaterniyonlar uzayıdır.

Tanım 5.2.1 (Hiper Dual Kuaterniyonik Eğri) HHD = {Q̃ = Q1+Q2i+Q3j+

Q4k | Q̃i = q̂i + δq̂∗i , q̂iq̂
∗
i ∈ D, Q̃i ∈ HD} ⊂ D4

HD cümlesi ve s ∈ I eğri boyunca yay

uzunluğu parametresi ve I, R nin bir açık aralı̆gıolmak üzere,

α̃ : I ⊂ R −→ HHD

s −→ α̃(s) = α̃1(s) + α̃2(s)~i+ α̃3(s)~j + α̃4(s)~k, α̃i(s) ∈ HD
(52)

α̃(s) eğrisi, HHD uzayında bir hiper dual kuaterniyonik eğri olarak tanımlanır. Yani

katsayılarıhiper dual sayılar olan kuaterniyonik eğrilere hiper dual kuaterniyonik
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eğri denir.

α̃(s) = α̃(s) + δα̃∗(s), α̃(s), α̃∗(s) ∈ D4

Bu çalı̧sma boyunca, tüm eğrilerin yay uzunluğu parametresi ile çalı̧stı̆gınıvarsayı-

yoruz.

Örnek 5.2.1

α̃(s) = ((cos s+ ε sin s) + si+ εj + k) + δ
(
(es + εs) + (ε sin s) i+ j +

(
s+ εs2

)
k
)

eğrisinin bir hiper dual kuaterniyonik eğrisi olduğunu gösterelim.

α̃(s) = ((cos s+ ε sin s) + si+ εj + k) + δ
(
(es + εs) + (ε sin s) i+ j +

(
s+ εs2

)
k
)
,

= [(cos s+ ε sin s) + δ (es + εs)] + [s+ δ (ε sin s)] i+ [ε+ δ] j

+
[
1 + δ

(
s+ εs2

)]
k

şeklinde yazılırsa buradan α̃1(s), α̃2(s), α̃3(s) ve α̃4(s),

α̃1(s) = [(cos s+ ε sin s) + δ (es + εs)] ,

α̃2(s) = [s+ δ (ε sin s)]

α̃3(s) = [ε+ δ]

α̃4(s) =
[
1 + δ

(
s+ εs2

)]
olarak yazılabilir ve böylece α̃(s) eğrisi aşağıdaki gibi yazılabilir ki bu da bize α̃(s)

eğrisinin bir hiper dual kuaterniyonik eğrisi olduğunu gösterir:

α̃(s) = α̃1(s) + α̃2(s)i+ α̃3(s)j + α̃4(s)k.

Tanım 5.2.2

β̃(s) = β̂1(s)~e1 + β̂2(s)~e2 + β̂3(s)~e3

+δ
[
β̂
∗
1(s)~e1 + β̂

∗
2(s)~e2 + β̂

∗
3(s)~e3

]
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yay uzunluğu ile parametrelenmi̧s bir dual spatial kuaterniyonik eğri olsun.{
t̃, ñ, b̃; K̃, R̃

}
QD, β̃(s) boyunca Frenet çatısıolmak üzere, β̃(s) dual spatial ku-

aterniyonik eğrisinin Serret-Frenet formülleri şu şekilde verilir:

t̃ = t̂+ δt̂∗

=
(
t̂1i+ t̂2j + t̂3k

)
+ δ

(
t̂∗1i+ t̂∗2j + t̂∗3k

)
, t̂i ∈ D, t̂∗i ∈ D

ñ = n̂+ δn̂∗

= (n̂1i+ n̂2j + n̂3k) + δ (n̂∗1i+ n̂∗2j + n̂∗3k) , n̂i ∈ D, n̂∗i ∈ D

b̃ = b̂+ δb̂∗

=
(
b̂1i+ b̂2j + b̂3k

)
+ δ

(
b̂∗1i+ b̂∗2j + b̂∗3k

)
, b̂i ∈ D, b̂∗ii ∈ D

vektörlerinin birer pür hiper dual birim kuaterniyon olduğu görülür.ve

∥∥t̃∥∥ = ‖ñ‖ =
∥∥∥b̃∥∥∥ = 1,〈

t̃, t̃
〉

= 〈ñ, ñ〉 =
〈
b̃, b̃
〉

= 1,〈
t̃, ñ
〉

=
〈
t̃, b̃
〉

=
〈
ñ, b̃
〉

= 0

eşitlikleri sağlanır.

κ̃ = k̂ + δk̂∗,

R̃ = R̂ + δR̂∗

κ̃ ve R̃ hiper dual sayıları, sırasıyla β̃(s) eğrisinin reel kısmıtarafından belirlenen,

R3 uzayındaki eğrinin birinci eğriliği ve torsiyonudur.
t̃′

ñ′

b̃′

 =


0 κ̃ 0

−κ̃ 0 R̃

0 −R̃ 0



t̃

ñ

b̃

 .

3. bölümde ispatınıverdiğimiz Ana teorem Tip I ve Tip II çatılarınıkatsayılarıhiper

dual sayıolan kuaterniyonik eğrilere uygularsak aşağıdaki tanımlarıve çatılarıelde

edebiliriz. Bu tanımlar ve çatılar yardımıyla bir hiper dual kuaterniyonik helisin
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karakterizasyonu kolaylıkla verilebilir.

Tanım 5.3.1: (Hiper Dual Kuaterniyonik X-Sağ Helis) HHD = {Q̃ = Q1 +

Q2i + Q3j + Q4k | Q̃i ∈ HD} ⊂ D4
HD cümlesi ve s ∈ I eğri boyunca yay uzunluğu

parametresi ve I, R nin bir açık aralı̆gıolmak üzere,

α̃ : I ⊂ R −→ HHD

s −→ α̃(s) = α̃1(s) + α̃2(s)~i+ α̃3(s)~j + α̃4(s)~k, α̃i(s) ∈ HD
(53)

sıfırdan farklıeğrilikleri olan bir hiper dual kuaterniyonik eğri olsun. ve α̃(s) eğrisi

üzerinde bir {X̃(s), Ỹ (s), Z̃R(s), W̃R(s)} ortonomarmal çatısıverilsin.

X̃(s) =
α̃′(s)

‖α̃′(s)‖ , α̃(s) üzerinde birim vektör alanıolmak üzere

h(X̃(s), ŨR(s)) = < X̃(s), ŨR(s) >= cosθ = sabit

∥∥∥ŨR(s)
∥∥∥ = 1 sabit vektör ise α̃(s) eğrisine, bir hiper dual kuaterniyonik X-Sağ helis

denir.

Hiper dual kuaterniyonik X-Sağ helisler, Ana teoremde verilen Tip I Frenet formul-

lerinin hiper dual sayılarla elde edilmesiyle tanımlanır ve hiper dual kuaterniyonik

X-Sağ helisler aşağıdaki gibi tanımlanır:


X̃ ′

Ỹ ′

Z̃ ′R

W̃ ′
R

 =


0 K̃ 0 0

−K̃ 0 κ̃ 0

0 −κ̃ 0 R̃− K̃

0 0 −
(
R̃− K̃

)
0




X̃

Ỹ

Z̃R

W̃R


Burada K̃(s), κ̃(s) ve

(
R̃− K̃

)
(s) eğrlikleri sıfırdan farklıeğriliklerdir.

Tanım 5.3.2 (Hiper Dual Kuaterniyonik X-Sağ Helis İçin Eksen)

α̃ : I ⊂ R −→ HHD Hiper dual kuaterniyonik X-Sağ helis ve bu helis üzerine
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bir {X̃(s), Ỹ (s), Z̃R(s), W̃R(s)} ortonormal çatısıverilsin. Tanım 3.3.2 deki ispata

benzer yöntemle α̃(s) eğrisinin ekseni,

ŨR(s) = X̃(s) +

(
K̃(s)

κ̃(s)

)
Z̃R(s) +

1(
R̃− K̃

)
(s)

(
K̃(s)

κ̃(s)

)′
W̃R(s)

şeklinde yazılabilir. Hiper dual kuaterniyonik X-Sağ helis için bu eksen, Q̃R(s) hiper

dual kuaterniyonu yardımıyla da aşağıdaki,

ŨR(s) = Q̃R(s)× X̃(s)

ifade edilebilir.

Teorem 5.3.1 HHD = {Q̃ = Q1 + Q2i + Q3j + Q4k | Q̃i ∈ HD} ⊂ D4
HD de

sıfırdan farklıeğrilikleri K̃(s), κ̃(s) ve
(
R̃− K̃

)
(s) olan yay uzunluğu parametresi

ile tanımlanan bir hiper dual birim kuaterniyonik α̃ = α̃(s) eğrisi alalım. α̃(s) eğrisi

HHD bir hiper dual kuaterniyonik X-Sağ helistir ancak ve ancak

(
K̃(s)

κ̃(s)

)2
+

 1(
R̃− K̃

)
(s)

d

ds

(
K̃(s)

κ̃(s)

)2 (54)

eşitliği sabittir.

İspat. α̃(s) eğrisi HHD de ekseni ŨR(s) birim vektörü olan bir hiper dual birim

kuaterniyonik X-Sağ helis olsun. α̃(s) eğrisi helis olduğu için eğri boyunca

h(X̃(s), ŨR(s)) = sabittir.(helis olma şartı)

Buradan

h(X̃(s), ŨR(s)) =
1

2
(X̃(s)× ŨR(s) + ŨR(s)× X̃(s))
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eşitliğinin s yay parametresine göre türevi alınırsa,

d

ds
h(X̃(s), ŨR(s)) =

1

2

d

ds
(X̃(s)× ŨR(s) + ŨR(s)× X̄(s))

=
1

2
(X̃ ′(s)× ŨR(s) + ŨR(s)× X̄ ′(s))

= h(X̃ ′(s), ŨR(s))

= K̃(s)h(Ỹ (s), ŨR(s))

eşitliği elde edilir. Burada Ana teoremin Tip I (Sağ Çarpım Frenet Çatısı) Frenet

formüllerini hiper dual kuaterniyonik eğrileri için kullanarak,

h(X̃ ′(s), ŨR(s)) = h(K̃(s)Ỹ (s), ŨR(s)) = K̃(s)h(Ỹ (s), ŨR(s)) = 0

bulunur. Dolayısıyla ŨR(s) birim vektörünü ,

ŨR(s) = a1(s)X̃(s) + a2(s)Z̃R(s) + a3(s)W̃R(s) (55)

şeklinde yazabiliriz. ŨR(s) birim vektör olduğundan
∥∥∥ŨR(s)

∥∥∥ = ã21 + ã22 + ã23 = 1

ve h(X̃(s), ŨR(s)) = ã1 =sabit, h(Z̃R(s), ŨR(s)) = ã2, h(W̃R(s), ŨR(s)) = ã3 tür.

Burada hiper dual uzayında çalı̧stı̆gımız için katsayıların hiper dual sayılar olduğunu

unutmamalıyız.

ŨR(s) eşitliğinin türevi alınırsa,

ã1(s)X̃
′(s) + ã′2(s)Z̃R(s) + ã2(s)Z̃

′
R(s) + ã′3(s)W̃R(s) + ã3(s)W̃

′
R(s) = 0

ve

(
ã1K̃(s)− ã2κ̃(s)

)
(s)Ỹ (s)+ã′2−ã3

(
R̃− K̃

)
)(s)Z̃R(s)+(ã′3+ã2(R̃−K̃))(s)W̃R(s) = 0

eşitlikleri elde edilir.
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Bu eşitlik yardımıyla

(
ã1K̃(s)− ã2κ̃(s)

)
(s) = 0,(

ã′2 − ã3
(
R̃− K̃

)
)(s)

)
Z̃R(s) = 0,(

ã′3 + ã2

(
R̃− K̃

))
(s)W̃R(s) = 0

eşitlikleri elde edilir. Buradan

ã2 = ã1
K̃(s)

κ̃(s)
(s) = − 1(

R̃− K̃
)

(s)
ã′3, (56)

ã′2 = ã3

(
R̃− K̃

)
(s)

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitliklerdeki denklemler kullanılarak ,

ã′′3 −

(
R̃− K̃

)′
(s)(

R̃− K̃
)

(s)
(s)ã′3 +

[(
R̃− K̃

)
(s)
]2
ã3 = 0 (57)

başlangıç-değer problemi elde edilir. Elde edilen bu başlangıç değer probleminin

çözümü Teorem 3.3.1 dekine benzer yöntemle çözülerek

(
K̃(s)

κ̃(s)

)2
+

 1(
R̃− K̃

)
(s)

d

ds

(
K̃(s)

κ̃(s)

)2

bu eşitliğin sabit olduğu kolayca bulunur.

Tersine yine Teorem 3.3.2 dekine benzer yöntemle ŨR(s) in sabit olduğu bulunarak

ispat tamamlanır.

Tanım 5.3.3 (Hiper Dual Kuaterniyonik X-Sol Helis) HHD = {Q̃ = Q1 +

Q2i + Q3j + Q4k | Q̃i ∈ HD} ⊂ D4
HD cümlesi ve s ∈ I eğri boyunca yay uzunluğu
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parametresi ve I, R nin bir açık aralı̆gıolmak üzere,

α̃ : I ⊂ R −→ HHD

s −→ α̃(s) = α̃1(s) + α̃2(s)~i+ α̃3(s)~j + α̃4(s)~k, α̃i(s) ∈ HD
(58)

sıfırdan farklıeğrilikleri olan bir hiper dual kuaterniyonik eğri olsun. ve α̃(s) eğrisi

üzerinde bir {X̃(s), Ỹ (s), Z̃L(s), W̃L(s)} ortonomarmal çatısıverilsin.

X̃(s) =
α̃′(s)

‖α̃′(s)‖ , α̃(s) üzerinde birim vektör alanıolmak üzere

h(X̃(s), ŨL(s)) = < X̃(s), ŨL(s) >= cosθ = sabit

∥∥∥ŨL(s)
∥∥∥ = 1 sabit vektör ise α̃(s) eğrisine, bir hiper dual kuaterniyonik X-Sol helis

denir.

Hiper dual kuaterniyonik X-Sol helisler, Ana teoremde verilen Tip II Frenet formul-

lerinin hiper dual sayılarla elde edilmesiyle tanımlanır ve hiper dual kuaterniyonik

X-Sol helisler aşağıdaki gibi tanımlanır:


X̃ ′

Ỹ ′

Z̃ ′L

W̃ ′
L

 =


0 K̃ 0 0

−K̃ 0 κ̃ 0

0 −κ̃ 0 R̃ + K̃

0 0 −
(
R̃ + K̃

)
0




X̃

Ỹ

Z̃L

W̃L


Burada K̃(s), κ̃(s) ve

(
R̃ + K̃

)
(s) eğrilikleri sıfırdan farklıeğriliklerdir.

Tanım 5.3.4 (Hiper Dual Kuaterniyonik X-Sol Helis İçin Eksen)

α̃ : I ⊂ R −→ HHD Hiper dual kuaterniyonik X-Sol helis ve bu helis üzerine

bir {X̃(s), Ỹ (s), Z̃L(s), W̃L(s)} ortonormal çatısıverilsin. α̃(s) eğrisinin ekseni,

ŨL(s) = X̃(s) +

(
K̃(s)

κ̃(s)

)
Z̃L(s) +

1(
R̃ + K̃

)
(s)

(
K̃(s)

κ̃(s)

)′
W̃L(s)
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şeklinde yazılabilir. Hiper dual kuaterniyonik X-Sol helis için bu eksen, Q̃L(s) hiper

dual kuaterniyonu yardımıyla,

ŨL(s) = X̃(s)× Q̃L(s)

şeklinde yazılabilir.

Teorem 5.3.2 HHD = {Q̃ = Q1 + Q2i + Q3j + Q4k | Q̃i ∈ HD} ⊂ D4
HD de

sıfırdan farklıeğrilikleri K̃(s), κ̃(s) ve
(
R̃ + K̃

)
(s) olan yay uzunluğu parametresi

ile tanımlanan bir hiper dual birim kuaterniyonik α̃ = α̃(s) eğrisi alalım. α̃(s) eğrisi

HHD bir hiper dual kuaterniyonik X-Sol helistir ancak ve ancak

(
K̃(s)

κ̃(s)

)2
+

 1(
R̃ + K̃

)
(s)

d

ds

(
K̃(s)

κ̃(s)

)2 (59)

eşitliği sabittir.

İspat. Teorem 3.3.4 dekine benzer şekilde ispat kolayca verilebilir.
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6. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu çalı̧smada genel helis eğrileri kuaterniyonlar kullanılarak yeni bir perspektifle ve-

rilmi̧stir. Kuaterniyonlar çarpma için deği̧smeli özellik sağlamadı̆gından, daha önceki

çalı̧smalarda tek taraflıçarpma tarafından kullanılmı̧stır. Kuaterniyonik eğriler için

sağ çarpım ve sol çarpım kullanarak yeni ifadeler elde ettik. Bu çarpımlar için

örnekler verdik.

Bu çalı̧sma daha önceki çalı̧smaların en genel hali şeklinde değerlendirilebilir. Diğer

yandan helis eğrilerine, kuaterniyonlar kullanılarak yeni bir bakı̧s kazandırılmı̧stır.

Bunun için kuaterniyonların sağ çarpım ve sol çarpımıaktif bir şekilde kullanılmı̧stır.

Ayrıca kuaterniyonik helislerin karakterizasyonlarıküresel eğriler yardımıyla veri-

lmi̧stir.

Kuaterniyonlar için daha önceki çalı̧smalarda reel sayılar ve dual sayılar kullanılarak

eğriler tanımlanmı̧stır. Biz bu çalı̧smada katsayılarıhiper dual sayı alarak hiper

dual kuaterniyonlarıve hiper dual kuarteniyonik eğrileri tanımlayarak ve onların

karakterizasyonlarınıkuaterniyonların sağ çarpım ve sol çarpımınıaktif bir şekilde

kullanarak vermeye çalı̧stık.
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