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1. GIRIS

1170 yilinda Pisa’da dogan Leonarda Fibonacci Orta Cag'in en yetenekli matema-
tik¢ilerinden birisi olarak kabul edilmektedir. 1202 yilinda Avrupa’ya ondalik say1
sistemini de tanittigr Liber Abaci kitabim yazmigtir. Bu kitapta bazi matematik-
sel formiiller ve problemler yer almaktadir. Buradaki problemlerden birisi de tavsan
ailesi problemidir. Bu problem agagidaki sekilde ifade edilmektedir:

"Biri erkek, biri disi olmak tizere bir ¢ift yavru tavsaninin bulundugu kapali bir or-
tamda, tavsanlarin 6lmedigi ve yeni dogan bir yavrunun bir ay sonra yetigkin hale
geldigi ve her yetigkin tavsanin da her ay yeni bir tavsan ¢ifti dogurdugu bilinmek-
tedir. Buna gore bir yilin sonunda ortamda bulunan tavsan c¢ifti sayis1 kactir?" Bu

problemin ¢6ziimii agagidaki tablo ile ifade edilebilir.

Ay: 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8 9. 10. 11. 12
Tavsan ¢iftisayis: 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

Belirli bir ayin sonunda ortamda bulunan toplam tavsan ¢ifti sayisinin kendisinden
onceki iki aydaki tavsan c¢ifti sayilariin toplam ile elde edildigi goriillmektedir. Bu
problemin ¢oziimiinde her ay ortamda bulunan tavsan ciftlerinin sayisi1 Fibonacci
sayilarini olusturur. Fibonacci sayilarinin olusturdugu diziye de Fibonacci dizisi de-

nir.

Ozellikle 20. yiizyilin ortalarindan itibaren, Fibonacci dizisi arastirmacilar tarafin-
dan ilgi ¢ekici bulunmugtur ve bu dizinin diger bilim dallar1 ile arasindaki iligkiler
incelenmigtir. Bu dizinin en 6nemli 6zelliklerinden biri ardisik iki Fibonacci sayisi-

nin oraninin dogada siklikla rastlanilan altin oran (= 1, 618) sayisina yakinsamasidir.

Fibonacci dizilerinin birgok genellegtirilmesi vardir. Bu tezde Edson ve Yayenie ta-
rafindan 2009 yilinda tanimlanan Fibonacci dizilerinin bir genellegtirmesi olan iki
periyodik Fibonacci dizileri gbz 6niine alinacaktir. Ilk olarak bu dizi ve genellegti-
rilmeleri ile ilgili literatiirde yer alan calismalara yer verilecektir ve temel ozellikleri

incelenecektir. Daha sonra bu tezde genellestirilmis iki periyodik Horadam dizileri
1



olarak adlandiracagimiz dizilerin n. terimi i¢in genel bir ¢6ziim veren Binet formiilii
yardimiyla bu dizinin baz 6zellikleri incelenecektir. Ayrica matris yontemi yardimi

ile bu dizilerin 6zellikleri elde edilecek ve ¢esitli uygulamalarina yer verilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde ilk olarak Fibonacci ve Lucas dizileri tanitilacak ve temel ozellikleri
verilecektir. Daha sonra Fibonacci ve Lucas dizilerinin bir genellestirmesi olan iki
periyodik Fibonacci ve Lucas dizileri tanitilacak ve 6zellikleri incelenecektir. Sonra
bu tezde genellestirilmis iki periyodik Horadam dizisi olarak adlandirilacak olan iki
periyodik Fibonacci ve Lucas dizilerinin bir genellestirilmesi goz 6niine alinacak ve

gesitli ozelliklerine yer verilecektir.

2.1 Fibonacci ve Lucas Dizileri

Tanim 2.1 (Fibonacci Dizisi) : Fy = 0, F} = 1 baslangi¢ kosullari icin

Fn:anl_‘_anZunZQ
rekiirans bagintisiyla tanimlanan diziye Fibonacci dizisi denir (Koshy 2001).

Simdi bu dizinin baz 6zelliklerini verecegiz. Bu 6zellikler Thomas Koshy'nin (Koshy
2001) kitabinda yer almaktadir.

Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi
22—r—1=0

olarak elde edilir. Bu karakteristik denlemin kokleri,

ISV S BV
2 2

")/:

Y

dir. Burada v ~ 1,618 altin orandir. Ayrica

oldugu acgik¢a goriilebilir. Tiimevarim yontemi ile elde edilen

’)m :")/Fn—i_anl
(Sn = 5Fn +Fn,1
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esitlikleri icin taraf tarafa ¢ikarma iglemi yapildiginda
" =o"

F, =
=9

egitligi elde edilir. Bu esitlik ilk olarak Fransiz matematik¢i Binet tarafindan 1843
yilinda bulunmustur. Bu nedenle bu formiil Binet formiilii olarak adlandirilmaktadir

(Koshy 2001).

Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu

oo :L‘
Fat=— """ 2.1

seklindedir (Koshy 2001).
Klasik Fibonacci dizileri icin iyi bilinen matris 6zdesligi

11 ~ (Fu R
Q= = Q"= (2.2)
10 Fn Fn—l

dir. Bu matris literatiirde Fibonacci Q-matrisi olarak adlandirilmaktadir. Ilk olarak
Brenner (Brenner 1951) tarafindan kullamilmigtir ve bu matrisin temel 6zellikleri

Charles King (King 1960) tarafindan yiiksek lisans tezinde incelenmigtir.

Fibonacci -matrisi yardimiyla Fibonacci dizisi i¢in bir¢ok 6zdeslik elde edilebilmek-
tedir. Bu 6zdesliklerden en iyi bilineni (2.2) esitliginde her iki tarafin determinanti

alinarak elde edilen
Fn+1Fn—l - Fg = (_1)77,

ozdegligidir (Silvester 1979, Gould 1981). Bu 6zdeslik literatiirde Cassini 6zdesligi

olarak bilinmektedir.
Tanim 2.2 (Lucas Dizisi) : Ly =2, L; = 1 baslangi¢ kosullari icin
Ln = Ln—l + Ln_Q,n Z 2 (23)

rekiirans bagintisini saglayan {L,,} dizisine Lucas dizisi denir (Koshy 2001).
4



Lucas dizisinin Binet formili

Ly =~"+ 0" (2.4)

ve iirete¢ fonksiyonu

= 2—x
Lot = —— % 25
; v 1 —2— a2 (2:5)

seklindedir (Koshy 2001).

() matrisi yardimiyla Lucas dizisi igin

L. 4. 1 2 11
iy .4 2 —1) \1 0

matris 6zdesligi elde edilmektedir (Johnson 2009).

Melham ve Shannon, Fibonacci ve Lucas sayilarini igeren 6zdeslikleri elde etmek i¢in

15 (L. 5F,
R := = R"=2""
11 F, L,

(2.7)

matris 6zdesligini kullanmiglardir (Melham ve Shannon 1995).

Ayrica bu matris 6zdeglikleri yardimi ile Keskin ve Demirtiirk (Keskin ve Demirtiirk
2010) tarafindan Fibonacci ve Lucas sayilarmi igeren birgok 6zdeslik elde edilmistir.
Fibonacci ve Lucas dizileri igin bazi toplam formiilleri ise Demirtiirk (Demirtiirk

2010) tarafindan incelenmigtir.

Tanim 2.3 (Horadam Dizisi) : p, ¢ sifirdan farkli tam sayilar olmak lizere Hy = a,

Hy = b keyfi baslangic kosullari icin
H, = pHn—l + an—27 n=>2 (28>

rekiirans bagintisini saglayan {H,,} dizisine Horadam dizisi denir (Horadam 1961).
)



Horadam dizisinde baglangi¢ kosullart Hy = 0, H; = 1 olarak alindiginda genel-
lestirilmis Fibonacci dizisi {GF,,} dizisi, baglangi¢ kogullarn Hy = 2, H; = p olarak
alindiginda genellegtirilmis Lucas dizisi {G L, } elde edilir. Ayrica Horadam dizisinde
baslangi¢ kosullart Hy = 0, H; = 1 ve p = ¢ = 1 olarak alindiginda Fibonacci dizisi
{F,}, baglangi¢ kogullarn Hy = 2, H; = 1 ve p = ¢ = 1 olarak alindiginda Lucas
dizisi {L,} elde edilmektedir.

Horadam dizisinin Binet formilu

b— ad b—ay
H. — n n
! <7—5>7 (7—5)5

ve iireteg fonksiyonu

> H, H, — pH,
St = Dot Ul Z Pl (29)
n=0

1 — pr — qa?
seklindedir (Horadam 1961).

Daha 6nce klasik Fibonacci dizileri i¢in verilen matris 6zdegligi genellegtirilmig Fi-
bonacci dizisi i¢in
GFn+1 qGFn

YO L) v (2.10)
10 GFn qGFn—l

sekildedir. Agikca goriilebilir ki M matrisinde p = ¢ = 1 olarak alindiginda () matrisi
elde edilmektedir (Melham ve Shannon 1993).

M matrisi yardimiyla Horadam dizisi i¢in

Hypo qHpa _ Hy, qH, p q (2 11)

Hn+1 an H1 qu ]. O

matris 6zdesligi elde edilmektedir (Johnson 2009).



2.2 1ki Periyodik Fibonacci ve Lucas Dizileri

Tamm 2.4 (iki Periyodik Fibonacci Dizisi) :a, b € R\{0} olmak iizere ¢y = 0,

g1 = 1 baslangi¢ kosullari icin

aGn-1 + Gn—2, n = 0(mod2)
n = ,n = 2

bgn—1 + G2, n = 1(mod2)

bagintisini saglayan {q,} dizisine iki periyodik Fibonacci dizisi denir (Edson ve Yayenie
2009).

{¢,} dizisinde a ve b degerleri degistikge literatiirde yer alan bir¢ok tamsay1 dizi elde
edilebildigi icin {q,} dizisi bir dizi ailesi olarak goriilebilir. Ornegin;

e {g,} dizisinde a = b = 1 alindiginda Fibonacci dizisi elde edilir.
e {g,} dizisinde a = b = 2 alindiginda Pell dizisi elde edilir.
e {¢,} dizisinde a = b =k (k € R") alindiginda k-Fibonacci dizisi elde edilir.

Tanim 2.5 (iki Periyodik Lucas Dizisi) :a, b € R\ {0} olmak iizere ve py = 2,

p1 = a baslangic kosullari icin

aPp—1 + Pn_2, n = 1(mod2),
Dy = Pn—1 T Pn—2 ( ) n>2
bpn_1 + P2, n=0(mod2),

rekiirans bagintisini saglayan {p, } dizisine iki periyodik Lucas dizisi denir (Bilgici 2014).

{pn} dizisinde a = b = 1 olarak alindiginda Lucas dizisi elde edilir.

Bu tezde a, b, ¢ sifirdan farklh reel sayilar olmak tizere hg, hy keyfi baglangi¢ kosullar:
icin

ah, 1+ chy,_o, n=0(mod2),
h, = n>2

bhy—1 + chp_o, n = 1(mod2),
rekiirans bagintisini saglayan {h,, } dizisi goz éniine almacaktir. Bu dizinin daha genel
bir durumu Panario vd. tarafindan iki periyodik Fibonacci ve Lucas dizilerinin bir

genellegtirmesi olarak tanimlanmigtir (Panario vd. 2013).
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{h,} dizisinde a = b = p ve ¢ = —q alindiginda Horadam dizisi elde edilebildigin-
den dolay1 bu tezde {h,} dizisi genellegtirilmig iki periyodik Horadam dizisi olarak

adlandirilacaktr.

Teorem 2.1 Genellestirilmis iki periyodik Horadam dizisi
hy, = (ab+ 2¢)hp_o — hp_g, n >4 (2.12)
lineer rekiirans bagintisini saglar (Panario vd. 2013).

Ispat. Ik olarak n cift iken (2.12) rekiirans bagmtisinin saglandigini gosterelim.

n ¢ift iken, {h,} dizisinin tanimindan

h2n = ath—l + Ch2n—2 (213>

dir. n tek iken, {h,} dizisinin saglamis oldugu hg, 1 = bho,_o + cha,_3 rekiirans

bagintisi (2.13) esitliginde yerine yazilirsa
han = (ab + c)han—z + achsn—3 (2.14)

elde edilir. {h,} dizisinin saglamig oldugu ahg,_3 = ha,_o — cha,_4 bagmtis: (2.14)

esitliginde yerine yazilirsa
hgn == ((J,b + 2C)h2n_2 - C2h2n_4 (215)

elde edilmektedir.

Benzer sekilde n tek iken, {h,} dizisinin tanimindan
hont1 = bhay, + chap—1 (2.16)
elde edilmektedir. hg, = aha,_1 + cha,_o bagintisi (2.16) esitliginde yerine yazilirsa
hon+1 = (ab+ ¢)hap—1 + bchay o (2.17)
elde edilir. Burada bhs,,_o = ha,_1 — cha,_3 esitligi gbz oniine alindiginda
Roni1 = (ab +2¢)han_1 — *hop_3 (2.18)

esitligi elde edilir.
(2.15) ve (2.18) esitlikleri gozoniine alindiginda istenilen 6zdeglik elde edilmig olur.



Teorem 2.2 {h,} dizisinin iirete¢ fonksiyonu

Z h h() + h123 + (ah1 (CLb + C)h(])%z + C(bh(] — hl)ZL’S

1 — (ab+ 2c¢)a? + c2x*
seklindedir (Panario vd. 2013).

Ispat. {h,} dizisinin formal kuvvet serisini goz éniine alalim.

(1 — (ab + 2c)2® + *a* Zhna:

= i hpz"™ — (ab + 2¢) i thJn+2 + i hnIn+4
n=0 n=0 n=0

- i hpa™ — (ab + 2c¢) i hpox™ + ¢ i hp—gz”
n=0 n=2 n=4

= ho + hix + (hy — (ab+ 2¢)hg)x® + (hs — (ab + 2¢)hy)z?

+ Z(hn — (ab + 2¢)hy_o + CPhy_g)2"

n=4
elde edilir.

Son esitlikte hy = ahy + chy ve hy = b(ahy + chgy) + ch; yerine yazildiginda

Z h ho + hlx + (ah1 (ab + C)h0)$2 + C(bho - h1>$3

1 — (ab+ 2c¢)x? + 22*

elde edilir. =

Teorem 2.3 {h,} dizisinin Binet formiilii

aC(n+1) n—1 n—1

seklindedir. Burada
why + cbhy

o —1
bhy + cbhg
p—1p
dir. Ayrica ¢ ve 9, 12 — abx — abc = 0 denkleminin kdkleridir. Yani

ab + v a?b? + 4abe
2

A=

B =

p o=
9

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)



ve

b— Va?b? + 4ab
w::a a2 + 4aoc (2.24)

dir. Burada A := a?b? + 4abe > 0 ve

((n) =n—2| 7] (2.25)
dir (Tan ve Leung 2020a).
ispat. {h,} ve {f,} dizileri arasimdaki
hy = fohi + c(b)<<"> Fr-1ho (2.26)

a
bagintisim goz oniine alalm (Tan ve Leung, 2020a).

Bu bagimtida genellegtirilmis iki periyodik Fibonacci dizisinin Binet formiilii (Yaye-

ie 2011
nie ) () o
= (520) 220

yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapildiginda {h,} dizisi i¢in Binet formiilii elde

edilir. m

Sonug 2.1 (2.20) esitliginde baslangi¢ kosullari hy = 2 ve hy = b olarak alinirsa genel-
lestirilmis iki periyodik Lucas dizisi {l,,} icin Binet formiilii
pe(n)
l, = m(g&” + ") (2.28)

seklinde elde edilir (Tan ve Leung 2020a).

10



3. GENELLESTIRILMIS iKi PERIYODIK FIBONACCIi VE LUCAS
DIZILERI UZERINE BAZI SONUCLAR

Bu boliimde ilk olarak Binet formiilii yardimu ile genellestirilmis iki periyodik Hora-
dam dizileri igin baz1 sonuglar elde edilecektir. Daha sonra matris yontemi yardimi
ile genellestirilmis iki periyodik Fibonacci ve Lucas dizilerinin terimlerini iceren 6z-

deslikler incelenecektir.

3.1 Binet Formiilii Yardim ile Genellestirilmis Iki Periyodik Horadam

Dizileri I¢in Bazi Sonuclar

Bu boliimde ilk olarak {h,} dizisinin Binet formiiliinden yararlamlarak genellegti-

rilmisg iki periyodik Horadam sayilari i¢in Catalan 6zdesgligi elde edilecektir.

Teorem 3.1 n ve s negatif olmayan tam sayilar ve n > s olmak lizere

((n-9)~¢(s) (m)—C(s)
(%) B his — (%) h2 = (—1)rstien=s f2 (hf ~ bhohy — céhﬁ)
a

0zdesligi saglanir.

ispat. {h,} dizisinin Binet formiilii kullamlarak,

hn—shn—i—s_hi
a((n—s—l—l)—i—((n—l—s—l—l)
— (ab> Lngsj + L'VLJQrSJ

q26(n+1) - 2
Ty )
a 2

2¢(n—s—1)
— a - — (A2¢2n—2 o AB (@n—s—1¢n+371 T wnfsflgon—i-s—l) + B2w2n72)
(ab)L eaind el

q26(n+1) 5 on_9 n—1l 1n—1 2/ 2n—2
T T = 2aB () e

a%(niSil) 2 2n—2 n—s—1,,n+s—1 n—s—1 n+s—1 2,/2n—2
= G AT AB (P ) + B

a* ) 2 2n—2 n—1 2 1 2n—2

(Agpn—s—l o Bwn—s—l) (Agpn—i—s—l . Bwn-{—s—l)

11



B (_ally)n a2 <) (4222 — AB (pu)" (97007 + 07) + BR)

— g2 ¢ pc(n) (A2<,02”_2 _9AB (gmﬂ)"*l + B?¢2n72)] ‘

b ¢(n—s)
- (ab)” (_) (A%>" 72 — AB (u)" ' (97°0° +97°¢%) + B**"7?)

a

b ¢(n)
_ (_) (A2(p2n72 —92ARB <¢w>n_1 + B21/}2n_2)]

S

elde edilir. Buradan,

¢(n—s)
(%) hn—s hn+s -

elde edilir. Yukaridaki esitlikte i) = —abe, ¢ + 1 = ab esitlikleri gézoniine alinip, A
ve B degerleri yerine yazilirsa;

—a?

P (@ )" AB

— (_1)n—s (12 (abc)nisil (908 . 77Z)s)2 (Qphl + Cbho) <wh1 + Cbh())

(ab)" =1 =1
. 2 27272
L (1) () e (g — ) (—abc) hi —|—(cb (alz)i;ohl + c*b°hg
P
s _ 2hS)2
_ (_1)71—3 CL2 (ab)—s—l Cnsl% (—bc) (ah% — abh0h1 + Cbhg)
n—s -5 n— ab 213
1) () EL 2425+1> £2 (ah? — abhohy + cbh2)
)
— (=) g (%) " 2 (ah? — abhohy + cbh)
any AN b
— (=)t (g) s f2 (h% — bhohy + cah§>

elde edilir.

[ ]
12



Sonug 3.1 Teorem 3.1'de s = 1 olarak alindiginda {h,,} dizisi i¢in Cassini 6zdesligi

b ¢(n) b ¢(n+1)
<5) h‘TL—lh’I’L-‘rl - (5) h

elde edilir.

b
= (=1)"" ! (hf — bhohy — cah?,) (3.1)

Simdi {h,} dizisinin Binet formiiliinden yararlanilarak genellegtirilmis iki periyodik

Horadam sayilar1 i¢in d’Ocagne 6zdesligi elde edilecektir.

Teorem 3.2 m ve n negatif olmayan tam sayilar ve m > n olmak lizere

ozdesligi saglanir.

ispat. {h,} dizisinin Binet formiilii kullamhrsa ve ¢ (m —n) + ¢ (m) — ¢ (n) =

= <_C>na4(m_n)fm—n(h%

2¢ (mn + m) esitligi goz oniine alimirsa

&C(mn—i-m) b{(mn-i—n) hmh

= a

—a

¢(m=n)—m—

~ ARB (_am—lﬂn o 6m—lan + amﬁn—l +6man—l)

= a(ab)

¢(mn+m) b{(anrn)

¢(mn+n) bC(mn+m)

2

n+l — a4

aS(m+1)+¢(n)

(ab) L3115

aCm)+¢(nt1)

(ab) L5115

CLC(mn+m) b((mn-‘,—n) hmhn+1 _ aC(mn-‘rn) bC(mn-l—m) hm+1 hn

b

— bhohy — c—h?
oh1 — - 0)

Comntn)pClmntm)py

(A&mfl o Bﬁmfl) (AOén o Bﬂn)

(Aa™ — BA™) (Aa™" — BA")

elde edilir. Son esitlikte A ve B degerleri yerine yazilirsa

(Ct o ﬁ) (amflﬁnfl o Bmflanfl

o) (h? ~ bhohs — céhg)
a

b

&C(anrm) bc(anrn) hmhn+1 _ a((mn+n) b((anrm) hm+1hn

— a(ab Slmmn)mmon (—abc) h% + cb (ab) };Ohl + c2th(2)
(a—=p5)
¢{m=n)—m—n (am*15”_1 _ Bm—l n—1

a (ab) c(—ab) po—

= a(ab) ™ F o (Cab) (ap) T
a J—

—a(ab) T (—ab) (ab) T

13

b
ag(min)ilfm,n (h% — bhoh; — Cahg)

)



b
= (—¢)" (ab)*""™ gl f (hf — bhohy — c—h3>
a
elde edilir. =

Son olarak {h,} dizisinin Binet formiiliinden yararlanilarak genellegtirilmis iki peri-

yodik Horadam sayilari i¢in binom toplam formiilii verilecektir.

Teorem 3.3 Negatif olmayan k, n ve s tam sayilari icin

n

3 (Z) GC0549) () AL by €Iy,

k=0

ozdesligi saglanir.

Ispat. {h,} dizisinin Binet formiilii kullamlarak,

Z (Z) aS®+9) (gb) L5 | +¢k)C(s) M Fhy

_ (n> aC ) +Cletst1) (g 5]+~ 52 (Aot — Bttty ¢t
0

N n 2\ "
= a(ab)*? [Aso“ (%Z) — By (%)]

¢(s)—s—2n
2

—a (ab) (A¢2n+s—1 o Bw2n+s—1)

_ gl-CCntst) (ab)w%h+t2"7fj onts

= aC(S)h2n+s
elde edilir. m

Uyar: 3.1 Boliim 3.1'de {h,} dizisi i¢in elde edilen dzdeslikler ¢ = 1 olarak alindiginda

Tan (Tan 2017a) tarafindan elde edilen sonuglar vermektedir.
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3.2 Matris Yoéntemi Yardim Ile Genellestirilmis Iki Periyodik Fibonacci

Dizilerinin Terimlerini igeren Baz1 Ozdeslikler

Bir 6nceki boliimde elde edilen 6zdeglikler klasik bir yontem olan Binet formiiliiniin
kullanilmasiyla elde edilmigti. Bu boliimde genellestirilmis iki periyodik Fibonacci
ve Lucas dizilerinin baz1 6zellikleri matris yontemi ile elde edilecektir. Iki periyodik
Fibonacci ve Lucas dizileri i¢gin matris 6zdeglikleri Tan ve Ekin (2017) ve Tan ve

Leung (2020b) tarafindan incelenmigtir.

Genellegtirilmis iki periyodik Fibonacci dizisi {f,,} i¢in

ab abc
U := (3.2)
1 0

matrisini géz 6niine alalim. Ttmevarim yontemi kullanilarak bilesenleri { f,,} dizisi-

nin terimlerinden olusan

L b,
U™ = (ab)ls! St f (3.3)
a <D £ bl f

matris 6zdegligi elde edilir (Tan ve Leung 2020b).
(3.3) matris 6zdesligi kullanilarak {f,,} dizisi i¢in agagidaki bagmtilar elde edilir.

Teorem 3.4 (Tan ve Leung 2020b) n, t € Z* ve t > n olmak tizere {f,} dizisi igin

asagidaki dzdeslikler saglanir.
L (="t = ()2 = () fsr fum,
2. (=) fin = (%)C(m+n)ftfn+l - (S)C(tn+t)ft+1fn,
3. fren = (B frin 4 (2D foy fr,

4o fo= (B fosin o (DS fosifion

15



ispat.
1. (3.3) matris 6zdegliginin her iki tarafinin determinant: alindiginda

U U]

(_abc)t _ (ab)QL%J (CbQC(t)ftJrlft—l _ cba’qt“)a“t)ftz)
abc) (ab)t ¢ t)( p2¢(®) feorfoo1 — cba S+ f?)
c)' = (ab)~ < (chC(t)ftHft 1 — cba™ t+1)+<(t)ft2)

O = PN (DO fy

a

R

(—
(—
(— C) = —c(ab) (ba_c 1)+ f — X Jer1feo1)
(—

elde edilir.
Bu 6zdeslik {f,} dizisi i¢in Cassini 6zdesligi olarak bilinmektedir.
2. U matrisi terslenebilir oldugundan

(ab) L%J CbC(n)fnfl _CbGC(n)fn

U =
(—abc)™ —q S £ f

dir. U™ = U'U~™ matris esitligi géz oniine alindiginda ve kargilik gelen bile-

senler esitlendiginde

(ab) L5 cpgSt—mn) fien

= %(_bdt)ﬂmé(n)ﬁ“fﬂ + bSO £ 1)
esitligi elde edilir. Burada | 5] = e§1thg1 kullanilarak

C(t=n)=¢(t)+¢(n) C(t—n)+¢(t)—¢(n)

o= (1) ftfn+1—(§) C fuds

elde edilir. ¢ (t —n) + ¢ (t) = (n) = 2¢ (tn + t) esitligi kullamlip gerekli sade-

lestirmeler yapildiginda

b

(0 o = (O fo o —

5)“"”” frstfn

esitligi elde edilmektedir.

Bu 6zdeglik {f,} dizisi igin d’Ocagne 6zdesligi olarak bilinmektedir.
16



3. Ut = UU*? matris esitligi goz oniine alindiginda ve karsilik gelen bilegenler

esitlendiginde
(ab) 5 cbat 4 £,
— (ab)L%JH%J (bSO f o F 4 OGO f )
elde edilir. Gerekli sadelegtirmeler yapildiginda

ft+n = (9)
a

elde edilir. Buradan ¢ (t+n) 4+ ((t) — ¢ (n) = 2¢ (tn + t) esitligi kullanilirsa

C(t+n)+¢(n)—¢(t) C(t+n)+¢(t)—¢(n)
2 2

Jnirfe +c (g) Jnfio1

b

b
ft+n = (E)C(tn+n)ftfn+l + C(a)g(thrt)ftflfn

elde edilir.

Bu 6zdeglik {f,} dizisi igin Honsberger 6zdesligi olarak bilinmektedir

4. UMt = U tU! matris esitligi goz oniine alindiginda ve karsilik gelen bile-

senler esitlendiginde

(ab) -1 -1 g,

=y (=) ¢ f, bt D )=
esitligi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

()

esitligi elde edilir. Buradan ¢ (n)+¢ (t) — ¢ (n — t) = 2¢ (nt) esitligi kullanilirsa

(("*tHg(n)*C(t) S +<@)=¢(n—t)
2

Jon—ts1fe +c (g) Jn—tfi—1

Jn = (E)C(mm)fnftﬂft + ¢ b)C(m)fnftftfl

a a
ozdesligi elde edilir.

Bu 6zdeslik {f,} dizisi igin Convolution 6zdesligi olarak bilinmektedir.

17



3.3 Matris Yéntemi Yardim Ile Genellestirilmis Iki Periyodik Lucas

Dizilerinin Terimlerini igeren Baz1 Ozdeslikler
Genellestirilmis iki periyodik Lucas dizisi {l,,} i¢in

ab?® + 2cb  ab?c
ab 2abc

matrisi goz oniine alahm. Timevarim yontemi kullanilarak bilegenleri {l,,} dizisinin

terimlerinden olugan

wir OS] @S D e,
VU™ = (ab)Ll"s] i v (3.4)
aC("“)lnH abs el

matris 6zdesligi elde edilir.

{fn} dizisi i¢in elde edilen baz ozellikler (3.4) matris esitligi kullamlarak {/,,} dizisi
icin de elde edilebilir.
(3.4) matris 6zdegliginin her iki tarafinin determinant1 alimp taraf tarafa bilegenleri

esitlendiginde ve n — n — 1 olarak alindiginda

b ¢(n) b ¢(n+1) A
() bt (1) 2o (35)

a
ozdesligi elde edilir. Burada A := a?b? + 4abc dir. Bu 6zdeslik {l,,} dizisi i¢in Cassini
ozdegligidir.

VUH=2 = (VU 1)U matris esitligi goz oniine alindiginda ve kargilik gelen bi-

legenler esitlendiginde

b ¢(tn+n) b ¢(tn+t)
lign = (a) lnt1fe +c (5) Infi-1 (3.6)

ozdegligi elde edilir.
4. bolumde (3.4) matris 6zdesliginin daha genel durumu goz 6niine alinarak daha

genel sonuglar elde edilecektir.
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3.4 Matris Yoéntemi Yardim Ile Genellestirilmis Iki Periyodik Fibonacci

ve Lucas Dizilerinin Terimlerini igeren Baz1 Ozdeslikler

A = a’b? + 4abc olmak iizere,

ab A
K = (3.7)
1 ab

matrisi tammlandiginda bilegenleri hem {f,} hem de {l,} dizilerinin terimlerinden

olusan

i ™, Aa~<HDf,
K" =2""1(ab)!] (3.8)
a= ¢t £ asmy,

matris 6zdesligi elde edilir (Tan ve Leung 2020D).

(3.8) matris 6zdesligi yardimiyla genellestirilmis iki periyodik Fibonacci ve Lucas

dizilerinin bilegenlerini igeren agagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 3.5 (Tan ve Leung 2020b) ¢, n € Z* olmak tizere {f,} ve {l,,} dizileri igin

asagidaki ozellikler saglanir:
L2 5f2=4(2)" (—or,
2. Lfifu+lily=2(2) "0,
3. filn + fuli =2 ()" £,
4 Lyl — S fufi=2(=0)t (&),
5. full — lnfy = 2(—c)' (2) KO 5

6. ()" Ll = luyy + (=0l s,

7 (%)C(H)C(t) fifo = foge + (=) fus .
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ispat.

1. (3.8) matris 6zdegliginin her iki tarafinin determinant: alindiginda

K" = |K"|
= (—4abc)" = 22”—2(ab)2L%J (@XM — Nq~XKn+) £2)
22n
= (—4abc)" = 1 = (ab)"" ( 26(n l _ Ag¥ n+1)f2)

DAY i < 2¢(n)12 2¢(n)—2 £2
A=) = (@™, = Na )

= ab
n_ (O™ o A,
= Aot = (7))@=
b ¢(n) A
4 - _ n:l2__ 2
= 4(2) cor=t- S

olarak elde edilir.

2. K" = K"K matris esitliginde karsilik gelen bilesenleri géz oniine alinirsa

n+t—¢(n)—((t)
2

2n+t—2 (ab)
— 2n+t—1 (ab)

(Na~ ¢(n+1)— (t+1)f ft+a<(” +(@®)] nlt)

n+tfc(n+t) C(n+t)
2 l+t

esitligi elde edilir. Burada gerekli sadelestirmeler yapildiginda

¢(n)+<(t)
¢(n)+<(@) )+C() C(n)+¢(t)—=¢(n+t)  ((n+t)

a2
TAfnft‘{' lnly =2b 2 a2 lny

elde edilir ve bu ifade diizenlenirse

C(n)+<(t)—¢(n+t)  ((n+t)

A
(Efnft + lnlt> =2b 2 a 2 lpyy

¢(n)+<¢()
2

esitligi elde edilir. Istenilen 6zdeslik ispatlanmis olur.

3. K™t = K"K' matris esitliginde karsilik gelen bilesenler esitlendiginde

ntt—¢(n)—=¢(t)
2

2n+t—2 (ab)
— 2n+t—1 (ab)

(AGO~CED] £ 4 A=t D+ £ 1)

ntt—¢(n+t)
2

Ba=C

elde edilir. Burada gerekli sadelegtirmeler yapildiginda

(ab) < (=S £ | =St £ gy
20



(n+t)

2(611)) C(n+t+1)fn+t

elde edilir ve istenilen 6zdeslik gdsterilmis olur.

. Kt = K"Kt = K"(K*')~! matris 6zdesliginde karsihk gelen bilegenler esit-
lendiginde

(ab) "*C(");H‘((t)

X 04(2)e0 (=)t

(SO 7, — A=) )

—t—¢(n—t
S

1
— —(ab) oy

2
elde edilir. Burada gerekli sadelegtirmeler yapildiginda

0 (11— Z 1ot

¢(t)
— 2(—c)!(ab) T X (O (§> s

elde edilir ve istenilen 6zdeslik ispatlanmig olur.

. Kt = K"K~ = K*(K')~! matris 6zdesliginde karsilik gelen bilegenler esit-
lendiginde

n—¢(n)—t+¢(t)
) 2

(ab
a2C(t)4(§)C(t)(—C)t

at(m =1 (fnt_l ft)

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiginda

fn—t

t
b ) O ntem—cn dnen-cmc
b 2 a 2

fnlt - lnft = 2(_C)t (_
a
elde edilir ve istenilen 6zdeslik ispatlanmig olur.

. (2) ve (4) 6zdeslikleri taraf tarafa toplandiginda

b ¢(n)¢(t) —¢(n)C(t)
2ltln =2 <(a) ln—l—t + (_C)t (%) ln—t

egitligi elde edilir. Gerekli sadelegtirmeler yapildiginda

b SO
b, = (—) (st + (—0)h)

a

elde edilir ve istenilen 6zdeslik ispatlanmig olur.
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7. (3) ve (b) 6zdeglikleri taraf tarafa toplandiginda

B\ SIS B\ SED
2ftfn =2 <(a) fn+t + (_C)t <a> fnt)

elde edilir ve istenilen 6zdeglik ispatlanmig olur.

|
Simdi genellestirilmis iki periyodik Fibonacci ve Lucas dizileri i¢in genel binom top-

lam formiilleri verilecektir.

Teorem 3.6 Negatif olmayan m, n, r tam sayilari ve m > 1 igin

al—((mn-i—r) w n G '
mn+r — T . mngr | . e n:z i r5 3.9
f + (ab) L%MJ ; (2>C fm m—1J1+ ( )
al—g‘(anrr) e ( >
lnn r T o mntr| nlf ]mzlzr 3.10

dir. Burada & := (ab)L" 2"+l % ] q=CtmHDi—14C(En) pCm) (=) dyr (Tan ve Leung 2020b).

ispat.
K™ =2""Yab)l 2 ) (a0 £ K + 2eb< ™ £, 1) (3.11)

matris esitligini gézoniine alalim. Buradan
K™ = (2m 7 ab) 2 (a0 £ K 4 2066 f, 1)) KT (3.12)

elde edilir ve binom ac¢ilimi kullanildiginda

Fomntr Z (n) gmn—ign=i(qp)nl s qCmtDipd(m)n=i)yi yn—i pritr (3.13)

: i
=0
matris 6zdesligi elde edilir. Diger yandan (3.8) matris esitligi yardimiyla

ag(mn+7") lmTH-T AG7C(mn+r+1) fmn—i—r

q—S(mntr+1) Frnr qblmn+r)]

|25 ]

KA = gmntr=l(gph) (3.14)

mn—+r

esitligi elde edilir.(3.13) ve (3.14) matris 6zdesliklerinde taraf tarafa bilegenler esit-

lendiginde istenilen elde edilir. m
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Sonug 3.2 Teorem (3.6)'de m = 2 alindiginda,

a$") fop iy = Z <TZ) aSl+m) (qb)Lal @ =i (3.15)
1=0
ve
a“Olyy i =Y (’;) aslt) (@b L+ iy, (3.16)
=0

ozdeslikleri elde edilir.
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4. GENELLESTIRILMIS IKi PERIYODIK HORADAM DiZiLERI
ICIN MATRIS GOSTERIMI

Matris yontemi kullanilarak genellegtirilmis iki periyodik Fibonacci ve Lucas dizileri-
nin ozelliklerinin daha pratik bir gekilde elde edilebildigini incelemigtik. Bu boliimde
iki periyodik Horadam dizilerinin 6zelikleri matris yontemi kullanilarak elde edil-
meye galigilacaktir. Bu boliimde g6z 6ntine alinacak sonuglar Tan ve Leung (2020b)

tarafindan elde edilmigtir (Tan ve Leung 2020b).

Daha 6nceki béliimde kullanmis oldugumuz

ab abc n b £ cbal™ £,
U= = U™ = (ab)l5! y g
1 0 a—C(n+1)fn ch(”)fn,l
matris 6zdegligini géz oniine alalhim. Ayrica genellestirilmis iki periyodik Horadam
dizisi i¢in
abhi 4+ cbhg abchy

T:= (4.1)
ahy abchg

matrisini gbz oniine alalim. Tiimevarim yontemi kullanilarak bilegsenleri genellegti-

rilmis iki periyodik Horadam dizilerinin terimlerini iceren

pen+p CntDpep,,
TU™ = (ab)L"%" w2 it (4.2)
a((n+1)hn+1 ab{(n+1)chn

matris 6zdegligi elde edilir.
(4.2) matris 6zdegliginin her iki tarafinin determinant1 alinip taraf tarafa bilegenleri

esitlendiginde ve n — n — 1 olarak alindiginda

b ¢(n) b ¢(n+1) b
(—) hn—lhn+1 — (—) hi = (—1)"0"_1 (h% — bhohl — C—h(g))
a a a

ozdesligi elde edilir. Bu 6zdeglik daha 6nce Binet formiilii yardimi ile elde etmis

oldugumuz genellestirilmis iki periyodik Horadam dizileri i¢in Cassini 6zdesligidir.
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4.1  Genellestirilmis iki Periyodik Horadam Dizileri igin Daha Genel

Sonuclar

Simdi genellestirilmis iki periyodik Fibonacci sayilari i¢in kullanmig oldugumuz (3.3)
matris 6zdesligi yardimiyla genellegtirilmis iki periyodik Horadam sayilarimi igeren
daha genel sonuglar incelenecektir.

(3.3) matris 6zdesligi i¢in n ¢ift ise

u" hq _ (ab)% bC(")fn+1 CbaC(n)fn I
o a0 g p ]\ ahg
= (ab)? B foiyhy + cba$™at f, by
a=<D £ By 4 ™ e
_ (a3 [ it baT uho

a_l(fnhl + Cfn—lhO)
elde edilir. (2.26) 6zdesligi kullanilirsa

matris 6zdesligi elde edilir.

Benzer gekilde (3.3) 6zdesligi i¢in n ¢ift olarak alindiginda

U Cth _ (ab)% bC(TL) fn—i—l CbaC(n) fn Cth
chy a ¢t £ b f, chy
( b)ﬂ bg(n)d’fnﬂf@ + CQbaC(’"”)fnh1
= (a 2
a= Db, hy + 26 f,_ by
— (ab)? cbfoirhe + b fuhy

G_lcbfnhg + C2fn,1h1
o [ D(fryiha + cfuhi)
c(a_lbfnhg + Cfnflhl)
Cb<h1 (afn+1 + Cfn) + CfnJrlhO)
(i (bfy + cfuz1) + 2 frho)
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elde edilmektedir. Burada (2.26) 6zdesliginden

Cbhg Cbhn+2

Chl Chn+1

matris 6zdegligi elde edilir.
Daha once siklikla kullanmig oldugumuz (2.26) 6zdesliginin daha genel bir halini

agagidaki teoremle ifade edecegiz.

Teorem 4.1 V n,p € Z* olmak lizere

b\ S HS(P) p C(m<p+1)
hngp = (a) falps1 + ¢ <5) Jn—1hyp (4.5)

dir (Tan ve Leung 2020b).

Ispat. n ve p cift olsun. O halde n + p de cift olacagindan (4.3) esitliginde n yerine
n + p yazilarak

(ab)nTﬂl hn+P+1 r Un+p hl
ailhnﬂ; a 'hg
elde edilir. Buradan
(ab)nTﬂ hn+p+1 _ Un+p hl
ailhnﬂ) a thy

= (ab)2U" fip+1
ailhp

B (ab)nTer Jny1  cbfy hp+1
a_lfn Cfn—l a_lhp

carpma iglemi yapildiginda ve taraf tarafa bilegenler egitlendiginde
b
Pript1 = frr1hpir + Cafnhp (4.6)

Poip = fulpir + cfn1hy (4.7)

esitlikleri elde edilir. (4.6) de n — n — 1 olarak alindiginda

b
Pty = fahprr + Cafnth (4.8)
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esitligi elde edilir.
(4.7) ve (4.8) esitlikleri gbz oniine alindiginda

b ¢(n)
hn+p = fnhp+1 +c (a) fnflhp (4'9)

esitligi elde edilir.

Simdi (4.4) esitligi gbz 6ntine almarak

Cbhn+p+2 Jos1  cbfy Cbhp+2

—~

4.10)
Chn+p+1 ailfn Cfn—l Chp+1

carpma iglemi yapildiktan sonra taraf tarafa bilegenler esitlenirse
Pnipiz = fatihpr2 + Cfahpia (4.11)

b
hpipr1 = afnhpw +cfn-1hpi (4.12)

olarak elde edilir. (4.11) de n — n — 1 olarak alinirsa

hn+p+1 = fnhp+2 + Cfn—lhp+1 (4'13>

(4.12) ve (4.13) esitliklerinden

b ¢(n+1)
hn+p+1 = <a> fnhp—l-? + Cfn—lhp+1 (4'14>

esitligi elde edilir.
Ayrica (4.14) esitliginde p — p — 1 olarak alindiginda

b ¢(n+1)
hn—HD = (a) fnhp-l—l + Cfn—lhp (4'15)

elde edilir. (4.9) ve (4.15) birlikte yazilirsa

b\ S HS(P) p C(m<p+1)
hptp = (a) Jnhpi1 +c <a) fn—1hy

elde edilir. m

n ve p ¢ift pozitif tam sayilar olmak tizere, Teorem 4.1 den

hn n cb n h
+p+1 _ f +1 f p+1 7 (416)

a_lhp 0 1 a_lhp
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bh, n bfn bh
CONp4p42 _ Jnt1 cbf CONp+2 7 (4.17)

Chp+1 0 1 Chp+1

matris 6zdeglikleri elde edilebilir.
Simdi verecegimiz teorem Catalan, Cassini ve d’Ocagne 6zdesliklerinin bir genelle-

mesi olacaktir.

Teorem 4.2 V n,p ve g € Z" olmak lizere

b ¢(n)¢(p)¢(q) b ¢(n+1)¢(p)¢(a)
(a) hn+phn+q - (a) hnhn—i-p-i-q

b\ S 5
= (_) (_C)nfpfq (h% — bhohy — 56h3>

a

dir (Tan ve Leung 2020b).

ispat. n ¢ift, p ve ¢ tek durumunda

b Chn+
¢ (hn+phn+q > ahnhn+phn+p+q> 3 <hn+q ailhn> beh \ : (4.18)
—0CNptptq

esitligi yazilabilir. (4.16) esitliginde s, ¢ ¢ift tam sayilar olmak {izere

be
Rstiv1 = fsxr1husr + Efsht

seklinde yazilabilir. Burada s + 1 — ¢ ve t — n olarak alinirsa,

be
thrq = fqhn+1 + Equlhn

olur. Bu esitlik goz oniine alindiginda

S o I

matris 6zdegligi elde edilmektedir.
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Timevarimla gosterilebilir ki, k ¢ift igin

k
( b)g Ch]H_l 1 0 0 -1 Chl
a =

—bchg ki1 —befoo1 fy —abc  ab —bchs

esitligi saglanir ve burada k — n + p — 1 alinirsa

n+p—1
np— chy, 1 0 0 -1 ch
(ab)" 5 o= P20
—bchpiptq —befoo1 fy —abc ab —bchy
esitligi yazilabilir.
0 1 0
b j: AN
Cla—1 —0CJ,-1
: TN (4.21)
ab 1 0 -1
= —abcl.
abc 0 —abc ab

esitlikleri g6z onitine alimp (4.19) ve (4.20) denklemlerini garpilip, (4.18) ve (4.21)
esitlikleri kullanildiginda

p—1
(ab)"* = c (hn+phn+q - §hnhn+p+q)
n n+p—1

ab 1 0 -1 chy
= fq (hl a_lhﬂ)
abc 0 —abc ab —bchy
n n p—1
ab 1 0 -1 0 -1 chy
= fq (hl Cflho)
abc 0 —abc  ab —abc  ab —bchs
p—1
0 —1 Chl
oty ()
—abc ab —bchs
w1 [ Cfpe —aTrfp_ ch
= (=abe)"fy (1 atho) (@)= | 77 o 1
_bcfpfl fp —bChQ



elde edilir. Asagidaki matris ¢carpimi goz oniine alinirsa

cfp_a —a lf,_ ch
<h1 Cl_lh0> 2 ot !
—bcfp_l fp —bch2
be 1 1 Chl
= <Cfp—2h1 — T fp1ho —a™ fp1hi +a” h’Ofp)
—bChQ
= 3 fpr — hohi fy1 + Ehihafpr — Lhohaf,
= C2h%fp_2 — %hlfp_1<0h0 — hg) — %Chofp(ahl + Cho)
= h3fyo — %hy fp1(chg — (ahy + cho)) — behohy f, — Y R2 f,
= 13 fya + behd fp1 = behohy f, — YB3 f,
= ch}(cfpa +bfp 1) — bchohy f, — YSh2F,
= chy f, — behohy f, — Y2 h2f,
= Cfp (h% — bhohl — %h%)

elde edilir.

p—1 b ot P=l be
(ab)"* =2 ¢ (hnﬂghnﬂ — ahnhnﬂﬂrq) = (ab)"* = " fufy (h% — bhohy — Eh%)
(4.22)
esitliginde gerekli sadelestirmeler yapildiginda
b b
hntplintg = ~Inlinsprg = " f fo(h — bhohy — 5chg) (4.23)

elde edilir.
Benzer islemler diger durumlar i¢in de yapildiginda ayni sonuclar elde edilmektedir.
|

n ¢ift tam say1 olmak iizere,

(i beho) U™ = (@)% (hosy beh,)
(a‘th ch1> U" = (ab)?2 (a‘lhmg chnH)

matris 6zdeglikleri yazilabilir.

(4.24)

Teorem 4.3 V n,m € Z* olmak lizere

b S(mn+n) b S(mntm) p Smtn)
(_) hn+1hm + (a) Chnhm—l = hlhm+n + (a) ChOhm-i-n—l

’ (4.25)

dir (Tan ve Leung 2020b).
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Ispat. n cift ve m tek tam say1 olsun ve (4.16) ve (4.24) esitlikleri kullanildiginda

P

n+m—1

n+m—1 b
(ab) +2 (hn-l-lhm + aChnhm—1> = (ab) 2 (hn—H bChn>

a‘lhm_l

esitligi yazilabilir. (4.3) 6zdegliginde n — m — 1 olarak alinirsa

h . P
vt ] = (a)
a tho a hp_1
elde edilir ve bu esitlik goz oniine alindiginda
(ab> "*’;—1 (thrlhm + %Chnhmfl)
= (@))% (hysr beh, )
a’lhm_l
N
= (1 beho) UmU™
Cl_lho
h
= (m veng) Ut
a_lho
m+n— hm n
— ()™ (hy beho) :
ailhm—&—n—l

m+4n—1

= (ab) 2 (hlhm+n + Cghm+n_1ho)

oldugu goriiliir.
n ve m tek tam sayilar olmak iizere

m+n—2

(ab) "z be(hpbhni1 + chp_1hy)
bchy, 1
ch,

cbhs

chy

cbhy

chy

— (ab)™5™ (hl bcho) Hlimn

Chm+n— 1

m+n—2

= (@)™ (b behy)

= (h beh) Ut

= (hl bcho) ymn=?

m+4n—2

= (Gb) 2 (bChm+nh1 + bc2hm+n71h0)

m+4n—2

= (ab) 2 bC(hm+nh1 + Chm+n,1h0)
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elde edilir.
n tek m ¢ift tam say1 olmak tizere,

nt+m—1

(ab) ™2 c(ghnﬂhm—i—chnhm,l)

nm— bch,,
— (ab)"5 <a_1hm chm_1> o
ch,,

bch
= (ab) (a thy chy) U RUm (T
Chl

—_ b -1 Um+n—3 bChQ

(ab) (a=*hy chy

Ch1

m+n—1 bchm n—
:(ab) +2 <a_1h2 Ch1> o
Chm+n—2

= (ab)%(e%hmﬂz_lhg -+ C2hm+n_2h1)

= ((Zb) 2 C(%hm+n_1(&h1 + Cho) + Chm+n_2h1)
= (ab)™ % c(Mihmsn + LR yn_1ho)

esitliginin saglandigl goriiliir.
n ve m ¢ift tam sayilar olmak {izere

n+m-—2

(ab) 2 a Y hmhpi1 + chphpm_1)

pme hy + 1
— (ab)™%™ (aflhm chm_1> "
a hy
h
- (a‘th Ch1> Um72Un !
G_lho
h
= (Cl_lhg Chl) Um+n—2 llh
a hg
. -
= (ab)™ 5 (a7, chy) et
CLilhm—&—n—2
= (ab)™ % (@ hmn—1ho + A Ppin_shy)
= (ab)™ 2 a" (hmin—1(ahy + chg) + Chpmpn_2hy)
= (ab)™ 2 @™ (hi P + Chumsn—1ho)

esitliginin saglandigl goriilmektedir. m

(4.25) esitliginde m — n 4 1 olarak alinirsa agagidaki sonug elde edilir.
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Sonug 4.1 V n € Z* olmak lizere

b ¢ p ¢t b
(5> h2+1 + (a) Ch = h1h2n+1 + ( ) Chohgn

esitligi elde edilir.

Sonug 4.1 yardimu ile Fibonacci sayilari igin iyi bilinen F2 1 —F? | = Fy, 6zdegliginin

bir genellestirilmesini elde edilecektir.
Teorem 4.4 ¥V n € Z" olmak uzere
hq21+1 - C2hi—1 = GC(n)bC(nH)(hthn + chohan—1)

dir (Tan ve Leung 2020b).
Ispat. n cift tam say1 olmak iizere, Sonug 4.1 yardimiyla,

h2 = 2h2_ = (hnsr + 2ch2) — (2ch? + ?hZ_)
= (h1h2n+1 + gChoh%) —C <h1h2n71 + %Chohznfz) (4.26)
= h1 (hony1 — chon—1) + %Cho (hon — chap—2)

esitligi yazilabilir ve bu esitlikte {h,,} dizisinin rekiirans bagntis1 yardimiyla
hi-i—l - CQh’?L—l = bh1h2n + bChOhanl (427)

elde edilmektedir.

n tek tam say1 olmak {izere,

(g)2 2 —cAhi) =" (—hn+1 +ch?) — 2e(hZ + 2ch? )

= 2 (h1h2n+1 + ChOhQn) <h1h2n 1+ ChOhQn 2) (4.28)
Y (hi(honsr — chon—1) + gCho(hQn — chap))

esitligi elde edilmektedir ve {h,} dizisinin rekiirans bagintisi yardimiyla

b\? b
(—) (hi—f—l — CQh?—;—l) = a(bhlhgn + bChDhQn_l) (429)

a

esitligi yazilabilir. m
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5. TARTISMA VE SONU(Q

Bu tezde ilk olarak Binet formiilii yardimi ile genellestirilmis iki periyodik Horadam
dizileri i¢in Catalan 6zdegligi, Cassini 6zdesligi, d’Ocagne 6zdesligi ve binom toplam

formiilii elde edilmigtir. Daha sonra Tan ve Leung (2020b)’un

ab cb W[OS F L cba S £
A= = A" = (ab)'?] Tt d
a 0 as(m) fn chS(™) Fr1
matris 6zdegligi yardimi ile genellegtirilmis iki periyodik Fibonacci dizileri igin elde

etmis oldugu baz1 sonuclar

ab abc . b £ cbas™ f,
U= = U" = (ab)!%) S ¢
1 0 a_C(TH'l)fn ch(n) fn—l
matris 6zdesligi yardim ile elde edilmigtir. Ayrica, Tan ve Leung (2020b)’un maka-

lesinde U matrisi yardimi ile genellestirilmig iki periyodik Horadam dizileri i¢in elde

edilen daha genel sonuclar incelenmigtir.

Iki periyodik Fibonacci dizilerine benzer olarak, a,b,c,d, e ve f sifirdan farkl reel

sayilar olmak {izere ve baglangi¢ kosullar1 ¢ty = 0, ¢t; = 0, £ = 1 i¢in

at, 1+ ctp_o+ ety_3, n=0(mod2),
t, = n>3
btn—l + dtn_g -+ ftn_g, n = l(mon),

rekiirans bagintisim saglayan {t¢,} dizisi iki periyodik tribonacci dizisi olarak adlan-

dirlabilir (Alp vd. 2012, Panario vd. 2013).

Bu tezde elde edilen sonuglara benzer olarak iki periyodik tribonacci dizisinin matris

gosterimi elde edilebilir ve bu matris yardimi ile dizinin 6zellikleri incelenebilir.
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