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Bu tez beş bölümden oluşmaktadır.
Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır.
İkinci bölümde, Fibonacci ve Lucas dizilerinin genelleştirilmesinden ve Horadam dizisinin
temel özelliklerinden bahsedilmiştir.
Üçüncü bölümde, iki periyodik Fibonacci ve Lucas dizilerinin matris gösterimleri göz önüne
alınarak bazı özellikleri incelenmiştir.
Dördüncü bölümde iki periyodik Horadam dizileri için matris gösterimleri göz önüne alı-
narak daha önce iki periyodik Fibonacci ve Lucas dizileri için elde edilen özelliklerin genel
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1. GİRİŞ

1170 yılında Pisa’da doğan Leonarda Fibonacci Orta Çağ’ın en yetenekli matema-

tikçilerinden birisi olarak kabul edilmektedir. 1202 yılında Avrupa’ya ondalık sayı

sistemini de tanıttığı Liber Abaci kitabını yazmıştır. Bu kitapta bazı matematik-

sel formüller ve problemler yer almaktadır. Buradaki problemlerden birisi de tavşan

ailesi problemidir. Bu problem aşağıdaki şekilde ifade edilmektedir:

"Biri erkek, biri dişi olmak üzere bir çift yavru tavşanının bulunduğu kapalı bir or-

tamda, tavşanların ölmediği ve yeni doğan bir yavrunun bir ay sonra yetişkin hale

geldiği ve her yetişkin tavşanın da her ay yeni bir tavşan çifti doğurduğu bilinmek-

tedir. Buna göre bir yılın sonunda ortamda bulunan tavşan çifti sayısı kaçtır?" Bu

problemin çözümü aşağıdaki tablo ile ifade edilebilir.

Ay: 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12.

Tavşan çifti sayısı: 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

Belirli bir ayın sonunda ortamda bulunan toplam tavşan çifti sayısının kendisinden

önceki iki aydaki tavşan çifti sayılarının toplamı ile elde edildiği görülmektedir. Bu

problemin çözümünde her ay ortamda bulunan tavşan çiftlerinin sayısı Fibonacci

sayılarını oluşturur. Fibonacci sayılarının oluşturduğu diziye de Fibonacci dizisi de-

nir.

Özellikle 20. yüzyılın ortalarından itibaren, Fibonacci dizisi araştırmacılar tarafın-

dan ilgi çekici bulunmuştur ve bu dizinin diğer bilim dalları ile arasındaki ilişkiler

incelenmiştir. Bu dizinin en önemli özelliklerinden biri ardışık iki Fibonacci sayısı-

nın oranının doğada sıklıkla rastlanılan altın oran (⇡ 1, 618) sayısına yakınsamasıdır.

Fibonacci dizilerinin birçok genelleştirilmesi vardır. Bu tezde Edson ve Yayenie ta-

rafından 2009 yılında tanımlanan Fibonacci dizilerinin bir genelleştirmesi olan iki

periyodik Fibonacci dizileri göz önüne alınacaktır. İlk olarak bu dizi ve genelleşti-

rilmeleri ile ilgili literatürde yer alan çalışmalara yer verilecektir ve temel özellikleri

incelenecektir. Daha sonra bu tezde genelleştirilmiş iki periyodik Horadam dizileri
1



olarak adlandıracağımız dizilerin n. terimi için genel bir çözüm veren Binet formülü

yardımıyla bu dizinin bazı özellikleri incelenecektir. Ayrıca matris yöntemi yardımı

ile bu dizilerin özellikleri elde edilecek ve çeşitli uygulamalarına yer verilecektir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde ilk olarak Fibonacci ve Lucas dizileri tanıtılacak ve temel özellikleri

verilecektir. Daha sonra Fibonacci ve Lucas dizilerinin bir genelleştirmesi olan iki

periyodik Fibonacci ve Lucas dizileri tanıtılacak ve özellikleri incelenecektir. Sonra

bu tezde genelleştirilmiş iki periyodik Horadam dizisi olarak adlandırılacak olan iki

periyodik Fibonacci ve Lucas dizilerinin bir genelleştirilmesi göz önüne alınacak ve

çeşitli özelliklerine yer verilecektir.

2.1 Fibonacci ve Lucas Dizileri

Tanım 2.1 (Fibonacci Dizisi) : F0 = 0, F1 = 1 başlangıç koşulları için

Fn = Fn�1 + Fn�2, n � 2

rekürans bağıntısıyla tanımlanan diziye Fibonacci dizisi denir (Koshy 2001).

Şimdi bu dizinin bazı özelliklerini vereceğiz. Bu özellikler Thomas Koshy’nin (Koshy

2001) kitabında yer almaktadır.

Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi

x
2 � x� 1 = 0

olarak elde edilir. Bu karakteristik denlemin kökleri,

� = 1+
p
5

2 , � = 1�
p
5

2

dir. Burada � ⇡ 1, 618 altın orandır. Ayrıca

� + � = 1, � � � =
p
5, �� = �1

olduğu açıkça görülebilir. Tümevarım yöntemi ile elde edilen

�
n = �Fn + Fn�1

�
n = �Fn + Fn�1

3



eşitlikleri için taraf tarafa çıkarma işlemi yapıldığında

Fn =
�
n � �

n

� � �

eşitliği elde edilir. Bu eşitlik ilk olarak Fransız matematikçi Binet tarafından 1843

yılında bulunmuştur. Bu nedenle bu formül Binet formülü olarak adlandırılmaktadır

(Koshy 2001).

Fibonacci dizisinin üreteç fonksiyonu
1X

n=0

Fnx
n =

x

1� x� x2
(2.1)

şeklindedir (Koshy 2001).

Klasik Fibonacci dizileri için iyi bilinen matris özdeşliği

Q :=

0

@1 1

1 0

1

A) Q
n =

0

@Fn+1 Fn

Fn Fn�1

1

A (2.2)

dir. Bu matris literatürde Fibonacci Q-matrisi olarak adlandırılmaktadır. İlk olarak

Brenner (Brenner 1951) tarafından kullanılmıştır ve bu matrisin temel özellikleri

Charles King (King 1960) tarafından yüksek lisans tezinde incelenmiştir.

Fibonacci Q-matrisi yardımıyla Fibonacci dizisi için birçok özdeşlik elde edilebilmek-

tedir. Bu özdeşliklerden en iyi bilineni (2.2) eşitliğinde her iki tarafın determinantı

alınarak elde edilen

Fn+1Fn�1 � F
2
n = (�1)n

özdeşliğidir (Silvester 1979, Gould 1981). Bu özdeşlik literatürde Cassini özdeşliği

olarak bilinmektedir.

Tanım 2.2 (Lucas Dizisi) : L0 = 2, L1 = 1 başlangıç koşulları için

Ln = Ln�1 + Ln�2, n � 2 (2.3)

rekürans bağıntısını sağlayan {Ln} dizisine Lucas dizisi denir (Koshy 2001).

4



Lucas dizisinin Binet formülü

Ln = �
n + �

n (2.4)

ve üreteç fonksiyonu

1X

n=0

Lnx
n =

2� x

1� x� x2
(2.5)

şeklindedir (Koshy 2001).

Q matrisi yardımıyla Lucas dizisi için

0

@Ln+1 Ln

Ln Ln�1

1

A =

0

@1 2

2 �1

1

A

0

@1 1

1 0

1

A
n

(2.6)

matris özdeşliği elde edilmektedir (Johnson 2009).

Melham ve Shannon, Fibonacci ve Lucas sayılarını içeren özdeşlikleri elde etmek için

R :=

0

@1 5

1 1

1

A) R
n = 2n�1

0

@Ln 5Fn

Fn Ln

1

A (2.7)

matris özdeşliğini kullanmışlardır (Melham ve Shannon 1995).

Ayrıca bu matris özdeşlikleri yardımı ile Keskin ve Demirtürk (Keskin ve Demirtürk

2010) tarafından Fibonacci ve Lucas sayılarını içeren birçok özdeşlik elde edilmiştir.

Fibonacci ve Lucas dizileri için bazı toplam formülleri ise Demirtürk (Demirtürk

2010) tarafından incelenmiştir.

Tanım 2.3 (Horadam Dizisi) : p, q sıfırdan farklı tam sayılar olmak üzere H0 = a,

H1 = b keyfi başlangıç koşulları için

Hn = pHn�1 + qHn�2, n � 2 (2.8)

rekürans bağıntısını sağlayan {Hn} dizisine Horadam dizisi denir (Horadam 1961).
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Horadam dizisinde başlangıç koşulları H0 = 0, H1 = 1 olarak alındığında genel-

leştirilmiş Fibonacci dizisi {GFn} dizisi, başlangıç koşulları H0 = 2, H1 = p olarak

alındığında genelleştirilmiş Lucas dizisi {GLn} elde edilir. Ayrıca Horadam dizisinde

başlangıç koşulları H0 = 0, H1 = 1 ve p = q = 1 olarak alındığında Fibonacci dizisi

{Fn}, başlangıç koşulları H0 = 2, H1 = 1 ve p = q = 1 olarak alındığında Lucas

dizisi {Ln} elde edilmektedir.

Horadam dizisinin Binet formülü

Hn =

✓
b� a�

� � �

◆
�
n �

✓
b� a�

� � �

◆
�
n

ve üreteç fonksiyonu

1X

n=0

Hnx
n =

H0 + (H1 � pH0)x

1� px� qx2
(2.9)

şeklindedir (Horadam 1961).

Daha önce klasik Fibonacci dizileri için verilen matris özdeşliği genelleştirilmiş Fi-

bonacci dizisi için

M :=

0

@p q

1 0

1

A) M
n =

0

@GFn+1 qGFn

GFn qGFn�1

1

A (2.10)

şekildedir. Açıkça görülebilir ki M matrisinde p = q = 1 olarak alındığında Q matrisi

elde edilmektedir (Melham ve Shannon 1993).

M matrisi yardımıyla Horadam dizisi için

0

@Hn+2 qHn+1

Hn+1 qHn

1

A =

0

@H2 qH1

H1 qH0

1

A

0

@p q

1 0

1

A
n

(2.11)

matris özdeşliği elde edilmektedir (Johnson 2009).
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2.2 İki Periyodik Fibonacci ve Lucas Dizileri

Tanım 2.4 (İki Periyodik Fibonacci Dizisi) : a, b 2 R\{0} olmak üzere q0 = 0,

q1 = 1 başlangıç koşulları için

qn =

8
><

>:

aqn�1 + qn�2, n ⌘ 0(mod2)

bqn�1 + qn�2, n ⌘ 1(mod2)
, n � 2

bağıntısını sağlayan {qn} dizisine iki periyodik Fibonacci dizisi denir (Edson ve Yayenie

2009).

{qn} dizisinde a ve b değerleri değiştikçe literatürde yer alan birçok tamsayı dizi elde

edilebildiği için {qn} dizisi bir dizi ailesi olarak görülebilir. Örneğin;

• {qn} dizisinde a = b = 1 alındığında Fibonacci dizisi elde edilir.

• {qn} dizisinde a = b = 2 alındığında Pell dizisi elde edilir.

• {qn} dizisinde a = b = k (k 2 R+) alındığında k-Fibonacci dizisi elde edilir.

Tanım 2.5 (İki Periyodik Lucas Dizisi) : a, b 2 R \ {0} olmak üzere ve p0 = 2,

p1 = a başlangıç koşulları için

pn =

8
<

:
apn�1 + pn�2, n ⌘ 1(mod2),

bpn�1 + pn�2, n ⌘ 0(mod2),
n � 2

rekürans bağıntısını sağlayan {pn} dizisine iki periyodik Lucas dizisi denir (Bilgici 2014).

{pn} dizisinde a = b = 1 olarak alındığında Lucas dizisi elde edilir.

Bu tezde a, b, c sıfırdan farklı reel sayılar olmak üzere h0, h1 keyfi başlangıç koşulları

için

hn =

8
><

>:

ahn�1 + chn�2, n ⌘ 0(mod2),

bhn�1 + chn�2, n ⌘ 1(mod2),
n � 2

rekürans bağıntısını sağlayan {hn} dizisi göz önüne alınacaktır. Bu dizinin daha genel

bir durumu Panario vd. tarafından iki periyodik Fibonacci ve Lucas dizilerinin bir

genelleştirmesi olarak tanımlanmıştır (Panario vd. 2013).
7



{hn} dizisinde a = b = p ve c = �q alındığında Horadam dizisi elde edilebildiğin-

den dolayı bu tezde {hn} dizisi genelleştirilmiş iki periyodik Horadam dizisi olarak

adlandırılacaktır.

Teorem 2.1 Genelleştirilmiş iki periyodik Horadam dizisi

hn = (ab+ 2c)hn�2 � c
2
hn�4, n � 4 (2.12)

lineer rekürans bağıntısını sağlar (Panario vd. 2013).

İspat. İlk olarak n çift iken (2.12) rekürans bağıntısının sağlandığını gösterelim.

n çift iken, {hn} dizisinin tanımından

h2n = ah2n�1 + ch2n�2 (2.13)

dir. n tek iken, {hn} dizisinin sağlamış olduğu h2n�1 = bh2n�2 + ch2n�3 rekürans

bağıntısı (2.13) eşitliğinde yerine yazılırsa

h2n = (ab+ c)h2n�2 + ach2n�3 (2.14)

elde edilir. {hn} dizisinin sağlamış olduğu ah2n�3 = h2n�2 � ch2n�4 bağıntısı (2.14)

eşitliğinde yerine yazılırsa

h2n = (ab+ 2c)h2n�2 � c
2
h2n�4 (2.15)

elde edilmektedir.

Benzer şekilde n tek iken, {hn} dizisinin tanımından

h2n+1 = bh2n + ch2n�1 (2.16)

elde edilmektedir. h2n = ah2n�1 + ch2n�2 bağıntısı (2.16) eşitliğinde yerine yazılırsa

h2n+1 = (ab+ c)h2n�1 + bch2n�2 (2.17)

elde edilir. Burada bh2n�2 = h2n�1 � ch2n�3 eşitliği göz önüne alındığında

h2n+1 = (ab+ 2c)h2n�1 � c
2
h2n�3 (2.18)

eşitliği elde edilir.

(2.15) ve (2.18) eşitlikleri gözönüne alındığında istenilen özdeşlik elde edilmiş olur.
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Teorem 2.2 {hn} dizisinin üreteç fonksiyonu

1X

n=0

hnx
n =

h0 + h1x+ (ah1 � (ab+ c)h0)x2 + c(bh0 � h1)x3

1� (ab+ 2c)x2 + c2x4
(2.19)

şeklindedir (Panario vd. 2013).

İspat. {hn} dizisinin formal kuvvet serisini göz önüne alalım.

(1� (ab+ 2c)x2 + c
2
x
4)

1X

n=0

hnx
n

=
1X

n=0

hnx
n � (ab+ 2c)

1X

n=0

hnx
n+2 + c

2
1X

n=0

hnx
n+4

=
1X

n=0

hnx
n � (ab+ 2c)

1X

n=2

hn�2x
n + c

2
1X

n=4

hn�4x
n

= h0 + h1x+ (h2 � (ab+ 2c)h0)x
2 + (h3 � (ab+ 2c)h1)x

3

+
1X

n=4

(hn � (ab+ 2c)hn�2 + c
2
hn�4)x

n

elde edilir.

Son eşitlikte h2 = ah1 + ch0 ve h3 = b(ah1 + ch0) + ch1 yerine yazıldığında

1X

n=0

hnx
n =

h0 + h1x+ (ah1 � (ab+ c)h0)x2 + c(bh0 � h1)x3

1� (ab+ 2c)x2 + c2x4

elde edilir.

Teorem 2.3 {hn} dizisinin Binet formülü

hn =
a
⇣(n+1)

(ab)b
n
2 c
(A'n�1 � B 

n�1) (2.20)

şeklindedir. Burada

A :=
'h1 + cbh0

'�  
(2.21)

B :=
 h1 + cbh0

'�  
(2.22)

dır. Ayrıca ' ve  , x
2 � abx� abc = 0 denkleminin kökleridir. Yani

' :=
ab+

p
a2b2 + 4abc

2
(2.23)

9



ve

 :=
ab�

p
a2b2 + 4abc

2
(2.24)

dır. Burada 4 := a
2
b
2 + 4abc > 0 ve

⇣(n) = n� 2bn
2
c (2.25)

dir (Tan ve Leung 2020a).

İspat. {hn} ve {fn} dizileri arasındaki

hn = fnh1 + c(
b

a
)⇣(n)fn�1h0 (2.26)

bağıntısını göz önüne alalım (Tan ve Leung, 2020a).

Bu bağıntıda genelleştirilmiş iki periyodik Fibonacci dizisinin Binet formülü (Yaye-

nie 2011)

fn =
a
⇣(n+1)

(ab)b
n
2 c

✓
'
n �  

n

'�  

◆
, (2.27)

yerine yazılıp gerekli düzenlemeler yapıldığında {hn} dizisi için Binet formülü elde

edilir.

Sonuç 2.1 (2.20) eşitliğinde başlangıç koşulları h0 = 2 ve h1 = b olarak alınırsa genel-

leştirilmiş iki periyodik Lucas dizisi {ln} için Binet formülü

ln =
b
⇣(n)

(ab)b
n+1
2 c

('n +  
n) (2.28)

şeklinde elde edilir (Tan ve Leung 2020a).
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3. GENELLEŞTİRİLMİŞ İKİ PERİYODİK FİBONACCİ VE LUCAS

DİZİLERİ ÜZERİNE BAZI SONUÇLAR

Bu bölümde ilk olarak Binet formülü yardımı ile genelleştirilmiş iki periyodik Hora-

dam dizileri için bazı sonuçlar elde edilecektir. Daha sonra matris yöntemi yardımı

ile genelleştirilmiş iki periyodik Fibonacci ve Lucas dizilerinin terimlerini içeren öz-

deşlikler incelenecektir.

3.1 Binet Formülü Yardımı İle Genelleştirilmiş İki Periyodik Horadam

Dizileri İçin Bazı Sonuçlar

Bu bölümde ilk olarak {hn} dizisinin Binet formülünden yararlanılarak genelleşti-

rilmiş iki periyodik Horadam sayıları için Catalan özdeşliği elde edilecektir.

Teorem 3.1 n ve s negatif olmayan tam sayılar ve n > s olmak üzere

⇣
a

b

⌘⇣(n�s)�⇣(s)

hn�shn+s �
⇣
a

b

⌘⇣(n)�⇣(s)

h
2
n = (�1)n�s+1

c
n�s

f
2
s

✓
h
2
1 � bh0h1 � c

b

a
h
2
0

◆

özdeşliği sağlanır.

İspat. {hn} dizisinin Binet formülü kullanılarak,

hn�shn+s�h
2
n

=
a
⇣(n�s+1)+⇣(n+s+1)

(ab)b
n�s
2 c+bn+s

2 c
�
A'

n�s�1 � B 
n�s�1

� �
A'

n+s�1 � B 
n+s�1

�

� a
2⇣(n+1)

(ab)2b
n
2 c
�
A'

n�1 � B 
n�1
�2

=
a
2⇣(n�s�1)

(ab)b
n�s
2 c+bn+s

2 c
�
A

2
'
2n�2 � AB

�
'
n�s�1

 
n+s�1 +  

n�s�1
'
n+s�1

�
+B

2
 

2n�2
�

� a
2⇣(n+1)

(ab)2b
n
2 c
�
A

2
'
2n�2 � 2AB

�
'
n�1

 
n�1
�
+B

2
 

2n�2
�

=
a
2⇣(n�s�1)

(ab)n�⇣(n�s)

�
A

2
'
2n�2 � AB

�
'
n�s�1

 
n+s�1 +  

n�s�1
'
n+s�1

�
+B

2
 

2n�2
�

� a
2⇣(n+1)

(ab)n�⇣(n)

�
A

2
'
2n�2 � 2AB (' )n�1 +B

2
 

2n�2
�

11



=
1

(ab)n
⇥
a
2�⇣(n�s)

b
⇣(n�s)

�
A

2
'
2n�2 � AB (' )n�1 �

'
�s
 

s +  
�s
'
s
�
+B

2
 

2n�2
�

�a
2�⇣(n)

b
⇣(n)
�
A

2
'
2n�2 � 2AB (' )n�1 +B

2
 

2n�2
�⇤

.

=
a
2

(ab)n

"✓
b

a

◆⇣(n�s) �
A

2
'
2n�2 � AB (' )n�1 �

'
�s
 

s +  
�s
'
s
�
+B

2
 

2n�2
�

�
✓
b

a

◆⇣(n) �
A

2
'
2n�2 � 2AB (' )n�1 +B

2
 

2n�2
�
#

elde edilir. Buradan,

⇣
a

b

⌘⇣(n�s)

hn�shn+s �
⇣
a

b

⌘⇣(n)
h
2
n

=
a
2

(ab)n


�AB (' )n�1

✓✓
 

'

◆s

+

✓
'

 

◆s◆
+ 2AB (' )n�1

�

=
�a

2

(ab)n
(' )n�1

AB

✓
 

'

◆s

+

✓
'

 

◆s

� 2

�

=
�a

2

(ab)n
(' )n�1  

2s + '
2s � 2 (' )s

(' )s
AB

=
�a

2

(ab)n
(' )n�s�1 ('s �  

s)2 AB

elde edilir. Yukarıdaki eşitlikte ' = �abc,'+ = ab eşitlikleri gözönüne alınıp, A

ve B değerleri yerine yazılırsa;

�a
2

(ab)n
(' )n�s�1 ('s �  

s)2 AB

= (�1)n�s
a
2 (abc)

n�s�1

(ab)n
('s �  

s)2
✓
'h1 + cbh0

'�  

◆✓
 h1 + cbh0

'�  

◆

= (�1)n�s
a
2 (ab)�s�1

c
n�s�1 ('s �  

s)2
(�abc)h2

1 + cb (ab)h0h1 + c
2
b
2
h
2
0

('�  )2

= (�1)n�s
a
2 (ab)�s�1

c
n�s�1 ('

s �  
s)2

('�  )2
(�bc)

�
ah

2
1 � abh0h1 + cbh

2
0

�

= (�1)n�s+1 (ab)�s
c
n�s (ab)

2b s
2 c

a2⇣(s+1)
f
2
s

�
ah

2
1 � abh0h1 + cbh

2
0

�

= (�1)n�s+1
a
�1
⇣
a

b

⌘⇣(s)
c
n�s

f
2
s

�
ah

2
1 � abh0h1 + cbh

2
0

�

= (�1)n�s+1
⇣
a

b

⌘⇣(s)
c
n�s

f
2
s

✓
h
2
1 � bh0h1 + c

b

a
h
2
0

◆

elde edilir.
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Sonuç 3.1 Teorem 3.1’de s = 1 olarak alındığında {hn} dizisi için Cassini özdeşliği

✓
b

a

◆⇣(n)

hn�1hn+1 �
✓
b

a

◆⇣(n+1)

h
2
n = (�1)ncn�1

✓
h
2
1 � bh0h1 � c

b

a
h
2
0

◆
(3.1)

elde edilir.

Şimdi {hn} dizisinin Binet formülünden yararlanılarak genelleştirilmiş iki periyodik

Horadam sayıları için d’Ocagne özdeşliği elde edilecektir.

Teorem 3.2 m ve n negatif olmayan tam sayılar ve m > n olmak üzere

a
⇣(mn+m)

b
⇣(mn+n)

hmhn+1 � a
⇣(mn+n)

b
⇣(mn+m)

hm+1hn

= (�c)na⇣(m�n)
fm�n(h

2
1 � bh0h1 � c

b

a
h
2
0)

özdeşliği sağlanır.

İspat. {hn} dizisinin Binet formülü kullanılırsa ve ⇣ (m� n) + ⇣ (m) � ⇣ (n) =

2⇣ (mn+m) eşitliği göz önüne alınırsa

a
⇣(mn+m)

b
⇣(mn+n)

hmhn+1 � a
⇣(mn+n)

b
⇣(mn+m)

hm+1hn

= a
⇣(mn+m)

b
⇣(mn+n) a

⇣(m+1)+⇣(n)

(ab)b
m
2 c+bn+1

2 c
�
A↵

m�1 � B�
m�1
�
(A↵n � B�

n)

�a
⇣(mn+n)

b
⇣(mn+m) a

⇣(m)+⇣(n+1)

(ab)b
m+1

2 c+bn
2 c

(A↵m � B�
m)
�
A↵

n�1 � B�
n�1
�

= a (ab)
⇣(m�n)�m�n

2 AB
�
�↵m�1

�
n � �

m�1
↵
n + ↵

m
�
n�1 + �

m
↵
n�1
�

elde edilir. Son eşitlikte A ve B değerleri yerine yazılırsa

a
⇣(mn+m)

b
⇣(mn+n)

hmhn+1 � a
⇣(mn+n)

b
⇣(mn+m)

hm+1hn

= a (ab)
⇣(m�n)�m�n

2
(�abc)h2

1 + cb (ab)h0h1 + c
2
b
2
h
2
0

(↵� �)2
(↵� �)

�
↵
m�1

�
n�1 � �

m�1
↵
n�1
�

= a (ab)
⇣(m�n)�m�n

2 c (�ab)

�
↵
m�1

�
n�1 � �

m�1
↵
n�1
�

↵� �

✓
h
2
1 � bh0h1 � c

b

a
h
2
0

◆

= a (ab)
⇣(m�n)�m�n

2 c (�ab) (↵�)n�1 ↵
m�n � �

m�n

↵� �

✓
h
2
1 � bh0h1 � c

b

a
h
2
0

◆

= a (ab)
⇣(m�n)�m�n

2 c
n (�ab)n (ab)

⇣(m�n)+m�n
2 a

⇣(m�n)�1
fm�n

✓
h
2
1 � bh0h1 � c

b

a
h
2
0

◆
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= (�c)n (ab)⇣(m�n)
a
⇣(m�n)

fm�n

✓
h
2
1 � bh0h1 � c

b

a
h
2
0

◆

elde edilir.

Son olarak {hn} dizisinin Binet formülünden yararlanılarak genelleştirilmiş iki peri-

yodik Horadam sayıları için binom toplam formülü verilecektir.

Teorem 3.3 Negatif olmayan k, n ve s tam sayıları için

nX

k=0

✓
n

k

◆
a
⇣(k+s)(ab)b

k
2 c+⇣(k)⇣(s)

c
n�k

hk+s = a
⇣(s)

h2n+s

özdeşliği sağlanır.

İspat. {hn} dizisinin Binet formülü kullanılarak,

nX

k=0

✓
n

k

◆
a
⇣(k+s) (ab)b

k
2c+⇣(k)⇣(s)

c
n�k

hk+s

=
nX

k=0

✓
n

k

◆
a
⇣(k+s)+⇣(k+s+1) (ab)b

k
2c+⇣(k)⇣(s)�b k+s

2 c �
A'

k+s�1 � B 
k+s�1

�
c
n�k

= a (ab)
⇣(s)�s

2

"
A'

s�1
nX

k=0

✓
n

k

◆
'
k
c
n�k � B 

s�1
nX

k=0

✓
n

k

◆
 

k
c
n�k

#

= a (ab)
⇣(s)�s

2
⇥
A'

s�1 (c+ ')n � B 
s�1 (c+  )n

⇤

= a (ab)
⇣(s)�r

2


A'

s�1

✓
'
2

ab

◆n

� B 
s�1

✓
 

2

ab

◆n�

= a (ab)
⇣(s)�s�2n

2
�
A'

2n+s�1 � B 
2n+s�1

�

= a
1�⇣(2n+s+1) (ab)

⇣(s)�s�2n
2 +b 2n+s

2 c
h2n+s

= a
⇣(s)

h2n+s

elde edilir.

Uyarı 3.1 Bölüm 3.1’de {hn} dizisi için elde edilen özdeşlikler c = 1 olarak alındığında

Tan (Tan 2017a) tarafından elde edilen sonuçları vermektedir.
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3.2 Matris Yöntemi Yardımı İle Genelleştirilmiş İki Periyodik Fibonacci

Dizilerinin Terimlerini İçeren Bazı Özdeşlikler

Bir önceki bölümde elde edilen özdeşlikler klasik bir yöntem olan Binet formülünün

kullanılmasıyla elde edilmişti. Bu bölümde genelleştirilmiş iki periyodik Fibonacci

ve Lucas dizilerinin bazı özellikleri matris yöntemi ile elde edilecektir. İki periyodik

Fibonacci ve Lucas dizileri için matris özdeşlikleri Tan ve Ekin (2017) ve Tan ve

Leung (2020b) tarafından incelenmiştir.

Genelleştirilmiş iki periyodik Fibonacci dizisi {fn} için

U :=

0

@ab abc

1 0

1

A (3.2)

matrisini göz önüne alalım. Tümevarım yöntemi kullanılarak bileşenleri {fn} dizisi-

nin terimlerinden oluşan

U
n = (ab)b

n
2 c

0

@ b
⇣(n)

fn+1 cba
⇣(n)

fn

a
�⇣(n+1)

fn cb
⇣(n)

fn�1

1

A (3.3)

matris özdeşliği elde edilir (Tan ve Leung 2020b).

(3.3) matris özdeşliği kullanılarak {fn} dizisi için aşağıdaki bağıntılar elde edilir.

Teorem 3.4 (Tan ve Leung 2020b) n, t 2 Z+
ve t � n olmak üzere {fn} dizisi için

aşağıdaki özdeşlikler sağlanır.

1. (�c)n�1 = ( ba)
⇣(n+1)

f
2
n � ( ba)

⇣(n)
fn+1fn�1,

2. (�c)nft�n = ( ba)
⇣(tn+n)

ftfn+1 � ( ba)
⇣(tn+t)

ft+1fn,

3. ft+n = ( ba)
⇣(tn+n)

ftfn+1 + c( ba)
⇣(tn+t)

ft�1fn,

4. fn = ( ba)
⇣(tn+n)

fn�t+1ft + c( ba)
⇣(tn)

fn�tft�1.
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İspat.

1. (3.3) matris özdeşliğinin her iki tarafının determinantı alındığında

|U |t = |U t|

) (�abc)t = (ab)2b
t
2 c(cb2⇣(t)ft+1ft�1 � cba

�⇣(t+1)
a
⇣(t)

f
2
t )

) (�abc)t = (ab)t�⇣(t)(cb2⇣(t)ft+1ft�1 � cba
�⇣(t+1)+⇣(t)

f
2
t )

) (�c)t = (ab)�⇣(t)(cb2⇣(t)ft+1ft�1 � cba
�⇣(t+1)+⇣(t)

f
2
t )

) (�c)t = �c(ab)�⇣(t)(ba�⇣(t+1)+⇣(t)
f
2
n � b

2⇣(t)
ft+1ft�1)

) (�c)t�1 = (
b

a
)⇣(t+1)

f
2
t � (

b

a
)⇣(t)ft+1ft�1

elde edilir.

Bu özdeşlik {fn} dizisi için Cassini özdeşliği olarak bilinmektedir.

2. U matrisi terslenebilir olduğundan

U
�n =

(ab)b
n
2 c

(�abc)n

0

@ cb
⇣(n)

fn�1 �cba
⇣(n)

fn

�a
�⇣(n+1)

fn b
⇣(n)

fn+1

1

A

dir. U t�n = U
t
U

�n matris eşitliği göz önüne alındığında ve karşılık gelen bile-

şenler eşitlendiğinde

(ab)b
t�n
2 c

cba
⇣(t�n)

ft�n

=
(ab)b

t
2 c+bn

2 c

(�abc)n
(�b

⇣(t)+1
ca

⇣(n)
ft+1fn + cb

⇣(n)+1
a
⇣(t)

ftfn+1)

eşitliği elde edilir. Burada bn
2 c =

n�⇣(n)
2 eşitliği kullanılarak

(�c)n ft�n =

✓
b

a

◆ ⇣(t�n)�⇣(t)+⇣(n)
2

ftfn+1 �
✓
b

a

◆ ⇣(t�n)+⇣(t)�⇣(n)
2

ft+1fn

elde edilir. ⇣ (t� n) + ⇣ (t)� ⇣ (n) = 2⇣ (tn+ t) eşitliği kullanılıp gerekli sade-

leştirmeler yapıldığında

(�c)nft�n = (
b

a
)⇣(tn+n)

ftfn+1 � (
b

a
)⇣(tn+t)

ft+1fn

eşitliği elde edilmektedir.

Bu özdeşlik {fn} dizisi için d’Ocagne özdeşliği olarak bilinmektedir.
16



3. U
n+t = U

n
U

t matris eşitliği göz önüne alındığında ve karşılık gelen bileşenler

eşitlendiğinde

(ab)b
t+n
2 c

cba
⇣(t+n)

ft+n

= (ab)b
t
2 c+bn

2 c(cb⇣(n)+1
a
⇣(t)

fn+1ft + c
2
b
⇣(t)+1

a
⇣(n)

fnft�1)

elde edilir. Gerekli sadeleştirmeler yapıldığında

ft+n =

✓
b

a

◆ ⇣(t+n)+⇣(n)�⇣(t)
2

fn+1ft + c

✓
b

a

◆ ⇣(t+n)+⇣(t)�⇣(n)
2

fnft�1

elde edilir. Buradan ⇣ (t+ n) + ⇣ (t)� ⇣ (n) = 2⇣ (tn+ t) eşitliği kullanılırsa

ft+n = (
b

a
)⇣(tn+n)

ftfn+1 + c(
b

a
)⇣(tn+t)

ft�1fn

elde edilir.

Bu özdeşlik {fn} dizisi için Honsberger özdeşliği olarak bilinmektedir

4. U
n�1 = U

n�t
U

t�1 matris eşitliği göz önüne alındığında ve karşılık gelen bile-

şenler eşitlendiğinde

(ab)b
n�1
2 c�b t�1

2 c�bn�t
2 c

fn

= b
⇣(n�t)+⇣(t�1)�⇣(n�1)

fn�t+1ft + cb
1�⇣(n�1)

a
⇣(n�t)�⇣(t)

fn�tft�1

eşitliği elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapıldığında

fn =

✓
b

a

◆ ⇣(n�t)+⇣(n)�⇣(t)
2

fn�t+1ft + c

✓
b

a

◆ ⇣(n)+⇣(t)�⇣(n�t)
2

fn�tft�1

eşitliği elde edilir. Buradan ⇣ (n)+⇣ (t)�⇣ (n� t) = 2⇣ (nt) eşitliği kullanılırsa

fn = (
b

a
)⇣(tn+n)

fn�t+1ft + c(
b

a
)⇣(tn)fn�tft�1

özdeşliği elde edilir.

Bu özdeşlik {fn} dizisi için Convolution özdeşliği olarak bilinmektedir.
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3.3 Matris Yöntemi Yardımı İle Genelleştirilmiş İki Periyodik Lucas

Dizilerinin Terimlerini İçeren Bazı Özdeşlikler

Genelleştirilmiş iki periyodik Lucas dizisi {ln} için

V :=

0

@ab
2 + 2cb ab

2
c

ab 2abc

1

A

matrisi göz önüne alalım. Tümevarım yöntemi kullanılarak bileşenleri {ln} dizisinin

terimlerinden oluşan

V U
n = (ab)b

n+1
2 c

0

@b
⇣(n+1)

ln+2 a
⇣(n+1)

bcln+1

a
⇣(n+1)

ln+1 ab
⇣(n+1)

cln

1

A (3.4)

matris özdeşliği elde edilir.

{fn} dizisi için elde edilen bazı özellikler (3.4) matris eşitliği kullanılarak {ln} dizisi

için de elde edilebilir.

(3.4) matris özdeşliğinin her iki tarafının determinantı alınıp taraf tarafa bileşenleri

eşitlendiğinde ve n ! n� 1 olarak alındığında

✓
b

a

◆⇣(n)

ln�1ln+1 �
✓
b

a

◆⇣(n+1)

l
2
n = (�c)n�14

a2
(3.5)

özdeşliği elde edilir. Burada 4 := a
2
b
2+4abc dir. Bu özdeşlik {ln} dizisi için Cassini

özdeşliğidir.

V U
t+n�2 = (V U

n�1)U t�1 matris eşitliği göz önüne alındığında ve karşılık gelen bi-

leşenler eşitlendiğinde

lt+n =

✓
b

a

◆⇣(tn+n)

ln+1ft + c

✓
b

a

◆⇣(tn+t)

lnft�1 (3.6)

özdeşliği elde edilir.

4. bölümde (3.4) matris özdeşliğinin daha genel durumu göz önüne alınarak daha

genel sonuçlar elde edilecektir.
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3.4 Matris Yöntemi Yardımı İle Genelleştirilmiş İki Periyodik Fibonacci

ve Lucas Dizilerinin Terimlerini İçeren Bazı Özdeşlikler

4 := a
2
b
2 + 4abc olmak üzere,

K :=

0

@ab 4

1 ab

1

A (3.7)

matrisi tanımlandığında bileşenleri hem {fn} hem de {ln} dizilerinin terimlerinden

oluşan

K
n = 2n�1(ab)b

n
2 c

0

@ a
⇣(n)

ln 4a
�⇣(n+1)

fn

a
�⇣(n+1)

fn a
⇣(n)

ln

1

A (3.8)

matris özdeşliği elde edilir (Tan ve Leung 2020b).

(3.8) matris özdeşliği yardımıyla genelleştirilmiş iki periyodik Fibonacci ve Lucas

dizilerinin bileşenlerini içeren aşağıdaki sonuçlar elde edilir.

Teorem 3.5 (Tan ve Leung 2020b) t, n 2 Z+
olmak üzere {fn} ve {ln} dizileri için

aşağıdaki özellikler sağlanır:

1. l
2
n � 4

a2f
2
n = 4

�
b
a

�⇣(n)
(�c)n,

2.
4
a2ftfn + ltln = 2

�
b
a

�⇣(n)⇣(t)
ln+t,

3. ftln + fnlt = 2
�
b
a

�⇣(n)⇣(t)
fn+t,

4. lnlt � 4
a2fnft = 2(�c)t

�
a
b

��⇣(n)⇣(t)
ln�t,

5. fnlt � lnft = 2(�c)t
�
a
b

��⇣(n)⇣(t)
fn�t,

6.
�
a
b

�⇣(n)⇣(t)
ltln = ln+t + (�c)tln�t,

7.
�
a
b

�⇣(n)⇣(t)
ftfn = fn+t + (�c)tfn�t .
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İspat.

1. (3.8) matris özdeşliğinin her iki tarafının determinantı alındığında

|K|n = |Kn|

) (�4abc)n = 22n�2(ab)2b
n
2 c(a2⇣(n)l2n �4a

�2⇣(n+1)
f
2
n)

) (�4abc)n =
22n

4
(ab)n�⇣(n)(a2⇣(n)l2n �4a

�2⇣(n+1)
f
2
n)

) 4(�c)n =

✓
1

ab

◆⇣(n)

(a2⇣(n)l2n �4a
2⇣(n)�2

f
2
n)

) 4(�c)n =
⇣
a

b

⌘⇣(n)
(l2n �

4
a2

f
2
n)

) 4

✓
b

a

◆⇣(n)

(�c)n = l
2
n �

4
a2

f
2
n

olarak elde edilir.

2. K
n+t = K

n
K

t matris eşitliğinde karşılık gelen bileşenleri göz önüne alınırsa

2n+t�2(ab)
n+t�⇣(n)�⇣(t)

2 (4a
�⇣(n+1)�⇣(t+1)

fnft + a
⇣(n)+⇣(t)

lnlt)

= 2n+t�1(ab)
n+t�⇣(n+t)

2 a
⇣(n+t)

ln+t

eşitliği elde edilir. Burada gerekli sadeleştirmeler yapıldığında

a
⇣(n)+⇣(t)

2

a2
4fnft + a

⇣(n)+⇣(t)
2 lnlt = 2b

⇣(n)+⇣(t)�⇣(n+t)
2 a

⇣(n+t)
2 ln+t

elde edilir ve bu ifade düzenlenirse

a
⇣(n)+⇣(t)

2

✓
4
a2

fnft + lnlt

◆
= 2b

⇣(n)+⇣(t)�⇣(n+t)
2 a

⇣(n+t)
2 ln+t

eşitliği elde edilir. İstenilen özdeşlik ispatlanmış olur.

3. K
n+t = K

n
K

t matris eşitliğinde karşılık gelen bileşenler eşitlendiğinde

2n+t�2(ab)
n+t�⇣(n)�⇣(t)

2 (4a
⇣(n)�⇣(t+1)

lnft +4a
�⇣(n+1)+⇣(t)

fnlt)

= 2n+t�1(ab)
n+t�⇣(n+t)

2 4a
�⇣(n+t+1)

fn+t

elde edilir. Burada gerekli sadeleştirmeler yapıldığında

(ab)
�⇣(n)�⇣(t)

2 (a⇣(n)�⇣(t+1)
lnft + a

�⇣(n+1)+⇣(t)
fnlt)
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= 2(ab)
�⇣(n+t)

2 a
�⇣(n+t+1)

fn+t

elde edilir ve istenilen özdeşlik gösterilmiş olur.

4. K
n�t = K

n
K

�t = K
n(Kt)�1 matris özdeşliğinde karşılık gelen bileşenler eşit-

lendiğinde

(ab)
n�⇣(n)�t+⇣(t)

2

a2⇣(t)4( ba)
⇣(t)(�c)t

(a⇣(n)+⇣(t)
lnlt �4a

�⇣(n+1)�⇣(t+1)
fnft)

=
1

2
(ab)

n�t�⇣(n�t)
2 a

⇣(n�t)
ln�t

elde edilir. Burada gerekli sadeleştirmeler yapıldığında

a
⇣(n)+⇣(t)

✓
lnlt �

4
a2

fnft

◆

= 2(�c)t(ab)
⇣(n)�⇣(t)�⇣(n�t)

2 a
2⇣(t)+⇣(n�t)

✓
b

a

◆⇣(t)

ln�t

elde edilir ve istenilen özdeşlik ispatlanmış olur.

5. K
n�t = K

n
K

�t = K
n(Kt)�1 matris özdeşliğinde karşılık gelen bileşenler eşit-

lendiğinde

(ab)
n�⇣(n)�t+⇣(t)

2

a2⇣(t)4( ba)
⇣(t)(�c)t

a
⇣(n)�1+⇣(t)(fnlt � lnft)

=
1

2
(ab)

n�t�⇣(n�t)
2 a

�⇣(n�t+1)
fn�t

elde edilir. Gerekli sadeleştirmeler yapıldığında

fnlt � lnft = 2(�c)t
✓
b

a

◆⇣(t)

b
�⇣(n�t)+⇣(n)�⇣(t)

2 a
⇣(n�t)�⇣(n)+⇣(t)

2 fn�t

elde edilir ve istenilen özdeşlik ispatlanmış olur.

6. (2) ve (4) özdeşlikleri taraf tarafa toplandığında

2ltln = 2

 ✓
b

a

◆⇣(n)⇣(t)

ln+t + (�c)t
⇣
a

b

⌘�⇣(n)⇣(t)

ln�t

!

eşitliği elde edilir. Gerekli sadeleştirmeler yapıldığında

ltln =

✓
b

a

◆⇣(n)⇣(t)

(ln+t + (�c)tln�t)

elde edilir ve istenilen özdeşlik ispatlanmış olur.
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7. (3) ve (5) özdeşlikleri taraf tarafa toplandığında

2ftfn = 2

 ✓
b

a

◆⇣(n)⇣(t)

fn+t + (�c)t
✓
b

a

◆⇣(n)⇣(t)

fn�t

!

elde edilir ve istenilen özdeşlik ispatlanmış olur.

Şimdi genelleştirilmiş iki periyodik Fibonacci ve Lucas dizileri için genel binom top-

lam formülleri verilecektir.

Teorem 3.6 Negatif olmayan m, n, r tam sayıları ve m > 1 için

fmn+r =
a
1�⇣(mn+r)

(ab)b
mn+r

2 c

nX

i=0

✓
n

i

◆
c
n�i

f
i
mf

n�i
m�1fi+r� (3.9)

lmn+r =
a
1�⇣(mn+r)

(ab)b
mn+r

2 c

nX

i=0

✓
n

i

◆
c
n�i

f
i
mf

n�i
m�1li+r� (3.10)

dir. Burada � := (ab)b
i+r
2 c+nbm

2 c
a
�⇣(m+1)i�1+⇣(i+r)

b
⇣(m)(n�i)

dır (Tan ve Leung 2020b).

İspat.

K
m = 2m�1(ab)b

m
2 c �

a
�⇣(m+1)

fmK + 2cb⇣(m)
fm�1I

�
(3.11)

matris eşitliğini gözönüne alalım. Buradan

K
mn+r =

�
2m�1(ab)b

m
2 c �

a
�⇣(m+1)

fmK + 2cb⇣(m)
fm�1I

��n
K

r (3.12)

elde edilir ve binom açılımı kullanıldığında

K
mn+r =

nX

i=0

✓
n

i

◆
2mn�i

c
n�i(ab)nb

m
2 c
a
�⇣(m+1)i

b
⇣(m)(n�i)

u
i
mu

n�i
m�1K

i+r (3.13)

matris özdeşliği elde edilir. Diğer yandan (3.8) matris eşitliği yardımıyla

K
mn+r = 2mn+r�1(ab)b

mn+r
2 c

0

@ a
⇣(mn+r)

lmn+r 4a
�⇣(mn+r+1)

fmn+r

a
�⇣(mn+r+1)

fmn+r a
⇣(mn+r)

lmn+r

1

A (3.14)

eşitliği elde edilir.(3.13) ve (3.14) matris özdeşliklerinde taraf tarafa bileşenler eşit-

lendiğinde istenilen elde edilir.
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Sonuç 3.2 Teorem (3.6)’de m = 2 alındığında,

a
⇣(r)

f2n+r =
nX

i=0

✓
n

i

◆
a
⇣(i+r)(ab)b

i
2 c+⇣(i)⇣(r)

c
n�i

fi+r (3.15)

ve

a
⇣(r)

l2n+r =
nX

i=0

✓
n

i

◆
a
⇣(i+r)(ab)b

i
2 c+⇣(i)⇣(r)

c
n�i

li+r. (3.16)

özdeşlikleri elde edilir.
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4. GENELLEŞTİRİLMİŞ İKİ PERİYODİK HORADAM DİZİLERİ

İÇİN MATRİS GÖSTERİMİ

Matris yöntemi kullanılarak genelleştirilmiş iki periyodik Fibonacci ve Lucas dizileri-

nin özelliklerinin daha pratik bir şekilde elde edilebildiğini incelemiştik. Bu bölümde

iki periyodik Horadam dizilerinin özelikleri matris yöntemi kullanılarak elde edil-

meye çalışılacaktır. Bu bölümde göz önüne alınacak sonuçlar Tan ve Leung (2020b)

tarafından elde edilmiştir (Tan ve Leung 2020b).

Daha önceki bölümde kullanmış olduğumuz

U =

0

@ab abc

1 0

1

A) U
n = (ab)b

n
2 c

0

@ b
⇣(n)

fn+1 cba
⇣(n)

fn

a
�⇣(n+1)

fn cb
⇣(n)

fn�1

1

A

matris özdeşliğini göz önüne alalım. Ayrıca genelleştirilmiş iki periyodik Horadam

dizisi için

T :=

0

@abh1 + cbh0 abch1

ah1 abch0

1

A (4.1)

matrisini göz önüne alalım. Tümevarım yöntemi kullanılarak bileşenleri genelleşti-

rilmiş iki periyodik Horadam dizilerinin terimlerini içeren

TU
n = (ab)b

n+1
2 c

0

@b
⇣(n+1)

hn+2 a
⇣(n+1)

bchn+1

a
⇣(n+1)

hn+1 ab
⇣(n+1)

chn

1

A (4.2)

matris özdeşliği elde edilir.

(4.2) matris özdeşliğinin her iki tarafının determinantı alınıp taraf tarafa bileşenleri

eşitlendiğinde ve n ! n� 1 olarak alındığında

✓
b

a

◆⇣(n)

hn�1hn+1 �
✓
b

a

◆⇣(n+1)

h
2
n = (�1)ncn�1

✓
h
2
1 � bh0h1 � c

b

a
h
2
0

◆

özdeşliği elde edilir. Bu özdeşlik daha önce Binet formülü yardımı ile elde etmiş

olduğumuz genelleştirilmiş iki periyodik Horadam dizileri için Cassini özdeşliğidir.
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4.1 Genelleştirilmiş İki Periyodik Horadam Dizileri İçin Daha Genel

Sonuçlar

Şimdi genelleştirilmiş iki periyodik Fibonacci sayıları için kullanmış olduğumuz (3.3)

matris özdeşliği yardımıyla genelleştirilmiş iki periyodik Horadam sayılarını içeren

daha genel sonuçlar incelenecektir.

(3.3) matris özdeşliği için n çift ise

U
n

0

@ h1

a
�1
h0

1

A = (ab)
n
2

0

@ b
⇣(n)

fn+1 cba
⇣(n)

fn

a
�⇣(n+1)

fn cb
⇣(n)

fn�1

1

A

0

@ h1

a
�1
h0

1

A

= (ab)
n
2

0

@ b
⇣(n)

fn+1h1 + cba
⇣(n)

a
�1
fnh0

a
�⇣(n+1)

fnh1 + cb
⇣(n)

a
�1
fn�1h0

1

A

= (ab)
n
2

0

@ fn+1h1 + cba
�1
fnh0

a
�1(fnh1 + cfn�1h0)

1

A

elde edilir. (2.26) özdeşliği kullanılırsa

U
n

0

@ h1

a
�1
h0

1

A = (ab)
n
2

0

@ hn+1

a
�1
hn

1

A (4.3)

matris özdeşliği elde edilir.

Benzer şekilde (3.3) özdeşliği için n çift olarak alındığında

U
n

0

@cbh2

ch1

1

A = (ab)
n
2

0

@ b
⇣(n)

fn+1 cba
⇣(n)

fn

a
�⇣(n+1)

fn cb
⇣(n)

fn�1

1

A

0

@cbh2

ch1

1

A

= (ab)
n
2

0

@ b
⇣(n)

cbfn+1h2 + c
2
ba

⇣(n)
fnh1

a
�⇣(n+1)

cbfnh2 + c
2
b
⇣(n)

fn�1h1

1

A

= (ab)
n
2

0

@ cbfn+1h2 + c
2
bfnh1

a
�1
cbfnh2 + c

2
fn�1h1

1

A

= (ab)
n
2

0

@ cb(fn+1h2 + cfnh1)

c(a�1
bfnh2 + cfn�1h1)

1

A

= (ab)
n
2

0

@cb(h1(afn+1 + cfn) + cfn+1h0)

c(h1(bfn + cfn�1) + c
b
afnh0)

1

A
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elde edilmektedir. Burada (2.26) özdeşliğinden

U
n

0

@cbh2

ch1

1

A = (ab)
n
2

0

@cbhn+2

chn+1

1

A (4.4)

matris özdeşliği elde edilir.

Daha önce sıklıkla kullanmış olduğumuz (2.26) özdeşliğinin daha genel bir halini

aşağıdaki teoremle ifade edeceğiz.

Teorem 4.1 8 n, p 2 Z+
olmak üzere

hn+p =

✓
b

a

◆⇣(n+1)⇣(p)

fnhp+1 + c

✓
b

a

◆⇣(n)⇣(p+1)

fn�1hp (4.5)

dir (Tan ve Leung 2020b).

İspat. n ve p çift olsun. O halde n+ p de çift olacağından (4.3) eşitliğinde n yerine

n+ p yazılarak

(ab)
n+p
2

0

@ hn+p+1

a
�1
hn+p

1

A = U
n+p

0

@ h1

a
�1
h0

1

A

elde edilir. Buradan

(ab)
n+p
2

0

@ hn+p+1

a
�1
hn+p

1

A = U
n+p

0

@ h1

a
�1
h0

1

A

= (ab)
p
2U

n

0

@ hp+1

a
�1
hp

1

A

= (ab)
n+p
2

0

@ fn+1 cbfn

a
�1
fn cfn�1

1

A

0

@ hp+1

a
�1
hp

1

A

çarpma işlemi yapıldığında ve taraf tarafa bileşenler eşitlendiğinde

hn+p+1 = fn+1hp+1 + c
b

a
fnhp (4.6)

hn+p = fnhp+1 + cfn�1hp (4.7)

eşitlikleri elde edilir. (4.6) de n ! n� 1 olarak alındığında

hn+p = fnhp+1 + c
b

a
fn�1hp (4.8)
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eşitliği elde edilir.

(4.7) ve (4.8) eşitlikleri göz önüne alındığında

hn+p = fnhp+1 + c

✓
b

a

◆⇣(n)

fn�1hp (4.9)

eşitliği elde edilir.

Şimdi (4.4) eşitliği göz önüne alınarak
0

@cbhn+p+2

chn+p+1

1

A =

0

@ fn+1 cbfn

a
�1
fn cfn�1

1

A

0

@cbhp+2

chp+1

1

A (4.10)

çarpma işlemi yapıldıktan sonra taraf tarafa bileşenler eşitlenirse

hn+p+2 = fn+1hp+2 + cfnhp+1 (4.11)

hn+p+1 =
b

a
fnhp+2 + cfn�1hp+1 (4.12)

olarak elde edilir. (4.11) de n ! n� 1 olarak alınırsa

hn+p+1 = fnhp+2 + cfn�1hp+1 (4.13)

(4.12) ve (4.13) eşitliklerinden

hn+p+1 =

✓
b

a

◆⇣(n+1)

fnhp+2 + cfn�1hp+1 (4.14)

eşitliği elde edilir.

Ayrıca (4.14) eşitliğinde p ! p� 1 olarak alındığında

hn+p =

✓
b

a

◆⇣(n+1)

fnhp+1 + cfn�1hp (4.15)

elde edilir. (4.9) ve (4.15) birlikte yazılırsa

hn+p =

✓
b

a

◆⇣(n+1)⇣(p)

fnhp+1 + c

✓
b

a

◆⇣(n)⇣(p+1)

fn�1hp

elde edilir.

n ve p çift pozitif tam sayılar olmak üzere, Teorem 4.1 den
0

@hn+p+1

a
�1
hp

1

A =

0

@fn+1 cbfn

0 1

1

A

0

@ hp+1

a
�1
hp

1

A , (4.16)
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0

@cbhn+p+2

chp+1

1

A =

0

@fn+1 cbfn

0 1

1

A

0

@cbhp+2

chp+1

1

A , (4.17)

matris özdeşlikleri elde edilebilir.

Şimdi vereceğimiz teorem Catalan, Cassini ve d’Ocagne özdeşliklerinin bir genelle-

mesi olacaktır.

Teorem 4.2 8 n, p ve q 2 Z+
olmak üzere

✓
b

a

◆⇣(n)⇣(p)⇣(q)

hn+phn+q �
✓
b

a

◆⇣(n+1)⇣(p)⇣(q)

hnhn+p+q

=

✓
b

a

◆⇣(n)⇣(p+1)⇣(q+1)

(�c)nfpfq

✓
h
2
1 � bh0h1 �

b

a
ch

2
0

◆

dir (Tan ve Leung 2020b).

İspat. n çift, p ve q tek durumunda

c

✓
hn+phn+q �

b

a
hnhn+phn+p+q

◆
=
⇣
hn+q a

�1
hn

⌘
0

@ chn+p

�bchn+p+q

1

A . (4.18)

eşitliği yazılabilir. (4.16) eşitliğinde s, t çift tam sayılar olmak üzere

hs+t+1 = fs+1ht+1 +
bc

a
fsht

şeklinde yazılabilir. Burada s+ 1 ! q ve t ! n olarak alınırsa,

hn+q = fqhn+1 +
bc

a
fq�1hn

olur. Bu eşitlik göz önüne alındığında

(ab)
n
2

⇣
hn+q a

�1
hn

⌘
= (ab)

n
2

⇣
hn+1 a

�1
hn

⌘
0

@ fq 0

bcfq�1 1

1

A

=
⇣
h1 a

�1
h0

⌘
(UT )n

0

@ fq 0

bcfq�1 1

1

A (4.19)

matris özdeşliği elde edilmektedir.
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Tümevarımla gösterilebilir ki, k çift için

(ab)
k
2

0

@ chk+1

�bchq+k+1

1

A =

0

@ 1 0

�bcfq�1 fq

1

A

0

@ 0 �1

�abc ab

1

A
k0

@ ch1

�bch2

1

A

eşitliği sağlanır ve burada k ! n+ p� 1 alınırsa

(ab)
n+p�1

2

0

@ chn+p

�bchn+p+q

1

A =

0

@ 1 0

�bcfq�1 fq

1

A

0

@ 0 �1

�abc ab

1

A
n+p�10

@ ch1

�bch2

1

A (4.20)

eşitliği yazılabilir.

0

@ fq 0

bcfq�1 1

1

A

0

@ 1 0

�bcfq�1 fq

1

A = fqI,

0

@ ab 1

abc 0

1

A

0

@ 0 �1

�abc ab

1

A = �abcI.

(4.21)

eşitlikleri göz önüne alınıp (4.19) ve (4.20) denklemlerini çarpılıp, (4.18) ve (4.21)

eşitlikleri kullanıldığında

(ab)n+
p�1
2 c
�
hn+phn+q � b

ahnhn+p+q

�

= fq

⇣
h1 a

�1
h0

⌘
0

@ ab 1

abc 0

1

A
n0

@ 0 �1

�abc ab

1

A
n+p�10

@ ch1

�bch2

1

A

= fq

⇣
h1 a

�1
h0

⌘
0

@ ab 1

abc 0

1

A
n0

@ 0 �1

�abc ab

1

A
n0

@ 0 �1

�abc ab

1

A
p�10

@ ch1

�bch2

1

A

= (�abc)nfq
⇣
h1 a

�1
h0

⌘
0

@ 0 �1

�abc ab

1

A
p�10

@ ch1

�bch2

1

A

= (�abc)nfq
⇣
h1 a

�1
h0

⌘
(ab)

p�1
2

0

@ cfp�2 �a
�1
fp�1

�bcfp�1 fp

1

A

0

@ ch1

�bch2

1

A
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elde edilir. Aşağıdaki matris çarpımı göz önüne alınırsa

⇣
h1 a

�1
h0

⌘
0

@ cfp�2 �a
�1
fp�1

�bcfp�1 fp

1

A

0

@ ch1

�bch2

1

A

=
⇣
cfp�2h1 � bc

a fp�1h0 �a
�1
fp�1h1 + a

�1
h0fp

⌘
0

@ ch1

�bch2

1

A

= c
2
h
2
1fp�2 � bc2

a h0h1fp�1 +
bc
a h1h2fp�1 � bc

a h0h2fp

= c
2
h
2
1fp�2 � bc

a h1fp�1(ch0 � h2)� bc
a h0fp(ah1 + ch0)

= c
2
h
2
1fp�2 � bc

a h1fp�1(ch0 � (ah1 + ch0))� bch0h1fp � bc2

a h
2
0fp

= c
2
h
2
1fp�2 + bch

2
1fp�1 � bch0h1fp � bc2

a h
2
0fp

= ch
2
1(cfp�2 + bfp�1)� bch0h1fp � bc2

a h
2
0fp

= ch1fp � bch0h1fp � bc2

a h
2
0fp

= cfp

�
h
2
1 � bh0h1 � bc

a h
2
0

�

elde edilir.

(ab)n+
p�1
2 c

✓
hn+phn+q �

b

a
hnhn+p+q

◆
= (ab)n+

p�1
2 c

n
fqfp

✓
h
2
1 � bh0h1 �

bc

a
h
2
0

◆

(4.22)

eşitliğinde gerekli sadeleştirmeler yapıldığında

hn+phn+q �
b

a
hnhn+p+q = c

n
fpfq(h

2
1 � bh0h1 �

b

a
ch

2
0) (4.23)

elde edilir.

Benzer işlemler diğer durumlar için de yapıldığında aynı sonuçlar elde edilmektedir.

n çift tam sayı olmak üzere,

⇣
h1 bch0

⌘
U

n = (ab)
n
2

⇣
hn+1 bchn

⌘

⇣
a
�1
h2 ch1

⌘
U

n = (ab)
n
2

⇣
a
�1
hn+2 chn+1

⌘ (4.24)

matris özdeşlikleri yazılabilir.

Teorem 4.3 8 n,m 2 Z+
olmak üzere

✓
b

a

◆⇣(mn+n)

hn+1hm +

✓
b

a

◆⇣(mn+m)

chnhm�1 = h1hm+n +

✓
b

a

◆⇣(m+n)

ch0hm+n�1

(4.25)

dir (Tan ve Leung 2020b).
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İspat. n çift ve m tek tam sayı olsun ve (4.16) ve (4.24) eşitlikleri kullanıldığında

(ab)
n+m�1

2

✓
hn+1hm +

b

a
chnhm�1

◆
= (ab)

n+m�1
2

⇣
hn+1 bchn

⌘
0

@ hm

a
�1
hm�1

1

A

eşitliği yazılabilir. (4.3) özdeşliğinde n ! m� 1 olarak alınırsa

U
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0

@ h1

a
�1
h0

1

A = (ab)
m�1

2

0

@ hm

a
�1
hm�1

1

A

elde edilir ve bu eşitlik göz önüne alındığında
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2

�
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�
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U
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0
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a
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A
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⌘
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a
�1
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1

A
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2 (h1hm+n + c
b
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olduğu görülür.

n ve m tek tam sayılar olmak üzere
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2
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⌘
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A

=
⇣
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⌘
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1

A
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2
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elde edilir.

n tek m çift tam sayı olmak üzere,

(ab)
n+m�1

2 c( bahn+1hm + chnhm�1)
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2

⇣
a
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hm chm�1

⌘
0

@bchn+1

chn

1

A

= (ab)
⇣
a
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⌘
U
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1

A
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⇣
a
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⌘
U
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0
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1

A

= (ab)
m+n�1

2

⇣
a
�1
h2 ch1

⌘
0
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1

A
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2
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= (ab)
m+n�1

2 c(h1hm+n + c
b
ahm+n�1h0)

eşitliğinin sağlandığı görülür.

n ve m çift tam sayılar olmak üzere
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2 a
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⇣
a
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⌘
0

@hn + 1
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�1
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1
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=
⇣
a
�1
h2 ch1

⌘
U

m�2
U

n
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a
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1

A

=
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a
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⌘
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m+n�2

0
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1
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2

⇣
a
�1
h2 ch1

⌘
0

@ hm+n�1

a
�1
hm+n�2

1

A

= (ab)
m+n�2

2 (a�1
hm+n�1h2 + ca

�1
hm+n�2h1)

= (ab)
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2 a
�1(hm+n�1(ah1 + ch0) + chm+n�2h1)

= (ab)
m+n�2

2 a
�1(h1hm+n + chm+n�1h0)

eşitliğinin sağlandığı görülmektedir.

(4.25) eşitliğinde m ! n+ 1 olarak alınırsa aşağıdaki sonuç elde edilir.
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Sonuç 4.1 8 n 2 Z+
olmak üzere

✓
b

a

◆⇣(n)

h
2
n+1 +

✓
b

a

◆⇣(n+1)

ch
2
n = h1h2n+1 +

✓
b

a

◆
ch0h2n

eşitliği elde edilir.

Sonuç 4.1 yardımı ile Fibonacci sayıları için iyi bilinen F
2
n+1�F

2
n�1 = F2n özdeşliğinin

bir genelleştirilmesini elde edilecektir.

Teorem 4.4 8 n 2 Z+
olmak üzere

h
2
n+1 � c

2
h
2
n�1 = a

⇣(n)
b
⇣(n+1)(h1h2n + ch0h2n�1)

dir (Tan ve Leung 2020b).

İspat. n çift tam sayı olmak üzere, Sonuç 4.1 yardımıyla,

h
2
n+1 � c

2
h
2
n�1 =

�
hn+1 +

b
ach

2
n

�
�
�
b
ach

2
n + c

2
h
2
n�1

�

=
�
h1h2n+1 +

b
ach0h2n

�
� c

�
h1h2n�1 +

b
ach0h2n�2

�

= h1 (h2n+1 � ch2n�1) +
b
ach0 (h2n � ch2n�2)

(4.26)

eşitliği yazılabilir ve bu eşitlikte {hn} dizisinin rekürans bağıntısı yardımıyla

h
2
n+1 � c

2
h
2
n�1 = bh1h2n + bch0h2n�1 (4.27)

elde edilmektedir.

n tek tam sayı olmak üzere,
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�2
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2
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2
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b
a

�
b
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2
n+1 + ch

2
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� b
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�
h
2
n +

b
ach

2
n�1

�
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�
h1h2n+1 +

b
ach0h2n

�
� b

ac
�
h1h2n�1 +

b
ach0h2n�2

�

= b
a

�
h1(h2n+1 � ch2n�1) +

b
ach0(h2n � ch2n�2)

�
(4.28)

eşitliği elde edilmektedir ve {hn} dizisinin rekürans bağıntısı yardımıyla

✓
b

a

◆2

(h2
n+1 � c

2
h
2
n�1) =

b

a
(bh1h2n + bch0h2n�1) (4.29)

eşitliği yazılabilir.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tezde ilk olarak Binet formülü yardımı ile genelleştirilmiş iki periyodik Horadam

dizileri için Catalan özdeşliği, Cassini özdeşliği, d’Ocagne özdeşliği ve binom toplam

formülü elde edilmiştir. Daha sonra Tan ve Leung (2020b)’un

A =

0

@ab cb

a 0

1

A) A
n = (ab)b

n
2 c

0

@b
⇣(n)

fn+1 cba
�⇣(n+1)

fn

a
⇣(n)

fn cb
⇣(n)

fn�1

1

A

matris özdeşliği yardımı ile genelleştirilmiş iki periyodik Fibonacci dizileri için elde

etmiş olduğu bazı sonuçlar

U =

0

@ab abc

1 0

1

A) U
n = (ab)b

n
2 c

0

@ b
⇣(n)

fn+1 cba
⇣(n)

fn

a
�⇣(n+1)

fn cb
⇣(n)

fn�1

1

A

matris özdeşliği yardımı ile elde edilmiştir. Ayrıca, Tan ve Leung (2020b)’un maka-

lesinde U matrisi yardımı ile genelleştirilmiş iki periyodik Horadam dizileri için elde

edilen daha genel sonuçlar incelenmiştir.

İki periyodik Fibonacci dizilerine benzer olarak, a, b, c, d, e ve f sıfırdan farklı reel

sayılar olmak üzere ve başlangıç koşulları t0 = 0, t1 = 0, t2 = 1 için

tn =

8
<

:
atn�1 + ctn�2 + etn�3, n ⌘ 0(mod2),

btn�1 + dtn�2 + ftn�3, n ⌘ 1(mod2),
n � 3

rekürans bağıntısını sağlayan {tn} dizisi iki periyodik tribonacci dizisi olarak adlan-

dırılabilir (Alp vd. 2012, Panario vd. 2013).

Bu tezde elde edilen sonuçlara benzer olarak iki periyodik tribonacci dizisinin matris

gösterimi elde edilebilir ve bu matris yardımı ile dizinin özellikleri incelenebilir.
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