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Bu calisma beg boliimden olusmaktadir. Birinci béliimde ¢alismanin amaci yer almaktadir.
Tkinci boliimde calismada kullanilacak olan temel tanim ve teoremler verilmektedir. Ugiincii
boéliimde F-ters pargali modiil kavraminin bir duali olan dual F-ters parcali modiil kav-
rami tamimlanmaktadir. Dual F-ters parcali olma 6zelligi modiillerin direkt toplamlarinda,
direkt toplananlarinda ve halkalarda incelenmektedir. Ayrica dual Z*(M)-ters parcali mo-
diiller tanimlanmakta ve arastirilmaktadir. Dordiincii boliimde ise F-ters parcali modiil
kavraminin bir diger duali olan F-goriintii parcali modiil tanimi verilmekte ve 6zellikleri
incelenmektedir. F-goriintli pargali olma 6zelligi de modiillerin direkt toplamlarinda, di-
rekt toplananlarinda ve halkalarda galigilmaktadir. Ayrica Z(M)-goriintii pargali modiiller
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1. GIRIS

Bu ¢aligmada, halkalar birimli ve R bir halka olmak iizere modiiller sag R-modiil
olarak ele alinmaktadir. M bir R-modiil olmak tizere, S ile Endg(M) endomorfizma
halkas1 gosterilmektedir. Ayrica 0 ve 1 géz 6niine alinan halkanin sirasi ile sifirini ve

birimini gostermektedir.

Tek tiretegli her sag (sol) ideali projektif olan veya denk olarak her elemaninin sag
(sol) sifirlayan1 bir egkare (idempotent) eleman tarafindan tiretilen halkaya bir sag
(sol) Rickart halka veya sag (sol) temel projektif (principally projective) halka de-
nir (Hattori 1960, Maeda 1960). Hattori ve Maeda birbirlerinden bagimsiz olarak
Rickart halkalar1 ¢alismiglardir. 2010 yilinda Rickart halka kavrami modiil teori-
sine taginmigtir ve Ozellikleri incelenmigtir. Eger her f € S i¢in Kerf altmodiilii M
modiiliiniin bir direkt toplanani oluyorsa M bir Rickart modiil olarak adlandirilir
(Lee vd. 2010). 2012 yilinda, Rickart modiiller Agayev vd. tarafindan da ¢aligilmig-
tir. Daha sonra, ikinci tekil altmodiil yardimiyla T-Rickart modiiller tanimlanmigtir.
Her f € S i¢in M nin ty,(f) = {m € M|f(m) € Zy(M)} seklinde tanimlanan alt-
modiilii bir direkt toplanani oluyorsa M bir T-Rickart modiil olarak adlandirilmigtir

(Ebrahimi Atani vd. 2012).

F bir M modiiliintin altmodiilii olsun. Eger her f € S igin f(F) C F ise, F ye
M nin bir tam degismez (fully invariant) altmodili denir ve F' < M ile gosterilir
(Kaplansky 1954). Ornegin R sag (sol) R-modiiliiniin tam degismez altmodiilleri
R halkasimin idealleridir. M bir modiil olmak tizere M nin Z(M), Zy(M), Z*(M),
Z(M), 72(M ) altmodiilleri ile sokulu (socle) ve radikali (radical) M nin tam de-
gismez altmodiillerine 6rnektir. Ayrica tanimdan bir modiiliin kendisi ve 0 altmo-
diiliiniin tam degismez oldugu agiktir. Bu calisma boyunca F' ile géz oniine alinan
modiiliin tam degismez altmodiilii gosterilmektedir. 2016 yilinda Ungér vd. tam de-
gismez altmodiiller yardimiyla F-ters parcali modiil kavramini tanimlamigtir. F' bir

M modiiliiniin tam degismez bir altmodiilii olsun. Eger her f € S igin f~!(F) altmo-
1



diilii M modiiliiniin bir direkt toplanani oluyorsa M ye bir F'-ters parcaly (F-inverse
split) modiil denir (Ungdr vd. 2016a). 0 ve Zo(M) altmodiilleri M modiiliiniin tam
degismez altmodiilleri oldugundan Rickart ve T-Rickart modiiller F'-ters parcali mo-

diillerin 6zel halleridir.

Dualite (duality) kavrami matematikte 6nemli bir yere sahiptir. Bilinen bir ¢ok kav-
ramin duali sayesinde yeni kavramlar: ortaya ¢ikarmak ve incelemek miimkiin hale
gelir. Ornegin projektif ve injektif modiil kavramlar: birbirlerinin dualidir, bir mo-
diilde altmodiil ve boliim modiilii kavramlar: birbirlerinin dualidir. Baz1 kavramlarin
duali yine kendisi olabilir. Ayrica her kavramin duali olmayabilecegi gibi bazilarinin

birden fazla duali olabilir.

2011 yilinda, Rickart modiil kavraminin bir duali olan d-Rickart modiil kavrami, her
f € Sicin Imf altmodiiliit M modiiliiniin bir direkt toplanani oluyorsa M ye bir dual
Rickart ya da d-Rickart modil denir, seklinde tanimlanmigtir (Lee vd. 2011). Ayrica
2016 yilinda T-Rickart modiil kavraminin duali olan T-dual Rickart modiil kavramai,
her f € S igin f (72(M )) altmodiili M modiiliiniin bir direkt toplanani ise, M ye
bir T-dual Rickart modil denir, seklinde tanimlanmistir (Ebrahimi Atani vd. 2016).
Bu ¢alismalardan ilham alinarak F-ters parcali modiil kavraminin dualleri olan dual
F-ters parcali modiil kavrami 2018 yilinda Ungér vd. tarafindan ve F-gériintii par-

cali modiil ise 2021 yilinda Calc1 vd. tarafindan tanimlanmigtir.

Bu tez ¢aligmasinin amaci, F' tam degismez bir altmodiil olmak iizere, F-ters par-
¢ali modiil kavramini dual agidan ele almaktir. Bu dogrultuda dual F-ters parcal
modiil ve F-goriintli parcali modiil kavramlarinin calisilmas: hedeflenmektir. Eger
her f € S i¢in Imf + F altmodiili M modiiliiniin bir direkt toplanani oluyorsa
M ye bir dual F-ters parcal (dual F-inverse split) modiil denir (Ungér vd. 2018).
Her f € S i¢in f(F') altmodiilii M modiiliiniin bir direkt toplanani oluyorsa M ye
bir F-gorinti par¢aly (F-image split) modil denir (Cale1 vd. 2021). Bu iki kavram
da F-ters parcali modiil kavraminin dualleridir. F-ters parcali modiillerin Rickart

ve T-Rickart modiillerin daha genel hali olmasi gibi, bu kavramlar da d-Rickart ve
2



T-dual Rickart modiillerin daha genel halidir.

F-ters parcali modiil kavraminda oldugu gibi dual F-ters parcali modiiller ve F-
goriintii parcali modiiller yardimiyla, bir modiilii altmodiillerinin direkt toplami ola-
rak yazmak miimkiin olmaktadir. Bu sayede ele alinan modiiliin 6zelliklerini, direkt

toplananlar1 yardimiyla aragtirmak kolaylasmaktadir.

Bu calismada, dual F-ters parcali modiil ve F-goriintii parcali modiil kavramlari-
nin modiil teorisindeki yerleri belirlenmekte ve yapilarinin belirlenmesi yoniinde de
calismalar yapilmaktadir. F-ters parcali modiillerin sahip oldugu modiil ayrigimlari-
nin bu modiil siniflar1 i¢in nasil bir degisime ugrayacagi arastirilmaktadir. Bu sayede
tam degismez altmodiiller ve dual Rickart modiiller araciligiyla modiillerin bazi ay-
risimlar: elde edilmektedir. Modiillerin direkt toplananlar1 ve direkt toplamlar: bu
kavramlar géz 6niine alinarak incelenmektedir. Ayrica géz 6niine alinan bir modiiliin
belirli tam degismez altmodiilleri i¢in modiil ve halka teorilerinde baz1 uygulamalar

yapilmaktadir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde, calismada kullanilacak olan temel tanimlar ve teoremler verilmektedir.

2.1 Temel Kavramlar ve Baz1 Modiil Siniflar:

Tanim 2.1 M bir modill ve K < H olmak iizere M nin H, K, L altmodiilleri icin
HnN (K + L) =K+ (HnN L) dir. Bu sarta modiilarite sart: (modularity condition)
denir (Anderson ve Fuller 1974).

Onerme 2.1 M ve N birer modiil ve f : M — N bir modiil epimorfizmasi ol-
sun. Eger M = K + L ve K N L =Kerf ise, bu durumda N = fK & fL dir
(Anderson ve Fuller 1974).

Onerme 2.2 M bir modiil olsun. Eger M = ST ve S C S ise, bu durumda
M/S"=S/S"® (T'+5")/S" dir (Rotman 1979).

Onerme 2.3 M bir R-modiil, 7> = r € R ve f> = f € S olsun. Bu durumda
fM = Homg(Sf, M) ve Mr = Homg(rR, M) dir (Anderson ve Fuller 1974).

Sonug 2.1 Ry modiilii icin Onerme 2.3 iin bir sonucudur.

Sonug 2.1 Eger R bir halka ve ¢ = ¢ € R ise, Endg(Re) = eRe = Endgp(eR) dir
(Anderson ve Fuller 1974).

Onerme 2.4 Eger R bir halka ise, R = Endg(R) dir (Anderson ve Fuller 1974).

Tanim 2.2 M bir modiil olsun. Eger M nin keyfi iki direkt toplananinin kesisimi M nin
bir direkt toplanani oluyorsa M ye SIP (Summand Intersection Property) ye sahiptir,
herhangi sayida direkt toplananinin kesisimi bir direkt toplanani oluyorsa M ye SSIP

(Strong Summand Intersection Property) ye sahiptir denir (Wilson 1986).
4



Tamim 2.3 M bir modiil olsun. Eger M nin keyfi iki direkt toplananinin toplami M
nin bir direkt toplanani oluyorsa M ye SSP (Summand Sum Property) ye sahiptir,
herhangi sayida direkt toplananinin toplami bir direkt toplanani oluyorsa M ye SSSP
(Strong Summand Sum Property) ye sahiptir denir (Garcia 1989, Valcan 2002).

Tanim 2.4 Her f : K — N modil monomorfizmasi ve her g : K — M modiil
homomorfizmasi icin asagidaki diyagrami degismeli yapacak sekilde bir h : N — M
modiil homomorfizmasi varsa, M modiiliine bir N-injektif (injective) modiil denir. Eger
M modilii M-injektif ise, M ye bir yari-injektif (quasi-injective) modiil, her N modiili
icin N-injektif ise, M ye bir injektif (injective) modil denir (Anderson ve Fuller 1974).

Tamm 2.5 M bir modiil ve E bir injektif modiil olsun. Eger 0 — M - E bir esas (es-
sential) monomorfizma oluyorsa (F, ) ikilisine M nin injektif zarfi (injective envelop)

denir ve E(M) ile gosterilir (Anderson ve Fuller 1974).

Tamim 2.6 Her f: N — K modiil epimorfizmasi ve her g : M — K modiil homomor-
fizmasi icin asagidaki diyagrami degismeli yapacak sekilde bir A : M — N modiil homo-
morfizmasi varsa, M modiiliine bir N-projektif (projective) modil denir. Eger M modiilii
M-projektif ise, M ye bir yari-projektif (quasi-projective) modil, her N modiili igin
N-projektif ise, M ye bir projektif (projective) modiil denir (Anderson ve Fuller 1974).

M

Q

»

N f*K -0

Onerme 2.5 M bir modiil ve N < M olsun. Eger M/N bir projektif modiil ise, N

altmodilii M nin bir direkt toplananidir (Rotman 1979).

Tanim 2.7 Eger bir R halkasinin her sag (sol) ideali projektif ise, R halkasina bir sag
)



(sol) kalitsal (hereditary) halka denir (Anderson ve Fuller 1974).

Tamim 2.8 F bir R-modiil olsun. Eger her f : M — N sol modiil monomorfizmasi
icin 1® f: F® M — F ® N bir monomorfizma oluyorsa F' modiiliine bir diz (flat)
R-modiil denir (Anderson ve Fuller 1974).

Tamim 2.9 R bir halka olsun. Eger her diiz R-modiil projektif ise, bu durumda R
halkasina bir sag mikemmel (perfect) halka denir (Anderson ve Fuller 1974).

Tanim 2.10 R bir halka olsun. Eger her a € R icin a = aba olacak sekilde bir b € R
varsa, R ye bir dizenli (reqular) halka denir (Ware 1971).

Onerme 2.6 Eger R bir diizenli halka ise, J(R) = 0 dir (Ware 1971).
Lemma 2.1 M bir modiil ve f € S olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.
(i) fgf = f olacak sekilde bir g € S vardr.
(ii) Kerf ve Imf altmodiilleri M nin birer direkt toplananlardir (Ware 1971).
Sonug 2.2 Bir M modiili icin asagidaki ifadeler denktir.
(i) S bir diizenli halkadir.

(ii) Her f € Siicin Kerf ve Imf altmodiilleri M nin direkt toplananlaridir (Ware 1971).

Lemma 2.2 M bir R-modiil olsun. Eger S bir diizenli halka ise, M nin her direkt

toplananinin da endomorfizma halkasi diizenlidir (Ware 1971).

Teorem 2.1 Bir R halkasi icin asagidaki ifadeler denktir.
(i) R bir yan basit (semisimple) halkadir.

(ii) R halkasi endomorfizma halkasi diizenli olan bir sonsuz iiretilmis serbest (free)

modiile sahiptir (Ware 1971).

Teorem 2.2 M bir sonlu iretilmis projektif R-modiil olsun. Eger M nin her sonlu iire-

tilmis altmodilii M nin bir direkt toplanani oluyorsa, S bir diizenli halkadir (Ware 1971).
6



Sonug 2.3 R halkasinin diizenli olmasi igin gerek ve yeter sart M, (R) nin bir diizenli
halka olmasidir (Ware 1971).

Tanim 2.11 F bir M modiiliiniin altmodiilii olsun. Eger her f € S'icin f(F) C F ise,
F ye M nin bir tam degismez (fully invariant) altmodili denir ve << M ile gosterilir
(Kaplansky 1954).

Rpr modiiliiniin tam degismez altmodiilleri R halkasinin idealleridir.

Onerme 2.7 Z bir indeks kiimesi olmak iizere bir M = @ M; modiili M; (i € T)
i€z
altmodiillerinin direkt toplami ve N < M olsun. Bu durumda N = @(N N M;) dir
i€

(Ozcan vd. 2006).

Uyar: 2.1 M bir modiil olmak lizere F' < M ve I C S olsun. Bu durumda I(F) =

> (Imf + F) seklinde tanimlanmaktadir.
fer

Tanmim 2.12 M bir modiil olsun. Eger her f € S, 2 = e € S ve her m € M igin
fem = efm ise, M ye bir abel (abelian) modil denir (Ross 1967).

Tanim 2.13 M bir modiil olsun. Eger her f € S icin Imf altmodiili M modiili-

niin bir direkt toplanani oluyorsa M ye bir dual Rickart ya da d-Rickart modiil denir
(Lee vd. 2011).

Uyar1 2.2 Rp modiiliiniin d-Rickart olmasi icin gerek ve yeter sart R halkasinin diizenli

olmasidir (Lee vd. 2011).

Onerme 2.8 Eger M bir d-Rickart modiil ise, M nin her direkt toplanani da bir d-
Rickart modiildiir (Lee vd. 2011).

d-Rickart modiillerin direkt toplananlari d-Rickart olmasmma ragmen Ornek 2.1 de

goriildiigii iizere d-Rickart modiillerin direkt toplamlari bu 6zelligi saglamayabilir.

Ornek 2.1 p bir asal sayi olmak iizere Z,~ ve Z, Z-modiilleri d-Rickart modiildiir.

Fakat Zy~ @ Z, Z-modiilii d-Rickart modiil degildir (Lee vd. 2011).
7



Tanim 2.14 M bir modiill ve 0 # N < M olsun. Eger her 0 # L < M igin N N
L # 0 ise, N ye M nin bir esas (essential) altmodiilii denir ve N <., M ile gosterilir
(Anderson ve Fuller 1974).

Tanim 2.15 M bir modill ve N < M olsun. Eger her K < M icin N+ K = M
olmasi K = M olmasini gerektiriyorsa, N ye M nin bir dar (small) altmodili denir ve

N << M ile gosterilir (Leonard 1966).

Tanim 2.16 Bir M modiiliniin Z(M) = {m € M | rg(m) <. Rg} altmodiiliine
tekil (singular) altmodil denir. Eger Z(M) = M ise, M ye bir tekil (singular) modiil,
Z(M) = 0ise, M ye bir tekil olmayan (nonsingular) modil adi verilir (Goodearl 1976).

Tanim 2.17 Eger R halkasi kendisi lizerinde modiil olarak alinirsa Z(Rg) idealine R nin
sag tekil (singular) ideali denir ve Z(Rg) = 0 ise, R ye bir sag tekil olmayan (nonsin-
gular) halka denir. Sol tekil olmayan halka da benzer sekilde tanimlanir (Goodearl 1976).

Tanim 2.18 M bir modiil olsun. M nin Zy(M) ikinci tekil (second singular) altmo-
diilic Z(M|Z(M)) = Zy(M)/Z (M) olarak tanimlanir (Goodearl 1976).

Uyar1 2.3 M ve N birer modiil olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.
(i) Eger N < M ise, Z(N) = NnNZ(M) dir.

(i) Eger f € Homg(M,N) ise, f(Z(M)) C Z(N) dir.

(iii) Z(IM® N)=Z(M) @ Z(N) dir (Goodearl 1976).

Uyar: 2.3 (ii) den goriildiigi tizere Z (M) altmodiilii M nin bir tam degismez altmo-

diilidiir.

Tanmim 2.19 Bir R-modiil M icin Z(M) = ({Kerf | f € Homg(M,N) ve N <<
E(N)} ve 72(M) = Z(Z(M)) seklinde tanimhdir (Talebi ve Vanaja 2002).

Onerme 2.9 da (i) ve (ii) den goriildiigii iizere Z(M) ve 72(M ) altmodiilleri M

modiiliiniin tam degismez altmodiilleridir.

Onerme 2.9 M ve N birer R-modiil ve Z bir indeks kiimesi olmak iizere her i € T

icin M; bir modiil olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.
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(i) Her f € Homg(M, N) icin f(Z(M)) C Z(N) dir.
(ii) Her f € Homp(M, N) icin f(Z*(M)) C Z*(N) dir.
(i) Z(P M;) = P Z(M;) dir.
i€z i€z
(iv) ZX(@ M) = @ Z°(M;) dir (Talebi ve Vanaja 2002).
ieT ieT
Tanim 2.20 M bir modiil olsun. Eger her f € S icin f(?Q(M)) altmoddlii M nin bir
direkt toplanani oluyorsa, M ye bir T-dual Rickart modiil denir (Ebrahimi Atani vd. 2016).

Teorem 2.3 Eger M bir T-dual Rickart modiil ise, M nin her direkt toplanani da bir
T-dual Rickart modiildiir (Ebrahimi Atani vd. 2016).

Ornek 2.2 den goriildiigii iizere T-dual Rickart modiillerin direkt toplamlar1 T-dual

Rickart modiil olmayabilir.

Ornek 2.2 F bir cisim ve F iizerinde sonsuz boyutlu bir vektér uzayr V olsun. J =
{z € Endp(V) | boy(zV') sonlu} ve R = F x J seklinde tanimlansin. R ve J modiilleri T-
dual Rickart olmalarina ragmen R@® J bir T-dual Rickart modiil degildir (Goodearl 1979,
Ebrahimi Atani vd. 2016).

Tanim 2.21 M bir modil olsun. Eger M nin her devirli altmodili M nin bir direkt

toplanani oluyorsa M modiiliine bir temel yary basit (principally semisimple) modiil

denir (Acar ve Harmanci 2010).

Tanim 2.22 Eger M modiilii herhangi bir modiiliin dar altmodiilii ise, M modiiliine

bir dar (small) modiil denir (Leonard 1966).

Teorem 2.4 Bir M modiiliiniin dar modiil olmasi igin gerek ve yeter sart M << E(M)
olmasidir (Leonard 1966).

Tanim 2.23 Bir M modilinin Z*(M) = {m € M | mR bir dar modiildiir} altmo-
diiline es tekil (cosingular) altmodiil denir. Eger Z*(M) = M ise, M modiiliine bir es

tekil (cosingular) modiil denir (Harada 1979, Ozcan 2002).
9



Tanim 2.24 R halkasi kendisi lizerinde modiil olarak alinsin. Eger Z*(R) = R ise, R
halkasina bir sag es tekil (cosingular) halka denir (Ozcan 2002).

Lemma 2.3 M ve N birer R-modiil ve f € Hompg(M, N) olsun. Bu durumda f(Z*(M))
< Z*(N) dir (Ozcan 2002).

Lemma 2.3 ten gortldugii iizere Z*(M) altmodiilii M modiiliintin bir tam degismez

altmoduludiir.

Lemma 2.4 N bir M modiiliniin altmodiilii olsun. Bu durumda Z*(N) = NNZ*(M)
dir (Ozcan 2002).

Lemma 2.5 7 bir indeks kiimesi olmak tizere R-modiillerin bir sinifi {M;};c7 ve M =

@ M; olsun. Bu durumda Z*(M) = @ Z*(M;) dir (Ozcan 2002).
i€Z

i€z
Tanim 2.25 X = {M € Mod(R) | Z*(M) = 0} ve X* = {M € Mod(R) | her
UCV C Migin Z*(V/U) # 0} seklinde tanimhdir. X kiimesinin elemanlarina es tekil

olmayan (cononsingular) modiil denir (Harmanci vd. 1992, Ozcan ve Harmanci 1997).

Uyar1 2.4 Eger M bir dar modiil ise, es tekildir. Eger R halkasi sag miikemmel halka
ise, bu durumda Rad(M) altmodiilii M nin en biiyiik dar altmodiilidiir. Bdylece M nin
bir dar modiil olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin es tekil olmasidir (Harada 1979,
Ozcan 2002).

Uyar1 2.5 R halkasi bir sag miikemmel halka ve M bir R-modiil olsun. Bu durumda
Rad(M) << M dir (Anderson ve Fuller 1974).

Teorem 2.5 Bir R halkasi icin asagidaki ifadeler denktir.
(i) R bir sag kalitsal halkadir.
(ii) Her projektif R-modiiliin altmodiilii projektiftir.
(iii) Her injektif R-modiiliin bélim modiilii injektiftir (Rotman 1979).

Tanim 2.26 M bir R-modiil olsun. Eger R halkasinin her basit sag ideali K icin her
f € Homg(K, M) homomorfizmasi bir g € Homg(R, M) homomorfizmasina genisliyorsa

bu durumda M ye bir mininjektif (mininjective) modiil denir (Nicholson ve Yousif 1997).
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Teorem 2.6 Bir R halkasi icin asagidaki ifadeler denktir.
(i) Her R-modiil mininjektifdir.
(i) Soc(Rg) N J(R) = 0 dir (Nicholson ve Yousif 2003).

Tanim 2.27 F bir M modiiliiniin tam degismez bir altmodiilii olsun. Eger her f € S
icin f~1(F) altmodiili M modiiliiniin bir direkt toplanani oluyorsa M ye bir F-ters

parcaly (F-inverse split) modiil denir (Ungdr vd. 2016a).

Tanim 2.28 R bir halka ve R nin bir ideali I olsun. Eger Ry modiilii I-ters parcali
ise, R ye bir sag I-ters parcals halka denir (Ungdr vd. 2016a).
Lemma 2.6 Z bir indeks kiimesi olmak iizere @ M; modilii M; (i € Z) altmodiillerinin
i€T
direkt toplami olsun. Bu durumda € M; modiiliiniin tam degismez bir F' altmodiilii
i€
olmasi icin gerek ve yeter sart her i, j € Z ve her f € Hompg(M;, M;) i¢in M; modiiliiniin

fF; C F; sartini saglayan tam degismez bir F; altmodiilii olmasidir (Ungdr vd. 2016a).

Onerme 2.10 R bir sag kalitsal ve sag miikemmel halka olsun. Eger X* esas genisle-
meler altinda kapali ise, bu durumda her Z*(M )-ters pargali M modiilii Rickart modildiir
ve Rad(M) = 0 dir (Ungér vd. 2016b).

Ispat. R bir sag kahtsal ve sag miikemmel halka olmak tizere M bir Z*(M)-ters
parcali modiil olsun. Eg tekil altmodiiliin tammimdan Rad(M) C Z*(M) dir. Bu du-
rumda M = Z*(M)®N olacak gekilde bir N < M oldugundan E(M) = E(Z*(M))®
E(N) olur. R bir sag mitkemmel halka ve Z*(Z*(M)) = Z*(M) oldugundan Uyar1
2.4 geregince Z*(M) << E(Z*(M)) dir. Boylece Z*(M) € X* dir. X* esas ge-
niglemeler altinda kapali oldugundan E(Z*(M)) € X* olur. Buradan E(Z*(M)) €
Z*(E(M)) olup Z*(E(M)) = E(Z*(M)) @ (Z*(E(M)) N E(N)) elde edilir. Ayrica
N € X ve X esas geniglemeler altinda kapali oldugundan E(N) € X dir. XNX* =0
oldugundan Z*(E(M)) N E(N) = 0 olur. Buradan E(Z*(M)) = Z*(E(M)) dir.
E(M) injektif oldugundan Z*(E(M)) = Rad(E(M)) dir. R sag miikemmel oldugun-
dan Uyar1 2.5 geregince Rad(E(M)) << E(M) dir. Boylece Z*(M) C Z*(E(M)) =

0 olup istenilen elde edilir. [
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3. DUAL F-TERS PARCALI MODULLER

Bu béliimde F-ters parcali modiil kavraminin bir duali olan dual F-ters parcgali mo-
diil kavrami tanimlanmaktadir. Bir dual F-ters pargali modiiliin direkt toplananlari-
nin da bu ozelligi sagladig1 ancak dual F-ters parcali modiillerin direkt toplamlarinin
bu o6zelligi saglamak zorunda olmadigr gosterilmektedir. Dual F-ters parcali modiil
kavrami boliim modiilleri ve halkalarda incelenmektedir. Ayrica F' tam degismez alt-

modiilii olarak Z*(M) alinarak dual Z*(M)-ters pargali modiiller tamimlanmaktadir.

3.1 Dual F-Ters Parcali Modiillerin Ozellikleri

Tanim 3.1 F bir M modiiliiniin tam degismez bir altmodiilii olsun. Eger her f € S
icin Im f + F" altmodiili M modiiliiniin bir direkt toplanani oluyorsa M ye bir dual F-ters

parcaly (dual F-inverse split) modiil denir (Ungdr vd. 2018).

Ornek 3.1 (1) Her M modiilii dual M-ters parcali modiildiir.
(2) M bir yar basit modiil olsun. Bu durumda M, her tam degismez F' altmodiilii igin
bir dual F-ters parcali modiildiir.

(3) Bir M modiiliiniin d-Rickart modiil olmasi i¢in gerek ve yeter sart dual O-ters parcali

modiil olmasidir (Ungdr vd. 2018).

Teorem 3.1 Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler denktir.
(1) M dual F-ters pargalidir.
(i) M = F @ N olacak sekilde bir N d-Rickart modiilii vardir (Ungdr vd. 2018).

Ispat. (i) = (ii) Eger M dual F-ters parcali ise, 0 € S i¢in Im0 + F = F <® M
olur. Buradan M = F & N olacak gekilde bir N modiilii vardir. f € Endg(NV) olsun.
1 € Endg(F)igin 1@ f € Solup Im(1® f)+ F = Imf + F <% M dir. Modiilarite
sartindan Imf <% N olur. Boylece N bir d-Rickart modiildiir.
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(ii) = (i) N modiilii tizerine olan izdiigiim 7y ile gosterilsin ve f € S olsun. Bu

durumda 7y f|y € Endg(N) dir. F < M oldugundan
Imf+F=f(F)+f(N)+F=f(N)+ F=nyf[n(N)+ F

elde edilir. N bir d-Rickart modiil oldugundan 7y f|5(N) <% N olup buradan Im f+
F <% M olur. Boylece M bir dual F-ters parcali modiildiir. ]

Asgagidaki sonug Teorem 3.1 den kolayca elde edilir.

Sonug 3.1 M bir parcalanamaz dual F-ters parcali modiil olsun. Bu durumda M bir

d-Rickart modiildiir veya F' = M dir (Ungér vd. 2018).

Teorem 3.2 de dual F-ters parcali modiiller ile d-Rickart modiiller arasindaki iligki

incelenmektedir.

Teorem 3.2 Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler denktir.
() M bir dual F-ters parcali modiildiir ve her f € S'icin Imf <% Imf + F dir.
(ii) M bir d-Rickart modiildiir ve F <® M dir (Ungdr vd. 2018).

Ispat. (i) = (ii) f € S olsun. Eger M bir dual F-ters parcali modiil ise, bu durumda
Imf+ F <% M dir. Hipotezden Imf <% M olup M bir d-Rickart modiildiir. Ayrica
Teorem 3.1 geregince F <% M dir.

(ii) = (i) Eger FF <® M ise, M = F @ N olacak sekilde bir N modili vardir.
Onerme 2.8 den N bir d-Rickart modiildiir. Béylece Teorem 3.1 den M dual F-ters
parcalidir. f € S olsun. M bir d-Rickart modiil oldugundan Imf <% M dir. Modii-
larite sartindan Im f <% Imf + F elde edilir. [

Onerme 3.1 dual F-ters parcali modiillerin direkt toplananlarmin da bu &ézelligi

sagladigim gostermektedir.

Onerme 3.1 M bir dual F-ters parcali modiil olsun. Bu durumda her N <® M icin

N modiilii dual (N N F)-ters parcalidir (Ungdr vd. 2018).
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ispat. Eger N <% M ise, M = N @ K olacak sekilde M nin bir K altmodiilii vardir.
f € Endgr(N) olsun. 0 € Endg(K) igin f@0 € S dir. f@0 = g ile gosterilsin. FF <M

oldugundan

JINOF) =g(NNF) <g(N)Ng(F) = f(N)Ng(F) < NN F

dir. Boylece NNF <N elde edilir. M dual F-ters pargali oldugundan Img+F <% M
dir. Onerme 2.7 den

Img+ F=Imf+F=(Inf+(NNF))@&(KNF)

dir. Modiilarite sartindan Imf + (NN F') <% N elde edilir. Béylece N dual (NN F)-

ters parcalidir. [

Onerme 3.2 Bir M vyari-projektif modiilii icin asagidaki ifadeler denktir.
(i) M bir dual F-ters pargali modiildiir.

(i) M nin K C F olacak sekilde her K altmodiilii igin M /K modiilii bir dual (F/K)-
ters parcali modiildiir (Ungdr vd. 2018).

Ispat. (i) = (ii) f € Endg(M/K) ve K C F olsun. 7 : M — M/K dogal izdii-
siim olmak iizere asagidaki diyagram goz oniine alinsin. M bir yari-projektif modiil
oldugundan diyagrami degismeli yapacak sekilde bir g : M — M homomorfizmasi

vardir. F' < M oldugundan

f(F/K) = frn(F) = mg(F) <n(F) = F/K

olup F//K QM /K olur. M dual F-ters pargali oldugundan M = F@® N olacak sekilde
bir N d-Rickart modiilii vardir. Onerme 2.2 den M/K = (F/K) @ (N + K)/K)

elde edilir. N bir d-Rickart modiil ve N = (N + K)/K oldugundan (N + K)/K
14



d-Rickart modiil olur. Béylece M /K modiilii bir dual (F'/K)-ters parcali modiildiir.

(ii) = (i) Agiktar. u

Onerme 3.3 M bir dual F-ters parcali modiil ve N altmodiilii M nin F C N olacak
sekilde bir direkt toplanani olsun. Bu durumda her f € S icin Imf + N <% M dir
(Ungdr vd. 2018).

Ispat. f € S olsun. N <® M oldugundan N = eM olacak sekilde bir €2 = ¢ € S
vardir. eM N (1 —e)M =0, fM =efM + (1 —e)fM ve F C eM oldugundan

eM+fM=eM&(l—e)fM=eM+(1—e)fM+ F

dir. Hipotezden (1 —e)fM + F = gM olacak sekilde bir g*> = g € S vardir. eM +
gM = (e—ge+g)M + F oldugu iddia edilsin. (e —ge+g)M + F C eM + gM oldugu
agiktir. em + gm’ € eM + gM alinsin. ' < M oldugundan egM C F dir. Buradan

em~+gm' = (e —ge+g)(em+gm') — (1 — glegm’ € (e —ge + g)M + F

olup eM + gM = (e — ge + g)M + F dir. Hipotezden eM + gM = Imf + N <% M

elde edilir. -

Sonug 3.2 M bir dual F-ters parcali modiil ve N altmodiilii M nin F© C N olacak
sekilde bir direkt toplanani olsun. Bu durumda her K <% M icin K + N <% M dir
(Ungdr vd. 2018).

Ispat. K <® M oldugundan M = K ®T olacak sekilde T’ < M vardir. 1 € Endg(K)

ve 0 € Endg(T) i¢in 190 € S olur. Onerme 3.3 ten Im(190) + N = K+ N <® M
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dir. ]

Sonu¢ 3.2 de K altmodiili F C K olacak sekilde alinirsa asagidaki teorem elde

edilir.

Teorem 3.3 Her dual F-ters parcali M modiilii, F' altmodiiliinii iceren direkt topla-
nanlari icin SSP ye sahiptir (Ungdr vd. 2018).

Teorem 3.4 Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler denktir.

(i) M bir dual F-ters parcali modiildiir ve F' altmodiiliinii iceren direkt toplananlari

icin SSSP ye sahiptir.
(ii) S nin her I sag ideali i¢in I(F'), M nin bir direkt toplananidir.
(iii) S nin her I altkiimesi icin I(F), M nin bir direkt toplananidir (Ungér vd. 2018).

Ispat. (i) = (iii) F C Imf + F oldugundan hipotezden I(F) <® M dir.

(iii) = (ii) Agiktar.

(ii) = (i) f € S olsun. S nin I = fS sag ideali i¢in Imf + F' = I(F) oldugundan
Imf + F <% M dir. Boylece M dual F-ters parcalidir. J bir indeks kiimesi olmak
lizere {e,M < M | e =¢; € S,F C e;M, i € J} kiimesi goz 6niine alinsin. [,
S nin ZeiS sag idealini gostermek iizere her ¢ € J i¢in F' C e;M oldugundan
ZeiSZEZJ I'(F) dir. I'(F) <% M oldugundan M, F altmodiiliinii igeren direkt

ieJ
toplananlari i¢in SSSP ye sahiptir. ]

Teorem 3.5 Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler denktir.
(i) M bir dual F-ters pargali modiildiir.
(ii) S nin her sonlu tretilmis I sag ideali icin I(F'), M nin bir direkt toplananidir.
(iii) S nin her sonlu I altkiimesi icin I(F'), M nin bir direkt toplananidir (Ungér vd. 2018).

Ispat. (i) = (ii) n bir pozitif tamsay1 olmak tizere I = (f1, f2,..., fn), S nin bir
sonlu {iiretilmis sag ideali olsun. Ispat tiimevarimla yapilir. Eger n = 1 ise, Teorem

3.4 den I(F) <% M dir. n > 1 olmak iizere iddia n—1 igin dogru olsun. Bu durumda
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J={f1, fos- -, fu—1) i¢in J(F) <% M dir. I(F) = J(F)+Imf,+ F dir ve M dual F-
ters pargali oldugundan Imf, + F* <% M dir. Teorem 3.3 ten n > 1 i¢in I(F) <% M
elde edilir.

(ii) = (i) f € S olsun. S nin I = fS sonlu tretilmis sag ideali igin I(F) = Imf +
F <% M oldugundan M dual F-ters parcahdir.

(i) = (iii) n bir pozitif tamsay1 olmak tizere S nin I = {f1, fa, ..., fn} sonlu altki-
mesi i¢in (i) = (ii) nin ispatina benzer olarak yapilir.

(iii) = (i) f € S olsun. S nin I = {f} sonlu altkiimesi igin I(F) = Imf+ F <% M
oldugundan M dual F-ters pargalidir. ]

3.2 Dual F-Ters Parcali Halkalar
R bir halka ve R nin bir ideali I olsun. Bu kisimda R halkasinin R-modiil yapisiyla

dual I-ters parcali olmasi tamimlanmakta ve ozellikleri incelenmektedir.

Tanmim 3.2 R bir halka ve R nin bir ideali I olsun. Eger Rz modiilii dual I-ters parcal
ise, R ye bir sag dual I-ters parcalr (dual I-inverse split) halka denir (Ungér vd. 2018).

Uyar1 3.1 Sol dual I-ters parcali halka, sag dual I-ters parcali halkaya benzer sekilde
tanimlanir. Asagidaki ornekte goriildiigli lizere halkada dual ters parcali olma kavrami

sol-sag simetrik degildir (Ungér vd. 2018).

. F 0
Ornek 3.2 F bir cisim olmak lizere R = halkasi géz oniine alinsin. R nin
F F
0 0 . F0 e : :
I = idealive J = sag idealiicin R = I&J dir. J basit oldugundan
F F 0 0

R-modiil olarak d-Rickarttir. Boylece Teorem 3.1 den R sag dual I-ters parcalidir. Fakat
I ideali R nin esas sol ideali oldugundan Ry modiiliiniin bir direkt toplanani olamaz.

Dolayisiyla R sol dual I-ters parcali halka degildir (Ungér vd. 2018).
Teorem 3.6 Bir R halkasi ve R nin bir I ideali icin asagidaki ifadeler denktir.
() R sag dual I-ters pargalidir.

(i) R=1@ K ve K d-Rickart R-modiil olacak sekilde R nin bir K sag ideali vardir.
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(iii) R=1@® K ve K temel yari basit R-modiil olacak sekilde R nin bir K sag ideali
vardir (Ungér vd. 2018).

Ispat. (i) < (ii) Teorem 3.1 in bir sonucudur.

(i) = (iii) R sag dual I-ters parcall oldugundan R = I & K olacak gekilde R
nin bir K sag ideali vardir. k& € K olsun. R = Endg(R) oldugundan k, R nin bir
endomorfizmasi olarak goriilebilir. K N I = 0 oldugundan hipotezden Imk & I =
kER® I <% R dir. Modiilarite sartindan kR <% K olur. Buradan K temel yar1 basit
R-modiildiir.

(iii) = (ii) K <% R oldugundan K = eR olacak sekilde R nin bir e eskare eleman
vardir. Buradan Endg(K) = eRe olur. f € Endg(K) olsun f = efe dir. K temel
yar1 basit R-modiil oldugundan Imf = ef K = efeR <% K dir. Boylece K d-Rickart

R-modildir. ]

Teorem 3.7 Bir R halkasi icin asagidaki ifadeler denktir.
(i) R sag dual I-ters parcali olacak sekilde R nin bir I ideali vardir.

(ii) Her devirli projektif R-modiil M i¢in M dual F-ters pargali olacak sekilde M nin
bir I tam degismez altmodiilii vardir (Ungdr vd. 2018).

Ispat. (i) = (ii) M bir devirli projektif R-modiil olsun. Bu durumda M 22 .J olacak
sekilde, Rgr modiiliiniin bir J direkt toplanani vardir. g : J — M bu izomorfizmay1
gostersin. Ayrica R sag dual I-ters parcal oldugundan Onerme 3.1 den J sag dual
(INJ)-ters parcalidir. g(INJ) = N ile gosterilsin. Her f € Sigin g fg € Endg(J)
olup I N J < J oldugundan g 'fg(INJ) =g 'fN C InJ dir. Buradan fN C
g(INJ) = N dir. Béylece N < M olur. Iddia M nin dual N-ters parcali oldugudur.
f € S olsun. J sag dual (I N J)-ters pargal oldugundan J = (Im(g~'fg) + (I N
J)) @ K olacak sekilde K <% .J vardir. ¢ bir izomorfizma oldugundan Onerme 2.1
den M = (Imf + N) @ gK dir. Boylece istenilen elde edilir.

(ii) = (i) Agiktar. n

Onerme 3.4 Bir R halkasi icin asagidaki ifadeler denktir.

(i) R bir diizenli halkadir.
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(i) R sag dual J(R)-ters parcalidir (Ungdr vd. 2018).

Ispat. (i) = (ii) R bir diizenli halka olsun. Onerme 2.6 ve Uyar1 2.2 den R bir sag
dual J(R)-ters pargali halkadir.

(ii) = (i) R sag dual J(R)-ters pargali olsun. Bu durumda J(R) <% R dir. J(R) <<
R oldugundan J(R) = 0 olup Rgr d-Rickarttir. Béylece Uyar1 2.2 den R halkasi

diizenlidir. n

Onerme 3.5 Eger R bir sag dual Soc(Rg)-ters parcali halka ise, bu durumda R dii-
zenlidir (Ungdr vd. 2018).

Ispat. R sag dual Soc(Rpg)-ters parcali olsun. Bu durumda R = Endg(R) oldugun-
dan her a € R i¢in aR + Soc(Rg) <% R dir. Soc(Rg) yar1 basit ve aR N Soc(Rg) <
Soc(Rpr) oldugundan Soc(Rg) = (aR N Soc(Rg)) ® U olacak sekilde U < Soc(Rp)

vardir. Buradan
aR+ Soc(Rg) = aR+ (aRN Soc(RR)) +U =aR&U <¥ R

dir. Boylece Rp d-Rickart olup Uyar1 2.2 geregince R diizenlidir. ]

3.3 Dual F-Ters Pargali Modiillerin Direkt Toplamlar:

Onerme 3.1 den dual F-ters parcali modiillerin direkt toplananlari da bu ozelligi
saglar. Ancak Ornek 3.3 te goriildiigii iizere dual F-ters parcali modiillerin direkt
toplamlar1 bu 6zelligi saglamayabilir. Bu kisimda hangi sartlar altinda dual F-ters

parcali olma 0Ozelliginin direkt toplamda korundugu arastirilmaktadir.

Ornek 3.3 p bir asal sayi olsun. Ornek 2.1 den Lo ve Z,, Z-modiilleri sirasiyla dual
{0+ Z}-ters parcali ve dual {0}-ters parcali olmasina ragmen Z,~ & Z,, Z-modiilii dual
{0+ Z} @ {0}-ters parcali degildir (Ungdr vd. 2018).

Onerme 3.6 Z bir indeks kiimesi olmak iizere M = @ M; modiilii M;(i € T) altmo-
i€Z
diillerinin direkt toplami, F' = @ F; modiilii F;(i € Z) altmodiillerinin direkt toplami ve
i€T
her i € Z icin M; <M olsun. Bu durumda M nin dual F-ters pargali olmasi icin gerek ve

yeter sart her i € T icin M; modiillerinin dual Fj-ters parcali olmasidir (Ungér vd. 2018).
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ispat. Onerme 3.1 den M nin dual F-ters parcali olmasi her ¢ € T icin M; modiilleri-
nin dual Fj-ters parcali olmasini gerektirir. Kargit olarak ¢, j € Zicin f;; € Hompg(M;,
M;) olmak tizere keyfi f = (fi;) € S endomorfizmasi goz 6niine alinsin. Her ¢ € 7 igin
M; <M oldugundan i # j iken Hompg(M;, M;) = 0 dir. Her i € Z igin f;; € Endg(M;)
ve M; dual Fj-ters parcali oldugundan
Imf+F=@(Inf;+F)<*@P M =M
i€ i€T

dir. Boylece M bir dual F-ters parcali modiildiir. [

Onerme 3.7 Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler géz 6niine alinsin.
(i) M dual F-ters pargalidir.

(i) n bir pozitif tamsayi ve her i = 1,...,nigin F; = F, M; = M olmak iizere € M;,

i=1
n

dual @ F;-ters parcalidir.
i=1

Bu durumda (ii) = (i) dir. Eger S bir diizenli halka ise, (i) = (ii) dir (Ungér vd. 2018).

ispat. (i) = (ii) n bir pozitif tamsay1 olmak iizere Z = {1,...,n} indeks kiimesi
gbz ontine alinsin. M dual F-ters parcali oldugundan M = F & N olacak sekilde bir
N < M vardir. Buradan @M = (P F) & (P N) dir. Ayrica F' < M oldugundan
P F<IP M olur. S bir diizzenli halkg oldugunflan Lemma 2.2 den Endg(N) diizenli
VIe bbyle{:e Sonug 2.3 ten M, (Endg(N)) = EndR(EB N) diizenli olur. Sonug 2.2 den
@ N d-Rickart olup @ M dual @ F-ters pargahdlr

(11) = (i) Agiktir. u

Sonug 3.3 Bir diizenli halka lizerindeki her sonlu iiretilmis projektif modiil d-Rickarttir
(Ungdr vd. 2018).

Ispat. R bir diizenli halka ve M sonlu iiretilmis projektif bir R-modiil olsun. Bu

durumda M sonlu iiretilmis serbest bir N modiiliiniin direkt toplananidir. Boylece

heri=1,...,nigin R; = R olmak tizere N = @ R; olacak sekilde bir n € N vardir.
i=1

Uyart 2.2 den Ry dual O-ters parcalidir. Onerme 3.7 den N dual 0-ters parcali olup,
Onerme 3.1 den M d-Rickart modiildiir. =
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3.4 Goreceli Dual F-Ters Parcali Modiiller

Bu kisimda dual F-ters parcali modiil kavraminin daha genel hali olan goreceli dual
F-ters parcali modiiller tanimlanmakta ve 6zellikleri incelenmektedir. Goreceli dual
F-ters parcali modiillerin direkt toplananlarinin da bu 6zelligi sagladigi ispatlan-

maktadir.

Tanim 3.3 M ve N birer modiil ve F' < N olsun. Eger her f € Homg(M, N) icgin
Imf + F <% N oluyorsa M modiiline N ye gore dual F-ters parcali (dual F-inverse
split relative to N ) veya kisaca dual N-F-ters parcal denir (Ungdr vd. 2018).

Bir M modiiliiniin dual F-ters parcali olmasi i¢in gerek ve yeter sartin M nin dual

M-F-ters parcali olmasi oldugu Tanim 3.3 ten agiktir.

Teorem 3.8 M ve N birer R-modiil ve F' < N olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(i) M dual N-F-ters parcalidir.

(i) Her M; <% M ve her Ny <% N i¢cin M; dual Ni-(F N Njp)-ters parcahdir
(Ungdr vd. 2018).

Ispat. (i) = (ii) M; <® M, N; <® N ve f € Homp(M;, N;) olsun. Bu durumda
M = M; & M, olacak gekilde My < M ve N = Ny @& N, olacak sekilde Ny < N
vardir. 0 € Hompg(Ms, Ny) igin f & 0 € Homg(M, N) ve Im(f & 0) = Imf dir. M
dual N-F-ters parcali ve F < N oldugundan Onerme 2.7 den

Im(f@0)+ F=Imf+ F=(Imf+ (FNN))®(FNNy) <¥ N

dir. Imf + (F N Ny) < N; oldugundan modiilarite sartindan Imf + (F N Ny) <¥ Ny
olup M; dual Ni-(F N Ny)-ters parcahdir.
(ii) = (i) Agktur. u

Asgagidaki sonu¢ N = M alinmasi durumunda Teorem 3.8 in bir direkt sonucudur.

Sonug 3.4 Bir M modiili icin asagidaki ifadeler denktir.

(1) M dual F-ters pargalidir.
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(if) Her N, K <% M igin N dual K-(F N K)-ters pargalidir.

(iii) Her N, K <% M ve her f € Homgr(M,K) igin Imf|y + (F N K) <% K dir
(Ungor vd. 2018).

Onerme 3.8 T bir indeks kiimesi olmak iizere R-modiillerin bir sinifi {M;};cz, N bir

R-modiil ve F < N olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.

(i) Eger N modiili SSP ye sahip ve Z sonlu ise, bu durumda @ M; nin dual N-F-ters
i€T
parcali olmasi icin gerek ve yeter sart her i € Z icin M; modiillerinin dual N-F-ters

parcali olmasidir.

(i) Eger N modiili SSSP ye sahip ve Z keyfi ise, bu durumda @ M; nin dual N-
i€
F-ters parcali olmasi icin gerek ve yeter sart her i € Z icin M; modiillerinin dual

N-F-ters parcal olmasidir.

(iii) Eger N modili SSSP ye sahip ve Z keyfi ise, bu durumda [] M; nin dual N-
i€T
F-ters parcali olmasi icin gerek ve yeter sart her i € Z icin M; modiillerinin dual

N-F-ters parcal olmasidir (Unggr vd. 2018).

Ispat. (i) N modiilii SSP ye sahip ve Z sonlu olsun. Teorem 3.8 den @ M, mo-
i€z
diiliiniin dual N-F-ters parcali olmasi her ¢« € 7 i¢in M; nin dual N-F-ters parcal

olmasini gerektirir. Karsit olarak f € Hompg (€D M;, N) olsun, M; — € M, icerimleri
= i€
t; ve fu; = f; ile gosterilsin. Bu durumda N modiilii SSP ye sahip ve M; modiilleri

dual N-F-ters parcali oldugundan Imf+F = > Imf;+ F <% N olur. Boylece €@ M;
i€ i€
dual N-F-ters pargalidir.

(ii) ve (iii) Benzer sekilde ispatlanir. n

Sonug 3.5 Z bir indeks kiimesi olmak iizere R-modiillerin bir sinifi {M;};cz ve her

i € T igin F; < M, olsun. Bu durumda her j € 7 icin € M; nin dual M- Fj-ters pargali
i€T
olmasi icin gerek ve yeter sart her i € 7 icin M; modiillerinin dual M;-Fj-ters parcali

olmasidir (Ungor vd. 2018).
Ispat. Teorem 3.8 den her j € Z icin @ M; nin dual M;-F;-ters parcali olmasi her

i€
i € T i¢in M; modiillerinin dual M;-Fj-ters parcali olmasini gerektirir. Karsit olarak

i € Z ve her j € 1 i¢in M; dual M;-Fj-ters parcali olsun. Bu durumda M; dual
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M;-Fj-ters parcalidir ve Teorem 3.3 ten dolay1 F} yi igeren her altmodiilii i¢in SSP

ye sahiptir. Ispat Onerme 3.8 in ispatina benzer sekilde tamamlanir. [

Teorem 3.9 Z = {1,2,...,n} olmak iizere R-modiillerin bir sinifi {M;};cz olsun ve
her i,j € Z ve her f € Homg(M;, M;) igin M; modiiliniin fF; C F; sartini saglayan
bir F; altmodiilii olsun. Bu durumda bir R-modiil N icin asagidaki ifadeler denktir.

(i) N bir dual @ M;-Ep Fi-ters parcali modiildiir.

i€ i€l

(ii) Heri € Z igin N dual M;-F;-ters parcalidir.
Ispat. Teorem 3.8 den N nin dual @Ml—@ Fi-ters parcali olmasi her ¢ € 7 i¢in
N nin dual M;-F;-ters parcal olmaZL:lIm géigktirir. Kargit olarak her ¢ € Z igin
N modiilii dual M;-F;-ters parcali olsun. Ispat tiimevarimla yapihr. n = 2 icin
f € Hompg(N, M, & M) almsm. 7 : My & My — My ve my : My & My — Mo
sirasiyla M ve M, iizerine olan izdiistimler olsun. M; N My = 0 oldugundan Im f =
f(N) =7m1f(N) & mof(N) dir. N modiilii dual M;-Fj-ters parcali ve dual Ms-Fy-
ters parcall oldugundan 71 f(N) + Fy <% M; ve myf (N) + Fy <% M, dir. Boylece
mf(N) 4+ Fy + mof (N) + Fo = Imf + (F} @ Fy) <® M; @& M, elde edilir. Ayrica
Lemma 2.6 dan F} @ Fy < My @ M, dir. Buradan N bir dual (M; & M,)-(F) & Fy)-

n—1 n—1
ters parcali modiildiir. N modiiliiniin dual @ M;-& F;-ters parcali oldugu kabul
i=1 i=1

edilsin. Hipotezden N bir dual M,,-F,,-ters pargali modiil oldugundan ve iddia n = 2

i¢in dogru oldugundan N modiilii dual @ M;-@ F;-ters pargali modiildiir. Boylece
€T i€l
istenilen elde edilir. [ ]

Sonug 3.6 Z = {1,2,...,n} olmak iizere R-modiillerin bir sinifi { M, };cz olsun ve her
i,j € L ve her f € Hompg(M;, M;) icin M; modiliiniin F; altmodilii fF; C Fj sartini
saglasin. Bu durumda € M; nin dual € Fi-ters pargali olmasi icin gerek ve yeter sart

i€T i€
her i, j € Z icin M; modiillerinin dual M;-Fj-ters parcali olmasidir.

Ispat. Teorem 3.8 den @ M; nin dual @ Fj-ters pargali olmasi her i, 7 € Z i¢in M;
i€ i€

modiillerinin dual M;-F}-ters parcali olmasim gerektirir. Karsit olarak her 7,5 € Z

icin M; modiilleri dual M;-Fj-ters parcali olsun. Her ¢ € Z i¢in F; < M; oldugundan
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Sonug 3.5 ten @ M; dual M;-F;-ters pargalidir. Béylece Teorem 3.9 dan € M; dual
i€T i€T

P Fi-ters pargahdir. u

i€T

Sonug 3.7, Teorem 3.9 da F' = 0 tam degismez altmodiilii i¢in direkt bir sonucudur.

Sonug 3.7 Z = {1,2,...,n} olmak lizere R-modiillerin bir simifi {M;};cz ve N bir
R-modiil olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.
(1) N modiili @ M;-d-Rickarttir.
€T

(ii) Heri € Z igin N modilii M;-d-Rickarttir.

3.5 Dual Z*(-)-Ters Pargcali Modiiller

Bu kisimda M modiiliiniin 6zel olarak Z*(M) tam degismez altmodiilii almarak dual
Z*(M)-ters parcali modiillerin 6zellikleri incelenmektedir. Sonug 3.8, Lemma 2.5 ve

Teorem 3.1 in bir direkt sonucudur.

Sonug 3.8 Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler denktir.
(i) M dual Z*(M)-ters pargalidir.
(i) M = Z*(M) & N olacak sekilde bir N es tekil olmayan d-Rickart modiilii vardir.

(iii) M = Z*(M)@® N olacak sekilde bir N d-Rickart modiilii vardir (Ungér vd. 2018).

Onerme 3.9 M bir dar modiil olmak iizere A = {M @ N | N d-Rickart modiil ve
N € X} seklinde tanimlansin. Bu durumda her M & N € A bir dual Z*(M & N)-ters
parcali modiildiir (Ungér vd. 2018).

Ispat. M & N € Aolsun. N € X ve M bir dar modiil oldugundan Lemma 2.5 ten
Mo N)eN=Z*(M)® Z*(N)d N=Z* (M) N=M®N

elde edilir. N d-Rickart oldugundan Sonug 3.8 den M @& N bir dual Z*(M & N)-ters

parcali modiildiir. ]
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Onerme 3.10 M bir dual Z*(M)-ters parcali modiil olsun. Bu durumda asagidakiler

saglanir.

(i) Eger N modiilii M nin bir direkt toplanani ise, N bir dual Z*(N)-ters parcali

modiildiir.

(i) f € Homg(M, M’) bir epimorfizma olsun. Eger R bir sag kalitsal halka ve Kerf
es tekil ise, bu durumda M’ bir dual Z*(M’)-ters pargali modiildiir.

(iii) Eger X esas genislemeler altinda kapali ve R bir sag kalitsal sag miikemmel halka

ise, M d-Rickarttir (Ungbr vd. 2018).

Ispat. (i) Onerme 3.1 ve Lemma 2.4 ten aciktir.

(ii) f € Hompg(M, M') bir epimorfizma olsun. Bu durumda Lemma 2.3 ten Z*(M) C
f~YZ*(M")) dir. f homomorfizmasimin f~(Z*(M’)) altmodiiliine kisitlamasi g ile
gosterilsin. Kerf = Kerg oldugundan f~1(Z*(M"))/Kerf = Z*(M’) olur. Kerf es
tekil ve X N X* = 0 oldugundan Kerf € X™ elde edilir. ¢+ igerim homomorfizmasi

olmak iizere,

0 —Kerf - f~Y(Z*(M")) L Z*(M') — 0
kisa tam dizisi goz oniine almsm. Z*(M’) € X* ve X* genisgleme altinda kapali
oldugundan f~'(Z*(M’)) € X* elde edilir. Buradan f~'(Z*(M’)) C Z*(M) olur.
Boylece f~H(Z*(M")) = Z*(M) dir. M dual Z*(M)-ters pargah ise, M = Z*(M)DK

olacak gekilde bir K d-Rickart modiilii vardir. f epimorfizma oldugundan

M' = f(M) = f(Z"(M) & K) = f(Z"(M)) + f(K) = ffH(Z"(M') + f(K)
= Z"(M') & f(K)

dir. f homomorfizmasinin K altmodiiliine kisitlamasi géz 6ntine alinwrsa f(K) = K
olur. K d-Rickart oldugundan f(K) d-Rickarttir. Béylece Sonug 3.8 den M’ dual
Z*(M'")-ters pargalidir.

(iii) Onerme 2.10 un ispatina benzer olarak Z*(M) = 0 elde edilir. Sonug 3.8 den
M bir d-Rickart modiildiir. ]
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Sonug 3.6 ve Lemma 2.5 ten agsagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.9 Birn € Z" igcin Z = {1,2,...,n} olmak iizere R-modiillerin bir sinifi

{M;}icz olsun. Bu durumda @ M; nin dual Z*(€ M;)-ters parcali olmasi igin gerek ve
ieZ i€T

yeter sart her i, j € 7 i¢in M; nin dual M;-Z*(M;)-ters pargali olmasidir.

Agagidaki teoremde dual Z*(M)-ters pargali modiil kavramindan yararlanilarak sag

kalitsal halkalar ve sag miikemmel halkalar arasindaki iligki incelenmektedir.

Teorem 3.10 R bir sag mitkemmel halka ve her injektif R-modiil M dual Z*(M)-ters

parcali olsun. Bu durumda R halkasi sag kalitsaldir (Ungdr vd. 2018).

Ispat. M bir injektif modiil ve N < M olsun. E(M/N) injektif oldugundan M &
E(M/N) injektiftir. Hipotezden M & E(M/N) dual Z*(M & E(M/N))-ters parcali
olur. Lemma 2.5 ten E(M/N)N(Z*(M&E(M/N))) = Z*(E(M/N)) dir. Teorem 3.8
den M dual E(M/N)-Z*(E(M/N))-ters pargalidir. Bu durumda = : M — M/N do-
gal izdiigim olmak tizere Imn + Z*(E(M/N)) = M/N + Z*(E(M/N)) <® E(M/N)
dir. E(M/N) dual Z*(E(M/N))-ters pargali oldugundan Z*(E(M/N)) = RadE(M/
N) <% E(M/N) olur. R sag miikemmel oldugundan Uyar1 2.5 ten RadE(M/N) <<
E(M/N) dir. Béylece Z*(E(M/N)) = 0 olup M/N <® E(M/N)dir. Buradan M /N
injektiftir. Teorem 2.5 ten R bir sag kalitsal halkadir. ]
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4. F-GORUNTU PARCALI MODULLER

Bu boliimde F-ters pargali modiil kavraminin bir diger duali olan F-goriintii parcal
modiil kavrami tamimlanmaktadir. Bir F-goriintii par¢cali modiiliin direkt toplanan-
larinin da bu 6zelligi sagladigi ancak F-goriintii pargali modiillerin direkt toplam-
larimin bu 6zelligi saglamak zorunda olmadigr gosterilmektedir. F-goriintii parcal
modil kavrami boliim modiilleri ve halkalarda incelenmektedir. Giiglii F-goriinti
parcali modiil tanimi yapilmakta ve 6zelligi incelenmektedir. Ayrica F' tam degigmez

altmodiilii olarak Z (M) alinarak Z (M )-goriintii pargali modiiller tamimlanmaktadir.

4.1 F-Gériintii Pargali Modiillerin Ozellikleri

Tanim 4.1 F bir M modiiliiniin tam degismez bir altmodiilii olsun. Eger her f € S
icin f(F') altmodiili M modiiliiniin bir direkt toplanani oluyorsa M ye bir F-goriinti
parcaly (F-image split) modil denir (Calci vd. 2021).

Ornek 4.1 (1) Her M modiilii 0-gdriintii parcali modiildiir.

(2) M bir yari basit modil olsun. Bu durumda M her tam degismez F' altmodiilii igin
F-goriintii parcali modiildiir.

(3) Bir M modiiliiniin d-Rickart modiil olmasi icin gerek ve yeter sart M-goriintii pargali
modiil olmasidir (Calci vd. 2021).

Teorem 4.1 Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler denktir.
(i) M bir F-goriintii parcali modiildir.
(ii) F bir d-Rickart modiildiir ve M nin bir direkt toplananidir (Calci vd. 2021).

Ispat. (i) = (ii) M modiilii F-gériintii parcali olsun. Bu durumda 1 € S icin
1F = F <% M olur. Buradan F = eM olacak sekilde bir ¢? = e € S vardir.
f € Endg(F) olsun. Boylece f = ege olacak sekilde bir g € S vardir. FF <M ve M

modiilii F-goriintii parcali oldugundan
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f(F) = ege(F) = eg(F) = g(F) <* M

dir. Modiilarite sartindan f(F) <% F olup F' modiilii d-Rickarttir.
(ii) = (i) f € S olsun. F' <® M oldugundan F' = eM olacak sekilde bir e* = ¢ € S
vardir ve Endg(F') = eSe dir. F' modiilii d-Rickart ve M nin tam degismez altmodiili

oldugundan
efe(F) = ef(F) = f(F) <® F <® M
dir. Boylece M bir F-goriintii parcali modiildiir. [ ]

Sonug 4.1 M bir F-goriintii parcali modiil ve N modiili M nin F' yi kapsayan bir
altmodiilii olsun. Eger N nin her endomorfizmasi M nin bir endomorfizmasina genislerse

N modiilii de F-goriintii pargalidir (Caler vd. 2021).

Ispat. [ € Endg(N) olsun. Hipotezden f = g|y olacak sekilde bir g € S vardir.
F C N ve M modiilii F-gortintii par¢ali oldugundan f(F) = g|n(F) = g(F) <® M
dir. Modiilarite sartindan f(F) <% N olup N modiilii F-goriintii par¢ahdir. [ ]

Sonug 4.2 M bir parcalanamaz F-goriintli parcali modiil olsun. Bu durumda M bir

d-Rickart modiildiir veya F' = 0 dir (Calcr vd. 2021).

Ispat. Agiktur. |

Onerme 4.1 M bir F-gbriintii parcali modiil olsun. Bu durumda her N <® M icin N
modiilii (N N F)-goriintii parcaldir (Calcr vd. 2021).

Ispat. N <® M olsun. M = N & K olacak sekilde K < M vardir. Béylece Onerme
2.7den F = (FNN)® (FNK) dir. Ayrica Onerme 3.1 in ispatindan (N N F) <IN
dir. N modiilii {izerine olan izdiigiim 7y ile gosterilsin ve f € Endgr(N) olsun. Bu

durumda fry € S olarak goriilebilir. M modiilii F-goriintii pargali oldugundan

frn(F) <® M dir. F = (FNN)® (FNK) oldugundan
frn(F) = fan(FAN)+ fay(FNK) = faiy(FNN)=f(FNN) <% M

dir. Modiilarite sartindan f(FNN) <% N elde edilir. Béylece N bir (NNF')-goriinti

parcali modiildiir. ]
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Onerme 4.2 Bir M vyari-projektif modiilii icin asagidaki ifadeler denktir.
(i) M bir F-goriintii parcali modiildiir.

(i) Her 0 +# g € S ve K C gF olacak sekilde her K altmodiilii icin M /K modiili bir
(F'/K)-goriintii par¢ali modiildiir (Calc vd. 2021).

Ispat. (i) = (ii) f € Endg(M/K) olsun. 7 : M — M/K dogal izdiisiim olmak
tizere agagidaki diyagram goz oniine alinsin. M bir yari-projektif modiil oldugundan
diyagrami degismeli yapacak sekilde bir g : M — M homomorfizmas: vardir. F'<I M

oldugundan
F(F/K) = fr(F) = ng(F) < n(F) = F/K

olup F/K Q M/K olur. M modili F-gorintii pargali oldugundan M = g(F) & N
olacak sekilde bir N modiilii vardir. Onerme 2.2 den M/K = (g(F)/K) @ ((N +
K)/K) eldeedilir. f(F/K) = g(F)/K oldugundan M /K modiilii bir (F/K)-goriintii

parcali modiildiir.

(ii) = (i) Agktur. n

4.2 F-Goriintii Parcali Halkalar

R bir halka ve R nin bir ideali I olsun. Bu kisimda R halkasinin R-modiil yapisiyla

I-goriintii parcali olmasi tanimlanmakta ve 6zellikleri incelenmektedir.

Tanim 4.2 R bir halka ve R nin bir ideali I olsun. Eger Rz modiilii I-goriintii parcali

ise, R ye bir sag I-gorinti parcaly halka denir (Calcr vd. 2021).
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Uyar1 4.1 Sol [-goriintii parcali halka, sag [-goriintii pargali halkaya benzer sekilde
tanimlanir. Asagidaki ornekte goriildiigii tizere halkada goriintii parcali olma kavrami

sol-sag simetrik degildir (Calci vd. 2021).

. F
Ornek 4.2 F bir cisim olmak lizere R = halkasi gz oniine alinsin. R
0 F
: FoE 00 o :
nin [ = ideali ve J = sag ideali icin R = I & J dir. Endg(I)
0 O 0 F

diizenli oldugundan Sonug¢ 2.2 den I ideali d-Rickart R-modiildiir. Bdylece Teorem 4.1
den R sag [-goriintii parcalidir. Fakat I ideali R nin esas sol ideali oldugundan R sol R-
modiiliiniin bir direkt toplanani olamaz. Dolayisiyla R sol I-goriintii parcali halka degildir

(Calcr vd. 2021).

Teorem 4.2 Bir R halkasi ve R nin bir [ ideali icin asagidaki ifadeler denktir.
(i) Her n pozitif tamsayisi icin M, (R) sag M, (I)-gérintli parcalidir.
(i) R sag I-gorinti pargalidir.
(iii) I sag ideali R nin bir direkt toplananidir ve Endg(1) bir diizenli halkadir.
(iv) Her e?2 =e € R icin eRe sag ele-goriintii pargalidir.
(v) Her sonlu iiretilmis serbest R-modiil bir I-goriintii pargali modiildiir (Calci vd. 2021).

Ispat. (i) = (ii), (iv) = (ii) ve (v) = (ii) Agktur.

(ii) = (iii) R sag [-goriintii pargall oldugundan Teorem 4.1 den I sag ideali bir
d-Rickart R-modiildiir ve R nin bir direkt toplananidir. Buradan her f € Endg(7)
i¢cin Imf <% I dir ve I projektiftir. Boylece Imf projektif olur. I/Kerf = Imf
oldugundan Onerme 2.5 ten Kerf <® I elde edilir. Sonu¢ 2.2 den Endg(I) bir
diizenli halkadir.

(ii) = (i) R sag [-goriinti parcali oldugundan R = I @ J olacak gekilde R nin bir J
sag ideali ve I = eR olacak sekilde bir €? = e € R vardir. Buradan Endg(I) = eRe

dir ve M,(R) = M,(I) ® M,(J) olacak sekilde M, (R) nin bir M,(J) sag ideali
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vardir. [ = eR ve Endg(I) = eRe oldugundan

Endyy, (r)(Mn(1)) = Enday, r) (Mn(eR)) = Endag, (r) ((eln) Mn(R))
= (el,) My(R)(ely)
= eM,(R)e
= M,(eRe)
=~ M, (Endg(I))

dir. (ii) = (iii) nin ispatina benzer olarak Endg (/) bir diizenli halkadir. Sonug 2.3
ten M, (Endg(])) diizenlidir. Buradan Endy, g (M, (I)) bir diizenli halka olur. So-
nug 2.2 den M, (I) d-Rickarttir. Boylece Teorem 4.1 den M,,(R) sag M, (I)-goriinti
parcalidir.

(ii) = (iv) ¢ = e € R ve f € End.g.(eRe) olsun. R sag [-goriintii pargal ol-
dugundan Onerme 4.1 den eR sag el-goriintii parcalidir. Ayrica Sonuc 2.1 den
End.g.(eRe) = eRe = Endg(eR) dir. Buradan f(el) <% eR dir. Bu durumda
eR = f(el)®J olacak gekilde R-modiil eR nin bir J direkt toplanam vardir. Boylece
eRe = f(ele)+Jeolurve f(ele)NJe C f(el)NJ = 0 oldugundan eRe = f(ele)BJe
dir. Buradan eRe sag ele-goriintii parcaldir.

(iii) = (v) K bir sonlu iiretilmis serbest R-modiil olsun. Bu durumda I sag ideali
R nin bir direkt toplanani oldugundan K nin da bir direkt toplananidir. Endg(7)
diizenli oldugundan Sonug 2.2 den I d-Rickarttir. Boylece Teorem 4.1 den K sag I-

goriintli parcalidir. [ ]

Teorem 4.3 Bir R halkasi ve R nin bir [ ideali icin asagidaki ifadeler denktir.

(i) Heri € Z" igin I; = I, R; = R olmak lizere @ R; bir @ I;-goriintii parcali
i=1 i=1
modiildiir.

(ii) I sag ideali R nin bir direkt toplananidir ve Endg(I) halkasi bir yari basit halkadir
(Calcr vd. 2021).

Ispat. (i) = (ii) Her i € Z" icin I; = I, R; = R olmak iizere @ R; bir @ I;-goriintii
i=1 i=1
parcali modiil olsun. Bu durumda Onerme 4.1 den R sag I-goriintii parcalidir. Bu-

radan [ sag ideali R nin bir direkt toplananidir. Teorem 4.2 de (ii) = (iii) nin
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ispatina benzer olarak EndR(@ I;) bir diizenli halkadir. Endg(I) = K ile gosteril-
sin. EndR(I ) = EndK(K ) oldugundan her i € Z* i¢in I; = I, K; = K olmak iizere
EndR(@ L) = EndK(@ K;) dir. Teorem 2.1 den K halkasi yar1 basittir.

(ii) = (1) I sag ideali R nin bir direkt toplanam olsun. Bu durumda her i € Z* igin
I, = I, R, = R olmak lizere @ I; de @ R; nin bir direkt toplamidir. Endg(7) = K ile

i=1 =1

gosterilsin. Her ¢ € Z% igin I; = I, K; = K olmak {izere Endg(€D I;) = Endg (P K;)
i=1 i=1

olup K bir yar1 basit halka oldugundan Teorem 2.1 den Endgr(€P I;) diizenlidir.

i=1

Sonug 2.2 den € I; bir d-Rickart modiildiir. Boylece Teorem 4.1 den € R; bir €p ;-
i=1 i=1 i=1
goriintii parcali modiildiir. ]

Onerme 4.3 Eger R bir sag Soc(Rp)-goriintii parcali halka ise, bu durumda her sag
R-modil mininjektiftir (Calci vd. 2021).

ispat. Eger R halkas: Soc(Rp)-goriintii parcali ise, R = Soc(Rg)® K olacak sekilde
K altmodiilii vardir. Buradan J(R) = Rad(Soc(Rg)) ® Rad(K) = Rad(K) dir.
J(R) = Rad(K) < K oldugundan Soc(Rgr) N J(R) = 0 dir. Teorem 2.6 dan her R-

modiil mininjektiftir. ]

4.3 F-Goriintii Pargali Modiillerin Direkt Toplamlar1 ve Goreceli
F-Goriintii Parcali Modiiller

Onerme 4.1 den F-gériintii parcali modiillerin direkt toplananlar1 da bu ézelligi sag-
lar. Ancak Ornek 4.3 te goriildiigii izere F-goriintii parcali modiillerin direkt top-
lamlar1 bu 6zelligi saglamayabilir. Bu kisimda hangi sartlar altinda goriintii parcal
olma 6zelliginin direkt toplamda korundugu arastirilmaktadir ve F-goriintii parcal
modiil kavraminin daha genel hali olan goreceli F-goriintii parcali modiiller tanim-
lanmakta ve ozellikleri incelenmektedir. Goreceli F-goriintii parcali modiillerin di-

rekt toplananlarinin da bu 6zelligi sagladig: ispatlanmaktadir.

Ornek 4.3 F bir cisim ve F iizerinde sonsuz boyutlu bir vektdr uzayi V olsun. J =

{z € Endp(V) | boy(xV) sonlu} ve R = F x J seklinde tanimlansin. Ornek 2.2 den R
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ve J modiilleri sirasiyla EQ(R)—g'drUntU parcali ve 72(J)—g6rﬂntﬂ parcalidir. Ancak R& J
modiilii 72(}%) @EQ(J)—gb'rijntij parcali degildir (Calci vd. 2021).
Onerme 4.4 T bir indeks kiimesi olmak iizere M = @ M; modiilii M; (i € ) altmo-
i€z
diillerinin direkt toplami, F' = € F; modiili F; (i € Z) altmodiillerinin direkt toplami ve
i€z
her i € Z icin M; < M olsun. Bu durumda M nin F-goriintii parcali olmasi icin gerek ve

yeter sart her i € 7 igcin M; modiillerinin Fj-goriintii pargal olmasidir (Calcr vd. 2021).

Ispat. Onerme 4.1 den M nin F -gorlintli parcali olmasi her ¢+ € 7 i¢in M; modiilleri-
nin Fj-goriintii pargali olmasini gerektirir. Karsit olarak ¢, j € Z i¢in f;; € Hompg(M;;,
M;) olmak tizere keyfi f = (fi;) € S endomorfizmasi goz 6ntine alinsin. Her ¢ € 7 igin
M; <M oldugundan i # j iken Hompg(M;, M;) = 0 dir. Her ¢ € Z i¢in f;; € Endg(M;)
ve M; modiilleri Fj-goriintii parcal oldugundan
f(F)=D(fulF) <* DM, =M
i€T i€T

dir. Boylece M bir F-goriintii parcali modiildiir. [ ]

Tanim 4.3 M ve N birer modiil ve F < M olsun. Eger her f € Homg(M, N) icin
f(F) <% N oluyorsa M modiiline N ye gore F-gorinti par¢ale (F-image split relative
to N ) veya kisaca N-F-gorinti par¢ali denir (Calc vd. 2021).

Bir M modiiliiniin F-goriintii parcali olmasi igin gerek ve yeter sartin M nin M-F-

goriintli parcali olmasi oldugu Tanim 4.3 ten agiktir.

Teorem 4.4 M ve N birer modiil ve F' < M olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) M modiili N-F-goriintli pargalidir.

(i) Her M; <® M ve her Ny < N igin M; modilii Ni-(F N M;j)-goriintt parcahdir
(Calcr vd. 2021).

Ispat. (i) = (ii) My <® M, N; < N ve f € Homg(M;, N;) olsun. Bu durumda
M, = eM olacak sekilde e? = e € S vardir ve fe € Homg(M, N) olur. M modiilii N-
F-goriintii par¢ah oldugundan fe(F) <% N dir ve modiilarite sartindan fe(F) <%
Ny elde edilir. Iddia fe(F) = f(F N M;) oldugudur. eF C F N M; oldugundan

fe(F) C f(FNM,)dir. x € f(F'N M) olsun. Bu durumda = = f(y) olacak sekilde
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bir y € FN M, vardir. y € M; ve y € F oldugundan = = fe(y) € fe(F) olur.
Buradan fe(F) = f(F N M) dir. Béylece M; modiilii N;-(F N M;)-goriintii pargal
olur.

(ii) = (i) Agktur. n

Onerme 4.5, Teorem 4.4 {in bir sonucudur.

Onerme 4.5 M bir F-goriintii parcali modiil olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.

(i) Eger K ve L altmodiilleri M nin direkt toplananlari ve K C F'ise, K + L de M

nin bir direkt toplananidir.
(i) M modiili F nin icerdigi direkt toplananlari igin SSP ye sahiptir (Calci vd. 2021).

Ispat. (i) K ve L altmodiilleri M nin direkt toplananlar1 ve K C F olsun. L <%
M oldugundan L = eM olacak sekilde ¢* = e € S vardir. 1 —e : M — (1 —
e)M izdigimii goz oniine almsin. Teorem 4.4 ten K modiili (1 — e)M-K-goriintii
pargalidir. Buradan (1 —e)|x(K) <% K dir. K <% M oldugundan (1 —e)|x(K) <%
M elde edilir. Iddia (1 —e)|x(K) = (K + L) N (1 —e)M oldugudur. (1 —e)|x(K) C
(K +L)N (1 —e)M oldugu agiktir. m € (K + L) N (1 —e)M olsun. Bu durumda
m = k + [ olacak sekilde k € K ve [ € L vardir. L = eM oldugundan

m=(1-cm=(1-e)k+1)= 1)k =(1-e)xlk) € (1 - )x(K)

dir. Boylece (1 —e)|x(K) = (K + L) N (1 — e)M dir. Buradan M = [(K + L) N
(1 —e)M] & N olacak gekilde N < M vardir. Modiilarite sartindan (1 — e)M =
(K+L)N(1—e)M]®[(1—e)M N N elde edilir. Bu durumda

M=eM®(1—-eM
=L+[(K+L)Nn(1-e)M]®[(1—e)MNN]

=(K+L)+[(1—eMNN]|

dir. (K+L)N(1—e)M]NN =0 oldugundan M = (K + L)@ [(1 —e)M N N] olur.

Boylece istenilen elde edilir.
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(ii) (i) den agiktir. u
Teorem 4.5 Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler denktir.

(i) M bir F-goriintii parcali modiildir.

(i1) S nin her sonlu dretilmis I sag ideali icin > f(F) <% M dur.
fer

(iii) S nin her sonlu I altkiimesi icin > f(F) <® M dir (Calci vd. 2021).

fel
Ispat. (i) = (ii) n bir pozitif tamsay1 olmak iizere I = (fi, fo,..., f), S nin bir
sonlu iiretilmis sag ideali olsun. M bir F-gériintii parcali modiil oldugundan her

1 <i<mnicin f;(F) <® M dir. Onerme 4.5 (ii) den Y f(F) <® M elde edilir.

(ii) = (i) f € S olsun. S nin I = fS sonlu ﬁretilmiges;g ideali igin > g(F) <® M
dir. F < M oldugundan Y g(F) = f(F) dir. Boylece M bir F—gg'o'erliintii parcali
modiildiir. "

(i) & (iii) Agktir. n

Onerme 4.6 Z bir indeks kiimesi olmak iizere R-modiillerin bir sinifi {M;}icz, N bir

R-modiil ve F <& M; olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.
1€l
() Eger N modiilii SSP ye sahip ve Z sonlu ise, bu durumda @ M; nin N-F-goriintii
i€l
parcali olmasi icin gerek ve yeter sart her i € Z icin M; modiillerinin N-(F N M;)-

goriintii parcal olmasidir.

(i) Eger N modiilii SSSP ye sahip ve Z keyfi ise, bu durumda @ M; nin N-F-goriintii
i€T
parcali olmasi icin gerek ve yeter sart her i € Z icin M; modiillerinin N-(F N M;)-

goriinti parcali olmasidir.

(iii) Eger N modiilii SSSP ye sahip ve Z keyfi ise, bu durumda [] M; nin N-F-goriintii
1€l
parcali olmasi icin gerek ve yeter sart her i € Z icin M; modiillerinin N-(F N M;)-

goriintii parcali olmasidir (Calcr vd. 2021).

Ispat. (i) NV modiilii SSP ye sahip ve Z sonlu olsun. @ M; modiiliiniin N- F-griintii
i€z
pargali olmasi1 Teorem 4.4 ten her i € Z i¢in M; nin N-(F N M;)-goriintii pargal

olmasi gerektirir. Kargit olarak f € Homg (€D M;, N) olsun, M; — @ M, igerimleri
i€T i€T
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t; ille ve fi; = f; ile gosterilsin. Bu durumda N modiilii SSP ye sahip ve M; modiilleri
N-(F N M;)-gériintii parcali oldugundan f(F) = > fi(F'N M;) <% N dir. Béylece
P M; modiilii N-F-goriintii pargahidir. <

Z(Elf) ve (iii) (i) ye benzer sekilde ispatlanir. |

Sonug 4.3 Z = {1,2,...,n} olmak lizere R-modiillerin bir sinift { M, },c7 ve F<EP M,
ieT
olsun. Bu durumda her j € Z i¢in @ M; nin M;-F-goriintii pargali olmasi i¢in gerek
i€l
ve yeter sart her i € T igcin M, modiillerinin M;-(F' N M;)-goriintii pargali olmasidir

(Calcr vd. 2021).

Ispat. Teorem 4.4 ten her j € 7 icin @ M; nin M;-F-goriintii parcali olmasi her
i € T igin M; modiillerinin M;-(F N M;)G-Igériintii parcali olmasini gerektirir. Karsit
olarak ¢ € Z ve her j € 7 igin M; modiilleri M;-(F' N M,;)-gériintii parcali olsun. Bu
durumda M; bir M;-(F N M;)-goriintii par¢ali modiil olur ve Onerme 4.5 ten dolay1
F N M; nin icerdigi her direkt toplanam icin SSP ye sahiptir. Ispat Onerme 4.6 nin

ispatina benzer sekilde tamamlanir. [ ]

Teorem 4.6 Z = {1,2,...,n} olmak iizere R-modiillerin bir sinifi {M;};c7 ve N bir

R-modiil olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

() N bir € M;-F-goriintii pargali modiildiir.
i€z

(ii) Heri € Z igin N modilii M;-F-goriintii pargalidir.

Ispat. Teorem 4.4 ten N nin P M;-F-goriintii parcali olmasi her ¢ € Z i¢gin N nin
M;-F-goriintii parcali olmasmlleg;erektirir. Kargit olarak her ¢ € 7 i¢in N modiilii
M;-F-goriintii parcali olsun. Ispat tiimevarimla yapilir. n = 2 icin f € Hompg(4V,
My & My) ahmsin. wq : My @® My — My ve wy @ My @B My — My sirasiyla My ve M, tize-
rine olan izdiigiimler olsun. M;NM; = 0 oldugundan f(F) = 7, f(F)®mo f (F) dir. N
modiilii M;-F-goriintii par¢ali ve My-F-goriintii pargali oldugundan mq f(F) <% M,
ve o f (F) <% M, dir. Boylece 71 f (F)®maf (F) = f(F) <% Ml@MQ elde edilir. Bu-
radan N bir My @ M- F-goriintii parcali modiildiir. N modiiliiniin @ M;- F-goriintii
parcali oldugu kabul edilsin. Hipotezden N bir M,,-F-goriintii par(;ah modiil oldu-
gundan ve iddia n = 2 igin dogru oldugundan N modilii @ M;-F-gorintii parcal

i€l
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olur. ]

Sonug 4.4, Teorem 4.6 da N modiiliiniin F' = 72(]\7 ) tam degismez altmodiilii i¢in

direkt bir sonucudur.

Sonug 4.4 Z = {1,2,...,n} olmak ilizere R-modiillerin bir sinifi {M;};cz ve N bir

R-modiil olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

() N modiili @ M;-T-dual Rickarttir.

€L

(ii) Her i € Z igin N modiilii M;-T-dual Rickarttir.

4.4 Z(-)-Goriintii Parcali Modiiller

Bu kisimda M modiiliiniin 6zel olarak Z(M) tam degigmez altmodiilii alinarak

Z(M)-gorintii pargall modiillerin 6zellikleri incelenmektedir.

Teorem 4.7 Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler denktir.
(1) M bir Z(M)-gériintii parcal modiildiir.

(ii) Z(M) d-Rickarttir ve M = Z(M) & N olacak sekilde M nin N tekil olmayan

altmodiilii vardir.
(iii) Z(M) altmodiili M nin d-Rickart bir direkt toplananidir (Calcr vd. 2021).

Ispat. (i) = (ii) M bir Z(M)-gériintii parcah modiil olsun Teorem 4.1 den Z(M)
d-Rickarttir ve M = Z(M) @ N olacak gekilde M nin N altmodiilii vardir. Z(M) <,
Zo(M) dir ve modiilarite sartindan Z (M) <% Zy(M) elde edilir. Buradan Z(M) =
Zo(M) dir. Tkinci tekil altmodiil tanimindan Z(M/Z(M)) = Zy(M)/Z(M) = 0 olur.
Boylece M/Z (M) modiili tekil olmayan modildir. N = M/Z(M) oldugundan N
altmodiilii M nin tekil olmayan bir altmodiiliidiir.

(ii) = (iii) ve (iii) = (i) Tanimdan agiktir. n
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. F 0
Ornek 4.4 F bir cisim olmak ilizere R = halkasini kendi lizerinde sag modiil
FF
F 0 00 | F 0
olarak alinsin. Bu durumda R = @ dir. Z =0=
0 0 F F 0 0
0 O
Z oldugundan Z(Rg) = 0 dir. Her modiil 0-goriintii parcali oldugundan
FF

R halkasi sag Z(Rg)-goriinti pargalidir (Calci vd. 2021).

Asagidaki sonu¢ Onerme 4.1 in bir sonucudur.

Sonug 4.5 M bir Z(M)-goriintii parcali modiil olsun. Bu durumda her N <% M icin
N modiili Z(N)-goriintii pargalidir (Calcr vd. 2021).

Ispat. Z(N) = N N Z(M) oldugundan Onerme 4.1 de M nin tam degigmez altmo-

diilii olarak Z(M) almarak ispat tamamlanir. |

Her modiil 0-goriintii pargali oldugundan eger R halkasi sag tekil olmayan halka ise,
bu durumda R sag Z(Rpg)-goriintii parcalidir. Onerme 4.7 bu ifadenin kargitinin da

dogru oldugunu sdyler.

Onerme 4.7 R bir halka olsun. Eger R sag Z(Rp)-goriintii parcali ise, bu durumda
R sag tekil olmayan halkadir (Calci vd. 2021).

Ispat. R sag Z(Rg)-goriintii pargali halka ve Z(Rg) # 0 olsun. Bu durumda tanim-
dan Z(Rg) <% R dir ve buradan Z(Rr) = eR olacak sekilde ¢* = e € R vardir ve
e # 0 dir. Boyle e € Z(Rpg)dir. Ancak rg(e) = (1 —e)R <% R ve e # 0 oldugundan
rr(e) altmodiilii R de esas degildir. Bu ise e € Z(Rg) olmas ile ¢eligir. Dolayisiyla
Z(Rg) =0 dur. u

4.5 Giglii F-Goriintii Parcali Modiiller ve Dual F-Ters Parcali Modiiller

ile F'-Goriintii Parcali Modiillerin Karsilagtirilmasi

Bu kisimda M modiili i¢in f(F') altmodiiliiniin sadece direkt toplanan degil aym

zamanda tam degigmez altmodiil oldugu durum incelenmektedir.
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Tanim 4.4 F bir M modiiliiniin tam degismez bir altmodiili olsun. Eger her f € S
icin f(F') altmodiili M modiiliiniin tam degismez bir direkt toplanani oluyorsa M ye bir

glicli (strongly) F-gorinti par¢aly modil denir (Calcr vd. 2021).

Teorem 4.8 Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler denktir.
(1) M bir giigli F-goriintii pargali modiildiir.

(i) M bir F-goriinti parcali modiildiir ve M nin F tarafindan kapsanan direkt topla-

nanlari tam degismezdir.
(iii) F bir abel modiildiir ve M nin d-Rickart bir direkt toplananidir (Calci vd. 2021).

Ispat. (i) = (ii) N modiilii M nin F tarafindan kapsanan bir direkt toplanam olsun.
Bu durumda N = eM olacak sekilde bir > = e € S vardir. N C F oldugundan
e(F) € N = ¢e(N) C e(F) olup M giiglii F-goriintii pargali oldugundan N =
e(F) QM elde edilir. M nin F-goriintii par¢ali oldugu tamimdan agiktir.

(ii) = (iii) M bir F-goriintt par¢ali modiil olsun. Teorem 4.1 den F' altmodiili M
nin d-Rickart bir direkt toplanamdir. K <% F olsun. Bu durumda K <% M olup
kabulden K < M dir. F <® M oldugundan F' = eM olacak sekilde bir 2 = e € S
vardir ve Endg(F') = eSe dir. f € Endg(F) olsun. Boylece f = ege olacak sekilde
bir g € S vardir. Buradan f(K) = ege(K) C K olup K < F elde edilir. Dolayisiyla
F bir abel modiildiir.

(iii) = (i) F abel d-Rickart modiil ve M nin bir direkt toplanan olsun. Bu du-
rumda Teorem 4.1 den M bir F-goriintii par¢ali modiildiir. f € S alinsim. F <% M
oldugundan F' = eM olacak sekilde bir e* = e € S vardir ve Endg(F) = eSe dir. F
d-Rickart oldugundan efe(F) <% F ve F abel oldugundan efe(F) < F elde edilir.
Boylece F' M oldugundan efe(F') = ef(F) = f(F) <M olur. Dolayisiyla M giicli

F-goriinti parcahdir. [

Asgagidaki ornekten goriildiigii tizere bir F-goriintii pargali modiil her zaman giicli

F-goriintli parcali olmak zorunda degildir.

Ornek 4.5 n > 2 bir pozitif tamsayi olmak iizere M bir K cismi iizerinde n boyutlu bir
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vektor uzayi olsun. Bu durumda M yari basit modiil oldugundan M-goriintii parcalidir.

Ancak M abel olmadigindan giicli M-goriintii pargali degildir (Calci vd. 2021).

Onerme 4.8 M bir giiclii F-goriintii parcali modiil olsun. Bu durumda her N <® M
icin N modiilu giiglii (N N F')-goriintli pargahdir (Calci vd. 2021).

Ispat. N <® M olsun. Bu durumda N = eM olacak sekilde bir ¢ = e € S vardir
ve Endgr(N) = eSe dir. M bir giiglii F-goriintii par¢ali modiil oldugundan Teorem
4.8 den M bir F-goriintii parcali modiildiir. Boylece Onerme 4.1 den N modiilii
(N N F)-goriintii pargalidir. K C (NN F) ve K <% N olacak sekilde N nin bir K
altmodiilii alinsin ve f € Endg(N) olsun. Bu durumda f = ege olacak gekilde bir
g € Svardir. K C F ve K <% M oldugundan Teorem 4.8 den gK C K dir. Boylece,

f(K)=ege(K)=egK CeK =K
dir. Buradan K < N olup Teorem 4.8 den N giiglii (N N F')-goriintii pargalidir. ]

Teorem 4.9 Z bir indeks kiimesi olmak tizere R-modiillerin bir sinifi {M;};ez ve M =
@ M; olsun. M nin gii¢li F-goriintli parcali modiil olmasi igin gerek ve yeter sart her
i€T

i € T icin M; nin giicli (M; N F)-goriintii pargali ve ¢ # j olacak sekilde her i,j € T

icin Hompg(M; N F, M; N F') = 0 olmasidir (Calci vd. 2021).

Ispat. M bir giicli F-goriintii parcali modiil olsun. Bu durumda Onerme 4.8 den
her i € T igin M; gicli (M; N F)-goriintii par¢alidir. Buradan her ¢ € 7 igin
(M; N F) < M; ve (M; N F) <® M; olur. Ayrica Onerme 2.7 den F = DM N F)
dir. Teorem 4.8 den F' abel modiildiir. Buradan i # j olacak gekilde ileezr 1,7 €1
icin Homp(M; N F,M; N F) = 0 elde edilir. Karsit olarak f;; € Hompg(M;, M;)
olmak tizere f = (f;;) € S olsun. i # j i¢in Hompg(M; N F, M; N F) = 0 oldugun-
dan f(F) = @ fu(M;NF) elde edilir. Boylece f(F') altmodiilii M nin tam degigmez

i€
direkt toplanani olur. Tanimdan M gii¢lii F-goriintii parcali modiildiir. [ ]

Onerme 4.9 M bir abel modiil olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.

(i) Eger M dual F-ters pargali ise, bu durumda M modiili N-goriintii par¢ali olacak

sekilde NV < M vardir.
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(i) Eger M modilii F-goriintii pargali ise, bu durumda M dual N-ters pargal olacak
sekilde NV < M vardir.

ispat. (i) M dual F-ters parcali olsun. Bu durumda M = F & N olacak sekilde
N d-Rickart modiilii vardir. M abel modiil oldugundan N altmodiilii M de tam
degismezdir. Boylece M modiilii N-goriintii parcalidir.

(ii) Eger M modilii F-goriintii pargal ise, bu durumda F' d-Rickarttir ve M = F&N
olacak gekilde N < M vardir. M abel modiil oldugundan N altmodiili M de tam
degismezdir. Boylece M dual N-ters pargalidir. [ ]

Onerme 4.10 Eger M bir dual F-ters parcali modiil ve F' d-Rickart ise, bu durumda
M modiilii F-goriintii parcalidir.

Ispat. M bir dual F-ters parcali modiil ise, F¥ <% M dir. F' d-Rickart oldugundan

M modiilii F-goriintii parcalidir. [ ]
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5. TARTISMA VE SONU(C

Bu ¢aligmanin iigiincii boliimiinde F' bir tam degismez altmodiil olmak tizere dual
F-ters parcali modiiller tanimlanmistir. M bir dual F-ters parcali modiil olmak
tizere M modiiliiniin F' altmodiilii ile bir d-Rickart modiiliin direkt toplami olarak
yazilabildigi gosterilmistir. Ayrica bir M modiiliiniin d-Rickart olmasi i¢in gerek ve
yeter sartin dual O-ters parcali olmasi oldugu gortilmiigtiir. Dual F-ters parcali olma
ozelligi boliim modiiliinde, bir modiiliin direkt toplananinda ve modiillerin direkt
toplaminda aragtirilmigtir. Bu 6zelligi saglayan halkalar incelenmigtir. Boliimiin so-
nunda ise M modiiliiniin tam degismez altmodiilii 6zel olarak Z*(M) alimmig ve dual

Z*(M)-ters pargali modiillerin 6zellikleri aragtirilmigtir.

Caligmanin dordiincii boliimiinde ise F-goriintii pargali modiiller tanimlanmistir.
Eger M modiilii F-goriintii parcali ise F' altmodiiliiniin M nin d-Rickart bir di-
rekt toplanani oldugu goriilmiistiir. Ucilincii boliimde oldugu gibi F-goriintii parcali
olma 0zelligi bir modiiliin direkt toplananinda, modiillerin direkt toplaminda, boliim
modiiliinde ve halkalarda aragtirilmigtir. Béliimiin devaminda M modiiliintin Z (M)
tam degismez altmodiilii igin Z (M )-goriintii pargali modiiller incelenmigtir. Ardin-
dan F-goriintli parcali modiillerin de daha genel hali olan gii¢lii F-goriintii parcal
modiiller tanimlanmigtir. F-goriintii parcali olmanin giiclii F-goriintii parcali olmayi
gerektirmedigine ornek verilmigtir. Son olarak dual F-ters parcali modiiller ile F-
goriintii parcali modiillerin kargilagtirilmas: yapilmig, hangi durumlarda birbirlerini

gerektirdikleri aragtirilmigtir.
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