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Geometrik siire¢ giivenilirlik teorisinde en ¢ok kullanilan modellerden birisidir.
Fakat,kullanim agisindan bazi zorluklara sebep olmaktadir. Bu zorluklardan bir tanesi;
modelin taniminin sadece stokastik olarak artan ya da azalan modeller igin
yapilabilmesidir. Diger bir zorluk ise ele almnan ilk olay ger¢ceklesme zamaninin
dagiliminin sekil parametresinin takip eden olaylar arast gecen zaman dagilimlart igin
degismeden kalmasidir. Belirtilen bu zorluklarin istesinden gelebilen ikili geometrik
siirec Wu (2018) tarafindan gelistirilip literatiire dahil edilmistir. Bu c¢alismada ilk
olarak ikili geometrik siire¢ ve bazi matematiksel 6zellikleri tanitilir. Daha sonra bu
siirecte, ilk olayin ger¢eklesme zamaninin dagiliminin sekilsel olarak bilindigi
varsayimi altinda parameter tahmin problemi ele almir. Ozellikle iistel ve Weibull
dagilimi durumunda hem siire¢ parametrelerinin hem de ele alinan dagilimin bilinmeyen
parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin elde edilmesinde durulur. Her iki
dagilim durumunda en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin performanslar bir simiilasyon
calismasi ile degerlendirilir.
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Geometric process is one of the most used models in the reliability theory. However, it
causes some difficulties in terms of use. One of these difficulties is that the definition of
the model includes only stochastically increasing or decreasing cases. Another difficulty
is that the shape parameter of the distribution of the first event occurrence time remains
unchanged for the elapsed time distributions between subsequent events. The doubly
geometric process was given by Wu (2018) to overcome these difficulties. In this study,
firstly, the doubly geometric process and some mathematical properties are presented.
Then,for this process, the parameter estimation problem is considered under the
assumption that the distribution of the occurrence time of the first event is formally
known. In particular for the exponential and Weibull distributions, obtaining the
maximum likelihood estimators of both the process parameters and the unknown
parameters of the distribution is handled. The performances of the maximum likelihood
estimators for the both distributions are evaluated with a simulation study.
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1. GIRIS

Sayma siireci, olaylar arasi gegen zaman siirelerinin istatistiksel analizinde sik olarak
kullanilan faydali bir yontemdir. N(t), (0, t] araliginda meydana gelen olaylarin sayisi
olmak tizere {N(t),t =0} stokastik siireci bir sayma siireci olarak adlandirilir.
n= 1,2,.. i¢in X,,(n—1). olay gergeklestikten sonra n. olaym gergeklesme
zamanina kadar gegen siire olmak tizere {X,,,n = 1,2,...} dizisi {N(t), t = 0} siirecinin
olaylar aras1 gecen zamanlar dizisi olarak tanimlanir. Bu dizi yardimiyla sayma siireci
tek olarak belirlenir. Burada {X,,,n = 1,2,...} dizisi birbirinden bagimsiz ve ayni
dagilimli rasgele degiskenlerden meydana geliyor ise bu siireg bir yenileme siireci olur.
Gergek diinya problemlerinde bir sayma siirecinden gelen veri kiimesi genellikle
yaslanma ve yipranma etkisine bagli olarak monoton trend igerir. Bu durumda zaman
slireleri birbirinden bagimsiz olabilir, fakat ayn1 dagilimli olmayacak ve bdylece model
olarak bir yenileme siireci kullanilamayacaktir. Literatiirde, bu sekilde trende sahip
zamanlara iligskin veri kiimelerinin analizi i¢in bir¢ok yontem vardir. Geometrik siireg
bunlardan birisidir. Geometrik siire¢ ilk olarak Lam (1988) tarafindan yenileme
stirecinin genellemesi olarak tanimlanmistir. Lam (1992) geometrik siirecte parametrik
olmayan ¢ikarimda bulunmustur. Lam (1998) geometrik siirecte lognormal dagilim
varsayimi ile parametre tahmin problemini ele almistir. Literatiirde geometrik siireg icin,
X; rasgele degiskeninin dagiliminin Weibull, gamma, lognormal, inverse Gaussian gibi
en ¢ok kullanilan giivenilirlik dagilimlar1 oldugu varsayimi ile EKK Yontemi, En ¢ok
olabilirlik yontemi gibi yontemler ile parametre tahminleri yapilip, karsilastirmalarda
bulunarak c¢esitli sonuglar ¢ikartilmistir. Kara (2009) ¢alismasinda, geometrik siirecCi
genis olarak ele almistir. Calismada, parametrelerin parametrik ve parametrik olmayan
tahmini problemleri genis simiilasyon ¢alismalari ile degerlendirilmistir. Aydogdu vd.
(2010a) calismalarinda Weibull dagilimi varsayimi ile geometrik siirecte parametre
tahmininde bulunmuslardir. Aydogdu vd. (2010b), @ seri siirecine Weibull dagilimi ile
uyarlanmis en c¢ok olabilirlik yontemini uygulamislardir. Kara vd.(2015), geometrik
siirecte ters Gaussian dagilimi ile istatistiksel ¢ikarimda bulunmustur. Calismada,
dagilimin ve siirecin a oran parametresinin tahmin edicilerinin asimptotik 6zellikleri
incelenmistir. Kara vd. (2019), a seri siirecinde lognormal dagilim ile parametre

tahminini ele almistir.



Bu tez c¢alismasina baglh olarak Pekalp vd. (2020, 2021) iistel ve Weibull dagilimlari

durumunda ikili geometrik siiregte paametre tahmin problemini ele almiglardir.

Geometrik siire¢ cesitli alanlarda rasgelelik problemlerin ¢oziimiinde genis Olgiide
kullanilan 6nemli bir model olmasina ragmen, kullanim agisindan bazi sinirlamalar
tagimaktadir. Bu model, olaylar aras1 gecen siirelerinin degisen sekil parametrelerine
sahip ayn tiir dagilimlar istemesi durumunda uygun olmayacaktir. Ayrica ikinci bir
sinirlama ise bu modelin olaylar arasi gegen siirelerini stokastik monoton olarak
istemesidir. Wu (2018) tarafindan onerilen ikili geometrik siire¢ bu iki sinirlamanin
istesinden gelebilmektedir. Bu tez calismasina bagh olarak Pekalp vd. (2020, 2021)
tistel ve Weibull dagilimlari durumunda ikili geometrik siiregte parametre tahmin

problemini ele almiglardir.

Bu calismanin literatiire katkisi, geometrik siirece alternatif olarak gelistirilen,
geometrik siirecin sinirlamalarindan kaynaklanan zorluklarin {istesinden gelebilen ikili
geometrik siireci tanitarak, ilk olarak iistel ve Weibull dagilimlar ele alarak parametre
tahmininde bulunmasidir. Bildigimiz kadariyla literatiirde ikili geometrik siirecte
parametre tahmin problemine iliskin olarak baska bir ¢alisma bulunmamaktadir. Bu

calismanin boliimleri asagida agiklanmistir.

Ikinci béliimde, &ncelikle rasgele degisken ve stokastik siirec temel kavramlari
verilecektir. Sonrasinda duragan artigh siire¢ , o(h), bagimsiz artish siire¢ kavramlari

verilecektir.

Ugiincii béliimde, dncelikle sayma siireci kavrami verilip, sonrasinda duragan Poisson
slireci, yenileme siireci, duragan olmayan Poisson siireci, geometrik siireg ve son olarak

literatiirde tanitilan ikili geometrik siire¢ ve olasiliksal 6zellikleri ele alinacaktir.

Doérdiincii boliimde, ikili geometrik siire¢ icin Weibull dagilimi ve iistel dagilim
varsayimi altinda, model parametrelerinin ve dagilim parametrelerinin parametre

tahminleri ele alinacak ve gerekli istatistiksel ¢ikarimlar verilecektir.



Besinci boliimde, her bir parametrenin tahmin edicilerinin kii¢iik 6rneklem 6zelliklerini
ve performanslarin1 degerlendirmek i¢in farkli parametre ve 6rneklem degerleri ile bir
simiilasyon c¢alismasi yapilacaktir. Simiilasyon ¢alismasi sonrasi, tahmin edicilerin
performanslar1 degerlendirilecek ve galismanin ECO tahmin edicilerinin asimptotik

istatistiksel 6zelliklerini destekledigi belirtilecektir.
Altinc1 bolimde, Kumar and Klefsjo (1992) ve Ascher and Feingold (1984) de yer alan
iki veri seti i¢in, ikili geometrik siirecin, belirli bir iistel ve Weibull dagilimi ile ilgili

veri setlerinin modellenmesinde kullanim durumu incelenecektir.

Yedinci boliimde, ¢alismada elde edilen sonuclar degerlendirilecektir.



2. BAZI KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde ¢alismadaki bazi kurumsal temeller ve kavramlar tizerinde durulmaktadir.
Rasgele degisken, stokastik siireg, o(h) fonksiyonu, duragan artisli, bagimsiz artish

siire¢ tanimlar verilecektir.

2.1 Rasgele Degisken

Bir olasilik uzay1 (£2, U, P) olmak {izere

X:0-R

(w) = X(w)

fonksiyonu her a eR i¢in {w:X(w) < a}eUsartim sagliyorsa, X fonksiyonuna

rasgele degisken denir. Dy rasgele degiskenin deger kiimesini gosterir.

2.2 Stokastik Siirec

(22,0, P) bir olasilik uzay1 ve T bir parametre kiimesi olsun.

X:Tx0N—-R
(t,w) » X(t,w)

fonksiyonu g6z oniine alinsin. Her sabit t € T i¢in X(t,w) bir rasgele degisken ise X

fonksiyonuna bir stokastik siire¢ ad1 verilir ve
{X(t), teT}

ile gosterilir. Her sabit t € T i¢in X(t) rasgele degiskenlerinin almis oldugu degerlerin
kiimesine stokastik siirecin durum uzay1 denir ve E ile gosterilir. E durum uzayi ve T

parametre kiimesi i¢in dort durum s6z konusudur.



1.E durum uzayi sayilabilir (sonlu elemanli ya da sayilabilir sonsuz), T parametre

kiimesi sayilabilir: Siire¢ kesikli durum uzayli, kesikli parametre kiimelidir.

2. E durum uzay1 sayillamaz, T parametre kiimesi sayillamaz: Siire¢ siirekli durum

uzayl, stirekli parametre kiimelidir.

3. E durum uzay1 sayilabilir (sonlu elemanli ya da sayilabilir sonsuz), T parametre

kiimesi sayillamaz: Siire¢ kesikli durum uzayl, siirekli parametre kiimelidir.

4. E durum uzayi sayllamaz, T parametre kiimesi sayilabilir: Siire¢ siirekli durum

uzayl, kesikli parametre kiimelidir.

2.3 o(h) fonksiyonu

limyo 552 =0 ise  f(h) = o(h) yazlir. f(h) = o(h) olmasi f fonksiyonunun h
dan daha hizl1 0’a gittigi anlamma gelir. Ozellik f(h) = o(h) ve g(h) =o(h) iken

af (h) + bg(h) = o(k) olur.

2.4 Duragan Artish Siirec

{X(t),teT } bir stokastik siire¢ olsun. Her h > 0ve t + h €T igin, X(t + h) — X(t)
rasgele degiskeninin dagilimi sadece h ‘a bagh (t den bagimsiz ) ise {X(t),teT }

stokastik siirecine duragan artigh siire¢ denir.

2.5 Bagimsiz Artish Siirec

{X(t),teT } bir stokastik siire¢ olsun. t; < t, < -+ < t,, sartin1 saglayan T parametre
kiimesine ait  ty,t,, ..., t; lerin her se¢im i¢in, X(t,) —X(t1), X(t3) — X(t,),...,
X(t,) — X(t,—,) rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz ise, {X(t),teT } stokastik

slirecine bagimsiz artigh stokastik siire¢ denir.



3. BAZI SAYMA SURECI

Bu bodliimde oOncelikle sayma siireci tanimi verilip, sonrasinda temel sayma
siireclerinden olan duragan Poisson siireci, yenileme siireci, duragan olmayan Poisson
siireci, geometrik siire¢ ve son olarak literatiirde tanitilan ikili geometrik silireg ve

olasiliksal ozellikleri ele alinacaktir.

3.1 Sayma Siireci

N(t), (0,t] araliginda meydana gelen olaylarin sayisi olmak tizere {N(t),t = 0}
stokastik siireci bir sayma stireci olarak adlandirilir. {N(t),t = 0} sayma siireci siirekli
parametre kiimesi T = [0,00) ve kesikli durum uzayr E = {0,1,2..} ile asagidaki

Ozelliklere sahiptir.

1.N(t) =0,
2. N(t) pozitif ve tamsay1 degerler alan rasgele bir degiskendir.
3.5 < tolmasi durumunda N(s) < N(t)’dir.

4.s < tiken (s,t] araliginda gergeklesen olay sayisit N(t) — N(s)’dir.

{N(t),t = 0} sayma siirecini gézoniine alalim. n = 1,2,.. ig¢in X,;(n— 1). olay
gerceklestikten sonra n. olayin gerceklesme zamanina kadar gegen siire olmak iizere;
{X,,n=1,2,3,...} dizisine {N(t),t = 0} siirecinin olaylar aras1 gegen zamanlari
dizisi denir. Bu olaylar aras1 gecen zaman dizisi ile sayma siireci tek olarak belirlenir.
So=0S,=X; +X,+...X,, n=12. olsun. S,,, {N(t),t =0} sayma siirecinin n.
Olay i¢in gergeklesme zamanini ifade eder. Sabit her t = 0 igin N(t)=maks{n: S,, <
t}’dir. Ek olarak (N(t) = n) olaymnin (S, < t) olayma denk olmasindan P(N(t) =
n) = P(S, < t)’dir.

3.2 Homojen Poisson Siireci

Tamim 3.2.1 Bir {N(t), t = 0} sayma siirecini gézoniine alalm. A > 0 olmak {izere,



)NO)=0

i) {N(t), t = 0} bagimsiz artish

1ii) Uzunlugu t olan herhangi bir aralikta ger¢eklesen olaylarin sayisina iliskin dagilim
At ortalamali Poisson dagilimidir, yani P( N(t+s)- N(s) = k) = e~ Atk/
k!, k =0,12,..ise {N(t),t = 0}sayma siireci A oranli Poisson siireci olarak

adlandirilir.

iii. 6zelligi g6zoniine aldigimizda bir Poisson siirecinin ayni zamanda duragan artigh

oldugu soylenir.

Bir Poisson siirecine gore gerceklesen olaylar arasi gegen zaman dizisi bagimsiz ve ayni
/11 ortalamasi ile istel dagilima sahip rasgele degiskenlerden olusur. A birim zaman

basina diisen ortalama olay sayisidir.

E(N@®) =At,t =0
V(N@®)) =At,t =0

3.3 Duragan Olmayan Poisson Siireci

Tamm 3.3.1 Bir {N(t),t = 0} sayma siireci gozoniine alinsin. t > 0 iken A(t) t‘nin

negatif degerler almayan bir fonksiyonunu gostermek iizere;
i) N0) =0
i) {N(t),t = 0} bagimsiz artish
iii) P(N({t+h)-N®)=2)=0(h
iv)  P(N(t+h)- N(@t)=1)=At)h+o(h)

ise {N(t),t = 0} sayma siireci A(t) siddet fonksiyon ile homojen olmayan Poisson siireci
olarak adlandirilir. Burada A(t) sabit olmadig igin homojen olmayan Poisson siireci ad1

verilir.

Bu siirecin bir boyutlu olasilik dagilimi



e_f(f’l(s)ds[f;z(s)ds]n

n!

P(N(t) =n) = ,n =0,1,.. (3.2)

ile verilir.

3.4 Yenileme Siirecleri

Tamm 3.4.1 Bir {N(t),t = 0} sayma siirecine gore gerceklesen olaylar (yenilemeler)
arast gegcen zamanlarin dizisi birbirinden bagimsiz ve aym F  dagilimhi rasgele
degiskenlerden olusuyor ise {N(t),t = 0} sayma siireci bir yenileme siireci olarak

adlandirilir.

3.5 Geometrik Siirecler

Tanim 3.5.1 Pozitif degerli rasgele degiskenlerin herhangi bir dizisi {X,,n = 1,2,...}
olsun. a pozitif bir sabit olmak tizere

X1,aX,,a%Xs, ...

rasgele degiskenleri bagimsiz ve aym F dagilimh ise, {X,,n =1,2,...} dizisinin
tizerine kurulu olan {N(t),t > 0} sayma siireci, a orani ile bir geometrik siire¢ olarak
adlandirilir.

a = 1 olmas1 durumunda rasgele degiskenler ayn1 dagilimli olurlar ve karsimiza ¢ikan
geometrik siire¢ bir yenileme siirecine doniisiir.

Y, = a" Xn, n=1,2,..0lsun. {¥,, n=1,2,...} rasgele degisken dizisinde olaylar
arast gecen zamanlarin dagilim fonksiyonu F, bu dagilim fonksiyonunun ortalamasi p

ve varyansi o2 olmak iizere

N(t) = maks{n:S,, <t}

ile tanimli {N (t),t > 0 } yenileme siireci olusturur.



3.5.1 Geometrik siirecler icin olaylar arasi gecen zamanlarin dagihim fonksiyonu,
beklenen degeri ve varyansi

X, ; (n — 1). olay gerceklestikten sonra n. olay ger¢eklesinceye kadar gegen zaman

olmak tizere; X,, rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu,

Fy (x)=PX,<x)
=P (a ™1y, <x)
=P (Y, <xa" 1)

=F@'x)n=12,.

olarak bulunur. Ayrica

E(Xp)=a™" p
V(Xn) — a—2n+2 0.2

dir.

3.5.2 Geometrik siirecin monotonluk ozelligi

Tanmm 3.5.2.1 (2,0, P) olasilik uzayinda tanimli herhangi iki rasgele degisken X ve
Yolsun. P(X > t) = P(Y > t) ise X stokastik olarak Y den biiyiik veya esittir denir.

X >4 Y olarak gosterilir.

Lemma 3521 (£,0,P) olasilik uzayinda tanimli herhangi iki rasgele degisken X
ve Y olsun. Tim artan u(.) fonksiyonlan igin; X >, Y & E[u(X)] = E[u(Y)]’dir

[6].

Tammm 3.5.2.2 (Q,0,P) bir olasilik uzay1 ve {X,,n =1,2,...} bir uzayda tanimh
rasgele degiskenlerin bir dizisi olsun. Her n = 1,2,3 ... i¢in X,, =4 Xp4q i€ {Xp,n =

1,2,3,...} dizisine stokastik olarak azalandir denir ve X,, l¢; bigiminde gosterilir.



Tanmm 3.5.2.3 (Q,0,P) bir olasilik uzay1 ve {X,,n =1,2,...} bir uzayda tanimh
rasgele degiskenlerin bir dizisi olsun. Her n = 1,2,3 ... i¢in X,, < X4 i€ {X,,,n =
1,2,3,...} dizisine stokastik olarak artandir denir ve X,, T; bigiminde gosterilir

Geometrik siirecin a parametresinin degerlerine gore davranisi asagidaki gibidir:

Cizelge 3.1 Geometrik siirecin monotonluk 6zelligi

Parametre degeri | Durum
a>1 {X, n=1,2,..} stokastik azalan
a<l1 {X, n=1,2,..} stokastik artan
a=1 {X, n =1,2, ..} bir yenileme siireci olusturur.

3.6 ikili Geometrik Siire¢

Geometrik siireg, ilk tanitildigi andan bu yana 6zellikle giivenilirlik analizinde genis yer
almaktadir. Siireg, cesitli alanlarda problemlerin ¢6ziimiinde genis Olclide kullanilan

onemli bir model olmasina ragmen, kullanim agisindan bazi sinirlamalar tagimaktadir.

Bu sinirlamalar;
1. Model, olaylar aras1 gecen zaman siirelerinin degisen sekil parametrelerine sahip
dagilimlar tarafindan modellenmeye ihtiya¢ duyuldugu stokastik stiregler i¢in uygun

degildir.

2. Sadece stokastik olarak artan ya da azalan stokastik siirecler icin
tanimlanabilmektedir.
Wu (2018), tarafindan onerilen ikili geometrik siire¢, bu iki sinirlamanin istesinden

gelebilmektedir.
Tamm 3.6.1 {X;,k = 1,2,...} pozitif degerli rasgele degiskenlerin herhangi bir dizisi
olsun. h(k) bazi parametrelere bagli IN {izerinde tanmiml pozitif degerli h(1) = 1 ile

ifadesi bilinen bir fonksiyon, ve a pozitif bir sabit olmak iizere

Xy, aX,"® azx,M®
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rasgele degiskenleri bagimsiz ve aymi F dagilimli ise {X,, k = 1,2,...} dizisinin lizerine
kurulu {N(t),t = 0} sayma siirecine bir ikili geometrik siire¢ denir. Burada; h(k) =
(1+ log(k))” olarak tanimlidir; a*~* 6lgek etki faktorii, h(k) sekil etki faktorii olmak

lizere,

{a*"1k =1,2,3,...}  bir geometrik seri, {h(k),k = 1,2,3,...} bir geometrik seri
olusturmaktadir. Bu iki geometrik seri sebebiyle siireg; “Ikili Geometrik Siire¢” olarak

adlandirilmaktadir.

3.6.1 Iikili geometrik siirecte olaylar aras1 gecen ardisik zamanlarin siirelerinin
dagilim fonksiyonu, beklenen deger ve varyansi

Ikili geometrik siiregte, Yj = ak_leh(k) olarak tammmhdir. X, (k —1). olay
gerceklestikten sonra k. olay gerceklesinceye kadar gecen zaman olmak iizere X
rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu, beklenen deger ve varyansini hesaplayabilmek

icin Oncelikle

Y, = ak—1th(k) N th(k) = al=ky,

1
= Xk = (al_kYk)m

ilgili doniisiimii yapilmalidir. X, rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu

Fy, (x) = P(X) < x)
= P( Y < a¥1 xh®)

= F(ak? xh(k))

olarak elde edilir. X, rasgele degiskeninin beklenen deger ve varyansi, h™1(k) = ﬁ

olmak iizere,

E(X)) = a=r71 00y

Var (X) = q2A-Rr= 0 ()’Zk - Akz)
dir. Burada
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e =f x"7H £ () dx
0

Aok =f X2 £ (x)dx
0

olarak tanimlidir.

Yukaridaki moment ifadelerinin ¢ikarimlar1 asagida verilir.
X =2 (@ 7Fp)h Ty =X, vk 21

E (th_l(")) <o VeE (Xlzh_l(k)) < oo olsun.

E(X,) = E (a@-0n 0y, h160)
— g1 g (Ykh‘l(k))
SN G () f0°° X GF (x)
— g1 f0°° X7 £ () dx

:a(l_k)h_l(k)llk

[ee]

E(X, %) = a?0-0r™" ) J x2h7H 0 F (x)
0

— a2(1—k)h-1(k)J th‘l(k)f(x)dx
0

— a(1—k)h-1(k)/12k

Var (X;) = a2(1—k)h‘1(k)12k — aZ(l—k)h‘l(k)AkZ
— a2(1—k)h-1(k)(12k _ ARZ)

olarak elde edilir.
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3.6.2 Ikili geometrik siirecte h(k) ‘nin yapisinin belirlenmesi

Burada; ikili geometrik  siireg, h(k)=(1+log(k))b olarak  tanimlanan
h(k) fonksiyonu ile ele almmustir. h(k) nin se¢imi; h(k) = b*1, h(k) =
bl (k) = b'29%) olarak tammli farkli  h(k) fonksiyonlari icin gercek veri

setinde ele alinmistir. Sonu¢ olarak; h(k) = (1 + log(k))b fonksiyonu ile siirecin

diger h(k) fonksiyonlarina gore daha iyi performans gosterdigi goriilmistiir.

3.6.3 ikili geometrik siirecin monotonluk 6zelligi

Geometrik siireg, sadece stokastik olarak artan ya da azalan siiregleri modellemesine
ragmen, ikili geometrik siire¢ daha esnek siiregleri modelleyebilmektedir. Asagidaki 4
durum 6rnek olarak verilebilir.

Teorem 3.6.3.1

{N(t),t = 0}, olaylar aras1 gecen zaman dizisi {X;, k = 1,2,3,...} bir ikili geometrik
Siirec olsun. Bu durumda;

i0<a<1,PX;>1)=1 ve b<0 ise {X,k=1,23,...} stokastik olarak
artandir.

ii.a>1, P(0<X;<1)=1 ve b<O0ise {X,k=1,23,...} stokastik olarak
azalandir.

iiil0<a<1, P(O<X;,<1)=1 ve 0<b<4898226 ise {X,, k=1223,...}
stokastik olarak artandir.

iv.a>1, P(X;>1)=1 ve 0<b<4.898226 ise {Xy, k=1,23,...} stokastik

olarak azalandir.
3.6.4 Yenileme siireci ile ikili geometrik siirecin stokastik olarak karsilastirilmasi
{N(t),t = 0} a oran parametresi h(k) = (1 + log(k))b ile X, rasgele degiskenin

dagilim fonksiyonu F olmak lizere ardigik olaylar arasi gecen zamanlar dizisi {X, k =

1,2,3,...} olan bir ikili geometrik siire¢ olsun.
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{N (t),t = 0} ise ayn1 F dagilimina sahip ardisik yenilemeler arasi gegen zamanlar
dizisi {X,, k = 1,2,3,...} olacak sekilde bir yenileme siirecini gostersin. Bu durumda

bu iki siirecin karsilagtirilmasina iliskin olarak asagidaki teorem verilir.

Teorem:

i) X, 5 = Her sabit t > 0 icin N(t) <, N (t)
ve

i) X; 1s; = Her sabit t > 0 icin N(t) =, N (t)

dir.

Ispat:

i) X, T5 olsun. X; =4 X; ve X, > X; =% X, dir. Genel olarak X, >, Xy, k =

1,2 ... olur.
P(Xi+X, < t)=["P (X, + X, < t| X; = x)dF (x)
= [ P(X, <t —x) dF (x)
=[[P (X, < t—x)dF (x)
<[P (X, < t—x)dF (x)
=[] F (t—x)dF (x)
=F*F(t)
=P(X+X,<t),
Yani X; + X, >, X;+ X, dir.

t
P(X1+X2+X3St)=f0 P(X3 St_X)dFX1+X2(X)

14



Sfot P(X; < t_x)dFX1+X2(x)

= [ Fyyx,(0)dx(-Fg, (t=x)) ,

l—Y_J

x’ e gore azalmayan
t
<J, Fz, +%, (0Ddx(-Fg, (t—x))

t
= J, Fx, (t—x)dFz, 13, (X)

yani

Xl +X2 +X3 Zst)?l + Xz +X3 dir.

Bu sekilde devam edilirse k > 1 icin genel olarak
Xi+ -+ X, =2 X, +--+ X, bulunur. Bu durumda

Se= X, ++X,ve S, =X, +-+X, olmakiizere

(P(N@t) 2 k) =P <t)<(PSx <t) =P(N () = k)) oldugundan

her sabit t > 0 icin N (t) =4 N (¢t) dur.
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4. IKIiLI GEOMETRIK SURECE ILISKIN PARAMETRELERIN TAHMINIi

{N(t),t = 0}, bir ikili geometrik siire¢ olmak tizere; ilk olayin ger¢eklesme zamani olan
X, rasgele degiskeninin F dagilim fonksiyonu ya hi¢ bilinmiyordur ya da sekilsel
olarak bilinirken bazi parametreleri bilinmemektedir. Bu durumda F dagilim
fonksiyonunun sekilsel olarak bilinip bilinmemesine gére parametrik ya da parametrik
olmayarak siirecten gelen veri kiimesine dayali olarak ilgili parametrelerin tahmin
edilmesi gerekmektedir. Bu ¢alismada F dagilim fonksiyonunun sekilsel olarak bilindigi
kabul edilmektedir. Bu bolimde dstel ve Weibull dagilimlart i¢in  model
parametrelerinin ve dagilimlarin parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin yontemine

gore tahmin edilmesi problemi tizerinde durulacaktir.

4.1 Ustel Dagilim

Ustel dagilim giivenilirlik analizinde kullanilan ve biitiin 6zellikleri ortaya ¢ikartilmis
“hafizasizlik” 6zelligine sahip 6nemli bir émiir dagilimidir. Ustel dagilimin olasilik

yogunluk fonksiyonu,

f) =5e78,x>0,0>0. (4.1)
dir. Bu dagilimin beklenen deger ve varyans: sirastyla,

u==0 (4.2)
g2 =6? 4.3)

olarak elde edilir.

4.2 Ustel Dagiim Durumunda ikili Geometrik Siireg icin Istatistiksel Cikarim

Farz edelim ki {X;, ..., X,,} ikili geometrik siirecten gelen bir veri kiimesi olsun. X; ilk
olayin ger¢eklesme zamani olmak iizere bu rasgele degiskeninin dagilimi 6

parameteresi ile iistel olsun. Bu durumda X; ~ Ustel(8), (4.1) olasilik yogunluk
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fonksiyonuna sahiptir. X, X,, ..., X;, rasgele degiskenleri birbirinden bagimsizdir, fakat

ayni dagilimli degildir. X, rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

k=1 xh(k)

frn@) =geT @ aF O (k) (4.4)
olarak elde edilir.

L(a' b,,Ll,O'Z ) = ;<l=1ka(x) (45)

- b
nnen (Zﬁ:lak 1xk(1+10g(k)) )

L(a,b,u,0%)=a 2 e 8 [T=1 (xk(Hlog(k))b_l) (1 + log(k))® (4.6)

Bu durumda InL,en ¢ok olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi olmak tizere,

n
nn-1 1
InL(a,b,0) = % Ina —nIn(0) — 5 (Z ak-1 xk(1+log(k))b>
k=1

+Xk=1( (1 +1og(k))” — DIn(xy) + L=y In (1 + log(k))® (4.7)

olarak elde edilir. InL, log-olabilirlik fonksiyonunun a,b ve 6 parametrelerine gore

tiirevleri alinip sifira esitlenirse asagidaki denklemler elde edilir.

dInL n-1) 1 _ b
% _n 121a _ 5( 221(1{ _ 1) ak 2 xk(1+log(k)) ) =0 (4.8)
oInL

— = {— g( n_ ak1 o (1H1080D" In (3, ) (1 + log (k)P In(1 + 1og(k)))} i+

(z;gzl In(x,)(1 + log(k))?In(1 + 1og(k))) + (ZF_; In(1+1og(k))) =0 (4.9)

ve

oInL __ n 1 - 1 by _
Wl — 2t L (Shoy @b iy (410800") = (4.10)

6ve a,p parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin degerleri bu lineer olmayan

denklem sisteminin ¢oziimiinden elde edilebilir. Fakat bu denklemlerden analitik bir

17



¢Oziime ulasilamaz. Bu sebepten sayisal bir yonteme ihtiya¢ duyulur. Bu amag igin

Mathematica paket programinda ©“ NMaximize” alt programi kullanilabilir.

En ¢ok olabilirlik fonksiyonlarinin ortak dagilimlar1 (a, b, 8) ortalama vektodrii ve 171

varyans kovaryans matrisi ile asimptotik olarak normal dagilmaktadir .Barndorff-

Nielsan ve Cox (1994).

a a
(B) ~AN <b>,1—1 (4.11)
0 0

Burada, I~! Fisher Informasyon Matrisinin tersini gdstermektedir.

[2(5) £G5) £G5)]
EGe) fGF) EGe) (4.12)
5 G 5e) EGrmg) B () |

I =

olarak tanimlidir. Burada informasyon matrisinin elemanlari

92%InL 2n3-3n%4n
E (_ da? ) = 6 a2
2
(=5a) =2 (2 h_, k= DIn(1 + log(k))(0.422784 + In(B) — In(a*~)))
9%InL n-n2
E (_ aeaa) ~ a6

0%InL -
E <— ) = Z(ln(l +1og (k) (1 + ((0.16667(4.94208 + 61n(6)(0.845569
k=

1

+[n(9)))) — 2In(a*"1)(0.422784 + In(6)) + (In(a*"")) )
E (_ (;ZI;L ) - 3(2;’:1 In(1 + log(k)) (0.422784 + In(6) — In(a*™1)))

92InL n
E (— ) L
002 02

olarak hesaplanir.
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4.3 Weibull Dagilimi

Weibull dagilimi1 giivenilirlik analizinde en ¢ok kullanilan dagilimlardan biridir. Bir X

rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu;
. — % La-1 _(x @
f o) =7 x exp (ﬁ)} O<x<o a,f>0 (4.13)

ise, X’in dagilimina a sekil ve 8 dlgek parametreli Weibull dagilimi denir ve
X ~ Weibull(a, B) (4.14)

biciminde gosterilir.

Sekil parametresi @ = 1 oldugu zaman, dagilim iistel dagilima dontismektedir. X in
dagilim fonksiyonu

a
F(X;ﬁ.a)=1—exp(%) ,0<x<o0; £>0,a>0 (4.15)

dir.

Weibull dagiliminin beklenen deger ve varyansi;
1
EX)=p=r(1+2)p (4.16)

Var(x)=o?=|r(1+2)-r?(1+2)] p? (4.17)

Weibull dagiliminimn k. momenti

E(X9) = g*r(1+2) (4.18)

olarak elde edilir. Bu momentlere ¢alismada ihtiya¢ duyulacaktir.
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4.4 Weibull Dagilimi Durumunda ikili Geometrik Siirec icin Istatistiksel Cikarim

Farz edelim ki {X;, ..., X,,} ikili geometrik siiregten gelen bir veri kiimesi olsun. X; ilk
olayin ger¢eklesme zamani olmak tizere bu rasgele degiskenin dagilimi Weibull olsun.
Bu durumda X; ~ Weibull(e, 8), (4.13) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahiptir.
X1, X5, ..., X, rasgele degiskenleri birbirinden bagimsizdir fakat ayni dagilimli degildir.

X, rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

( k-1 xh(k)) a

fx, () = (% (akt xh(k))a_lexp {— (%) }) ak—1xh=1p (k) (4.19)

olarak elde edilir.

L(ar b,,u,az ) = ;cl=1ka(x) (420)

Ly h()

e _lyn -
L = (0( )n a( 2 i )(X H£=1xkah(k)_1 I_Hcl=1 h(k) e pa2k=1(ak

T (4.21)

olarak elde edilir ve InL engok olabilirlik fonksiyonunun log fonksiyonu,

nn-1)

InL(a,b,ap)= (
k=1 n(R()) = XRs (Th(k)) (4.22)

) Ina + n(lna — aln(B)) + Y-, (ah(k) — 1) In(x;) +

olarak elde edilir. InL, log-olabilirlik fonksiyonunun a,b,a, 8 parametrelerine gore

tiirevleri alinip sifira esitlenirse asagidaki denklem sistemine ulagilir.

agr;L - (n(nz_ 1))2 - {(a;a) (Z((’f —1) ) ° )} =0 (4.23)
) S

6I_nL (n(n 1)

E 5 ) Ina+n (— - ln(,B)) + YR h(k) In(x,) — X, (%)a In(Y, — B) =

0 (4.25)
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oIl < ) n
— = aln(x )(1 + log(k)) ln(l + log(k)) + ln(l + log(k))
ab kZl ( § > kZl
— (%z ((Yk) “(1+ log(k))bln(xk)ln(l + log(k)))) =0 (4.26)
k=1

a, b ve a,[ parametreleri bu yontemle elde edilebilir fakat InL fonksiyonunun ilk
tirevleri niimerik olarak ¢oziilemez. Bu nedenle a,b model parametrelerinin ve «, 8
dagilim parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri, (4.22) log- olabilirlik
fonksiyonunun mathematica paket programi yardimi ile maksimum edilmesi ile

bulunabilir.

En ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin ortak dagilimi (a, b, a, ) ortalama vektorii ve 171

varyans kovaryans matrisi ile asimptotik olarak normal dagilmaktadir .Barndorff-

Nielsan ve Cox (1994).
(o
b

e (4.27)
B

Burada, I~! Fisher Informasyon Matrisinin tersini gdstermektedir.

() () s sz

PG b(R) F(%) f(%)
2

P2 £(3%) () f(5Y

() B p(atm) s

™ QS Q)
l
>
Z

(4.28)

olarak tanimlidir. Informasyon matrisinin elemanlart

_ azlnL(G) _ 0_’_2 3 _ 2
E ( 96,00, ) "~ 6a? (2n® —3n"+n)

L (2mL@)Y _ > " (B e ke ~
E(aelaez) aﬁazkzl(a(0'422784+“lnﬁ) B lna )(k Din(1 +

logk)

92InL(0)\ _ -2n-n(n-1) alnf 1¢n _
—E ( 26,00, ) = ” + = e (k= 1)(0.422784 + a In B)
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n

g (S _ o (ZEZ2EE 4 g — Ing*) (In(1 + logh))? +
k=1 ¢

Zn (5—“ (0.422784 + a In ) — f%Ina*~") (In(1 + logk))? +
k=1

a

Fz:q ((ﬁ?a (0.422784 + a In B) + f%(Ina*")?) -

(2ima*1E (0.422784 + aIn /3))) (In(1 + logk))?

(2@ _ " ~0.577216 k1), 2 N
E(aezaes)—zkzlln(1+logk)( +InB - Ina )+ﬁ«2k=£"<l+

a

logk) ((ﬁ—z (0.823681 + a In p (0845569 + a ln B)) — &= (0.422784 +

clnf)(nf + ") + petna ) 4 £ Y
logh) (£ (0.422784 + an ) — pina*~")

n
In(1+
k=1

n a
—F (SR - N in(1 + logh) (- (0422784 + aln B) — pélna*)
k=1

96,00, pa+i _
_ 9%InL(0)\ _ 1 2 i
E ( a0 ) =n (az +(Inf)?) + = (0.823681 + o In § (0.845569 + a In ) +
b (0.422784 + a ln B)

a

9%InL(0)\ _ aninp n
—E( T )= B —2(0422784 + aln )

92InL(0)\ _ n;xz
E ( 00,00, ) - gz

dir.
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5. SIMULASYON CALISMASI

Bu boliimde, tistel ve Weibull dagilimlart varsayimi altinda ikili geometrik siire¢ model
parametrelerinin ve F dagilim parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin

performanslarin1 6lgmek i¢in kapsamli bir simiilasyon ¢alismasi ele alinmistir.

Uygulamada genellikle a parametresinin bire yakin degerleri 0.95, 0.99, 1.01 ve 1.05
alinmaktadir (Lam, 2007). Ikili geometrik siirecin, parametrelerinin tahmin edicileri
tizerindeki stokastik monotonluk 6zelligini inceleyebilmek igin b parametresinin 2 ve -

2 degerleri kullanilmistir.

Ustel dagilimin 0 parametresi icin 2 degeri; parametrelerinin tahmin edicileri {izerindeki
stokastik monotonluk o6zelligini inceleyebilmek igin, b parametresinin -2,-0.5,0.5,2
degerleri kullanilmistir. Biitiin parametrelerin tahmin, yan ve HKO degerleri Cizelge
5.1, ...Cizelge 5.4 de verilmistir. Cizelge 5.5de ECO tahmin edicilerinin simiile edilmis

varyanslar1 ve varyans alt sinir1 verilmistir.

Weibull dagiliminin sekil parametresinin degeri 1.5 ve 3, 6lgek parametresinin degeri
ise 1 olarak alinmigtir. Clinkii biitiin tahmin ediciler 6l¢ek olarak degismezdir.
Simiilasyon c¢alismast sirasinda, tahmin edicilerin kiiciik orneklem 6zelliklerini
inceleyebilmek i¢in Orneklem genisligi n =30, 50, 100 alinmistir. Cizelgelerde
simiilasyon sayist 1000 olarak alinmistir. Biitiin parametrelerin tahmin, yan ve HKO
degerleri Cizelge 5.6 - Cizelge 5.9 da verilmistir. Cizelge 5.10 de ECO tahmin

edicilerinin simiile edilmis varyanslari ve varyans alt sinir1 gosterilmistir.
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Cizelge 5.1 b = 2 ve 6 = 2 parametre degerleri i¢in simiile edilen ortalama, yan ve

HKO degerleri
a b )
@ " | ortal Ortal Ortal
rtala Yan HKO mala | van | HKO mala ' van | HKO
ma ma ma

30 | 0.9442 -0.0058 0.0007 | 2.0741 | 0.0741 | 0.0467 | 2.1109 | 0.1109 | 0.6534

0.95 50 | 0.9467 -0.0034 0.0002 | 2.0415 | 0.0415 | 0.0203 | 2.0773 | 0.0773 | 0.4082

100 | 0.9487 -0.0014 0.0000 | 2.0170 | 0.0170 | 0.0074 | 2.0263 | 0.0263 | 0.1577

30 | 0.9876 -0.0024 0.0006 | 2.0782 | 0.0782 | 0.0478 | 2.1750 | 0.1750 | 0.7563

0.99 50 | 0.9889 -0.0012 0.0001 | 2.0404 | 0.0404 | 0.0205 | 2.1029 | 0.1029 | 0.4355

100 | 0.9897 -0.0003 0.0000 | 2.0197 | 0.0197 | 0.0075 | 2.0591 | 0.0591 | 0.1833

30 | 1.0088 -0.0012 0.0005 | 2.0706 | 0.0706 | 0.0449 | 2.1239 | 0.1239 | 0.6669

1.01 50 | 1.0096 -0.0004 0.0001 | 2.0425 | 0.0425 | 0.0216 | 2.0846 | 0.0846 | 0.4385

100 | 1.0103 0.0003 0.0000 | 2.0183 | 0.0183 | 0.0074 | 2.0622 | 0.0622 | 0.2087

30 | 1.0520 0.0020 0.0006 | 2.0819 | 0.0819 | 0.0462 | 2.1582 | 0.1582 | 0.8438

1.05 50 | 1.0519 0.0019 0.0002 | 2.0378 | 0.0378 | 0.0203 | 2.1247 | 0.1247 | 0.4461

100 | 1.0511 0.0011 0.0000 | 2.0144 | 0.0144 | 0.0068 | 2.0703 | 0.0703 | 0.2017

Cizelge 5.2 b = —2 ve 0 = 2 parametre degerleri icin simiile edilen ortalama, yan ve

HKO degerleri
a b 0
0™ onal ortal
rrnz a Yan HKO | Ortalama | Yan HKO rrnz a1 van HKO

30 | 0.9447 -0.0053 0.0007 -1.9226 0.0774 | 0.0463 | 2.1767 | 0.1767 | 0.8020

095 | 50 | 0.9473 -0.0023 0.0002 -1.9633 0.0368 | 0.0208 | 2.0655 | 0.0655 | 0.3970

100 | 0.9489 -0.0011 0.0000 -1.9843 0.0157 | 0.0072 | 2.0450 | 0.0450 | 0.1772

30 | 0.9878 -0.0022 0.0005 -1.9286 0.0715 | 0.0463 | 2.1530 | 0.1530 | 0.6870

0.99 | 50 | 0.9885 -0.0015 0.0001 -1.9538 0.0462 | 0.0203 | 2.0998 | 0.0998 | 0.4620

100 | 0.9896 -0.0004 0.0000 -1.9785 0.0215 | 0.0071 | 2.0434 | 0.0434 | 0.1887

30 1.0087 -0.0013 0.0010 -1.9289 0.0712 | 0.0606 | 2.1861 | 0.1861 | 0.8032

1.01 | 50 1.0105 0.0005 0.0001 -1.9637 0.0363 | 0.0195 | 2.1227 | 0.1227 | 0.4339

100 | 1.0101 0.0001 0.0000 -1.9878 0.0122 | 0.0072 | 2.0336 | 0.0336 | 0.1823

30 1.0525 0.0025 0.0006 -1.9238 0.0763 | 0.0477 | 2.1652 | 0.1652 | 0.7875

1.05 | 50 1.0516 0.0016 0.0002 -1.9622 0.0378 | 0.0198 | 2.1244 | 0.1244 | 0.4104

100 | 1.0510 0.0010 0.0000 -1.9852 0.0148 | 0.0071 | 2.0685 | 0.0685 | 0.3199
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Cizelge 5.3 b = 0.5 ve 8 = 2 parametre degerleri i¢in simiile edilen ortalama, yan ve

HKO degerleri
a b 0
a n
Ortala Yan HKO Ortala Yan HKO Ortala van HKO
ma ma ma
30 | 0.9432 | -0.0068 | 0.0008 | 0.5826 | 0.0823 | 0.0471 | 2.1405 | 0.1405 | 0.7726
0.95 50 | 0.9473 | -0.0027 | 0.0002 | 0.5280 | 0.0280 | 0.0201 | 2.0474 | 0.0474 | 0.3559

100 | 0.9488 -0.0012 0.0000 | 0.5168 | 0.0168 | 0.0070 | 2.0437 | 0.0437 | 0.1769

30 | 0.9870 -0.0030 0.0005 | 0.5714 | 0.0714 | 0.0485 | 2.1306 | 0.1306 | 0.7265

0.99 50 | 0.9887 -0.0013 0.0001 | 0.5434 | 0.0434 | 0.0217 | 2.0685 | 0.0685 | 0.4315

100 | 0.9897 -0.0003 0.0000 | 0.5164 | 0.0164 | 0.0069 | 2.0462 | 0.0462 | 0.1818

30 | 1.0094 -0.0006 0.0006 | .5797 | 0.0797 | 0.0485 | 2.1995 | 0.1995 | 1.0030

1.01 50 | 1.0098 -0.0002 0.0001 | 0.5417 | 0.0417 | 0.0205 | 2.0100 | 0.0100 | 0.4552

100 | 1.0101 0.0001 0.0000 | 0.5167 | 0.0167 | 0.0067 | 2.0091 | 0.0091 | 0.1939

30 | 1.0538 0.0038 0.0007 | 0.5665 | 0.0665 | 0.0460 | 2.2196 | 0.2196 | 0.9326

1.05 50 | 1.0517 0.0017 0.0002 | 0.5422 | 0.0422 | 0.0210 | 2.0776 | 0.0776 | 0.4333

100 | 1.0514 0.0014 0.0000 | 0.5215 | 0.0215 | 0.0073 | 2.0734 | 0.0734 | 0.1943

Cizelge 5.4 b = —0.5 ve 6 = 2 parametre degerleri i¢in simiile edilen ortalama, yan ve
HKO degerleri

a b ]
a n | | |
Ortala Yan HKO Ortala Yan HKO Ortala Yan HKO
ma ma ma
30 | 0.9442 -0.0058 0.0007 | -0.4244 | 0.0755 | 0.0463 | 2.1501 | 0.1501 | 0.7646
0.95 50 | 0.9468 -0.0032 0.0002 | -0.4564 | 0.0436 | 0.0191 | 2.0804 | 0.0804 | 0.3902

100 | 0.9484 | -0.0016 | 0.0000 | -0.4808 | 0.0192 | 0.0072 | 2.0284 | 0.0284 | 0.1943

30 | 0.9878 -0.0022 0.0006 | -0.4280 | 0.0720 | 0.0444 | 2.1792 | 0.1792 | 0.8176

0.99 50 | 0.9895 -0.0005 0.0001 | -0.4632 | 0.0368 | 0.0211 | 2.1135 | 0.1134 | 0.4164

100 | 0.9898 -0.0002 0.0000 | -0.4871 | 0.0129 | 0.0074 | 2.0546 | 0.0546 | 0.1969

30 | 1.0083 -0.0017 0.0006 | -0.4247 | 0.0753 | 0.0496 | 2.1479 | 0.1479 | 0.7872

1.01 50 | 1.0099 -0.0001 0.0001 | -0.4562 | 0.0438 | 0.0199 | 2.1279 | 0.1279 | 0.4711

100 | 1.0101 0.0001 0.0000 | -0.4875 | 0.0125 | 0.0067 | 2.0363 | 0.0363 | 0.1933

30 | 1.0530 0.0012 0.0007 | -0.4256 | 0.0744 | 0.0453 | 2.1644 | 0.1644 | 0.9015

1.05 50 | 1.0522 0.0010 0.0002 | -0.4576 | 0.0424 | 0.0196 | 2.1459 | 0.1459 | 0.4606

100 | 1.0509 0.0009 0.0000 | -0.4825 | 0.0175 | 0.0073 | 2.0505 | 0.0505 | 0.2076
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Cizelge 5.5 a = 0.95,b = 2 68 = 2 igin simiile edilen varyanslar ve varyans alt sinirlari

Simiile edilen varyanslar Varyans alt sinirlari
n a b 0 a b 6
30 0.00064 0.04121 0.64175 0.00057 0.03639 0.52812
50 0.00018 0.01859 0.40265 0.00015 0.01734 0.32417
100 0.00004 0.00708 0.16717 0.00004 0.00671 0.16372

Cizelge 5.6 b = 2, = 3, p = 1 parametre degerleri i¢in simiile edilen ortalama, yan ve

HKO degerleri
a b a 2
a n

Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO

30 0.9374 | -0.0126 | 0.0009 | 1.8571 | -0.1430 | 0.5837 | 4.4168 1.4168 | 22.4533 | 0.9806 | -0.0194 | 0.0194

0.95 | 50 0.9480 | -0.0120 | 0.0007 | 1.9116 | -0.0884 | 0.3054 | 3.7947 | 0.7947 5.8169 0.9854 | -0.0146 | 0.0159
100 | 0.9419 | -0.0081 | 0.0004 | 2.0726 | 0.0726 | 0.0983 | 2.9240 | -0.0760 | 1.0951 0.9881 | -0.0119 | 0.0154

30 0.9889 | -0.0011 | 0.0002 | 1.8001 | -0.1999 | 0.6775 | 4.5180 15180 | 14.5915 | 0.9984 | -0.0016 | 0.0188

0.99 | 50 0.9894 | -0.0006 | 0.0001 | 1.8692 0.1308 | 0.3921 | 4.0177 1.0177 7.6821 0.9934 | -0.0066 | 0.0109
100 | 0.9895 | -0.0005 | 0.0000 | 1.9862 | -0.0138 | 0.1490 | 3.3215 | 0.3215 1.8070 0.9998 0.0002 | 0.0066

30 1.0112 0.0012 | 0.0002 | 1.9533 | -0.0467 | 0.7649 | 4.0113 1.0113 7.3324 0.9805 | -0.0195 | 0.0335

1.01 | 50 1.0111 0.0011 | 0.0001 | 1.9551 | 0-.0449 | 0.3460 | 3.6039 | 0.6039 2.9209 1.0030 0.0030 | 0.0300
100 | 1.0110 0.0010 | 0.0001 | 1.9954 | -0.0046 | 0.2152 | 3.3930 | 0.3930 2.9039 1.0020 0.0020 | 0.0107

30 1.0702 0.0202 | 0.0011 | 1.8120 | -0.1880 | 0.4917 | 4.2973 1.2973 | 10.1912 | 1.6027 0.6027 | 1.4209

1.05 | 50 1.0514 0.0014 | 0.0007 | 2.1713 | 0.1713 | 0.3631 | 3.7674 | 0.7674 6.6367 1.0181 0.0181 | 0.0428
100 | 1.0491 | -0.0009 | 0.0006 | 1.9209 | -0.0791 | 0.1613 | 2.2972 | -0.7028 | 2.9564 0.9921 | -0.0079 | 0.0168

Cizelge 5.7 b=-2,a=3=1

ve HKO degerleri

parametre degerleri icin simiile edilen ortalama, yan

a b a B

a n
Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO
30 | 0.9486 | -0.0014 | 0.0009 | -2.1621 | -0.1621 | 0.5456 | 4.2964 | 1.2964 | 115162 | 0.9902 | -0.0098 | 0.0176
0.95 | 50 | 0.9497 | -0.0003 | 0.0006 | -2.1146 | -0.1146 | 0.2861 | 3.8073 | 0.8073 | 4.6741 | 0.9916 | -0.0084 | 0.0147
100 | 0.9499 | -0.0001 | 0.0003 | -2.0046 | -0.0046 | 0.1172 | 3.2511 | 0.2511 | 2.9918 | 0.9950 | -0.0050 | 0.0101
30 | 0.9881 | -0.0019 | 0.0002 | -2.1738 | -0.1738 | 0.7129 | 4.4781 | 1.4781 | 15.3931 | 0.9825 | -0.0175 | 0.0195
099 | 50 | 0.9888 | -0.0012 | 0.0001 | -2.0772 | -0.0772 | 0.3887 | 3.8058 | 0.8058 | 5.5501 | 0.9917 | -0.0083 | 0.0120
100 | 0.9896 | -0.0004 | 0.0000 | -2.0660 | -0.0660 | 0.1878 | 3.5580 | 0.5580 | 2.9289 | 0.9905 | -0.0095 | 0.0068
30 | 1.0108 | 0.0008 | 0.0001 | -2.1378 | -0.1378 | 0.5879 | 4.1262 | 1.1262 | 6.9916 | 1.0022 | 0.0022 | 0.0185
1.01 | 50 | 1.0106 | 0.0006 | 0.0001 | -2.0750 | -0.0750 | 0.3357 | 3.7342 | 0.7342 | 4.4248 | 1.0014 | 0.0014 | 0.0109
100 | 1.0105 | 0.0005 | 0.0000 | -2.0279 | -0.0279 | 0.1513 | 3.3647 | 0.3647 | 1.9455 | 0.9981 | -0.0019 | 0.0049
30 | 1.0527 | 0.0027 | 0.0007 | -2.1563 | -0.1563 | 0.3723 | 3.9999 | 0.9999 | 4.9440 | 1.0114 | 00114 | 0.0139
1.05 | 50 | 1.0491 | -0.0009 | 0.0005 | -2.1095 | -0.1095 | 0.2627 | 3.7912 | 0.7912 | 4.6398 | 0.9957 | -0.0043 | 0.0108
100 | 1.0501 | 0.0001 | 00002 | -1.9805 | 0.0195 | 0.0486 | 3.0727 | 0.0727 | 0.4867 | 1.0007 | 0.0007 | 0.0082
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Cizelge 5.8 b = 2,a = 1.5, = 1 parametre degerleri i¢in simiile edilen ortalama, yan

ve HKO degerleri

a b a B
a n

Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO

30 0.9516 0.0016 | 0.0009 1.7831 | -0.2169 | 0.5957 | 2.2639 0.7639 | 3.5142 1.0123 0.0123 | 0.0569

0.95 50 0.9499 | -0.0000 | 0.0007 1.8670 | -0.1330 | 0.3212 1.9610 0.4610 | 1.3962 | 0.9945 | -0.0055 | 0.0383
100 0.9501 0.0000 0.0004 1.9185 -0.0815 | 0.1656 1.7871 0.2871 0.6719 0.9984 -0.0016 | 0.0280

30 0.9880 | -0.0020 | 0.0004 1.8176 | -0.1824 | 0.6394 | 2.2229 0.7229 | 4.1678 | 0.9912 | -0.0088 | 0.0701

0.99 50 0.9893 -0.0007 | 0.0001 1.8863 -0.1137 | 0.3849 1.9687 -0.4687 | 1.7209 0.9975 -0.0025 | 0.0404
100 0.9893 -0.0007 | 0.0000 1.9571 -0.0429 | 0.1854 1.7454 0.2454 0.6933 1.0012 0.0012 0.0207

30 1.0101 0.0001 | 0.0003 1.8145 | -0.1855 | 0.6913 | 2.2167 0.7167 | 2.9035 1.0081 0.0081 | 0.0723

1.01 50 1.0099 -0.0001 | 0.0001 1.9159 -0.0841 | 0.3857 1.9347 0.4347 1.5732 0.9901 -0.0099 | 0.0426
100 1.0099 | -0.0001 | 0.0000 1.9098 | -0.0902 | 0.1849 1.8067 0.3067 | 0.7345 1.0032 0.0032 | 0.0219

30 | 1.0567 | 0.0067 | 0.0008 | 1.7961 | -0.2039 | 0.6062 | 22197 | 0.7197 | 2.9387 | 1.2765 | 0.2765 | 0.9037

105 | 50 | 1.0481 | -0.0019 | 0.0008 | 1.9712 | -0.0288 | 0.3859 | 1.8182 | 0.3182 | 1.3570 | 1.0339 | 0.0339 | 0.1166
100 | 1.0513 | 0.0012 | 0.0007 | 2.0073 | 0.0073 | 0.1751 | 1.6095 | 0.1095 | 0.6903 | 0.9997 | -0.0003 | 0.0600
Cizelge 59 b = -2, = 1.5, = 1 parametre degerleri i¢cin simiile edilen ortalama,

yan ve HKO degerleri
a b @ B
a n

Tahmin Yan HKO | Tahmin Yan HKO | Tahmin Yan HKO Tahmin Yan HKO

30 0.9508 0.0008 0.0010 | -2.2131 | -0.2131 | 0.6208 | 2.2954 | 0.7954 | 4.8333 1.0259 0.0259 0.1111

0.95 | 50 0.9477 -0.0023 | 0.0007 | -2.0967 | -0.0967 | 0.3313 | 1.9398 | 0.4398 1.7348 0.9794 -0.0206 | 0.0427
100 | 0.9478 -0.0022 | 0.0005 | -2.0362 | -0.0362 | 0.1569 | 1.7037 | 0.2037 | 0.5840 0.9860 -0.0140 | 0.0315

30 0.9884 -0.0016 | 0.0004 | -2.1484 | -0.1484 | 0.6655 | 2.2037 | 0.7037 | 3.4388 1.0231 0.0231 0.0792

0.99 | 50 0.9893 -0.0007 | 0.0001 | -2.1200 | -0.1200 | 0.3758 | 1.9850 | 0.4850 1.6633 1.0050 0.0050 0.0383
100 | 0.9896 -0.0004 | 0.0000 | -2.0794 | -0.0794 | 0.1953 1.8024 0.3024 0.7328 0.9954 -0.0046 | 0.0220

30 1.0102 0.0002 0.0003 | -2.1568 | -0.1568 | 0.6973 | 2.2121 0.7121 3.4444 1.0124 0.0124 0.0759

1.01 50 1.0101 -0.0000 | 0.0001 | -2.0936 | -0.0936 | 0.4056 1.9695 0.4695 1.7751 0.9962 -0.0038 | 0.0421
100 1.0101 0.0000 0.0000 | -2.0727 -0.0727 0.1981 1.7864 0.2864 0.7799 0.9991 -0.0010 | 0.0206

30 1.0484 -0.0016 | 0.0009 | -2.2250 | -0.2250 | 0.6004 | 2.2353 | 0.7353 2.6968 1.0094 0.0094 0.0595

1.05 50 1.0490 -0.0010 | 0.0006 | -2.1407 -0.1407 0.3359 1.9826 0.4826 1.7823 0.9869 0.0131 0.0340
100 | 1.0494 -0.0006 | 0.0004 | -2.1365 | -0.1365 | 0.1470 | 1.8529 | 0.3529 | 0.5631 0.9992 -0.0008 | 0.0217

Cizelge 5.10 Simiile
=1

edilen varyanslar ve varyans alt sinirlaria = 0.95,b = 2, = 3

Simiile edilen varyanslar Varyans alt sinirlari
n a b a B a b a B
30 0.0008 0.5467 19.1008 0.0166 0.0000 0.0140 0.5621 0.0127
50 0.0007 0.3236 11.5791 0.0142 0.0000 0.0091 0.2159 0.0107
100 0.0003 0.0916 11211 0.0126 0.0000 0.0065 0.0742 0.0104
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Simiilasyon ¢alismasinda, tistel dagilim durumunda da benzer gézlemler yapilmaktadir.
Cizelge 5.1,5.2,5.3,5.4 incelendiginde, 6 parametrelerinin tahmin edicisinin yan ve
HKO degerlerinin, n degeri arttikga kiiciildiigii goriilmektedir. Boylelikle tahmin
edicilerin asimptotik olarak tutarlili§i simiilasyon calismasi ile desteklenmektedir.
Cizelge 5.5 incelendiginde ise, simiile edilen varyans degerleri ile karsilik gelen en
kiicik varyans alt sinir degerlerinin n degeri arttikga birbirlerine yaklastigi

goriilmektedir. Bu durumda calisma asimptotik etkinligi desteklemektedir.

Weibull dagilimi  durumunda Cizelge 5.6,5.7,5.8,5.9 incelendiginde, a,b,a,f
parametrelerinin biitiin tahmin edicilerinin yan ve HKO degerlerinin, n degeri arttikca
kiigiildiigii goriilmektedir. Bu beklenen bir durumdur, ¢iinkii ECO tahmin edicileri
asimptotik olarak yansiz ve tutarlidir. Simiilasyon ¢alismasi, ilgili asimptotik 6zellikleri
desteklemektedir. Burada 6zel olarak & i¢cin, HKO degerlerinin n 6rneklem genisligi
biiylidiikce kiigiildiigli goriilmektedir. Asimptotik yansizlik ve tutarlilik 6zelliklerine
biiyliik 6rneklem genisliginde ulagsmaktadir. Cizelge 5.10 incelendiginde ise, simiile
edilen varyans degerleri ile karsilik gelen en kiiciik varyans alt sinir degerlerinin n
degeri arttikga birbirlerine yaklastigi goriilmektedir. Bu durum da etkinligi
desteklemektedir ve beklenen bir durumdur. Ciinkii ECO tahmin edicileri oldukga etkin

tahmin edicilerdir.
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6. GERCEK VERI UYGULAMASI

Bu boliimde, Kumar and Klefsjo (1992) ve Ascher and Feingold (1984) ¢alismalarinda
verilen iki veri kiimesi dikkate alinacaktir. Veri kiimelerinin isimleri siras1 ile Hidrolik
Sistem Arizasi (veri kiimesi 1) ve itme dizel motor ariza verileri (veri kiimesi 2) olarak

verilmektedir.

Wu (2018) c¢alismasinda ikili geometrik siirecin veri kiimesil ve veri kiimesi2 i¢in
uygun oldugunu gostermistir. Calismada, belirli bir {istel dagilim ve Weibull dagilimi
ile ikili geometrik siirecin iki veri kiimesini modellemede kullanilip kullanilamayacagi

gosterilecektir.
6.1 Ustel Dagilim Ornegi

Burada, veri kiimelerinin belirli bir iistel dagilima sahip ikili geometrik siiregten geldigi
gosterilmek istenmektedir. Bu amacla oncelikle, veri kiimelerinin belirli bir {istel
dagilim ile ikili geometrik siireci takip ettigi kabul edilir. Daha sonra, her bir veri seti
icin a, b ve 6 parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri elde edilir. Eger y;’s
tahminlerinin birbirinden bagimsiz iistel rasgele degiskenler oldugu gosterilirse, belirli

bir istel dagilim ile ikili geometrik siirecin veri kiimelerini modellemek igin

b
kullanilabilecegi sdylenebilir. Bu amagla, y, tahminleri dk‘lxlgulog(k)) k=12,..,n

esitliginden elde edilir. Burada @ ve b , a ve b parametrelerinin ECO tahmin
edicileridir. Kolmogorov-Smirnov (KS) testi tahminlerin uyum iyiligini 6lgmek igin
kullanilacaktir. Veri kiimesinin belirli bir tistel dagilimi ile ikili geometrik siirecten
geldigi varsayimi ile a,b ve 6 parametrelerinin ECO tahminleri, KS istatistigi ve
karsilik gelen p degerleri her bir veri kiimesi igin Cizelge 6.1 de verilmistir. Cizelge 6.1
de, belirli bir Weibull dagilimi ile ikili geometrik siirecin ilgili iki veri kiimesi i¢in

kullanilabildigi goriilmektedir.
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Cizelge 6.1 Veri kiimesinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri, KS test ve p degerleri

ECO KS test p
a b o istatistigi degeri
Veri kiimesi 1 0.931119 | 0.416095 | 301.068 0.1288 0.7543
Veri kiimesi 2 1.03848 | -0.109328 | 574.827 0.1193 0.2439

6.2 Weibull Dagihmi Ornegi

Bu ornekte, ilk olay gergeklesme zamaninin dagiliminin Weibull dagilim oldugu
varsayimi altinda, bu veri kiimelerinin Weibull dagilimi tarafindan uyarlanip
uyarlanamayacagi gosterilecektir. Bu sonucu elde etmek i¢in asagidaki yaklagim
onerilir. ik olarak, veri kiimelerinin belirli bir Weibull dagilimina sahip bir ikili
geometrik siireci takip ettigini varsayilir. Daha sonra, herbir veri kiimesi i¢in, a, b, @ ve
B parametrelerinin en gok olabilirlik tahmin edicileri elde edilir. Eger ¥, tahminlerinin
Weibull rasgele degiskeni oldugu gosterilebilirse, belirli bir Weibull dagilimi ile ikili

geometrik siirecin bu veri kiimelerinin modellenmesinde kullanilabilecegi soylenir. Bu

b
amagla, y,tahminleri, dk_lx,ElHng) k=1,2,..

., esitliginden elde edilir. Burada a
ve b, ave b parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileridir. Sonugta,
Kolmogorov-Smirnov (KS) testi, Weibull dagilimi i¢in tahminlerin uyum iyiligini
olgmek icin kullanilir. Veri kiimesinin belirli bir Weibull dagilim ile ikili geometrik
stirecten geldigi varsayimi ile, a,b,a ve [ parametrelerinin ECO tahminleri, KS
istatistigi ve karsilik gelen p degerleri herbir veri kiimesi i¢in Cizelge 6.2 de verilmistir.

Cizelge 6.2 de, belirli bir Weibull dagilimi ile ikili geometrik siirecin ilgili iki veri

kiimesi i¢in kullanilabildigi goriilmektedir.

Cizelge 6.2 Veri kiimelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri, KS test ve p degerleri

ECO KS test p
a b & B istatistigi degeri
Veri kiimesi 1 | 0.9000 | 0.5628 0.8187 377.136 0.0905 0.9752
Veri kiimesi 2 | 1.0259 | 0.3588 0.5756 3584.00 0.0612 0.9381
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7. SONUC VE TARTISMA

Bu tez calismasinda amag, geometrik siirecin sebep oldugu zorluklarin {istesinden
gelebilen Wu (2018) tarafindan gelistirilen ikili geometrik siireci ve olasiliksal
Ozelliklerini tanitmaktir. Bu amag¢ i¢in Oncelikle bazi temel kavramlar verilip,
sonrasinda sayma siireci tanimi ile poisson, homojen olmayan poisson, yenileme siireci,
geometrik siire¢ gibi bazi temel sayma siirecleri ve ozellikleri ele alinmustir.  lgili
sayma siire¢lerinden sonra, ikili geometrik siire¢ ve 6zellikleri tanmitilmistir. Simiilasyon
calismasinda, ilk olay gerceklesme zamaninin dagilimi i¢in, ¢ok kullanilan giivenilirlik
dagilimlarindan tstel ve Weibull dagilimlari varsayiminda bulunularak, hem model
parametreleri hem de dagilimin bilinmeyen parameterleri i¢in ECO yontemi ile
parametre tahmini yapilmistir. Sonug olarak, Weibull dagilim ve iistel dagilim ele
alinarak yapilan simiilasyon ¢alismasi tahmin edicilerin asimptotik yansizlik, asimptotik
tutarlilik ve etkinlik agisindan performanslarimi gostermekte ve bu o6zelliklerini
desteklemektedir. Sonraki ¢alismalarda, F dagilimi i¢in, baska giivenilirlik dagilimlari
kullanilabilinir. Simiilasyon ¢alismasina ek olarak, Kumar and Klefsjo (1992) ve Ascher
and Feingold (1984) c¢alismalarinda kullanilan, hidrolik sistem arizasi (veri seti 1) ve
itme dizel motor ariza verileri (veri seti 2) veri kiimeleri igin, istel ve Weibull
dagilimlart ile ikili geometrik siirecin bu veri kiimelerini modellemede
kullanilabilirligini incelemeye yonelik drnekler verilmistir. Ornekler sonucunda, ilgili
dagilimlar ile ikili geometrik siirecin her iki verikiimesinin de modellenmesinde

kullanilabilecegi goriilmiistiir.
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