ANKARA UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

DOKTORA TEZi

DUAL FRAKTALLAR VE UYGULAMALARI

Elif Aybike BUYUKYILMAZ

MATEMATIK ANABILIiM DALI

ANKARA
2016

Her hakki sakhdir



ETIK

Ankara Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii tez yazim kurallarina uygun olarak
hazirladigim bu tez igindeki biitiin bilgilerin dogru ve tam oldugunu, bilgilerin
iiretilmesi asamasinda bilimsel etige uygun davrandigimi, yararlandigim biitlin

kaynaklar atif yaparak belirttigimi beyan ederim.

05/10/2016

Elif Aybike BUYUKYILMAZ



OZET
Doktora Tezi

DUAL FRAKTALLAR VE UYGULAMALARI

Elif Aybike BUYUKYILMAZ

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

Bu calismada Galile-2 diizleminde deterministik algoritmalarin iterasyonu yontemi ile

Sierpinski tiggeni olusturulmustur. Shear doniisiimlerini de elde etmeye yarayan donme

|11 0] ; : . - . . o
matrisi { J ’in Galile diizleminde Sierpinski iiggenine etkisi ve bunun Oklid
4

cos@ -—sin@

diizlemindeki karsiligi olan | |
sind cosd

} matrisinin Sierpinski tiggenine etkisinin

karsilastirmas1 yapilmistir. Bunlara ilaveten Oklid diizlemindeki tanimlara paralel

olarak Galile kendine benzerlik ve Galile kutu sayma boyutu kavramlari elde edilmistir.

Ekim 2016, 93 sayfa

Anahtar Kelimeler: Galile doniisiimii, dual say1, fraktal, iterasyon.



ABSTRACT
Ph.D. Thesis
DUAL FRACTALS AND APPLICATIONS
Elif Aybike BUYUKYILMAZ

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

In this work we study Sierpinski triangle in Galilean-2 plane with using deterministic

: A : . ) . 1 0
algorithm iteration method. We investigate the effects of rotation matrix { J :
»

called shear transformation, to Sierpinski triangle in Galilean plane and compare with

{cos@ —sind

. in Euclidean plane. Furthermore; we obtain Galilean self-similarity
sing cosd

system and Galilean box-counting dimension using the similar idea in Euclidean plane.

Octaber 2016, 93 pages

Key Words: Galilean transformation, dual number, fractal, iteration.



ONSOZ VE TESEKKUR

Arastirmalarimin her asamasinda bilgi, oneri ve yardimlarini esirgemeyerek fikirleriyle
gelismeme katkida bulunan, manevi destegini her zaman yanimda hissettigim kiymetli
danisman hocam saym Prof. Dr. Yusuf YAYLI’ya, (Ankara Universitesi Matematik
Anabilim Dali) varligin1 ve destegini her daim hissettiren, matematik bilimine dair bir
bakis acis1 edinmemi saglayan kiymetli hocam Prof. Dr. Hilmi HACISALIHOGLU na,
(Emekli) c¢alismalarim siiresince desteklerini esirgemeyen, yonlendiren ve Onemli
katkilarda bulunan degerli hocam Dog. Dr. Ismail GOK’e, (Ankara Universitesi
Matematik Anabilim Dal1) her daim hosgoriilii hali ve destekleriyle kiymetli hocam
Dog. Dr. Ayse ALTIN a,(Hacettepe Universitesi Matematik Anabilim Dal1) bu tezde
yer alan gorsellerin olusmasinda biiyiik emekler sarf eden arkadasim Davut ENGIN’e
ve calismalarim siiresince biiylik fedakarlik gostererek beni destekleyen kiymetli aileme

tesekkiirii borg bilirim.

Elif Aybike BUYUKYILMAZ
Ankara, Ekim 2016



ICINDEKILER

TEZ ONAYI SAYFASI

ETIK oo i
OZET ...t i
A B S T R A T e e e e e b e e e e e e e e e e rraen ii
TESEKKUR ......ocoovioieieeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt ettt ettt ettt ettt ettt sttt iv
SEKILLER DIZINI ......ooooiiiiiiiceeeeeeeee et vii
CIZELGELER DIZINT .......ccoooiiiiiiiiece e X
Lo GIRIS .ottt 1
2. KURAMSAL TEMELLER ve KAYNAK OZETLERI .......ccocovvniniiinininineinne, 3
2.1 Dual Sayllar ... 3
2.2 Galile Diizlemi ve GEOMELIiSI.............c.eovviiiiiiiiiiiiie e 10
2.2.1 Galile diizleminde uzakhik ve 6zel uzakhkK...............c.....cooooeiiiiii i, 11
2.2.2 Galile dUzZIeminde ACI..............ccceiiiiiiiiiiiiiiiie e 15
2.2.3 Galile diizleminde gZeN................ccoviiiiiiiiin i 18
2.2.4 Shear hareketi - Galile diizleminde donme.....................cceoovvevieiieesie e, 24
A B = 1 = || -V SRS 31
2.3.1 MetriK KaVIamIar............cooooiiiiiieceee e 32
2.3.2 Tekrarh Fonksiyon Sistemleri ...............cccccooiiiiiiiii 36
2.3.3 DONUSUMIET ...........ooiiiiiiiiiicc bbb ees 37
2.3.4 KendinNg DENZEITIK ........cvviieiiee ettt 39
2.3.5 Fraktal DOYUL ........cooiiiiiee e 39
3. MATERYAL ve YONTEM.........cooiiiiiiiiiiniinnineie st 45
3.1 SierpinsKi UCZeni............ccoouevuiviiueiciiieieceeeee e 45
3.1.1 ¢ donme acih Sierpinski-tipi fraktallar..............cccoociiniiniiii e 49
3.2 SIEIPINSKI KAIESE ....viiviiieiieie bbb 54
3.2.1 0 donme agih Sierpinski karesi-tipi fraktallar ..............ccocooeiiiiiiiiin, 57
4. GALILE DUZLEMINDE FRAKTALLAR ..ottt 65
4.1 Galile Sierpinski Ugeni ............ccccooeuevuiviieiiiieieeceecee e 65
4.1.1 ¢—shear hareketi ve Sierpinski-tipi fraktallar..............ccccooevinniniiinnns 70
4.2 Galile SIerpinsKi KaIESi.......cccoiiiiiiiiiiiieie e 78



4.2.1 ¢—shear hareketi ve Sierpinski-tipi fraktallar..............ccccooeiiiiininiiinns 80

5. TARTISMA Ve SONUC ......coooiuiieieieieeteeeeeet et n e en st 89
KAYNAKLAR ..oooe ettt sttt sttt as st en et s s 90
OZGECMIS ...ttt ettt ettt et e et e e e teeens 93

Vi



SEKILLER DiZiNi

Sekil 2.1 D ’de toplama Ve GarPmMa........ccivvviiiiiiiiiiieeiiieesiee e siee e sre e 4
Sekil 2.2 Bir z dual sayisinin Kutupsal @OStErimI .........ccccvevveiieieereariesieeseeseseesineneeas 8
Sekil 2.3 Galile diizleminde d,; uzaklil ......ccoooviiiiiiiiiiii 11
Sekil 2.4 Galile diizleminde 6zel uzaKliK...........ccooviiiieiiiiiic e 12
Sekil 2.5 Q(X,,Y,) merkezli r yarigapli Galile gemberi ........c.cocouevvrreieireciieiiicieninnd 13
Sekil 2.6 r yarigaph Galile gemberi igin r =0 AUIUMU ......ccovvrieiiiniinesie e 14
Sekil 2.7 S.' Galile birim GEMDETI ........cvuerrerecercierierieieie e 15
Sekil 2.8 Galile dUzIEMINAE ACT .....vvviiiiiiiiiie i 15
Sekil 2.9 G*de merkezi O olan dogrular arasindaki aGI.........ccevvvveveveveveeerereeerennnnn, 16
Sekil 2.10 Galile diizleminde |, ve |, dogrulari arasindaki ag1 ...........cccoevviiiiiiniiniinns 17

Sekil 2.11 Galile diizleminde paralel |, ve |, dogrulari arasindaki 6zel d,, uzakligi...17

Sekil 2.12 Oklid ve Galile geometrisinde bir noktanin bir dogruya uzakligi ................ 18
Sekil 2.13 Galile diizleminde aABC ........ccooiiiiiii e 19
Sekil 2.14 Galile tiggeninde yUKSEKIIK.........cccviiiiiiii e 20
Sekil 2.15 Galile diizleminde tiggenlerin KKK iligkiSi........cccocvviiiiiiiiiiiiiiiiiciee 21
Sekil 2.16 Galile diizleminde €§ GGZENIET .........cccviiiiiiiiiiieee e 22
Sekil 2.17 Galile diizleminde birinci tip benzer Giggenler..........ccocvvvviiiciiiiiiicien, 23
Sekil 2.18 Galile diizleminde ikinci tip benzer Giggenler ...........cccoovvviieniinieciecieen, 23
Sekil 2.19 Galile diizleminde dONME ...........ccocviiiiiiiiiiiie e 24
Sekil 2.20 Oklid ve Galile diizlemlerinde dénme hareketi ..........c.coervevereererererererenenen. 26
Sekil 2.21 X —shear dONUSTUMI .......vveiviieiiiee e 27
Sekil 2.22 Yy —shear dONUSTUMIL ........eeiviieiiiie i 28
Sekil 2.23 Galile diizleminde aAOB NN dONMESI.......cccververiveiieieiiereere e seesee e 29
Sekil 2.24 d, (A, B) Oklid metrigi ve d, (A, B) Manhattan metrigi ........ccoocvvervrennnnne 34
Sekil 2.25 KOCh 8IIST .veiiiiiiiieiiiiieeie e e 40
Sekil 2.26 Cantor KUIMEST .....eeivviiiiiieiiiie ittt 41
Sekil 2.27 Kutu sayma boyutunun hesaplanmasi............ccoeviviiiiiiiiiiieiceee 43
Sekil 3.1 Sierpinski liggeninin olugturulmast...........ccooveiiiiniiiiiieiieee e 46

vii



Sekil 3.2 Sierpinski UGZENT. .. ..uviviiiiiiiieiiei s 47

Sekil 3.3 KUtU SAYMA DOYULU ..o 48
Sekil 3.4 6, =6, =6, =10 TFS fraktalinin oluSuUMU...........ccceovriririrriiinicec e 50
Sekil 3.5 6, —6; — 6, donme ag1h Sierpinski-tipi fraktallar..............cccoooeiininns 52
Sekil 3.6 6, =135, ; =-20, 6, =315 fraktalinin kutu sayma boyutu.............oeveere. 53
Sekil 3.7 Sierpinski karesinin olugturulmast..........cccccooveiriiiniiiiiiiiiieeee e 56
Sekil 3.8 Sierpinski Karesi...........cococociiiiiiiiiiiiii 56
Sekil 3.9 6, =6, =...=6, =30 TFS fraktalinin olu$umu ...........ccecervrervrnienneinenrnnns 59
Sekil 3.10 6 =6,=6,=6,=45, 0, = 6,= 6,=0,=0 TFS fraktalinin olusumu........ 61
Sekil 3.11 Farkli & degerleri i¢in Sierpinski karesi-tipi fraktallar ................c.cc.coeee. 63
Sekil 4.1 G de iKIZKENAr AABC .....cooveveeeveieeeteietee ettt ettt 66
Sekil 4.2 Galile diizleminde Sierpinski {iggeninin olusturulmast ...........ccoeevervveieennn. 67
Sekil 4.3 Galile Sierpinski UGZENI........ccuviiiiiiiiiiiiiii i 68
Sekil 4.4 ¢, =@, =@ =1 i¢in Galile Sierpinski-tipi fraktal.............cccooeininiiiinnn 72
Sekil 4.5 Farkli ¢, @5, ¢; acilari igin Galile Sierpinski-tipi fraktallar ..................... 73

Sekil 4.6 Farkli @ ve ¢ degerleri icin Oklid fraktallarmin Galile diizleminde

T 6 11 1 o SRR 75
Sekil 4.7 ¢, =-1 ¢, =—0.34, ¢, =0.65 fraktalinin kutu sayma boyutu.................... 77
Sekil 4.8 Galile SIerpinski KareSi .........cocooiiiiiiiiiiiee e 79

Sekil 4.9 ¢, = ¢, = ¢, = ...=¢@, =1 i¢in Galile Sierpinski karesi-tipi fraktalin

OJUSUIMU 1.ttt ettt e e st e e an e e nnb e e e snb e e e nneeeans 82
Sekil 4.10 ¢, =@, = @, =...=@, =0.6 (y-shear) fraktal............c.cccooriiniiniiniiin 83
Sekil 4.11 @ =@, =@, =...=@, =0.3 (x-shear) fraktal...........ccccooooriiniiniinnin 84
Sekil 4.12 Farkli ¢, @,, @5, ..., @, degerleri igin fraktallar ..., 86

Sekil 4.13 Farkli 6 ve ¢ degerleri i¢in Oklid fraktallarmin Galile diizleminde
KargIlKIars ... 88

viii



Cizelge 2.1
Cizelge 3.1
Cizelge 3.2
Cizelge 3.3
Cizelge 3.4
Cizelge 3.5
Cizelge 3.6
Cizelge 3.7
Cizelge 4.1
Cizelge 4.2
Cizelge 4.3
Cizelge 4.4
Cizelge 4.5
Cizelge 4.6
Cizelge 4.7
Cizelge 4.8

CIZELGELER DiZiNi

Diizlemde Cayley-Klein geometriler...........cccovveveiieiieii s 10
Sierpinski GCgeni TES ......ooviiiiiii e 47
O, =6, =0 =10 TFS ..o 50
Farkli 6,60, ve 6, degerleri igin fraktallar............cccovvviiiiiininiinnnn, 51
Sierpinski Karesi TES .......ooviiiiiiiii e 56
O, =0,=...=0; =30 TFS ...t 60
6,=0,=0,=6,=45 6,=0,=0,=6,=0 TFS .....cecosiiiirirrrrrenn, 62
Farkli 6 degerleri i¢in TFS degerleri .........occooiiiiiiiiiiiiicc 64
Diizlemde ikizkenar Galile Sierpinski tiggeni TFS .........cccccoevervverereenennn. 68
O =P =@ =L TES s 71
Farkli ¢, @5, @ acilariigin TES. ..., 74
Galile Sierpinski Karesi.........ccooviiiiiiiiiiii e 80
O=0,=@=..=@ =L TFS ..o, 81
O=0,=@;=..=0=0.6 (y-shear) TFS ......c..cccoiiiriiireisee, 83
O=0,=@=..=@ =0.3 (X-shear) TFS ......c..cccoeiiiiriiriiiien, 84
Farkli ¢ degerleriigin TEFS ..o 85



1. GIRIS

Insanoglu daima iizerinde yasadig1 diinyayi, hayati ve evreni anlamlandirma gabasi

2

icinde olmus ve Francis Bacon’un “Bilmek, egemen olmaktir.” savini dogrularcasina
dogay1 anlamaya ve ona hlikmetmeye c¢alismistir. Bu sebeple, giinliik yasamin her
alaninda kullanilan geometrinin ge¢misi belki de insanlik tarihi kadar eskidir ancak
ispata dayali ve sistemli bir bilim dali haline gelmesi M.O. 3.yiizyila Oklid’in
Elementler isimli calismasina dayanmaktadir. Geometri kelimesi Eski Yunanlilar
zamaninda ilk defa kullanilmis ve etimolojik olarak diinyanin 6l¢iimii anlamina gelen
geometrein kelimesinden tiiretilmistir. Iki bin yili askin bir siiredir idealize edilmis
soyutlamalardan olusan bir geleneksel geometri halini alan Oklid geometrisi, bilim
adamlar1 ve matematikg¢iler i¢in evreni modelleme konusunda tek basina yetersiz
kalmistir. Geometri, yiizyillardir siiregelen ¢aligmalarla birlikte hep gelisme kaydetmis
ve Ozellikle 19. yiizyll geometrinin hizli bir gelisme dénemi olmustur. Oklid
geometrisinin yani sira yeni geometriler kesfedilmis ve gelistirilmistir. 1871 yilinda
Cayley ve Klein tarafindan Oklid geometrisini de igine alan dokuz diizlem geometrisi
tanimlanmistir. Bu geometrileri birbirinden farkli kilan metriksel 6zellikleridir. Klein’e
gore geometri, donilisiimler altinda degismez kalan 6zellikleri inceleyen g¢aligmalarin
biitiiniidir (Yaglom 1979). Cayley-Klein geometrilerden biri de Galile geometrisidir.
Galile geometrisinde Oteleme ve biiziilme doniisiimleri Oklid geometrisindeki ile
aynidir. Oklid geometrisinde shear (makas) hareketi olarak tanimlanan déniisiim Galile
geometrisinde bir donme hareketidir ve uzaklik ile agilar1 korur. Dolayisiyla Galile
geometrisi; Oteleme, biizilme ve donmeden olusan Galile hareketleri altinda de§ismez

kalan sekillerin geometrisi olarak tanimlanmistir (Yaglom 1979).

Bu calismanin temel dayanagini geometriler arasindaki metriksel farkliliklar
olusturmaktadir. Fransiz matematik¢i Mandelbrot kendi ismiyle anilan Mandelbrot
Ciimlesini kesfinden sonra aslinda bir kuadratik polinoma deger olarak kompleks
sayilarin verilmesi ve her olusan degerin yeni bir deger olarak kullanilmasi, bu dongiisel
isleme sonsuza dek devam edilmesi ve sonrasinda da olusan say1 dizilerinin anlamli bir
sekilde siniflandirilmast islemini olduk¢a basit ve herkesge diisliniilebilecek bir

matematiksel yontem olarak degerlendirmektedir. Lakin burada 6nemli olan husus

1



sudur; var olagelen seylere farkli bir bakis acgisi ile bakabilmek yahut mevcut
materyalleri, olgulari, diisiinceleri farkli kombinasyon ve yontemlerle bir araya
getirebilmektir. Bu ¢alismada bu diistince temeline dayanarak metrik degisikligi ile elde

edilecek somut ¢iktilarin ortaya konulmasi amaglanmaktadir.

Evreni ve tiim yasam formlarin1 modelleme yolunda insanoglu, bilgisayar tekniklerinin
kullanilmaya baslanmasindan 6nce de fraktal tanimlamasi yapmaksizin fraktallara dair
caligmalar ortaya koymustur ancak teknolojinin gelismesiyle birlikte bilgisayar
bilimlerinin geometri ile birlesmesi fraktal geometri ¢alismalarini ilerletmistir. Basit
algoritmalarin tekrarlanmasiyla olusan fraktallar dogada bir egrelti otu formunda, Oklid
geometrisine ait kurallar1 igeren algoritmalarin tekrarlanmasiyla Sierpinski ii¢cgeni,
Koch kar tanesi, Cantor ciimlesi vb. deterministik fraktallar olarak literatiirde yerini

almstir.

Fraktallara 0zgli iki ©Onemli Ozellik olan kendine benzerlik ve fraktal boyut
kavramlarinin metrikle iliskili olmas1, Oklid diizleminde olusturulan &zel deterministik

fraktallarin Galile diizleminde nasil bir goriintiiye sahip olacaklart sorusunu akillara

10
getirmistir. Shear hareketi yaptiran L J Galile donme matrisi ile olugan benzerlik

doniistimlerinin, C# programlama dili ile gelistirilen bilgisayar programinda
tekrarlanmasiyla olusan Galile tipi fraktallar, geometrik sistemlerin diizlem
geometrilerinde belirleyici bir faktor oldugunu somut olarak ortaya koymustur. Ayrica
bu calismada, degismezlerin geometrisinden hareketle Galile anlaminda kendine
benzerlik ve Galile kutu sayma boyutu kavramlari tanimlanmus ve Oklid geometrisi ile

karsilastirmali olarak verilmistir.

Bu c¢alismada yer alan tekrarli fonksiyonlar yaklasiminin Galile diizlemindeki
sonuclarina ilaveten farkli diizlem ve uzaylarda ortaya c¢ikaracag: sonuglar ise simdilik

kesfedilmeyi bekleyen bir ¢aligsma olarak sirrin1 korumaktadir.



2. KURAMSAL TEMELLER ve KAYNAK OZETLERI
2.1 Dual Sayilar

Dual sayilar, diizlem ve uzay geometrisinde geometrik uygulamalar bulmakla birlikte
cebirsel anlamda genellestirilmis kompleks sayilar siniflamasi iginde yer almaktadir.
Kompleks sayilar, X*+1=0 polinomunun koklerinin bulunmasinda reel sayilarin
yetersiz kalmas1 iizerine i imajiner birimi i¢in i° =—1 tanimlamasi yapilarak reel
sayilarin genisletilmisi olarak Gauss (1861) tarafindan ifade edilmistir. Dual sayilar
cebiri ise William Kingdon Clifford (1873) tarafindan kompleks sayilara benzer sekilde,
VX, yeR, x+¢&y formundaki sayilarin & dual birimi icin &* =0 tamimlamasiyla
olusturulmustur. Fizikte robotikler, mekanik, kinematik ve kat1 viicut hareketleri gibi
onemli calisma konularini modellemede kullanilan dual sayilarin  mekanige
uygulanmasi ve gelistirilmesi Alexander Petrovich Kotelnikov (1865-1944) ve Eduard
Study’nin (1862-1930) calismalarin1 beklemistir. J.Rooney (1978) ve [.M.Yaglom
(1979) galismalarinda dual sayilar1 diizlemde cebirsel ve geometrik olarak kompleks
sayilar ile karsilastirmali olarak agiklamislardir. Genellestirilmis kompleks sayilar
gruplamas1 i¢indeki kompleks sayilar Oklid diizlemi, double sayilar Lorentz
(Minkowski) diizlemi ve dual sayilar Galile diizleminin noktalar1 olarak ifade

edilmektedir.

R reel sayilar ciimlesi ve X, y € R olmak {izere (X, y) strali ikililerinin ciimlesi
RxR={(xy)|xyeR|
olmak iizere Rx R ciimlesi D ile gosterilsin.

D

{(x,y)‘x,yeR}

climlesi tizerinde iki i¢ islem ve bir esitlik s0yle tanimlanir:



V oz,=(x.¥) Z,=(%,Y,)eD igin

+:DxD——D

(21’22) — zl+22=(xl+x2,y1+y2)

seklinde tanimlanan “+” islemi D ’deki toplama (sekil 2.1.a),

2 DxD—>D

(21 ) Zz) —> 47 :(XIXZ y XY, X?_yl)’

9

seklinde tanimlanan islemi D ’deki ¢arpma (sekil 2.1.b) olarak adlandirilir.

Vz,=(%,%), 2,=(%.,Y,)eD i¢in x,=x, ve y, =Yy, ise z, ile z, esittir denir ve

z, = Z, seklinde gosterilir (Hacisalihoglu 1983).

(@) (b)
Sekil 2.1.a,b. D ’de toplama ve ¢arpma



Tanim 2.1.1

[

D=R xR ciimlesi iizerinde toplama “+ ”, ¢arpma ve esitlik islemleri yukaridaki

gibi tanimlanmis ise D ’ye dual sayilar ciimlesi ve V Z =(X, y) €D sayisia bir dual

sayt denir (Hacisalihoglu 1983).

Sekil 2.1°den goriilmektedir ki bir z = (X, y) eD dual sayis1 R* veya Xy — diizleminde

bir (X, y) noktasi ile eslesmektedir.

Tanim 2.1.2

Bir z=(x,y) €D dual sayisi,

z=(x,y)=(x,0)+(0,y)
x(1,0)+y(0,1)

¢

olarak yazilirsa (1, O) dual sayisina D ’nin islemine gore birim elemani veya Z ’nin

reel birimi, (O , 1) dual sayisina z ’nin dual birimi denir. (0 , 1) sayist ¢ ile gosterilir ve
¢-¢=¢"=(0,1)-(0,1)=(0,0)=0

dir. O halde bu tanimlar dogrultusunda D dual sayilar ciimlesi
D={z=x+scy|xyeR, £=0,5 =0

seklinde ifade edilir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.1.3
Z=X+¢Yy €D igin |Z| = |X + 8y| = |X| sayisina Z ‘nin mutlak degeri denir.

Dual sayilarda mutlak degerin 6zellikleri V z, z, , z, € Di¢in;



i) |z]=0x=0
i) 2 -lal

i) |z,+2,|<|z| +|z,|
dir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.1.4

Zz=X+¢y eD i¢in Z=X—¢Y dual sayisina Z 'nin eslenigi denir. Vz,z,,z, €D ve z

dual eslenigi olmak tiizere;

) (z)=2

W z,+2,=2,+2,,2,-2,=2, -1,

v) z-z=[7[

Vi) z+2=2Re(z) ve z—z=2Du(z)

dir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.1.5 (D iizerinde i¢ ¢carpim)

Z,=X+¢Y, Z,=X,+¢Y, €D olmak iizere,

(y:DxD—>R

(z.2,) —> (zl,zz>:Re<zlzz):x1x2

seklinde tanimlanan (,) islemine D {izerinde indefinit i¢c ¢carpim islemi denir (Tiitlinci

2009).



Tanim 2.1.6

D dizerinde tanimli (,) islemine gore bir z dual sayisinin O baslangig noktasina

uzakligi,

|-y
afRe(z,E)

=|x]
olup bu degere z nin normu denir.

Tanim 2.1.7 (Bir dual saymnin kutupsal gosterimi)

V z e D dual sayisi | z | =r # 0 olmak iizere,

(F+e?)
Z=X+ey=r|—+¢&=
r r

biciminde yazilabilir. Burada z nin argiimenti,
arg(z)= Y ®
X
Ve normu
r=|z|=x
olmak tizere her z dual sayis1 r ve ¢ ye bagh olarak,
z=x+ey=r(1+¢p)

seklinde kutupsal formda yazilabilir (Sekil 2.2), (Yaglom, 1979).
7
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Sekil 2.2 Bir z dual sayisinin kutupsal gosterimi

e’ nin kuvvet serisine acilimindan z = g¢ igin,
2 n
£ &
f (ep)=e” :1+5¢+ﬂ+---+ﬂ+---
2! n!

=1+¢e@
olmak tizere Euler formiilii,

e =1+ gp
olarak elde edilir. Bir z dual sayisinin iistel gosterimi

z=x+ey=r(l+ep)=re®

olup Taylor seri agilimindan

0 £(0+p) _ o 50, 2p
ve toplam formiilleri,

cos g (&+¢)=cosgocos gy

sing(0+¢) =sin gdcos ge+cos gdsin go

dir. Sekil 2.2’de yaricap1 r olan ¢gember {lizerindeki her z = (X, y) dual sayis1 igin



X=rcosge Ve y=rsinge

yazilabilir. Birim c¢ember {izerinde bulunan Vz=Xx+&cyeD dual sayis1 icin

r =| z| =x=1 oldugundan,
Xx=cosgp=1 ve y=singp=¢

elde edilir. Ayrica f(z)=2z" fonksiyonunun Binom ag¢ilimindan faydalanarak

Z=cosgp+esinge alinirsa,

(cosge+e&singe)" =cos g(ng) + &sin g(ng)
De Moivre formiilii elde edilir (Rooney 1978, Yaglom 1979, Akar vd. 2013).
Tanim 2.1.8 (Dual sayilarin matris gosterimi)
{ {x O}
M =
y X

islemleriyle birlikte birimli ve degismeli bir halkadir ve (M ,+,-) ile gosterilir.

X, yeR} climlesi matrislerde toplama ve matrislerde c¢arpma

(D, +,-) dual sayilar halkasi ile (M , +,-) halkasi izomorftur.

fD —— M

x 0
z:x+gy—>f(z)=[y x}

ile tantmlanan f doniisiimii bir izomorfizmdir (Hacisalihoglu 1983).

x 0 L e ers
Boylece Vz=X+egyeD dual sayist { } matrisi ile temsil edilebilir.
y X



2.2 Galile Diizlemi ve Geometrisi

M.O. 3. yiizyilda Oklid’in bes aksiyom iizerine kurdugu Oklid geometrisi, 19. yiizyilin
baslarinda N.Lobachevsky (1829), J.Bolyai (1832) ve C.F.Gauss’un hiperbolik
geometriyi ve G.F.Bernhard Riemann (1854), A.Cayley ve F.Klein’in (1872), i¢inde
hiperbolik ve parabolik geometrilerin de bulundugu Oklidyen olmayan “Cayley-Klein
geometriler”i kesfine kadar agirlikli gecerliligini korumustur. L.M.Yaglom (1979)
caligmasinda iki nokta arasindaki uzaklik ve iki dogru arasindaki a¢i Ol¢limiini
parabolik, hiberbolik ve eliptik olarak smiflamis, bu da uzaklik-agi Slgiimiine bagl
olarak dokuz diizlem geometrisini olusturmustur. Bu c¢aligmanin temel konusu olan
Galile geometrisi de bu siiflandirmada yer alan geometrilerden biri olup, dokuz diizlem

geometrisinin gosterildigi tablo ¢izelge 2.1°de yer almaktadir.

Cizelge 2.1 Diizlemde Cayley-Klein geometriler

Uzunluk olciisti
Eliptik Parabolik Hiperbolik
Eliptik | Eliptik Geometri Oklid | icerbolik Geometri
Geometrisi
Oklid Geometrisi ile Minkowski
At Parabolik ) plrllkte Gallle_ _ Geome_tr|3| ile
bleiisii Anti Newton - Geometrisi birlikte
Hooke” “Newton - Hooke”
Hiperbolik . .
Hiperbolik | Geometri ile birlikte '(\s/léglr(r?g;’rs;l;: “De-Sitter”
“Anti De — Sitter”

Diizlemde Oklid dis1 geometriler R* diizleminin farkli i¢ carpimlar ile birlikte ele
alinmasiyla elde edilen diizlemler iizerinde olusurlar. Galile ve Lorentz geometrileri

buna Ornek olarak verilebilir. Galile geometrisi Tanim 2.1.5’te verilen i¢ carpim ile
birlikte olusan G* Galile diizleminin, Lorentz geometrisi ise V Z, z, € R* olmak iizere

(2,2, )=%X,—Y, Y, seklinde taniml1 i¢ garpim ile birlikte diisiiniildiigiinde olusan L’
Lorentz diizleminin geometrisidir.

10



Bu béliimde Galile diizleminin cebirsel ve geometrik 6zellikleri ele alinmistir.

Tanim 2.2.1

D afin uzay1 R {izerinde z, =X +¢Y,, Z,=X, +&Y, €D olmak iizere

(V:DxD—>R

(2,.,2,) —> (7,,2,), =Re(zlz_2):x1x2, X, #X,

i¢ carpimu ile diisiiniildiigiinde, D ye Galile diizlemi denir ve (]R2 . D, <,>) veya G*

ile gosterilir (Rooney 1975).
2.2.1 Galile diizleminde uzakhk ve 6zel uzakhk

Galile diizleminde A(x,,y,) ve B(X,,y,) noktalar: arasindaki uzaklik AB dogru

parcasinin X — ekseni iizerindeki PP, projeksiyonunun uzunlugudur ve

dAB = |X1 - X2|
ile hesaplanir (Sekil 2.3).
L S
B(x.y)
|
|
A I:xl - }'1] |
| |
|
| |
I |
| s |
0 P B X

Sekil 2.3 Galile diizleminde d,; uzaklig

11



Eger d,; =0 ise x, =X, ve A(X,Y,) ve B(X,,y,) noktalar1 y— eksenine paralel

ayni 6zel dogru lizerindedir. Bu durumdaki noktalar icin sekil 2.4°te gosterilen

5AB =|y1_y2|

ozel uzaklik tanimi verilir (Yaglom 1979).

¥
&
B(x.»)
5;!;5‘
| “i(xh}ﬂ
|
|
|
| .
0 P=FR x

Sekil 2.4 Galile diizleminde 6zel uzaklik

Tamm 2.2.2 (Galile Norm)
VA(X,y)e G? icin Galile diizleminde norm,

| x|, x=0
||A||={

ly|, x=0

seklinde tanimlanir. Dual sayilar igin tanim 2.1.6 ile verilen norm, Galile norm

taniminin i¢inde yer almaktadir (Yaglom 1979).

12



Tamm 2.2.3 (Galile Cemberi)
Galile diizleminde sabit bir Q(X,,Y,) noktasmna uzakligi r (r e]R*) olan K (x,y)

noktalarinin climlesine Galile ¢emberi denir (Sekil 2.5). Bu durumda merkezi

Q(X,,Y,) ve yarigapt r olan K g¢emberinin denklemi,

Ao = X=X | =T

(x—%,) = r?

X=Xy ==%r
X=X=xr
olarak elde edilir.
Y A ‘
¢
&
&
'
* K(x.y)
i
L 4
O[:xm}:JQ
L ]
’ >
0 [x-—r i X+ X

Sekil 2.5 Q(X,, Yy, ) merkezli r yarigapli Galile gemberi

O halde daha genel bir ifadeyle Galile diizleminde Q merkezli ve r yarigapli gember
iki 6zel ( y—eksenine paralel) dogrudan olusur. Galile ¢emberine esit r mesafede olan
Q noktalari, cemberin sonsuz ¢oklukta merkezinin oldugunu goéstermektedir. r=0

olmasi durumunda bu iki 6zel dogru ¢akisir (Sekil 2.6).

13



Sekil 2.6 r yarigapli Galile gemberi i¢in r =0 durumu

Galile diizleminde birim ¢ember, merkezi O(0,0) ve yaricapi r=1 olan P(x,y)

noktalarinin ciimlesidir. O halde,
Se' :{P(X, Y) | dop :1}

yazilabilir.

dop =[x-0]=1
x? =1
Xx==+1

0zel dogrularia Galile birim ¢emberi denir (Sekil 2.7) ve
S ={P(x.y)Ix=%1,yeR}

ile gosterilir (Yaglom 1979).

14
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Sekil 2.7 S.' Galile birim gemberi

2.2.2 Galile diizleminde a1
Galile diizleminde Oklid diizlemindeki tanimina benzer olarak; baslangi¢ noktalari ayni

olan iki dogru pargasinin birlesimine a¢z, birim ¢ember {izerinde ayirdiklari ¢ember

yayina aginin 6l¢tisii denir (Sekil 2.8).

AB

¥

Sekil 2.8 Galile diizleminde ag1

15



Galile diizleminde ¢cember yaylar1 dogrulardir. Bu durumda sekil 2.8’den (B(A)A) acist

ile gordiigii AB yay uzunlugu i¢in (B(A)A) == AB yazilabilir.

Benzer sekilde merkezi O baslangic noktasinda bulunan y=mX ve y=m)X

dogrularmin arasindaki agmin odlgiisii & =|m2 - ml| ile hesaplanir ki bu 6zel uzaklik

taniminin ta kendisi olup sekil 2.9’da gosterilmistir.

y=mx

L J

Sekil 2.9 G*de merkezi O olan dogrular arasindaki ac1

Daha genel bir ifadeyle Galile diizleminde y=mXx+n, ve y=m,x+n, esitlikleri ile
verilen |, ve |, dogrulari arasindaki ag1 da bu dogrularin kesisim noktasini (Q) merkez

kabul eden birim ¢gember lizerindeki ' , yaymin uzunlugu olarak ifade edilebilir (Sekil

2.10) ve ol¢iisii,

5|1|2 =|m2 - ml|

ile hesaplanir.

16



[Ls]

yd _
= x

Sekil 2.10 Galile diizleminde |, ve |, dogrular1 arasindaki a1

|, ve |, dogrularinin paralel olmasi durumunda bir yaydan séz edilemeyecegi icin

O, =0 olacaktir. Bu durumda y=mx+n, ve y=mx+n, esitlikleriyle verilen paralel

dogrular arasindaki ozel uzaklik,
dlllz =| n, _n1|

ile hesaplanir (Sekil 2.11), (Yaglom 1979).

/ dfl I y El

L J

Sekil 2.11 Galile diizleminde paralel |, ve |, dogrular arasindaki 6zel d,, uzakhigy
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Oklid geometrisinde bir noktanin bir dogruya uzakhig: diklik kavramu ile ilgilidir (Sekil
2.12.a). Galile diizleminde birbirine paralel iki dogru arasindaki uzaklik tanimindan
hareketle bir K noktasinin bir | dogrusuna olan uzaklig1 6zel uzaklik tanimi ile verilir.
Bu da Galile geometrisinde bir dogrunun dikmesi roliinii 6zel dogrularin oynadigini

gostermektedir (Sekil 2.12.b), (Yaglom 1979).

E] [

L J
¥

a. b.
Sekil 2.12.a.b. Oklid ve Galile geometrisinde bir noktanin bir dogruya uzaklig

2.2.3 Galile diizleminde ii¢gen

Galile diizleminde en basit cokgen, koseleri A, B,C , kenar uzunluklari
dee =@, d,e =b, dg =C veagilan 6, = A, 5, =B, 8,, =C olan bir ABC iiggeni (Sekil

1 Yca

2.13) olmak {izere,

18
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Sekil 2.13 Galile diizleminde a ABC

ABC ii¢geninin kenar uzunluklari ve acilari arasinda,

esitlikleri vardir.

Galile diizleminde bir liggenin kenarlarina ait yiikseklikler, ticgenin kdse noktalarindan
gecen ve disindan kesen 6zel dogrular lizerinde bulunur (Sekil 2.14). ABC iiggeninin

sirastyla BC, AC ve AB kenarlarina ait yiikseklikler h,, hb ve h. olmak tizere kenar

ve ac1 esitliklerinden

elde edilir.
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F
R
F iy
A
g s
Y
“ g
= s
" I
N ; h,
- O/
By
II.51‘-'.'.‘
B
I
E |
A

| I I

| | |

| I
[~ | 7 .

0 i iy A y A X
b a

Sekil 2.14 Galile liggeninde yiikseklik

Galile diizleminde bir {icgenin alani, Oklid diizleminde oldugu gibi tabani ile
yiiksekliginin ¢arpiminin yarisina esittir. Bu durumda ABC ii¢geninin alan1 S olmak

luzere

1
S==-ah, :Ebhb =—ch,
dir. Diger taraftan
1. . R .
S =§bcA=—acB=—abC

esitligi Galile geometrisinde bir iiggenin alaninin herhangi iki kenar ile o iki kenar

arasinda kalan aginin ¢arpiminin yarisina esit oldugunu gostermektedir (Yaglom 1979).
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Tamm 2.2.4 (Galile diizleminde ii¢genlerde eslik ve benzerlik)
Galile diizleminde iicgenler Oklid diizleminde oldugu gibi kenar uzunluklari ve
acilarma gore siiflandirilirlar ancak Oklid diizlemindeki {icgenlerin temel eslik

aksiyomlariin hepsi Galile diizleminde saglanamamaktadir.

Galile diizleminde iiggenlerin tiim kenar uzunluklarinin karsilikli olarak esit olmasi
ticgenlerin esligi icin yeterli bir sart degildir. Bu sebeple Oklid diizlemindeki KKK

(Kenar-Kenar-Kenar) aksiyomu Galile diizleminde saglanmaz.

Sekil 2.15.a.b. Galile diizleminde ti¢genlerin KKK iligkisi
21



Sekil 2.15.a’da kenar uzunluklar1 esit olan ABC ve ABC' ii¢genleri ve sekil
2.15.b’de ABC ve ADE iicgenleri es degildir.

Benzer sekilde KAK (Kenar-Agi-Kenar) ve AKA (Agi-Kenar-Agi) aksiyomlar: da

yalnizca ayni yonlii kenar uzunluklar1 ve ayn1 yonlii ag1 degerleri esit ise gecerlidir

ve sekil 2.16’daki ABC ve A'B'C' liggenleri estir.

A

Sekil 2.16 Galile diizleminde es liggenler

Galile diizleminde benzerlik kavrami Oklid diizlemindeki ile aynidir. Tanim 2.2.4teki
kenar-ag1 esitliginden agikca goriilmektedir ki karsilikli agilari esit olan ABC ve

A'B'C tiggenlerinin kenar uzunluklar1 arasinda belli bir oran vardir ve bu orana

|A'B| _|A'C|_[B'C|_
|AB| |AC| [BC|

olmak iizere birinci tip benzerlik oram denir. Galile diizleminde Oklid diizleminde
oldugu gibi agilar1 koruyan ve uzunluklar1 belli bir oranda azaltan/arttiran benzerlik
dontistimleri (biiziilme/genisleme) liggenleri tiggenlere dontistiiriirler. A'B'C tiiggeni k
birinci tip benzerlik katsayili benzerlik doniisiimii ile ABC {i¢cgeninden elde edilir

(Sekil 2.17).
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Sekil 2.17 Galile diizleminde birinci tip benzer liggenler

Benzer sekilde Galile diizleminde karsilikli kenar uzunluklar1 esit olan tiggenlerin aci

degerleri arasinda belli bir oran vardir ve bu orana

(CAB) (ABC) (ACB)
(CAB) (ABC) (ACB)

olmak tzere ikinci tip benzerlik orami denir. $ekil 2.18’deki AB,C, lggeni kenar

uzunluklarimi koruyan ve agilart belli bir oranda degistiren x ikinci tip benzerlik

katsayili benzerlik doniisiimii ile ABC {i¢geninden elde edilir (Yaglom 1979).

Sekil 2.18 Galile diizleminde ikinci tip benzer liggenler
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2.2.4 Shear hareketi - Galile diizleminde donme

Shear hareketi dual sayilarin en 6nemli uygulamalarindan biri olup uzay hareketleri ve

Oklid dis1 geometrilerde kullanilir (Yaglom 1979).

Galile diizleminde bir A(X,y)noktast ¢ kadar dondiikten sonra A'(x',y') noktasi

olmak tizere,

X =rcosgé x'=rcosg(6+9)

y=rsingd y'=rsing(0+¢)

esitlikleri yazilabilir (Sekil 2.19).

]
'=x't+&y’
@
Z=X+gy
O 1 l-ic

Sekil 2.19 Galile diizleminde déonme

Tanim 2.1.7°den

X'=Xxcosgp+0y

y'=Xsingep+ ycosge

ve VpeR i¢in cosgep =1 ve singe =@ oldugundan
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X =X

y'=opx+y

MEFH

seklinde ifade edilen doniisime G* de Shear hareketi denir (Yaglom 1979, Akar vd.
2013).

veya matris formunda

Oklid diizleminde birim kompleks sayilarin oynadig1 rolii Galile diizleminde birim dual
sayilar oynamaktadir. Galile diizleminde bir dual saymnm z =€*? = (1+&¢) birim dual
say1st ile ¢arpilmasi, o dual saymin ¢ kadar donmesi demektir. Dual sayilarin ¢arpma

isleminin bir shear hareketi ifade etmesinden hareketle Galile diizleminde donme, shear

1 0
hareketi yaptiran e =1+ ¢p = { i } operatdrii yardimiyla V z = (X, Y) e G’ igin,
@

L

seklinde tanimlanir.

Oklid ve Galile diizlemindeki ddénme hareketleri cebirsel ve geometrik olarak
karsilastirildiginda kompleks ve dual sayilarin ¢arpim kurallarina bagl olarak farklilik
gosterdigi goriilmektedir. Donme hareketi ¢embersel bir harekettir. Donme hareketi
Oklid (Sekil 2.20.a) ve Galile (Sekil 2.20.b) diizlemlerinde cemberler boyunca
gerceklesir.
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L
v

a. b.
Sekil 2.20.a.b. Oklid ve Galile diizlemlerinde donme hareketi

Tamim 2.2.5 (x-shear ve y-shear Doniisiimii)
G’de Vo eR icin X— shear doniisiimii,

T

Bir D — G? bolgesi igin V(X, y) € D nin X— shear doniigiimii altindaki goriintiisti sekil

bigiminde tanimlidir.

2.21.a.b.c’deki gibidir.
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(x+@y.y)

b. D, >0 c. D,, <0

Sekil 2.21.a.b.c. X—shear doniisiimii

G® de Vo eR igin y—shear doniisiimii,
H:GZ —— G

a5 4 oW

D <=G? bolgesi i¢in V(X,y)eD nin y-—shear doniisiimii altindaki goriintiisii sekil

dir.

2.22°de gosterilmistir.
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(x=x:;1:'+}']
[:x= x¢?+}']

: 4

— x

a. D;, >0 b. D,, <0

[
o
[

Sekil 2.22.a.b 'y —shear doniistimii

Ornek 1
Galile diizleminde kenar uzunluklarn |AO|=0.5, |AB|=0.5 ve |OB|=1 olan bir

1 0
ikizkenar liggen AOB olsun (Sekil 2.23.a). y-shear doniisiim matrisi { 1} olmak

®

10
tizere ¢ =1 i¢in z=1+¢&p birim dual sayisina karsilik gelen L 1} donme matrisi

i 1 0]
elde edilsin. AOB tiggeni L 1 matrisi ile donme hareketi yaptiginda A'OB' iiggeni
: : {10 L :
(Sekil 2.23.b) ve A'OB' liggeni 11 matrisi ile donme hareketi yaptiginda A"OB"

ticgeni (Sekil 2.23.c) elde edilir.
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a. b. C.
Sekil 2.23.a.b.c Galile diizleminde a AOB nin donmesi

Galile diizleminde shear hareketi uzaklik ve agiy1 koruyan bir doniisiimdiir. Dolayisiyla

sekil 2.23’ten gorlilmektedir ki donme hareketi sonrasi olusan iicgenlerin kenar
uzunluklar1  arasinda |AO|=|A'O|=|A"O|=O.5,|AB|=|A'B'|=|A"B“|=O.5 ve
|OB|=|OB|=|OB"|=1 esitlikleri vardir. Tamm 2.2.7°den karsilikli kenar uzunluklar
esit olan AOB, A'OB' ve A"OB" liggenlerinin ag1 degerleri arasinda x =1 ikinci tip
benzerlik oran1 oldugu kolayca hesaplanabilir. Buradan kenar uzunluklar1 ve agilari esit
bu tiiggenlerin Galile anlaminda benzer {iggenler oldugu agiktir. Bu durumda su

genelleme yapilabilir:

Kose noktalart A(x;,Y;), B(X,,¥,), C(Xs,Y,) olan herhangi bir iggen a ABC olsun.

1 0
[ L } donme matrisi ile ¢ — kadar dondiikten sonra elde edilen yeni liggenin kdse
4

noktalart A'(x,",y,"), B'(X,",y,") ve C'(X,",y,") olmak iizere liggenlerin kdse noktalari

arasinda su bagint1 vardir:

X1I=X1 X, =X, X3'=X3
Y. =ox +Y, Yo =X, +Y, Y3 = @X+ s
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1 0
Donme sayist arttirildiginda da goriilmektedir ki ABC iiggeninin [ L } donme matrisi
4

ile n. kere donmesi sonucu olusacak tiggenlerin kdse noktalar1 arasindaki baginti

X, =%
yn'=n§0X1+y1

seklinde genellenebilir. Buradan su sonug elde edilir: Galile diizleminde shear hareketi

0
yaptiran [ } donme matrisindeki ¢ donme agisi, Galile diizleminde ikinci tip

benzerlik katsayisi olarak tanimlanan x degerinden baska bir sey degildir. O halde

denilebilir ki; Galile diizleminde shear hareketi sekillerin uzunluklarini ve agilarini korur.

Tamm 2.2.6 (G° de Galile hareketi)
Z= (X, y) e G’ igin
f:G>° ——— G?

(x,y)—— (X", y)=(x+0y+a, px+y+h)

veya matris formunda,

e )

seklinde tanimlanan dontisiime Galile hareketi denir. Galile hareketi bir shear ve bir
Otelemenin bileskesidir.

Bir diger sekilde
X'=X+a
y'=pXx+y+b
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esitlikleri ile tanimli olan Galile doniisiimleri; dogrulari dogrulara, paralel dogrular

paralel dogrulara doniistiiriirler, dogrusallig1 ve alan dl¢iisiinii korurlar (Yaglom 1979).

2.3 Fraktallar

Fraktallarin ¢ok fazla tanimi1 olmakla birlikte Mandelbrot fraktallari; kendisinin kii¢iik
kopyalarini iceren kirikli ve piitiirlii geometrik sekiller olarak tanimlamistir (Mandelbrot
1982). Mandelbrot, Latince kirikli anlamina gelen fractus kelimesinden tiirettigi fraktal
kelimesinin, bu etkileyici matematiksel kiimeleri nitelemek {iizere literatiire girmesine
biiyiik katki saglamistir. 1982 yilinda yayimlanan “Doganin Fraktal Geometrisi (The
Fractal Geometry of Nature)” isimli kitabinda Mandelbrot, “Bulutlar kiire degildir,
daglar koni, kiy1 seritleri cember degildir. Ne aga¢ kabuklar1 diizdiir ne de yildirim diiz
bir dogrultuda hareket eder.” demekte ve doganin klasik geometrik figiirler yerine
fraktallar ile daha iyi modellenebilecegini one siirmektedir. Fraktal benzeri 6zelliklere
sahip kar tanesi, brokoli ve egrelti otu dogal nesnelere ornek olarak verilebilir.
Mandelbrot, bilgisayar programlari ile geometriyi bulusturup muhtesem gorsel sonuglar
elde etmis ve kendi adin1 tagiyan Mandelbrot climlesini kesfetmistir. Aslinda fraktallarin
tarihi gok daha eskiye dayanmaktadir. Tk matematiksel fraktalin kesfi 1861 yilinda Karl
Weierstrass tarafindan siirekli fakat higbir noktada diferensiyellenemeyen, yani kose
noktalarindan olusan bir egri lizerindeki degismelerin arastirilmasi sirasinda, hicbir
noktada degisme oran1 bulunamayacak olan egrilerin kesfine dayanmaktadir. O
zamandan beri Unlii matematikg¢iler tarafindan siirekli ve diferensiyellenemeyen
fonksiyonlar lizerine ¢alismalar yapila gelmektedir. Helge Von Koch 1904 yilinda kendi
adiyla bilinen iinlii Koch egrisini tanimlamigtir. Georg Cantor tarafindan 1884 yilinda
tanimlanan Cantor climlesi ve Waclaw Sierpinski tarafindan 1916 yilinda tanimlanan

Sierpinski tiggeni klasik fraktallara 6rnek olarak verilebilir.

Kendisinin belli oranda kiigiiltiilmiis pargalarindan doéniisiimler vasitasiyla olusan
fraktallarin iki Onemli ©zelligi bulunmaktadir; kendine benzerlik ve fraktal boyut.
Karakteristik bir 6zellik olan fraktal boyut, fraktallarin geometrik yapilar ile ilgili
bilgiler vermekte ve herhangi bir reel say1 olabilmektedir; fraktallari diger geometrik

sekillerden farkli kilan da budur. Fraktal boyut kavrami tarihsel siirecte Haussdorff
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(Haussdorf 1918) ve Falconer’in (Falconer 1985, 1990, 2003) c¢alismalarinda yer
almistir. Fraktal boyut i¢in birgok tanim olmakla birlikte bunlardan biri kutu sayma
boyutu yontemidir ve kolaylig1 sebebiyle biiyiik Ol¢lide bu yontem kullanilmaktadir.
Diger yontemler; benzerlik boyutu, topolojik boyut, Haussdorff boyutu olarak

orneklendirilebilir.

Fraktallar1 olusturan iki tip algoritma vardir; deterministik ve rastgele algoritmalar. Bu
caligmada deterministik algoritmalarca iiretilen fraktallar incelenmistir. Deterministik
tekrarlama, belirli bir kuralin rekiirsif olarak tekrar edilmesi islemine dayanir. Sierpinski
Ucgeni (1916), Koch egrisi (1904), Cantor ciimlesi (1872) literatiirde en bilinen
deterministik fraktallar olarak yer almakta olup konunun detaylar1 Peitgen’in (Peitgen

1991, 1992) galismalarinda yer almaktadir.

Fraktallar, olciilebilir bir uzaklik kavraminin tanimli oldugu bir uzayda yani metrik
uzayda tanimlanir ve olusturulurlar. Bu béliimde, fraktallarin nasil olusturuldugunun
anlasilabilmesi i¢in gerekli olan metrik, tekrarli fonksiyon sistemleri, doniisiimler,

kendine benzerlik ve boyut kavramlarina yer verilmistir.
2.3.1 Metrik kavramlar

Uzay basit¢e noktalarin koleksiyonu olarak ifade edilebilir. Fraktallar metrik uzaylarda
olusturulur. Metrik uzaylar, noktalar arasi uzakligr 6lgmek i¢in metriklerin taniml
oldugu, uzaym o6zel tiirde alt uzaylaridir. Uzaklik kavrami ise cogunlukla; say1 dogrusu
tizerindeki iki nokta i¢in farklarinin mutlak degeri, diizlemdeki iki nokta i¢in ise Pisagor
teoremi ile hesaplanan degerdir. Ancak uzaklik kavrami, metrik tanimima bagli olarak

farklilik gostermekte olup genellestirilebilir.

Tanim 2.3.1

X bos olmayan bir kiime ve X iizerinde tanimli reel degerli bir fonksiyon

d: X x X ——>R olsun. Vx,y,ze X igin,

i) d(x,y)=0,
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ii) d(x,y)=0=x=Yy,
i) d(xy)=d(y,x),
iv)  d(xz)<d(xy)+d(y,2),
ozelliklerine sahip d fonksiyonuna X kiimesi iizerinde metrik (uzakiik), (X,d)

ikilisine metrik uzay adi verilir.

Klasik fraktallarla yakindan ilgili olan Oklid metrigi VA= (X, Y,), B =(X,,Y,) € R? igin

d,(AB)=\(x—¥.) +(%-V,)

seklinde tamimhdir (Sekil 2.24.a). R®, Oklid metrigi ile tam metrik uzaydir. R?
lizerinde tamimli bir baska metrik olan Manhattan metrigi ise Oklid metriginden

farklidir. Bu metrik noktalar arasi uzakligi dikey ya da yatay sekilde Olger ve
VA= (X, ;) B=(x2,y2)e]R2 i¢in

dz(A’ B):|X1_y1|+|xz _Y2|

seklinde tanimlidir. R?, Manhattan metrigi ile birlikte bir metrik uzaydir (Sekil 2.24.b).
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Sekil 2.24.a Oklid metrigi, d, (A, B) , b. Manhattan metrigi, d, (A, B)

Tanim 2.3.2

(X,d) bir metrik uzay ve A< X olmak iizere V a e A igin,
B(a,r)c A

olacak bicimde bir r >0 sayist var ise A kiimesine agik kiime denir.

Tanim 2.3.3

(X,d) bir metrik uzay ve Ac X olmak iizere A nin kapanigi A= Au{ A nin limit

noktalari }kl’imesine A nin kapanisi denir. A tim limit noktalarini igeriyorsa A

kapalidir denir.
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Tanim 2.3.4

(X,d) bir metrik uzay, x, € X ve r>0 olsun.
B(X,,r)={xeX: d(x,x)<r}

kiimesine x, merkezli ve r yarigaph acik yuvar,
B(X,,r)={xeX: d(x,x)<r}

kiimesine X, merkezli ve r yarigaph kapali yuvar,
S(X,F)={xeX: d(x,x)=r}

kiimesine X, merkezli ve r yarigapl yuvarin simir kiimesi denir.

Tanim 2.3.5
Bir (X,d) metrik uzayinda Ac B(X,,M) olacak sekilde M >0 ve x, € A var ise A

kiimesine sinrlidir denir.

Tanim 2.3.6

Bir (X,d) metrik uzaymnda {Xn} ve xe X verilsin. Her £>0 igin d(Xn,X)<8
olacak sekilde ve her n> N olmak iizere bir N € N bulunabiliyorsa {x,} dizisi x e X

noktasina yakinsaktir denir. Bir diger ifade ile X e X noktasina {x,} dizisinin limit

noktasi denir ve

limx, =x

n—oo
bi¢ciminde gosterilir.

Tanim 2.3.7

Bir (X,d) metrik uzayinda her £ >0 i¢in d(X,,X,)<é& olacak sekilde tim m,n> N

dogal sayilari i¢in bir N € N bulunabiliyorsa {x,} dizisine Cauchy dizisi denir.
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Teorem 2.3.1

Bir (X , d) metrik uzayinda {Xn} dizisi yakinsak ise Cauchy dizisidir.

Tanim 2.3.8
Bir (X,d) metrik uzayinda her {x,} Cauchy dizisi yakinsak ise (X,d) metrik uzay:

tamdar.

Teorem 2.3.2

(X,d) metrik uzay: kompakttir <> (X,d) tam ve sinirhidur.

Teorem 2.3.3

(X,d) bir tam metrik uzay ve Ac X olsun. A kiimesi kompakttir < A kiimesi

kapal1 ve sinirhidir.
2.3.2 Tekrarh Fonksiyon Sistemleri

Iterasyon bir siirec, bir baslangi¢c durumuna siirekli uygulanan kurallar biitiinii demektir.
Fraktallar bir matematiksel fonksiyonun baslangic verisine uygulanmasi ve olusan yeni
verinin iterasyon metodu ile yeni bir baslangi¢ verisi olarak alinmasi ile yani rekiirsif
olarak elde edilir ve bu tekrarli doniisiimler altinda degismez kalan yapilar olarak ifade

edilirler. Bu konu Edgar’in (Edgar 1990) ¢alismasinda yer almaktadir.

f :R*——R* matematiksel fonksiyonu i¢in X, = f(x,) tekrarlama formiilii ile
karakterize edilen iterasyon modelinde baslangic degeri X, € R olmak tizere f

fonksiyonunun iterasyon siireci

X = f(x)
X, =f(x)=1%(z)
X = (%)= 17(%)
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Xn = f(Xn—l) = fn(XO)

Xn+1 = f (Xn) = f n+l(X0)

seklinde ifade edilir. X ,, = f(x,) iterasyon kurali ile elde edilen degerlerin dizisi
{XO,Xl,XZ,...,Xn} olmak iizere bu dizi X, baslangic degerinin yériingesi admni alir.
Kompleks dinamik sistemler sahasinda calisilan bu konu aslinda n-—oo igin
{XO, Xy Xy ey Xn} dizisinin akibetinin ne olacagi konusudur. Bu yo6riinge farkli iterasyon

modelleri i¢in ve baslangi¢c degerine bagli olmak tizere farkli davranislar sergileyebilir;

sonsuza 1raksar, bir degere yakinsar ya da periyodik olarak belli degerleri alabilir.

Bu dogrultuda su tanimlama yapilabilir; belli 6zellikte matematiksel fonksiyonlarin
sonlu sayida koleksiyonundan olugan sistemlere Tekrarli Fonksiyon Sistemleri (TFS)
adi verilir ve fraktallar TFS ler ile olusturulurlar. Tekrarli Fonksiyon Sistemleri’ne
iligkin tanmimlamalar ilk olarak 1981 yilinda Hutchinson ve sonra Barnsley ve
Demko’nun (1985) c¢alismalarinda yer almistir. Tekrarli fonksiyon sistemlerini

olusturan doniigiimler en genel anlamda afin doniigiimlerdir.
2.3.3 Doniisiimler

Tanim 2.3.9

F:R*——>R?icin a,b,c,d,e, f e R ve ad —bc = 0 olmak iizere

F (x,y)=(ax+by+e,cx+dy+ f)

ve matris formunda

dR R MEH

seklinde tanmimlanan donistimlere afin doniigiimler denir. Afin donisiimler 6nemli

geometrik ve cebirsel 6zelliklere sahiptirler.
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Son donemlerde galisilan ve McMullen’in (1984) Falconer (1988) ve Bedford (1989),
calismalarinda da yer alan afin biiziilme doniisiimlerinden olusan tekrarli fonksiyon
sistemleri ile olusan kiimeler self-afin kiimeler olarak adlandirilmaktadir. Benzerlik
doniistimleri ile olusturulan kendine benzer kiimeler (self-similar) ise self-afin
kiimelerin 6zel bir siifini teskil etmektedir. Oklid diizleminde fraktallar bu 6zel sinifta
yer alan doniisiimler ile olusturulurlar. Calismanin ilerleyen kisimlarinda goriilecektir
ki; Oklid diizleminde bir fraktal benzerlik déniisiimlerinin koleksiyonu olan bir TFS ile

olusurken, Galile diizleminde bir fraktal afin doniisiimler ile olusabilmektedir.

Tanim 2.3.10
F:R*——>R? i¢in s,e,feR, s>0, 0<0<27 ve X,yeR®? olmak iizere s

benzerlik katsayili bir benzerlik déniisiimi

(D 2

Afin doniisiimlerin 6zel bir formu olan benzerlik doniisimleri donme, biiziilme,

seklinde tanimlidir.

genisleme ve 6teleme doniisiimlerinin birlesiminden olusan kati hareketlerdir. Benzerlik

doniistimlerinin en dnemli 6zelligi agilart korumalaridir.

Tanim 2.3.11

F : R ——R? olmak iizere her x,y e R* icin

|F(x)—F(y)|<s|x-Y]|

olacak sekilde bir 0<s<1 var ise S ye biiziilme sabiti, f fonksiyonuna biiziilme
doniistimii denir,

{Fl, F.... Fn} sonlu sayida biiziilme doniisiimiinden olusan bir tekrarli fonksiyon

sistemi olmak tizere
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S:LKJ F (S)

seklindeki S # @ < R® kompakt kiimesine F. doniisiimleri altinda sabit kalan kiime

veya olusturucu denir Hutchinson 1981, (Falconer 1988).
2.3.4 Kendine benzerlik

Fraktallarin karakteristik bir 06zelligi olan kendine benzerlik (self-similarity), bir
nesnenin kendisini olusturan her parcasmnin kendisine bir benzerlik oraninca

benzerligini ifade etmektedir. R?de s (0<s <1) benzerlik oranli k adet doniisiim ile

olusan kapal1 ve sinirl bir kiime S olmak {izere,

S=§US,uU§U..US,
seklinde ifade edilebilir. S,,S,,S,, ..., S, kiimeleri S kiimesine s benzerlik oraninca
benzer alt kiimelerdir. Bir diger ifade ile S,,S,,S;,...,S, kiimeleri S kiimesinin s

benzerlik oraninca kiiciiltiilmiis kopyalaridir.
2.3.5 Fraktal boyut

Boyut kavrami genel olarak uzunluk, alan veya hacim gibi Oklid tarz1 6l¢iimlerle
iliskilendirilerek ifade edilmistir. Bu yaklasim topolojik boyut kavramina
dayanmaktadir. Noktanin topolojik boyutu 0, dogrunun 1 ve diizlemsel bir seklin ise 2

dir.

Fraktallarin bir diger karakteristik 6zelligi olan fraktal boyut ise uzaklik kavramindan
hareketle tanimlanan, metrik bir kavramdir. Fraktal boyutun en 6nemli 6zelligi ise
kesirli deger alabilmeleridir. Kesirli boyut baska tiirlii agik¢a tanimlanamayan nitelikleri
Olcmenin yoludur; piitiirliiliik, kiriklik ya da diizensizlik derecesi gibi (Gleick 2005).
Mandelbrot'un “Ingiltere kiyilarmin uzunlugu nedir?” ve "Bir iplik yumagmin boyutu

nedir?" sorularinin cevabr Olgek konusu ile ilgilidir. Dogadaki diizensiz sekillerin
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Olciilebilmesi konusu, pitiirliilik derecesi ile fraktal boyut kavramini bir araya

getirmistir.

En temel ifade ile ‘Gl¢gme, 6lgii’ ile ilgili olan boyut; diizensiz, karmasik sekillerin nasil
Olgiileceginden hareketle 1919 yilinda Felix Haussdorff tarafindan kendine benzer
kiimeler ic¢in tanimlanmistir. Fraktal boyutu Haussdorff’un bu tanimini temel alarak
tanimlayan Benoit Mandelbrot fraktallari; “Haussdorf boyutu topolojik boyutundan
biiyiik olan kiimeler” olarak ifade etmistir (Mandelbrot 1982). Ornegin bir dogrunun
Haussdorff boyutu 1, Koch egrisininki 1,2619 dur. Topolojik olarak Koch egrisi ile
dogru es yapida oldugundan topolojik boyutlar1 esit ve 1 dir. Mandelbrot’un fraktal
boyut tanimini Orneklendiren ve bilinen fraktallardan biri olan Koch egrisinin

Haussdorff boyutu topolojik boyutundan biiyiiktiir (Sekil 2.25).

o7

Sekil 2.25 Koch egrisi

Fraktal boyut, kendine benzerlik 6zelliginden hareketle hesaplanir. Yani fraktal boyut

ile kendine benzerlik birbiriyle dogrudan iligkili kavramlardir.



Tamm 2.3.12
Kendine benzer sekiller igin hesaplanan ve Oklid geometrisinin objeleri kullanilarak
kolayca tanimlanabilen benzerlik boyutu D ile gosterilmek iizere kendisinin S

oraninda kii¢iiltiilmiis N kopyasindan olusan herhangi bir kendine benzer sekil i¢in
sNP =1
yazilabilir. Buradan benzerlik boyutu

log N
1
log(%)
S

D=

formiilii ile bulunur (Peitgen vd. 2004).

Omegin Cantor ciimlesi [0,1] araligmmin s :% benzerlik orani ile her adimda N =2

parcaya ayrilmasi ile olusur. Bu durumda Cantor cilimlesinin benzerlik boyutu

log2
log3

D=

= 0,631 olarak hesaplanir.

Sekil 2.26 Cantor climlesi

Her adimda s :% kiigliltme oranina sahip N =3 parcadan olusan ve bilinen

log3

=1,585dir.
log 2

fraktallardan biri olan Sierpinski liggeninin benzerlik boyutu D =
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Tamim 2.3.13 (Kutu Sayma Boyutu)

Kutu sayma boyutu daha ¢ok yaklasik kendine benzer olarak tanimlanan fraktallarin
boyutlarinin hesaplanmasinda kullanilmaktadir, (Peitgen vd. 2004). Tiim bilim
dallarindaki olgiimlerde en ¢ok kullanilan boyuttur. Rastgele fraktallarin boyutu, kutu

sayma boyutu ve yapi ile rtme teknigi ile hesaplanabilmektedir.

Bir fraktal cismin kutu sayma boyutu bir kenarinin uzunlugu/yarigapt ¢ olan N tane
kutu/disk ile kaplanmasi suretiyle hesaplanir. Kutu sayma boyutu D ile gosterilmek

uzere

D, = log N (5)
log( L)
o

formiilii ile hesaplanir. Ancak kaplanacak cisim, kenar uzunlugu/yarigap: gittikge sifira

yaklasan (0 — 0) kutular/diskler ile kaplandigi takdirde ger¢ek boyuta yaklasilir. O
halde formiil su sekilde yazilabilir:

b, =iy 2N
" log( =
9(5)

Boyutunu hesaplamak iizere alinan keyfi bir kiime ve bu kiimenin yaricapi sabit olan

disklerle kaplanmasi islemi sekil 2.27°de goriilmektedir.

42



1. Adim

2. Adim
3. Adim
4. Adim
5. Adim

Sekil 2.27 Kutu sayma boyutunun hesaplanmasi

Her adimda disklerin yarigapt azalirken (0 —0), kiimeyi ortmek icin gereken

(minimum sayidaki) disk sayist N(o) artacaktir. Dolayisiyla kutu sayma boyutu olarak

verilen formiiliin hesaplanmasi gorsel olarak da ifade edilmis olur.

Kutu sayma boyutu hesaplanacak bir kiimeyi ortmek icin o - yarigapl diskler yerine,

kiimenin yapisina uygun farkli sekiller de kullamilabilir. Ornegin Koch egrisinin kutu
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sayma boyutu hesaplanirken, her adimda olusacak seklin ¢emberler ve o Kkenar
uzunluguna sahip kutularla kaplanmasi yonteminin sonucu esit olacaktir. Koch egrisinin
log4

=1,261dir.
log3

kutu sayma boyutu yaklasik olarak D =

44



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde c¢alismanin temel konusu olan Sierpinski {liggeni fraktali, onu olusturan
dontistimlerin tekrarli fonksiyon sistemleri ve bu doniisiimlere donme doniistimii ilave
edilerek elde edilen Sierpinski-tipi fraktallar Oklid diizleminde olusturulmus ve
ozellikleri bakimindan incelenmistir. Deterministik algoritmalarca olusturulan
Sierpinski tipi fraktallar i¢in C# programlama dili ile gelistirilen bir bilgisayar programi
kullanilmistir. Bu boliimde yer alan fraktal gorseller bu program araciligiyla

olusturulmustur.
3.1 Sierpinski Ucgeni

Sierpinski ticgeni Waclaw Sierpinski tarafindan 1915 yilinda, her noktada kendisiyle
kesisen bir egri olarak tanimlanmistir. Toplam uzunlugu sonsuz ve toplam alani 0 olan
Sierpinski ticgeni kapali, sinirli ve irtibatl bir kiimedir. Son yillarda {izerinde calisilan

fraktal egrilerin en eski 6rneklerinden biri olup topolojik boyutu 1 dir.

Sierpinski liggenini olusturmak icin kenar uzunluklar1 1 olan, (0,0),(0.5,0.86),(,0)

kose noktalarina sahip bir eskenar iiggen, S,, tanimlansin. S, iicgeninin kenar orta
noktalar1 birlestirildiginde, % oraninda kii¢iiltiilmiis dort es liggen elde edilir. Ortadaki

ticgen ¢ikarildiginda geri kalan kiime S, olmak iizere S, oS, dir. S, deki her tiggen

i¢in bu adimlar uygulandiginda olusan kiime S, olup S,>S, dir. ke N iterasyon
sayisint gostermek iizere her iterasyonda 2—1k kenar uzunluklu 3 adet iiggenden
meydana gelen S, kiimeleri olusacaktir. Bu isleme devam edildiginde {S,} azalan

ctimle dizisi igin,

S;o85 2S5, 0.

olup dizinin limit degeri S olmak iizere bu limit Sierpinski iiggenidir ve
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S=(S

keN

ile gosterilir.

En genel anlatimla bu sekilde ifade edilen Sierpinski ti¢geni tekrarli fonksiyon

sistemleri ile de olusturulur.

F:R°——R* ve 1<i<3 olmak iizere eskenar Sierpinski {iggenini olusturan

F={F,F, F,} tekrarh fonksiyon sistemi,

= (XN 1[r o][x],[os
\ly]) 20 1fly] |0

= ([X])_z[t o]fx],[o2s
*\lyl) 2|0 1]|y]| |043]"

benzerlik doniisiimlerinden olugmaktadir. (0,0),(0.5,0.86),(1,0) kdse noktalarina sahip

S, iicgenine F TFS’1 uygulandiinda olusan kiimeler sekil 3.1°de verilmistir.

A L &

0 1 2

Sekil 3.1 Sierpinski liggeninin olusturulmasi

F TFS’i altinda degismez kalan S Sierpinski tiggeni (Sekil 3.2),
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S= CJ F)=RE)VRES)VE(S)

i=1

seklinde ifade edilir.

AA A'A AA ATA
ALALMAMAMAALALALL

Sekil 3.2 Sierpinski tiggeni
Eskenar Sierpinski tiggeni i¢in TFS tablosu (Cizelge 3.1):

Cizelge 3.1 Sierpinski tiggeni TFS

F a b c d e f 0
1 0.5 0 0.5 0 0 0 0
2 0.5 0 0.5 0 0.5 0 0
3 0.5 0 0.5 0 0.25 0.43 0

(%,%,%j Olgek faktorli F TFS’1 altinda degismez kalan Sierpinski tiggeni kendine

benzer 3 parcadan olusur ve herhangi bir kismi kendisi ile benzer sekle sahiptir; bu
onun kendine benzerlik 6zelligi ile ilgilidir. Buradan Sierpinski tiggeninin benzerlik

boyutu D, ,

REOOR

esitliginden D, = —— ~1.585 olarak bulunur.
log2
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k
Sierpinski tliggeninin her S, kiimesi i¢in S Olcek faktori s, :[%j ve N kutu sayisi

N(s,) = 3“ olmak iizere kutu sayma boyutu,

logN(s) log3

1 I 2z1.585
log(")) g

D, =lim

s—0

olarak hesaplanir ve hesaplanisi sekil 3.3°te gosterilmistir.

SO Sl SZ

1
S, =L N(s,) =1 %ZE’N(%):?’ s, =—,N(s,)=9
Sekil 3.3 Kutu sayma boyutu

Kenar uzunluklari 1 olan S; eskenar liggeni ele alindiginda; S, licgeninin cevresi

C,, =3 olup 1. iterasyon sonrasinda olusan S, in gevresi Cg =§, 2. iterasyon

: . 27 . :
sonrasinda olusan S, nin gevresi C; = T Ve n. iterasyon sonrasinda olusan S, nin

gevresi N>0 olmak iizere,
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formiilii ile hesaplamir. Buradan Cg artan dizisi igin r!l_tn Cs =0 olup S

Sierpinski liggeninin sonsuz uzunluga sahip oldugu agikca goriilmektedir.

NG

Benzer sekilde kenar uzunluklar1 1 olan S, eskenar iiggeninin alani A, = e olup,

33 _ 93

1. iterasyon sonrasinda Ay = 16 2. iterasyon sonrasinda S, nin alani Ag v

ve n. iterasyon sonrasinda N >0 olmak iizere S, nin alani,
1
1 n+
A, :(Zj 33

formiilii ile hesaplanir. Buradan As azalan dizisi igin n||_f>n A =0 olup S

Sierpinski licgeninin alaninin 0 oldugu goriilmektedir.
3.1.1 0 Donme acih Sierpinski-tipi fraktallar

Tanim 2.3.10 ile verilen doniisiimde farkli € degerleri i¢in Sierpinski tipi fraktallar
olusturulmaktadir. Sierpinski tiggeni ise € =0 alinarak olusturulur. & — donme acili
Sierpinski tipi fraktallar ilk olarak Barnsley tarafindan rastgele iterasyon algoritmasi
ile olusturulmus ve adma “Chaos game” denmistir. Bu boliimde deterministik
iterasyon algoritmasi ile farkli 6 degerleri i¢in olusturulan Sierpinski tipi fraktallarin
ornekleri yer almaktadir. Sierpinski tipi fraktallar1 olustururken sol kdse noktasini

orijin olarak alan bir donme hareketinden s6z edilmektedir. 6, , 6; ve € agilan
sirastyla F, F, ve F, doniistimlerine ait agilar olmak {izere; drnegin 6, agisindaki
degisiklik, her bir iterasyon adiminda F, ile olusacak sekillere tesir etmektedir.

Farkli @ degerleri igin olusan fraktallardan sadece Ornek 3.1°deki adim adim

anlatilmistir.
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Ornek 3.1
(0,0),(0.5,0.86), (1,0) kose noktalarina sahip bir eskenar tiggen olmak {izere, ¢izelge
3.2°deki TFS degerleri ile sekil 3.4°teki Sierpinski-tipi fraktal olusur.

Cizelge 3.2 6, =6, =6, =10 TFS

a b c d e f 0
049 -0,085 0.49 0,085 0 0 10
049 -0,085 049 0,085 0.5 0 10
049 -0,085 049 0,085 025 043 10

w N =T

Py W% Tr, BV
b’ ” ;r:" :,,;'r W L B
< > < <3¢ 4 ORI
S USRI N
EJ &R Poy Br Py B B Bn B
”’ ” ;‘"’r > ;H" <44 b e : o

3 4 5
Sekil 3.4 - 6, =6, =6 =10 TFES fraktalinin olusumu

0, =6, =6, =10 donme agih fraktalin olusumunda her bir tiggen her iterasyonda saat

yoniiniin tersinde 10 derece donmektedir.
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Ornek 3.2
(0,0),(0.5,0.86),(1,0) kdse noktalarma sahip eskenar iliggenin farkli 6, 6; ve 6,

degerlerinin kombinasyonlar1 ile olusan fraktallarin (Sekil 3.5) TFS degerleri ¢izelge

3.3’te verilmistir.

Cizelge 3.3 a,b,c,d Farkli 6, ,6; ve 6, degerleri i¢in fraktallar

F a b c d e f 0
1 0.4 -0.3 0.3 0.4 0 0 36.5
2 042 028 -027 041 05 023 -335
3 05 -001 0.01 05 0.2 053 1
a. 6, =365 6,=-335,6, =1
F a b c d e f 0
1 0 -0.5 0.5 0 0 0 90
2 046 -0.9 09 046 05 0 10
3 0.5 0 0 05 025 043 0
b. 6 =90, 6, =10, 6. =0
F a b c d e f 0
1 043 -025 025 0.43 0 0 30
2 05 -005 005 05 0.4 0.0 5
3 0.5 0 0.5 0 0.05 0.53 0
c. 6, =30,6,=56.=0
F a b c d e f 0
1 -0.35 -0.35 035 -0.35 0 0 135
2 047 017 -017 047 04 0 -20
3 042 -026 026 0,42 015 033 315

d. 6, =135, 6, =—20, 6, =315

51



LA T | wd a4
v - ¥
- L W A v
‘r,,"‘ r "rhb"l T 4“: o
«F vir 4 - v - M
- - “r » A
Fha 4 * i i .‘.L': T iy ¥ 4
T Fd gy > s Fa ¥y TVer .« 4.
+F waat T, L Tt . % v a4
Ay Ty Fak raad 4 0w “" i *

*i L ity sty b Fa
o Faa AT pae s sl Ay * ¥ 4 1 &
g AL R TR v,  * 1, v M
aL TN o g i < - b” 1|I-u' iY 4 d
v T L P

¥ Ar iy v ¥ o i L
[ '.. » [y »*
Py Ay 4 & ,!r';
-4 oy o
& *
e Lh4 *
a.0 =36.5 6, =-335, 6, =1 b. 6 =90, 6, =10, & =0
"
LY
i
:Prs
* &
> ™ r
LAl Ly 4' 4 rl
v, b 4 ar
TN Faar oy a¥rw,
& 4 ¥
L Y a4 e 1 »
e by b ot 4 TaTar
Ve, wtEe A q AN A
| "y Y ap FRY AL
1"1' “_‘ﬁ 1"", r#.h 4 .:. e
}1 1'1"%!"!- LS 4 LY
A Y4 v LA Tt
Iy 4 -4 Pkl ATY
. Y 4 4 4. W r
vy (229 S YT v Ya
W, & Eya an 4T A a4 av
v  d b ::‘-‘1‘;' o a4 L i b"‘-
e ¥
74“‘ ".."b T eryk 4 ’4,,}477* 4":!\' ‘Tl- .
LY ¥ | 4 = L] & v s
N :1':4" vy :vh. PRV AV, A Y ATar ::'11.'1'1 "4-1 ::"‘
PSSR SR A TN DRSO ORIV
i e U Al 2 ad vy v ¥y
Ak 1'1'"‘_ L o ."' " 1'“ - " T
a4 ] 4m

gy & 4

g '3
c. 6, =30, 6, =5, 6 =0 d. 4, =135, 6, =-20, 6, =315

Sekil 3.5 6, —6; — 6, donme acili Sierpinski-tipi fraktallar

Sekil 3.5’te verilen 6, —6; —6; donme ag¢ili Sierpinski-tipi fraktallarin kutu sayma

boyutlar ile sekil 3.3’teki =0 Sierpinski iiggeninin kutu sayma boyutu esittir.
Bunun sebebi fraktallarin, uzunluk, a¢1 ve alan gibi geometrik 6zellikleri koruyan

benzerlik doniisiimleri ile olusturulmalaridir. Sekil 3.5.d ile verilen fraktalin kutu

sayma boyutunun hesaplanisi sekil 3.6’da gosterilmistir.
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1 1
r4:E, N(r,)=81 r5:§ N(r,) =243

Sekil 3.6 6, =135, 6, =-20, 6, =31.5 fraktalinin kutu sayma boyutu
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Kutu sayma boyutu hesaplanirken, boyutu hesaplanacak fraktal 1 birim kenar
uzunluklu kare ile baslamak iizere her iterasyon adiminda c kiiciilme katsayisi

oraninca kareler ile kaplanir. n iterasyon adimini olmak tizere N(r,) n. iterasyonda

fraktali kaplamak i¢in kullanilan karelerin sayis1 ve r, = (%j n. iterasyondaki 6l¢ek

miktar1 olmak tizere fraktalin kutu sayma boyutu D,
_logN(r,) log3

'09[3] log 2

olarak hesaplanir. Sekil 3.5.a.b.c’deki fraktallarin kutu sayma boyutlar1 da benzer

D ~1.585

sekilde hesaplanmaktadir.
3.2 Sierpinski Karesi (Sierpinski Carpet)

Sierpinski halis1 olarak da adlandirilan Sierpinski karesi, Sierpinski tiggeninin rekiirsif
yapisina benzer yapiya sahip, R nin siirl1 ve irtibatl bir alt kiimesidir. Ismini Waclaw
Sierpinski’den almis olsa da Sierpinski karesini ilk tanimlayan kisi Sierpinski’nin
ogrencisidir. Sierpinski, (1915) yilinda yaymlanan Sierpinski tiggenini tanimladigi
makalesinin Polonya versiyonunda Sierpinski karesinin ilk olarak Ogrencisi Stefan
Mazurkiewicz (1888-1945) tarafindan bulundugunu ve tanimlandigimni ifade etmistir.
Son yillarda iizerinde ¢alisilan fraktal egrilerin ve self-homeomorf uzaylarin en eski

orneklerinden biri olan Sierpinski karesinin toplam uzunlugu sonsuz ve toplam alani 0

dir.

Sierpinski karesini olusturmak icin kenar wuzunluklar1 1 ve kdse noktalar

(0,0), (1,0), (0,2), (L1) olan bir kare, U,, tanimlansin. U, kenar uzunlugu % olan 9

adet kareye boliiniir ve ortadaki koseleri 1,1 , },3 , 2,1 , Z,E olan kare
33/\33){33/){33
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cikarildiginda geri kalan kiime U, olmak iizere U, DU, dir. U, deki her kare igin bu

adimlar uygulandiginda olusan kiime U, olup U, o>U, dir. k e N iterasyon sayisini
gostermek tlizere her iterasyonda 3% kenar uzunluklu 8¢ adet kareden meydana gelen

U, kiimeleri olusacaktir. Bu isleme devam edildiginde {U,} azalan dizisi i¢in,

U,oU,oU,>..oU,

olup dizinin limit degeri U olmak tizere bu limit Sierpinski karesidir ve

U=,

keN

ile gosterilir.

En genel anlatimla bu sekilde ifade edilen Sierpinski karesi sekiz adet benzerlik

doniigiimiinden olusan tekrarli fonksiyon sistemleri ile de olusturulur.

F :R?* ——>R? olmak iizere Sierpinski karesi, U, birim karesine dlgek faktorii % ve

(45 S s

benzerlik doniigiimlerinin uygulanmasi ile olusur. Burada {

0 =0 olan

e
fl } matrislerinin degerleri:

0] [y3] T[2/3 0 0 Y3 [2/3] [2/3
o "lol| ol |y3| |23 |3| |y3| |23
dir.
F={F.,F,F,.. R} TFS’ialtinda degismez kalan U Sierpinski karesi (Sekil 3.8),

U =0Fi(U)=Fl(U)uFZ(U)uF3(U)u...uF8(U)

i=1

seklinde ifade edilir.
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(0,0), (1,0), (0,1), (1,2) kdse noktalarina sahip U, karesine F TFS’i uygulandiginda

olusan kiimeler sekil 3.7°de verilmistir.

U 0 U 1 U 2
Sekil 3.7 Sierpinski karesinin olusturulmasi

Sekil 3.8 U Sierpinski karesi

Sierpinski karesi i¢in TFS tablosu:

Cizelge 3.4 Sierpinski karesi TFS

F a b c d e f 0
1 0.33 0 0 0.33 0 0 0
2 0.33 0 0 0.33 0.33 0 0
3 0.33 0 0 0.33 0.66 0 0
4 0.33 0 0 0.33 0.66 0.33 0
5 0.33 0 0 0.33 0.66 0.66 0
6 0.33 0 0 0.33 0.33 0.66 0
7 0.33 0 0 0.33 0 0.66 0
8 0.33 0 0 0.33 0 0.33 0
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k
Sierpinski karesinin her U, kiimesi i¢in S dlcek faktorii s, :(%) ve N parga sayisi

N(s,) =8 olmak iizere Moran denkleminden

BEORGRRCH

8adet

olup Sierpinski karesinin benzerlik boyutu D,

log N(s,) _ log8

1 ~1.892
log(—) log3
Sk

D, =Ilim

s—0
dir.

Kenar uzunlugu 1 olan U, birim karesi ele alindiginda; U, m alani A, =1 olup, 1.

2
. : 1 .
iterasyon sonrasinda olusan U, in alani Ay,= (5) .8, 2. iterasyon sonrasinda olusan

4 6
U, nin alan1 A, = (%j 8%, 3. iterasyon sonrasinda olusan U, iin alani AUS:(%j 8

ve K. iterasyon sonrasinda olusan U, nin alan1 kK >0 olmak iizere,
2k
1
< \3

dir. Buradan AUk azalan dizisi i¢in lim Auk:O olup U Sierpinski karesinin 0

—>0

alana sahip oldugu goriilmektedir.
3.2.1 ¢ Donme Acih Sierpinski karesi-tipi fraktallar

Afin doniigiimlerin farkli € degerleri i¢in Sierpinski-tipi fraktallar olusturulabilir. & -

donme acili bu tip fraktallar1 olustururken sol kdse noktasini orijin olarak alan bir
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donme hareketi mevcuttur. 6, 6,, 6,, ..., 6, degerleri swasiyla K, F,, K, ..., K
doniistimlerine ait agilar1 gostermektedir. Sierpinski karesi 6 =6, =...=6, =0 i¢in 0zel

haldir.

Ornek 3.3
(0,0),(1,0),(0,), (L) kose noktalarina sahip bir birim kare olmak {izere

6,=0,=..=6,=30 donme acili fraktalin olusma adimlar sekil 3.9’da ve uygulanan
dontisiimlerin TFS degerleri cizelge 3.5°te verilmistir. Bu fraktalin her bir F, doniisiimii

086 -05

olup, her bir kare her iterasyon
05 0.86

i¢cin Olcek faktorii 3 ve donme matrisi {

adiminda saat yoniiniin tersinde 30 derece donmektedir.
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Sekil 3.9 6 =6, =...=6, =30 TFS fraktalinin olusumu
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Cizelge 3.5 6,=6,=...=6,=30 TFS

F a b C d e f 0
1 0.29 -0.16 0.16 0.29 0 0 30
2 029 -0.16 0.16 0.29 0.33 0 30
3 0.29 -0.16 0.16 0.29 0.66 0 30
4 029 -0.16 0.16 0.29 0.66 0.33 30
5 0.29 -0.16 0.16 0.29 0.66 0.66 30
6 029 -0.16 0.16 0.29 0.33 0.66 30
7 0.29 -0.16 0.16 0.29 0 0.66 30
8 0.29 -0.16 0.16 0.29 0 0.33 30
Ornek 3.4

(0,0), (1,0), (0,1), (L1) kose noktalarmna sahip birim kareden farkli 6, 8,, 6, ..., 6,

degerlerine sahip doniisiimler ile olusan fraktal sekil 3.10 ve TFS degerleri cizelge

3.6’da verilmistir.
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Sekil 3.10 6,=6,= 6,= 0,=45, 6, = 6, = 6, =6, =0 TFS fraktalinin olusumu
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Cizelge 3.6 6,=6,=0,= 6,=45, 6, = 6,= 6, =6, =0 TFS

F a b C d e f 17
1 024 -024 024 0.24 0 0 45
2 024 -0.24 024 0.24 0 0.72 45
3 024 -024 024 0.24 0.7 0 45
4 024 -024 024 024 0.7 0.72 45
5 0.33 0 0 0.33 0.17 -0.2 0
6 0.33 0 0 0.33 0.17 1.05 0
7 0.33 0 0 0.33 0.78 0.41 0
8 0.33 0 0 0.33 -0.43 04 0
Ornek 3.5

(0,0),(1,0),(0,),(1,) kose noktalarina sahip birim kare olmak iizere farkli
6, 6,,06, .., 6, degerleri ve dtelemeler ile olusturulan fraktallara 6rnekler sekil 3.11 ve

TFS degerleri ¢izelge 3.7°de verilmistir.
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b. 6,=0,=0,=06,=45 0,=6,=0,=6,=0

Sekil 3.11 Farkli @ degerleri i¢in Sierpinski karesi-tipi fraktallar
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Cizelge 3.7 Farkli @ degerleri igin TFS degerleri

a b C d e f 0

027 -019 019 0.27 0.5 0.6 36
027 -019 019 0.27 0.5 1.2 36
027 -019 019 0.27 0.5 0 36
027 -019 019 0.27 1 0.3 36
027 -019 019 0.27 1 0.9 36
027 -019 019 0.27 1.5 0.6 36
027 -019 019 0.27 2 0.95 36
027 -019 019 027 025 1.6 36

0 ~N oo o A W N T

a.6=0,=0,=0,=0.=6,=0,=0,=36 TFS degerleri

F a b C d e f 0
1 024 -024 024 024 053 -023 45
2 024 -024 024 0.24 1 0.3 45
3 024 -024 024 0.24 0 0.3 45
4 024 -024 024 024 053 073 45
5 1 0 0 1 0.66 0.66 0
6 1 0 0 1 0.66 0 0
7 1 0 0 1 0 0.66 0
8 1 0 0 1 0 0 0

b. 0,=60,=6,=6,=45 6,=6,=6,=6,=0
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4. GALILE DUZLEMINDE FRAKTALLAR

Bu béliimde Oklid diizlemi ile karsilastirmali olarak Galile diizleminde fraktal tanimi,
Ozellikleri ve Galile diizleminde kutu sayma boyutu hesabi ve kendine benzerligin
tanim1 yer almaktadir. Fraktallarin iki ayirt edici 6zelligi olan kendine benzerlik ve
fraktal boyut kavramlar1 da Oklid diizlemi ile karsilastirmali olarak Galile diizleminde

tanimlanacaktir.

Galile diizleminde fraktallar Oklid diizlemindekine benzer olarak afin déniisiimlerin

tekrarlanmast ile olusturulurlar. Galile diizleminde bir afin déniisim F :G*——G?,

1<i<n ve a/b,c,d,e, f,X,y €R olmak iizere

(G- sl

seklinde tanimhidir ve F :{Fl, F.F....F } kiimesi bir tekrarli fonksiyon sistemidir

(TFS). Donme hareketi olmaksizin bir afin déniisiim Galile diizleminde Oklid
diizlemindekine benzer davranig gosterir. Bu tanim dogrultusunda Galile diizleminde

Sierpinski tiggeni ve Sierpinski-tipi fraktallar sirasiyla tanimlanmistir.
4.1 Galile Sierpinski U¢geni

Galile diizleminde bir AABC, A(0.5,0.86), B(0,0), C(1,0) kose noktalarina sahip bir
ucgen olmak uzere, farkli olarak Galile metrik tanimindan
|AB|=|AC|=|BH|=|HC|=0.5 ve |BC|=1 olup aABC, G* de bir ikizkenar iiggendir
(Sekil 4.1).
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A(0.5.0.86)

B(0.0) H(0.5,0.86) C(1.0)

Sekil 4.1 G*de ikizkenar aABC

Galile ve Oklid metriklerine gore dteleme ve biiziilme déniisiimleri ayni oldugundan,
Galile diizleminde Sierpinski iicgenini olusturan doniisiimler Oklid diizlemindeki ile
aynidir. Her iki diizlemdeki Sierpinski liggenleri arasindaki tek fark; Aynmi kose
noktalarma sahip iicgenin Oklid diizleminde eskenar, Galile diizleminde ikizkenar

Sierpinski iicgeni olugturmasidir. Dolayisiyla Galile Sierpinski ticgeni,

= (IXT)_1[r o][x],[os
“\ly]) 20 1)|y] | o

- x]) 11 o"x'+'o.25
*\lyl) 2|0 1f|y]| [043]"

doniisiimlerinden olusan F ={F,,F,, F,} tekrarli fonksiyon sistemi ile olusturulur (Sekil
4.2). 1. iterasyon sonrasinda % oraninda kiigiiltiilmiis 3 adet ikizkenar iicgen; aAAB,

aABC, ve aBCC elde edilir, bu {iggenlerin kenar uzunluklar
|AA|=|AB|=|AB| =|B.C|=|AC,|=|BC,|=0.25 ve |AB| =|BC,|=|c,C|=0.5 dir.

2. iterasyon sonrasinda 9 adet ikizkenar tiggen;
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sAAA, sAAA,, sAAB,, sAB,B,, aB,BB, aB,BC,, sBCC, aCCC, ve

aC,C,C elde edilir. Bu tiggenlerin kenar uzunluklari

|AA|=|AA|=|AA|=|AB | =|AA[=|AA]
=|Ale| =|B?.B| =|ALB4| =|B4C1| =|BzBs| =|B4BS|
—|BC,|=|C.C| =[BC,| =|C,C| =[C,Cy| =|C,C,| = 0.125 ve

|BB;|=|B,C,| =|C,C;| =|C,C|=|AA|=|AA|=|AB|=|B,B,|=|C,C,| =0.25 dir.

A

AAAA.

B

4
B

Sekil 4.2 Galile diizleminde Sierpinski liggeninin olusturulmasi

Olusan her bir iiggen i¢in bu isleme devam edilirse, k € N iterasyon sayisi olmak iizere

) 1 o ..
her iterasyonda taban kenari o ve esit iki kenar1 P uzunluklu 3% adet iiggenden
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meydana gelen S, kiimeleri olusacaktir. Kolaylik agisindan aABC, S, ile gosterilmek
lizere {S,} azalan dizisi igin,
S, 25, 25,o...

olup dizinin limit degeri S olmak {izere bu limit Galile Sierpinski tzi¢genidir ve

S=(S,

keN
ile gosterilir (Sekil 4.3). F={F,F, F} TFS’i yardimyla Galile diizleminde S

Sierpinski tiggeni,

S =L3J FS)=RE)VRE)VKES)

i=1

seklinde ifade edilir.

Y FrY
FYYTYY FYY ¥y
A Fy Y Y
ik EYY [ Fr
A b A A b ok A A
u.‘lu‘.l‘. [YEFTTT ¥
FY Y FYy FEYY Y LYY FY Y Ak FYY
b h & A A A A A A A 4 A A 4 A &

Sekil 4.3 Galile Sierpinski tiggeni

Oklid diizlemindeki eskenar Sierpinski iicgeni ile Galile diizlemindeki ikizkenar

Sierpinski ticgenini olusturan TFS tablosu aynidir ve ¢izelge 4.1°de verilmistir.

Cizelge 4.1 ikizkenar Galile Sierpinski {iggeni TFS

F a b C d € f ®
1 0.5 0 0.5 0 0 0 0
2 0.5 0 0.5 0 0.5 0 0
3 0.5 0 0.5 0 0.25 0.43 0
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Galile diizleminde her bir liggenin en uzun kenarini kenar kabul eden kutular yardimiyla

boyut hesaplama yontemi Oklid diizlemindeki ile birebir aynidir.

[%%%j Oleek faktorli F TFS’i altinda degismez kalan Sierpinski {iggeninin

benzerlik boyutu s,

1Y (1Y (1Y
=+ =+ ==
2 GG
. log3 e e 1)
esitliginden Szl—zl.585 ve her S, kiimesi i¢in Olgek faktorii S, = > ve N

0g2

kutu sayist N(s,) =3 olmak iizere Galile Sierpinski iiggeninin D kutu sayma boyutu,

logN(s,) log3

T - - ~1.585
log(=) %Y
Sk

D; =lim

s, —0

olarak hesaplanir.

Kenar uzunluklar1 1 ve % olan ikizkenar aABC (S, Uiggeni) i¢in her iterasyonda

olusacak yeni seklin ¢cevre uzunlugu asagidaki gibi hesaplanir:

Baglangigtaki S, tiggeninin gevresi C; =2 olup 1. iterasyon sonrasinda olusan S, in
. : . . 9 .
gevresi Cg =3, 2. iterasyon sonrasinda olusan S, nin gevresi Cg =3 ve n. iterasyon

sonrasinda olusan S, nin gevresi n>0 olmak iizere,

formiilii ile hesaplanir. Buradan Cg artan dizisi igin r!im Cy = olup Galile
n —>00 n

Sierpinski tiggeninin sonsuz uzunluga sahip oldugu acik¢a goriilmektedir.
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Galile geometrisinde iicgenin alan hesabi formiiliinden goriilmektedir ki; Galile ve

Oklid metrikleri arasindaki farklilik alan hesabina yansimamaktadir. Dolayisiyla Galile

Sierpinski {iggeninin alam ile Oklid Sierpinski iiggeninin alanlari esittir ve S,

e 36,

li¢geninin alam Ay =T olup, 1. iterasyon sonrasinda A , 2. iterasyon

16
93

sonrasinda S, nin alant Ag =64 ve n. iterasyon sonrasinda n>0 olmak iizere S,

nin alani,

1 n+1
A =|>| 33
" 4
formiilii ile hesaplanir. Buradan ASn azalan dizisi i¢in r!'_rl]o Asn =0 olup Galile

Sierpinski ticgeninin alaninin 0 oldugu goriilmektedir.

4.1.1 @-shear hareketi ve Sierpinski-tipi fraktallar

Fraktallar biiziilme, donme, 6teleme doniisiimlerinin bileskesi olan afin doniistimler ile
olusturulurlar. Biiziilme ve 6teleme doniisiimleri Galile ve Oklid geometrisinde ayni
olmakla birlikte donme doniistimiindeki farklilik bu iki diizlemdeki dénen Sierpinski-

tipi fraktallarin kiyaslanmasi agisindan sira digi goriintiiler sunmaktadir. Bu boliimde
2t g |1 0P . 1o
G Galile diizleminde V@peR igin 1 donme matrisli y—shear ve 0 1
@

donme matrisli X—shear donme hareketlerini igeren doniisiimler ile olusturulan Galile

Sierpinski-tipi fraktallar incelenmistir. ¢, @; ve ¢; acilart swrasiyla F, F, ve F,
doniistimlerine ait Galile acilar1 olmak tizere; 6rnegin ¢, agisindaki degisiklik, her bir
iterasyon adiminda F, ile olusan sekillere tesir etmektedir. Ikizkenar Galile Sierpinski
tiggeni @ =@z =@, =0 0Ozel halidir. Farkli ¢ degerleri i¢in olusan fraktallardan

yalnizca 6rnek 4.1°deki adim adim anlatilmistir.
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Ornek 4.1
F :G°——G? ve 1<i <3 olmak iizere (0,0), (0.5,0.86), (1,0) kdse noktalarina sahip

10
S, ikizkenar Galile iicgenine @ =1 i¢in L J dénme matrisli y—shear hareketini

iceren doniistimler,

- X} 11 o"x‘+'o.5
“Wlyl) 212 1]y 0

4 x])_1[1 o"x'+'o.25
*\lyl) 2|1 1)y] |043]°

olmak iizere F ={F,,F,,F,} nin TFS tablosu

Cizelge 4.2 o, =z =@, =1 TFS

F a b c d e f @
1 0.5 0 0.5 0.5 0 1
2 0.5 0 0.5 0.5 0.5 0 1
3 0.5 0 0.5 05 025 043 1

olup ¢, =¢; =@, =1 TFS ile olusan Galile Sierpinski-tipi fraktalinin olusma adimlari

sekil 4.4’te gosterilmistir.
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3 4 5

Sekil 4.4 ¢, =@, =@ =1 i¢in Galile Sierpinski-tipi fraktal

o, =@z =@ =1 Galile donme acili bu fraktali olusturan her bir iterasyon adiminda,

TFS’nin tesir ettigi her bir tiggen Yy ekseni dogrultusunda Galile donme hareketi (shear

hareketi) yapmaktadir.

Ornek 4.2
F :G°——G? ve 1<i <3 olmak iizere (0,0), (0.5,0.86), (1,0) kdse noktalarina sahip

S, ikizkenar Galile ticgeninin farkli ¢, @z ve ¢@; acilarm iceren TFS’ler altinda

goriintiileri sekil 4.5°te ve TFS degerleri ¢izelge 4.3 te verilmistir.
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a)p,. =08, g =-0.7, ¢, =0.02

c) ¢ =0.6, o =0.1 ¢ =0.01 d) ¢, =-1 ¢, =-0.34, ¢, =0.65
Sekil 4.5 Farkli ¢, , @5, @ acilari igin Galile Sierpinski-tipi fraktallar
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Cizelge 4.3 Farkli ¢, ¢, ¢ acgilartigin TFS

F a b c d e f ¢
1 0.5 0 0.4 0.5 0 0 0.8
2 0.5 0 -0.35 05 05 023 -07
3 0.5 0 001 05 0.2 053 0.02
a) ¢ =0.8, p; =-0.7, ¢, =0.02
F a b c d e f 4
1 0.5 0 175 05 0 0 3.5
2 0.5 0 0.1 0.5 0.5 0 0.2
3 0.5 0 005 05 025 043 01
b) ¢, =3.5, ¢, =02, ¢, =0.1
F a b c d e f ¢
1 0.5 0 0.3 0.5 0 0 0.6
2 0.5 0 005 05 0.4 0 0.1
3 0.5 0 0005 05 005 053 001
c) ¢ =0.6, ;=01 ¢ =0.01
F a b c d e f ¢
1 0.5 0 -0.5 05 0 0 -1
2 0.5 0 -0.17 05 0.4 0 -0.34
3 0.5 0 0325 05 015 033 0.65

Sekil 4.5’teki Galile fraktallar, Oklid donme matrisindeki € acismin Galile dénme
matrisindeki karsiligi olan ¢ agis1 cinsinden degeri yaklasik olarak belirlenerek
olusturulmustur. A¢idlger yardimiyla Oklid ve Galile agilarmin birbirleri cinsinden
degerleri hesaplanarak karsilastirmalar yapilmistir (Kurudirek ve Akca 2015). Bu
fraktallar Bolim 3 sekil 3.5’te verilen Oklid fraktallarinin Galile diizlemindeki

karsiligidir. Her iki diizlemde 6 ve ¢ degerleri icin olusturulan fraktallarin

d) ¢ =-1 ¢, =-0.34, ¢, =0.65

karsilastirmasi sekil 4.6’da yer almaktadir.
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Sekil 4.6 Farkli @ ve ¢ degerleri icin Oklid fraktallarinin Galile diizlemindeki karsiliklari




Sekil 4.5’teki ¢ — ¢ — ¢ donme acil1 Sierpinski-tipi fraktallar ile sekil 4.3 teki

@ =0 Galile Sierpinski iiggeninin kutu sayma boyutu esittir. Bunun sebebi, Galile

diizleminde biiziilme, 6teleme ve donme doniigiimlerinin uzunluk, ac1 ve alan gibi
geometrik dzellikleri koruyan benzerlik doniisiimleri olmasindandir. Ornek olarak

sekil 4.5.d ile verilen fraktalin kutu sayma boyutu asagida hesaplanmistir.

76



M,: r5=3—12, N(r,) =243

Sekil 4.7 ¢, =1, ¢, =—0.34, ¢ =0.65 fraktalinin kutu sayma boyutu
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Kutu sayma boyutu hesaplanirken, boyutu hesaplanacak iiggenin en uzun kenar

uzunlugu dikkate alinmistir. d) ile verilen Sierpinski-tipi fraktal i¢in M, baslangic

ticgeninin koordinatlar1 (0,0),(0.5,0.86),(1,0) olup, bu eskenar iiggenin taban

uzunlugu 1, yiiksekligi 0.86 dir. Bu sebeple en uzun kenar 1 olup her iterasyonda

kiiglilme katsayis1 r :% olarak alinmistir. Buradan D kutu sayma boyutu

D-1093 1565
log2

olarak hesaplanir. a), b) ve c¢) deki fraktallarin boyutlar1 da benzer sekilde

hesaplanir.
4.2 Galile Sierpinski Karesi

Galile ve Oklid diizlemlerinde Steleme ve biiziilme déniisiimleri ayn1 oldugundan,
Galile diizleminde Sierpinski iiggenini olusturan déniisiimler Oklid diizlemindeki ile
aynidir, dolayisiyla her iki diizlemde de Sierpinski karesi ayni sekle sahiptir. Galile
Sierpinski karesi, (0,0),(L0),(0,1),(1,1) kose noktalarma sahip birim kare U,

olmak tizere, 6lgek faktorii % ve ¢ =0 olan

)45 )

fi } matrislerinin

benzerlik doniisiimlerinin U, ’a uygulanmasi ile olusur. Burada

degerleri:

ol Lo) (5] L] Laal (3] 3] Lo

dir.

. .. . 1
k e N iterasyon sayist olmak iizere her iterasyonda kenari * uzunluklu 8 adet

kareden meydana gelen U, kiimeleri olusmaktadir. {U,} azalan dizisi i¢in,
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U,oU,oU,o..

olup dizinin limit degeri U, olmak iizere bu limit Galile Sierpinski karesidir ve

UG = ﬂ U,
keN
ile gosterilir (Sekil 4.8). F={F,F,,F,..,F} TFS’i (¢izelge 4.4) yardimiyla Galile

Sierpinski karesi,

Ug :OFi(U): FU)UFR,U)uFRU)u...uRU)

seklinde ifade edilir.
K. iterasyon sonrasinda olusan U, (k >0) kiimelerinin alani,

2k
WO

olmak tizere AUk azalan dizisi i¢in I(“_To AUKZO olup U, Galile Sierpinski

karesinin alani O dir.

Sekil 4.8 Galile Sierpinski karesi
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Cizelge 4.4 Galile Sierpinski karesi TFS

F a b c d e f ®
1 0.33 0 0 0.33 0 0 0
2 0.33 0 0 033 0.33 0 0
3 0.33 0 0 0.33 0.66 0 0
4 0.33 0 0 0.33 0.66 0.33 0
5 0.33 0 0 0.33 066 0.66 0
6 0.33 0 0 033 033 0.66 0
7 0.33 0 0 0.33 0 0.66 0
8 0.33 0 0 0.33 0 0.33 0

4.2.1 ¢ donme acih Sierpinski karesi-tipi fraktallar

1 0
Bu bolimde G* Galile diizleminde V@ eR igin { J dénme matrisli y —shear
®

ve {0 (ﬂ donme matrisli X—shear donme hareketlerini igeren donisiimler ile

olusturulan Galile Sierpinski karesi-tipi fraktallar incelenmistir. ¢, @,, @, ..., ¢,
degerleri  swasiyla K, F,, F, ..., | donilisiimlerine ait Galile agilarm

gostermektedir. Galile Sierpinski karesi ¢, = @, = ¢, = ...=¢, =0 i¢in 6zel haldir.

Ornek 4.3
F:G*——G* ve 1<i<8 olmak iizere (0,0),(10),(0,1), (L1 kose noktalarma

10
sahip U, karesine uygulanan ¢ =1 igin L J donme matrisli y—shear hareketini

igeren doniisiimler,

[ s

olmak iizere F ={F, F,, F,, ..., F;} nin TFS tablosu
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Cizelge 45 o=, =@, =..=, =1 TFS

F a b c d e f %
1 0.33 0 033 0.33 0 0 1
2 0.33 0 033 033 033 0 1
3 0.33 0 033 033 0.66 0 1
4 0.33 0 033 033 066 0.33 1
5 0.33 0 033 033 066 0.66 1
6 0.33 0 033 033 033 0.66 1
7 0.33 0 033 0.33 0 0.66 1
8 0.33 0 033 0.33 0 0.33 1
cizelge 4.5 ile verilmis olup ¢ =@, =@, =..=¢, =1 TFES ile olusan Galile

Sierpinski karesi-tipi fraktalin olugsma adimlar1 sekil 4.9’da gosterilmistir.
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1 i¢in Galile Sierpinski karesi-tipi fraktalin olusumu

=P;= =P

=0,

Sekil 4.9 ¢,
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F :{Fl, F. R .. FB} TFS ile olusan her bir paralelkenar y ekseni dogrultusunda

O=0,=@,=..=@; =1 degeri kadar Galile donme hareketi (shear hareketi)

yapmaktadir.

Ornek 4.4
F:G°——>G® ve 1<i<8 olmak iizere (0,0),(L0),(0,1), (11 kose noktalarina

sahip kareye uygulanan;

1 0
a) [06 J donme matrisli y-—shear hareketini iceren F, F, F, .., K

dontigiimlerinin TFS degeri ¢izelge 4.6 ve olusan fraktal sekil 4.10°da verilmistir.

Cizelge 4.6 ¢, = @, = ¢, = ...=¢@, =0.6 (y-shear) TFS

F a b Cc d e f ®
1 0.33 0 0.2 0.33 0 0 0.6
2 0.33 0 0.2 033 033 0 0.6
3 0.33 0 0.2 033 0.66 0 0.6
4 0.33 0 0.2 0.33 0.66 0.33 0.6
5 0.33 0 0.2 0.33 0.66 0.66 0.6
6 0.33 0 0.2 0.33 0.33 0.66 0.6
7 0.33 0 0.2 0.33 0 066 0.6
8 0.33 0 0.2 0.33 0 033 0.6

Sekil 4.10 ¢, = ¢, = @, = ...=¢, = 0.6 (y-shear) fraktal
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1 03
b) [ } donme matrisli X—shear hareketini iceren F,F,, F, .., K
1

0

dontistimlerinin TFS degeri ¢izelge 4.7 ve olusan fraktal sekil 4.11°de verilmistir.

Cizelge 4.7 ¢, = @, = ¢ = ...=¢, = 0.3 (X-shear) TFS

F a b C d e f P
1 033 0.1 0 0.33 0 0 0.3
2 033 0.1 0 033 0.33 0 0.3
3 033 0.1 0 0.33 0.66 0 0.3
4 033 0.1 0 033 066 033 03
5 033 0.1 0 033 066 066 0.3
6 033 0.1 0 033 033 066 03
7 033 0.1 0 0.33 0 066 0.3
8 033 0.1 0 0.33 0 033 03
Sekil 4.11 ¢, = ¢, = @, = ...=¢@, = 0.3 (x-shear) fraktal
Ornek 4.5

F:G°——>G® ve 1<i<8 olmak iizere (0,0),(L0),(0,1), (L1 kose noktalarina

sahip kareye uygulanan farkli

Prs Doy Pas ey Py

degerleri

ile

olusturulan

F.F, F, .., K donlsimlerine ait TFS tablolan ¢izelge 4.8 ve fraktallar sekil

4.12°de verilmistir.
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Cizelge 4.8 Farkli ¢ degerleri icin TFS

F a b C d e f %
1 0.33 0 026 033 05 0.6 0.8
2 0.33 0 0.26 0.33 0.5 1.2 0.8
3 0.33 0 026 033 05 0 0.8
4 0.33 0 0.26 0.33 1 0.3 0.8
5 0.33 0 0.26 0.33 1 0.9 0.8
6 0.33 0 026 033 15 0.6 0.8
7 0.33 0 0.26 0.33 2 095 08
8 0.33 0 026 033 0.25 1.6 0.8
a) ¢, =@, =@;=..=0, =0.8 (y-shear) TFS
F a b C d e f %
1 0.33 0 033 033 053 -0.23 1
2 0.33 0 0.33 0.33 1 0.3 1
3 0.33 0 0.33 0.33 0 0.3 1
4 0.33 0 033 033 053 073 1
5 0.33 0 0 0.33 0.66 0 0
6 0.33 0 0 033 0.66 0.66 0
7 0.33 0 0 0.33 0 0.66 0
8 0.33 0 0 0.33 0 0 0

b) O=0,= Q3= =1, D =@ =P, =@y =0 (y'Shear) TFS
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b) ¢ =¢,=¢,=¢,=1 ¢,=¢;=p,=¢, =0 fraktal
Sekil 4.12 Farkli ¢, @,, @, ..., ¢ degerleri i¢in fraktallar
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Sekil 4.12°deki Galile fraktallari, Oklid donme matrisindeki 6 acisinin Galile

donme matrisindeki karsiligt olan ¢ acist cinsinden degeri yaklasik olarak

belirlenerek olusturulmustur. Bu fraktallar sekil 3.11 ile verilen Oklid

fraktallarinin Galile diizlemindeki karsiligidir. Her iki diizlemde 6 ve ¢ degerleri

i¢in olusturulan fraktallarin karsilagtirmasi sekil 4.13’te yer almaktadir.
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y=0

s =

Le=@g=¢g=0=0

A== =0,=

6,=6,=36

=G =6=

q=6=8=4,

30

6=.=§

4

Sekil 4.13 Farkli 8 ve ¢ degerleri i¢in Oklid fraktallarinin Galile diizlemindeki karsiliklari
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu calismada, metrik kavrami ve doniisimler lizerine insa edilen geometrilerin
topolojik farkliliklarinin rekiirsif siiregler sonucunda olusturacagi fraktal yapilar
arastirilmistir. Oklid diizleminde tanimli 6zel bir fraktal olan Sierpinski {iggeni ve
karesinin Galile diizlemindeki karsiliklar1 elde edilmistir. Fraktallara 6zgii iki kavram
olan kendine benzerlik ve fraktal boyut kavramlari, Oklid diizlemindekine benzer
sekilde Galile diizleminde tammmlanmistir. Ayrica Oklid diizleminde fraktallarn
olusturulmasi siirecinde yer alan donme doniisiimlerinin Galile diizleminde olusacak
fraktallara etkileri incelenmistir. Oklid anlaminda dénme ile Galile anlaminda dénme
kavramlarmin karsilagtirmali tanimlar1 ve buradan hareketle Galile diizleminde kutu
sayma boyutu ve dzellikleri arastirilmistir. Shear hareketi olarak bilinen déniisiim Oklid
diizleminde kendine benzer yapiyi bozan bir doniisim iken Galile metrigi ile Galile
diizleminde kendine benzer fraktallar olusturan bir doniisiim olarak karsimiza ¢ikmaistir.
Oklid ve Galile diizlemlerindeki agilarin yaklasik olarak birbiri cinsinden ifade
edilmesiyle, ayn1 donilistimiin farkl diizlemlerde farkli metrik tanimlamalariyla farkl

goriintlide fraktallar olusturdugu tespit edilmistir.

Gelecek c¢aligmalarda, bu ¢alismanin 3-boyutlu uzaya genisletilmisinin karsilastirmali
olarak verilmesi amaglanmaktadir. Ayrica Oklid ve Galile geometrilerine ilaveten,
Cayley-Klein geometriler i¢inde yer alan Minkowski geometrisinde Sierpinski-tipi veya
farkli dontistimlerle olusturulacak fraktallarin elde edilmesi sonraki ¢alismalarin konusu

icinde yer almaktadir.
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