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DanıĢman: Prof. Dr. Mehmet YILMAZ 

 

 

Ġstatistikte veri modellemesinin yapılabilmesi için bazı klasik dağılımların yetersiz 

kalması, yeni dağılımların elde edilmesi ihtiyacını doğurmuĢtur. Bu ihtiyaçla birlikte 

bilinen dağılım ailelerinin geniĢletilmesi ile ilgili yapılan çalıĢmalar günümüzde giderek 

artmaktadır. Bu tez çalıĢmasında da, iki boyutlu Ali-Mikhail-Haq kapula ailesi, tek 

boyutluya indirgenerek elde edilen dağılımların hangi koĢullarda birer dağılım 

fonksiyonu olma durumunu sağladıkları araĢtırılmıĢtır. Elde edilen bu indirgenmiĢ 

dağılımların karakteristikleri incelenerek çeĢitli tahmin yöntemleri ile parametre tahmini 

yapılmıĢtır. Ardından simülasyon çalıĢması yapılarak tahmin yöntemlerinin 

performansları karĢılaĢtırılmıĢ ve yorumlanmıĢtır. Ġki veya daha çok boyutlu 

dağılımların tek boyutluya indirgenmesi ile elde edilen yeni dağılımlar temel 

dağılımlara göre daha esnek olmaktadırlar. Bu esneklik ise dağılımların farklı veri 

setlerini modelleyerek çeĢitli alanlarda kullanılabileceğine iĢaret etmektedir. 
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Since some of the classical distributions fail to do data modelling in statistics, necessity 

of  having new distributions arises. Accordingly, studies about expanding well-known 

distribution families are increasing nowadays. In this thesis study, bivariate Ali-

Mikhail-Haq copula family is reduced to univariate and we investigate in which 

conditions obtained distributions become a distribution function. Characteristics of 

these reduced distributions is investigated and parameter estimation is done with the 

help of various estimation methods. Then performance of estimation methods are 

compared and interpreted with doing simulation study. The new distributions obtained 

by reducing the bivariate or multivariate  distributions to univariate are more flexible 

than the basic distributions. This flexibility indicates that use of this distribution for 

modelling different data sets and using them in various fields is favorable. 
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1. GĠRĠġ 

Doğadaki olayların gözlenmesi sonucu çok sayıda veri seti elde edilmektedir. Bu 

verileri modelleyebilmek için literatürde bilinen dağılımların yanı sıra son yıllarda farklı 

teorilere dayandırılarak (bileĢik dağılımlar, karma dağılımlar, dönüĢtürülmüĢ dağılımlar 

gibi) yeni dağılımlar elde edilmiĢtir. Bu dağılımlar elde edilirken de yeni parametre ya 

da parametreler ortaya çıkmaktadır. Bu durum asıl olan dağılımların daha esnek bir hal 

alarak bazı uygun veri setlerini modellemede baĢarılı olmalarını sağlamıĢtır. Karma 

dağılım teorisine dayanan dağılımlar ilk defa Pearson (1894) tarafından ele alınmıĢ, 

daha sonra Pollard (1934), Rao (1948), Cohen (1967), Everitt ve Hand (1981) gibi 

araĢtırmacıların yaptığı çalıĢmalarla devam etmiĢtir. Adamidis ve Loukas‟ın (1998) 

önerdiği ve bileĢik dağılım olan üstel geometrik dağılım ise daha sonraki yıllarda elde 

edilen yeni bileĢik dağılımlara yol gösterici olma niteliği taĢımaktadır. KuĢ (2007) ve 

Barreto-Souza vd. (2010) de bileĢik dağılımlar üzerine çalıĢmalar yapmıĢlardır. Son 

yıllarda adından sıkça söz ettiren bir diğer dağılım türetme yöntemi ise dönüĢtürülmüĢ 

(transmuted) dağılım yöntemidir. Shaw ve Buckley (2007) tarafından  ilk kez kullanılan 

bu yöntem, belirli bir formül aracılığı ile asıl dağılımın yapısını değiĢtirerek veri 

setlerinin daha iyi modellenebilir olmasını sağlamıĢtır. Bu alandaki çalıĢmalara örnek 

olarak, Aryal ve Tsokos (2009), Merovci (2013) ve Yılmaz (2018) gösterilebilir. 

Yukarıda bahsedilen çeĢitli yöntemlere ek olarak, bu  tez çalıĢması da iki boyutlu 

dağılım ailelerini tek boyutluya indirgeyerek yeni dağılımlar türetme fikrine 

dayanmaktadır. Bu çalıĢmada iki değiĢkenli bağımlılığı konu edinen kapula teorisinden 

yola çıkılarak yeni dağılımların önerilmesi sağlanmıĢtır. Kapula, rasgele değiĢkenler 

arasındaki stokastik bağımlılığı karakterize eder. Ġlk kez Hoeffding, 1940 ve 1941 

yıllarında bağımlılık yapıları üzerine bazı çalıĢmalar yapmıĢtır. Kapula bilgisinin temel 

sonucuna ise Sklar (1959) tarafından  ulaĢılmıĢ olup, çoğu uygulamanın temeli olarak 

görülen bu önemli teoremin ispatı ise, Schweizer ve Sklar (1974) tarafından yapılmıĢtır. 

Nelsen (1999) ise Sklar‟ın teoreminin yararlı ve daha yeni bir düzenlemesini yaparak 

elde edilen bilgilerin güncellemesini yapmıĢtır. 1990 yılında La Sapienza 

Üniversitesi‟nde gerçekleĢtirilen  “Symposium on Distributions with Given Marginals” 

adlı bir sempozyumdan derlenen makale ve bildiriler 1991 yılında bir kitap olarak 

yayımlanmıĢtır. Böylelikle kapulalar ile ilgili çalıĢmalar bu yıllardan sonra  artarak 
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devam etmiĢtir. Son yıllarda da kapulalar ve bağımlılık üzerine yapılan çalıĢmalar 

finans, sigortacılık, aktüerya, yaĢam bilimleri gibi çeĢitli alanlarda yaygınlaĢarak devam 

etmektedir. 

Ġki veya daha çok boyutlu dağılımlarda bağımlılık parametresi, dağılımın Ģeklini 

etkileyebilmektedir. Bundan hareketle ilk kez Ali vd. (1978) tarafından önerilen iki 

boyutlu Ali-Mikhail-Haq (AMH) kapula dağılım ailesi ele alınmıĢ ve diagonal 

(köĢegen) boyunca koĢullu dağılım yardımı ile tek boyutluya indirgenmiĢtir. Böylelikle 

var olan bağımlılık parametresinin tek boyutlu dağılıma nasıl bir esneklik kazandırdığı 

araĢtırılmıĢtır. 

Tez çalıĢması kapsamında yer alan konular altı bölümden oluĢmaktadır. ÇalıĢmanın 

bölümlere göre dağılımı aĢağıda belirtildiği gibidir. 

Tezin ilk bölümünü oluĢturan giriĢ kısmında, yapılan çalıĢmanın genel hatlarını içeren 

bir tanıtım yapılmıĢtır. 

ÇalıĢmada kullanılan tanım, teorem ve temel bilgilendirmelere ikinci bölümde yer 

verilmiĢ ve kullanılan yöntemlerden bahsedilmiĢtir.  

Bölüm 3‟de yapılan araĢtırmanın adımları Ģu Ģekilde sıralanmıĢtır. Ġki boyutlu AMH 

dağılım ailesinin özellikle tek boyuta indirgendiğinde karmaĢık bir yapıda olmasından 

dolayı öncelikle ikinci dereceden Taylor serisine açılmıĢ Ģekli ele alınmıĢtır. Ardından 

 𝑋, 𝑌  aynı marjinallere sahip iki boyutlu rasgele vektör için, 𝑌 ≤ 𝑡 verilmiĢken 

köĢegen boyunca 𝑋 rasgele değiĢkenin dağılımı bulunmuĢ, yani 𝑋 ≤ 𝑡 için dağılım 

fonksiyonu elde edilmiĢtir. Bu kapula ile elde edilen fonksiyonun dağılım özelliklerini 

hangi koĢullar altında sağladığı araĢtırılmıĢtır. Bölüm 3, daha sonra temel dağılımların 

aynı olmadığı durumda da bu indirgemenin geçerli olup olmadığının araĢtırılması ile 

devam etmiĢtir. Belirli koĢullar altında dağılım fonksiyonu olma özelliğini taĢıyan bu 

yeni indirgenmiĢ dağılımın temel dağılımı üstel alınarak karakteristikleri incelenmiĢ, 

çeĢitli tahmin yöntemleri ile parametre tahmini yapılmıĢtır. Ardından simülasyon 

çalıĢması yapılarak parametre tahmin yöntemlerinin performansları karĢılaĢtırılmıĢ ve 

yorumlanmıĢtır. 
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Bölüm 4‟de ise yine AMH dağılımı için, 𝑌 ≤ 𝑦 verilmiĢken 𝑋‟in koĢullu dağılım 

fonksiyonu elde edilmiĢtir. Daha sonra belirli durumlarda çeĢitli iki boyutlu dağılımlara 

benzerliğinden söz edilmiĢtir. Elde edilen dağılım fonksiyonunun ikinci dereceden 

Taylor serisine açılmasıyla oluĢan fonksiyonun  𝑦 → −∞ iken, −1 ≤ 𝜃 ≤ 1  için bir 

dağılım fonksiyonu olduğu gösterilmiĢtir. Ayrıca bu bölümde bir diğer araĢtırma konusu 

olarak, 𝜃 parametresi için herhangi bir ön sınırlandırmanın  yapılmadığı durumda da 

aynı fonksiyonun bir dağılım fonksiyonu olup olmaması durumu incelenmiĢtir. Böylece 

dağılım fonksiyonu olma koĢulunu sağlayan 𝜃 dönüĢüm parametresi için yeni bir değer 

aralığı elde edilmiĢtir. Bir önceki bölümdekine benzer olarak, bu ikinci indirgenmiĢ yeni 

dağılımın temel dağılımı üstel alınarak karakteristikleri incelenmiĢ ve simülasyon 

çalıĢması yapılarak parametre tahmin yöntemlerinin performansları incelenmiĢtir. Bu 

çalıĢmada önerilen dağılımların temel dağılımlarının üstel olarak seçilmesinin sebebi, 

üstel dağılımın doğa olaylarına iliĢkin modeller göz önüne alındığında geniĢ bir 

kullanım alanına sahip olması ve  basit istatistiksel yapısının olmasıdır. 

Bir dağılımın belirli alanda elde edilen verileri daha iyi modellemesiyle o dağılımın söz 

konusu alanda daha etkin olarak kullanılabileceği bilindiğinden, bu kullanım alanlarının 

tespiti amacıyla beĢinci bölümde uygulamalara yer verilmiĢtir. Günlük yaĢamda 

ulaĢılabilen gerçek veri setleri üzerinde dağılımların veriye uygunluğu test edilmiĢ ve 

çeĢitli araĢtırmalar yapılmıĢtır. Üstel dağılım ve önerilen yeni dağılımlar için gerçek veri 

setlerinin model uyarlaması çeĢitli bilgi kriterleri yardımıyla irdelenmiĢtir. Ġlaveten bu 

yorumların desteklenmesi amacıyla veri setlerinin histogramlarına yer verilmiĢtir. 

Son bölümde ise çalıĢmanın sonuçları değerlendirilmiĢ ve yapılmasının faydalı olacağı 

düĢünülen yeni çalıĢma önerileri verilmiĢtir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER VE YÖNTEMLER  

Bu bölümde öncelikle tez çalıĢmasında kullanılan kuramsal temel ve kavramlardan 

bahsedilmiĢ ardından kullanılan yöntemlere değinilmiĢtir. Öncelikle tek değiĢkenli 

sürekli dağılımlar hakkında bilgi verilerek bu dağılımlara ait bazı tanım, teorem ve 

özellikler anlatılmıĢtır. Böylelikle bir alt bölümde yer alan iki değiĢkenli dağılımların 

daha iyi anlaĢılması sağlanmıĢtır. Ġki değiĢkenli sürekli dağılımlara değinildikten sonra 

kapula teorisi hakkında bazı bilgiler verilmiĢtir. Daha sonra çalıĢmada kullanılan 

dağılım aileleri ve parametre tahmin yöntemlerinden söz edilmiĢtir. Son olarak, 

simülasyon çalıĢmalarında kullanılan karĢılaĢtırma kriterleri ve uygulama bölümünde 

kullanılan uyum iyiliği testi ve bilgi kriterleri açıklanmıĢtır. 

2.1 Tek DeğiĢkenli Sürekli Dağılımlara Dair Bilgiler 

Marjinal (temel) veya koĢullu dağılımları oluĢturacak tek değiĢkenli dağılımlar 

hakkında sağlam bir arka plan bilgisi olmadan iki değiĢkenli dağılımlar hakkında elde 

edilen bilgiler tamamlanamaz. Johnson vd. (1994, 1995) ‟ne ait ansiklopedik yayınların 

sürekli tek değiĢkenli dağılımlar hakkında bugüne kadarki en kapsamlı çalıĢma olduğu 

söylenebilir (Balakrishnan ve Lai 2009).  

Bu bölümde sürekli tek değiĢkenli dağılımlara ait bazı teorem, tanım ve özellikler 

verilecektir. Bu bilgiler, sonraki bölümlerde anlatılacak olan iki değiĢkenli dağılımlar 

için bir referans olacaktır.  

2.1.1 Dağılım fonksiyonu, moment çıkaran fonksiyon ve momentler 

Tek değiĢkenli dağılımlar için dağılım fonksiyonu aĢağıdaki gibi tanımlanır. 

Tanım 2.1 Herhangi bir sürekli 𝑇 rasgele değiĢkeninin dağılım fonksiyonu 

𝐹 𝑡 = 𝑃𝑟 𝑇 ≤ 𝑡 =  𝑓 𝑥  𝑑𝑥

𝑡

−∞

 
(2.1) 

olarak tanımlanır ve Teorem 2.1‟de verilen özellikleri sağlar. 
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Teorem 2.1 Herhangi bir 𝑇 rasgele değiĢkeninin dağılım fonksiyonu 𝐹 aĢağıdaki 

özellikleri sağlamaktadır.  

i. 𝐹 −∞ = 0 ve 𝐹 +∞ = 1‟dir. 

ii. 𝐹 azalmayan bir fonksiyondur. Yani 𝑎 < 𝑏 ise 𝐹 𝑎 ≤ 𝐹 𝑏 ‟dir. 

iii. 𝐹 sağdan süreklidir. Yani lim𝑥→0+ 𝑥 +  = 𝐹 𝑥 ‟dir (Bain ve Engelhardt 

2000). 

Moment çıkaran fonksiyon Tanım 2.2‟de verilmiĢtir.  

Tanım 2.2 𝑇 bir rasgele değiĢken olmak üzere, beklenen değer fonksiyonunun var 

olması halinde,  

𝑀𝑇 𝑢 = 𝐸 𝑒𝑢𝑇  ,        > 0,     −  < 𝑢 <        (2.2) 

fonksiyonuna 𝑇‟nin moment çıkaran fonksiyonu denir (Casella ve Berger 2002). 

Tanım 2.3 Herhangi bir 𝑛 tam sayısı için 𝑇 rasgele değiĢkeninin 𝑛. merkezi olmayan 

momenti 𝜇𝑛
′ = 𝐸 𝑇𝑛  olarak, 𝑛. merkezi momenti ise 𝜇𝑛 = 𝐸 𝑇 − 𝜇 𝑛  Ģeklinde 

tanımlanır. Burada birinci merkezi olmayan moment olan 𝜇 = 𝜇1
′ = 𝐸 𝑇  beklenen 

değer olarak, ikinci merkezi moment olan 𝐸 𝑇 − 𝜇 2 ise varyans olarak bilinmektedir. 

Bir rasgele değiĢkenin moment çıkaran fonksiyonunun bilinmesi, söz konusu rasgele 

değiĢkenin momentlerine ulaĢılmasını sağlar. Moment çıkaran fonksiyon yardımıyla 𝑇 

rasgele değiĢkeninin momentleri Teorem 2.2‟de verildiği gibi hesaplanır.  

Teorem 2.2 Herhangi bir 𝑇 rasgele değiĢkeninin moment çıkaran fonksiyonu 𝑀𝑇 𝑢  

olsun. Bu durumda 𝑛 bir tam sayı olmak üzere; 𝑇 rasgele değiĢkeninin 𝑛. merkezi 

olmayan momenti 𝜇𝑛
′ = 𝐸 𝑇𝑛 = 𝑀𝑇

 𝑛  0  olup, burada 𝑀𝑇
 𝑛  0 =  𝑑

𝑛

𝑑𝑢𝑛 𝑀𝑇 𝑢  
𝑢=0

 

Ģeklinde hesaplanır. 
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2.1.2 YaĢam fonksiyonu 

𝑇, negatif olmayan sürekli bir rasgele değiĢken olmak üzere, bir sistemdeki parçaların 

ya da nesnelerin yaĢam (sağkalım) süresini göstersin. Buna göre herhangi bir nesnenin t 

zamanından sonra yaĢama olasılığı 

 

𝑆 𝑡 = 𝑃𝑟 𝑇 > 𝑡 =  𝑓 𝑥  𝑑𝑥

∞

𝑡

 (2.3) 

 

olup, yaĢam fonksiyonu olarak adlandırılır. YaĢam fonksiyonu, lim𝑡→∞ 𝑆 𝑡 = 0 ve 

lim𝑡→0 𝑆 𝑡 = 1 özelliklerine sahiptir ve artmayan bir fonksiyondur (Topçu, 2013). 

Burada 𝑆 𝑡  yaĢam fonksiyonu, herhangi bir birimin (0, 𝑡] aralığında hata vermeme 

yani yaĢama olasılığı olarak da ifade edilebilir (Yılmaz ve Topçu 2010). 

2.1.3 Bozulma oranı fonksiyonu 

Bozulma oranı, herhangi bir 𝑡 anına kadar yaĢadığı bilinen bir nesne ya da parçanın 

bundan sonraki  𝑡 , 𝑡 + ∆𝑡  gibi kısa bir zaman aralığında bozulma olasılığının oranıdır. 

Herhangi bir 𝑡 anında bir nesnenin hala çalıĢtığı biliniyorsa, ∆𝑡 aralığı sonunda bozulma 

olasılığı 𝑃  𝑡 < 𝑇 < 𝑡 + ∆𝑡 𝑇 > 𝑡  olup, ∆𝑡 → 0 için limiti alındığında 𝑡 anındaki 

bozulma oranı 𝑟(𝑡) ile gösterilsin. Bozulma oranı, 

 

𝑟 𝑡 =
𝑙𝑖𝑚

∆𝑡 → 0
𝑃𝑟  𝑡 < 𝑇 < 𝑡 + ∆𝑡 𝑇 > 𝑡  

Ģeklinde yazıldıktan sonra;  

𝑟 𝑡 =  
𝑓 𝑡 

𝑆 𝑡 
 (2.4) 

biçiminde elde edilir (Topçu 2013). 𝑟 𝑡 = −
𝑑

𝑑𝑡
ln 𝑆(𝑡) olup, bu da bozulma oranı 

fonksiyonunun yaĢam fonksiyonuyla da elde edilebileceğini göstermektedir (Yılmaz ve 

Topçu 2010). 
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2.1.4 Üstel dağılım ve bazı özellikleri 

𝑋 sürekli bir rasgele değiĢken olmak üzere 𝜆 parametreli üstel dağılıma sahip olsun ve 

𝑋~𝐸𝑋𝑃 𝜆  Ģeklinde gösterilsin. Bu durumda, dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonu; 

𝑓 𝑥; 𝜆 = 𝜆𝑒−𝜆𝑥 ,    𝑥 > 0 Ģeklindedir. Çoğu zaman üstel dağılımın olasılık yoğunluk 

fonksiyonu; 𝑓 𝑥; 𝛼 =
1

𝛼
𝑒

−𝑥

𝛼  ,     𝑥 > 0 olarak kabul edilir. Burada yeniden 

parametrelendirme sözkonusudur yani 𝜆 =
1

𝛼
 olmaktadır. Üstel dağılımın bu formunun 

kullanımı daha yaygındır. Bunun sebebi; 𝑋 bir parçanın ya da nesnenin yaĢam 

(sağkalım) süresini temsil ediyorsa bu parçanın hayatta kalma süresinin beklenen değeri 

𝐸 𝑋 = 𝛼 olmaktadır, bu da üstel dağılımın bu formunun daha kullanıĢlı olmasını 

sağlamaktadır. Dağılımın varyansı; 𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝛼2‟dir. Dağılım fonksiyonu ise 

𝐹 𝑥; 𝛼 = 1 − 𝑒
−𝑥

𝛼 ,    𝑥 > 0 „dır (Bain ve Engelhardt 2000). 

Üstel dağılım, özel hallerde Gamma, Weibull, Rayleigh, Gumbel gibi birçok dağılıma 

denk gelmektedir. Üstel dağılımın çarpıklık ve basıklık katsayıları sabit olup sırasıyla 2 

ve 9 değerlerini alır (Balakrishnan ve Basu 1996). 

Üstel dağılımın yaĢam fonksiyonu 𝑆 𝑥; 𝛼 = 𝑒
−𝑥

𝛼 , 𝑥 > 0 olarak bulunur. Bozulma oranı 

fonksiyonu ise 𝑟 𝑥; 𝛼 = 1/𝛼 olarak hesaplanır. 

2.2 Ġki DeğiĢkenli Sürekli Dağılımlar ve Kapula Teorisi  

Aynı tür olayları içeren olasılıkları hesaplamak ya da olasılık modellerini tartıĢmak için 

yalnızca bir rasgele değiĢken kullanılır. Bu Ģekilde kurulan olasılık modellerinde tek 

değiĢkenli dağılımlara baĢvurulur. Bazı durumlarda tek bir rasgele değiĢkenin aldığı 

değeri gözlemlemek kullanıĢlı olmayacaktır. Örneğin bir bireyin sağlık durumu 

hakkında bilgi edinmek için düzenlenen bir deneyde, bireyin sadece vücut ağırlığına 

bakmak yeterli değildir. Bunun yerine vücut ağırlığına ek olarak aynı bireyden ölçülen 

sıcaklık, boy uzunluğu, kan basıncı gibi ölçüm değerlerinin de alınması önem arz 

etmektedir. Bu farklı karakteristikler de aynı anda birden fazla farklı rasgele 

değiĢkenlerle modellenebilir. Birden fazla rasgele değiĢken içeren olasılık modellerinde 

ise çok değiĢkenli dağılımlara baĢvurulur. Bu çalıĢmada yalnızca iki değiĢkenli sürekli 
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dağılımlar ele alınmıĢtır. Bu bağlamda iki değiĢkenli ortak dağılım fonksiyonu Tanım 

2.4‟de verilmiĢtir. 

Tanım 2.4 Olasılık yoğunluk fonksiyonu 𝑓(𝑥, 𝑦) olan (𝑋, 𝑌) iki boyutlu rasgele 

vektörünün ortak dağılım fonksiyonu; 

𝐻 𝑥, 𝑦 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦 =   𝑓 𝑡1, 𝑡2  𝑑𝑡1 𝑑𝑡2

𝑦

−∞

𝑥

−∞

,               𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 (2.5) 

Ģeklinde tanımlanır (Hogg vd. 2005). 

Ġki değiĢkenli dağılım fonksiyonları Teorem 2.3‟de verilen özellikleri sağlar. 

Teorem 2.3 Ġki değiĢkenli dağılım fonksiyonu olan 𝐻 aĢağıdaki özellikleri 

sağlamaktadır (Nelsen 2006).  

i. 𝐻 𝑥, −∞ = 𝐻 −∞, 𝑦 = 0 ve 𝐻 +∞, +∞ = 1 

ii. 𝐻, 2-artan bir fonksiyondur (diktörtgenler üzerinde pozitif değerli bir hacim 

oluĢturmaktadır). 

iii. 𝐹 𝑥 = 𝐻 𝑥, +∞  ve 𝐺 𝑦 = 𝐻 +∞, 𝑦 ‟dir. 

Ġki değiĢkenli dağılımların kullanıldığı modellerde çoğu zaman rasgele değiĢkenler 

iliĢkilidir. Örneğin aynı bireye ait boy uzunluğu ve vücut ağırlığı değiĢkenleri arasında 

bir iliĢki olması beklenir. Yani aynı bireye ait bir rasgele değiĢkenin aldığı değeri 

bilmek diğer rasgele değiĢkenin aldığı değer hakkında ipucu vermektedir. Ancak tam 

olarak değerini bilmeyi sağlamaz. Bundan yola çıkılarak Tanım 2.4‟de verilen koĢullu 

olasılık kavramına değinilmektedir. 

Tanım 2.4 Olasılıkta temel amaç, belirli bir deney gerçekleĢtirildiğinde herhangi bir 𝐴 

olayının gerçekleĢme olasılığını belirlemektir. Ancak, bazı durumlarda 𝐴‟nın 

gerçekleĢme olasılığı, baĢka bir 𝐵 olayının gerçekleĢmesi veya gerçekleĢmemesi 

durumundan etkilenecektir. Bu Ģekilde meydana gelen olasılığa, 𝐵 verilmiĢken 𝐴‟nın 

koĢullu olasılığı denir ve 𝑃 𝐴 𝐵  ile gösterilir. 
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𝑃 𝐴 𝐵 =
𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 

𝑃 𝐵 
 

(2.6) 

Burada 𝑃(𝐵) ≠ 0‟dır (Bain ve Engelhardt 2000). 

KoĢullu olasılık iki değiĢkenli sürekli dağılımlar için Tanım 2.5‟da verilen koĢullu 

dağılım fonksiyonu ile ifade edilir. 

Tanım 2.5  𝑌 = 𝑦 bilindiğinde 𝑋‟in koĢullu olasılık yoğunluk fonksiyonu 𝑓(𝑥 𝑦 ) 

olmak üzere, 𝑌 bilindiğinde 𝑋‟in koĢullu dağılım fonksiyonu, 

𝑃 𝑋 ∈  𝑎, 𝑏  𝑌 = 𝑦  =  𝑓 𝑥 𝑦   𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 (2.7) 

Ģeklinde tanımlanır (Hogg vd. 2005). 

Bu bilgiler ıĢığında istatistik teorisinde rasgele değiĢkenler arasındaki iliĢki, bağımlılık 

kavramıyla açıklanmaktadır. Bağımlılık, iki rasgele değiĢkenin ortak dağılımının 

parametreleri için nokta tahmini, aralık tahmini gibi sonuç çıkarımları yaparken sorun 

teĢkil etmektedir. Bu sebeple bağımlılığı açık Ģekilde ifade etmek önemlidir. Rasgele 

değiĢkenler arasındaki bağımlılığı açıklamak için genellikle kovaryans kullanılır. Ancak 

kovaryans bağımlılığın sadece derecesini gösterebilirken matematiksel olarak 

fonksiyonel yapısını ortaya koyamamaktadır. Ancak, matematiksel olarak bağımlılık 

yapısını ortaya koymak “kapula” sayesinde mümkün olmaktadır (Fisher 1997). Rasgele 

değiĢkenler arasındaki bağımlılığı karakterize etmek için kullanılan kapula (copula), bağ 

anlamından gelen “couple” kelimesinden türemiĢtir. Kapula, ortak dağılım 

fonksiyonunun temel dağılım fonksiyonları ve bağımlılık ölçüsü cinsinden ifade 

edilmesini sağlar. Bu özellik istatistikçilerin kapulaları araĢtırma konusu olarak ele 

almalarının en önemli sebebi sayılabilir. Özetle kapula, tek boyutlu temel dağılım 

fonksiyonlarını ve bağımlılık ölçüsünü (parametre olarak) içinde barındıran çok 

değiĢkenli ortak dağılım fonksiyonu olarak da düĢünülebilir.  
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Tanım 2.6 𝐶 kapula fonksiyonu 𝐶: 𝐼2 → 𝐼 ile tanımlanır ve aĢağıda belirtilen koĢullara 

sahipse 2-boyutlu kapula (veya kapula) adını almaktadır. Bu özellikler; 

i. Her  𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼 olmak üzere; 

𝐶 𝑢, 0 = 𝐶 0, 𝑣 = 0 ve 𝐶 𝑢, 1 = 𝑢, 𝐶 1, 𝑣 = 𝑣. 

ii. Her  𝑢1, 𝑢2, 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝐼 ve 𝑢1 ≤ 𝑢2, 𝑣1 ≤ 𝑣2 için, 

𝐶 𝑢2, 𝑣2 − 𝐶 𝑢2, 𝑣1 − 𝐶 𝑢1, 𝑣2 + 𝐶 𝑢1, 𝑣1 ≥ 0 

biçiminde tanımlanmıĢtır (Nelsen 2006). 

Kısaca kapula, 𝐼 = [0,1] aralığında değerler alan temel dağılım fonksiyonlarını çok 

değiĢkenli ortak dağılım fonksiyonuna dönüĢtürür. Ġki boyutlu uzayda tanımlı ortak 

dağılım fonksiyonları ile kapulalar arasındaki iliĢkiyi ortaya koyma açısından önemli 

olan Sklar teoremi aĢağıda verilmiĢtir. 

Teorem 2.4 (Sklar Teoremi) Temel dağılımları 𝐹 ve 𝐺 olan iki değiĢkenli dağılım 

fonksiyonu 𝐻 ile gösterilsin. O zaman her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅  için bir 𝐶 kapulası mevcuttur ve 

𝐻 𝑥, 𝑦 = 𝐶 𝐹 𝑥 , 𝐺 𝑦   

Ģeklinde yazılmaktadır. Burada 𝐹 ve 𝐺 sürekli ise 𝐶 tek olacaktır. Aksi halde 𝐶,  𝐹 ve 

𝐺‟nin değer kümelerinin kartezyen çarpımı üzerinde tek olarak tanımlanmaktadır 

(Nelsen 2006). 

Literatürde kullanılan, Clayton, Frank, Gumbel Barnett, Ali-Mikhail-Haq, Farlie–

Gumbel–Morgenstern, Gaussian gibi birçok kapula dağılımlar ailesi mevcuttur. 

2.3 Dağılım Aileleri 

ÇalıĢmada kullanılan iki boyutlu kapula aileleri ve tek boyutlu dönüĢüm aileleri 

hakkındaki özet bilgilere bu bölümde yer verilmiĢtir. 
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2.3.1 Ali-Mikhail-Haq (AMH) dağılım ailesi  

Bu dağılım ilk kez Ali vd. (1978)  tarafından kullanılmıĢtır ve ortak dağılım fonksiyonu 

𝐻 𝑥, 𝑦 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦 =
𝐹 𝑥 𝐺 𝑦 

1 − 𝜃 1 − 𝐹 𝑥   1 − 𝐺 𝑦  
,    − 1 ≤ 𝜃 ≤ 1 (2.8) 

Ģeklindedir. Burada 𝜃 parametresi 𝑋 ile 𝑌 arasındaki bağımlılığın bir ölçüsüdür. (2.8) ile 

verilen ifade literatürde Ali-Mikhail-Haq Kapula (AMH) ailesi olarak geçmektedir. 

2.3.2 Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) dağılım ailesi 

Ġki değiĢkenli Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) dağılım ailesi, Morgenstern (1956), 

Gumbel (1960) ve Farlie (1960)‟nin çalıĢmaları sonucunda elde edilen bir dağılım 

ailesidir.  

𝐻 𝑥, 𝑦 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦  

               = 𝐹 𝑥 𝐺 𝑦  1 + 𝜃  1 − 𝐹 𝑥   1 − 𝐺 𝑦   ,       − 1 ≤ 𝜃 ≤ 1 
(2.9) 

Ģeklinde verilen dağılım ailesi FGM ailesi olarak adlandırılmaktadır. Lai ve Xie (2000), 

FGM dağılım ailesini kullanarak pozitif karesel bağımlılık (PQD) adı altında rasgele 

değiĢkenler arasındaki bağımlılığı ele almıĢ ve yeni bir dağılım ailesi elde etmiĢlerdir. 

2.3.3 Marshall-Olkin dağılım ailesi 

Marshall ve Olkin (1997) tarafından önerilen Marshall-Olkin dağılım ailesi; 

𝐻 𝑥 = 1 −
𝛽𝐹  𝑥 

𝐹 𝑥 + 𝛽𝐹  𝑥 
,        − ∞ < 𝑥 < ∞, 0 < 𝛽 < ∞ (2.10) 

Ģeklindedir.  
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2.3.4 Karesel dönüĢtürülmüĢ dağılım ailesi 

Shaw ve Buckley (2007) tarafından önerilen dönüĢtürülmüĢ (transmuted) dağılım, 

𝐻 𝑥 =  1 + 𝜃 𝐹 𝑥 − 𝜃𝐹 𝑥 2  

           = 𝐹 𝑥  1 + 𝜃𝐹  𝑥  ,              𝜃 ≤ 1 (2.11) 

Ģeklindedir. Burada 𝜃 = 0 olduğunda 𝐻 𝑡 = 𝐹 𝑡  eĢitliği sağlanmaktadır. 

Bir dönüĢüm prosedürü kullanılarak elde edilen polinomial dönüĢüm ailesi de 

literatürde aĢağıdaki Ģekilde verilmiĢtir. 

𝑃 çeĢitli parametreler içeren bir polinom olmak üzere, 

𝐺𝑅12 𝑢 = 𝑢 + 𝑢 1 − 𝑢 𝑃 𝑢  (2.12) 

Ģeklinde verilen dönüĢüm formu polinomial dönüĢüm ailesi olarak ifade edilir (Shaw ve 

Buckley 2007). 

2.4 Parametre Tahmin Yöntemleri 

Bu bölümde tez çalıĢmasında kullanılan en çok olabilirlik (ML), momentler (MOM) ve 

en küçük kareler (LS)  parametre tahmin yöntemlerine değinilmiĢtir. 

2.4.1 En çok olabilirlik (ML) tahmin yöntemi 

𝑿 = (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛) rasgele örnekleminin olasılık (yoğunluk) fonksiyonu 𝑓 𝒙; 𝜃  olmak 

üzere,  𝑿 = 𝒙  gözlendiğinde 𝜃 parametresinin bir fonksiyonu olan olabilirlik 

fonksiyonu, 

𝐿 𝜃; 𝒙 =  𝑓 𝑥𝑖 ; 𝜃 

𝑛

𝑖=1

,      𝜃 ∈ Θ (2.13) 

Ģeklinde hesaplanır.  
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ML tahmin yöntemi, Θ parametre uzayında 𝐿 𝜃; 𝒙  fonksiyonunu en büyük yapan  𝜃  

değerini 𝜃‟nın ML tahmin edicisi olarak belirler. Yani 𝜃‟nın ML tahmin edicisi; 

𝜃 = arg max
𝜽∈Θ

𝐿 𝜃; 𝒙  (2.14) 

olarak ifade edilir. Ayrıca (2.13) eĢitliğinin doğal logaritması alınarak elde edilen log-

olabilirlik fonksiyonu, monotonluk özelliğinden dolayı olabilirlik fonksiyonu yerine 

kullanılabilir. Log-olabilirlik fonksiyonu; 

log 𝐿 𝜃; 𝒙 =  log 𝑓(𝑥𝑖 ; 𝜃)

𝑛

𝑖=1

 (2.15) 

olur. (2.15) eĢitliğini kullanarak  elde edilen ML tahmin edicisi  

𝜃 = arg max
𝜽∈Θ

log 𝐿 𝜃; 𝒙  (2.16) 

olarak bulunur.  

Bazı durumlarda 𝜃 ‟yı gözlem değerleri cinsinden ifade etmek mümkün olmamaktadır. 

Yani analitik çözüm bulunamamaktadır. Analitik çözüm elde edilemediğinde ML 

tahmin edicisi biçimsel olarak bilinmemekte, yani örneklemin bir fonksiyonu olarak 

açık bir Ģekilde yazılamamaktadır. Böyle durumlarda oluĢan optimizasyon problemi bir 

algoritma ile çözdürülerek ML tahmini elde edilebilmektedir.  

2.4.2 Momentler (MOM) tahmin yöntemi 

𝜽 = (𝜃1, 𝜃2 , … , 𝜃𝑟) ∈ Θ olmak üzere 𝑟 bileĢenli  𝑟 = 1, 2, …  𝜽 parametre vektörü 

tahmin edilmek istensin. 𝑿 = (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛) rasgele örnekleminin olasılık (yoğunluk) 

fonksiyonu 𝑓 𝒙; 𝜽  olmak üzere var olması halinde, dağılımın kitle momentleri 

𝐸𝜽 𝑋
𝑘 ,   𝑘 = 1,2, …  Ģeklinde,  örneklem momentleri ise 𝑚𝑘 =

1

𝑛
 𝑋𝑖

𝑘  ,    𝑘 = 1,2, …𝑛
𝑖=1  

olsun. Kitle ve örneklem momentlerinin ilk 𝑟 tanesinin birbirine eĢitlenmesiyle 

oluĢturulan 
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𝑔1 𝜽 = 𝐸𝜽 𝑋 − 𝑚1 

𝑔2 𝜽 = 𝐸𝜽 𝑋2 − 𝑚2 

⋮ 

𝑔𝑟 𝜽 = 𝐸𝜽 𝑋𝑟 − 𝑚𝑟  

denklem sisteminin çözümü ile elde edilen tahmin ediciye  𝜽‟nın MOM tahmin edicisi 

denir. 

Elde edilme kolaylığı açısından çoğu zaman bir tahmin yürütebilme özelliğine sahip bu 

yöntemde, bazı tahmin ediciler örneklemin bir fonksiyonu olarak açık olarak ifade 

edilememektedir. Böyle durumlarda oluĢan optimizasyon problemi bir algoritma ile 

çözdürülerek MOM tahmini elde edilebilmektedir. Newton-Raphson algoritması da bu 

bağlamda MOM tahmininin elde edilmesi için kullanılabilir.  

Newton-Raphson algoritması ile momentler tahmin yöntemi: 

Literatürde analitik çözümü olmayan denklemleri çözmek için yaygın olarak Newton-

Raphson iteratif yöntemi kullanılır. Newton-Raphson yöntemi aĢağıdaki gibi 

açıklanabilir. 

𝒃 elemanları sabit bir vektör, 𝑩 ise pozitif tanımlı bir matris olmak üzere, birinci 

dereceden türevlenebilir herhangi bir fonksiyon,  

 𝑢 𝜽 = 𝒃 + 𝑩𝜽  

olsun. Bu Ģekilde verilen 𝑢(𝜽) fonksiyonu,  𝜽∗ = −𝑩−1𝒃 noktasında minimum değerini 

alır. Bu bilgiye dayanarak;  

𝒈 𝜽 =

 
 
 
 
 
 
𝑔1(𝜽)

𝑔2(𝜽)

⋮

𝑔𝑟(𝜽) 
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fonksiyonunun herhangi bir 𝜽(0) noktası etrafındaki birinci dereceden Taylor açılımı, 

𝒈 𝜽 = 𝒈 𝜽 0  + 𝑮 𝜽 0   𝜽 − 𝜽 0  + ⋯ 

Ģeklindedir. Yukarıdaki bilgilerden hareketle 𝒈 𝜽  fonksiyonuna (2.17)‟deki yaklaĢım 

sağlanır. 

𝒈 𝜽 ≅ 𝒈 𝜽 0  + 𝑮 𝜽 0   𝜽 − 𝜽 0   (2.17) 

Burada 𝑮 𝜽  matrisi,  

𝑮 𝜽 =

 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑔1

𝜕𝜃1

𝜕𝑔1

𝜕𝜃2
⋯

𝜕𝑔1

𝜕𝜃𝑟

𝜕𝑔2

𝜕𝜃1

𝜕𝑔2

𝜕𝜃2
⋯

𝜕𝑔2

𝜕𝜃𝑟

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑔𝑟

𝜕𝜃1

𝜕𝑔𝑟

𝜕𝜃2
⋯

𝜕𝑔𝑟

𝜕𝜃𝑟  
 
 
 
 
 
 
 

 

Ģeklindedir. (2.17)‟de verilen yaklaĢım yardımıyla; 𝜽∗ = 𝜽 0 − 𝑮−1 𝜽 0  𝒈 𝜽 0   

olarak elde edilir. 𝜽∗‟ı kullanarak, 𝜽(0) baĢlangıç değeri olmak üzere Newton-Raphson 

adımları, 

𝜽 𝑖+1 = 𝜽 𝑖 − 𝑮−1 𝜽 𝑖  𝒈 𝜽 𝑖  ,      𝑖 = 0, 1, 2, … 

Ģeklinde ifade edilir.  

𝜽‟nın,  𝒈(𝜽)‟yı minimum yapan noktaya yakın olduğu durumlarda; daha hızlı bir 

yakınsamanın sağlanması bu yöntemin avantajıdır. Dezavantajları ise parametre sayısı 

çok fazla olduğunda 𝑮 matrisinin tersinin bulunmasının zorlaĢması, 𝜽‟nın 𝒈(𝜽)‟yı 

minimum yapan noktaya yakın olmadığı durumlarda; 𝑮 matrisi negatif tanımlı 

olabileceğinden yakınsamanın gerçekleĢmemesi Ģeklinde belirtilebir (Everitt 1987). 
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2.4.3 En küçük kareler (LS) tahmin yöntemi 

𝑿 = (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛) rasgele örnekleminin dağılım fonksiyonu 𝐹 𝒙; 𝜃  olmak üzere, 

𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛  gözlem değerlerinin küçükten büyüğe 𝑥 1 < 𝑥 2 < ⋯ < 𝑥 𝑛  Ģeklinde 

sıralandığı düĢünülsün. Bu gözlem değerlerine karĢın deneysel (empirical) dağılım, 

𝐹  𝑥 =

 
 

 
0, 𝑥 < 𝑥 1 

𝑘

𝑛
, 𝑥 𝑘 ≤ 𝑥 < 𝑥 𝑘+1 

1, 𝑥 ≥ 𝑥 𝑛 

  ,     𝑘 = 1,2,3, … , 𝑛 − 1 

olmaktadır. Burada 𝑥 𝑡  sıralı verilerdeki 𝑡.nci değeri göstermektedir.  

LS tahmin yönteminde amaç, hipotez olarak varsayılan dağılım (𝐹) ile deneysel dağılım 

 𝐹   arasındaki farkların kareleri toplamı olan 

𝑄 𝜃 =   𝐹 𝑥 𝑖  − 𝐹  𝑥 𝑖   
2

𝑛

𝑖=1

 

fonksiyonunu en küçük yapacak Ģekilde parametreleri tahmin etmektir. Daha açık bir 

anlatımla, sıralanmıĢ gözlem değerleri göz önüne alınarak 𝜃‟nın LS tahmin edicisi 

𝜃 = argmin
𝜃∈Θ

  𝐹 𝑥 𝑖  − 𝐹  𝑥 𝑖   
2

𝑛

𝑖=1

 (2.18) 

olarak bulunur. Burada, 𝐹  𝑥 𝑖  = 𝐸  𝐹 𝑥 𝑖   =
𝑖

𝑛+1
 olarak alınır (Günay ve Yılmaz 

2018). 

2.5 KarĢılaĢtırma Kriterleri 

Bu bölümde simülasyon çalıĢmalarında tahmin edicileri karĢılaĢtırmak için kullanılan 

Bias ve RMSE karĢılaĢtırma kriterlerine değinilmiĢtir. 
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2.5.1 Bias (Yan) 

Bias, tahmin edicinin beklenen değerinin kitle parametresinin değerine olan uzaklığını 

ifade eder. Bir tahmin edicinin Bias değeri sıfırsa, bu tahmin edicinin yansız olduğu 

söylenir. Aksi durumda tahmin edici yanlı olarak ifade edilir ve Bias değeri yan miktarı 

olarak değerlendirilir.  

Herhangi bir 𝜃 parametresinin bir tahmin edicisi 𝑇 olmak üzere Bias değeri,  

𝐵𝑖𝑎𝑠𝜃 𝑇  = 𝐸𝜃 𝑇 − 𝜃 (2.19) 

Ģeklinde ifade edilir.  

2.5.2 Root mean square error (RMSE) 

Ġstatistikte genellikle yansız ve minimum varyanslı tahmin ediciler tercih edilir. RMSE, 

hata kareler ortalamasının karekökü olarak ifade edilmektedir. Hata kareler 

ortalamasının küçük olması, hem tahmin edicinin yanının hem de varyansının küçük 

olmasını gerektirmektedir. Ancak bazen yanlılık değeri yeterli düzeyde gözardı 

edilerek, küçük hata kareler ortalamasına sahip varyansı küçük ama yanlı tahmin 

ediciler tercih edilebilir. 

Herhangi bir 𝜃 parametresinin bir tahmin edicisi 𝑇 olmak üzere RMSE, 

𝑅𝑀𝑆𝐸𝜃 𝑇 =  𝐸𝜃 𝑇 − 𝜃 2 

(2.20) 
                     =  𝑉𝑎𝑟𝜃 𝑇 + 𝐵𝑖𝑎𝑠𝜃

2 𝑇  

olarak ifade edilir. (2.20) eĢitliğindeki toplanan ifadelerin her ikisi de pozitif olup, 

𝑅𝑀𝑆𝐸𝜃 𝑇  „nin en küçük olması durumu 𝑇 tahmin edicisinin 𝐵𝑖𝑎𝑠2 ve varyans 

toplamlarının en küçük olmasını gerektirir.  
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2.6 Uyum Ġyiliği Testi ve Bazı Bilgi Kriterleri 

Kolmogorov-Smirnov (K-S) uyum iyiliği testi, iyi bilinen ve yaygın olarak kullanılan 

güvenilir bir testtir (Gupta ve Chen 2001). Sıfır ve seçenek hipotez matematiksel olarak  

𝐻0: 𝐹 𝑥 = 𝐹0 𝑥 

𝐻𝑠: 𝐹 𝑥 ≠ 𝐹0 𝑥 
 

Ģeklinde ifade edilir. Burada, incelenen veri setinin sahip olduğu dağılım fonksiyonu 

𝐹(𝑥)‟dir. 𝐹0 𝑥  ise uyum iyiliği testinin yapıldığı herhangi bir dağılım fonksiyonu 

olabilmektedir. 𝐷 ile gösterilen K-S test istatistiği 

𝐷 = sup
𝑥

 𝐹 𝑛 𝑥 − 𝐹0 𝑥   

Ģeklindedir. Burada 𝐹𝑛
  𝑥  deneysel dağılım fonksiyonudur. Bu eĢitlik gözlenen ve 

beklenen değerlerin arasındaki mutlak farkın en büyüğü Ģeklinde tanımlanmaktadır. 

Hesaplanan 𝐷 test istatistiği değeri Miller (1956) tarafından verilen 𝑑𝛼 ,𝑛  kritik değeri ile 

karĢılaĢtırılır. Eğer 𝐷 > 𝑑𝛼 ,𝑛  ise sıfır hipotezi reddedilir. Bu çalıĢmada 𝛼 = 0.05 olarak 

alınmıĢtır. 

K-S testinin dezanavtajlarından birincisi, test istatistiği  𝐷  kesikli bir dağılıma sahip 

olduğundan dolayı, örneklem çapı yeterli büyüklükte olmadığında Tip I hatanın istenen 

seviyeye  𝛼  yakın olmaması durumudur.  Ġkincisi  ise dağılımın parametrelerinin 

örneklemden tahmin edilmesi gerektiğinde, K-S testinin güvenilir sonuçlar vermediğidir 

(Wilcox 2005). Ancak genel olarak tablolaĢtırılmıĢ kritik noktalar  kullanılırsa bu 

anlamda bu test istatistiğini kullanmanın her hangi bir sakıncası yoktur (Adhikari 2014). 

Bu bağlamda Lilliefors (1969),  üstel dağılım için Monte Carlo simülasyonu (Tekrar 

sayısı:1000, α=0.05) yaparak,   çalıĢmasında K-S test istatistiğinin Tip I hatalarını 

gösteren sonuçlara yer vermiĢtir. ÇalıĢmasında örneklem büyüklüğü arttıkça  Tip 1 hata 

olasılığı düĢerek, üstel dağılım için 𝑁 > 9 olduğu durumlarda elde edilen değerlerin 

neredeyse sabit olduğunu belirtmiĢtir. 
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Bilgi kriterleri, istatistik literatüründe farklı modellerin karĢılaĢtırılması için kullanılır. 

Akaike Bilgi Kriteri (AIC) ve DüzeltilmiĢ Akaike Bilgi Kriteri (AICc) en yaygın 

kullanılan bilgi kriterleridir. AIC, modellerin karmaĢıklığını dikkate alan ve parametre 

fazlalığını cezalandıran optimal bir bilgi kriteridir. Ayrıca bu kriter basit ve çok 

yönlüdür (Bozdogan 1987). Örnek çapı (gözlem sayısı) yeterince büyükse Akaike 

(1974) tarafından önerilen AIC kriterini kullanmak yeterlidir (Snipes ve Taylorn, 2014). 

Aksi durumda AIC yerine Sugiura (1978) tarafından önerilen AICc kullanılması tavsiye 

edilmiĢtir. 

Bu kriterler veri setine uygun olduğu düĢünülen modeller arasında seçim yapabilmek 

için her bir model için kullanılan parametre sayısına, gözlem sayısına ve olabilirlik 

fonksiyonu değerine göre AIC ve AICc olarak isimlendirilen belirli ceza değerleri 

atarlar. 𝑘 parametre sayısı, 𝑛 gözlem sayısı ve 𝐿 olabilirlik fonksiyonu olmak üzere, 

AIC ve AICc değerleri sırasıyla aĢağıdaki eĢitlikler yardımı ile hesaplanır. 

𝐴𝐼𝐶 =  −2 log 𝐿 + 2𝑘 

𝐴𝐼𝐶𝑐 = 𝐴𝐼𝐶 +
2𝑘(𝑘 + 1)

(𝑛 − 𝑘 − 1)
 

Kullanılan modeller içinde en küçük AIC veya AICc değerlerini veren model ilgili 

kritere göre en iyi model olarak değerlendirilir. 
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3. ALI-MIKHAIL-HAQ DAĞILIMI ĠLE ELDE EDĠLEN YENĠ TEK BOYUTLU 

DAĞILIM 

(2.8) eĢitliğinde verilen AMH dağılım ailesinin karmaĢık bir yapıda olmasından dolayı 

birinci dereceden Taylor serisine açılmıĢ Ģekli ele alınsın. Bu eĢitlik 

𝑃 𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦 ≅ 𝐻 𝑥, 𝑦  
(3.1) 

                                = 𝐹 𝑥 𝐺 𝑦  1 + 𝜃 1 − 𝐹 𝑥   1 − 𝐺 𝑦    

olmaktadır. Taylor açılımı sonucunda (2.9)‟daki FGM dağılım ailesi burada kolaylıkla 

elde edilebilmektedir.  

Ġkinci bölümde verilen koĢullu dağılım fonksiyonu bilgisi altında iki boyutlu AMH 

dağılım fonksiyonu için 𝑌 ≤ 𝑡 verilmiĢken 𝑋 ≤ 𝑡 „nin koĢullu olasılığı; 

𝐻 𝑡 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑡 𝑌 ≤ 𝑡 =
𝐹 𝑡 

1 − 𝜃 1 − 𝐹 𝑡   1 − 𝐺 𝑡  
 

olarak bulunur. Bu koĢullu dağılım fonksiyonunun ikinci dereceden Taylor açılımı 

sonucu ortaya çıkan ifade,  

𝐻∗ 𝑡 = 𝐹 𝑡  1 + 𝜃 1 − 𝐹 𝑡   1 − 𝐺 𝑡  +  𝜃 1 − 𝐹 𝑡   1 − 𝐺 𝑡   
2

  

olur. 

Gösterim kolaylığı açısından 𝐹 = 1 − 𝐹 𝑡 , 𝐺 = 1 − 𝐺 𝑡  ve 𝐻∗ = 𝐻∗ 𝑡  olarak 

gösterilecek olursa bu ifade, 

𝐻∗ = 𝐹 1 + 𝜃𝐹 𝐺 +  𝜃𝐹 𝐺  2  (3.2) 

biçiminde yazılabilir. 
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𝐹 ve 𝐺 temel dağılım fonksiyonlarının birbirinden farklı olduğu durumda elde edilen 𝐻∗ 

fonksiyonunun bir dağılım fonksiyonu olduğu düĢünülsün. (3.2) eĢitliğinde 𝑡 ∈ 𝑅 

olduğu kabulu altında sözde olasılık yoğunluk fonksiyonu olan ∗ 𝑡 =
𝑑

𝑑𝑡
𝐻∗ 𝑡  

fonksiyonunun Ģekli incelensin. Herhangi iki rasgele değiĢken olan 𝑋 ve 𝑌 sırasıyla 

𝑋~𝑊𝑒𝑖𝑏𝑢𝑙𝑙 𝛽, 𝜂  ve 𝑌~𝑊𝑒𝑖𝑏𝑢𝑙𝑙 𝜆, 𝛾  olsun. (3.2) eĢitliği göz önüne alınarak farklı 

parametre değerleri ile çizdirilen sözde olasılık yoğunluk fonksiyonu grafikleri ġekil 

3.1‟de verilmiĢtir. 

 
ġekil 3.1 Temel dağılımı Weibull olan 𝐻∗ 𝑡 ‟nin farklı parametre değerleri ile 

çizdirilmiĢ, sözde olasılık yoğunluk fonksiyonu grafikleri 

ġekil 3.1 incelendiğinde verilen parametre değerleri için gösterilen fonksiyonlar, 

olasılık yoğunluk fonksiyonu değerinin negatif olmama koĢulunu sağlamamaktadır. 

Böylece 𝐹 ve 𝐺 temel dağılım fonksiyonlarının birbirinden farklı olduğu durumda elde 

edilen 𝐻∗ 𝑡  fonksiyonunun dağılım fonksiyonu olup olmadığı tartıĢma konusu 

olabilmektedir. 

𝐹 ve 𝐺 temel dağılımlarının birbirine eĢit olduğu fonksiyon ise 

𝐻1 𝑡 = 𝐹 𝑡  1 + 𝜃𝐹 2 𝑡 +  𝜃𝐹 2 𝑡  
2
  (3.3) 



  

22 
 

Ģeklindedir. Ele alınan (3.3) ifadesinin 𝑡 ∈ 𝑅 olduğu kabulu altında dağılım fonksiyonu 

özelliklerini sağlayıp sağlamadığı aĢağıda kontrol edilmiĢtir. Buna göre, 

(i)   lim𝑡→∞ 𝐻1 𝑡 = 1 ve lim𝑡→−∞ 𝐻1 𝑡 = 0 ‟dır. 

𝐹 𝑡  bir dağılım fonksiyonu ve 𝐹  𝑡 = 1 − 𝐹 𝑡  de bir yaĢam fonksiyonu olduğundan 

(i) açık olarak sağlanır. 

(ii) 𝐻1 𝑡 , 𝑡 ∈ 𝑅 için azalmayan bir fonksiyondur, yani ∀𝑡1 < 𝑡2 için           

𝐻1 𝑡1 ≤ 𝐻1 𝑡2 „dir. 

Dağılım sürekli bir dağılım olduğundan, 
𝑑

𝑑𝑡
𝐻1 𝑡 ≥ 0 olduğunu göstermek yeterlidir. 

Bunun için (3.3) ifadesinde 𝐹 𝑡 = 𝑢 dönüĢümü yapılarak, bu dönüĢüm altında türevin 

iĢaretine bakılacaktır. 𝜙 𝑢 = 𝑢 1 + 𝜃 1 − 𝑢 2 + 𝜃2 1 − 𝑢 4  olup bu ifadenin 𝑢 ‟ya 

göre türevi, 

𝑑

𝑑𝑢
𝜙 𝑢 = 1 + 𝜃 1 − 𝑢 2 + 𝜃2 1 − 𝑢 4 − 2𝜃𝑢 1 − 𝑢 − 4𝜃2𝑢 1 − 𝑢 3 (3.4) 

Ģeklindedir. 

𝜃 ≤ 0 için türev fonksiyonunun iĢaretini kontrol edelim. Bu durumda (3.4) ifadesi 

yeniden düzenlenirse, 

𝜙′ 𝑢 =  1 + 𝜃 1 − 𝑢 2 2 − 𝜃 1 − 𝑢 2 − 2𝜃𝑢 1 − 𝑢 − 4𝜃2𝑢 1 − 𝑢 3 

(3.5) 
             =  1 + 𝜃 1 − 𝑢 2 2 − 𝜃 1 − 𝑢 2 1 + 4𝜃𝑢 1 − 𝑢   

elde edilir. AĢağıdaki eĢitsizlikler türevin iĢaretini belirlemede yardımcı olacaktır. 

 
  
 

  
 

𝑔 𝑢 = 𝑢 1 − 𝑢 

𝑔′ 𝑢 = 1 − 2𝑢 = 0 ⇒ 𝑢 =
1

2
𝑔′′  𝑢 = −2 < 0

𝑢 =
1

2
 𝑖ç𝑖𝑛 𝑔 𝑢 =

1

4
𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖𝑚𝑢𝑚𝑑𝑢𝑟.
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Buna göre, 

 
𝑢 1 − 𝑢 ≤

1

4
⇒ 4𝑢 1 − 𝑢 ≤ 1

⇒ 1 + 4𝜃𝑢 1 − 𝑢 ≥ 𝜃 + 1

  

eĢitsizliği (3.5) nolu türev ifadesinde kullanılsın. Böylelikle (3.5) ifadesi için bir alt sınır 

aĢağıdaki gibi elde edilir. 

𝜙′ 𝑢 ≥  1 + 𝜃 1 − 𝑢 2 2 +  −𝜃 1 − 𝑢 2 1 + 𝜃   (3.6) 

(3.6) eĢitsizliğinin sağındaki her iki toplam pozitif olduğundan türevin iĢareti de 

pozitiftir. 

𝜃 > 0 için (3.4) ifadesi uygun olarak düzenlendiğinde, 

𝜙′ 𝑢 = 1 + 𝜃 1 − 𝑢 2 1 − 4𝜃𝑢 1 − 𝑢  +𝜃2 1 − 𝑢 4 − 2𝜃𝑢 1 − 𝑢  

Ģeklinde yazılır. 1 − 4𝜃𝑢 1 − 𝑢 ≥ 1 − 𝜃 ve −2𝜃𝑢 1 − 𝑢 ≥ −
𝜃

2
  eĢitsizlikleri yardımı 

ile türev ifadesi için bir alt sınır; 

𝜙′ 𝑢 ≥ 1 + 𝜃 1 − 𝑢 2 1 − 𝜃 + 𝜃2 1 − 𝑢 4 −
𝜃

2
 

            =  1 −
𝜃

2
 +  𝜃 1 − 𝑢 2 1 − 𝜃  +  𝜃2 1 − 𝑢 4  

            ≥ 0 

olup, eşitsizliğin sağındaki her üç toplam pozitif işaretli olduğundan 𝜙 fonksiyonu, 

𝜃 > 0 için 𝑢 da azalmayandır. 

Böylece 𝜃 ∈  −1,1  için 𝜙 fonksiyonu 𝑢 da azalmayandır yani 
𝑑

𝑑𝑡
𝐻1 𝑡 ≥ 0 dır.  
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(iii) 𝐻1 𝑡  sağdan süreklidir, yani 𝜀 > 0 sayısı için 𝑙𝑖𝑚𝜀→0 𝐻1 𝑡 + 𝜀 = 𝐻1 𝑡  dir. 

𝐹 𝑡  bir dağılım fonksiyonu olduğundan bu özellik de sağlanır. 

Bu üç özellik sağlandığından, (3.3) ile verilen ifadenin bir dağılım fonksiyonu olduğunu 

söylemek mümkündür.  

𝐻1 𝑡  dağılımının olasılık yoğunluk fonksiyonu; 

1 𝑡 = 𝑓 𝑡   1 + 𝜃𝐹
2
 𝑡 + 𝜃2𝐹

 4
 𝑡  − 2𝜃𝐹 𝑡 𝐹 𝑡  1 + 2𝜃𝐹

2
 𝑡    (3.7) 

𝑡 ∈ 𝑅 , 𝜃 ∈  −1,1  Ģeklinde elde edilir. Söz konusu dağılımın yaĢam fonksiyonu ise 

daha önce verilen (2.3) eĢitliği yardımıyla; 

𝑆1 𝑡 = 1 −  𝐹 𝑡  1 + 𝜃𝐹
2
 𝑡 +  𝜃𝐹

2
 𝑡  

2

   

           = 𝐹 𝑡  1 − 𝜃𝐹 𝑡 𝐹  𝑡 − 𝜃2𝐹 𝑡 𝐹
 3
 𝑡   (3.8) 

olarak bulunur. 

(2.4) ile verilen eĢitlik göz önüne alınarak 𝐻1 𝑡  dağılımının bozulma oranı fonksiyonu 

ise, 

𝑟1 𝑡 =

𝑓 𝑡   1 + 𝜃𝐹
2
 𝑡 + 𝜃2𝐹

 4
 𝑡  − 2𝜃𝐹 𝑡 𝐹 𝑡  1 + 2𝜃𝐹

2
 𝑡   

𝐹 𝑡  1 − 𝜃𝐹 𝑡 𝐹  𝑡 − 𝜃2𝐹 𝑡 𝐹
 3
 𝑡  

 (3.9) 

olarak elde edilir. 
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3.1 Temel Dağılımı Üstel Olan 𝑯𝟏 𝒕  Dağılımının Bazı Karakteristik Özellikleri 

Bu bölümde elde edilen 𝐻1 𝑡  dağılımının temel dağılımı üstel alınarak, moment 

çıkaran fonksiyonu, momentleri, varyansı, basıklık ve çarpıklık gibi karakteristik 

özellikleri elde edilecektir. Temel dağılımı üstel olan dağılım fonksiyonu, 

𝐻1 𝑡 =  1 − 𝑒
−𝑡

𝛼   1 + 𝜃  𝑒
−𝑡

𝛼  
2

+ 𝜃2  𝑒
−𝑡

𝛼  
4

  (3.10) 

Ģeklindedir. Dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonu; 

1 𝑡 =
1

𝛼
𝑒

−𝑡
𝛼  1 − 2𝜃𝑒

−𝑡
𝛼 + 3𝜃𝑒

−2𝑡
𝛼 − 4𝜃2𝑒

−3𝑡
𝛼 + 5𝜃2𝑒

−4𝑡
𝛼   (3.11) 

𝑡 ≥ 0;  𝛼 > 0;  𝜃 ∈ [−1,1] olarak bulunur. Buradan moment çıkaran fonksiyon için; 

𝑀𝑇 𝑢 = 𝐸 𝑒𝑢𝑇   

              =  𝑒𝑢𝑡  
1

𝛼
𝑒

−𝑡
𝛼 −

2𝜃

𝛼
𝑒

−2𝑡
𝛼 +

3𝜃

𝛼
𝑒

−3𝑡
𝛼 −

4𝜃2

𝛼
𝑒

−4𝑡
𝛼 +

5𝜃2

𝛼
𝑒

−5𝑡
𝛼  𝑑𝑡

+∞

−∞

 

olup, integralin çözülmesi ile,  

𝑀𝑇 𝑢 =
1

1 − 𝛼𝑢
−

2𝜃

2 − 𝛼𝑢
+

3𝜃

3 − 𝛼𝑢
−

4𝜃2

4 − 𝛼𝑢
+

5𝜃2

5 − 𝛼𝑢
, 𝑢 <

1

𝛼
 (3.12) 

elde edilir. Bulunan moment çıkaran fonksiyon, 

𝑀𝑇 𝑢 =
1

1 − 𝛼𝑢
− 𝜃

1

1 −
𝛼

2
𝑢

+ 𝜃
1

1 −
𝛼

3
𝑢

− 𝜃2
1

1 −
𝛼

4
𝑢

+ 𝜃2
1

1 −
𝛼

5
𝑢

,        𝑢 <
1

𝛼
 

Ģeklinde yazılabileceğinden; 
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𝜔1 = 1,  𝜔2 = −𝜃, 𝜔3 = 𝜃,  𝜔4 = −𝜃2,  𝜔5 = 𝜃2 katsayıları göstermek üzere ve aynı 

zamanda, 
1

1−𝛼𝑢
= 𝑀Ü𝑠𝑡𝑒𝑙  𝛼  𝑢 , 

1

1−
𝛼

2
𝑢

= 𝑀
Ü𝑠𝑡𝑒𝑙  

𝛼

2
 
 𝑢 , 

1

1−
𝛼

3
𝑢

= 𝑀
Ü𝑠𝑡𝑒𝑙  

𝛼

3
 
 𝑢 ,          

1

1−
𝛼

4
𝑢

= 𝑀
Ü𝑠𝑡𝑒𝑙  

𝛼

4
 
 𝑢   ve  

1

1−
𝛼

5
𝑢

= 𝑀
Ü𝑠𝑡𝑒𝑙  

𝛼

5
 
 𝑢  olacağından, moment çıkaran fonksiyonu 

bu bilgiler doğrultusunda lineer kombinasyon biçiminde ifade edebilmek 

mümkündür.Yani moment çıkaran fonksiyon, 

𝑀𝑇 𝑢 =  𝜔𝑗 𝑀Ü𝑠𝑡𝑒𝑙  
𝛼

𝑗
 
 𝑢 

5

𝑗 =1

 (3.13) 

Ģeklinde yazılabilmektedir. 

𝐻1 𝑡  dağılımının yaĢam ve bozulma oranı  fonksiyonlarının genel formu daha önce 

sırasıyla (3.8) ve (3.9) eĢitlikleri ile bulunmuĢtu. Dolayısıyla 𝐻1 𝑡  dağılımının temel 

dağılımı üstel alındığında  yaĢam fonksiyonu, 

𝑆1 𝑡 = 1 −   1 − 𝑒
−𝑡

𝛼   1 + 𝜃  𝑒
−𝑡

𝛼  
2

+ 𝜃2  𝑒
−𝑡

𝛼  
4

   

           = 𝑒
−𝑡

𝛼  1 −  1 − 𝑒
−𝑡

𝛼   𝜃𝑒
−𝑡

𝛼 + 𝜃2𝑒
−3𝑡

𝛼    (3.14) 

olup, bozulma oranı fonksiyonu da, 

𝑟1 𝑡 =

1

𝛼
𝑒

−𝑡
𝛼  1 − 2𝜃𝑒

−𝑡
𝛼 + 3𝜃𝑒

−2𝑡
𝛼 − 4𝜃2𝑒

−3𝑡
𝛼 + 5𝜃2𝑒

−4𝑡
𝛼  

𝑒
−𝑡

𝛼  1 −  1 − 𝑒
−𝑡

𝛼   𝜃𝑒
−𝑡

𝛼 + 𝜃2𝑒
−3𝑡

𝛼   
 

           =
1 − 2𝜃𝑒

−𝑡
𝛼 + 3𝜃𝑒

−2𝑡
𝛼 − 4𝜃2𝑒

−3𝑡
𝛼 + 5𝜃2𝑒

−4𝑡
𝛼 

𝛼 1 −  1 − 𝑒
−𝑡

𝛼   𝜃𝑒
−𝑡

𝛼 + 𝜃2𝑒
−3𝑡

𝛼   
 

(3.15) 

Ģeklinde elde edilir. Buna göre bozulma oranı fonksiyonu için, 

lim
𝑡→0

𝑟 𝑡  = lim
𝑡→0

1 − 2𝜃𝑒
−𝑡

𝛼 + 3𝜃𝑒
−2𝑡

𝛼 − 4𝜃2𝑒
−3𝑡

𝛼 + 5𝜃2𝑒
−4𝑡

𝛼 

𝛼 1 −  1 − 𝑒
−𝑡

𝛼   𝜃𝑒
−𝑡

𝛼 + 𝜃2𝑒
−3𝑡

𝛼   
=

1 + 𝜃 + 𝜃2

𝛼
 



  

27 
 

ve 

lim
𝑡→∞

𝑟 𝑡  = lim
𝑡→∞

1 − 2𝜃𝑒
−𝑡

𝛼 + 3𝜃𝑒
−2𝑡

𝛼 − 4𝜃2𝑒
−3𝑡

𝛼 + 5𝜃2𝑒
−4𝑡

𝛼 

𝛼 1 −  1 − 𝑒
−𝑡

𝛼   𝜃𝑒
−𝑡

𝛼 + 𝜃2𝑒
−3𝑡

𝛼   
=

1

𝛼
 

olarak bulunur. 

3.1.1 𝑯𝟏 𝒕  dağılımının momentleri 

Birinci merkezi olmayan moment, elde edilen moment çıkaran fonksiyonun birinci 

türevinin alınıp, 𝑢 yerine sıfır konulması ile 

µ1
′ =  𝑑

𝑑𝑢
𝑀𝑇 𝑢  

𝑢=0
 

µ1
′ =  𝑑

𝑑𝑢
 

1

1 − 𝛼𝑢
−

2𝜃

2 − 𝛼𝑢
+

3𝜃

3 − 𝛼𝑢
−

4𝜃2

4 − 𝛼𝑢
+

5𝜃2

5 − 𝛼𝑢
  

𝑢=0

 

      =  𝛼

 1 − 𝛼𝑢 2
−

2𝜃𝛼

 2 − 𝛼𝑢 2
+

3𝜃𝛼

 3 − 𝛼𝑢 2
−

4𝜃2𝛼

 4 − 𝛼𝑢 2
+

5𝜃2𝛼 

 5 − 𝛼𝑢 2
 
𝑢=0

 

olarak elde edilir. Daha farklı bir gösterim ile ifade edilecek olursa  birinci moment; 

µ1
′ =  𝑑

𝑑𝑢
  𝜔𝑗 𝑀Ü𝑠𝑡𝑒𝑙  

𝛼

𝑗
 
 𝑢 

5

𝑗 =1

  

𝑢=0

 

      =  𝜔𝑗

𝛼

𝑗

5

𝑗=1

 

      = 𝛼  1 −
𝜃

6
−

𝜃2

20
  

olarak elde edilir. Yani 
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𝐸 𝑇 = µ1
′ = 𝛼  1 −

𝜃

6
−

𝜃2

20
  (3.16) 

Ģeklindedir. 

Bulunan beklenen değer ifadesinin üstel dağılımın ortalaması olan 𝛼 ile iliĢkisini 

göstermede aĢağıdaki açıklamalar yol gösterici olacaktır. (3.16) ifadesine bakılırsa, 

1 −
𝜃

6
−

𝜃2

20
< 1 durumunda  𝐸 𝑇 < 𝛼 ve 1 −

𝜃

6
−

𝜃2

20
> 1 durumunda ise 𝐸 𝑇 > 𝛼 

olacaktır.  

Öncelikle 𝐸 𝑇 < 𝛼 olması durumu incelensin. Bu durum,  
𝜃

6
+

𝜃2

20
> 0 olduğunda 

sağlanır. Gerekli düzenlemeler yapılırsa, 
𝜃

6
+

𝜃2

20
=

𝜃

20
 

20

6
+ 𝜃  ifadesi elde edilir. Bu 

ifadenin pozitif olması görüleceği üzere, 𝜃 ∈  0,1  olduğunda sağlanmaktadır.  Benzer 

Ģekilde 𝐸 𝑇 > 𝛼 durumu ise, 
𝜃

20
 

20

6
+ 𝜃 < 0 olduğunda sağlanmaktadır. Bu ise, 

𝜃 ∈  −1,0  koĢulu ile gerçekleĢmektedir. Sonuç olarak, 

𝜃 ∈  −1,0 ⇒ 𝐸 𝑇 > 𝛼 

𝜃 = 0          ⇒ 𝐸 𝑇 = 𝛼 

𝜃 ∈  0,1     ⇒ 𝐸 𝑇 < 𝛼  

elde edilir. Ġkinci merkezi olmayan moment, moment çıkaran fonksiyonun ikinci 

türevinin alınıp 𝑢 yerine sıfır konulması ile, 

µ2
′ =  𝑑

2

𝑑𝑢2
𝑀𝑇 𝑢  

𝑢=0

 

µ2
′ =  𝑑

2

𝑑𝑢2
 

1

1 − 𝛼𝑢
−

2𝜃

2 − 𝛼𝑢
+

3𝜃

3 − 𝛼𝑢
−

4𝜃2

4 − 𝛼𝑢
+

5𝜃2

5 − 𝛼𝑢
  

𝑢=0

 

      =  2𝛼2

 1 − 𝛼𝑢 3
−

4𝜃𝛼2

 2 − 𝛼𝑢 3
+

6𝜃𝛼2

 3 − 𝛼𝑢 3
−

8𝜃2𝛼2

 4 − 𝛼𝑢 3
+

10𝜃2𝛼2

 5 − 𝛼𝑢 3
 
𝑢=0

 

      = 2𝛼2  1 −
5𝜃

36
−

9𝜃2

400
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olarak elde edilir. Yani 

𝐸 𝑇2 = µ2
′ = 2𝛼2  1 −

5𝜃

36
−

9𝜃2

400
  (3.17) 

olur. Dağılımın varyansı ise (3.16) ve (3.17) eĢitlikleri yardımıyla; 

𝑉𝑎𝑟 𝑇 = 𝐸 𝑇 − 𝜇 2 = 𝐸 𝑇2 −  𝐸 𝑇  2 

               = 2𝛼2  1 −
5𝜃

36
−

9𝜃2

400
 −  𝛼  1 −

𝜃

6
−

𝜃2

20
  

2

 

                = 𝛼2  1 +
𝜃

18
+

49𝜃2

1800
−

𝜃3

60
−

𝜃4

400
  

(3.18) 

olarak bulunur. 

Elde edilen varyansın, üstel dağılımın varyansı olan 𝛼2 ile iliĢkisi için (3.18) ifadesi 

dikkate alınsın.  1 +
𝜃

18
+

49𝜃2

1800
−

𝜃3

60
−

𝜃4

400
 < 1 durumunda 𝑉 𝑇 < 𝛼2 ve  1 +

𝜃

18
+

49𝜃2

1800
−

𝜃3

60
−

𝜃4

400
 > 1 durumunda ise 𝑉 𝑇 > 𝛼2 olur.  

Öncelikle 𝑉 𝑇 < 𝛼2 olması durumu incelensin. Bu durum, 

𝜃

18
+

49𝜃2

1800
−

𝜃3

60
−

𝜃4

400
=

𝜃

3600
 200 + 98𝜃 − 60𝜃2 − 9𝜃3  

                                      =
𝜃

3600
 33 + 98 1 + 𝜃 + 60 1 − 𝜃2 + 9 1 − 𝜃3  < 0 

olup bu eĢitsizlik 𝜃 ∈  −1,0  için geçerlidir. 

Benzer Ģekilde 𝑉 𝑇 > 𝛼2 koĢulu 𝜃 ∈  0,1  olması durumunda sağlanır. Buradan 

hareketle, 

𝜃 ∈  −1,0 ⇒ 𝑉 𝑇 < 𝛼2  

𝜃 ∈  0,1    ⇒ 𝑉 𝑇 > 𝛼2  
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𝜃 = 0         ⇒ 𝑉 𝑇 = 𝛼2  

olduğu sonucuna varılır.Üçüncü merkezi olmayan moment, 

µ3
′ =  𝑑

3

𝑑𝑢3
𝑀𝑇 𝑢  

𝑢=0

 

µ3
′ =  𝑑

3

𝑑𝑢3
 

1

1 − 𝛼𝑢
−

2𝜃

2 − 𝛼𝑢
+

3𝜃

3 − 𝛼𝑢
−

4𝜃2

4 − 𝛼𝑢
+

5𝜃2

5 − 𝛼𝑢
  

𝑢=0

 

      =  6𝛼3

 1 − 𝛼𝑢 4
−

12𝜃𝛼3

 2 − 𝛼𝑢 4
+

18𝜃𝛼3

 3 − 𝛼𝑢 4
−

24𝜃2𝛼3

 4 − 𝛼𝑢 4
+

30𝜃2𝛼3

 5 − 𝛼𝑢 4
 
𝑢=0

 

      = 6𝛼3 −
3𝜃𝛼3

4
+

2𝜃𝛼3

9
−

3𝜃2𝛼3

32
+

6𝜃2𝛼3

125
 

      = 6𝛼3  1 −
35𝜃

216
−

189𝜃2

8000
  (3.19) 

olup, dördüncü merkezi olmayan moment ise; 

µ4
′ =  𝑑

4

𝑑𝑢4
𝑀𝑇 𝑢  

𝑢=0

 

µ4
′ =  𝑑

4

𝑑𝑢4
 

1

1 − 𝛼𝑢
−

2𝜃

2 − 𝛼𝑢
+

3𝜃

3 − 𝛼𝑢
−

4𝜃2

4 − 𝛼𝑢
+

5𝜃2

5 − 𝛼𝑢
  

𝑢=0

 

      =  24𝛼4

 1 − 𝛼𝑢 5
−

48𝜃𝛼4

 2 − 𝛼𝑢 5
+

72𝜃𝛼4

 3 − 𝛼𝑢 5
−

96𝜃2𝛼4

 4 − 𝛼𝑢 5
+

120𝜃2𝛼4

 5 − 𝛼𝑢 5
 
𝑢=0

 

      = 24𝛼4  1 −
97𝜃

1296
−

881𝜃2

160000
  (3.20) 

Ģeklindedir. 

Elde edilen 𝐻1 𝑡  dağılımının merkezi momentleri hesaplanmak istensin. Ġkinci merkezi 

moment 𝐸 𝑇 − 𝜇 2 = 𝜇2 olacağından daha önce (3.18) eĢitliğinde gösterilmiĢtir. 

Üçüncü ve dördüncü merkezi momentler ise;  𝑎 + 𝑏 𝑛 =    
𝑛
𝑘
 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘𝑛

𝑘=0   Ģeklinde 

bilinen binom açılımı yardımıyla aĢağıdaki gibi bulunmaktadır. 
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𝜇 kitle ortalamasını göstermek üzere; 

𝐸 𝑇 − 𝜇 3 = 𝜇3 = 𝐸    
3
𝑘
 𝑇𝑘 −𝜇 3−𝑘

3

𝑘=0

  

                     =   
3
𝑘
 𝐸 𝑇𝑘  −𝜇 3−𝑘

3

𝑘=0

 

                     =  
3
0
  −𝜇 3 +  

3
1
 𝐸 𝑇  −𝜇 2 +  

3
2
 𝐸 𝑇2  −𝜇 +  

3
3
 𝐸 𝑇3  

olduğundan, 

𝐸 𝑇 − 𝜇 3 = 𝜇3 =  −𝛼  1 −
𝜃

6
−

𝜃2

20
  

3

+ 3  𝛼  1 −
𝜃

6
−

𝜃2

20
  

3

 

                         +6𝛼2  1 −
5𝜃

36
−

9𝜃2

400
  −𝛼  1 −

𝜃

6
−

𝜃2

20
  + 6𝛼3  1 −

35𝜃

216
−

189𝜃2

8000
  

                    = 2𝛼3  1 −
𝜃

6
−

𝜃2

20
 

3

− 6𝛼3  1 −
5𝜃

36
−

9𝜃2

400
  1 −

𝜃

6
−

𝜃2

20
  

(3.21) 

                         +6𝛼3  1 −
𝜃

8
+

𝜃

27
−

𝜃2

64
+

𝜃2

125
  

olarak elde edilir. 

Dördüncü merkezi moment ise benzer Ģekilde; 

𝐸 𝑇 − 𝜇 4 = 𝜇4 = 𝐸    
4
𝑘
 𝑇𝑘 −𝜇 4−𝑘

4

𝑘=0

 =   
4
𝑘
 𝐸 𝑇𝑘  −𝜇 4−𝑘

4

𝑘=0

 

             =  
4
0
  −𝜇 4 +  

4
1
 𝐸 𝑇  −𝜇 3 +  

4
2
 𝐸 𝑇2  −𝜇 2 +  

4
3
 𝐸 𝑇3  −𝜇 

+  
4
4
 𝐸 𝑇4  

olur. Gerekli ifadeler eĢitlikte yerine konulup, düzenlemeler yapıldığında, 
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𝐸 𝑇 − 𝜇 4 = 𝜇4 =  𝛼  1 −
𝜃

6
−

𝜃2

20
  

4

− 4  𝛼  1 −
𝜃

6
−

𝜃2

20
  

4

 

                                   +12  𝛼2  1 −
5𝜃

36
−

9𝜃2

400
   −𝛼  1 −

𝜃

6
−

𝜃2

20
  

2

 

                                   +4  6𝛼3  1 −
35𝜃

216
−

189𝜃2

8000
   −𝛼  1 −

𝜃

6
−

𝜃2

20
   

                                   +24𝛼4  1 −
97𝜃

1296
−

881𝜃2

160000
  

olup, dördüncü merkezi moment; 

𝐸 𝑇 − 𝜇 4 = −3𝛼4  1 −
𝜃

6
−

𝜃2

20
 

4

+ 12𝛼4  1 −
5𝜃

36
−

9𝜃2

400
  1 −

𝜃

6
−

𝜃2

20
 

2

− 24𝛼4  1 −
35𝜃

216
−

189𝜃2

8000
  1 −

𝜃

6
−

𝜃2

20
   

+ 24𝛼4  1 −
97𝜃

1296
−

881𝜃2

160000
  

(3.22) 

olarak elde edilir.  

3.1.2 𝑯𝟏 𝒕  dağılımının basıklık ve çarpıklığı 

Daha önce (3.21)‟de hesaplanan üçüncü merkezi moment, standart sapmanın üçüncü 

kuvvetine bölünürse çarpıklık ölçüsü elde edilmiĢ olur. Momentler yardımıyla çarpıklık 

ölçüsü, 

𝛽1 𝛼, 𝜃 =
𝐸 𝑇 − 𝜇 3

𝜎3
=

𝜇3

 𝜇2 
3

2 
 

Ģeklinde hesaplanır. 

Belirli bir 𝛼 değeri için, sözgelimi 𝛼 = 1 alınarak, temel dağılımı üstel olan 𝐻1 𝑡  

dağılımının çarpıklığı; 
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𝛽1 1, 𝜃 =
2  1 −

𝜃

6
−

𝜃2

20
 

3

− 6  1 −
5𝜃

36
−

9𝜃2

400
  1 −

𝜃

6
−

𝜃2

20
 + 6  1 −

𝜃

8
+

𝜃

27
−

𝜃2

64
+

𝜃2

125
 

 1 +
𝜃

18
+

49𝜃2

1800
−

𝜃3

60
−

𝜃4

400
 

3
2 

 

olarak elde edilir. Görüldüğü üzere, 𝐻1 𝑡  dağılımının çarpıkık katsayısı üstel dağılımın 

parametresine  𝛼  bağlı değildir.  

 
                             ġekil 3.2  Üstel dağılım ve 𝐻1 𝑡 ‟nin çarpıklık grafiği  

ġekil 3.2‟de 𝐻1 𝑡  dağılımın çarpıklığı ve tek parametreli üstel dağılımın çarpıklığı ile 

beraber çizdirilmiĢtir. Üstel dağılımın çarpıklık değeri 2 olduğundan asimetrikliğin bu 

değerle karĢılaĢtırılması sağlanmıĢtır. 

Söz konusu dağılımın çarpıklığı için, 𝜃 ≥ 0 iken üstel dağılıma göre daha sağa çarpık, 

𝜃 < 0 iken üstel dağılma göre daha sola çarpık olduğu söylenebilir.  

Dağılımın basıklığının hesaplanması için, daha önce (3.22)‟de hesaplanan dördüncü 

merkezi moment, standart sapmanın dördüncü kuvvetine bölünmesiyle elde edilir. 

Böylelikle dağılımın basıklığı, 

                =
2 −27𝜃6 − 270𝜃5 − 9𝜃4 + 2870𝜃3 + 12639𝜃2 + 33000𝜃 + 216000 

 −9𝜃4 − 60𝜃3 + 98𝜃2 + 200𝜃 + 3600  
3

2 
 (3.23) 
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𝛽2 𝛼, 𝜃 =
𝐸 𝑇 − 𝜇 4

𝜎4
=

𝜇4

 𝜇2 2
 

olmak üzere, 𝛼 = 1 iken 𝐻1 𝑡 ‟nin basıklığı, 

𝛽2 1, 𝜃 =
−3  1 −

𝜃

6
−

𝜃2

20
 

4

+ 12  1 −
5𝜃

36
−

9𝜃2

400
  1 −

𝜃

6
−

𝜃2

20
 

2

 1 +
𝜃

18
+

49𝜃2

1800
−

𝜃3

60
−

𝜃4

400
 

2  

                     −
24  1 −

35𝜃

216
−

189𝜃2

8000
  1 −

𝜃

6
−

𝜃2

20
 − 24(1 −

97𝜃

1296
−

881𝜃2

160000
)

 1 +
𝜃

18
+

49𝜃2

1800
−

𝜃3

60
−

𝜃4

400
 

2  

𝛽2 1, 𝜃 =
3 −81𝜃8 − 1080𝜃7 − 1836𝜃6 + 15360𝜃5 − 17032𝜃4 − 531440𝜃3 

 9𝜃4 + 60𝜃3 − 98𝜃2 − 200𝜃 − 3600 
2  

                     +
3 2184152𝜃2 + 10480000𝜃 + 38880000 

 9𝜃4 + 60𝜃3 − 98𝜃2 − 200𝜃 − 3600 2
 

(3.24) 

Ģeklinde bulunur. Görüldüğü üzere, 𝐻1 𝑡  dağılımının basıklık katsayısı üstel dağılımın 

parametresine  𝛼  bağlı değildir.  

 
                               ġekil 3.3  Üstel dağılım ve 𝐻1 𝑡 ‟nin basıklık grafiği  

ġekil 3.3‟de temel dağılımı üstel olan dağılımın basıklığı ve tek parametreli üstel 

dağılımın basıklığı çizdirilmiĢtir. Burada 𝜃 > 0 olduğunda dağılımın basıklığı üstel 

dağılımın basıklığından daha büyüktür. Bu durumda dağılımın üstel dağılıma göre daha 
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dik bir dağılım olduğu söylenebilir. 𝜃 < 0 olduğunda ise dağılımın üstel dağılıma göre 

daha basık olduğu söylenebilir. 

3.1.3 𝑯𝟏 𝒕  dağılımının yapısı için görsel gösterimler 

Bu bölümde temel dağılımı üstel olan 𝐻1 𝑡  dağılımının Ģekli hakkında fikir 

edinebilmek amacıyla farklı parametre değerleri için olasılık yoğunluk ve bozulma oranı 

fonksiyonlarının grafiklerine yer verilmiĢtir. Ayrıca, üstel dağılıma ait yoğunluk ve 

bozulma oranı fonksiyonu grafikleri de bu gösterimlerle beraber çizdirilerek, farklılığın 

bir arada gösterilmesi sağlanmıĢtır. 

 

 
ġekil 3.4  𝐻1 𝑡 ‟nin farklı 𝜃 parametre değerleri için olasılık yoğunluk 1 𝑡  ve 

bozulma oranı 𝑟1 𝑡  fonksiyonları  𝛼 = 1  
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ġekil 3.4 incelendiğinde 1(𝑡) yoğunluk fonksiyonu, 𝑡‟nin küçük değerlerinde 𝜃‟nın 

negatif değerleri için üstel dağılımın yoğunluk fonksiyonuna göre daha basık iken 𝑡‟nin 

büyük değerlerinde ise 𝜃‟nın pozitif değerleri için daha basıktır. Bozulma oranı 

fonksiyonu 𝑟1 𝑡 , 𝑡 arttıkça üstel dağılımın bozulma oranı fonksiyonuna 

yaklaĢmaktadır. Ayrıca 𝜃‟nın pozitif değerleri için çizdirilen bozulma oranı 

fonksiyonlarının, 𝑡‟nin küçük değerlerinde üstel dağılımın bozulma oranı 

fonksiyonundan büyük,  𝑡‟nin büyük değerlerinde ise üstel dağılımın bozulma oranı 

fonksiyonundan küçük oldukları görülmektedir.  𝜃‟nın negatif değerleri için tam aksi 

durum söz konusudur. 

3.2 Temel Dağılımı Üstel Olan 𝑯𝟏 𝒕  Dağılımının Parametre Tahmini 

Bu bölümde, temel dağılımı üstel olan 𝐻1 𝑡  dağılımının parametrelerini tahmin etmek 

için ML,MOM ve LS tahmin yöntemleri incelenmektedir. 

3.2.1 ML tahmin yöntemi 

Elde edilen dağılımın olabilirlik fonksiyonu (2.13) eĢitliği ile hesaplanacağından, 

(3.11)‟de verilen olasılık yoğunluk fonksiyonunun göz önüne alınması ile, 

𝐿 𝛼, 𝜃; 𝑡 =  (𝑡𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

                  =
1

𝛼𝑛
𝑒

 𝑡𝑖
𝑛
𝑖=1
𝛼   1 − 2𝜃𝑒

−𝑡𝑖
𝛼 + 3𝜃𝑒

−2𝑡𝑖
𝛼 − 4𝜃2𝑒

−3𝑡𝑖
𝛼 + 5𝜃2𝑒

−4𝑡𝑖
𝛼  

𝑛

𝑖=1

 

Ģeklinde bulunur. Buradan log-olabilirlik fonksiyonu, 

log 𝐿 𝛼, 𝜃; 𝑡 = −𝑛 log 𝛼 −
 𝑡𝑖

𝑛
𝑖=1

𝛼

+  log  1 − 2𝜃𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 + 3𝜃𝑒
−2𝑡𝑖

𝛼 − 4𝜃2𝑒
−3𝑡𝑖

𝛼 + 5𝜃2𝑒
−4𝑡𝑖

𝛼  

𝑛

𝑖=1

 

olarak elde edilir. Bu fonksiyonunun 𝛼 parametresine göre kısmi türevi, 
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𝜕 log 𝐿 𝛼, 𝜃; 𝑡 

𝜕𝛼
= −

𝑛

𝛼
+

 𝑡𝑖
𝑛
𝑖=1

𝛼2

+   
−2𝜃

𝑡𝑖

𝛼2 𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 + 6𝜃
𝑡𝑖

𝛼2 𝑒
−2𝑡𝑖

𝛼 − 12𝜃2 𝑡𝑖

𝛼2 𝑒
−3𝑡𝑖

𝛼 + 20𝜃2 𝑡𝑖

𝛼2 𝑒
−4𝑡𝑖

𝛼 

1 − 2𝜃𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 + 3𝜃𝑒
−2𝑡𝑖

𝛼 − 4𝜃2𝑒
−3𝑡𝑖

𝛼 + 5𝜃2𝑒
−4𝑡𝑖

𝛼 
 

𝑛

𝑖=1

 

olup, gerekli düzenlemeler yapıldıktan sonra, 

𝜕 𝑙𝑜𝑔 𝐿 𝛼, 𝜃; 𝑡 

𝜕𝛼
= −

𝑛

𝛼
+

 𝑡𝑖
𝑛
𝑖=1

𝛼2

+
1

𝛼2
 

𝑡𝑖𝑒
−𝑡𝑖

𝛼  −2𝜃 + 6𝜃𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 − 12𝜃2𝑒
−2𝑡𝑖

𝛼 + 20𝜃2𝑒
−3𝑡𝑖

𝛼  

1 − 2𝜃𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 + 3𝜃𝑒
−2𝑡𝑖

𝛼 − 4𝜃2𝑒
−3𝑡𝑖

𝛼 + 5𝜃2𝑒
−4𝑡𝑖

𝛼 

𝑛

𝑖=1

 

biçiminde bulunur. Benzer Ģekilde, 𝜃 parametresine göre kısmi türev, 

𝜕 log 𝐿 𝛼, 𝜃; 𝑡 

𝜕𝜃
=  

−2𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 + 3𝑒
−2𝑡𝑖

𝛼 − 8𝜃𝑒
−3𝑡𝑖

𝛼 + 10𝜃𝑒
−4𝑡𝑖

𝛼 

1 − 2𝜃𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 + 3𝜃𝑒
−2𝑡𝑖

𝛼 − 4𝜃2𝑒
−3𝑡𝑖

𝛼 + 5𝜃2𝑒
−4𝑡𝑖

𝛼 

𝑛

𝑖=1

 

                             =  
𝑒

−𝑡𝑖
𝛼  −2 + 3𝑒

−𝑡𝑖
𝛼 − 8𝜃𝑒

−2𝑡𝑖
𝛼 + 10𝜃𝑒

−3𝑡𝑖
𝛼  

1 − 2𝜃𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 + 3𝜃𝑒
−2𝑡𝑖

𝛼 − 4𝜃2𝑒
−3𝑡𝑖

𝛼 + 5𝜃2𝑒
−4𝑡𝑖

𝛼 

𝑛

𝑖=1

 

olarak elde edilir. Kısmi türev fonksiyonlarının sıfıra eĢitlenmesi ile, 

𝜕 log 𝐿 𝛼, 𝜃; 𝑡 

𝜕𝛼
= −𝑛𝛼 +  𝑡𝑖

𝑛

𝑖=1

+  
𝑡𝑖𝑒

−𝑡𝑖
𝛼  −2𝜃 + 6𝜃𝑒

−𝑡𝑖
𝛼 − 12𝜃2𝑒

−2𝑡𝑖
𝛼 + 20𝜃2𝑒

−3𝑡𝑖
𝛼  

1 − 2𝜃𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 + 3𝜃𝑒
−2𝑡𝑖

𝛼 − 4𝜃2𝑒
−3𝑡𝑖

𝛼 + 5𝜃2𝑒
−4𝑡𝑖

𝛼 

𝑛

𝑖=1

= 0 

(3.25) 

𝜕 log 𝐿 𝛼, 𝜃; 𝑡 

𝜕𝜃
=  

𝑒
−𝑡𝑖

𝛼  −2 + 3𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 − 8𝜃𝑒
−2𝑡𝑖

𝛼 + 10𝜃𝑒
−3𝑡𝑖

𝛼  

1 − 2𝜃𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 + 3𝜃𝑒
−2𝑡𝑖

𝛼 − 4𝜃2𝑒
−3𝑡𝑖

𝛼 + 5𝜃2𝑒
−4𝑡𝑖

𝛼 

𝑛

𝑖=1

= 0 (3.26) 

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ile parametrelerin ML tahmin edicilerinin 

analitik çözümü elde edilememektedir. Bu durumda log-olabilirlik fonksiyonunun 

maksimizasyon problemi bir algoritma ile çözdürülerek ML tahmini elde edilebilir. 
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Sayısal çözümün elde edilmesinde Matlab 2013 programı kullanılmıĢ ve ML 

tahminlerini baĢlangıç değeri belirleme stratejisine dayalı olarak yakınsama yöntemi ile 

bulduran “mle” komutundan faydalanılmıĢtır. Bu komut için optimizasyon seçeneklerini 

içeren bir yapıdan faydalanılmıĢtır. Söz konusu bu yapı içeriğinde amaç fonksiyonunu 

oluĢturan kısıtlar ve karar değiĢkenlerini barındırmaktadır. Burada türev temelli 

tekniklerden biri olan, kısmi türevleri içeren “GradObj” iĢaretlenmiĢtir.  

3.2.2 MOM tahmin yöntemi 

Ġkinci bölümde verilen MOM tahmin yöntemi bilgisi göz önüne alınsın.  𝐸 𝑇  ve 𝐸 𝑇2  

sırasıyla (3.16) ve (3.17) eĢitlikleri ile verilen 𝐻1 𝑡 ‟nin kitle momentleri ve 𝑚1 =

1

𝑛
 𝑡𝑖

𝑛
𝑖=1  , 𝑚2 =

1

𝑛
 𝑡𝑖

2𝑛

𝑖=1
 örneklem momentleri olmak üzere, 𝛼  1 −

𝜃

6
−

𝜃2

20
 = 𝑚1 ve 

2𝛼2  1 −
5𝜃

36
−

9𝜃2

400
 − 𝑚1

2 = 𝑚2 olup,  
𝑚1

2

 1−
𝜃

6
−

𝜃2

20
 

2  1 −
5𝜃

36
−

9𝜃2

400
 = 𝑚2 + 𝑚1

2 elde edilir. 

Buradan 𝜃 için dördüncü dereceden bir polinom elde edilmektedir. Bu bakımdan 

parametrelerin momentler tahmini için Newton-Raphson algoritmasından 

faydalanılmıĢtır. 

𝐻1 𝑡  dağılımının momentler tahmin edicilerine,  𝑔1 𝛼, 𝜃 = 0

𝑔2 𝛼, 𝜃 = 0
  denklem sisteminin 

Newton-Raphson iteratif yöntemi ile çözümüne ulaĢılabilir. 𝑔1 𝛼, 𝜃  ve 𝑔2 𝛼, 𝜃  

fonksiyonlarının kısmi türevleri alınarak  𝑮  𝛼, 𝜃  =  

𝜕𝑔1

𝜕𝛼

𝜕𝑔1

𝜕𝜃
𝜕𝑔2

𝜕𝛼

𝜕𝑔2

𝜕𝜃

  matrisi elde edilip, 

buradan 𝑖. adım için iterasyon eĢitliği;  

 𝛼
 𝑖+1 

𝜃 𝑖+1 
 =  𝛼

 𝑖 

𝜃 𝑖 
 −  𝑮  𝛼 𝑖 , 𝜃 𝑖    

−1

 
𝑔1 𝛼

 𝑖 , 𝜃 𝑖  

𝑔2 𝛼
 𝑖 , 𝜃 𝑖  

   

Ģeklinde yazılır.  
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Burada 𝜀 > 0 için;   𝛼
 𝑖+1 

𝜃 𝑖+1 
 −  𝛼

 𝑖 

𝜃 𝑖 
  ≤ 𝜀 ise iterasyon durdurulur ve çözüm  𝛼

 𝑖+1 

𝜃 𝑖+1 
  

vektörüdür. Aksi halde iterasyon (𝑖 + 1). adımdan devam eder. Burada,   𝛼
 𝑖+1 

𝜃 𝑖+1 
 −

 𝛼
 𝑖 

𝜃 𝑖 
  ≅   𝛼 𝑖+1 − 𝛼 𝑖  2 +  𝜃 𝑖+1 − 𝜃 𝑖  2 Ģeklinde hesaplanır.  

(3.16) ve (3.17) eĢitlikleri yardımıyla, 𝑔1 𝛼, 𝜃 = 𝛼  1 −
𝜃

6
−

𝜃2

20
 − 𝑚1 ve 𝑔2 𝛼, 𝜃 =

2𝛼2  1 −
5𝜃

36
−

9𝜃2

400
 − 𝑚2 olarak bulunur. 𝑮 matrisi, 

 𝑮  𝛼, 𝜃  =  
1 −

𝜃

6
−

𝜃2

20
−

𝛼

6
−

𝛼𝜃

10

4𝛼  1 −
5𝜃

36
−

9𝜃2

400
 𝛼2  −

5

18
−

9𝜃

100
 
  

olup, 𝑮 matrisinin tersi bulunmak istensin. Buna göre, 

𝐴 =
1

𝛼2  1 −
𝜃

6
−

𝜃2

20
  −

5

18
−

9𝜃

100
 + 4𝛼  1 −

5𝜃

36
−

9𝜃2

400
  

𝛼

6
+

𝛼𝜃

10
 
 

olmak üzere; 𝑮 matrisinin tersi, 

 𝑮  𝛼, 𝜃   
−1

=  𝐴 

 
 
 
 
 𝛼2  −

5

18
−

9𝜃

100
 

𝛼

6
+

𝛼𝜃

10

−4𝛼  1 −
5𝜃

36
−

9𝜃2

400
 1 −

𝜃

6
−

𝜃2

20 
 
 
 
 

 

olarak elde edilir. Verilen bu bilgiler doğrultusunda iterasyon eĢitliği,  

 𝛼
 𝑖+1 

𝜃 𝑖+1 
 =  𝛼

 𝑖 

𝜃 𝑖 
 −  𝑮  𝛼 𝑖 , 𝜃 𝑖    

−1

 
 
 
 
 
 𝛼 𝑖  1 −

𝜃 𝑖 

6
−

𝜃 𝑖 2

20
 − 𝑚1

2𝛼 𝑖 2
 1 −

5𝜃 𝑖 

36
−

9𝜃 𝑖 2

400
 − 𝑚2

 
 
 
 
 
 

 (3.27) 



  

40 
 

Ģeklinde elde edilir. Böylelikle bu adımların hesaplanması ile MOM tahmin değerleri 

Matlab 2013 programında sayısal olarak hesap edilmiĢtir.  

3.2.3 LS tahmin yöntemi 

𝐻1 𝑡  dağılım fonksiyonu için (2.18)‟de verilen minimum yapılacak karesel ifade 

gözönüne alındığında,  

𝑄 𝛼, 𝜃 =    1 − 𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼   1 + 𝜃  𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼  
2

+ 𝜃2  𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼  
4

 − 𝑢 𝑖  

2𝑛

𝑖=1

 

               =    1 − 𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼 + 𝜃𝑒
−2𝑡 𝑖 

𝛼 − 𝜃𝑒
−3𝑡 𝑖 

𝛼 + 𝜃2𝑒
−4𝑡 𝑖 

𝛼 − 𝜃2𝑒
−5𝑡 𝑖 

𝛼  

𝑛

𝑖=1

− 𝑢 𝑖  
2

 

Ģeklinde elde edililir.Toplamın içindeki ifade aĢağıdaki gibi düzelenerek, 

1 − 𝑢 𝑖 = 𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼 − 𝜃𝑒
−2𝑡 𝑖 

𝛼 + 𝜃𝑒
−3𝑡 𝑖 

𝛼 − 𝜃2𝑒
−4𝑡 𝑖 

𝛼 + 𝜃2𝑒
−5𝑡 𝑖 

𝛼  

1 − 𝑢 𝑖 = 𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼  1 − 𝜃𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼 + 𝜃𝑒
−2𝑡 𝑖 

𝛼 − 𝜃2𝑒
−3𝑡 𝑖 

𝛼 + 𝜃2𝑒
−4𝑡 𝑖 

𝛼   

eĢitliğin her iki tarafının doğal logaritması alınırsa, 

log 1 − 𝑢 𝑖  = −
𝑡

𝛼
+ log  1 − 𝜃𝑒

−𝑡 𝑖 
𝛼 + 𝜃𝑒

−2𝑡 𝑖 
𝛼 − 𝜃2𝑒

−3𝑡 𝑖 
𝛼 + 𝜃2𝑒

−4𝑡 𝑖 
𝛼   

Ģeklinde bulunur. Dolayısıyla ifade, 

𝑄∗ 𝛼, 𝜃 =   −
𝑡

𝛼
+ log  1 − 𝜃𝑒

−𝑡 𝑖 
𝛼 + 𝜃𝑒

−2𝑡 𝑖 
𝛼 − 𝜃2𝑒

−3𝑡 𝑖 
𝛼 + 𝜃2𝑒

−4𝑡 𝑖 
𝛼  

𝑛

𝑖=1

− log 1 − 𝑢 𝑖   

2
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Ģeklinde yazılabilir. Bu eĢitliğin 𝛼 ve 𝜃 parametrelerine göre kısmi türevlerinin alınıp 

sıfıra eĢitlenmesi sonucu, 

𝜕𝑄∗

𝜕𝛼
= 2   −

𝑡 𝑖 

𝛼

𝑛

𝑖=1

+ ln  1 − 𝜃𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼 + 𝜃𝑒
−2𝑡 𝑖 

𝛼 − 𝜃2𝑒
−3𝑡 𝑖 

𝛼 + 𝜃2𝑒
−4𝑡 𝑖 

𝛼   − ln 1 − 𝑢 𝑖    1

+
−𝜃𝑒

−𝑡 𝑖 
𝛼 + 2𝜃𝑒

−2𝑡 𝑖 
𝛼 − 3𝜃2𝑒

−3𝑡 𝑖 
𝛼 + 4𝜃2𝑒

−4𝑡 𝑖 
𝛼 

1 − 𝜃𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼 + 𝜃𝑒
−2𝑡 𝑖 

𝛼 − 𝜃2𝑒
−3𝑡 𝑖 

𝛼 + 𝜃2𝑒
−4𝑡 𝑖 

𝛼 
 

𝑡 𝑖 

𝛼2
= 0 

𝜕𝑄∗

𝜕𝜃
= 2   −

𝑡 𝑖 

𝛼

𝑛

𝑖=1

+ ln  1 − 𝜃𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼 + 𝜃𝑒
−2𝑡 𝑖 

𝛼 − 𝜃2𝑒
−3𝑡 𝑖 

𝛼 + 𝜃2𝑒
−4𝑡 𝑖 

𝛼  

− ln 1 − 𝑢 𝑖    
−𝑒

−𝑡 𝑖 
𝛼 + 𝑒

−2𝑡 𝑖 
𝛼 − 2𝜃𝑒

−3𝑡 𝑖 
𝛼 + 2𝜃𝑒

−4𝑡 𝑖 
𝛼 

1 − 𝜃𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼 + 𝜃𝑒
−2𝑡 𝑖 

𝛼 − 𝜃2𝑒
−3𝑡 𝑖 

𝛼 + 𝜃2𝑒
−4𝑡 𝑖 

𝛼 
 = 0 

denklemleri bulunur. Bu denklemler ile parametrelerin LS tahmin edicilerinin analitik 

çözümü elde edilememektedir. Bu durumda LS tahminlerinin elde edilmesinde nümerik 

yollara baĢvurulmalıdır. Sayısal olarak çözümün elde edilmesinde Matlab 2013 

programı kullanılmıĢ ve LS tahminlerini bir baĢlangıç değeri belirleme stratejisine 

dayalı olarak, eğri uydurma yöntemi ile bulduran “lsqcurvefit”  komutundan 

faydalanılmıĢtır. 

3.3 𝑯𝟏 𝒕  Dağılımının Parametrelerinin Tahmini Ġçin Simülasyon ÇalıĢması 

Bu bölümde, daha önce bahsi geçen ML, MOM ve LS tahmin yöntemlerinden 

faydalanılarak 𝐻1 𝑡  dağılımının parametrelerinin tahmini için simülasyon çalıĢması 

yapılmıĢtır. Islam ve Tiku (2007), Çelik vd. (2015), Arslan ve ġenoğlu (2017) 

çalıĢmaları gözönüne alındığında hem bilgi kaybını en aza indirgemek, hem de zaman 

kaybını önlemek için tekrar sayısı  örnek çapıyla ters orantılı olarak ⟦100,000/n⟧ 

olarak ele alınmıĢtır. Burada, ⟦. ⟧ tam değer fonksiyonunu ifade etmektedir. 
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𝛼 =  0.5, 1, 4, 8, 16  ve 𝜃 =  1,0.7,0.3, −0.3, −0.7, −1  parametre değerleri için örnek 

çapları küçük örneklemde 𝑛 = 30, orta örneklemde 𝑛 = 50 ve büyük örneklemde 

𝑛 = 100 olarak alınmıĢtır. Sonuçlar; parametre tahminlerinin ortalamalarını, bias (yan) 

ve RMSE değerlerini içermekte olup Çizelge 3.1-3.6‟da verilmiĢtir. Simülasyon 

çalıĢmasında Matlab 2013 programı kullanılmıĢtır.  
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Çizelge 3.1 𝐻1 𝑡  dağılımı için 𝜃 = 1 iken  𝛼‟nın farklı değerleri ile hesaplanmıĢ ortalama, yan ve RMSE değerleri 

 
Mean 𝜽  Mean 𝜶  Bias 𝜽  Bias 𝜶  RMSE 𝜽  RMSE 𝜶  

n MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE 

𝜶 = 𝟎. 𝟓 

30 0.8477 0.6876 0.8599 0.4781 0.4708 0.4709 -0.1523 -0.3124 -0.1401 -0.0219 -0.0292 -0.0291 0.2778 0.4999 0.2726 0.1120 0.1175 0.1400 

50 0.8907 0.7851 0.8965 0.4836 0.4795 0.4731 -0.1093 -0.2149 -0.1035 -0.0164 -0.0205 -0.0269 0.1969 0.3523 0.1953 0.0841 0.0888 0.1099 

100 0.9274 0.8599 0.9258 0.4904 0.4866 0.4772 -0.0726 -0.1401 -0.0742 -0.0096 -0.0134 -0.0228 0.1325 0.2281 0.1368 0.0615 0.0656 0.0797 

 𝜶 = 𝟏 

30 0.8476 0.6870 0.8599 0.9557 0.9435 0.9418 -0.1524 -0.3130 -0.1401 -0.0443 -0.0565 -0.0582 0.2779 0.5010 0.2726 0.2234 0.2335 0.2800 

50 0.8906 0.7845 0.8965 0.9666 0.9605 0.9462 -0.1094 -0.2155 -0.1035 -0.0334 -0.0395 -0.0538 0.1971 0.3529 0.1953 0.1677 0.1761 0.2197 

100 0.9273 0.8592 0.9258 0.9803 0.9741 0.9543 -0.0727 -0.1408 -0.0742 -0.0197 -0.0259 -0.0457 0.1327 0.2285 0.1368 0.1227 0.1304 0.1594 

 𝜶 = 𝟒 

30 0.8468 0.6906 0.8575 3.8118 3.7632 3.7522 -0.1532 -0.3094 -0.1425 -0.1882 -0.2368 -0.2478 0.2879 0.5067 0.2827 0.8593 0.8904 1.1296 

50 0.8837 0.7715 0.8881 3.8460 3.8040  3.7734 -0.1163 -0.2285 -0.1119 -0.1540 -0.1960 -0.2266 0.2058 0.3651 0.2090 0.6879 0.7213 0.8798 

100 0.9209 0.8511 0.9215 3.9057 3.8825 3.8217 -0.0791 -0.1489 -0.0785 -0.0943 -0.1175 -0.1783 0.1421 0.2411 0.1443 0.4633 0.4930 0.6077 

 𝜶 = 𝟖 

30 0.8465 0.6890 0.8575 7.6128 7.5069 7.5040 -0.1535 -0.3110 -0.1425 -0.3872 -0.4931 -0.4960 0.2882 0.5078 0.2827 1.7110 1.7626 2.2586 

50 0.8834 0.7696 0.8881 7.6820 7.5886 7.5466 -0.1166 -0.2304 -0.1119 -0.3180 -0.4114 -0.4534 0.2062 0.3663 0.2091 1.3704 1.4299 1.7591 

100 0.9206 0.8483 0.9215 7.8004 7.7402 7.6433 -0.0794 -0.1517 -0.0785 -0.1996 -0.2598 -0.3567 0.1425 0.2431 0.1443 0.9237 0.9769 1.2153 

 𝜶 = 𝟏𝟔 

30 0.8457 0.6780 0.8598 15.163 14.881 15.065 -0.1543 -0.3220 -0.1402 -0.8368 -1.1185 -0.9344 0.2797 0.5068 0.2726 3.4681 3.5153 4.4742 

50 0.8886 0.7721 0.8965 15.340 15.132 15.137 -0.1114 -0.2279 -0.1035 -0.6596 -0.8680 -0.8631 0.1991 0.3613 0.1954 2.6147 2.6385 3.5119 

100 0.9255 0.8421 0.9257 15.564 15.325 15.267 -0.0745 -0.1579 -0.0743 -0.4359 -0.6754 -0.7329 0.1346 0.2417 0.1369 1.9223 1.9816 2.5483 



 

4
4
 

Çizelge 3.2 𝐻1 𝑡  dağılımı için 𝜃 = 0.7 iken  𝛼‟nın farklı değerleri ile hesaplanmıĢ ortalama, yan ve RMSE değerleri 

 
Mean 𝜽  Mean 𝜶  Bias 𝜽  Bias 𝜶  RMSE 𝜽  RMSE 𝜶  

n MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE 

𝜶 = 𝟎. 𝟓 

30 0.5791 0.3580 0.6357 0.4878 0.4730 0.5142 -0.1209 -0.3420 -0.0643 -0.0122 -0.0270 0.0142 0.4346 0.6676 0.3932 0.1093 0.1105 0.1342 

50 0.6465 0.4808 0.6793 0.4970 0.4845 0.5153 -0.0535 -0.2192 -0.0207 -0.0030 -0.0155 0.0153 0.2987 0.4941 0.2863 0.0870 0.0878 0.1071 

100 0.6720 0.5909 0.6877 0.4970 0.4908 0.5079 -0.0280 -0.1091 -0.0123 -0.0030 -0.0092 0.0079 0.1909 0.3103 0.1905 0.0623 0.0633 0.0768 

𝜶 = 𝟏 

30 0.5789 0.3565 0.6357 0.9752 0.9457 1.0285 -0.1211 -0.3435 -0.0643 -0.0248 -0.0543 0.0285 0.4346 0.6694 0.3932 0.2181 0.2203 0.2684 

50 0.6462 0.4794 0.6793 0.9934 0.9685 1.0306 -0.0538 -0.2206 -0.0207 -0.0066 -0.0315 0.0306 0.2988 0.4951 0.2863 0.1735 0.1747 0.2142 

100 0.6717 0.5884 0.6877 0.9935 0.9804 1.0158 -0.0283 -0.1116 -0.0123 -0.0065 -0.0196 0.0158 0.1910 0.3102 0.1905 0.1242 0.1256 0.1535 

𝜶 = 𝟒 

30 0.5891 0.3608 0.6484 3.9307 3.8083 4.1631 -0.1109 -0.3392 -0.0516 -0.0693 -0.1917 0.1631 0.4091 0.6550 0.3709 0.8750 0.8692 1.0850 

50 0.6278 0.4701 0.6602 3.9378 3.8356 4.0824 -0.0722 -0.2299 -0.0398 -0.0622 -0.1644 0.0824 0.3091 0.5004 0.2948 0.6940 0.6906 0.8549 

100 0.6804 0.5784 0.7009 3.9847 3.9111 4.0958 -0.0196 -0.1216 0.0009 -0.0153 -0.0889 0.0958 0.1927 0.3059 0.1911 0.5182 0.5260 0.6360 

𝜶 = 𝟖 

30 0.5929 0.3808 0.6452 7.8210 7.5744 8.2244 -0.1071 -0.3192 -0.0548 -0.1790 -0.4256 0.2244 0.4001 0.6392 0.3720 1.6818 1.7178 2.1686 

50 0.6305 0.4642 0.6663 7.8525 7.6422 8.1697 -0.0695 -0.2358 -0.0337 -0.1475 -0.3578 0.1697 0.2929 0.4975 0.2780 1.3628 1.3696 1.6671 

100 0.6645 0.5598 0.6852 7.9262 7.7755 8.1394 -0.0355 -0.1402 -0.0148 -0.0738 -0.2245 0.1394 0.2052 0.3328 0.2040 0.9321 0.9383 1.1810 

𝜶 = 𝟏𝟔 

30 0.5912 0.3733 0.6451 15.594 15.067 16.447 -0.1088 -0.3267 -0.0549 -0.4056 -0.9332 0.4468 0.4015 0.6419 0.3720 3.3982 3.2966 4.3328 

50 0.6290 0.4542 0.6662 15.663 15.202 16.338 -0.0710 -0.2458 -0.0338 -0.3375 -0.7980 0.3378 0.2936 0.5002 0.2780 2.6971 2.6895 3.3312 

100 0.6628 0.5458 0.6851 15.804 15.453  16.277 -0.0372 -0.1542 -0.0149 -0.1951 -0.5473 0.2773 0.2054 0.3361 0.2040 1.8428 1.8442 2.3602 



 

4
5
 

Çizelge 3.3 𝐻1 𝑡  dağılımı için 𝜃 = 0.3 iken  𝛼‟nın farklı değerleri ile hesaplanmıĢ ortalama, yan ve RMSE değerleri 

 
Mean 𝜽  Mean 𝜶  Bias 𝜽  Bias 𝜶  RMSE 𝜽  RMSE 𝜶  

n MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE 

𝜶 = 𝟎. 𝟓 

30 0.1482 -0.0753 0.2541 0.4982 0.4825 0.5324 -0.1518 -0.3753 -0.0459 -0.0018 -0.0175 0.0324 0.5555 0.7546 0.5159 0.1073 0.1060 0.1308 

50 0.1779 0.0099 0.2433 0.4943 0.4840 0.5147 -0.1221 -0.2901 -0.0567 -0.0057 -0.0160 0.0147 0.4523 0.6535 0.4291 0.0834 0.0853 0.0995 

100 0.2588 0.1397 0.2936 0.4997 0.4924 0.5114 -0.0412 -0.1603 -0.0064 -0.0003 -0.0076 0.0114 0.2815 0.4509 0.2762 0.0621 0.0661 0.0715 

 𝜶 = 𝟏 

30 0.1479 -0.0780 0.2541 0.9960 0.9631 1.0648 -0.1521 -0.3780 -0.0459 -0.0040 -0.0369 0.0648 0.5555 0.7566 0.5159 0.2138 0.2118 0.2616 

50 0.1776 0.0062 0.2433 0.9882 0.9665 1.0293 -0.1224 -0.2938 -0.0567 -0.0118 -0.0335 0.0293 0.4523 0.6554 0.4291 0.1664 0.1699 0.1989 

100 0.2584 0.1354 0.2936 0.9991 0.9834 1.0228 -0.0416 -0.1646 -0.0064 -0.0009 -0.0166 0.0228 0.2816 0.4513 0.2762 0.1238 0.1311 0.1431 

𝜶 = 𝟒 

30 0.1477 -0.0548 0.2462 3.9510 3.8307 4.2020 -0.1523 -0.3548 -0.0538 -0.0490 -0.1693 0.2020 0.5462 0.7430 0.5124 0.8357 0.8191 1.0377 

50 0.1769 0.0021 0.2454 3.9483 3.8503 4.1219 -0.1231 -0.2979 -0.0546 -0.0517 -0.1497 0.1219 0.4560 0.6377 0.4312 0.6606 0.6703 0.7952 

100 0.2342 0.1121 0.2717 3.9771 3.9110 4.0733 -0.0658 -0.1879 -0.0283 -0.0229 -0.0890 0.0733 0.3219 0.4760 0.3028 0.4452 0.4648 0.5340 

𝜶 = 𝟖 

30 0.1469 -0.0801 0.2457 7.8899 7.6281 8.4458 -0.1531 -0.3801 -0.0543 -0.1101 -0.3719 0.4458 0.5494 0.7517 0.5244 1.6555 1.6487 2.0932 

50 0.1916 0.0195 0.2641 7.9027 7.7153 8.2558 -0.1084 -0.2805 -0.0359 -0.0973 -0.2847 0.2558 0.4415 0.6261 0.4085 1.2418 1.2486 1.5342 

100 0.2399 0.1125 0.2758 7.9356 7.7852 8.1187 -0.0601 -0.1875 -0.0242 -0.0644 -0.2148 0.1187 0.3053 0.4543 0.2902 0.9335 0.9429 1.1048 

𝜶 = 𝟏𝟔 

30 0.1444 -0.0908 0.2455 15.741 15.183 16.889 -0.1556 -0.3908 -0.0545 -0.2591 -0.8171 0.8887 0.5505 0.7524 0.5243 3.2769 3.2320 4.1806 

50 0.1895 0.0053 0.2640 15.769 15.352 16.509 -0.1105 -0.2947 -0.0360 -0.2308 -0.6480 0.5098 0.4418 0.6274 0.4085 2.4494 2.4609 3.0655 

100 0.2385 0.0936 0.2757 15.836 15.484 16.236 -0.0615 -0.2064 -0.0243 -0.1636 -0.5164 0.2359 0.3033 0.4588 0.2902 1.8507 1.8595 2.2079 
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Çizelge 3.4 𝐻1 𝑡  dağılımı için 𝜃 = −0.3 iken  𝛼‟nın farklı değerleri ile hesaplanmıĢ ortalama, yan ve RMSE değerleri 

 
Mean 𝜽  Mean 𝜶  Bias 𝜽  Bias 𝜶  RMSE 𝜽  RMSE 𝜶  

n MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE 

𝜶 = 𝟎. 𝟓 

30 -0.3524 -0.5235 -0.2589 0.5038 0.4897 0.5359 -0.0524 -0.2235 0.0411 0.0038 -0.0103 0.0359 0.5077 0.6254 0.5607 0.0964 0.0989 0.1181 

50 -0.3690 -0.5009 -0.3106 0.5001 0.4906 0.5189 -0.0690 -0.2009 -0.0106 0.0001 -0.0094 0.0189 0.4514 0.5740 0.4880 0.0723 0.0759 0.0856 

100 -0.3605 -0.4621 -0.3169 0.5014 0.4961 0.5117 -0.0605 -0.1621 -0.0169 0.0014 -0.0039 0.0117 0.3854 0.5146 0.4027 0.0520 0.0566 0.0619 

 𝜶 = 𝟏 

30 -0.3531  -0.5273 -0.2589 1.0070 0.9746 1.0719 -0.0531 -0.2273 0.0411 0.0070 -0.0254 0.0719 0.5076 0.6243 0.5607 0.1920 0.1982 0.2362 

50 -0.3698 -0.5060 -0.3106 0.9997 0.9776 1.0378 -0.0698 -0.2060 -0.0106 -0.0003 -0.0224 0.0378 0.4516 0.5727 0.4880 0.1442 0.1521 0.1713 

100 -0.3611 -0.4709 -0.3169 1.0023 0.9894 1.0234 -0.0611 -0.1709 -0.0169 0.0023 -0.0106 0.0234 0.3853 0.5138 0.4027 0.1036 0.1128 0.1238 

 𝜶 = 𝟒 

30 -0.3472 -0.5165 -0.2551 4.0066 3.8758 4.2630 -0.0472 -0.2165 0.0449 0.0066 -0.1242 0.2630 0.5028 0.6191 0.5591 0.7537 0.7807 0.9385 

50 -0.3742 -0.5203 -0.3089 3.9993 3.9004 4.1645 -0.0742 -0.2203 -0.0089 -0.0007 -0.0996 0.1645 0.4605 0.5776 0.4967 0.5791 0.6026 0.6967 

100 -0.3759 -0.5141 -0.3390 3.9772 3.9015 4.0662 -0.0759 -0.2141 -0.0390 -0.0228 -0.0985 0.0662 0.3820 0.4987 0.4102 0.4179 0.4534 0.4743 

 𝜶 = 𝟖 

30 -0.3669 -0.5417 -0.2694 7.9987 7.7061 8.5266 -0.0669 -0.2417 0.0306 -0.0013 -0.2939 0.5266 0.5076 0.6113 0.5602 1.4548 1.4843 1.8218 

50 -0.3547 -0.5177 -0.2881 8.0228 7.8039 8.3533 -0.0547 -0.2177 0.0119 0.0228 -0.1961 0.3533 0.4496 0.5717 0.4858 1.1316 1.1882 1.3969 

100 -0.3795 -0.5129 -0.3372 7.9651 7.8189 8.1431 -0.0795 -0.2129 -0.0372 -0.0349 -0.1811 0.1431 0.3835 0.4941 0.4001 0.8326 0.8717 0.9783 

 𝜶 = 𝟏𝟔 

30 -0.3730 -0.5742 -0.2696 15.927 15.255 17.050 -0.0730 -0.2742 0.0304 -0.0731 -0.7448 1.0502 0.5065 0.6003 0.5600 2.8184 2.8315 3.6356 

50 -0.3606 -0.5598 -0.2883 15.981 15.434 16.705 -0.0606 -0.2598 0.0117 -0.0193 -0.5660 0.7049 0.4487 0.5609 0.4857 2.2139 2.2477 2.7900 

100 -0.3887 -0.5744  -0.3374  15.861 15.443 16.285 -0.0887 -0.2744 -0.0374 -0.1386 -0.5571 0.2846 0.3859 0.5002 0.4001 1.6335 1.6693 1.9545 
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Çizelge 3.5 𝐻1 𝑡  dağılımı için 𝜃 = −0.7 iken  𝛼‟nın farklı değerleri ile hesaplanmıĢ ortalama, yan ve RMSE değerleri 

 
Mean 𝜽  Mean 𝜶  Bias 𝜽  Bias 𝜶  RMSE 𝜽  RMSE 𝜶  

n MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE 

𝜶 = 𝟎. 𝟓 

30 -0.6204 -0.6412 -0.4682 0.5075 0.4977 0.5429 0.0796 0.0588 0.2318 0.0075 -0.0023 0.0429 0.4340 0.5324 0.5893 0.0891 0.0948 0.1128 

50 -0.6429 -0.6604 -0.5327 0.5068 0.4993 0.5317 0.0571 0.0396 0.1673 0.0068 -0.0007 0.0317 0.3987 0.4849 0.5088 0.0681 0.0730 0.0849 

100 -0.6590 -0.7027 -0.5848 0.5036 0.4973 0.5192 0.0410 -0.0027 0.1152 0.0036 -0.0027 0.0192 0.3363 0.4018 0.4093 0.0488 0.0536 0.0573 

 𝜶 = 𝟏 

30 -0.6210 -0.6464 -0.4682 1.0144 0.9888 1.0858 0.0790 0.0536 0.2318 0.0144 -0.0112 0.0858 0.4333 0.5265 0.5893 0.1776 0.1896 0.2257 

50 -0.6434 -0.6676 -0.5327 1.0132 0.9932 1.0634 0.0566 0.0324 0.1673 0.0132 -0.0068 0.0634 0.3982 0.4773 0.5088 0.1357 0.1456 0.1698 

100 -0.6595 -0.7122 -0.5848 1.0067 0.9904 1.0384 0.0405 -0.0122 0.1152 0.0067 -0.0096 0.0384 0.3359 0.3962 0.4093 0.0974 0.1075 0.1146 

 𝜶 = 𝟒 

30 -0.6316 -0.6755 -0.4765 4.0522 3.9195 4.3504 0.0684 0.0245 0.2235 0.0522 -0.0805 0.3504 0.4325 0.4972 0.5869 0.6798 0.7122 0.8855 

50 -0.6400 -0.6772 -0.5229 4.0570 3.9608 4.2565 0.0600 0.0228 0.1771 0.0570 -0.0392 0.2565 0.3926 0.4643 0.5069 0.5296 0.5691 0.6768 

100 -0.6695 -0.7165 -0.5989 4.0289 3.9601 4.1521 0.0305 -0.0165 0.1011 0.0289 -0.0399 0.1521 0.3361 0.3778 0.4078 0.3877 0.4113 0.4724 

𝜶 = 𝟖 

30 -0.6345 -0.6727 -0.4863 8.1562 7.8914 8.7394 0.0655 0.0273 0.2137 0.1562 -0.1086 0.7394 0.4298 0.4933 0.5829 1.3721 1.4306 1.8117 

50 -0.6448 -0.6972 -0.5468 8.0802 7.8638 8.4715 0.0552 0.0028 0.1532 0.0802 -0.1362 0.4715 0.3814 0.4372 0.4907 1.0788 1.1255 1.3371 

100 -0.6440 -0.7227 -0.5671 8.0840 7.9166 8.3414 0.0560 -0.0227 0.1329 0.0840 -0.0834 0.3414 0.3397 0.3727 0.4179 0.8178 0.8718 0.9766 

 𝜶 = 𝟏𝟔 

30 -0.6364 -0.6808 -0.4865 16.294 15.744 17.476 0.0636 0.0192 0.2135 0.2941 -0.2563 1.4764 0.4285 0.4875 0.5827 2.7278 2.8354 3.6185 

50 -0.6461 -0.7071 -0.5470 16.144 15.685 16.942 0.0539 -0.0071 0.1530 0.1443 -0.3148 0.9416 0.3804 0.4309 0.4905 2.1448 2.2287 2.6720 

100 -0.6458  -0.7372  -0.5673  16.149 15.784 16.682 0.0542 -0.0372 0.1327 0.1499 -0.2159 0.6816 0.3385 0.3667 0.4177 1.6245 1.7227 1.9519 
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Çizelge 3.6 𝐻1 𝑡  dağılımı için 𝜃 = −1 iken  𝛼‟nın farklı değerleri ile hesaplanmıĢ ortalama, yan ve RMSE değerleri 

 
Mean 𝜽  Mean 𝜶  Bias 𝜽  Bias 𝜶  RMSE 𝜽  RMSE 𝜶  

n MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE 

𝜶 = 𝟎. 𝟓 

30 -0.7406 -0.6901 -0.7748 0.5138 0.5027 0.5284 0.2594 0.3099 0.2252 0.0138 0.0027 0.0284 0.4679 0.5867 0.4579 0.0866 0.0910 0.0982 

50 -0.7659 -0.7166 -0.7915 0.5137 0.5054 0.5246 0.2341 0.2834 0.2085 0.0137 0.0054 0.0246 0.4182 0.5299 0.4114 0.0698 0.0723 0.0790 

100 -0.8228 -0.7472 -0.8265 0.5097 0.5056 0.5177 0.1772 0.2528 0.1735 0.0097 0.0056 0.0177 0.3306 0.4553 0.3489 0.0490 0.0532 0.0564 

𝜶 = 𝟏 

30 -0.7410 -0.6947 -0.7746 1.0272 0.9983 1.0569 0.2590 0.3053 0.2254 0.0272 -0.0017 0.0569 0.4672 0.5793 0.4581 0.1725 0.1818 0.1964 

50 -0.7671 -0.7235 -0.7894 1.0269 1.0046 1.0496 0.2329 0.2765 0.2106 0.0269 0.0046 0.0496 0.4164 0.5194 0.4150 0.1390 0.1438 0.1579 

100 -0.8241 -0.7568 -0.8265 1.0188 1.0063 1.0353 0.1759 0.2432 0.1735 0.0188 0.0063 0.0353 0.3285 0.4427 0.3489 0.0976 0.1056 0.1127 

 𝜶 = 𝟒 

30 -0.7433 -0.7100 -0.7737 4.1280 3.9918 4.2545 0.2567 0.2900 0.2263 0.1280 -0.0082 0.2545 0.4651 0.5597 0.4625 0.7102 0.7363 0.8058 

50 -0.7656 -0.7330 -0.7819 4.1000 3.9958 4.1983 0.2344 0.2670 0.2181 0.1000 -0.0042 0.1983 0.4188 0.5030 0.4260 0.5344 0.5596 0.6156 

100 -0.8178 -0.7512 -0.8097 4.0865 4.0310 4.1547 0.1822 0.2488 0.1903 0.0865 0.0310 0.1547 0.3335 0.4547 0.3659 0.3673 0.4080 0.4272 

𝜶 = 𝟖 

30 -0.7345 -0.7095 -0.7416 8.2129 7.9401 8.5067 0.2655 0.2905 0.2584 0.2129 -0.0599 0.5067 0.4702 0.5562 0.5030 1.3946 1.4295 1.5866 

50 -0.7745 -0.7435 -0.7858 8.1964 7.9733 8.4093 0.2255 0.2565 0.2142 0.1964 -0.0267 0.4093 0.4170 0.4900 0.4331 1.0576 1.0872 1.2130 

100 -0.8224 -0.8029 -0.8146 8.1249 7.9548 8.2921 0.1776 0.1971 0.1854 0.1249 -0.0452 0.2921 0.3317 0.3873 0.3663 0.7433 0.7997 0.8631 

𝜶 = 𝟏𝟔 

30 -0.7349 -0.7103 -0.7205 16.422 15.873 17.081 0.2651 0.2897 0.2795 0.4221 -0.1265 1.0814 0.4698 0.5570 0.5302 2.7870 2.8675 3.1600 

50 -0.7749 -0.7433 -0.7689 16.389 15.943 16.873 0.2251 0.2567 0.2311 0.3889 -0.0565 0.8732 0.4167 0.4921 0.4562 2.1138 2.1846 2.4313 

100 -0.8232  -0.8021  -0.8008 16.244 15.903 16.625 0.1768 0.1979 0.1992 0.2440 -0.0972 0.6253 0.3309 0.3876 0.3881 1.4840 1.6039 1.7173 
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Çizelge 3.1-3.6 incelendiğinde örneklem çapındaki artıĢ ile beraber bütün tahmin 

yöntemleri için RMSE değerlerinin azaldığı görülmektedir. Tahmin yöntemleri kendi 

içinde RMSE kriterine göre ayrı ayrı kıyaslandığında ; 

𝜃  𝑖ç𝑖𝑛; 

 𝜃 = 1 iken 𝛼‟nın tüm değerlerinde 𝑛 = 30 ve 𝑛 = 50 örneklem durumları için 

LS, büyük örneklem çapı için ise ML, 

 𝜃‟nın diğer pozitif değerleri  olan 0.7 ve 0.3 için tüm durumlarda (𝛼 ve 

örneklem çapı değerlerinin tamamı için) LS, 

 𝜃 = −1 iken  𝛼 ≤ 1 durumlarında küçük örneklemde LS, büyük örneklemde 

ML, diğer tüm 𝛼 değerleri ve örneklem durumları için ML, 

 𝜃 = {−0.7, −0.3} için tüm durumlarda ML, 

yöntemi daha iyi sonuç vermiĢtir. 

𝛼  𝑖ç𝑖𝑛; 

𝜃 = −0.3 iken 𝑛 = 30 olduğunda MOM tahmin yöntemi, diğer örneklem çaplarında ise 

ML tahmin yöntemi RMSE kriteri açısından en etkin sonuçları vermiĢtir. Ayrıca örnek 

çapındaki artıĢa paralel olarak MOM tahmin edici performansının ML tahmin edici 

performansına yaklaĢtığını (RMSE bazında) gözlemleyebiliriz.  
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4. ALI-MIKHAIL-HAQ DAĞILIMI ĠLE ELDE EDĠLEN DĠĞER BĠR YENĠ TEK 

BOYUTLU DAĞILIM 

(2.8) eĢitliğindeki AMH dağılım ailesi ve koĢullu dağılım fonksiyonu bilgisi gözönüne 

alındığında, 𝑌 ≤ 𝑦 verilmiĢken 𝑋 ≤ 𝑡 ‟nin olasılığı, 

𝑃 𝑋 ≤ 𝑡 𝑌 ≤ 𝑦 =
𝐹 𝑡 

1 − 𝜃 1 − 𝐹 𝑡    1 − 𝐺 𝑦  
 (4.1) 

olarak elde edilir.  

Ġlk olarak; 𝑦 → −∞ iken (4.1) eĢitliği;  

lim
𝑦→−∞

𝑃 𝑋 ≤ 𝑡 𝑌 ≤ 𝑦 ≅
𝐹 𝑡 

1 − 𝜃𝐹  𝑡 
 

(4.2) 

olduğu görülür.  Elde edilen bu eĢitlik ile daha önce (2.10)‟da verilen Marshall-Olkin 

dağılım ailesi gözönüne alınarak  𝛽 = 1 − 𝜃  ve  0 ≤ 𝛽 ≤ 2  olduğu varsayımı altında 

𝐺 𝑡 =
1 −  1 − 𝛽 𝐹  𝑡 − 𝛽𝐹  𝑡 

1 −  1 − 𝛽 𝐹  𝑡 
=

𝐹 𝑡 

1 −  1 − 𝛽 𝐹  𝑡 
 

(4.3) 

Ģeklindedir. Kısaca bu varsayım altında açık olarak Marshall-Olkin dağılım ailesinin 

elde edildiği görülmektedir. 

Yeniden (4.1) eĢitliğinde elde edilen koĢullu olasılık göz önüne alınırsa bu eĢitliğin 

birinci dereceden Taylor açılımı (4.4)‟de gösterildiği gibi elde edilir. 

𝑃 𝑋 ≤ 𝑡 𝑌 ≤ 𝑦 ≅ 𝐹 𝑡  1 + 𝜃 1 − 𝐹 𝑡   1 − 𝐺 𝑦    

                                = 𝐹 𝑡  1 + 𝜃𝐹  𝑡 𝐺  𝑦   (4.4) 

Bu eĢitlikte 𝑦 → −∞ durumunda, 
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lim
𝑦→−∞

𝑃 𝑋 ≤ 𝑡 𝑌 ≤ 𝑦 ≅ 𝐹 𝑡  1 + 𝜃𝐹  𝑡   (4.5) 

olduğu görülür. 

Daha önce (2.11)‟de verilen karesel dönüĢtürülmüĢ dağılım bilgileri dahilinde birinci 

dereceden Taylor açılımıyla elde edilen (4.5) eĢitliğinde, karesel dönüĢtürülmüĢ 

(transmuted) dağılım ailesi kolaylıkla görülebilmektedir. 

(4.1) ile verilen koĢullu dağılım için belirli durumlarda görülen benzerliklerin ardından 

Ģimdi de bu fonksiyonun ikinci dereceden Taylor açılımına sahip eĢitliği bulunsun. Bu 

eĢitlik, 

𝑃 𝑋 ≤ 𝑡 𝑌 ≤ 𝑦 ≅ 𝐻∗ 𝑡, 𝑦  

                           = 𝐹 𝑡  1 + 𝜃 1 − 𝐹 𝑡   1 − 𝐺 𝑦  +  𝜃 1 − 𝐹 𝑡   1 − 𝐺 𝑦   
2

  

                               = 𝐹 𝑡  1 + 𝜃𝐹  𝑡 𝐺  𝑦 + 𝜃2𝐹 2 𝑡 𝐺 2 𝑦   (4.6) 

Ģeklinde bulunur. 

𝑦 → −∞ iken bu koĢullu dağılım tekrar gözönüne alınırsa, 

lim
𝑦→−∞

𝑃 𝑋 ≤ 𝑡 𝑌 ≤ 𝑦 ≅ 𝐹 𝑡  1 + 𝜃𝐹  𝑡 + 𝜃2𝐹 2 𝑡   

elde edilir. Üçüncü bölümde (3.3) eĢitliği ile elde edilen dağılım fonksiyonu ile 

karıĢtırılmaması amacıya bu fonksiyon 𝐻2 𝑡  olarak gösterilir.  

𝐻2 𝑡 = 𝐹 𝑡  1 + 𝜃𝐹  𝑡 + 𝜃2𝐹 2 𝑡   (4.7) 

(4.7) ifadesinin 𝑡 ∈ 𝑅 olduğu kabulu altında dağılım fonksiyonu özelliklerini sağlayıp 

sağlamadığı aĢağıda kontrol edilmiĢtir. Buna göre, 

(i) 𝑙𝑖𝑚𝑡→∞ 𝐻2 𝑡 = 1 ve 𝑙𝑖𝑚𝑡→−∞ 𝐻2 𝑡 = 0‟dır. 
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𝐹 𝑡  bir dağılım fonksiyonu ve 𝐹  𝑡 = 1 − 𝐹 𝑡  de bir yaĢam fonksiyonu olduğundan 

(i) açık olarak sağlanır. 

(ii) 𝐻2 𝑡 , 𝑡 ∈ 𝑅 için azalmayan bir fonksiyondur, yani ∀𝑡1 < 𝑡2 için 𝐻2 𝑡1 ≤

𝐻2 𝑡2 ‟dir. 

Dağılım sürekli bir dağılım olduğundan, 
𝑑

𝑑𝑡
𝐻2 𝑡 ≥ 0 olduğunu göstermek yeterlidir. 

Bunun için (4.7) ifadesinde 𝐹 𝑡 = 𝑢 dönüĢümü yapılarak, bu dönüĢüm altında türevin 

iĢaretine bakılacaktır. 

𝜙 𝑢 = 𝑢 1 + 𝜃 1 − 𝑢 + 𝜃2 1 − 𝑢 2  (4.8) 

olup, bu ifadenin 𝑢 ‟ya göre türevi, 

𝑑

𝑑𝑢
𝜙 𝑢 = 1 + 𝜃 1 − 𝑢 − 𝜃𝑢 + 𝜃2 1 − 𝑢 2 − 2𝜃2𝑢 1 − 𝑢  (4.9) 

Ģeklindedir. 

𝜃 ≤ 0 için türevin iĢareti kontrol edilsin. (4.9) ifadesi yeniden düzenlenirse, 

𝜙′ 𝑢 = 1 + 𝜃 − 2𝑢𝜃 1 + 𝜃 1 − 𝑢  + 𝜃2 1 − 𝑢 2 (4.10) 

elde edilir. EĢitliğin sağındaki terimlerin iĢareti tek tek incelendiğinde; 

𝜃 1 − 𝑢 ≤ 0 olup, −1 ≤ 𝜃 ≤  1 olduğu için −2𝑢𝜃 1 + 𝜃 1 − 𝑢   teriminin  pozitif 

olduğu görülmektedir. Benzer Ģekilde diğer terimler de pozitif olduğundan türevin 

iĢareti de 𝜃 ≤ 0 için pozitiftir. 

𝜃 > 0 için yine (4.9) ifadesi uygun olarak düzenlendiğinde, 

𝜙′ 𝑢 = 𝜃2 1 − 𝑢 2 +  1 − 𝑢𝜃 2 +  𝜃 − 𝑢𝜃 2 + 𝜃 1 − 𝜃  

Ģeklinde yazılır.  
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𝜃 1 − 𝜃 > 0 olup −1 ≤ 𝜃 ≤  1 olduğundan eĢitliğin sağındaki toplamlar pozitif 

iĢaretli olup  𝜙 𝑢  fonksiyonu, 𝜃 > 0 için 𝑢 da azalmayandır. Böylece 𝜃 ∈  −1,1  için 

𝜙  fonksiyonu 𝑢 da azalmayandır yani 
𝑑

𝑑𝑡
𝐻2 𝑡 ≥ 0  dır. 

(iii) 𝐻2 𝑡  sağdan süreklidir, yani 𝜀 > 0 sayısı için lim𝜀→0 𝐻2 𝑡 + 𝜀 = 𝐻2 𝑡  dir. 

𝐹 𝑡  bir dağılım fonksiyonu olduğundan bu özellik de sağlanır. 

Bu üç özellik sağlandığından, (4.7) ile verilen ifadenin bir dağılım fonksiyonu olduğunu 

söymek mümkündür. Elde edilen bu dağılım fonksiyonu tekrar düzenlenerek, 

𝐻2 𝑡 = 𝜑 𝐹 𝑡   
(4.11) 

            =  1 + 𝜃 + 𝜃2 𝐹 𝑡 − 𝜃𝐹2 𝑡 − 𝜃2𝐹 𝑡  2𝐹 𝑡 − 𝐹2 𝑡   

fonksiyonu elde edilir. 

Bu dağılımın aynı zamanda dönüĢtürülmüĢ bir aile olarak yazılabileceği aĢağıdaki gibi 

gösterilsin. 

𝑢 ∈  0,1  olduğu bilindiğinde 𝐹 𝑡 = 𝑢  dönüĢümü uygulanıp gerekli düzenlemeler 

yapıldığında,  

𝜑 𝑢 =  1 + 𝜃 + 𝜃2 𝑢 − 𝜃𝑢2 − 𝜃2𝑢 2𝑢 − 𝑢2   (4.12) 

olur. Ayrıca bu fonksiyon, 

𝜑 𝑢 = 𝑢 + 𝑢𝜃 + 𝑢𝜃2 − 𝑢2𝜃 − 2𝑢2𝜃2 + 𝑢3𝜃2 

           = 𝑢 + 𝑢 𝜃 + 𝜃2 − 𝑢2 𝜃 + 2𝜃2 − 𝑢𝜃2  

           = 𝑢 +  𝑢 − 𝑢2  𝜃 + 𝜃2 + 𝑢3𝜃2 − 𝑢2𝜃2 

           = 𝑢 +  𝑢 − 𝑢2  𝜃 + 𝜃2 − 𝑢𝜃2 𝑢 − 𝑢2  

           = 𝑢 + 𝑢 1 − 𝑢  𝜃 + 𝜃2 − 𝑢𝜃2  
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Ģeklinde yazılabilir. Böylelikle 𝑃 𝑢 =  𝜃 + 𝜃2 − 𝑢𝜃2  olmak üzere (2.12) ile verilen 

polinomial dönüĢüm ailesi bilgisi altında bu dağılımın aynı zamanda dönüĢtürülmüĢ bir 

aile olduğu söylenir.  

(4.11) fonksiyonunun daha önce  −1 ≤ 𝜃 ≤ 1  için dağılım fonksiyonu olduğu 

gösterilmiĢti. Bu fonksiyonunun 𝜃 parametresi için herhangi bir ön sınırlandırmanın  

yapılmadığı durumda da dağılım fonksiyonu olduğu kabul edilsin. Buna göre dağılım 

fonksiyonunun azalmayan olması gerektiği koĢulunun hangi 𝜃 parametre değer 

aralığında sağlandığı aĢağıdaki gibi belirlenir. 

(4.12) fonksiyonun 𝑢 = 0 ve 𝑢 = 1  noktalarında aldığı değerler sırasıyla  𝜑 0 = 0 ve 

𝜑 1 = 1 dir. Bu noktalarda parametre için herhangi bir kısıt yoktur. 𝑢 ∈  0,1  

aralığında 𝜑 fonksiyonunun azalmayan olması için 𝜑′ ≥ 0 olması gerekmektedir. Türev 

fonksiyonu, 

𝜑′ = 3𝜃2𝑢2 − 4𝜃2𝑢 + 𝜃2 − 2𝜃𝑢 + 1 + 𝜃 

olup, 𝑢 = 0 için 𝜑′ 0 = 1 + 𝜃 + 𝜃2 ≥ 0 koĢulu ∀𝜃 için sağlanırken, 𝑢 = 1 için 

𝜑′ 1 = 1 − 𝜃 ≥ 0 koĢulu 𝜃 ≤ 1 iken sağlanır. 

𝑢 ∈  0,1  için de 𝜑′ ≥ 0 olmalıdır. Bunun için 𝜑′ = 0 denkleminin köklerine bakılırsa, 

𝑢1,2 =
𝜃 + 2𝜃2 ± 𝜃  𝜃 − 1  𝜃 + 2 

3𝜃2
 

olur. Burada Δ =  𝜃 − 1  𝜃 + 2  olup, Δ < 0 ise 𝑢 için reel kök bulunamayacaktır. Bu 

istenilen bir durumdur çünkü böyle bir durumda 𝜑′ > 0 veya 𝜑′ < 0 sağlanacaktır. O 

halde daha önce bulunan koĢuldan 𝜃 − 1 < 0 olup Δ < 0 olması için 𝜃 + 2 ≥ 0 ⇒ 𝜃 ≥

−2 olmalıdır. Ayrıca, 𝜑′  fonksiyonu konveks bir fonksiyon olup minimum noktası 

vardır ve bu optimal nokta 𝑢∗ =
2

3
+

1

3𝜃
 olup fonksiyonda yerine konulursa; 

𝜑′ 𝑢∗ =
− 𝜃 − 1  𝜃 + 2 

3𝜃2
≥ 0 
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olmaktadır. Bu yüzden herhangi bir 𝑢 ∈  0,1  için 𝜑′(𝑢) ≥ 𝜑′ 𝑢∗ ≥ 0 olacaktır. 

Dolayısıyla −2 ≤ 𝜃 ≤ 1 için  𝜑 fonksiyonu azalmayan bir fonksiyondur.  

Burada diğer dağılım fonksiyonu özellikleri  𝜃 parametresinden bağımsız olarak 

sağlandığı için (4.11) fonksiyonu −2 ≤ 𝜃 ≤ 1 için dağılım fonksiyonu özelliklerini 

sağlamaktadır. Özetle bu dağılım fonksiyonu, 

𝐻2 𝑡 =  𝐹 𝑡  1 + 𝜃𝐹  𝑡 + 𝜃2𝐹 2 𝑡  ,     𝑡 ∈ 𝑅 , 𝜃 ∈  −2,1  (4.13) 

olup yoğunluk fonksiyonu ise, 

2 𝑡 = 𝑓 𝑡   1 + 𝜃𝐹  𝑡 + 𝜃2𝐹
 2
 𝑡  − 𝜃𝐹 𝑡  1 + 2𝜃𝐹 𝑡   , 

(4.14) 
𝑡 ∈ 𝑅 , 𝜃 ∈  −2,1  

Ģeklinde verilir. YaĢam fonksiyonu, (2.3)‟den, 

𝑆2 𝑡 = 1 −  𝐹 𝑡  1 + 𝜃𝐹  𝑡 + 𝜃2𝐹 2 𝑡    

            = 𝐹 𝑡  1 − 𝜃𝐹 𝑡 − 𝜃2𝐹 𝑡 𝐹 𝑡   (4.15) 

bulunur. Bozulma oranı fonksiyonu (2.4) eĢitliği ile, 

𝑟2 𝑡 =

𝑓 𝑡   1 + 𝜃𝐹  𝑡 + 𝜃2𝐹
 2
 𝑡  − 𝜃𝐹 𝑡  1 + 2𝜃𝐹 𝑡   

𝐹 𝑡  1 − 𝜃𝐹 𝑡 − 𝜃2𝐹 𝑡 𝐹 𝑡  
 

olarak elde edilir. Burada 𝐹 𝑡  temel dağılımının bozulma oranı fonksiyonu 𝑟𝑓 𝑡 =
𝑓 𝑡 

𝐹 𝑡 
 

olarak gösterilirse, 𝐻2 𝑡  dağılımının bozulma oranı fonksiyonu; 

𝑟2 𝑡 = 𝑟𝑓 𝑡  
3𝐹2 𝑡 𝜃2 − 4𝐹 𝑡 𝜃2 − 2𝐹 𝑡 𝜃 + 𝜃2 + 𝜃 + 1

𝐹2 𝑡 𝜃2 − 𝐹 𝑡 𝜃2 − 𝐹 𝑡 𝜃 + 1
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          = 𝑟𝑓 𝑡  3 +
𝜃2 − 𝐹 𝑡 𝜃2 + 𝐹 𝑡 𝜃 + 𝜃 − 2

𝐹2 𝑡 𝜃2 − 𝐹 𝑡 𝜃2 − 𝐹 𝑡 𝜃 + 1
  

(4.16) 

          = 𝑟𝑓 𝑡  3 +
 𝐹 𝑡 𝜃 + 2  𝜃 − 1 

𝐹2 𝑡 𝜃2 − 𝐹 𝑡 𝜃2 − 𝐹 𝑡 𝜃 + 1
  

yazılabilir. Bozulma oranı fonksiyonu için, lim𝑡→∞ 𝑟2 𝑡 = 𝑟𝑓 𝑡  ve lim𝑡→−∞ 𝑟2 𝑡 =

𝑟𝑓 𝑡  𝜃2 + 𝜃 + 1  Ģeklindedir. 

4.1 Temel Dağılımı Üstel Olan 𝑯𝟐 𝒕  Dağılımının  Bazı Karakteristik Özellikleri 

Bu bölümde elde edilen 𝐻2 𝑡  dağılımının temel dağılımı üstel alınarak, moment 

çıkaran fonksiyonu, momentleri, varyansı, basıklık ve çarpıklık gibi karakteristik 

özellikleri elde edilir. Buna göre temel dağılımı üstel olan dağılım fonksiyonu, 

𝐻2 𝑡 =  1 − 𝑒
−𝑡

𝛼   1 + 𝜃𝑒
−𝑡

𝛼 + 𝜃2𝑒
−2𝑡

𝛼   (4.17) 

olmak üzere dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonu; 

2 𝑡 =
1

𝛼
𝑒

−𝑡
𝛼  1 − 𝜃 + 2𝜃𝑒

−𝑡
𝛼 − 2𝜃2𝑒

−𝑡
𝛼 + 3𝜃2𝑒

−2𝑡
𝛼  , 

(4.18) 

𝑡 ≥ 0;  𝛼 > 0;  𝜃 ∈ [−2,1]  

olarak bulunur. Moment çıkaran fonksiyon ise; 

𝑀𝑇 𝑢 = 𝐸 𝑒𝑢𝑇   

        =  𝑒𝑢𝑡  
1

𝛼
𝑒

−𝑡
𝛼 −

𝜃

𝛼
𝑒

−𝑡
𝛼 +

2𝜃

𝛼
𝑒

−2𝑡
𝛼 −

2𝜃2

𝛼
𝑒

−2𝑡
𝛼 +

3𝜃2

𝛼
𝑒

−3𝑡
𝛼  𝑑𝑡

+∞

0

 

olup integralin çözülmesi ile, 

𝑀𝑇 𝑢 =
1

1 − 𝛼𝑢
−

𝜃

1 − 𝛼𝑢
+

2𝜃 

2 − 𝛼𝑢
−

2𝜃2 

2 − 𝛼𝑢
+

3𝜃2 

3 − 𝛼𝑢
,   𝑢 <

1

𝛼
 (4.19) 

eĢitliği elde edilir. Bulunan moment çıkaran fonksiyon, 
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𝑀𝑇 𝑢 =  1 − 𝜃 
1

1 − 𝛼𝑢
+  𝜃 − 𝜃2 

1

1 −
𝛼

2
𝑢

+ 𝜃2  
1

1 −
𝛼

3
𝑢

,        𝑢 <
1

𝛼
 

Ģeklinde yazılabileceğinden, 𝜔1 =  1 − 𝜃 ,   𝜔2 =  𝜃 − 𝜃2 ,   𝜔3 = 𝜃2 katsayıları 

göstermek üzere ve aynı zamanda,  
1

1−𝛼𝑢
= 𝑀Ü𝑠𝑡𝑒𝑙  𝛼  𝑢  , 

1

1−
𝛼

2
𝑢

= 𝑀
Ü𝑠𝑡𝑒𝑙  

𝛼

2
 
 𝑢 , 

1

1−
𝛼

3
𝑢

= 𝑀
Ü𝑠𝑡𝑒𝑙  

𝛼

3
 
 𝑢  olacağından, moment çıkaran fonksiyonu bu bilgiler 

doğrultusunda lineer kombinasyon biçiminde ifade edebilmek mümkündür. Yani 

moment çıkaran fonksiyon, 

𝑀𝑇 𝑢 =  𝜔𝑗 𝑀Ü𝑠𝑡𝑒𝑙  
𝛼

𝑗
 
 𝑢 

3

𝑗 =1

 (4.20) 

Ģeklinde yazılabilmektedir. 

𝐻2 𝑡  dağılımının yaĢam ve bozulma oranı  fonksiyonlarının genel formu daha önce 

sırasıyla (4.15) ve (4.16) eĢitlikleri ile bulunmuĢtu. Dolayısıyla 𝐻2 𝑡  dağılımının temel 

dağılımı üstel alındığında  yaĢam fonksiyonu, 

𝑆2 𝑡 = 1 −  1 − 𝑒
−𝑡

𝛼   1 + 𝜃  𝑒
−𝑡

𝛼  + 𝜃2  𝑒
−𝑡

𝛼  
2

  

          = 𝑒
−𝑡

𝛼  1 −  1 − 𝑒
−𝑡

𝛼   𝜃 + 𝜃2𝑒
−𝑡

𝛼    (4.21) 

olup, 𝑟𝑓 𝑡 =
𝑓 𝑡 

𝐹 𝑡 
 olmak üzere, bozulma oranı fonksiyonu da,  

𝑟2 𝑡 = 𝑟𝑓 𝑡  3 +
 𝜃𝑒

−𝑡
𝛼 + 2  𝜃 − 1 

𝜃2 1 − 𝑒
−𝑡

𝛼  
2
− 𝜃2 1 − 𝑒

−𝑡
𝛼  − 𝜃 1 − 𝑒

−𝑡
𝛼  + 1

  (4.22) 

Ģeklindedir. 
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4.1.1 𝑯𝟐 𝒕  dağılımının momentleri 

Birinci merkezi olmayan moment, elde edilen moment çıkaran fonksiyonun birinci 

türevinin alınıp, 𝑢 yerine sıfır konulması ile aĢağıdaki gibi elde edilmektedir. 

µ1
′ =  𝑑

𝑑𝑢
𝑀𝑇 𝑢  

𝑢=0
 

µ1
′ =  𝑑

𝑑𝑢
 

1

1 − 𝛼𝑢
−

𝜃

1 − 𝛼𝑢
+

2𝜃

2 − 𝛼𝑢
−

2𝜃2 

2 − 𝛼𝑢
+

3𝜃2 

3 − 𝛼𝑢
  

𝑢=0

 

      =  𝛼

 1 − 𝛼𝑢 2
−

𝜃𝛼

 1 − 𝛼𝑢 2
+

2𝜃𝛼

 2 − 𝛼𝑢 2
−

2𝜃2𝛼

 2 − 𝛼𝑢 2
+

3𝜃2𝛼 

 3 − 𝛼𝑢 2
 
𝑢=0

 

Daha farklı bir gösterim ile ifade edilecek olursa (4.20) eĢitliği yardımıyla birinci 

moment; 

µ1
′ =  𝑑

𝑑𝑢
  𝜔𝑗 𝑀Ü𝑠𝑡𝑒𝑙  

𝛼

𝑗
 
 𝑢 

3

𝑗 =1

  

𝑢=0

 

      =  𝜔𝑗

𝛼

𝑗

3

𝑗=1

 

     = 𝛼  1 −
𝜃

2
−

𝜃2

6
  

olarak elde edilir. Yani; 

𝐸 𝑇 = µ1
′ = 𝛼  1 −

𝜃

2
−

𝜃2

6
  (4.23) 

Ģeklindedir. 

Beklenen değer ifadesinin üstel dağılımın ortalaması olan 𝛼 ile iliĢkisini göstermede 

aĢağıdaki açıklamalar yol gösterici olacaktır. (4.21) ifadesine bakılırsa; 1 −
𝜃

2
−

𝜃2

6
< 1 

durumunda;  𝐸 𝑇 < 𝛼  ve 1 −
𝜃

2
−

𝜃2

6
> 1 durumunda ise 𝐸 𝑇 > 𝛼 olacaktır. 
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Öncelikle 𝐸 𝑇 < 𝛼 olması durumu incelensin. Bu durum,  
𝜃

2
+

𝜃2

6
> 0  olduğunda 

sağlanır. Gerekli düzenlemeler yapılırsa, 
𝜃

2
+

𝜃2

6
=

𝜃

6
 3 + 𝜃  ifadesi elde edilir. Bu 

ifadenin pozitif olması hemen görüleceği üzere, 𝜃 ∈  0,1  olduğunda sağlanır. Benzer 

Ģekilde 𝐸 𝑇 > 𝛼 durumu ise,  
𝜃

6
 3 + 𝜃 < 0  olduğunda sağlanmaktadır. Bu ise, 

𝜃 ∈  −2,0  koĢulu ile gerçekleĢmektedir. Sonuç olarak, 

𝜃 ∈  −2,0 ⇒ 𝐸 𝑇 > 𝛼 

𝜃 = 0          ⇒ 𝐸 𝑇 = 𝛼 

𝜃 ∈  0,1     ⇒ 𝐸 𝑇 < 𝛼  

elde edilir. Ġkinci merkezi olmayan moment, moment çıkaran fonksiyonun ikinci 

türevinin alınıp 𝑢 yerine sıfır konulması ile aĢağıdaki gibi elde edilir. 

µ2
′ =  𝑑

2

𝑑𝑢2
𝑀𝑇 𝑢  

𝑢=0

 

µ2
′ =  𝑑

2

𝑑𝑢2
 

1

1 − 𝛼𝑢
−

𝜃

1 − 𝛼𝑢
+

2𝜃

2 − 𝛼𝑢
−

2𝜃2 

2 − 𝛼𝑢
+

3𝜃2 

3 − 𝛼𝑢
  

𝑢=0

 

      =  2𝛼2

 1 − 𝛼𝑢 3
−

2𝜃𝛼2

 1 − 𝛼𝑢 3
+

4𝜃𝛼2

 2 − 𝛼𝑢 3
−

4𝜃2𝛼2

 2 − 𝛼𝑢 3
+

6𝜃2𝛼2  

 3 − 𝛼𝑢 3
 
𝑢=0

 

      = 2𝛼2  1 −
3𝜃

4
−

5𝜃2

36
  

Sonuç olarak ikinci merkezi olmayan moment aĢağıda gösterilen eĢitlikteki gibi elde 

edilir. 

𝐸 𝑇2 = µ2
′ = 2𝛼2  1 −

3𝜃

4
−

5𝜃2

36
  (4.24) 

Dağılımın varyansı ise (4.23) ve (4.24) eĢitlikleri yardımıyla; 

𝑉 𝑇 = 𝐸 𝑇 − 𝜇 2 = 𝐸 𝑇2 −  𝐸 𝑇  2 
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           = 2𝛼2  1 −
3𝜃

4
−

5𝜃2

36
 −  𝛼  1 −

𝜃

2
−

𝜃2

6
  

2

 

           = 𝛼2  1 −
𝜃

2
−

7𝜃2

36
−

𝜃3

6
−

𝜃4

36
  (4.25) 

olarak bulunur.  

Elde edilen varyansın, üstel dağılımın varyansı olan 𝛼2 ile iliĢkisi için (4.25) 

ifadesinden yararlanılsın.  1 −
𝜃

2
−

7𝜃2

36
−

𝜃3

6
−

𝜃4

36
 < 1 durumunda 𝑉 𝑇 < 𝛼2 ve 

 1 −
𝜃

2
−

7𝜃2

36
−

𝜃3

6
−

𝜃4

36
 > 1 durumunda ise 𝑉 𝑇 > 𝛼2 olacaktır. Öncelikle 𝑉 𝑇 < 𝛼2 

olması durumu incelensin. Bu durum, 

𝜃

2
+

7𝜃2

36
+

𝜃3

6
+

𝜃4

36
=

𝜃

36
 18 + 7𝜃 + 6𝜃2 + 𝜃3  

        =
𝜃

36
 4 + 7 1 + 𝜃 + 6 1 + 𝜃2 + (1 + 𝜃3) > 0  

olup, 𝑉 𝑇 < 𝛼2 olması durumu sağlanır. Bu ise ancak 𝜃 ∈  0,1  için geçerlidir. Benzer 

Ģekilde ikinci durum yani 𝑉 𝑇 > 𝛼2 koĢulu için  𝜃 ∈  −2,0  olması durumunda 

sağlanır. Buradan hareketle;  

𝜃 ∈  −2,0 ⇒ 𝑉 𝑇 > 𝛼2  

𝜃 = 0         ⇒ 𝑉 𝑇 = 𝛼2  

𝜃 ∈  0,1    ⇒ 𝑉 𝑇 < 𝛼2  

olduğu sonucuna varılır. Üçüncü ve dördüncü merkezi olmayan  momentler  sırasıyla; 

µ3
′ =   

6𝛼3

 1 − 𝛼𝑢 4
−

6𝜃𝛼3

 1 − 𝛼𝑢 4
+

12𝜃𝛼3

 2 − 𝛼𝑢 4
−

12𝜃2𝛼3

 2 − 𝛼𝑢 4
+

18𝜃2𝛼3 

 3 − 𝛼𝑢 4
  

𝑢=0

 

      = 6𝛼3  1 −
7𝜃

8
−

19𝜃2

216
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µ4
′ =   

24𝛼4

 1 − 𝛼𝑢 5
−

24𝜃𝛼4

 1 − 𝛼𝑢 5
+

48𝜃𝛼4

 2 − 𝛼𝑢 5
−

48𝜃2𝛼4

 2 − 𝛼𝑢 5
+

72𝜃2𝛼4 

 3 − 𝛼𝑢 5
  

𝑢=0

 

      = 24𝛼4  1 −
15𝜃

16
−

65𝜃2

1296
  

olarak bulunur. 

Elde edilen 𝐻1 𝑡  dağılımının merkezi momentleri hesaplanmak istensin. Ġkinci merkezi 

moment 𝐸 𝑇 − 𝜇 2 = 𝜇2 olacağından daha önce (4.25) eĢitliğinde gösterilmiĢti. 

Üçüncü ve dördüncü merkezi momentler ise;  𝑎 + 𝑏 𝑛 =    
𝑛
𝑘
 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘𝑛

𝑘=0    Ģeklinde 

bilinen binom açılımı yardımıyla aĢağıdaki gibi bulunmaktadır. 𝜇 kitle ortalamasını 

göstermek üzere; 

𝐸 𝑇 − 𝜇 3 = 𝜇3 = 𝐸    
3
𝑘
 𝑇𝑘 −𝜇 3−𝑘

3

𝑘=0

  

                     =   
3
𝑘
 𝐸 𝑇𝑘  −𝜇 3−𝑘

3

𝑘=0

 

                    =  
3
0
  −𝜇 3 +  

3
1
 𝐸 𝑇  −𝜇 2 +  

3
2
 𝐸 𝑇2  −𝜇 +  

3
3
 𝐸 𝑇3  

olduğundan, 

𝐸 𝑇 − 𝜇 3 =  −𝛼  1 −
𝜃

2
−

𝜃2

6
  

3

+ 3  𝛼  1 −
𝜃

2
−

𝜃2

6
  

3

 

                     +6𝛼2  1 −
3𝜃

4
−

5𝜃2

36
  −𝛼  1 −

𝜃

2
−

𝜃2

6
  + 6𝛼3  1 −

7𝜃

8
−

19𝜃2

216
  

                     = 2𝛼3  1 −
𝜃

2
−

𝜃2

6
 

3

− 6𝛼3  1 −
3𝜃

4
−

5𝜃2

36
  1 −

𝜃

2
−

𝜃2

6
  

(4.26) 

                         +6𝛼3  1 −
7𝜃

8
−

19𝜃2

216
  

olarak elde edilir. 
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Dördüncü merkezi moment ise benzer Ģekilde;  

𝐸 𝑇 − 𝜇 4 = 𝜇4 = 𝐸    
4
𝑘
 𝑇𝑘 −𝜇 4−𝑘

4

𝑘=0

 =   
4
𝑘
 𝐸 𝑇𝑘  −𝜇 4−𝑘

4

𝑘=0

 

           =  
4
0
  −𝜇 4 +  

4
1
 𝐸 𝑇  −𝜇 3 +  

4
2
 𝐸 𝑇2  −𝜇 2 +  

4
3
 𝐸 𝑇3  −𝜇 

+  
4
4
 𝐸 𝑇4  

olup gerekli düzenlemeler yapıldığında, 

𝐸 𝑇 − 𝜇 4 =  𝛼  1 −
𝜃

2
−

𝜃2

6
  

4

− 4  𝛼  1 −
𝜃

2
−

𝜃2

6
  

4

 

                        +12  𝛼2  1 −
3𝜃

4
−

5𝜃2

36
   −𝛼  1 −

𝜃

2
−

𝜃2

6
  

2

 

                        +4  6𝛼3  1 −
7𝜃

8
−

19𝜃2

216
   −𝛼  1 −

𝜃

2
−

𝜃2

6
   

                       +24𝛼4  1 −
15𝜃

16
−

65𝜃2

1296
  

bulunur. Dördüncü merkezi moment, 

𝐸 𝑇 − 𝜇 4 = −3𝛼4  1 −
𝜃

2
−

𝜃2

6
 

4

+ 12𝛼4  1 −
3𝜃

4
−

5𝜃2

36
  1 −

𝜃

2
−

𝜃2

6
 

2

− 24𝛼4  1 −
7𝜃

8
−

19𝜃2

216
  1 −

𝜃

2
−

𝜃2

6
 

+ 24𝛼4  1 −
15𝜃

16
−

65𝜃2

1296
  

(4.27) 

Ģeklindedir.  
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4.1.2 𝑯𝟐 𝒕  dağılımının basıklık ve çarpıklığı 

Daha önce (4.26)‟da hesaplanan üçüncü merkezi moment, standart sapmanın üçüncü 

kuvvetine bölünürse bir çarpıklık ölçüsü elde edilmiĢ olur. Yani; momentler yardımıyla 

çarpıklık; 

𝛽1 𝛼, 𝜃 =
𝐸 𝑇 − 𝜇 3

𝜎3
=

𝜇3

 𝜇2 
3

2 
 

Ģeklinde hesaplanır. Belirli bir 𝛼 değeri için, sözgelimi 𝛼 = 1 alınarak, temel dağılımı 

üstel olan 𝐻2 𝑡  dağılımının çarpıklığı; 

𝛽1 1, 𝜃 =
2  1 −

𝜃

2
−

𝜃2

6
 

3

− 6  1 −
3𝜃

4
−

5𝜃2

36
  1 −

𝜃

2
−

𝜃2

6
 + 6  1 −

7𝜃

8
−

19𝜃2

216
 

 1 −
𝜃

2
−

7𝜃2

36
−

𝜃3

6
−

𝜃4

36
 

3
2 

 

                =
2(216 − 𝜃6 − 9𝜃5 − 24𝜃4 − 45𝜃3 − 48𝜃2 − 81𝜃)

 36 − 𝜃4 − 6𝜃3 − 7𝜃2 − 18𝜃 3/2
 (4.28) 

olarak elde edilir. Görüldüğü üzere, 𝐻2 𝑡  dağılımının çarpıkık katsayısı üstel dağılımın 

parametresine  𝛼  bağlı değildir. 

 
                                ġekil 4.1 Üstel dağılım ve 𝐻1 𝑡 ‟nin çarpıklık grafiği  
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ġekil 4.1‟de temel dağılımı üstel olan dağılımın çarpıklığı ve tek parametreli üstel 

dağılımın çarpıklığı ile beraber çizdirilmiĢtir. Bilindiği üzere üstel dağılımın çarpıklık 

değeri 2 olduğu için asimetrikliğin bu değerle karĢılaĢtırılması sağlanmıĢtır. 

𝐻2 𝑡  dağılımın çarpıklığı için, 𝜃 değeri 0 ile 1 aralığında üstel dağılıma göre daha sağa 

çarpık, 0 dan küçük iken üstel dağılma göre daha sola çarpık olduğu söylenebilir. 

Ayrıca 𝜃 değeri 0 ve 1 iken 𝐻2 𝑡   dağılımının çarpıklık değeri 2 olup, üstel dağılım ile 

aynı çarpıklık özelliği göstermektedir. 

Dağılımın basıklığının  hesaplanması için, daha önce (4.27)‟de hesaplanan dördüncü 

merkezi moment, standart sapmanın dördüncü kuvvetine bölünmesiyle elde 

edilmektedir.  Böylelikle 𝐻2 𝑡  dağılımının basıklığı; 

𝛽2 𝛼, 𝜃 =
𝐸 𝑇 − 𝜇 4

𝜎4
=

𝜇4

 𝜇2 2
 

eĢitliği ile bulunur. Yine belirli bir 𝛼 değeri için, sözgelimi 𝛼 = 1 alınarak, temel 

dağılımı üstel olan 𝐻2 𝑡  dağılımının basıklığı; 

𝛽2 1, 𝜃 =
−3  1 −

𝜃

2
−

𝜃2

6
 

4

+ 12  1 −
3𝜃

4
−

5𝜃2

36
  1 −

𝜃

2
−

𝜃2

6
 

2

 1 −
𝜃

2
−

7𝜃2

36
−

𝜃3

6
−

𝜃4

36
 

2  

                     −
24  1 −

7𝜃

8
−

19𝜃2

216
  1 −

𝜃

2
−

𝜃2

6
 − 24  1 −

15𝜃

16
−

65𝜃2

1296
 

 1 −
𝜃

2
−

7𝜃2

36
−

𝜃3

6
−

𝜃4

36
 

2  

=
11664 − 3𝜃8 − 36𝜃7 − 150𝜃6 − 360𝜃5 − 735𝜃4 − 2124𝜃3 − 2280𝜃2 − 5832𝜃

 𝜃4 + 6𝜃3 + 7𝜃2 + 18𝜃 − 36 2
 (4.29) 

Ģeklinde bulunur. Görüldüğü üzere, 𝐻2 𝑡  dağılımının basıklık katsayısı üstel dağılımın 

parametresine  𝛼  bağlı değildir. 
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                               ġekil 4.2 Üstel dağılım ve 𝐻2 𝑡 ‟nin basıklık grafiği  

ġekil 4.2‟de temel dağılımı üstel olan dağılımın basıklığı ve tek parametreli üstel 

dağılımın basıklığı birlikte çizdirilmiĢtir. Burada 𝜃 değeri 0 ile 1 aralığında 𝐻2 𝑡 ‟nin 

basıklığı üstel dağılımın basıklığına göre daha dik, 𝜃 değeri 0‟dan küçükken üstel 

dağılıma göre daha basık olduğu söylenebilir. 

4.1.3 𝑯𝟐 𝒕  dağılımının yapısı için görsel gösterimler 

Temel dağılımı üstel olan 𝐻2 𝑡  dağılımının Ģekli hakkında fikir edinebilmek amacıyla 

farklı parametre değerleri için olasılık yoğunluk ve bozulma oranı fonksiyonlarının 

grafiklerine yer verilmiĢtir. Üstel dağılıma ait olasılık yoğunluk ve bozulma oranı 

fonksiyonu grafikleri de bu gösterimlerle beraber çizdirilerek, farklılığın bir arada 

gösterilmesi sağlanmıĢtır. 
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ġekil 4.3 𝐻2 𝑡 ‟nin farklı 𝜃 parametre değerleri için olasılık yoğunluk 2 𝑡  ve 

bozulma oranı 𝑟2 𝑡  fonksiyonları  𝛼 = 1  

ġekil 4.3‟de 2(𝑡) incelendiğinde, 𝑡‟nin yaklaĢık 0.5‟den büyük değerlerinde 𝜃‟nın 

pozitif değerleri için üstel dağılımın yoğunluk fonksiyonuna göre daha basık olduğu 

görülmektedir. Ancak 𝜃 negatif olduğunda 𝑡‟nin aldığı değerler ile bu durum farklılık 

gösterebilmektedir. Ayrıca 𝑟2 𝑡 , 𝑡 arttıkça üstel dağılımın bozulma oranı fonksiyonuna 

yaklaĢmaktadır. 

4.2 Temel Dağılımı Üstel Olan 𝑯𝟐 𝒕  Dağılımının Parametre Tahmini 

Bu bölümde, temel dağılımı üstel olan 𝐻2 𝑡  dağılımının parametrelerini tahmin etmek 

için ML, MOM ve LS tahmin yöntemleri incelenmektedir. 
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4.2.1 ML tahmin yöntemi 

Elde edilen dağılımın olabilirlik fonksiyonu (2.13) eĢitliği ile hesaplanacağından, 

(4.18)‟de verilen olasılık yoğunluk fonksiyonu göz önüne alınarak, 

𝐿 𝛼, 𝜃; 𝑡 =  2(𝑡𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

                   =
1

𝛼𝑛
𝑒−

 𝑡𝑖
𝑛
𝑖=1
𝛼   1 − 𝜃 + 2𝜃𝑒

−𝑡𝑖
𝛼 − 2𝜃2𝑒

−𝑡𝑖
𝛼 + 3𝜃2𝑒

−2𝑡𝑖
𝛼  

𝑛

𝑖=1

 

Ģeklinde bulunur. Buradan log-olabilirlik fonksiyonu, 

log 𝐿 𝛼, 𝜃; 𝑡 = −𝑛 log 𝛼 −
 𝑡𝑖

𝑛
𝑖=1

𝛼

+  log  1 − 𝜃 + 2𝜃𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 − 2𝜃2𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 + 3𝜃2𝑒
−2𝑡𝑖

𝛼  

𝑛

𝑖=1

 

olarak elde edilir. Bu fonksiyonunun 𝛼 parametresine göre kısmi türevi, 

𝜕 log 𝐿 𝛼, 𝜃; 𝑡 

𝜕𝛼
= −

𝑛

𝛼
+

 𝑡𝑖
𝑛
𝑖=1

𝛼2
+   

2𝜃
𝑡𝑖

𝛼2 𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 − 2𝜃2 𝑡𝑖

𝛼2 𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 + 6𝜃2 𝑡𝑖

𝛼2 𝑒
−2𝑡𝑖

𝛼 

1 − 𝜃 + 2𝜃𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 − 2𝜃2𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 + 3𝜃2𝑒
−2𝑡𝑖

𝛼 
 

𝑛

𝑖=1

 

olup, gerekli düzenlemeler yapıldıktan sonra, 

𝜕 log 𝐿 𝛼, 𝜃; 𝑡 

𝜕𝛼
= −

𝑛

𝛼
+

 𝑡𝑖
𝑛
𝑖=1

𝛼2
+

1

𝛼2
 

𝑡𝑖𝑒
−𝑡𝑖

𝛼  2𝜃 − 2𝜃2 + 6𝜃2𝑒
−𝑡𝑖

𝛼  

1 − 𝜃 + 2𝜃𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 − 2𝜃2𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 + 3𝜃2𝑒
−2𝑡𝑖

𝛼 

𝑛

𝑖=1

 

biçiminde bulunur. Benzer Ģekilde, 𝜃 parametresine göre kısmi türev, 

𝜕 log 𝐿 𝛼, 𝜃; 𝑡 

𝜕𝜃
=  

−1 + 2𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 − 4𝜃𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 + 6𝜃𝑒
−2𝑡𝑖

𝛼 

1 − 𝜃 + 2𝜃𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 − 2𝜃2𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 + 3𝜃2𝑒
−2𝑡𝑖

𝛼 

𝑛

𝑖=1

 

elde edilir. Kısmi türev fonksiyonlarının sıfıra eĢitlenmesi ile, 
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𝜕 log 𝐿 𝛼, 𝜃; 𝑡 

𝜕𝛼
= −

𝑛

𝛼
+

 𝑡𝑖
𝑛
𝑖=1

𝛼2
 

             +
1

𝛼2
 

𝑡𝑖𝑒
−𝑡𝑖

𝛼  2𝜃 − 2𝜃2 + 6𝜃2𝑒
−𝑡𝑖

𝛼  

1 − 𝜃 + 2𝜃𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 − 2𝜃2𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 + 3𝜃2𝑒
−2𝑡𝑖

𝛼 
= 0

𝑛

𝑖=1

 

(4.30) 

𝜕 log 𝐿 𝛼, 𝜃; 𝑡 

𝜕𝜃
=  

−1 + 2𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 − 4𝜃𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 + 6𝜃𝑒
−2𝑡𝑖

𝛼 

1 − 𝜃 + 2𝜃𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 − 2𝜃2𝑒
−𝑡𝑖

𝛼 + 3𝜃2𝑒
−2𝑡𝑖

𝛼 

𝑛

𝑖=1

= 0 (4.31) 

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ile parametrelerin ML tahmin edicilerinin 

analitik çözümü elde edilememektedir. Bu durumda log-olabilirlik fonksiyonunun 

maksimizasyon problemi bir algoritma ile çözdürülerek ML tahmini elde edilebilir. 

Sayısal olarak çözümün  elde edilmesinde Matlab 2013 programı kullanılmıĢ ve ML 

tahminlerini baĢlangıç değeri belirleme stratejisine dayalı olarak yakınsama yöntemi ile 

bulduran “mle” komutundan faydalanılmıĢtır. Bu komut için optimizasyon seçeneklerini 

içeren bir yapıdan faydalanılmıĢtır. Söz konusu bu yapı içeriğinde amaç fonksiyonunu 

oluĢturan kısıtlar ve karar değiĢkenlerini barındırmaktadır. Burada türev temelli 

tekniklerden biri olan, kısmi türevleri içeren “GradObj” iĢaretlenmiĢtir. 

4.2.2 MOM tahmin yöntemi 

Ġkinci bölümde verilen MOM tahmin yöntemi bilgisi göz önüne alınsın.  𝐸 𝑇  ve 𝐸 𝑇2  

sırasıyla (4.23) ve (4.24) eĢitlikleri ile verilen 𝐻2 𝑡 ‟nin kitle momentleri ve 𝑚1 =

1

𝑛
 𝑡𝑖

𝑛
𝑖=1  , 𝑚2 =

1

𝑛
 𝑡𝑖

2𝑛

𝑖=1
 örneklem momentleri olmak üzere, 𝛼  1 −

𝜃

2
−

𝜃2

6
 = 𝑚1 ve 

2𝛼2  1 −
3𝜃

4
−

5𝜃2

36
 − 𝑚1

2 = 𝑚2 olup,  
𝑚1

2

 1−
𝜃

2
−

𝜃2

6
 

2  1 −
3𝜃

4
−

5𝜃2

36
 = 𝑚2 + 𝑚1

2 elde edilir. 

Buradan 𝜃 için dördüncü dereceden bir polinom elde edilmektedir. Bu bakımdan 

parametrelerin momentler tahmini için Newton-Raphson algoritmasından 

faydalanılmıĢtır. 

𝐻2 𝑡  dağılımının momentler tahmin edicilerine,  𝑔1 𝛼, 𝜃 = 0

𝑔2 𝛼, 𝜃 = 0
  denklem sisteminin 

Newton-Raphson iteratif yöntemi ile çözümüne ulaĢılabilir.  𝑔1 𝛼, 𝜃  ve 𝑔2 𝛼, 𝜃  
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fonksiyonlarının kısmi türevleri alınarak  𝑮  𝛼, 𝜃  =  

𝜕𝑔1

𝜕𝛼

𝜕𝑔1

𝜕𝜃
𝜕𝑔2

𝜕𝛼

𝜕𝑔2

𝜕𝜃

  matrisi elde edilip, 

buradan 𝑖.adım için iterasyon eĢitliği; 

 𝛼
 𝑖+1 

𝜃 𝑖+1 
 =  𝛼

 𝑖 

𝜃 𝑖 
 −  𝑮  𝛼 𝑖 , 𝜃 𝑖    

−1

 
𝑔1 𝛼

 𝑖 , 𝜃 𝑖  

𝑔2 𝛼
 𝑖 , 𝜃 𝑖  

   

Ģeklinde yazılır. Buradan 𝜀 > 0 için;   𝛼
 𝑖+1 

𝜃 𝑖+1 
 −  𝛼

 𝑖 

𝜃 𝑖 
  ≤ 𝜀 ise iterasyon durdurulur 

ve çözüm  𝛼
 𝑖+1 

𝜃 𝑖+1 
  vektörüdür. Aksi halde iterasyon (𝑖 + 1). adımdan devam eder. 

Burada,   𝛼
 𝑖+1 

𝜃 𝑖+1 
 −  𝛼

 𝑖 

𝜃 𝑖 
  ≅   𝛼 𝑖+1 − 𝛼 𝑖  2 +  𝜃 𝑖+1 − 𝜃 𝑖  2 Ģeklinde 

hesaplanır. (4.23) ve (4.24) eĢitlikleri yardımıyla, 𝑔1 𝛼, 𝜃 = 𝛼  1 −
𝜃

2
−

𝜃2

6
 − 𝑚1 ve 

𝑔2 𝛼, 𝜃 = 2𝛼2  1 −
3𝜃

4
−

5𝜃2

36
 − 𝑚2 olarak bulunur.  𝑮 matrisi, 

𝑮  𝛼, 𝜃  =

 
 
 
 
 1 −

𝜃

2
−

𝜃2

6
−

𝛼

2
−

𝛼𝜃

3

4𝛼  1 −
3𝜃

4
−

5𝜃2

36
 2𝛼2  −

3

4
−

5𝜃

18
 
 
 
 
 
 

 

olup, 𝑮 matrisinin tersi bulunmak istensin. Buna göre, 

𝐵 =
1

2𝛼2  1 −
𝜃

2
−

𝜃2

6
  −

3

4
−

5𝜃

18
 + 4𝛼  1 −

3𝜃

4
−

5𝜃2

36
  

𝛼

2
+

𝛼𝜃

3
 
 

olmak üzere; 𝑮 matrisinin tersi, 

 𝑮  𝛼, 𝜃   
−1

= 𝐵

 
 
 
 
 2𝛼2  −

3

4
−

5𝜃

18
 

𝛼

2
+

𝛼𝜃

3

−4𝛼  1 −
3𝜃

4
−

5𝜃2

36
 1 −

𝜃

2
−

𝜃2

6  
 
 
 
 

 

olarak elde edilir. Verilen bu bilgiler doğrultusunda iterasyon eĢitliği, 
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 𝛼
 𝑖+1 

𝜃 𝑖+1 
 =  𝛼

 𝑖 

𝜃 𝑖 
 −  𝑮  𝛼 𝑖 , 𝜃 𝑖    

−1

 
 
 
 
 
 𝛼 𝑖  1 −

𝜃 𝑖 

2
−

𝜃 𝑖 2

6
 − 𝑚1 

2𝛼 𝑖 2
 1 −

3𝜃 𝑖 

4
−

5𝜃 𝑖 2

36
 − 𝑚2

 
 
 
 
 
 

 (4.32) 

Ģeklinde bulunur. Böylelikle bu adımların hesaplanması ile MOM tahmin değerleri 

Matlab 2013 programında sayısal olarak hesap edilmiĢtir. 

4.2.3 LS tahmin yöntemi 

𝐻2 𝑡  dağılım foksiyonu için (2.18)‟da verilen minimum yapılacak karesel ifade 

gözönüne alındığında,  

𝑄 𝛼, 𝜃 =    1 − 𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼   1 + 𝜃𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼 + 𝜃2𝑒
−2𝑡 𝑖 

𝛼  − 𝑢 𝑖  

2𝑛

𝑖=1

 

                =    1 − 𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼 + 𝜃𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼 − 𝜃𝑒
−2𝑡 𝑖 

𝛼 + 𝜃2𝑒
−2𝑡 𝑖 

𝛼 − 𝜃2𝑒
−3𝑡 𝑖 

𝛼  

𝑛

𝑖=1

− 𝑢 𝑖  
2

 

Ģeklinde elde edililir.Toplamın içindeki ifade aĢağıdaki gibi düzelenerek, 

1 − 𝑢 𝑖 = 𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼 − 𝜃𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼 + 𝜃𝑒
−2𝑡 𝑖 

𝛼 − 𝜃2𝑒
−2𝑡 𝑖 

𝛼 + 𝜃2𝑒
−3𝑡 𝑖 

𝛼  

1 − 𝑢 𝑖 = 𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼  1 − 𝜃 + 𝜃𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼 − 𝜃2𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼 + 𝜃2𝑒
−2𝑡 𝑖 

𝛼   

eĢitliğin her iki tarafının doğal logaritması alınırsa, 

log 1 − 𝑢 𝑖  = −
𝑡

𝛼
+ log  1 − 𝜃 + 𝜃𝑒

−𝑡 𝑖 
𝛼 − 𝜃2𝑒

−𝑡 𝑖 
𝛼 + 𝜃2𝑒

−2𝑡 𝑖 
𝛼   

Ģeklinde bulunur. Dolayısıyla ifade, 
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𝑄∗ 𝛼, 𝜃 =   −
𝑡 𝑖 

𝛼
+ log  1 − 𝜃 + 𝜃𝑒

−𝑡 𝑖 
𝛼 − 𝜃2𝑒

−𝑡 𝑖 
𝛼 + 𝜃2𝑒

−2𝑡 𝑖 
𝛼  

𝑛

𝑖=1

− log 1 − 𝑢 𝑖   
2

 

Ģeklinde yazılabilir. Bu eĢitliğin 𝛼 ve 𝜃 parametrelerine göre kısmi türevlerinin alınıp 

sıfıra eĢitlenmesi sonucu, 

𝜕𝑄∗

𝜕𝛼
= 2   −

𝑡 𝑖 

𝛼
+ log  1 − 𝜃 + 𝜃𝑒

−𝑡 𝑖 
𝛼 − 𝜃2𝑒

−𝑡 𝑖 
𝛼 + 𝜃2𝑒

−2𝑡 𝑖 
𝛼  

𝑛

𝑖=1

− log 1 − 𝑢 𝑖    
𝑡 𝑖 

𝛼2
 1

+
𝜃𝑒

−𝑡 𝑖 
𝛼 − 𝜃2𝑒

−𝑡 𝑖 
𝛼 + 2𝜃2𝑒

−2𝑡 𝑖 
𝛼 

1 − 𝜃 + 𝜃𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼 − 𝜃2𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼 + 𝜃2𝑒
−2𝑡 𝑖 

𝛼 
  = 0 

𝜕𝑄∗

𝜕𝜃
= 2   −

𝑡 𝑖 

𝛼
+ log  1 − 𝜃 + 𝜃𝑒

−𝑡 𝑖 
𝛼 − 𝜃2𝑒

−𝑡 𝑖 
𝛼 + 𝜃2𝑒

−2𝑡 𝑖 
𝛼  

𝑛

𝑖=1

− log 1 − 𝑢 𝑖    
−1 + 𝑒

−𝑡 𝑖 
𝛼 − 2𝜃𝑒

−𝑡 𝑖 
𝛼 + 2𝜃𝑒

−2𝑡 𝑖 
𝛼 

1 − 𝜃 + 𝜃𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼 − 𝜃2𝑒
−𝑡 𝑖 

𝛼 + 𝜃2𝑒
−2𝑡 𝑖 

𝛼 
 = 0 

denklemleri bulunur. Bu denklemler ile parametrelerin LS tahmin edicilerinin analitik 

çözümü elde edilememektedir. Bu durumda LS tahminlerinin elde edilmesinde nümerik 

yollara baĢvurulmalıdır. Sayısal olarak çözümün elde edilmesinde Matlab 2013 

programı kullanılmıĢ ve LS tahminlerini bir baĢlangıç değeri belirleme stratejisine 

dayalı olarak, eğri uydurma yöntemi ile bulduran “lsqcurvefit”  komutundan 

faydalanılmıĢtır. 

4.3 𝑯𝟐 𝒕  Dağılımının Parametrelerinin Tahmini Ġçin Simülasyon ÇalıĢması 

Bölüm 3.3‟deki simülasyon senaryosu gözönüne alınarak 𝛼 =  0.5, 1, 4, 8, 16  ve 

𝜃 =  1,0.7,0.3, −0.3, −0.7, −1, −1.5, −2  parametre değerleri için sonuçlar elde 

edilmiĢ, Çizelge 4.1- 4.8‟de tablolaĢtırılmıĢtır. 
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Çizelge 4.1 𝐻2 𝑡  dağılımı için 𝜃 = 1 iken  𝛼‟nın farklı değerleri ile hesaplanmıĢ ortalama, yan ve RMSE değerleri 

 
Mean 𝜽  Mean 𝜶  Bias 𝜽  Bias 𝜶  RMSE 𝜽  RMSE 𝜶  

n MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE 

𝜶 = 𝟎. 𝟓 

30 0.9457 0.9813 0.8724 0.4638 0.4764 0.4369 -0.0543 -0.0187 -0.1276 -0.0362 -0.0236 -0.0631 0.1472 0.0491 0.1924 0.1206 0.0950 0.1321 

50 0.9465 0.9838 0.9014 0.4655 0.4798 0.4427 -0.0535 -0.0162 -0.0986 -0.0345 -0.0202 -0.0573 0.1451 0.0429 0.1562 0.1065 0.0763 0.1134 

100 0.9617 0.9895 0.9393 0.4749 0.4856 0.4583 -0.0383 -0.0105 -0.0607 -0.0251 -0.0144 -0.0417 0.1230 0.0256 0.1095 0.0836 0.0544 0.0866 

 𝜶 = 𝟏 

30 0.9421 0.9804 0.8711 0.9215 0.9370 0.8699 -0.0579 -0.0196 -0.1289 -0.0785 -0.0630 -0.1301 0.1493 0.0502 0.1927 0.2481 0.1914 0.2667 

50 0.9528 0.9873 0.9036 0.9374 0.9525 0.8869 -0.0472 -0.0127 -0.0964 -0.0626 -0.0475 -0.1131 0.1383 0.0336 0.1582 0.2056 0.1485 0.2264 

100 0.9647 0.9905 0.9415 0.9564 0.9670 0.9206 -0.0353 -0.0095 -0.0585 -0.0436 -0.0330 -0.0794 0.1203 0.0238 0.1080 0.1622 0.1041 0.1655 

𝜶 = 𝟒 

30 0.9452 0.9835 0.8736 3.7295 3.7283 3.5138 -0.0548 -0.0165 -0.1264 -0.2705 -0.2717 -0.4862 0.1496 0.0445 0.1924 0.9645 0.7631 1.0574 

50 0.9519 0.9877 0.9048 3.7501 3.7640 3.5509 -0.0481 -0.0123 -0.0952 -0.2499 -0.2360 -0.4491 0.1418 0.0327 0.1553 0.8354 0.6120 0.9091 

100 0.9679 0.9922 0.9456 3.8403 3.8497 3.7089 -0.0321 -0.0078 -0.0544 -0.1597 -0.1503 -0.2911 0.1147 0.0182 0.1023 0.6473 0.4537 0.6570 

𝜶 = 𝟖 

30 0.9465 0.9834 0.8721 7.4343 7.4155 6.9735 -0.0535 -0.0166 -0.1279 -0.5657 -0.5845 -1.0265 0.1491 0.0437 0.1933 1.9454 1.5665 2.1289 

50 0.9475 0.9865 0.9015 7.4695 7.5306 7.0745 -0.0525 -0.0135 -0.0985 -0.5305 -0.4694 -0.9255 0.1455 0.0365 0.1576 1.7237 1.2396 1.8392 

100 0.9631 0.9922 0.9405 7.6317 7.6730 7.3503 -0.0369 -0.0078 -0.0595 -0.3683 -0.3270 -0.6497 0.1277 0.0195 0.1123 1.3526 0.8761 1.4051 

 𝜶 = 𝟏𝟔 

30 0.9472 0.9845 0.8722 14.884 14.839 13.939 -0.0528 -0.0155 -0.1278 -1.1162 -1.1602 -2.0601 0.1468 0.0412 0.1938 3.8930 3.1211 4.2795 

50 0.9496 0.9875 0.9020 14.983 15.068 14.158 -0.0504 -0.0125 -0.0980 -1.0165 -0.9316 -1.8416 0.1457 0.0346 0.1578 3.4277 2.4652 3.6994 

100 0.9643  0.9929  0.9424  15.291 15.347 14.748 -0.0357 -0.0071 -0.0576 -0.7092 -0.6525 -1.2519 0.1276 0.0176 0.1116 2.6860 1.7402 2.7962 
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Çizelge 4.2 𝐻2 𝑡  dağılımı için 𝜃 = 0.7 iken  𝛼‟nın farklı değerleri ile hesaplanmıĢ ortalama, yan ve RMSE değerleri 

 
Mean 𝜽  Mean 𝜶  Bias 𝜽  Bias 𝜶  RMSE 𝜽  RMSE 𝜶  

n MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE 

𝜶 = 𝟎. 𝟓 

30 0.5887 0.2625 0.7085 0.4945 0.4105 0.6152 -0.1113 -0.4375 0.0085 -0.0055 -0.0895 0.1152 0.4192 0.6970 0.2672 0.1683 0.2070 0.2051 

50 0.6110 0.3458 0.6998 0.4995 0.4180 0.5890 -0.0890 -0.3542 -0.0002 -0.0005 -0.0820 0.0890 0.3575 0.5795 0.2817 0.1603 0.1871 0.1719 

100 0.6403 0.4880 0.7081 0.5044 0.4464 0.5719 -0.0597 -0.2120 0.0081 0.0044 -0.0536 0.0719 0.2736 0.3837 0.2112 0.1433 0.1501 0.1478 

 𝜶 = 𝟏 

30 0.5826 0.2678 0.7033 0.9885 0.8310 1.2267 -0.1174 -0.4322 0.0033 -0.0115 -0.1690 0.2267 0.4293 0.7013 0.2824 0.3380 0.4152 0.4070 

50 0.6068 0.3761 0.7014 0.9915 0.8559 1.1748 -0.0932 -0.3239 0.0014 -0.0085 -0.1441 0.1748 0.3542 0.5497 0.2498 0.3141 0.3623 0.3362 

100 0.6358 0.4950 0.7045 0.9945 0.8919 1.1335 -0.0642 -0.2050 0.0045 -0.0055 -0.1081 0.1335 0.2605 0.3664 0.2125 0.2786 0.2974 0.2867 

 𝜶 = 𝟒 

30 0.5815 0.2826 0.7028 3.9461 3.3453 4.8917 -0.1185 -0.4174 0.0028 -0.0539 -0.6547 0.8917 0.4295 0.6906 0.2825 1.3487 1.6280 1.6052 

50 0.6040 0.3811 0.7002 3.9501 3.4242 4.6797 -0.0960 -0.3189 0.0002 -0.0499 -0.5758 0.6797 0.3557 0.5445 0.2499 1.2479 1.4278 1.3206 

100 0.6334 0.4911 0.7021 3.9639 3.5455 4.5105 -0.0666 -0.2089 0.0021 -0.0361 -0.4545 0.5105 0.2611 0.3684 0.2131 1.1111 1.1834 1.1250 

 𝜶 = 𝟖 

30 0.5827 0.2968 0.7060 7.8404 6.6472 9.7216 -0.1173 -0.4032 0.0060 -0.1596 -1.3528 1.7216 0.4226 0.6730 0.2812 2.6481 3.0926 3.0904 

50 0.6056 0.3508 0.6975 7.9045 6.6169 9.2919 -0.0944 -0.3492 -0.0025 -0.0955 -1.3831 1.2919 0.3582 0.5733 0.2697 2.5203 2.8672 2.5591 

100 0.6138 0.4661 0.6970 7.7954 6.9095 8.9021 -0.0862 -0.2339 -0.0030 -0.2046 -1.0905 0.9021 0.2813 0.3943 0.2078 2.2655 2.3782 2.1537 

 𝜶 = 𝟏𝟔 

30 0.5651 0.3257 0.7059 15.590 13.129 19.385 -0.1349 -0.3743 0.0059 -0.4098 -2.8711 3.3849 0.4405 0.6001 0.2548 5.3955 6.0404 6.0877 

50 0.6001 0.3849 0.7000 15.679 13.162 18.437 -0.0999 -0.3151 -0.0000 -0.3212 -2.8376 2.4367 0.3533 0.5013 0.2511 5.0339 5.4858 4.9133 

100 0.6032  0.4679  0.6713  15.334 13.567 17.302 -0.0968 -0.2321 -0.0287 -0.6658 -2.4328 1.3022 0.2802 0.3608 0.2443 4.4391 4.7187 4.0685 
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Çizelge 4.3 𝐻2 𝑡  dağılımı için 𝜃 = 0.3 iken  𝛼‟nın farklı değerleri ile hesaplanmıĢ ortalama, yan ve RMSE değerleri 

 
Mean 𝜽  Mean 𝜶  Bias 𝜽  Bias 𝜶  RMSE 𝜽  RMSE 𝜶  

n MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE 

𝜶 = 𝟎. 𝟓 

30 0.0578 -0.0267 0.3069 0.4912 0.4842 0.6793 -0.2422 -0.3267 0.0069 -0.0088 -0.0158 0.1793 0.6145 0.6520 0.6122 0.1859 0.2086 0.3239 

50 0.1416 0.0788 0.3838 0.5037 0.4942 0.6803 -0.1584 -0.2212 0.0838 0.0037 -0.0058 0.1803 0.5071 0.5379 0.5405 0.1673 0.1755 0.3018 

100 0.2243 0.1768 0.4276 0.5129 0.4993 0.6578 -0.0757 -0.1232 0.1276 0.0129 -0.0007 0.1578 0.3713 0.3892 0.4318 0.1433 0.1386 0.2702 

𝜶 = 𝟏 

30 0.0399 -0.0392 0.3059 0.9736 0.9582 1.3615 -0.2601 -0.3392 0.0059 -0.0264 -0.0418 0.3615 0.6258 0.6560 0.6145 0.3604 0.4026 0.6449 

50 0.1136 0.0436 0.3607 0.9889 0.9667 1.3338 -0.1864 -0.2564 0.0607 -0.0111 -0.0333 0.3338 0.5280 0.5660 0.5418 0.3218 0.3449 0.5925 

100 0.2248 0.1631 0.3984 1.0240 0.9872 1.2906 -0.0752 -0.1369 0.0984 0.0240 -0.0128 0.2906 0.3614 0.3867 0.4425 0.2816 0.2703 0.5338 

 𝜶 = 𝟒 

30 0.0635 -0.0200 0.3205 3.9087 3.8340 5.4368 -0.2365 -0.3200 0.0205 -0.0913 -0.1660 1.4368 0.6121 0.6445 0.6081 1.4078 1.5600 2.5206 

50 0.1136 0.0406 0.3482 3.9224 3.8116 5.2725 -0.1864 -0.2594 0.0482 -0.0776 -0.1884 1.2725 0.5142 0.5515 0.5552 1.2459 1.3066 2.2861 

100 0.2041 0.1446 0.4001 4.0365 3.8856 5.1358 -0.0959 -0.1554 0.1001 0.0365 -0.1144 1.1358 0.3795 0.4035 0.4396 1.0739 0.9832 2.0421 

 𝜶 = 𝟖 

30 0.0459 -0.0425 0.3030 7.6989 7.5153 10.714 -0.2541 -0.3425 0.0030 -0.3011 -0.4847 2.7146 0.6126 0.6533 0.6108 2.7145 2.9814 4.9198 

50 0.1211 0.0549 0.3749 7.7983 7.6267 10.667 -0.1789 -0.2451 0.0749 -0.2017 -0.3733 2.6676 0.5001 0.5367 0.5367 2.2648 2.4323 4.5025 

100 0.1987 0.1406 0.3968 7.9220 7.6382 10.004 -0.1013 -0.1594 0.0968 -0.0780 -0.3618 2.0048 0.3612 0.3821 0.4109 1.9178 1.8214 3.6535 

 𝜶 = 𝟏𝟔 

30 0.0236 -0.0449 0.2974 15.170 14.671 21.330 -0.2764 -0.3449 -0.0026 -0.8295 -1.3285 5.3308 0.6238 0.6223 0.6141 5.1518 5.3505 9.6021 

50 0.0883 0.0246 0.3429 15.271 14.691 20.657 -0.2117 -0.2754 0.0429 -0.7288 -1.3091 4.6569 0.5255 0.5293 0.5376 4.4321 4.4560 8.5136 

100 0.1903  0.1220  0.3460  15.644 14.953 19.017 -0.1097 -0.1780 0.0460 -0.3558 -1.0471 3.0177 0.3493 0.3652 0.4130 3.5450 3.3777 6.3049 
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Çizelge 4.4 𝐻2 𝑡  dağılımı için 𝜃 = −0.3 iken  𝛼‟nın farklı değerleri ile hesaplanmıĢ ortalama, yan ve RMSE değerleri 

 
Mean 𝜽  Mean 𝜶  Bias 𝜽  Bias 𝜶  RMSE 𝜽  RMSE 𝜶  

n MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE 

𝜶 = 𝟎. 𝟓 

30 -0.3857 -0.4626 -0.0898 0.5227 0.5001 0.7219 -0.0857 -0.1626 0.2102 0.0227 0.0001 0.2219 0.5406 0.5021 0.7558 0.1639 0.1555 0.3985 

50 -0.3643 -0.4399 -0.1131 0.5236 0.5029 0.6830 -0.0643 -0.1399 0.1869 0.0236 0.0029 0.1830 0.4881 0.4726 0.7034 0.1449 0.1297 0.3528 

100 -0.3743 -0.4327 -0.1284 0.5062 0.4947 0.6232 -0.0743 -0.1327 0.1716 0.0062 -0.0053 0.1232 0.3912 0.4078 0.5819 0.0912 0.0871 0.2730 

 𝜶 = 𝟏 

30 -0.3692 -0.4522 -0.0838 1.0514 0.9972 1.4490 -0.0692 -0.1522 0.2162 0.0514 -0.0028 0.4490 0.5431 0.5022 0.7632 0.3301 0.2973 0.7975 

50 -0.3760 -0.4583 -0.1077 1.0313 0.9877 1.3553 -0.0760 -0.1583 0.1923 0.0313 -0.0123 0.3553 0.4768 0.4667 0.6929 0.2547 0.2297 0.6893 

100 -0.3744 -0.4599 -0.1844 1.0054 0.9731 1.1725 -0.0744 -0.1599 0.1156 0.0054 -0.0269 0.1725 0.3793 0.4074 0.5406 0.1673 0.1656 0.4026 

 𝜶 = 𝟒 

30 -0.3950 -0.4743 -0.1045 4.1607 3.9432 5.7419 -0.0950 -0.1743 0.1955 0.1607 -0.0568 1.7419 0.5407 0.4973 0.7579 1.2503 1.1370 3.1412 

50 -0.3760 -0.4662 -0.1102 4.0959 3.9085 5.2972 -0.0760 -0.1662 0.1898 0.0959 -0.0915 1.2972 0.4651 0.4580 0.6727 0.9611 0.8650 2.4999 

100 -0.3638 -0.4561 -0.1746 4.0704 3.9225 4.7384 -0.0638 -0.1561 0.1254 0.0704 -0.0775 0.7384 0.3904 0.4182 0.5459 0.7299 0.6625 1.6321 

 𝜶 = 𝟖 

30 -0.3903 -0.4712 -0.0858 8.3020 7.8461 11.520 -0.0903 -0.1712 0.2142 0.3020 -0.1539 3.5208 0.5352 0.4896 0.7564 2.4043 2.0907 6.1927 

50 -0.3762 -0.4637 -0.0957 8.2188 7.8300 10.702 -0.0762 -0.1637 0.2043 0.2188 -0.1700 2.7022 0.4710 0.4591 0.6803 1.9333 1.6677 5.0469 

100 -0.3708 -0.4687 -0.1835 8.0674 7.7571 9.2084 -0.0708 -0.1687 0.1165 0.0674 -0.2429 1.2084 0.3817 0.4097 0.5134 1.3851 1.2776 2.6931 

 𝜶 = 𝟏𝟔 

30 -0.4016 -0.4821 -0.0990 16.411 15.466 22.632 -0.1016 -0.1821 0.2010 0.4116 -0.5332 6.6326 0.5298 0.4729 0.7484 4.4318 3.7838 11.751 

50 -0.3873 -0.4783 -0.1262 16.258 15.441 20.566 -0.0873 -0.1783 0.1738 0.2580 -0.5587 4.5667 0.4645 0.4435 0.6551 3.5039 3.0192 8.6838 

100 -0.3843  -0.4872  -0.2228  16.011 15.326 17.839 -0.0843 -0.1872 0.0772 0.0115 -0.6736 1.8399 0.3818 0.4009 0.4868 2.6477 2.4013 4.3672 
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Çizelge 4.5 𝐻2 𝑡  dağılımı için 𝜃 = −0.7 iken  𝛼‟nın farklı değerleri ile hesaplanmıĢ ortalama, yan ve RMSE değerleri 

 
Mean 𝜽  Mean 𝜶  Bias 𝜽  Bias 𝜶  RMSE 𝜽  RMSE 𝜶  

n MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE 

𝜶 = 𝟎. 𝟓 

30 -0.6782 -0.5423 -0.2479 0.5283 0.5349 0.7492 0.0218 0.1577 0.4521 0.0283 0.0349 0.2492 0.5060 0.4684 0.8870 0.1437 0.1485 0.4297 

50 -0.6872 -0.5797 -0.3237 0.5169 0.5220 0.6766 0.0128 0.1203 0.3763 0.0169 0.0220 0.1766 0.4165 0.3965 0.7773 0.1003 0.1068 0.3454 

100 -0.6702 -0.5856 -0.3815 0.5159 0.5213 0.6091 0.0298 0.1144 0.3185 0.0159 0.0213 0.1091 0.3569 0.3615 0.6428 0.0769 0.0801 0.2261 

 𝜶 = 𝟏 

30 -0.7119 -0.5632 -0.2978 1.0426 1.0499 1.4489 -0.0119 0.1368 0.4022 0.0426 0.0499 0.4489 0.4919 0.4421 0.8569 0.2686 0.2769 0.8086 

50 -0.6870 -0.5663 -0.3376 1.0438 1.0508 1.3555 0.0130 0.1337 0.3624 0.0438 0.0508 0.3555 0.4416 0.4151 0.7845 0.2230 0.2274 0.6881 

100 -0.6888  -0.6007 -0.3948 1.0238 1.0321 1.1873 0.0112 0.0993 0.3052 0.0238 0.0321 0.1873 0.3458 0.3417 0.6186 0.1423 0.1501 0.3646 

 𝜶 = 𝟒 

30 -0.7191 -0.5684 -0.2916 4.1666 4.1827 5.7954 -0.0191 0.1316 0.4084 0.1666 0.1827 1.7954 0.4838 0.4282 0.8533 1.0007 1.0143 3.1494 

50 -0.6868 -0.5886 -0.3393 4.1160 4.1160 5.2327 0.0132 0.1114 0.3607 0.1160 0.1160 1.2327 0.4109 0.3796 0.7505 0.7405 0.7550 2.3432 

100 -0.6745 -0.6182 -0.4595 4.1027 4.0923 4.5838 0.0255 0.0818 0.2405 0.1027 0.0923 0.5838 0.3393 0.3211 0.5740 0.5530 0.5740 1.1241 

 𝜶 = 𝟖 

30 -0.7186 -0.5651 -0.2923 8.2494 8.2999 11.517 -0.0186 0.1349 0.4077 0.2494 0.2999 3.5175 0.4824 0.4311 0.8590 1.8998 1.9446 6.2238 

50 -0.7120 -0.5953 -0.3506 8.1947 8.2325 10.489 -0.0120 0.1047 0.3494 0.1947 0.2325 2.4899 0.4148 0.3822 0.7512 1.4631 1.5139 4.8081 

100 -0.6879 -0.6390 -0.4865 8.1373 8.0900 9.0285 0.0121 0.0610 0.2135 0.1373 0.0900 1.0285 0.3325 0.3092 0.5534 1.0499 1.0681 2.1515 

𝜶 = 𝟏𝟔 

30 -0.7237 -0.5918 -0.3126 16.461 16.341 22.501 -0.0237 0.1082 0.3874 0.4610 0.3417 6.5016 0.4768 0.3960 0.8368 3.6764 3.3795 11.553 

50 -0.7007 -0.5991 -0.3804 16.491 16.422 20.441 -0.0007 0.1009 0.3196 0.4916 0.4222 4.4414 0.4255 0.3709 0.7337 3.0619 2.8651 8.4644 

100 -0.7024  -0.7024  -0.4661  16.240 16.240 18.060 -0.0024 -0.0024 0.2339 0.2405 0.2405 2.0601 0.3334 0.3334 0.5452 2.0029 2.0029 3.8899 
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Çizelge 4.6 𝐻2 𝑡  dağılımı için 𝜃 = −1 iken  𝛼‟nın farklı değerleri ile hesaplanmıĢ ortalama, yan ve RMSE değerleri 

 
Mean 𝜽  Mean 𝜶  Bias 𝜽  Bias 𝜶  RMSE 𝜽  RMSE 𝜶  

n MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE 

𝜶 = 𝟎. 𝟓 

30 -0.9205 -0.9904 -0.5273 0.5214 0.5004 0.7168 0.0795 0.0096 0.4727 0.0214 0.0004 0.2168 0.4883 0.4753 0.9570 0.1207 0.0739 0.4067 

50 -0.9136 -1.0369 -0.5127 0.5203 0.5003 0.6800 0.0864 -0.0369 0.4873 0.0203 0.0003 0.1800 0.4268 0.4396 0.8946 0.0964 0.0589 0.3491 

100 -0.9406 -1.0662 -0.5515 0.5119 0.4982 0.6050 0.0594 -0.0662 0.4485 0.0119 -0.0018 0.1050 0.3180 0.3661 0.7479 0.0696 0.0425 0.1970 

 𝜶 = 𝟏 

30 -0.8831 -1.0043 -0.4807 1.0575 1.0009 1.4682 0.1169 -0.0043 0.5193 0.0575 0.0009 0.4682 0.5150 0.4903 0.9868 0.2543 0.1477 0.8326 

50 -0.9146 -1.0220 -0.5285 1.0358 0.9962 1.3316 0.0854 -0.0220 0.4715 0.0358 -0.0038 0.3316 0.4165 0.4241 0.8733 0.1775 0.1149 0.6515 

100 -0.9439 -1.0606 -0.5778 1.0234 0.9957 1.1960 0.0561 -0.0606 0.4222 0.0234 -0.0043 0.1960 0.3225 0.3700 0.7289 0.1191 0.0811 0.3614 

 𝜶 = 𝟒 

30 -0.8852 -0.9946 -0.4843 4.2198 3.9996 5.8439 0.1148 0.0054 0.5157 0.2198 -0.0004 1.8439 0.5116 0.4888 0.9828 0.9889 0.5888 3.2812 

50 -0.9156  -1.0136 -0.5404 4.1389 3.9801 5.2399 0.0844 -0.0136 0.4596 0.1389 -0.0199 1.2399 0.4152 0.4198 0.8584 0.7016 0.4598 2.4048 

100 -0.9457 -1.0499 -0.5967 4.0885 3.9795 4.7305 0.0543 -0.0499 0.4033 0.0885 -0.0205 0.7305 0.3201 0.3627 0.7096 0.4687 0.3234 1.3460 

𝜶 = 𝟖 

30 -0.9117 -0.9808 -0.5444 8.3642 7.9835 11.244 0.0883 0.0192 0.4556 0.3642 -0.0165 3.2443 0.4902 0.4689 0.9409 1.7874 1.1737 5.9216 

50 -0.9314 -0.9919 -0.5170 8.2371 7.9968 10.310 0.0686 0.0081 0.4830 0.2371 -0.0032 2.3109 0.4002 0.4300 0.8506 1.3166 0.9292 4.1290 

100 -0.9232 -1.0150 -0.6404 8.1965 7.9544 9.1692 0.0768 -0.0150 0.3596 0.1965 -0.0456 1.1692 0.3385 0.3494 0.6585 1.0327 0.6665 2.0471 

 𝜶 = 𝟏𝟔 

30 -0.9205 -0.9781 -0.5429 16.638 15.933 22.399 0.0795 0.0219 0.4571 0.6384 -0.0663 6.3998 0.4759 0.4600 0.9375 3.4423 2.3106 11.674 

50 -0.9282 -1.0002 -0.5207 16.490 15.936 20.580 0.0718 -0.0002 0.4793 0.4906 -0.0639 4.5801 0.4070 0.4207 0.8481 2.6756 1.7765 8.2154 

100 -0.9247  -1.0143  -0.6445  16.378 15.900 18.304 0.0753 -0.0143 0.3555 0.3780 -0.0993 2.3046 0.3388 0.3480 0.6566 2.0094 1.3302 4.0429 
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Çizelge 4.7 𝐻2 𝑡  dağılımı için 𝜃 = −1.5 iken  𝛼‟nın farklı değerleri ile hesaplanmıĢ ortalama, yan ve RMSE değerleri 

 
Mean 𝜽  Mean 𝜶  Bias 𝜽  Bias 𝜶  RMSE 𝜽  RMSE 𝜶  

n MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE 

𝜶 = 𝟎. 𝟓 

30 -1.4599 -1.3005 -1.2144 0.5077 0.5105 0.6361 0.0401 0.1995 0.2856 0.0077 0.0105 0.1361 0.3554 0.5150 0.8481 0.0915 0.0850 0.3156 

50 -1.4840 -1.3383 -1.1643 0.5019 0.5088 0.6104 0.0160 0.1617 0.3357 0.0019 0.0088 0.1104 0.2269 0.4676 0.8334 0.0607 0.0683 0.2584 

100 -1.4992 -1.3683 -1.1430 0.5022 0.5103 0.5760 0.0008 0.1317 0.3570 0.0022 0.0103 0.0760 0.1408 0.4143 0.7707 0.0397 0.0490 0.1601 

𝜶 = 𝟏 

30 -1.4723 -1.3084 -1.2113 1.0078 1.0168 1.2848 0.0277 0.1916 0.2887 0.0078 0.0168 0.2848 0.3352 0.5238 0.8797 0.1724 0.1686 0.6640 

50 -1.4858 -1.3322 -1.1340 1.0035 1.0191 1.2535 0.0142 0.1678 0.3660 0.0035 0.0191 0.2535 0.2414 0.4729 0.8639 0.1254 0.1343 0.5900 

100 -1.4950 -1.3560 -1.1899 1.0003 1.0145 1.1249 0.0050 0.1440 0.3101 0.0003 0.0145 0.1249 0.1496 0.4109 0.7170 0.0842 0.0998 0.2815 

 𝜶 = 𝟒 

30 -1.4594 -1.3007 -1.1908 4.0672 4.0770 5.1547 0.0406 0.1993 0.3092 0.0672 0.0770 1.1547 0.3662 0.5237 0.8767 0.7150 0.6630 2.6177 

50 -1.4834 -1.3330 -1.1392 4.0157 4.0750 4.9143 0.0166 0.1670 0.3608 0.0157 0.0750 0.9143 0.2432 0.4734 0.8561 0.4859 0.5303 2.0571 

100 -1.4850 -1.3682 -1.1841 4.0119 4.0622 4.5110 0.0150 0.1318 0.3159 0.0119 0.0622 0.5110 0.1465 0.4129 0.7222 0.3346 0.4078 1.0784 

 𝜶 = 𝟖 

30 -1.4614 -1.2942 -1.2087 8.1146 8.1374 10.079 0.0386 0.2058 0.2913 0.1146 0.1374 2.0797 0.3609 0.5235 0.8485 1.3690 1.3094 4.6589 

50 -1.4845 -1.3225 -1.1780 8.0195 8.1368 9.4813 0.0155 0.1775 0.3220 0.0195 0.1368 1.4813 0.2401 0.4742 0.7978 0.9543 1.0537 3.1804 

100 -1.4855 -1.3532 -1.2499 8.0148 8.1131 8.7947 0.0145 0.1468 0.2501 0.0148 0.1131 0.7947 0.1463 0.4134 0.6351 0.6649 0.8124 1.7245 

 𝜶 = 𝟏𝟔 

30 -1.4553 -1.2889 -1.2102 16.176 16.260 20.072 0.0447 0.2111 0.2898 0.1764 0.2603 4.0727 0.3452 0.5315 0.8427 2.6225 2.6078 9.1673 

50 -1.4792 -1.3032 -1.2071 16.015 16.228 18.698 0.0208 0.1968 0.2929 0.0156 0.2283 2.6984 0.2422 0.4778 0.7635 1.9781 2.1241 6.2347 

100 -1.4957  -1.3343  -1.2303  15.970 16.261 17.628 0.0043 0.1657 0.2697 -0.0291 0.2617 1.6280 0.1423 0.4161 0.6479 1.2668 1.5297 3.4042 
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Çizelge 4.8 𝐻2 𝑡  dağılımı için 𝜃 = −2 iken  𝛼‟nın farklı değerleri ile hesaplanmıĢ ortalama, yan ve RMSE değerleri 

 
Mean 𝜽  Mean 𝜶  Bias 𝜽  Bias 𝜶  RMSE 𝜽  RMSE 𝜶  

n MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE 

𝜶 = 𝟎. 𝟓 

30 -1.9678 -1.7028 1.8468 0.5049 0.5053 0.5708 0.0322 0.2972 -0.1532 0.0049 0.0053 0.0708 0.0821 0.5023 0.4651 0.0531 0.0917 0.1931 

50 -1.9742 -1.7673 -1.8603 0.5028 0.5038 0.5530 0.0258 0.2327 0.1397 0.0028 0.0038 0.0530 0.0588 0.4077 0.4388 0.0402 0.0680 0.1583 

100 -1.9779 -1.8534 -1.9349 0.5016 0.5020 0.5234 0.0221 0.1466 0.0651 0.0016 0.0020 0.0234 0.0410 0.2610 0.1664 0.0282 0.0473 0.0564 

 𝜶 = 𝟏 

30 -1.9654 -1.6896 -1.8530 1.0116 1.0180 1.1397 0.0346 0.3104 0.1470 0.0116 0.0180 0.1397 0.0799 0.5138 0.4379 0.1099 0.1761 0.3746 

50 -1.9695 -1.7556 -1.8806 1.0027 1.0089 1.0871 0.0305 0.2444 0.1194 0.0027 0.0089 0.0871 0.0639 0.4239 0.3647 0.0834 0.1369 0.2411 

100 -1.9736 -1.8581 -1.9410 1.0035 1.0059 1.0460 0.0264 0.1419 0.0590 0.0035 0.0059 0.0460 0.0467 0.2539 0.1527 0.0606 0.0991 0.1142 

 𝜶 = 𝟒 

30 -1.9660 -1.6883 -1.8680 4.0806 4.0609 4.4771 0.0340 0.3117 0.1320 0.0806 0.0609 0.4771 0.0779 0.5192 0.3874 0.4380 0.6881 1.1778 

50 -1.9694 -1.7568 -1.9140 4.0581 4.0204 4.2641 0.0306 0.2432 0.0860 0.0581 0.0204 0.2641 0.0633 0.4208 0.2261 0.3343 0.5362 0.6693 

100 -1.9749 -1.8564 -1.9507 4.0650 4.0078 4.1518 0.0251 0.1436 0.0493 0.0650 0.0078 0.1518 0.0455 0.2562 0.1115 0.2491 0.3869 0.4083 

𝜶 = 𝟖 

30 -1.9691 -1.7028 1.8707 8.1450 8.0808 8.9287 0.0309 0.2972 -0.1293 0.1450 0.0808 0.9287 0.0762 0.5084 0.3774 0.8619 1.3786 2.2478 

50 -1.9760 -1.7629 -1.8986 8.1008 8.0453 8.5740 0.0240 0.2371 0.1014 0.1008 0.0453 0.5740 0.0524 0.4128 0.2969 0.6601 1.0817 1.4361 

100 -1.9793 -1.8397 -1.9439 8.1090 8.0349 8.3136 0.0207 0.1603 0.0561 0.1090 0.0349 0.3136 0.0402 0.2934 0.1190 0.4579 0.7145 0.7609 

 𝜶 = 𝟏𝟔 

30 -1.7899 -1.8363 -1.9494 19.030 15.478 17.312 0.2101 0.1637 0.0506 3.0302 -0.5217 1.3123 0.2988 0.3777 0.1392 5.1324 2.7449 2.9617 

50 -1.7871 -1.8998 -1.9617 19.206 15.424 16.804 0.2129 0.1002 0.0383 3.2069 -0.5758 0.8049 0.2680 0.2424 0.1105 4.7693 2.1461 2.1294 

100 -1.7851  -1.9539  -1.9795  19.538 15.452 16.427 0.2149 0.0461 0.0205 3.5385 -0.5479 0.4276 0.2471 0.1371 0.0526 4.4530 1.4481 1.3241 
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Elde edilen çizelgeler yardımıyla, tahmin yöntemleri kendi içinde RMSE kriterine göre 

ayrı ayrı kıyaslanırsa, 

𝜃  𝑖ç𝑖𝑛; 

 𝜃 = 1 iken tüm durumlarda (𝛼 ve örneklem çapı değerlerinin tamamı için) 

MOM, 

 𝜃 = 0.7 için tüm durumlarda LS, 

 𝜃 = 0.3 iken 𝑛 = 30 için LS, diğer örneklem çapı değerleri için ML, 

 𝜃 = −0.3 iken 𝑛 =  30,50  olduğunda MOM, 𝑛 = 100 olduğunda ise ML, 

 𝜃 = −0.7 için tüm durumlarda MOM, 

 𝜃 = −1 iken 𝑛 = 30 için MOM, diğer örneklem çapları için ML, 

 𝜃 = −1.5 için tüm durumlarda ML, 

 𝜃 = −2 iken 𝛼 ≤ 8 için ML, 𝛼 = 16  için LS yöntemi en etkin sonuçları 

vermiĢtir. 

𝛼  𝑖ç𝑖𝑛; 

𝜃 =  1, −0.3, −1  değerini aldığı tüm örneklem çapları için  MOM tahmin yönteminin, 

𝜃 =  0.3, 0.7  olduğunda ise örneklem çapının 30 ve 50 olduğu durumlarda ML tahmin 

yönteminin RMSE bazında daha iyi olduğu görülmektedir. 
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5. UYGULAMA ÇALIġMASI 

Bu bölümde temel dağılımları üstel olarak belirlenen bu yeni dağılımların modelleme 

baĢarısı için literatürde kullanılan gerçek veri setleri kullanılmıĢtır. Böylelikle elde 

edilen dağılımların hangi tür veri setlerini modelleyebileceği ortaya konulmaya 

çalıĢılmıĢtır. Bunun için karĢılaĢtırılan dağılımların parametrelerinin tahmini için ML 

tahmin yöntemi kullanılmıĢtır. Daha önceki bölümlerde de belirtildiği gibi; 𝐻1 𝑡  ve 

𝐻2 𝑡  dağılımlarının ML tahmin edicilerinin analitik ifadeleri yoktur ve bu dağılımların 

ML tahminleri sayısal çözüm yöntemleri yardımıyla elde edilmiĢtir.  

Krishna ve Kumar (2013), Ristić ve Balakrishnan(2012), Nadarajah ve Okorie (2017) 

gibi birçok araĢtırıcı çalıĢmalarında üstel ve üstel temelli dağılımların modellemeleri 

için K-S istatistiği, AIC ve AICc  bilgi kriterleri kullanmıĢlardır. Bu durum bu 

çalıĢmada da söz konusu olan bu  kriterlerin kullanılabilir olmasına iĢaret etmektedir. 

Bu bölümde yer alan veri setlerinin dağılımlara uygunluğunu irdelemek ve bir klasik 

dağılım olan üstel dağılım ile karĢılaĢtırmasını yapabilmek için bahsi geçen bilgi 

kriterlerinden faydalanılmıĢtır.   

Ġlgilenilen veri setlerindeki hesaplamalar için Matlab 2013 programı kullanılmıĢtır. 

5.1 Veri Seti 1 (Wheaton Nehri Su TaĢkını Verileri) 

Çizelge 5.1‟de verilen veri seti, Kanada‟da bulunan Wheaton Nehri‟nin su taĢkını 

verileri olup, 1958-1984 yılları için  𝑚3/𝑠 cinsinden 72 su aĢım değerini içermektedir. 

Bu veriler ilk kez Choulakian ve Stephens (2001) tarafından analiz edilmiĢtir (Merovci 

ve Puka 2014). 
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Çizelge 5.1 Wheaton Nehri su taĢkını veri seti (𝑚3/𝑠) 

1.70 2.20 14.40 1.10 0.40 20.60 5.30 0.70 13.00 12.00 

9.30 1.40 18.70 8.50 25.50 11.60 14.10 22.10 1.10 2.50 

14.40 1.70 37.60 0.60 2.20 39.00 0.30 15.00 11.00 7.30 

22.90 1.70 0.10 1.10 0.60 9.00 1.70 7.00 20.10 0.40 

14.10 9.90 10.40 10.70 30.00 3.60 5.60 30.80 13.30 4.20 

25.50 3.40 11.90 21.50 27.60 36.40 2.70 64.00 1.50 2.50 

27.40 1.00 27.10 20.20 16.80 5.30 9.70 27.50 2.50 27.00 

1.90 2.80 

 

Çizelge 5.2 Wheaton Nehri su taĢkını veri setinin model uyarlaması  

Model 
Parametre 

Tahmini 
𝒑 Değeri 

K-S 

İstatistiği 
AIC AICc 

𝑯𝟏 𝒕   
α = 13.0532 

θ = 0.5543 
0.3768 0.1052 504.3918 504.5657 

𝑯𝟐 𝒕   
α = 9.2190 

θ = −1.5056 
0.7858 0.0749 499.4530 499.6269 

Üstel  

Dağılım 
α = 12.2042 0.0984 0.1422 506.2559 506.3131 

 

 

Çizelge 5.2‟de üstel, 𝐻1 𝑡  ve 𝐻2 𝑡  dağılımları ile kurulan modeller için K-S istatistiği, 

AIC ve AICc bilgi kriterleri incelendiğinde 𝐻2 𝑡 ‟nin bu veri setini diğerlerinden daha 

iyi modelleyebildiği sonucuna varılır.  

72 su taĢkını verisinin verilen dağılımlar üzerindeki uyumluluğu karĢılaĢtırıldığında, 

temel dağılımı üstel olan 𝐻2 𝑡  dağılımının diğerlerine oranla daha iyi bir uyum 

gösterdiği söylenebilir.  
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               ġekil 5.1 Wheaton Nehri su taĢkını veri setine iliĢkin histogram 

ġekil 5.1‟de söz konusu dağılımların Çizelge 5.2‟deki parametre tahmin değerleriyle 

elde edilen olasılık yoğunluk fonksiyonları ile veri setinin histogramı birlikte 

çizdirilmiĢtir. Buna göre; 𝐻2 𝑡  dağılımının Çizelge 5.1‟de verilen veri setini daha iyi 

bir Ģekilde modelleyebildiğini söylemek mümkündür. ġekil 5.1, Çizelge 5.2‟nin 

incelenmesiyle varılan sonucu desteklemektedir. 

5.2 Veri Seti 2 (Uranyum Konsantrasyon Verileri) 

Kuzeybatı Teksas kuyularındaki yeraltı sularında oluĢan uranyum konsantrasyon 

miktarını gösteren veri seti Çizelge 5.3‟de gösterilmiĢtir. 100 ölçümden oluĢan veri seti, 

milyarda bir (nano) ölçü birimine sahiptir. (Anonymous. 2010. Web Sitesi: 

https://college.cengage.com/mathematics/brase/understandable_statistics/7e/students/da

tasets/svls/frames/svls15.html, EriĢim Tarihi: 05.11.2019) 

 

 

https://college.cengage.com/mathematics/brase/understandable_statistics/7e/students/datasets/svls/frames/svls15.html
https://college.cengage.com/mathematics/brase/understandable_statistics/7e/students/datasets/svls/frames/svls15.html
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Çizelge 5.3 Uranyum konsantrasyonları veri seti (milyarda bir (nano)-ppb) 

8.0 13.7 4.9 3.1 78.0 9.7 6.9 21.7 26.8 56.2 25.3 4.4 29.8 

22.3 9.5 13.5 47.8 29.8 13.4 21.0 26.7 52.5 6.5 15.8 21.2 13.2 

12.3 5.7 11.1 16.1 11.4 18.0 15.5 35.3 9.5 2.1 10.4 5.3 11.2 

0.9 7.8 6.7 21.9 20.3 2.9 124.2 58.3 83.4 8.9 18.1 11.9 6.7 

9.8 15.1 70.4 21.3 58.2 25.0 5.5 14.0 6.0 11.9 15.3 7.0 13.6 

16.4 35.9 19.4 19.8 6.3 2.3 1.9 6.0 1.5 4.1 34.0 17.6 18.6 

8.0 7.9 56.9 53.7 8.3 33.5 38.2 2.8 4.2 18.7 12.7 3.8 8.8 

2.3 7.2 9.8 7.7 27.4 7.9 11.1 24.7      

Çizelge 5.4 Uranyum konsantrasyonları veri seti için model uyarlaması  

Model 
Parametre 

Tahmini 
𝒑 Değeri 

K-S 

İstatistiği 
AIC AICC 

𝑯𝟏 𝒕  
α = 18.0546 

θ = −0.3940 
0.6702 0.0712 787.7484 787.8734 

𝑯𝟐 𝒕  
α = 18.2075 

θ = −0.1400 
0.4113 0.0875 789.8778 790.0028 

Üstel 

Dağılım 
α = 19.4960 0.2945 0.0966 788.101 788.1423 

 

Yeraltı sularında oluĢan uranyum konsantrasyonları veri setinin model uyarlaması için 

Çizelge 5.4‟deki K-S istatistiği, AIC ve AICC bilgi kriterleri incelendiğinde, 𝐻1 𝑡 ‟nin 

bu veri setini diğerlerinden daha iyi bir Ģekilde modelleyebildiği sonucuna varılır. 

100 uranyum konsantrasyonu verisinin verilen dağılımlar üzerindeki uyumluluğu 

karĢılaĢtırıldığında, temel dağılımı üstel olan 𝐻1 𝑡  dağılımının diğerlerine oranla daha 

iyi bir uyum gösterdiği söylenebilir.  
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          ġekil 5.2 Uranyum konsantrasyonları veri setine iliĢkin histogram 

ġekil 5.2‟de söz konusu dağılımların Çizelge 5.4‟deki parametre tahmin değerleriyle 

elde edilen olasılık yoğunluk fonksiyonları ile veri setinin histogramı birlikte 

çizdirilmiĢtir. Buna göre; 𝐻1 𝑡  dağılımının Çizelge 5.3‟de verilen veri setini daha iyi 

bir Ģekilde modelleyebildiğini söylemek mümkündür. ġekil 5.2, Çizelge 5.4‟ün 

incelenmesiyle varılan sonucu desteklemektedir. 

5.3 Veri Seti 3 (Kalsiyum Konsantrasyon Verileri) 

79 adet idrardaki kalsiyum konsantrasyonunu litre baĢına milimol cinsinden gösteren  

veri seti Çizelge 5.5‟de  verilmiĢtir (Andrews ve Herzberg 2012). 
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Çizelge 5.5 Kalsiyum konsantrasyonları veri seti (milimol/lt) 

2.45 4.49 2.36 2.15 1.16 3.34 1.40 8.48 1.16 2.21 1.93 

1.27 1.03 1.47 1.53 5.09 1.05 2.03 7.68 1.45 5.16 0.81 

1.32 1.55 1.52 0.77 2.17 0.17 0.83 3.04 1.06 3.93 5.38 

3.53 4.54 3.98 1.02 3.46 1.19 5.64 2.66 1.22 2.64 2.31 

4.49 6.96 13.00 5.54 6.19 7.31 14.34 4.74 2.50 1.27 4.18 

3.10 3.01 6.81 8.28 2.33 7.18 5.67 12.68 8.94 3.16 3.30 

6.99 0.65 4.18 4.45 0.27 7.64 6.63 8.53 9.04 0.58 7.82 

12.20 9.39          

 

 

Çizelge 5.6 Kalsiyum konsantrasyonları veri seti için model uyarlaması 

Model 
Parametre 

Tahmini 
𝒑 Değeri 

K-S 

İstatistiği 
AIC AICC 

𝑯𝟏 𝒕  
α = 3.8414 

θ = −0.5188 
0.4444 0.0952 383.0272 383.1851 

𝑯𝟐 𝒕  
α = 3.4214 

θ = −0.4606 
0.2628 0.1112 383.6561 383.8140 

Üstel 

Dağılım 
α =  4.1390 0.1276 0.1298 384.4313 384.4832 

 

 

Çizelge 5.6‟da üstel, 𝐻1 𝑡  ve 𝐻2 𝑡  dağılımları ile kurulan modeller için K-S istatistiği, 

AIC ve AICc bilgi kriterleri incelendiğinde 𝐻1 𝑡 ‟nin bu veri setini diğerlerinden daha 

iyi modelleyebildiği sonucuna varılır. 

79 kalsiyum konsantrasyonları veri setinin verilen dağılımlar üzerindeki uyumluluğu 

karĢılaĢtırıldığında, temel dağılımı üstel olan 𝐻1 𝑡  dağılımının diğerlerine oranla daha 

iyi bir uyum gösterdiği söylenebilir. 

 

 

 



  

87 
 

 
              ġekil 5.3 Kalsiyum konsantrasyonları veri setine iliĢkin histogram 

ġekil 5.3‟de söz konusu dağılımların Çizelge 5.6‟daki parametre tahmin değerleriyle 

elde edilen olasılık yoğunluk fonksiyonları ile veri setinin histogramı birlikte 

çizdirilmiĢtir. Buna göre; 𝐻1 𝑡  dağılımının Çizelge 5.5‟de verilen veri setini daha iyi 

bir Ģekilde modelleyebildiğini söylemek mümkündür. ġekil 5.3, Çizelge 5.6‟da verilen 

model uyarlamasının incelenmesiyle varılan sonucu desteklemektedir. 

5.4 Veri Seti 4 (Bir Bankadaki  MüĢterilerin Bekleme Zamanı Verileri) 

Bir bankadaki 60 müĢterinin hizmet almadan önceki bekleme sürelerinden oluĢan veri 

seti  dakika olarak Çizelge 5.7‟de verilmiĢtir (Al-Mutairi vd., 2013). 

Çizelge 5.7 Bir bankadaki müĢterin bekleme zamanı verileri (dakika) 

0.1 0.2 0.3 0.7 0.9 1.1 1.2 1.8 1.9 2.0 

2.2 2.3 2.3 2.3 2.5 2.6 2.7 2.7 2.9 3.1 

3.1 3.2 3.4 3.4 3.5 3.9 4.0 4.2 4.5 4.7 

5.3 5.6 5.6 6.2 6.3 6.6 6.8 7.3 7.5 7.7 

7.7 8.0 8.0 8.5 8.5 8.7 9.5 10.7 10.9 11.0 

12.1 12.3 12.8 12.9 13.2 13.7 14.5 16.0 16.5 28.0 
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Çizelge 5.8 Bir bankadaki müĢterilerin bekleme zamanlarının veri seti için model 

uyarlaması  

Model 
Parametre 

Tahmini 
𝒑 Değeri 

K-S 

İstatistiği 
AIC AICC 

𝑯𝟏 𝒕  
α = 5.7888 

θ = −0.7249 
0.7205 0.0870 343.2584 343.4690 

𝑯𝟐 𝒕  
α = 5.1390 

θ = −0.5381 
0.4396 0.1093 343.9310 344.1415 

Üstel 

Dağılım 
α = 6.3683 0.2443 0.1295 344.1605 344.2295 

 

Bir bankadaki 60 müĢterinin bekleme zamanlarını içeren veri setinin model uyarlaması 

için K-S istatistiği, AIC ve AICc bilgi kriterleri incelendiğinde 𝐻1 𝑡 ‟nin bu veri setini 

diğerlerinden daha iyi modelleyebildiği sonucuna varılır. Kısaca söz konusu verinin 

dağılımlar üzerindeki uyumluluğu karĢılaĢtırıldığında, temel dağılımı üstel olan 𝐻1 𝑡  

dağılımının diğerlerine oranla daha iyi bir uyum gösterdiği söylenebilir.  

 

ġekil 5.4 Bir bankadaki müĢterilerin bekleme zamanlarını içeren veri setine iliĢkin 

histogram 
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ġekil 5.4‟de söz konusu dağılımların Çizelge 5.8‟deki parametre tahmin değerleriyle 

elde edilen olasılık yoğunluk fonksiyonları ile veri setinin histogramı birlikte 

çizdirilmiĢtir. Buna göre; 𝐻1 𝑡  dağılımının Çizelge 5.7‟de verilen veri setini daha iyi 

modelleyebildiğini söylemek mümkündür. ġekil 5.4, Çizelge 5.8‟de verilen model 

uyarlamasının incelenmesiyle varılan sonucu desteklemektedir. 

5.5 Veri Seti 5 (Mesane Kanseri Hastalarının ĠyileĢme Süresi Verileri) 

Çizelge 5.9‟de verilen veri seti, 128 mesane kanseri hastasının ay bazında iyileĢme 

sürelerini içermektedir (Merovci 2013). 

Çizelge 5.9 Mesane kanseri hastalarının iyileĢme süresi verileri (ay) 

0.08 0.2 0.4 0.5 0.51 0.81 0.9 1.05 1.19 1.26 

1.35 1.4 1.46 1.76 2.02 2.02 2.07 2.09 2.23 2.26 

2.46 2.54 2.62 2.64 2.69 2.69 2.75 2.83 2.87 3.02 

3.25 3.31 3.36 3.36 3.48 3.52 3.57 3.64 3.7 3.82 

3.88 4.18 4.23 4.26 4.33 4.34 4.4 4.5 4.51 4.87 

4.98 5.06 5.09 5.17 5.32 5.32 5.34 5.41 5.41 5.49 

5.62 5.71 5.85 6.25 6.54 6.76 6.93 6.94 6.97 7.09 

7.26 7.28 7.32 7.39 7.59 7.62 7.63 7.66 7.87 7.93 

8.26 8.37 8.53 8.65 8.66 9.02 9.22 9.47 9.74 10.06 

10.34 10.66 10.75 11.25 11.64 11.79 11.98 12.02 12.03 12.07 

12.63 13.11 13.29 13.8 14.24 14.76 14.77 14.83 15.96 16.62 

17.12 17.14 17.36 18.1 19.13 20.28 21.73 22.69 23.63 25.74 

25.82 26.31 32.15 34.26 36.66 43.01 46.12 79.05   

 

 

Çizelge 5.10 Mesane kanseri hastalarının iyileĢme süresi veri setinin model uyarlaması  

Model 
Parametre 

Tahmini 
𝒑 Değeri 

K-S 

İstatistiği 
AIC AICc 

𝑯𝟏 𝒕   
α = 8.7477 

θ = −0.3691 
0.6080 0.0660 830.6244 830.7104 

𝑯𝟐 𝒕   
α = 9.1260 

θ =  −0.0506 
0.3448 0.0815 832.6543 832.7503 

Üstel  

Dağılım 
α =  9.3656  0.3012 0.0846 830.6838 830.7155 
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Çizelge 5.10‟da üstel, 𝐻1 𝑡  ve 𝐻2 𝑡  dağılımları ile kurulan modeller için K-S 

istatistiği, AIC ve AICc bilgi kriterleri incelendiğinde 𝐻1 𝑡 ‟nin bu veri setini 

diğerlerinden daha iyi modelleyebildiği sonucuna varılır.  

Mesane kanseri hastalarının iyileĢme süresi verileri için verilen dağılımlar üzerindeki 

uyumluluğu karĢılaĢtırıldığında, temel dağılımı üstel olan 𝐻1 𝑡  dağılımının diğerlerine 

oranla daha iyi bir uyum gösterdiği söylenebilir.  

 

ġekil 5.5 Mesane kanseri hastalarının iyileĢme süresi veri setine iliĢkin histogram 

ġekil 5.5‟de söz konusu dağılımların Çizelge 5.10‟daki parametre tahmin değerleriyle 

elde edilen olasılık yoğunluk fonksiyonları ile veri setinin histogramı birlikte 

çizdirilmiĢtir. Buna göre; 𝐻1 𝑡  dağılımının verilen veri setini daha iyi bir Ģekilde 

modelleyebildiğini söylemek mümkündür. ġekil 5.5, Çizelge 5.10‟da verilen model 

uyarlamasının incelenmesiyle varılan sonucu desteklemektedir. 
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5.6 Veri Seti 6 (Hastaların Beyin Cerrahisi Servisinde KalıĢ Süresi Verileri) 

Çizelge 5.11‟de verilen veri seti, 68 erkek hastanın Türkiye'deki bir araĢtırma 

hastanesinin beyin cerrahisi servisindeki kalıĢ sürelerini (gün) göstermektedir (Büyüm 

2017). 

Çizelge 5.11 Hastaların beyin cerrahisi servisinde kalıĢ süreleri (gün) 

1 1 1 1 1 1 2 3 4 4 

4 5 6 6 6 7 7 7 7 8 

8 8 9 10 11 11 11 12 12 13 

14 17 18 19 19 19 20 21 23 24 

24 25 26 31 32 32 33 39 39 41 

41 42 47 51 54 58 61 67 74 77 

80 81 82 84 95 120 125 150   

 

 

Çizelge 5.12 Hastaların beyin cerrahisi servisindeki kalıĢ süresi verilerinin model 

uyarlaması  

Model 
Parametre 

Tahmini 
𝒑 Değeri 

K-S 

Ġstatistiği 
AIC AICC 

𝑯𝟏 𝒕  
α = 34.0876 

θ = 0.4714 
0.9746 0.0562 603.6866 603.8712 

𝑯𝟐 𝒕  
α = 38.9959 

θ = 0.3890 
0.9251 0.0642 604.4860 604.6706 

Üstel 

Dağılım 
α =  30.7647 0.4312 0.1035 603.9861  604.0467 

 

Çizelge 5.12‟de üstel, 𝐻1 𝑡  ve 𝐻2 𝑡  dağılımları ile kurulan modeller için K-S 

istatistiği, AIC ve AICc bilgi kriterleri incelendiğinde 𝐻1 𝑡 ‟nin bu veri setini 

diğerlerinden daha iyi modelleyebildiği sonucuna varılır.  

Hastaların beyin cerrahisi servisindeki kalıĢ süresi verileri için verilen dağılımlar 

üzerindeki uyumluluğu karĢılaĢtırıldığında, temel dağılımı üstel olan 𝐻1 𝑡  dağılımının 

diğerlerine oranla daha iyi bir uyum gösterdiği söylenebilir.  
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ġekil 5.6 Hastaların beyin cerrahisi servisinde kalıĢ sürelerini gösteren veri setine iliĢkin 

histogram 

ġekil 5.6‟da söz konusu dağılımların Çizelge 5.12‟deki parametre tahmin değerleriyle 

elde edilen olasılık yoğunluk fonksiyonları ile veri setinin histogramı birlikte 

çizdirilmiĢtir. Buna göre; 𝐻1 𝑡  dağılımının verilen veri setini daha iyi bir Ģekilde 

modelleyebildiğini söylemek mümkündür. ġekil 5.6, Çizelge 5.12‟de verilen model 

uyarlamasının incelenmesiyle varılan sonucu desteklemektedir. 

5.7 Veri Seti 7 (Böbrek Hastalarının Kateterizasyon Sonrası Enfeksiyona Kadar 

Geçen Süre Verileri) 

AĢağıdaki veri seti ilk olarak McGilchrist ve Aisbett (1991) tarafından analiz edilmiĢtir. 

Veriler, portatif diyaliz ekipmanı kullanan 58 böbrek hastasının, kateterin yerleĢtirildiği 

andan enfeksiyon kapmalarına kadar geçen sürelerini gün olarak içermektedir. Veri seti 

Çizelge 5.13‟de verilmiĢtir. 
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Çizelge 5.13 Böbrek hastalarının kateterizasyon sonrası enfeksiyona kadar geçen 

sürelerini içeren veri seti (gün) 

8 16 23 22 28 447 318 30 12 24 

245 7 9 511 30 53 196 15 154 7 

333 141 96 38 536 17 185 177 292 114 

15 152 562 402 13 66 39 12 40 201 

132 156 34 30 2 25 130 26 27 58 

43 152 30 190 119 8 78 63   

 

Söz konusu veri seti için daha önce bu çalıĢmada yapılan uygulama örneklerinden farklı 

bir yol izlenmiĢtir. Öncelikle literatürde bu veri seti kullanılarak, yeni önerilen 

dağılımların model uyarlamalarına ulaĢılmıĢtır. Ardından bu model uyarlamalarının, 

temel dağılımı üstel olan 𝐻1 𝑡  ve 𝐻2 𝑡  dağılımları ile karĢılaĢtırılması amaçlanmıĢtır.  

Çizelge 5.14‟de 𝐻1 𝑡  dağılımı ile karĢılaĢtırılan dağılımlar, Mahdavi (2015) tarafından 

önerilen ağırlıklı gama-üstel (WGE) ve ağırlıklı genelleĢtirilmiĢ üstel-üstel (WGEE) 

dağılımlarıdır. Bu veri setinin, üstel dağılım (𝑝 = 0.0455) ve 𝐻2 𝑡  dağılımı (𝑝 =

0.0191) ile modellenemediği sonucuna varılmıĢtır. 𝐻1 𝑡  dağılımı ve modellenen diğer 

dağılımlar ile elde edilen sonuçlar Çizelge 5.14‟de verilmiĢtir.   

Söz konusu veri seti kullanılarak, WGE ve WGEE dağılımları için parametre tahmin ve 

AIC bilgi kriteri değerlerine Mahdavi (2015) çalıĢmasında Tablo 1‟de yer vermiĢtir. Bu 

değerlere ek olarak,  K-S istatistiği ve 𝑝 değerleri hesaplanarak Çizelge 5.14‟e 

eklenmiĢtir. 

 

 

 

 

 

 



  

94 
 

Çizelge 5.14 Böbrek hastalarının kateterizasyon sonrası enfeksiyona kadar geçen 

sürelerini içeren veri seti için model uyarlaması  

Model 
Parametre 

Tahmini 
𝒑 Değeri 

K-S 

İstatistiği 
AIC AICC 

𝑯𝟏 𝒕  
α = 145.854 

θ = 0.8626 
0.6355 0.0951 666.2486 666.4668 

Ağırlıklı Gama-

Üstel (WGE) 

Dağılımı 

𝛼 = 19.0394 

𝑘 = 0.4376 

λ = 0.0052 

0.3030 0.1246 668.2001 668.6465 

Ağırlıklı 

Genelleştirilmiş 

Üstel-Üstel 

(WGEE) 

Dağılımı 

α = 19.7047 

β = 0.3866 

λ = 0.0059 

0.4494 0.1102 667.5430 667.9874 

 

Çizelge 5.14‟de verilen WGE,  WGEE ve 𝐻1 𝑡   ve dağılımları ile kurulan modeller 

için K-S istatistiği, AIC ve AICc bilgi kriterleri incelendiğinde 𝐻1 𝑡 ‟nin bu veri setini 

diğerlerinden daha iyi modelleyebildiği sonucuna varılır.  

Böbrek hastalarının kateterizasyon sonrası enfeksiyona kadar geçen sürelerini  içeren 

veri seti için, literatürde önerilmiĢ ve bu veri seti ile modellenmiĢ yeni dağılımlara 

kıyasla, temel dağılımı üstel olan 𝐻1 𝑡  dağılımının  daha iyi bir uyum gösterdiği 

söylenebilir.  
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ġekil 5.7 Böbrek hastalarının kateterizasyon sonrası enfeksiyona kadar geçen sürelerini 

içeren veri setine iliĢkin histogram 

ġekil 5.7‟de söz konusu dağılımların Çizelge 5.14‟deki parametre tahmin değerleriyle 

elde edilen olasılık yoğunluk fonksiyonları ile veri setinin histogramı birlikte 

çizdirilmiĢtir. Buna göre; 𝐻1 𝑡  dağılımının verilen veri setini daha iyi bir Ģekilde 

modelleyebildiğini söylemek mümkündür. ġekil 5.7, Çizelge 5.14‟de verilen model 

uyarlamasının incelenmesiyle varılan sonucu desteklemektedir. 
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6. SONUÇ VE ÖNERĠLER 

Bu tez çalıĢmasında iki boyutlu AMH dağılımı kullanılarak tek boyutlu iki yeni dağılım 

elde edildi. Ayrıca temel dağılımları üstel olarak belirlenen bu dağılımların bazı veri 

setlerini modellemede daha elveriĢli olduğu görüldü. Böylelikle elde edilen dağılımların 

hangi tür veri setleriyle modellenebileceği ortaya konulmaya çalıĢıldı. 

ÇalıĢmada ilk olarak koĢullu AMH dağılımının ikinci dereceden Taylor açılımı sonucu 

elde edilen ve temel dağılımları eĢit olmayan durumu ele alındı. Fakat çeĢitli 

incelemeler sonucunda, bahsedilen metotla elde edilen fonksiyonun, dağılım fonksiyonu 

özelliği taĢımadığı sonucuna varıldı. Bu sonuç bundan sonra yapılacak çalıĢmalar için 

bir tartıĢma konusu olarak düĢünülebilir. Aynı metotla elde edilen fonksiyonun temel 

dağılımları eĢit alındığında ise bu fonksiyonun dağılım fonksiyonu özelliklerine sahip 

olduğu gösterildi ve çalıĢmanın bu doğrultuda devam etmesi sağlandı. Daha sonra tekrar 

AMH dağılımından faydalanılarak diğer bir  yeni tek boyutlu dağılım elde edildi. 

Dağılımın 𝜃 parametresi için herhangi bir sınırlandırmanın yapılmadığı durumda, bu 

parametrenin hangi değer aralığında olduğu araĢtırıldı. Yürütülen bu süreç sonucunda 𝜃 

parametresi için tanım aralığı −2 ≤ 𝜃 ≤ 1 olarak tespit edildi. Özetle bu dağılım için 

dönüĢüm parametresinin tanım aralığının geniĢletilebilir olduğu sonucuna varıldı. 

Yeni dağılımların olasılık yoğunluk ve bozulma oranı fonksiyonlarının görsel 

gösterimleri sayesinde parametrelerin, dağılımların Ģeklini nasıl etkilediklerine dair 

tespitlerde bulunuldu. Bunlara ek olarak bu iki dağılımın daha iyi anlaĢılması ve 

yorumlanması bakımından karakteristikleri ele alındı, momentleri ve çarpıklık ile 

basıklık katsayısı değerleri incelendi. Bu incelemeler sonucu,  dağılım tek boyutlu 

uzaya indirgendiğinde dağılımın Ģeklinin, bir bağımlılık parametresi olan 𝜃‟nın pozitif 

veya negatif olmasından etkilendiği gözlendi. 

Dağılımların parametrelerinin tahmini için, farklı örneklem büyüklükleri ve parametre 

değerleri kullanılarak bir simülasyon çalıĢması yapıldı. Similasyon çalıĢmasında  

kullanılan tahmin yöntemlerinin etkinliği yönünden çeĢitli değerlendirmeler yapıldı. Bu 

değerlendirmelerin sonucu, kullanılan tahmin yöntemlerinin her biri için çeĢitli 

senaryolarda değiĢiklik gösterdiği Ģeklindedir. 
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Yeni dağılımların kullanım alanlarını tespit edebilmek için daha önce literatürde 

kullanılmıĢ olan gerçek veri setlerinden faydalanıldı. Bu veri setlerinin dağılıma 

uygunluğu çeĢitli kriterler yardımıyla irdelenedi ve bir klasik dağılım olan üstel dağılım 

ile karĢılaĢtırması sağlandı. Bu karĢılaĢtırmalar sonucunda bu dağılımların, tıp, 

eczacılık, kimya, coğrafya gibi yaĢam bilimleri ve sosyal bilimler alanlarındaki veri 

setlerini modellemede etkili olabileceği tespit edildi. Özetle, iki boyutlu AMH 

dağılımından yola çıkılarak tek boyutluya indirgenen bu  iki dağılımın,  birçok kullanım 

alanında klasik dağılımlara göre daha elveriĢli ve esnek olabileceği sonucuna varıldı.  

Simülasyon ve veri modellemesi için yazılan bilgisayar kodlarının R vb. programlarda 

paket haline getirilmesi ile uygulamanın daha kullanılabilir olacağı düĢünülmektedir. 

Ayrıca elde edilen bu yeni dağılımların, bahsedilen alanlar dıĢındaki çeĢitli veri setleri 

ile uyumluluğu araĢtırılarak, daha fazla alan üzerinde kullanılabilir olup olmadığı 

incelenebilir. Bunlara ek olarak farklı iki boyutlu dağılım aileleri benzer yöntemler ile 

tek boyutluya indirgenerek yeni dağılımlar türetilebilir. Türetilen bu dağılımlar ise farklı 

kullanım alanlarındaki veri setlerini modellemede yol gösterici olabilirler. 
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Ek 1 𝑯𝟏 𝒕 ’nin Temel Dağılımları EĢit Olmayan Durumu için Çizdirilen Grafiğin 

Matlab 2013 Programında YazılmıĢ Program Kodları 

clc 

clear all 

close all 

syms x t beta eta lambda gamma theta 

theta(1)=.05;   beta(1)=5; eta(1)=.001; lambda(1)=.1;   gamma(1)=1; 

theta(2)=.1;    beta(2)=5;  eta(2)=.03;  lambda(2)=1;   gamma(2)=5; 

theta(3)=-.05;  beta(3)=9;  eta(3)=5;   lambda(3)=7;   gamma(3)=11; 

theta(4)=-.9;   beta(4)=9; eta(4)=7;   lambda(4)=9;   gamma(4)=15; 

for j=1:4 

F(j)=1-exp(-((x/beta(j))^eta(j))); 

G(j)=1-exp(-((x/lambda(j))^gamma(j))); 

H(j)=F(j)*(1+(theta(j)*(1-F(j))*(1-G(j)))+(theta(j)*(1-F(j))*(1-G(j)))^2); 

h(j)=diff(H(j),x); 

x=t; 

ff(j)=eval(h(j)); 

end 

figure(1) 

i=1; 

for t=0:0.1:5 

yy(i)=eval(ff(1)); 

zz(i)=eval(ff(2)); 

tt(i)=eval(ff(3)); 

kk(i)=eval(ff(4)); 

i=i+1; 

end 

 t=0:0.1:5; 

plot(t,yy,'k') 

hold on  

plot(t,zz,'k--') 

hold on  

plot(t,tt,'k.') 

hold on  

plot(t,kk,'k*') 

hold off 

legend('\theta=0.05; \beta=5; \eta=0.001; \lambda=0.1;  \gamma=1','\theta=0.1; \beta=5; 

\eta=0.03; \lambda=1;  \gamma=5', '\theta=-0.05; \beta=9; \eta=5; \lambda=7;  

\gamma=11', '\theta=-0.9; \beta=9; \eta=7; \lambda=9;  \gamma=15'  ) 

xlabel('t');ylabel('h^*(t)')   
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Ek 2 𝑯𝟏 𝒕 ’nin Olasılık Yoğunluk ve Bozulma Oranı Fonksiyonlarının Grafikleri 

için Matlab 2013 Programında YazılmıĢ Program Kodları 

clc 

clear all 

close all 

syms x t alpha 

theta(1)=.9;alpha(1)=1; 

theta(2)=.3;alpha(2)=1; 

theta(3)=-.9;alpha(3)=1; 

theta(4)=-.3;alpha(4)=1; 

for j=1:4 

F(j)=1-exp(-(x/alpha(j))); 

H(j)=F(j)*(1+theta(j)*((1-F(j))^2)+(theta(j)*((1-F(j))^2))^2); 

h(j)=diff(H(j),x); 

x=t; 

ff(j)=eval(h(j)); 

end 

figure(1) 

i=1; 

for t=0:0.1:3 

yy(i)=eval(ff(1)); 

zz(i)=eval(ff(2)); 

tt(i)=eval(ff(3)); 

kk(i)=eval(ff(4)); 

i=i+1; 

end 

t=0:0.1:3; 

plot(t,yy,'k') 

hold on 

plot(t,zz,'k--') 

hold on  

plot(t,tt,'k.') 

hold on 

plot(t,kk,'k*') 

hold on 

plot(t,exppdf(t,1),'k', 'LineWidth',2.5) 

hold off 

legend('\theta=0.9, \alpha=1','\theta=0.3, \alpha=1','\theta=-0.9, \alpha=1','\theta=-0.3, 

\alpha=1','Ustel Dag.(\alpha=1)') 

xlabel('t');ylabel('h_1(t)') 

 

%Bozulma Oranı Fonksiyonu 

clc 

clear all 

close all 

syms x t alpha 
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theta(1)=.9;alpha(1)=1; 

theta(2)=.3;alpha(2)=1; 

theta(3)=-.9;alpha(3)=1; 

theta(4)=-.3;alpha(4)=1; 

for j=1:4 

F(j)=1-exp(-(x/alpha(j))); 

H(j)=F(j)*(1+theta(j)*((1-F(j))^2)+(theta(j)*((1-F(j))^2))^2); 

h(j)=diff(H(j),x); 

x=t;  

hh(j)=eval(h(j)/(1-H(j))); 

end 

figure(1) 

i=1; 

for t=0:0.1:4 

yy(i)=eval(hh(1)); 

zz(i)=eval(hh(2)); 

tt(i)=eval(hh(3)); 

kk(i)=eval(hh(4)); 

i=i+1; 

end 

t=0:0.1:4; 

plot(t,yy,'k') 

hold on 

plot(t,zz,'k--') 

hold on  

plot(t,tt,'k.') 

hold on 

plot(t,kk,'k*') 

hold on 

plot(t,(exppdf(t,1))./(1-expcdf(t,1)),'k', 'LineWidth',2.5) 

hold off 

legend('\theta=0.9, \alpha=1','\theta=0.3, \alpha=1','\theta=-0.9, \alpha=1','\theta=-0.3, 

\alpha=1','Ustel Dag.(\alpha=1)') %%ETĠKET 

xlabel('t');ylabel('r_1(t)') 
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Ek 3 𝑯𝟐 𝒕 ’nin Olasılık Yoğunluk ve Bozulma Oranı Fonksiyonlarının Grafikleri 

için Matlab 2013 Programında YazılmıĢ Program Kodları 

clc 

clear all 

close all 

syms x t alpha 

theta(1)=-1.9; alpha(1)=1;  

theta(2)=-0.7; alpha(2)=1;   

theta(3)=0.3; alpha(3)=1; 

theta(4)=0.9; alpha(4)=1;  

for j=1:4 

F(j)=1-exp(-(x/alpha(j))); 

H(j)=F(j)*(1+theta(j)*(1-F(j))+((theta(j))^2*((1-F(j))^2))); 

h(j)=diff(H(j),x); 

x=t; 

ff(j)=eval(h(j)); 

end 

figure(1) 

i=1; 

for t=0:0.1:4 

yy(i)=eval(ff(1)); 

zz(i)=eval(ff(2)); 

tt(i)=eval(ff(3)); 

kk(i)=eval(ff(4)); 

i=i+1; 

end 

  

t=0:0.1:4; 

plot(t,yy,'k') 

hold on  

plot(t,zz,'k--') 

hold on  

plot(t,tt,'k.') 

hold on  

plot(t,kk,'k*') 

hold on 

plot(t,(exppdf(t,1)),'k', 'LineWidth',2.5) 

hold off 

legend('\theta=-1.9, \alpha=1','\theta=-0.7, \alpha=1','\theta=0.3, \alpha=1','\theta=0.9, 

\alpha=1','Üstel Dag.(\alpha=1)') %%ETĠKET 

xlabel('t');ylabel('h_2(t)') 

%Bozulma Oranı Fonksiyonu 

clc 

clear all 

close all 

syms x t alpha 
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theta(1)=-1.9; alpha(1)=1;  

theta(2)=-0.7; alpha(2)=1;   

theta(3)=0.3; alpha(3)=1; 

theta(4)=0.9; alpha(4)=1;  

for j=1:4 

F(j)=1-exp(-(x/alpha(j))); 

H(j)=F(j)*(1+theta(j)*(1-F(j))+((theta(j))^2*((1-F(j))^2))); 

h(j)=diff(H(j),x); 

x=t; 

hh(j)=eval(h(j)/(1-H(j))); 

end 

figure(1) 

i=1; 

for t=0:0.1:4 

yy(i)=eval(hh(1)); 

zz(i)=eval(hh(2)); 

tt(i)=eval(hh(3)); 

kk(i)=eval(hh(4)); 

i=i+1; 

end 

t=0:0.1:4; 

plot(t,yy,'k') 

hold on  

plot(t,zz,'k--') 

hold on  

plot(t,tt,'k.') 

hold on  

plot(t,kk,'k*') 

hold on 

plot(t,(exppdf(t,1))./(1-expcdf(t,1)),'k', 'LineWidth',2.5) 

hold off 

legend('\theta=-1.9, \alpha=1','\theta=-0.7, \alpha=1','\theta=0.3, \alpha=1','\theta=0.9, 

\alpha=1','Üstel Dag.(\alpha=1)') %%ETĠKET 

xlabel('t');ylabel('r_2(t)') 
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Ek 4 𝑯𝟏 𝒕 ’nin Çarpıklık ve Basıklık Katsayısı Değerleri için Çizdirilen Matlab 

2013 Programında YazılmıĢ Program Kodları 

%Çarpıklık 

clc 

clear all 

close all 

syms  theta; 

carpiklik=(2*(1-(theta/6)-(theta^2/20))^3-6*(1-(5*theta)/36-(9*(theta^2))/400)*(1-

(theta/6)-(theta^2/20))+6*(1-(theta/8)+(theta/27)-

(theta^2)/64+(theta^2)/125))/(1+(theta/18)+(49*(theta^2)/1800)-((theta^3)/60)-

((theta^4)/400))^(3/2); 

figure(1) 

i=1; 

for theta=-2:0.01:1 

car(i)=eval(carpiklik); 

i=i+1; 

end 

theta=-2:0.01:1; 

plot(theta,car,'k--') 

hold on 

x=-2:0.01:1; 

y=2*(ones(length(x),1)); 

plot(x,y,'k') 

xlabel('\theta');ylabel('Çarpıklık') 

legend('H_1(t) Dağılımı','Üstel Dağılım') 

 

%Basıklık 

clear all 

close all 

syms theta; 

pay=-3*(1-(theta/6)-(theta^2/20))^4+12*(1-(5*theta)/36-(9*(theta^2))/400)*((1-

(theta/6)-(theta^2/20))^2)-(24*(1-(35*theta/216)-189*(theta^2)/8000)*(1-(theta/6)-

(theta^2/20))-24*(1-(97*theta/1296)-(881*(theta^2)/160000))); 

payda=(1+(theta/18)+(49*(theta^2)/1800)-((theta^3)/60)-(theta^4)/400)^2; 

basiklik=pay/payda; 

figure(1) 

i=1; 

for theta=-2:0.01:1 

bas(i)=eval(basiklik); 

i=i+1; 

end 

theta=-2:0.01:1; 

plot(theta,bas,'k--') 

hold on 

x=-2:0.01:1; 

y=9*(ones(length(x),1)); 
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plot(x,y,'k') 

xlabel('\theta');ylabel('Basıklık') 

legend('H_1(t) Dağılımı','Üstel Dağılım') 
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Ek 5 𝑯𝟐 𝒕 ’nin Çarpıklık ve Basıklık Katsayısı Değerleri için Çizdirilen Matlab 

2013 Programında YazılmıĢ Program Kodları 

%Çarpıklık 

clc 

clear all 

close all 

syms alpha theta; 

pay=2*(1-(theta/2)-(theta^2/6))^3-6*(1-(3*theta)/4-(5*(theta^2))/36)*(1-(theta/2)-

(theta^2/6))+6*(1-(7*theta/8)-19*(theta^2)/216); 

payda=((1-(theta/2)-(7*(theta^2)/36)-(theta^3)/6-((theta^4)/36)))^(3/2); 

carpiklik=pay/payda; 

figure(1) 

i=1; 

for theta=-2:0.01:1 

car(i)=eval(carpiklik); 

i=i+1; 

end 

  

theta=-2:0.01:1; 

plot(theta,car,'k--') 

hold on 

x=-2:0.01:1; 

y=2*(ones(length(x),1)); 

plot(x,y,'k') 

xlabel('\theta');ylabel('Çarpıklık') 

legend('H_2(t) Dağılımı','Üstel Dağılım') 

 

%Basıklık 

clc 

clear all 

close all 

syms alpha theta; 

pay=-3*(1-(theta/2)-(theta^2/6))^4+12*(1-(3*theta)/4-(5*(theta^2))/36)*((1-(theta/2)-

(theta^2/6))^2)-24*(1-(7*theta/8)-19*(theta^2)/216)*(1-(theta/2)-(theta^2/6))+24*(1-

(15*theta/16)-(65*(theta^2)/1296)); 

payda=((1-(theta/2)-(7*(theta^2)/36)-(theta^3)/6-((theta^4)/36)))^(2); 

basiklik=pay/payda; 

figure(1) 

i=1; 

for theta=-2:0.01:1 

bas(i)=eval(basiklik); 

i=i+1; 

end 

theta=-2:0.01:1; 

plot(theta,bas,'k--') 

hold on 
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x=-2:0.01:1; 

y=9*(ones(length(x),1)); 

plot(x,y,'k') 

xlabel('\theta');ylabel('Basıklık') 

legend('H_2(t) Dağılımı','Üstel Dağılım') 
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Ek 6 𝑯𝟏 𝒕 ’nin Simülasyon ÇalıĢması için Matlab 2013 Programında YazılmıĢ 

Program Kodları 

clc 

close all 

clear all 

N=[3333 2000 1000]; n=[30 50 100]; par=[0.5 1]; 

dn=length(n);dN=length(N);dp=length(par); 

ml=zeros(dn,max(N),dp);mom=zeros(dn,max(N),dp);ls=zeros(dn,max(N),dp); 

mltahmini=zeros(dn,dp);yanthetaml=zeros(dn,1);yanalphaml=zeros(dn,1);rmsethetaml 

=zeros(dn,1);rmsealphaml =zeros(dn,1); 

momtahmini=zeros(dn,dp);yanthetamom=zeros(dn,1);yanalphamom=zeros(dn,1);rmset

hetamom =zeros(dn,1);rmsealphamom =zeros(dn,1); 

lstahmini=zeros(dn,dp);yanthetals=zeros(dn,1);yanalphals=zeros(dn,1);rmsethetals 

=zeros(dn,1);rmsealphals =zeros(dn,1); 

k=0; 

for nn=n 

k=k+1;     

for j=1:N(k) 

%% SAYI ÜRET 

t=zeros(nn,1); 

for i=1:nn 

a=par(1);b=par(2); 

uuu(i)=rand; 

G=@(x) (1-exp(-x/a))*(1+b*exp(-2*x/a)+(b^2)*exp(-4*x/a))-uuu(i); 

g=@(x,a,b) exppdf(x,a).*(1+b*((1-expcdf(x,a)).*(1-

3*expcdf(x,a)))+((b^2)*((1-expcdf(x,a)).^3).*(1-5*expcdf(x,a)))); 

t(i)=fsolve(G,[1.24]); 

end 

%% ML TAHMĠN 

lb = [0 -1]; 

ub = [inf 1]; 

options = statset('GradObj', 'on', 'FunValCheck','off','TolX',1e-6,'TolFun',1e-

6,'MaxIter',12000, 'MaxFunEvals',60000); 

start=[0.5 1]; 

[paramEsts] =mle(t, 'pdf', g, 'start', start, 'lower',lb, 'upper',ub, 'options', 

options); 

ml(k,j,1)=paramEsts(1); 

ml(k,j,2)=paramEsts(2); 

%% LSQNONLIN MOM 

m(1)=mean(t); 

m(2)=sum(t.^2)/nn; 

D=@(r)momdenklemfs(r,m); 

lb=[0 -1]; 

ub=[inf 1]; 

paramEsts=lsqnonlin(D,[0.5 1],lb,ub); 

mom(k,j,1)=paramEsts(1); 
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mom(k,j,2)=paramEsts(2); 

  %% LS TAHMĠN 

xdata=sort(t'); 

i=1:1:nn; 

w=(i/(nn+1)); 

[paramEsts resnorm]=lsqcurvefit(@(p,xdata) ((1-exp(-

xdata/p(1))).*(1+p(2)*exp(-2*xdata/p(1))+(p(2)^2)*exp(-

4*xdata/p(1)))),[0.5 1],xdata,w,[0 -1],[inf 1]); 

  

ls(k,j,1)=paramEsts(1); 

ls(k,j,2)=paramEsts(2); 

fprintf('%d - %d \n',nn,j) 

end 

%% HESAPLAMALAR 

% ML 

mltahmini(k,:)=mean(ml(k,1:N(k),:));%[mean(p2) mean(p1)] 

yanthetaml(k,1)=mltahmini(k,2)-par(2);  %mean(p2)-b 

yanalphaml(k,1)=mltahmini(k,1)-par(1);%mean(p1)-a 

rmsethetaml(k,1)=sqrt(yanthetaml(k,1)^2+var(ml(k,1:N(k),2)));%sqrt(sum((p2-

b).^2)/numel(p2)) 

rmsealphaml(k,1)=sqrt(yanalphaml(k,1)^2+var(ml(k,1:N(k),1)));%sqrt(sum((p1-

a).^2)/numel(p1)) 

% MOM 

momtahmini(k,:)=mean(mom(k,1:N(k),:));%[mean(r2) mean(r1)] 

yanthetamom(k,1)=momtahmini(k,2)-par(2);%mean(r2)-b 

yanalphamom(k,1)=momtahmini(k,1)-par(1);%mean(r1)-a 

rmsethetamom(k,1)=sqrt(yanthetamom(k,1)^2+var(mom(k,1:N(k),2)));%sqrt(sum

((r2-b).^2)/numel(r2)) 

rmsealphamom(k,1)=sqrt(yanalphamom(k,1)^2+var(mom(k,1:N(k),1)));%sqrt(su

m((r1-a).^2)/numel(r1)) 

% LS 

lstahmini(k,:)=mean(ls(k,1:N(k),:));%[mean(s2) mean(s1)] 

yanthetals(k,1)=lstahmini(k,2)-par(2);%mean(s2)-b 

yanalphals(k,1)=lstahmini(k,1)-par(1);%mean(s1)-a 

rmsethetals(k,1)=sqrt(yanthetals(k,1)^2+var(ls(k,1:N(k),2)));          

%sqrt(sum((s2-b).^2)/numel(s2)) 

rmsealphals(k,1)=sqrt(yanalphals(k,1)^2+var(ls(k,1:N(k),1)));          

%sqrt(sum((s1-a).^2)/numel(s1)) 

save sonuc.mat 

end 

save sonuc.mat 

%% LATEX TABLES 

FID = fopen('sonuctabloANANAN.tex', 'w'); 

fprintf(FID,'\\begin{table}[ht] \n'); 

fprintf(FID,'\\scalebox{0.75}{ \n'); 

fprintf(FID,'\\begin{tabular}{lllllllll} \n'); 

fprintf(FID,'\\hline \n'); 
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fprintf(FID,'\\multicolumn{8}{c}{$\\alpha= %d , \\theta= %d $}\\\\ \\hline 

\n',par(1),par(2)); 

fprintf(FID,' &  & \\multicolumn{3}{c}{$\\hat{\\alpha}$} & 

\\multicolumn{3}{c}{$\\hat{\\theta}$} \\\\ \\hline \n'); 

fprintf(FID,'n & Method & Mean & Bias & rMSE & Mean & Bias & rMSE \\\\ \\hline 

\n'); 

kk=0; 

for nn=n 

kk=kk+1; 

fprintf(FID,'\\multirow{3}{*}{ %d } ',n(kk)); 

fprintf(FID,'& ML & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f \\\\ \n', 

mltahmini(kk,1), yanalphaml(kk,1), rmsealphaml(kk,1), mltahmini(kk,2), 

yanthetaml(kk,1), rmsethetaml(kk,1)); 

fprintf(FID,'& LS & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f \\\\ \n', 

lstahmini(kk,1), yanalphals(kk,1), rmsealphals(kk,1),lstahmini(kk,2), 

yanthetals(kk,1), rmsethetals(kk,1)); 

fprintf(FID,'& MOM & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f \\\\ 

\n', momtahmini(kk,1), yanalphamom(kk,1), 

rmsealphamom(kk,1),momtahmini(kk,2), yanthetamom(kk,1), 

rmsethetamom(kk,1)); 

fprintf(FID,'\\hline \n'); 

end 

fprintf(FID,'\\end{tabular}} \n'); 

fprintf(FID,'\\end{table} \n'); 

fclose(FID); 

 

function M=momdenklemfs(d,m) 

M(1)=d(1)*(1-(d(2)/6)-((d(2)^2)/20))-m(1); 

M(2)=2*(d(1)^2)*(1-((5*d(2))/36)-(9*(d(2)^2)/400))-m(2); 

end 
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Ek 7 𝑯𝟐 𝒕 ’nin Simülasyon ÇalıĢması için Matlab 2013 Programında YazılmıĢ 

Program Kodları 

clc 

close all 

clear all 

N=[3333 2000 1000]; n=[30 50 100]; par=[0.5 0.7]; 

dn=length(n);dN=length(N);dp=length(par); 

%ml=zeros(dn,dN,dp);mom=zeros(dn,dN,dp);ls=zeros(dn,dN,dp); 

ml=zeros(dn,max(N),dp);mom=zeros(dn,max(N),dp);ls=zeros(dn,max(N),dp); 

mltahmini=zeros(dn,dp);yanthetaml=zeros(dn,1);yanalphaml=zeros(dn,1);rmsethetaml 

=zeros(dn,1);rmsealphaml =zeros(dn,1); 

momtahmini=zeros(dn,dp);yanthetamom=zeros(dn,1);yanalphamom=zeros(dn,1);rmset

hetamom =zeros(dn,1);rmsealphamom =zeros(dn,1); 

lstahmini=zeros(dn,dp);yanthetals=zeros(dn,1);yanalphals=zeros(dn,1);rmsethetals 

=zeros(dn,1);rmsealphals =zeros(dn,1); 

k=0; 

for nn=n 

k=k+1; 

for j=1:N(k) 

%% SAYI ÜRET 

t=zeros(nn,1); 

for i=1:nn 

a=par(1);b=par(2); 

uuu(i)=rand; 

G=@(x) (1-exp(-x/a))*(1+b*exp(-x/a)+(b^2)*exp(-2*x/a))-uuu(i); 

g=@(x,a,b) exppdf(x,a).*(1-b+(1-expcdf(x,a)).*(2*b-2*b^2+3*b^2*(1-

expcdf(x,a)))); 

t(i)=fsolve(G,[1.24]); 

end 

%% ML TAHMĠN 

lb = [0 -2]; 

ub = [inf 1]; 

options = statset('GradObj', 'on', 'FunValCheck','off','TolX',1e-6,'TolFun',1e-

6,'MaxIter',12000, 'MaxFunEvals',60000); 

start=[0.5 0.7]; 

[paramEsts] =mle(t, 'pdf', g, 'start', start, 'lower',lb, 'upper',ub, 'options', 

options); 

ml(k,j,1)=paramEsts(1); 

ml(k,j,2)=paramEsts(2); 

%% LSQNONLIN MOM 

m(1)=mean(t); 

m(2)=sum(t.^2)/nn; 

D=@(r)momdenklemfs(r,m); 

%  paramEst=fsolve(D,[0,1]) 

lb=[0 -2]; 

ub=[inf 1]; 
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paramEsts=lsqnonlin(D,[0.5 0.7],lb,ub); 

mom(k,j,1)=paramEsts(1); 

mom(k,j,2)=paramEsts(2); 

%% LS TAHMĠN 

xdata=sort(t'); 

i=1:1:nn; 

w=(i/(nn+1)); 

%[paramEsts resnorm]=lsqcurvefit(@(s,xdata) ((1-exp(-

xdata/s(1))).*(1+s(2)*exp(-xdata/s(1))+(s(2)^2)*exp(-2*xdata/s(1)))),[5 

.5],xdata,w,[0 -2],[30 1]); 

[paramEsts resnorm]=lsqcurvefit(@(p,xdata) ((xdata/p(1))-(log(1-

p(2)+p(2)*exp(-xdata/p(1))-(p(2)^2)*exp(-xdata/p(1))+(p(2)^2)*exp(-

2*xdata/p(1))))),[0.5 0.7],xdata, -log(1-w),[0 -2],[inf 1]); 

  

ls(k,j,1)=paramEsts(1); 

ls(k,j,2)=paramEsts(2); 

fprintf('%d - %d \n',nn,j) 

end 

%% HESAPLAMALAR 

% ML 

mltahmini(k,:)=mean(ml(k,1:N(k),:));%[mean(p2) mean(p1)] 

yanthetaml(k,1)=mltahmini(k,2)-par(2);  %mean(p2)-b 

yanalphaml(k,1)=mltahmini(k,1)-par(1);%mean(p1)-a 

rmsethetaml(k,1)=sqrt(yanthetaml(k,1)^2+var(ml(k,1:N(k),2)));%sqrt(sum((p2-

b).^2)/numel(p2)) 

rmsealphaml(k,1)=sqrt(yanalphaml(k,1)^2+var(ml(k,1:N(k),1)));%sqrt(sum((p1-

a).^2)/numel(p1)) 

% MOM 

momtahmini(k,:)=mean(mom(k,1:N(k),:));%[mean(r2) mean(r1)] 

yanthetamom(k,1)=momtahmini(k,2)-par(2);%mean(r2)-b 

yanalphamom(k,1)=momtahmini(k,1)-par(1);%mean(r1)-a 

rmsethetamom(k,1)=sqrt(yanthetamom(k,1)^2+var(mom(k,1:N(k),2)));%sqrt(sum

((r2-b).^2)/numel(r2)) 

rmsealphamom(k,1)=sqrt(yanalphamom(k,1)^2+var(mom(k,1:N(k),1)));%sqrt(su

m((r1-a).^2)/numel(r1)) 

% LS 

lstahmini(k,:)=mean(ls(k,1:N(k),:));%[mean(s2) mean(s1)] 

yanthetals(k,1)=lstahmini(k,2)-par(2);%mean(s2)-b 

yanalphals(k,1)=lstahmini(k,1)-par(1);%mean(s1)-a 

rmsethetals(k,1)=sqrt(yanthetals(k,1)^2+var(ls(k,1:N(k),2)));          

%sqrt(sum((s2-b).^2)/numel(s2)) 

rmsealphals(k,1)=sqrt(yanalphals(k,1)^2+var(ls(k,1:N(k),1)));          

%sqrt(sum((s1-a).^2)/numel(s1)) 

save sonuc.mat 

end 

save sonuc.mat 

%% LATEX TABLES 

% LATEX TABLE OPENED 
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FID = fopen('sonuctabloANANAN.tex', 'w'); 

fprintf(FID,'\\begin{table}[ht] \n'); 

fprintf(FID,'\\scalebox{0.75}{ \n'); 

fprintf(FID,'\\begin{tabular}{lllllllll} \n'); 

fprintf(FID,'\\hline \n'); 

fprintf(FID,'\\multicolumn{8}{c}{$\\alpha= %d , \\theta= %d $}\\\\ \\hline 

\n',par(1),par(2)); 

fprintf(FID,' &  & \\multicolumn{3}{c}{$\\hat{\\alpha}$} & 

\\multicolumn{3}{c}{$\\hat{\\theta}$} \\\\ \\hline \n'); 

fprintf(FID,'n & Method & Mean & Bias & rMSE & Mean & Bias & rMSE \\\\ \\hline 

\n'); 

kk=0; 

for nn=n 

kk=kk+1; 

fprintf(FID,'\\multirow{3}{*}{ %d } ',n(kk)); 

fprintf(FID,'& ML & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f \\\\ \n', 

mltahmini(kk,1), yanalphaml(kk,1), rmsealphaml(kk,1), mltahmini(kk,2), 

yanthetaml(kk,1), rmsethetaml(kk,1)); 

fprintf(FID,'& LS & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f \\\\ \n', 

lstahmini(kk,1), yanalphals(kk,1), rmsealphals(kk,1),lstahmini(kk,2), 

yanthetals(kk,1), rmsethetals(kk,1)); 

fprintf(FID,'& MOM & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f \\\\ 

\n', momtahmini(kk,1), yanalphamom(kk,1), 

rmsealphamom(kk,1),momtahmini(kk,2), yanthetamom(kk,1), 

rmsethetamom(kk,1)); 

fprintf(FID,'\\hline \n'); 

end 

fprintf(FID,'\\end{tabular}} \n'); 

fprintf(FID,'\\end{table} \n'); 

fclose(FID); 

function M=momdenklemfs(d,m) 

M(1)=d(1)*(1-(d(2)/2)-((d(2)^2)/6))-m(1); 

M(2)=2*(d(1)^2)*(1-((3*d(2))/4)-(5*(d(2)^2)/36))-m(2); 

end 
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Ek 8 Model Uyarlaması için Matlab 2013 Programında YazılmıĢ Program Kodları 

(Wheaton Nehri Su TaĢkını Veri Seti Örneği) 

𝑯𝟏 𝒕  dağılımı için; 

clc 

close all 

clear all 

t=[1.7 2.2 14.4 1.1 0.4 20.6 5.3 0.7 13.0 12.0 9.3 1.4 18.7 8.5 25.5 11.6 14.1 22.1 1.1 2.5 

14.4 1.7 37.6 0.6 2.2 39.0 0.3 15.0 11.0 7.3 22.9 1.7 0.1 1.1 0.6 9.0 1.7 7.0 20.1 0.4 14.1 

9.9 10.4 10.7 30.0 3.6 5.6 30.8 13.3 4.2 25.5 3.4 11.9 21.5 27.6 36.4 2.7 64.0 1.5 2.5 

27.4 1.0 27.1 20.2 16.8 5.3 9.7 27.5 2.5 27.0 1.9 2.8]; 

G=@(x,a, b) expcdf(x,a).*(1+b*(1-expcdf(x,a)).^2+(b*(1-expcdf(x,a)).^2).^2) 

g=@(x,a, b) exppdf(x,a).*(1+b*((1-expcdf(x,a)).*(1-3*expcdf(x,a)))+((b^2)*((1-

expcdf(x,a)).^3).*(1-5*expcdf(x,a)))); 

%% Parametre Tahmini 

lb = [0 -1]; 

ub = [Inf 1]; 

options = statset('GradObj', 'on', 'FunValCheck','off','TolX',1e-6,'TolFun',1e-

6,'MaxIter',12000, 'MaxFunEvals',60000); 

start=[1 -.9]; 

[paramEsts] =mle(t, 'pdf', g, 'start', start, 'lower',lb, 'upper',ub, 'options', options) 

llikelihoodest=sum(log(g(t,paramEsts(1), paramEsts(2)))) 

t=sort(t)'; 

p1=paramEsts(1); 

p2=paramEsts(2); 

%% Hesaplamalar 

[h,p,ksstat,cv] = kstest(t,[t ((G(t,p1, p2)))]) 

AIC=-2*llikelihoodest+2*length(paramEsts) 

AICC=AIC+2*((length(paramEsts)+1)*length(paramEsts))/(length(t)-

((length(paramEsts)+1))) 

BIC=-2*llikelihoodest+log(length(t))*length(paramEsts) 

 

𝑯𝟐 𝒕  dağılımı için; 

close all 

clear all 

t=[1.7 2.2 14.4 1.1 0.4 20.6 5.3 0.7 13.0 12.0 9.3 1.4 18.7 8.5 25.5 11.6 14.1 22.1 1.1 2.5 

14.4 1.7 37.6 0.6 2.2 39.0 0.3 15.0 11.0 7.3 22.9 1.7 0.1 1.1 0.6 9.0 1.7 7.0 20.1 0.4 14.1 

9.9 10.4 10.7 30.0 3.6 5.6 30.8 13.3 4.2 25.5 3.4 11.9 21.5 27.6 36.4 2.7 64.0 1.5 2.5 

27.4 1.0 27.1 20.2 16.8 5.3 9.7 27.5 2.5 27.0 1.9 2.8]; 

G=@(x,a,b) expcdf(x,a).*(1+b*(1-expcdf(x,a))+(b^2)*((1-expcdf(x,a)).^2)); 

g=@(x,a,b) exppdf(x,a).*(1-b+(1-expcdf(x,a)).*(2*b-2*b^2+3*b^2*(1-expcdf(x,a)))); 

%% Parametre Tahmini 

lb = [0 -2]; 
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ub = [Inf 1]; 

options = statset('GradObj', 'on', 'FunValCheck','off','TolX',1e-6,'TolFun',1e-

6,'MaxIter',12000, 'MaxFunEvals',60000); 

start=[1 -.9]; 

[paramEsts] =mle(t, 'pdf', g, 'start', start, 'lower',lb, 'upper',ub, 'options', options) 

llikelihoodest=sum(log(g(t,paramEsts(1), paramEsts(2)))) 

t=sort(t)'; 

p1=paramEsts(1); 

p2=paramEsts(2); 

%% Hesaplamalar 

[h,p,ksstat,cv] = kstest(t,[t ((G(t,p1, p2)))]) 

AIC=-2*llikelihoodest+2*length(paramEsts) 

AICC=AIC+2*((length(paramEsts)+1)*length(paramEsts))/(length(t)-

((length(paramEsts)+1))) 

BIC=-2*llikelihoodest+log(length(t))*length(paramEsts) 
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Ek 9 Veri Setlerinin Histogramları için Matlab 2013 Programında YazılmıĢ 

Program Kodları (Wheaton Nehri Su TaĢkını Veri Seti Örneği) 

clc 

clear all 

close all 

x1=[1.7 2.2 14.4 1.1 0.4 20.6 5.3 0.7 13.0 12.0 9.3 1.4 18.7 8.5 25.5 11.6 14.1 22.1 1.1 

2.5 14.4 1.7 37.6 0.6 2.2 39.0 0.3 15.0 11.0 7.3 22.9 1.7 0.1 1.1 0.6 9.0 1.7 7.0 20.1 0.4 

14.1 9.9 10.4 10.7 30.0 3.6 5.6 30.8 13.3 4.2 25.5 3.4 11.9 21.5 27.6 36.4 2.7 64.0 1.5 

2.5 27.4 1.0 27.1 20.2 16.8 5.3 9.7 27.5 2.5 27.0 1.9 2.8]'; 

n=length(x1); 

figure(1) 

[binheight,bincenter] = hist(x1,15); 

h = bar(bincenter,binheight,'hist'); 

set(h,'facecolor',[.9 .9 .9]); 

hold on 

xd = get(gca,'XLim'); 

xgrid = linspace(xd(1),xd(2),1000); 

binwidth = (bincenter(2)-bincenter(1)); 

n1=1; 

MarkerEdgeColors=jet(n1);  Markers=['o','x','+','*','s','d','v','^','<','>','p','h','.',... 

'+','*','o','x','^','<','h','.','>','p','s','d','v',... 

'o','x','+','*','s','d','v','^','<','>','p','h','.']; 

renk = char('b','r','g','k','m'); 

hold on 

linestyles = cellstr(char('--',':','-',':','-.','.','.-','*-','o')); 

a1=13.0532;b1=0.5543; 

h_1=(n*binwidth)* exppdf(xgrid,a1).*(1+b1*((1-expcdf(xgrid,a1)).*(1-

3*expcdf(xgrid,a1)))+((b1^2)*((1-expcdf(xgrid,a1)).^3).*(1-5*expcdf(xgrid,a1)))); 

plot(xgrid, h_1,linestyles{1},'Color',renk(4),'linewidth',1.5);hold on 

a2=9.2190; b2=-1.5056; 

h_2= (n*binwidth)*  exppdf(xgrid,a2).*(1-b2+(1 

expcdf(xgrid,a2)).*(2*b2-2*b2^2+3*b2^2*(1 

expcdf(xgrid,a2)))); 

plot(xgrid, h_2,linestyles{2},'Color',renk(4),'linewidth',1.5);hold on 

a3=12.2042; 

ust=(n*binwidth)* exppdf(xgrid,a3); 

plot(xgrid, ust,linestyles{3},'Color',renk(4),'linewidth',1.5); 

hold on 

  

xlabel('Su Taskini Olcumleri','FontName','Times','FontSize',12) 

ylabel('Frekans','FontName','Times','FontSize',12) 

legend('', ' h_1(t) ' , 'h_2(t)' , 'Ustel Dag.') 

 

  


