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Istatistikte veri modellemesinin yapilabilmesi igin bazi klasik dagilimlarin yetersiz
kalmasi, yeni dagilimlarin elde edilmesi ihtiyacin1 dogurmustur. Bu ihtiyacla birlikte
bilinen dagilim ailelerinin genisletilmesi ile ilgili yapilan ¢aligmalar giiniimiizde giderek
artmaktadir. Bu tez ¢alismasinda da, iki boyutlu Ali-Mikhail-Haq kapula ailesi, tek
boyutluya indirgenerek elde edilen dagilimlarin hangi kosullarda birer dagilim
fonksiyonu olma durumunu sagladiklar1 arastirilmistir. Elde edilen bu indirgenmis
dagilimlarin karakteristikleri incelenerek ¢esitli tahmin yontemleri ile parametre tahmini
yapilmigtir. Ardindan simiilasyon c¢alismasi yapilarak tahmin yOntemlerinin
performanslar1  karsilastirlmis ve yorumlanmistir. iki veya daha ¢ok boyutlu
dagilimlarin tek boyutluya indirgenmesi ile elde edilen yeni dagilimlar temel
dagilimlara gore daha esnek olmaktadirlar. Bu esneklik ise dagilimlarin farkli veri
setlerini modelleyerek cesitli alanlarda kullanilabilecegine isaret etmektedir.
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1. GIRIS

Dogadaki olaylarin gézlenmesi sonucu ¢ok sayida veri seti elde edilmektedir. Bu
verileri modelleyebilmek i¢in literatiirde bilinen dagilimlarin yani sira son yillarda farkli
teorilere dayandirilarak (bilesik dagilimlar, karma dagilimlar, dontistiirilmiis dagilimlar
gibi) yeni dagilimlar elde edilmistir. Bu dagilimlar elde edilirken de yeni parametre ya
da parametreler ortaya ¢ikmaktadir. Bu durum asil olan dagilimlarin daha esnek bir hal
alarak bazi uygun veri setlerini modellemede basarili olmalarini saglamistir. Karma
dagilim teorisine dayanan dagilimlar ilk defa Pearson (1894) tarafindan ele alinmais,
daha sonra Pollard (1934), Rao (1948), Cohen (1967), Everitt ve Hand (1981) gibi
arastirmacilarin yaptig1 calismalarla devam etmistir. Adamidis ve Loukas’in (1998)
onerdigi ve bilesik dagilim olan {istel geometrik dagilim ise daha sonraki yillarda elde
edilen yeni bilesik dagilimlara yol gosterici olma niteligi tasimaktadir. Kus (2007) ve
Barreto-Souza vd. (2010) de bilesik dagilimlar iizerine ¢alismalar yapmislardir. Son
yillarda adindan sik¢a soz ettiren bir diger dagilim tliretme yontemi ise doniistiiriilmiis
(transmuted) dagilim yontemidir. Shaw ve Buckley (2007) tarafindan ilk kez kullanilan
bu yontem, belirli bir formiil araciligr ile asil dagilimin yapisini degistirerek veri
setlerinin daha iyl modellenebilir olmasini saglamistir. Bu alandaki ¢alismalara 6rnek
olarak, Aryal ve Tsokos (2009), Merovci (2013) ve Yilmaz (2018) gosterilebilir.

Yukarida bahsedilen gesitli yontemlere ek olarak, bu tez ¢alismasi da iki boyutlu
dagilim ailelerini tek boyutluya indirgeyerek yeni dagilimlar tiiretme fikrine
dayanmaktadir. Bu ¢alismada iki degiskenli bagimlilig1 konu edinen kapula teorisinden
yola cikilarak yeni dagilimlarin Onerilmesi saglanmistir. Kapula, rasgele degiskenler
arasindaki stokastik bagimliligi karakterize eder. Ilk kez Hoeffding, 1940 ve 1941
yillarinda bagimlilik yapilar {izerine bazi ¢alismalar yapmistir. Kapula bilgisinin temel
sonucuna ise Sklar (1959) tarafindan ulasilmis olup, ¢ogu uygulamanin temeli olarak
goriilen bu 6nemli teoremin ispati ise, Schweizer ve Sklar (1974) tarafindan yapilmistir.
Nelsen (1999) ise Sklar’in teoreminin yararli ve daha yeni bir diizenlemesini yaparak
elde edilen bilgilerin giincellemesini yapmistir. 1990 yilinda La Sapienza
Universitesi’nde gergeklestirilen “Symposium on Distributions with Given Marginals”
adli bir sempozyumdan derlenen makale ve bildiriler 1991 yilinda bir kitap olarak

yayimlanmistir. Boylelikle kapulalar ile ilgili ¢alismalar bu yillardan sonra artarak



devam etmistir. Son yillarda da kapulalar ve bagimlilik {izerine yapilan g¢alismalar
finans, sigortacilik, aktiierya, yasam bilimleri gibi ¢esitli alanlarda yayginlasarak devam

etmektedir.

Iki veya daha ¢ok boyutlu dagilimlarda bagimlilik parametresi, dagilimin seklini
etkileyebilmektedir. Bundan hareketle ilk kez Ali vd. (1978) tarafindan Onerilen iki
boyutlu Ali-Mikhail-Haqg (AMH) kapula dagilim ailesi ele alinmis ve diagonal
(kosegen) boyunca kosullu dagilim yardimu ile tek boyutluya indirgenmistir. Boylelikle
var olan bagimlilik parametresinin tek boyutlu dagilima nasil bir esneklik kazandirdig

arastirilmistir.

Tez calismast kapsaminda yer alan konular alti bolimden olugmaktadir. Calismanin

boliimlere gore dagilimi asagida belirtildigi gibidir.

Tezin ilk boliimiinii olusturan giris kisminda, yapilan ¢alismanin genel hatlarini iceren

bir tanitim yapilmistir.

Calismada kullanilan tanim, teorem ve temel bilgilendirmelere ikinci bolimde yer

verilmis ve kullanilan yontemlerden bahsedilmistir.

Béliim 3’de yapilan arastirmanin adimlar su sekilde siralanmustir. iki boyutlu AMH
dagilim ailesinin 6zellikle tek boyuta indirgendiginde karmasik bir yapida olmasindan
dolay1 oncelikle ikinci dereceden Taylor serisine agilmis sekli ele alinmistir. Ardindan
(X,Y) ayni marjinallere sahip iki boyutlu rasgele vektor i¢in, Y <t verilmisken
kosegen boyunca X rasgele degiskenin dagilimi bulunmus, yani X <t icin dagilim
fonksiyonu elde edilmistir. Bu kapula ile elde edilen fonksiyonun dagilim 6zelliklerini
hangi kosullar altinda sagladig: arastirilmistir. Boliim 3, daha sonra temel dagilimlarin
ayni olmadig1 durumda da bu indirgemenin gegerli olup olmadiginin arastirilmasi ile
devam etmistir. Belirli kosullar altinda dagilim fonksiyonu olma 6zelligini tasiyan bu
yeni indirgenmis dagilimin temel dagilimi {istel alinarak karakteristikleri incelenmis,
cesitli tahmin yoOntemleri ile parametre tahmini yapilmistir. Ardindan simiilasyon
caligmas1 yapilarak parametre tahmin yontemlerinin performanslart karsilastirilmis ve

yorumlanmustir.



Bolim 4’de ise yine AMH dagilimi icin, ¥ <y verilmigsken X’in kosullu dagilim
fonksiyonu elde edilmistir. Daha sonra belirli durumlarda gesitli iki boyutlu dagilimlara
benzerliginden s6z edilmistir. Elde edilen dagilim fonksiyonunun ikinci dereceden
Taylor serisine agilmasiyla olusan fonksiyonun y — —oo iken, =1 <6 <1 ig¢in bir
dagilim fonksiyonu oldugu gosterilmistir. Ayrica bu boliimde bir diger arastirma konusu
olarak, 8 parametresi ig¢in herhangi bir 6n sinirlandirmanm yapilmadigi durumda da
ayni fonksiyonun bir dagilim fonksiyonu olup olmamasi durumu incelenmistir. Boylece
dagilim fonksiyonu olma kosulunu saglayan 8 doniisiim parametresi ig¢in yeni bir deger
aralig1 elde edilmistir. Bir onceki boliimdekine benzer olarak, bu ikinci indirgenmis yeni
dagilimin temel dagilimi iistel alinarak karakteristikleri incelenmis ve simiilasyon
calismasi yapilarak parametre tahmin yontemlerinin performanslari incelenmistir. Bu
calismada onerilen dagilimlarin temel dagilimlarinin istel olarak se¢ilmesinin sebebi,
iistel dagilimin doga olaylarina iliskin modeller gbéz Oniine alindiginda genis bir

kullanim alanina sahip olmasi ve basit istatistiksel yapisinin olmasidir.

Bir dagilimin belirli alanda elde edilen verileri daha iyi modellemesiyle o dagilimin s6z
konusu alanda daha etkin olarak kullanilabilecegi bilindiginden, bu kullanim alanlarinin
tespiti amaciyla besinci boliimde uygulamalara yer verilmistir. Giinliik yasamda
ulagilabilen gergek veri setleri iizerinde dagilimlarin veriye uygunlugu test edilmis ve
cesitli arastirmalar yapilmistir. Ustel dagilim ve dnerilen yeni dagilimlar i¢in gercek veri
setlerinin model uyarlamasi gesitli bilgi kriterleri yardimiyla irdelenmistir. Ilaveten bu

yorumlarin desteklenmesi amaciyla veri setlerinin histogramlarina yer verilmistir.

Son boliimde ise ¢aligmanin sonuglart degerlendirilmis ve yapilmasinin faydali olacagi

diisiiniilen yeni ¢alisma Onerileri verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER VE YONTEMLER

Bu boliimde oOncelikle tez galismasinda kullanilan kuramsal temel ve kavramlardan
bahsedilmis ardindan kullanilan ydntemlere deginilmistir. Oncelikle tek degiskenli
siirekli dagilimlar hakkinda bilgi verilerek bu dagilimlara ait bazi tanim, teorem ve
ozellikler anlatilmistir. Boylelikle bir alt boliimde yer alan iki degiskenli dagilimlarin
daha iyi anlagilmasi saglanmustir. iki degiskenli siirekli dagilimlara deginildikten sonra
kapula teorisi hakkinda bazi bilgiler verilmistir. Daha sonra caligmada kullanilan
dagilim aileleri ve parametre tahmin yontemlerinden s6z edilmistir. Son olarak,
simiilasyon caligsmalarinda kullanilan karsilagtirma kriterleri ve uygulama boliimiinde

kullanilan uyum iyiligi testi ve bilgi kriterleri agiklanmigtir.
2.1 Tek Degiskenli Siirekli Dagilimlara Dair Bilgiler

Marjinal (temel) veya kosullu dagilimlar1 olusturacak tek degiskenli dagilimlar
hakkinda saglam bir arka plan bilgisi olmadan iki degiskenli dagilimlar hakkinda elde
edilen bilgiler tamamlanamaz. Johnson vd. (1994, 1995) ’ne ait ansiklopedik yayinlarin
stirekli tek degiskenli dagilimlar hakkinda bugiine kadarki en kapsamli ¢calisma oldugu
soylenebilir (Balakrishnan ve Lai 2009).

Bu bolimde siirekli tek degiskenli dagilimlara ait bazi teorem, tanim ve ozellikler
verilecektir. Bu bilgiler, sonraki boliimlerde anlatilacak olan iki degiskenli dagilimlar

i¢in bir referans olacaktir.
2.1.1 Dagilim fonksiyonu, moment ¢ikaran fonksiyon ve momentler
Tek degiskenli dagilimlar i¢in dagilim fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir.

Tamim 2.1 Herhangi bir siirekli T rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu

F() = Pr(T<t) = f Q) dx (2.1)

olarak tanimlanir ve Teorem 2.1°de verilen 6zellikleri saglar.



Teorem 2.1 Herhangi bir T rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu F asagidaki

ozellikleri saglamaktadir.

i. F(—o)=0veF(+) = 1’dir.
ii. F azalmayan bir fonksiyondur. Yani a < b ise F(a) < F(b)’dir.
iii. F sagdan siireklidir. Yani lim,_,+(x + h) = F(x)’dir (Bain ve Engelhardt
2000).

Moment ¢ikaran fonksiyon Tanim 2.2°de verilmistir.

Tanmm 2.2 T bir rasgele degisken olmak {iizere, beklenen deger fonksiyonunun var

olmasi halinde,
My(u) =E(*T), h>0, —h<u<h (2.2)
fonksiyonuna T’nin moment ¢ikaran fonksiyonu denir (Casella ve Berger 2002).

Tamim 2.3 Herhangi bir n tam sayisi i¢in T rasgele degiskeninin n. merkezi olmayan
momenti u, = E(T") olarak, n. merkezi momenti ise u, = E(T — )" seklinde
tanimlanir. Burada birinci merkezi olmayan moment olan y = yll = E(T) beklenen

deger olarak, ikinci merkezi moment olan E (T — u)? ise varyans olarak bilinmektedir.

Bir rasgele degiskenin moment ¢ikaran fonksiyonunun bilinmesi, sz konusu rasgele
degiskenin momentlerine ulagilmasini saglar. Moment ¢ikaran fonksiyon yardimiyla T

rasgele degiskeninin momentleri Teorem 2.2°de verildigi gibi hesaplanir.

Teorem 2.2 Herhangi bir T rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu My (u)

olsun. Bu durumda n bir tam say1 olmak flizere; T rasgele degiskeninin n. merkezi

dn
— Mr(u) o

olmayan momenti u, = E(T") = M}")(O) olup, burada M}")(O) =

seklinde hesaplanir.



2.1.2 Yasam fonksiyonu

T, negatif olmayan siirekli bir rasgele degisken olmak {iizere, bir sistemdeki parcalarin
ya da nesnelerin yagam (sagkalim) siiresini gostersin. Buna gore herhangi bir nesnenin t

zamanindan sonra yasama olasilig1

S(t)=Pr(T>t) = f f(x) dx (2.3)

olup, yasam fonksiyonu olarak adlandirilir. Yasam fonksiyonu, lim,_. S(t) =0 ve
lim,_, S(t) = 1 ozelliklerine sahiptir ve artmayan bir fonksiyondur (Topgu, 2013).
Burada S(t) yasam fonksiyonu, herhangi bir birimin (0, t] araliginda hata vermeme

yani yasama olasilig1 olarak da ifade edilebilir (Yilmaz ve Topgu 2010).
2.1.3 Bozulma orani fonksiyonu

Bozulma orani, herhangi bir t anina kadar yasadig: bilinen bir nesne ya da parcanin
bundan sonraki (t,t + At] gibi kisa bir zaman araliginda bozulma olasiliginin oranidir.
Herhangi bir ¢t aninda bir nesnenin hala ¢alistig1 biliniyorsa, At araligi sonunda bozulma
olasilig1 P(t <T<t+ AtlT > t) olup, At = 0 igin limiti alindiginda t anindaki

bozulma oran1 r(t) ile gosterilsin. Bozulma orani,

lim

r@ =, OPr(t <T<t+At|T >1t)

seklinde yazildiktan sonra;

f(®)
= —= 2.4
(0 = 565 @4)
bigiminde elde edilir (Topgu 2013). r(t) = —%ln S(t) olup, bu da bozulma oran

fonksiyonunun yasam fonksiyonuyla da elde edilebilecegini gostermektedir (Yilmaz ve

Topgu 2010).



2.1.4 Ustel dagilim ve baz1 6zellikleri

X stirekli bir rasgele degisken olmak tizere A parametreli {istel dagilima sahip olsun ve
X~EXP(A) seklinde gosterilsin. Bu durumda, dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu;

f(x; 1) = 2e™, x > 0 seklindedir. Cogu zaman iistel dagilimin olasilik yogunluk

—X

fonksiyonu; f(x;a)z%eT, x>0 olarak kabul edilir. Burada yeniden

. . . 1 - o
parametrelendirme sézkonusudur yani A = - olmaktadir. Ustel dagilimin bu formunun

kullanim1 daha yaygindir. Bunun sebebi; X bir parcanin ya da nesnenin yasam
(sagkalim) siiresini temsil ediyorsa bu parcanin hayatta kalma siiresinin beklenen degeri
E(X) = a olmaktadir, bu da istel dagilimm bu formunun daha kullanigli olmasini

saglamaktadir. Dagilimm varyansi; Var(X) = a?’dir. Dagilim fonksiyonu ise

Fx;a) =1-— e_a_x, x > 0 ‘dir (Bain ve Engelhardt 2000).

Ustel dagilim, 6zel hallerde Gamma, Weibull, Rayleigh, Gumbel gibi birgok dagilima
denk gelmektedir. Ustel dagilimin carpiklik ve basiklik katsayilar1 sabit olup sirasiyla 2
ve 9 degerlerini alir (Balakrishnan ve Basu 1996).

X

Ustel dagilimin yasam fonksiyonu S(x; a) = e_7, x > 0 olarak bulunur. Bozulma orani

fonksiyonu ise r(x; @) = 1/a olarak hesaplanir.
2.2 iki Degiskenli Siirekli Dagilimlar ve Kapula Teorisi

Ayni tiir olaylar igeren olasiliklart hesaplamak ya da olasilik modellerini tartismak i¢in
yalnizca bir rasgele degisken kullanilir. Bu sekilde kurulan olasilik modellerinde tek
degiskenli dagilimlara bagvurulur. Baz1 durumlarda tek bir rasgele degiskenin aldigi
degeri gozlemlemek kullamsli olmayacaktir. Ornegin bir bireyin saghik durumu
hakkinda bilgi edinmek icin diizenlenen bir deneyde, bireyin sadece viicut agirligina
bakmak yeterli degildir. Bunun yerine viicut agirligina ek olarak ayni bireyden 6lgiilen
sicaklik, boy uzunlugu, kan basinct gibi Ol¢iim degerlerinin de alinmasi onem arz
etmektedir. Bu farkli karakteristikler de aym1 anda birden fazla farkli rasgele
degiskenlerle modellenebilir. Birden fazla rasgele degisken iceren olasilik modellerinde

ise ¢ok degiskenli dagilimlara bagvurulur. Bu caligmada yalnizca iki degiskenli siirekli



dagilimlar ele alinmigtir. Bu baglamda iki degiskenli ortak dagilim fonksiyonu Tanim

2.4°de verilmistir.

Tanmim 2.4 Olasilik yogunluk fonksiyonu f(x,y) olan (X,Y) iki boyutlu rasgele

vektoriiniin ortak dagilim fonksiyonu;

x ¥
Hx,y)=PX<x,Y<y)= f ff(tl,tz)dtldtz, X,y €ER (2.5)

seklinde tanimlanir (Hogg vd. 2005).
Iki degiskenli dagilim fonksiyonlar1 Teorem 2.3’de verilen 6zellikleri saglar.

Teorem 2.3 Iki degiskenli dagilim fonksiyonu olan H asagidaki oOzellikleri
saglamaktadir (Nelsen 2006).

i. H(x,—) = H(—o,y)=0ve H(+o0,+») =1
ii. H, 2-artan bir fonksiyondur (diktortgenler tizerinde pozitif degerli bir hacim

olusturmaktadir).

iii. F(x)=H(x,+o)veG(y) = H(+o0,y)’dir.

Iki degiskenli dagilimlarm kullanildigi modellerde ¢ofu zaman rasgele degiskenler
iliskilidir. Ornegin ayn1 bireye ait boy uzunlugu ve viicut agirhgr degiskenleri arasinda
bir iligki olmasi beklenir. Yani ayni bireye ait bir rasgele degiskenin aldigi degeri
bilmek diger rasgele degiskenin aldig1 deger hakkinda ipucu vermektedir. Ancak tam
olarak degerini bilmeyi saglamaz. Bundan yola ¢ikilarak Tanim 2.4’de verilen kosullu

olasilik kavramina deginilmektedir.

Tamim 2.4 Olasilikta temel amag, belirli bir deney gerceklestirildiginde herhangi bir A
olaymin gerceklesme olasiligin1  belirlemektir. Ancak, bazi durumlarda A’nin
gerceklesme olasilig, baska bir B olaymin gergeklesmesi veya gergeklesmemesi
durumundan etkilenecektir. Bu sekilde meydana gelen olasiliga, B verilmisken A’nin

kosullu olasilig1 denir ve P(A|B) ile gosterilir.



P(ANB) (2.6)

P(AIB) = —5

Burada P(B) # 0’dir (Bain ve Engelhardt 2000).

Kosullu olasilik iki degiskenli siirekli dagilimlar i¢in Tanim 2.5°da verilen kosullu

dagilim fonksiyonu ile ifade edilir.

Tanmm 2.5 Y =y bilindiginde X’in kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu f(x|y)

olmak iizere, Y bilindiginde X’in kosullu dagilim fonksiyonu,

b
P(X € [a,b]IY = y) = f fxly) dx 2.7)

seklinde tanimlanir (Hogg vd. 2005).

Bu bilgiler 1s181nda istatistik teorisinde rasgele degiskenler arasindaki iliski, bagimlilik
kavramiyla aciklanmaktadir. Bagimlilik, iki rasgele degiskenin ortak dagiliminin
parametreleri i¢in nokta tahmini, aralik tahmini gibi sonu¢ ¢ikarimlar1 yaparken sorun
teskil etmektedir. Bu sebeple bagimliligi acik sekilde ifade etmek onemlidir. Rasgele
degiskenler arasindaki bagimlilig1 agiklamak i¢in genellikle kovaryans kullanilir. Ancak
kovaryans bagimliligin sadece derecesini gosterebilirken matematiksel olarak
fonksiyonel yapisim1 ortaya koyamamaktadir. Ancak, matematiksel olarak bagimlilik
yapisini ortaya koymak “kapula” sayesinde miimkiin olmaktadir (Fisher 1997). Rasgele
degiskenler arasindaki bagimlilig1 karakterize etmek i¢in kullanilan kapula (copula), bag
anlamindan gelen “couple” kelimesinden tliremistir. Kapula, ortak dagilim
fonksiyonunun temel dagilim fonksiyonlar1 ve bagimlilik Olgiisii cinsinden ifade
edilmesini saglar. Bu Ozellik istatistik¢ilerin kapulalar1 arastirma konusu olarak ele
almalarinin en &nemli sebebi sayilabilir. Ozetle kapula, tek boyutlu temel dagilim
fonksiyonlarmi ve bagimlilik o6l¢iisiinii (parametre olarak) i¢inde barindiran ¢ok

degiskenli ortak dagilim fonksiyonu olarak da diisiiniilebilir.



Tamim 2.6 C kapula fonksiyonu C:I? — I ile tamimlanir ve asagida belirtilen kosullara

sahipse 2-boyutlu kapula (veya kapula) adin1 almaktadir. Bu 6zellikler;

i. Her (u,v) €I olmak iizere;
C(u,0)=Cc(0,v) =0veC(u,1) =u, C(1,v) =v.
il Her (ul,uz,vl,vz) €l ve U < Uy, V1 Sy igin,

C(up, v2) — C(up,v1) — C(uq,v2) + C(uq,v1) =0
bigiminde tanimlanmistir (Nelsen 2006).

Kisaca kapula, I = [0,1] araliginda degerler alan temel dagilim fonksiyonlarmi ¢ok
degiskenli ortak dagilim fonksiyonuna doniistiiriir. Iki boyutlu uzayda tanimli ortak
dagilim fonksiyonlari ile kapulalar arasindaki iligkiyi ortaya koyma agisindan &nemli

olan Sklar teoremi asagida verilmistir.

Teorem 2.4 (Sklar Teoremi) Temel dagilimlar1 F ve G olan iki degiskenli dagilim

fonksiyonu H ile gosterilsin. O zaman her x,y € R icin bir C kapulas1 mevcuttur ve

H(x,y) = C(F(x),G(y))

seklinde yazilmaktadir. Burada F ve G siirekli ise C tek olacaktir. Aksi halde C, F ve

G’nin deger kiimelerinin kartezyen c¢arpimi iizerinde tek olarak tanimlanmaktadir

(Nelsen 2006).

Literatiirde kullanilan, Clayton, Frank, Gumbel Barnett, Ali-Mikhail-Haq, Farlie—

Gumbel-Morgenstern, Gaussian gibi bir¢ok kapula dagilimlar ailesi mevcuttur.
2.3 Dagihim Aileleri

Calismada kullanilan iki boyutlu kapula aileleri ve tek boyutlu doniisim aileleri

hakkindaki 6zet bilgilere bu bdliimde yer verilmistir.
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2.3.1 Ali-Mikhail-Haq (AMH) dagilim ailesi

Bu dagilim ilk kez Ali vd. (1978) tarafindan kullanilmistir ve ortak dagilim fonksiyonu

F(x)G(y)

Hx,y)=P(X <x,Y<y) = 1-0(1-F®)(1-60))

1<0<1 (28)

seklindedir. Burada 6 parametresi X ile Y arasindaki bagimliligin bir 6l¢iistidiir. (2.8) ile

verilen ifade literatiirde Ali-Mikhail-Haq Kapula (AMH) ailesi olarak ge¢mektedir.
2.3.2 Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) dagilim ailesi

Iki degiskenli Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) dagilim ailesi, Morgenstern (1956),
Gumbel (1960) ve Farlie (1960)’nin g¢aligmalar1 sonucunda elde edilen bir dagilim

ailesidir.

H(x,y) =P(X <x,Y<y)

2.9
=F)GM[1+0(1-FX))(1-6(»)], -1<6<1 @9)

seklinde verilen dagilim ailesi FGM ailesi olarak adlandirilmaktadir. Lai ve Xie (2000),
FGM dagilim ailesini kullanarak pozitif karesel bagimlilik (PQD) adi altinda rasgele

degiskenler arasindaki bagimlilig1 ele almis ve yeni bir dagilim ailesi elde etmislerdir.
2.3.3 Marshall-Olkin dagilim ailesi

Marshall ve Olkin (1997) tarafindan 6nerilen Marshall-Olkin dagilim ailest;

BF(x)

1= F e+ g’

—00 < x < o, 0<p < (2.10)

seklindedir.
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2.3.4 Karesel doniistiiriilmiis dagilim ailesi
Shaw ve Buckley (2007) tarafindan onerilen doniistiiriilmiis (transmuted) dagilim,

H(x) = (14 0)F(x) — 6F (x)?
=F()[1+ 6F(x)], 6] <1 (2.11)

seklindedir. Burada 8 = 0 oldugunda H(t) = F(t) esitligi saglanmaktadir.

Bir doniisiim prosediirii kullanilarak elde edilen polinomial doniisiim ailesi de

literatlirde asagidaki sekilde verilmistir.
P cesitli parametreler igeren bir polinom olmak iizere,
Gpio(wW) =u+u(@d—u)P(u) (2.12)

seklinde verilen doniisiim formu polinomial doniisiim ailesi olarak ifade edilir (Shaw ve

Buckley 2007).
2.4 Parametre Tahmin Yontemleri

Bu béliimde tez ¢alismasinda kullanilan en ¢ok olabilirlik (ML), momentler (MOM) ve

en kiicilik kareler (LS) parametre tahmin yontemlerine deginilmistir.
2.4.1 En ¢ok olabilirlik (ML) tahmin yontemi

X = (Xy,Xy, ..., X;,) rasgele 6rnekleminin olasilik (yogunluk) fonksiyonu f (x; ) olmak
tizere, X =x  gozlendiginde 6 parametresinin bir fonksiyonu olan olabilirlik

fonksiyonu,

L(6; %) = l—lf(xi; ), 6e0 2.13)
i=1

seklinde hesaplanir.
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ML tahmin yontemi, ® parametre uzaymnda L(6;x) fonksiyonunu en biiyiik yapan 6

degerini 8°’nin ML tahmin edicisi olarak belirler. Yani 8°’nin ML tahmin edicisi;

0 = arg max L(6; x) (2.14)
0co

olarak ifade edilir. Ayrica (2.13) esitliginin dogal logaritmasi alinarak elde edilen log-
olabilirlik fonksiyonu, monotonluk 6zelliginden dolay1 olabilirlik fonksiyonu yerine

kullanilabilir. Log-olabilirlik fonksiyonu;

log L(6; x) = Z log f(x;; 0) (2.15)
i=1

olur. (2.15) esitligini kullanarak elde edilen ML tahmin edicisi

6 = arg maxlog L(6; x) (2.16)
feo

olarak bulunur.

Bazi durumlarda 8’y1 gozlem degerleri cinsinden ifade etmek miimkiin olmamaktadir.
Yani analitik ¢oziim bulunamamaktadir. Analitik ¢6ziim elde edilemediginde ML
tahmin edicisi bigimsel olarak bilinmemekte, yani orneklemin bir fonksiyonu olarak
acik bir sekilde yazilamamaktadir. Boyle durumlarda olusan optimizasyon problemi bir

algoritma ile ¢ozdiiriilerek ML tahmini elde edilebilmektedir.
2.4.2 Momentler (MOM) tahmin yontemi

0 = (64,6,,..,0,) €® olmak lizere r bilesenli (r =1,2,...) @ parametre vektori
tahmin edilmek istensin. X = (X1, X3, ..., X;;) rasgele ornekleminin olasilik (yogunluk)

fonksiyonu f(x;0) olmak iizere var olmasi halinde, dagilimin kitle momentleri
Eo(X*), k=1,2,... seklinde, drneklem momentleri ise m;, = rll — Xl-k , k=12, ..

olsun. Kitle ve orneklem momentlerinin ilk r tanesinin birbirine esitlenmesiyle

olusturulan
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91(0) = Eg(X) —my
92(0) = Eg(X*) —m,

gr(e) = EO(XT) - m,

denklem sisteminin ¢oziimii ile elde edilen tahmin ediciye 6’nin MOM tahmin edicisi

denir.

Elde edilme kolaylig1 acisindan ¢ogu zaman bir tahmin yliriitebilme 6zelligine sahip bu
yontemde, bazi tahmin ediciler 6rneklemin bir fonksiyonu olarak agik olarak ifade
edilememektedir. Boyle durumlarda olusan optimizasyon problemi bir algoritma ile
cozdiiriilerek MOM tahmini elde edilebilmektedir. Newton-Raphson algoritmasi da bu

baglamda MOM tahmininin elde edilmesi i¢in kullanilabilir.
Newton-Raphson algoritmast ile momentler tahmin yontemi:

Literatiirde analitik ¢6ziimii olmayan denklemleri ¢ozmek i¢in yaygin olarak Newton-
Raphson iteratif yontemi kullanilir. Newton-Raphson yoOntemi asagidaki gibi

agiklanabilir.

b clemanlar1 sabit bir vektér, B ise pozitif tanimli bir matris olmak ftizere, birinci

dereceden tiirevlenebilir herhangi bir fonksiyon,
u(6) = b + BO

olsun. Bu sekilde verilen u(@) fonksiyonu, 8* = —B~!b noktasinda minimum degerini

alir. Bu bilgiye dayanarak;

91(0)
0
9(8) = ng )

9-(0)
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fonksiyonunun herhangi bir 8% noktasi etrafindaki birinci dereceden Taylor agilimi,
90 =g(6) +6(6)(6 - 6©) +--

seklindedir. Yukaridaki bilgilerden hareketle g(@) fonksiyonuna (2.17)’deki yaklasim

saglanir.
g6 = g(6©)+6(6™)(6—0) (2.17)

Burada G (@) matrisi,

091 991 09y]
36, 06, a6,
09, 092 29>
G(0) =190, 00, 6,
agr 0gr  0g:
106, a6, a6,

seklindedir. (2.17)’de verilen yaklasim yardimiyla; 8* = 8 — ¢=1(6©)g(6©)
olarak elde edilir. 8*’1 kullanarak, 8® baslangi¢ degeri olmak iizere Newton-Raphson

adimlari,
it = 9® — g 1(0W)g(6®), i=0,1,2,..
seklinde ifade edilir.

O’nin, g(0)’yt minimum yapan noktaya yakin oldugu durumlarda; daha hizli bir
yakinsamanin saglanmasi bu yontemin avantajidir. Dezavantajlar1 ise parametre sayisi
cok fazla oldugunda G matrisinin tersinin bulunmasinin zorlasmasi, 8’nin g(8)’y1
minimum yapan noktaya yakin olmadigi durumlarda; G matrisi negatif tanimh

olabileceginden yakinsamanin gergceklesmemesi seklinde belirtilebir (Everitt 1987).
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2.4.3 En kiiciik kareler (LS) tahmin yontemi

X = (X1,X5, ..., X,,) rasgele Ornekleminin dagilim fonksiyonu F(x;8) olmak iizere,
X1, X2, ., Xp gOzlem degerlerinin kiigiikten biiytlige x(1) < x(2) < --- < X(,,) seklinde

siralandig1 diistiniilsiin. Bu gézlem degerlerine karsin deneysel (empirical) dagilim,

, x < X(1)

F(x) =

0
k
E’ Xy <X < X(j41) k=123 ..,n—1
1

, X 2 Xn)

olmaktadir. Burada x ) siral1 verilerdeki t.nci degeri gostermektedir.

LS tahmin yonteminde amag, hipotez olarak varsayilan dagilim (F) ile deneysel dagilim
(I:" ) arasindaki farklarin kareleri toplami1 olan

- 2
Q(0) = z (F(x(i)) 4 F(x(i)))

i=1

fonksiyonunu en kiigiik yapacak sekilde parametreleri tahmin etmektir. Daha agik bir

anlatimla, siralanmis gozlem degerleri g6z oniine alinarak 6°’nin LS tahmin edicisi

n

é = argminz (F(X(i)) - F(X(i)))z (218)

0eod =

olarak bulunur. Burada, F'(x(l-)) =F (F(x(i))) = n;-l-l olarak alinir (Giinay ve Yilmaz
2018).

2.5 Karsilastirma Kriterleri

Bu béliimde simiilasyon calismalarinda tahmin edicileri karsilastirmak i¢in kullanilan

Bias ve RMSE karsilastirma kriterlerine deginilmistir.
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2.5.1 Bias (Yan)

Bias, tahmin edicinin beklenen degerinin kitle parametresinin degerine olan uzakligini
ifade eder. Bir tahmin edicinin Bias degeri sifirsa, bu tahmin edicinin yansiz oldugu
sOylenir. Aksi durumda tahmin edici yanh olarak ifade edilir ve Bias degeri yan miktari

olarak degerlendirilir.

Herhangi bir 8 parametresinin bir tahmin edicisi T olmak tizere Bias degeri,

Biasg(T) = E¢(T) -0 (2.19)
seklinde ifade edilir.

2.5.2 Root mean square error (RMSE)

Istatistikte genellikle yansiz ve minimum varyansl tahmin ediciler tercih edilir. RMSE,
hata kareler ortalamasmin karekokii olarak ifade edilmektedir. Hata kareler
ortalamasinin kii¢iilk olmasi, hem tahmin edicinin yaninin hem de varyansinin kiigiik
olmasmi gerektirmektedir. Ancak bazen yanlilik degeri yeterli diizeyde gozardi
edilerek, kiiciik hata kareler ortalamasina sahip varyansi kiiclik ama yanli tahmin

ediciler tercih edilebilir.

Herhangi bir 8 parametresinin bir tahmin edicisi T olmak iizere RMSE,

RMSE,(T) = JE4 (T — )2

= \/Varg (T) + Biasi(T)

(2.20)

olarak ifade edilir. (2.20) esitligindeki toplanan ifadelerin her ikisi de pozitif olup,

2

RMSE,(T) ‘nin en kiiglik olmasi durumu T tahmin edicisinin Bias® ve varyans

toplamlarinin en kiiclik olmasini gerektirir.
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2.6 Uyum lyiligi Testi ve Baz1 Bilgi Kriterleri

Kolmogorov-Smirnov (K-S) uyum iyiligi testi, iyi bilinen ve yaygin olarak kullanilan

giivenilir bir testtir (Gupta ve Chen 2001). Sifir ve segenek hipotez matematiksel olarak

Hy: F(x) = Fy(x)
Hg: F(x) # Fy(x)

seklinde ifade edilir. Burada, incelenen veri setinin sahip oldugu dagilim fonksiyonu
F(x)’dir. Fy(x) ise uyum iyiligi testinin yapildigi herhangi bir dagilim fonksiyonu

olabilmektedir. D ile gosterilen K-S test istatistigi

D = sup|F, (x) — Fy(x)|
X

seklindedir. Burada E,(x) deneysel dagilim fonksiyonudur. Bu esitlik gdzlenen ve
beklenen degerlerin arasindaki mutlak farkin en biiyligii seklinde tanimlanmaktadir.
Hesaplanan D test istatistigi degeri Miller (1956) tarafindan verilen d,, ,, kritik degeri ile
karsilastirilir. Eger D > d,, ,, ise sifir hipotezi reddedilir. Bu ¢alismada @ = 0.05 olarak

alinmustir.

K-S testinin dezanavtajlarindan birincisi, test istatistigi (D) kesikli bir dagilima sahip
oldugundan dolay1, 6rneklem ¢ap1 yeterli biiytikliikte olmadiginda Tip I hatanin istenen
seviyeye (a) yakin olmamasi durumudur. Ikincisi ise dagilimm parametrelerinin
orneklemden tahmin edilmesi gerektiginde, K-S testinin giivenilir sonuglar vermedigidir
(Wilcox 2005). Ancak genel olarak tablolastirilmis kritik noktalar kullanilirsa bu
anlamda bu test istatistigini kullanmanin her hangi bir sakincas1 yoktur (Adhikari 2014).
Bu baglamda Lilliefors (1969), istel dagilim i¢in Monte Carlo simiilasyonu (Tekrar
say1s1:1000, a=0.05) yaparak, c¢alismasinda K-S test istatistiginin Tip I hatalarini
gosteren sonuglara yer vermistir. Calismasinda 6rneklem biiyiikliigii arttikca Tip 1 hata
olasilig1 diiserek, tistel dagilim i¢in N > 9 oldugu durumlarda elde edilen degerlerin

neredeyse sabit oldugunu belirtmistir.
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Bilgi kriterleri, istatistik literatiiriinde farkli modellerin karsilagtirilmasi ig¢in kullanilir.
Akaike Bilgi Kriteri (AIC) ve Diizeltilmis Akaike Bilgi Kriteri (AICc) en yaygin
kullanilan bilgi kriterleridir. AIC, modellerin karmasikligin1 dikkate alan ve parametre
fazlaliginm1 cezalandiran optimal bir bilgi kriteridir. Ayrica bu kriter basit ve ¢ok
yonliidiir (Bozdogan 1987). Ornek cap1 (gdzlem sayis1) yeterince biiyiikse Akaike
(1974) tarafindan onerilen AIC kriterini kullanmak yeterlidir (Snipes ve Taylorn, 2014).
Aksi durumda AIC yerine Sugiura (1978) tarafindan 6nerilen AICc kullanilmasi tavsiye

edilmistir.

Bu kriterler veri setine uygun oldugu diisliniilen modeller arasinda se¢im yapabilmek
icin her bir model i¢in kullanilan parametre sayisina, gozlem sayisina ve olabilirlik
fonksiyonu degerine gore AIC ve AICc olarak isimlendirilen belirli ceza degerleri
atarlar. k parametre sayisi, n gozlem sayisit ve L olabilirlik fonksiyonu olmak fiizere,

AIC ve AICc degerleri sirasiyla asagidaki esitlikler yardimu ile hesaplanir.

AIC = —2logL + 2k

2k(k + 1)

AlCc = AIC + ———=
Cc C+(n—k—1)

Kullanilan modeller i¢inde en kiiciik AIC veya AICc degerlerini veren model ilgili

kritere gore en iyi model olarak degerlendirilir.
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3. ALI-MIKHAIL-HAQ DAGILIMI iLE ELDE EDIiLEN YENi TEK BOYUTLU
DAGILIM

(2.8) esitliginde verilen AMH dagilim ailesinin karmasik bir yapida olmasindan dolay1

birinci dereceden Taylor serisine agilmis sekli ele alinsin. Bu esitlik

PX<x,Y<y)=H(y)
=F)GO)[1+0(1-Fx)(1-6()]

3.1)

olmaktadir. Taylor agilimi sonucunda (2.9)’daki FGM dagilim ailesi burada kolaylikla
elde edilebilmektedir.

Ikinci boliimde verilen kosullu dagilim fonksiyonu bilgisi altinda iki boyutlu AMH

dagilim fonksiyonu i¢in ¥ < t verilmisken X < t “nin kosullu olasiligy;

F(t)
1-0(1-F®))(1-6(v))

HE) =PX <ty <t) =

olarak bulunur. Bu kosullu dagilim fonksiyonunun ikinci dereceden Taylor agilimi

sonucu ortaya ¢ikan ifade,

H*(t) = F(b) [1 +0(1-F®)(1-G6(®) + (9(1 —F@®)(1- G(t)))z]
olur.

Gosterim kolaylig1 agisindan F =1—F(t), G=1—-G(t) ve H* = H*(t) olarak

gosterilecek olursa bu ifade,
H* =F[1+60FG + (OFG)?] (3.2)

bi¢ciminde yazilabilir.
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F ve G temel dagilim fonksiyonlariin birbirinden farkli oldugu durumda elde edilen H*

fonksiyonunun bir dagilim fonksiyonu oldugu disiiniilsiin. (3.2) esitliginde t € R
oldugu kabulu altinda sozde olasilik yogunluk fonksiyonu olan h*(t) = %H *(t)
fonksiyonunun sekli incelensin. Herhangi iki rasgele degisken olan X ve Y sirasiyla
X~Weibull(B,n) ve Y~Weibull(4,y) olsun. (3.2) esitligi goz Oniine alinarak farkli

parametre degerleri ile ¢izdirilen sézde olasilik yogunluk fonksiyonu grafikleri Sekil

3.1’de verilmistir.

0.12 T T T T T T T T T

011 ]
t ——— 8=0.05; B=5: N=0.001; A=0.1; y=1

! - — —8=0.1; B=5; n=0.03; A=1; =5
0.08f | © 8=-0.05: B=9; =5 A=T; y=11 1
1 *  0=-0.9; p=9; n=7; A=9; y=15
0.06f | .

h (Y

0.04 1 Lt

0.02

-0.02

/
1
05 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

-0.04 L
0

t
Sekil 3.1 Temel dagilimi Weibull olan H*(t)’nin farkli parametre degerleri ile
¢izdirilmis, sdzde olasilik yogunluk fonksiyonu grafikleri

Sekil 3.1 incelendiginde verilen parametre degerleri i¢in gosterilen fonksiyonlar,
olasilik yogunluk fonksiyonu degerinin negatif olmama kosulunu saglamamaktadir.
Boylece F ve G temel dagilim fonksiyonlariin birbirinden farkli oldugu durumda elde
edilen H*(t) fonksiyonunun dagilim fonksiyonu olup olmadigi tartisma konusu
olabilmektedir.

F ve G temel dagilimlarinin birbirine esit oldugu fonksiyon ise

Hy(t) = F(O) [1+ 0F2(t) + (Bﬁz(t))z] (3.3)
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seklindedir. Ele alinan (3.3) ifadesinin t € R oldugu kabulu altinda dagilim fonksiyonu

ozelliklerini saglayip saglamadigi asagida kontrol edilmistir. Buna gore,

() lim,,, Hy(t) =1 velim,,_, H;(t) = 0 ’dir.

F(t) bir dagilim fonksiyonu ve F(t) = 1 — F(t) de bir yasam fonksiyonu oldugundan

(1) acik olarak saglanir.

(i)  Hy(t), t€R i¢gin azalmayan bir fonksiyondur, yani Vt; <t, igin
Hl(tl) < Hl(tz)‘dir.

Dagilim siirekli bir dagilim oldugundan, ;—tHl (t) = 0 oldugunu gostermek yeterlidir.

Bunun i¢in (3.3) ifadesinde F(t) = u doniistimii yapilarak, bu doniisiim altinda tiirevin
isaretine bakilacaktir. ¢(u) = u[1 + 6(1 — u)? + 62(1 — u)*] olup bu ifadenin u ’ya

gore tiirevi,

d
Egb(u) =1+6(1-uw)?+6%(1—w?*—20u(l—u)—40%u(l —u)d (3.4)
seklindedir.

0 < 0 icin tlirev fonksiyonunun isaretini kontrol edelim. Bu durumda (3.4) ifadesi

yeniden diizenlenirse,

oW =[14+60(1-uw??-60(1—-u)?—-20u(l—u)—46%u(l —u)?

=[1+6(1-u)?*-6(1—u)?[1+46u(l—u)] (3.5)

elde edilir. Asagidaki esitsizlikler tiirevin isaretini belirlemede yardimci olacaktir.

( g) =u(l—-u)
' 1
g(u)=1—2u=0:u=§
3 g W)=-2<0
1 1
u=y L(;mg(u)—4

\ maksimumdur.
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Buna gore,

1
u(l—u)szz4u(1—u)gl
=>1+460u(l—-u)=6+1

esitsizligi (3.5) nolu tiirev ifadesinde kullanilsin. Bdylelikle (3.5) ifadesi i¢in bir alt sinir

asagidaki gibi elde edilir.
¢ (W) =[1+6(1—-w??+[-0(1—w)?1+6)] (3.6)

(3.6) esitsizliginin sagindaki her iki toplam pozitif oldugundan tiirevin isareti de

pozitiftir.
6 > 0 icin (3.4) ifadesi uygun olarak diizenlendiginde,
(W) =1+60(1—-u?[1—-40u(l—u)]+6%(1 —u)*—26u(l —u)

seklinde yazilir. 1 —40u(l —u) =1 -6 ve —20u(l —u) = —% esitsizlikleri yardimi

ile tiirev ifadesi i¢in bir alt sinir;

d)'(u) >1+60(1-w?(1-6) +92(1—u)4—§

= (1 —g) +(0(1-w?(1-0)+ (6*1 -
>0

olup, esitsizligin sagindaki her ti¢ toplam pozitif isaretli oldugundan ¢ fonksiyonu,

6 > 0 icin u da azalmayandir.

Boylece 6 € [—1,1] i¢in ¢ fonksiyonu u da azalmayandir yani ;_tHl (t) = 0 dr.
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(ilf)  Hy(t) sagdan siireklidir, yani € > 0 sayisi igin lim,_o H{(t + &) = H{(t) dir.

F(t) bir dagilim fonksiyonu oldugundan bu 6zellik de saglanir.

Bu ii¢ 6zellik saglandigindan, (3.3) ile verilen ifadenin bir dagilim fonksiyonu oldugunu

sOylemek miimkiindiir.

H, (t) dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu;

hi () = f(b) Kl +0F (t) + 62F4(t)> — 20F()F(t) <1 +20F (t))l (3.7)

t €R,0 € [—1,1] seklinde elde edilir. S6z konusu dagilimin yasam fonksiyonu ise

daha once verilen (2.3) esitligi yardimiyla;

2
F(t) (1 +OF (6) + <9F2 (t)> )]

=F(t) (1 — OF (H)F(t) — 92F(t)F3(t)> (3.8)

S () =1-

olarak bulunur.

(2.4) ile verilen esitlik gbz Oniine alinarak H;(t) dagiliminin bozulma orani fonksiyonu

ise,

[10) l<1 +OF (0) + 92F4(t)> _20F(DF(D) (1 + zefz(t)>l

r(t) = (3.9)

F(o) (1 —OF(OF () — 92F(t)F3(t)>

olarak elde edilir.
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3.1 Temel Dagilim Ustel Olan H,(t) Dagiliminin Baz1 Karakteristik Ozellikleri

Bu bolimde elde edilen H;(t) dagiliminin temel dagilimi tstel alinarak, moment
cikaran fonksiyonu, momentleri, varyansi, basiklik ve carpiklik gibi karakteristik

ozellikleri elde edilecektir. Temel dagilimi tistel olan dagilim fonksiyonu,

Hy(t) = (1— e o) [1 +0 (e‘t/ac)2 + 62 (e_t/a)4] (3.10)
seklindedir. Dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu;

hy(£) = ée_t/a |1—20e7"/a + 30"/ —40% e + 56%¢ " "/a| (3.12)

t >0; a > 0; 6 € [—1,1] olarak bulunur. Buradan moment ¢ikaran fonksiyon i¢in;

Mr (W) = E(e"")

“+oo

2 2
= f et <le_t/a —ﬁe_z%f +ﬁe_3t/a —ﬂe_%/a +£e_5t/a>dt
a a a a a

olup, integralin ¢oziilmesi ile,

Mo () = 1 26 36 40* N 56* 1 (3.12)
Tu_l—a'u 2—au 3—au 4—au 5-—au’ u a '

elde edilir. Bulunan moment ¢ikaran fonksiyon,

seklinde yazilabileceginden;
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w; =1, wy =—0,w3 =0, wy = —0?%, ws = 62 katsayilar1 gdstermek iizere ve ayni

1 1 1
Zamanda’ 1—au = MUstel () (u)’ 1—%u - MUStel (%) (u)’ 1—%u - MUstel (%) (u)’
1 1 - )
@ =M Ustel (%) (u) ve @ =M Hstel (%) (u) olacagindan, moment ¢ikaran fonksiyonu

bu bilgiler dogrultusunda lineer kombinasyon bi¢iminde ifade edebilmek

miimkiindiir. Yani moment ¢ikaran fonksiyon,

5
Mr() = ) @My ()W) (3.13)
j=1 !

seklinde yazilabilmektedir.

H;(t) dagilimmin yasam ve bozulma orani fonksiyonlarmin genel formu daha 6nce
sirastyla (3.8) ve (3.9) esitlikleri ile bulunmustu. Dolayisiyla H;(t) dagilimmin temel

dagilimi tstel alindiginda yasam fonksiyonu,

S5 =1- l(1 - e_t/a) [1 +0 (e“f/a)2 + 62 ({%)4”
=¢ /a [1 - (1 - e_t/a) (He_t/a + 926—3%)] (3.14)
olup, bozulma oran1 fonksiyonu da,

Lo [1 —20e e + 300 e — 4g2e a4 5926_4t/“]
t) ==
n e[l (1 e e) (e Ta 1 07 )]

_1-26e e +30e e — 46%¢ /a4 502 /a (3.15)
 ali—(1—ea)(Be e + 6267 a)]

seklinde elde edilir. Buna gore bozulma orani fonksiyonu igin,

T 20e a1 30l — 402 a £ 50%¢ e 140 + 62
mr =1m =
t—0 t—0 (X[l — (1 — e_t/a)(He_t/a + 923_3t/a)] a
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ve

T 20e /a4 30e e — 4020 4 502 1
mr = 11m =-
t=0 t—00 a[t = (1 —e "/a)(8e™ /a + 62e )] a

olarak bulunur.

3.1.1 H{(t) dagiliminin momentleri

Birinci merkezi olmayan moment, elde edilen moment ¢ikaran fonksiyonun birinci

tiirevinin alinip, u yerine sifir konulmasi ile

I d
=—M
M1 du r(u) -
,_d 1 20 i 30 462 A 502
Hl_du l—-au 2—au 3—au 4—au 5-—au .
a 20« 360« 40%q 50%a

T (1-aw? (2-au)? y B -—au)? (4-—au)? + (5 — au)?

u=0

olarak elde edilir. Daha farkl1 bir gésterim ile ifade edilecek olursa birinci moment;

u=0

olarak elde edilir. Yani
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/ 6 6*
E(T) = I =a<1—g—%> (316)

seklindedir.

Bulunan beklenen deger ifadesinin iistel dagilimin ortalamasi olan a ile iliskisini

gostermede asagidaki aciklamalar yol gdsterici olacaktir. (3.16) ifadesine bakilirsa,

2 2
1 —%—Z—O <1 durumunda E(T)<a ve 1 —%—z—o > 1 durumunda ise E(T) > «a

olacaktir.

. 2
Oncelikle E(T) < @ olmasi durumu incelensin. Bu durum, %+Z—O > 0 oldugunda

saglanir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa, 2yl [%+ 0] ifadesi elde edilir. Bu

6 20 20
ifadenin pozitif olmasi goriilecegi tizere, 6 € (0,1] oldugunda saglanmaktadir. Benzer

sekilde E(T) > a durumu ise, 2%[%+0] < 0 oldugunda saglanmaktadir. Bu ise,

0 € [—1,0) kosulu ile ger¢ceklesmektedir. Sonug olarak,

0e[-1,00=E(T)>a
=0 SE(M) =a
0e(01] =>EM<a

elde edilir. ikinci merkezi olmayan moment, moment ¢ikaran fonksiyonun ikinci

tiirevinin alinip u yerine sifir konulmasi ile,

. d?
H2=WMT(U)
u=0
. d? 1 26 36 462 562
H2:duz[1—au_Z—a:u-I_S—a:u_4—au+5—aul 40
2a? 40 a® 60> 8622 1002 a?

- (1-au)? (2-au)? + G -au)’ (4-au)’ + (5 — au)?3

u=0
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olarak elde edilir. Yani

E(T?) =y, = 2a? <1 ——— —) (3.17)

olur. Dagilimin varyansi ise (3.16) ve (3.17) esitlikleri yardimiyla;

Var(T) = E(T — p)? = E(T?) — [E(T)]?

_u2(y_56_98° L8 e\
- o 36 400) |* 6 20

_ < 6 4902 63 64 ) (3.18)

1+ 15+ 1800 " 60 200
olarak bulunur.

Elde edilen varyansin, {istel dagilimin varyansi olan a? ile iliskisi icin (3.18) ifadesi

dikkate al (1 += +4992 " _ 94) < 1 durumunda V(T) < a? ve (1 + 24
Ikkatc gagsil. 1800 60 400 18

4967 _ 97 _ 94) > 1 durumunda ise V(T) > a? olur.
1800 60 400

Oncelikle V(T) < a? olmasi durumu incelensin. Bu durum,

0+49‘92 A o —— (200 + 986 — 6062 — 963)
18 1800 60 400 3600

3600(33+98(1+9)+60(1— 62)+9(1-6%))<0

olup bu esitsizlik 8 € [—1,0) i¢in gegerlidir.

Benzer sekilde V(T) > a? kosulu 6 € (0,1] olmasi durumunda saglanir. Buradan

hareketle,

0 € [-1,0) = V(T) < a?
0 € (0,1 =V(T)>a?
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=0 = V(T) = a?

oldugu sonucuna varilir.Ugiincii merkezi olmayan moment,

, d?
W3 = WMT(U)
u=0
,_dP 1 26 39 40* N 56°
B =g |T—au 2—au 3-au 4-au 5-au o
. 6a’ 1200’ N 186a’ 246%a’ N 306%a’
T (d-—awt Q2-aw?t B-aw?t* “G-aw)* (5-aw) 40
— e’ 30a3 N 20a®  36%a3 N 66%a3
- Ty 9 32 ' 125
et |r 3% 1896* (3.19)
~ N 216 8000 '
olup, dordiincii merkezi olmayan moment ise;
, 4
Hy = WMT(U)
u=0
,_db [ 1 206 36 46* N 562
M= 1 —au 2—au 3—au 4—au ' 5—au 40
_ 24a* 480a* N 720a*  960%a* N 1200%a*
T (l-aw)® 2-aw)’ GB-auw)’® “-aw)’ (5-au)’ 40
gt ] 278 8816° (3.20)
- o 1296 160000 '
seklindedir.

Elde edilen H, (t) dagiliminin merkezi momentleri hesaplanmak istensin. ikinci merkezi

moment E(T — u)? = u, olacagindan daha énce (3.18) esitliginde gosterilmistir.

n

Ugiincii ve dordiincii merkezi momentler ise; (a + b)" = [ k=0 ( K

)akb"-k] seklinde

bilinen binom agilim1 yardimiyla asagidaki gibi bulunmaktadir.
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u kitle ortalamasini gostermek iizere;

> Q]

k=0

=23: E[T*])(=w)*7*

=0

g) (—u)° + (i) E(T)(—pn)?* + (;) E(TH)(-w) + (g) E(T?)

E(T—w?=pyu; =E

=

I
e

oldugundan,

3 3
2 2
E(T—p)?d=u;=|-a 1—9—9— +3|a 1—9—0—
6 20 6 20
veat (1.5 962 68 v eat (1350 189672
® 36 400/)\ ¢ 6 20 « 216 8000
(1 8\ ey 50 _96%\( 6 ¢
- ca 6 20 Y 36 400 6 20

0 6 6% 62
+6a3 (1 —=—4+———+—

(3.21)

8 27 64 125
olarak elde edilir.

Dordiincii merkezi moment ise benzer sekilde;

4 4

E(T - u)“—m—E[z T"( ) "]=Z E[T*](—p)**
k=0 k=0

= (B + (N et + (B Ean w? + () e -w
+ (i) E(T*)

olur. Gerekli ifadeler esitlikte yerine konulup, diizenlemeler yapildiginda,
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4 4
E(T—w*=u, = 1 6_¢ 4 1 0_¢
WE=Hh =\« 6 20 ® 6 20
2
viof (158 962 0 L
“ 36 400 @ 6 20
calear (13252 1896° L8 6°
@ 216 8000 @ 6 20

970 88192>

24a* (1 - —
Teta ( 1296 160000

olup, dordiincii merkezi moment;

o 02\* 50 962 6 62\°
st = st (122 o ran(s 22,0 )

6 20 36 400 6 20

350 18962 A
_oaat (1229 AV "G 3.22
- <1 216 8000)(1 6 20) (3.22)

+oagt(1- 278 8816%
y 1296 160000

olarak elde edilir.
3.1.2 H,(t) dagilhiminin basiklik ve ¢arpikhigi

Daha o6nce (3.21)’de hesaplanan ii¢lincli merkezi moment, standart sapmanin iiglincii
kuvvetine boliiniirse ¢arpiklik dlciisii elde edilmis olur. Momentler yardimiyla ¢arpiklik

Olgiisii,

E(T—w® i
o’ (M2)3/2

Bl (a, 9) =

seklinde hesaplanir.

Belirli bir @ degeri i¢in, sozgelimi @ = 1 alinarak, temel dagilimi iistel olan H;(t)

dagiliminin ¢arpikligy;
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2(1-2-2) —6(1-2-2) (1-2-2) 46 (1-2+ £ - T+ 1)

3
4902 @3 94)/2

6
14—+
( 18 1800 60 400

_2(=276° —2706° — 96* + 287063 + 1263967 + 330006 + 216000)
(—96% — 6063 + 9862 + 2006 + 3600 )°/2

(3.23)

olarak elde edilir. Goriildigii tizere, Hy (t) dagiliminin ¢arpikik katsayisi tistel dagilimin

parametresine («) bagli degildir.

2.4 T T T T

23 ——— H, ) Dagilim 7

29k Ustel Dagilim pa

21K P _

—
-
"

1.4 1 1 1 1 1
2 -1.4 -1 045 0 0.8 1

[:}

Sekil 3.2 Ustel dagilim ve H; (t) nin garpiklik grafigi

Sekil 3.2°de H;(t) dagilimin garpiklig1 ve tek parametreli tistel dagilimin ¢arpikligr ile
beraber ¢izdirilmistir. Ustel dagilimim garpiklik degeri 2 oldugundan asimetrikligin bu

degerle karsilagtirilmasi saglanmistir.
S6z konusu dagilimin ¢arpikligi icin, & > 0 iken iistel dagilima gore daha saga carpik,
0 < 0 iken tiistel dagilma gore daha sola ¢arpik oldugu sdylenebilir.

Dagilimin basikliginin hesaplanmasi i¢in, daha once (3.22)’de hesaplanan dordiincii
merkezi moment, standart sapmanin dordiincii kuvvetine boliinmesiyle elde edilir.

Boylelikle dagilimin basikligi,
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E(T —p)*
B,(a,0) = (U4M) :(:24)2

olmak tizere, « = 1 iken H; (t) nin basiklig1,

o o\* 50 902 o 62\°
8,(1.6) _3(-5-%) +2(1-F-) (1-5-5)
e (1+L 480 0oty
18 1800 60 400
2 2 2
24(1_35_9_1899 )(1_9_9_)_24(1_ 976 _ 88160 )
_ 216 8000 6 20 1296 160000
o | 4902 03 9+\?
(1+E+1800 _E_E)
8,(1.6) 3(—816% — 1080607 — 18360° + 153600° — 170320* — 5314406°%)
2\H =

(96" + 606° — 9862 — 2000 — 3600)°
(3.24)

3(218415262 + 104800006 + 38880000)
(96* + 6003 — 9862 — 2000 — 3600)2

seklinde bulunur. Goriildiigi tizere, Hy (t) dagilimimin basiklik katsayisi tistel dagilimin

parametresine («) bagh degildir.

10.5 T T T

10F ———Hl(t) Dagilirm -~ e

Ustel Dagilim -

Basikhk
oo
T
AN
1

55 1 1 1 ! !
-2 -1.5 -1 05 1] 0s 1

Sekil 3.3 Ustel dagilim ve H; (t)’nin basiklik grafigi

Sekil 3.3’de temel dagilimi iistel olan dagilimin basikligt ve tek parametreli iistel
dagilimin basikligt ¢izdirilmistir. Burada 6 > 0 oldugunda dagilimin basiklig: iistel

dagilimin basikligindan daha biiyiiktiir. Bu durumda dagilimin iistel dagilima gore daha
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dik bir dagilim oldugu sodylenebilir. 8 < 0 oldugunda ise dagilimin {istel dagilima gore

daha basik oldugu soylenebilir.

3.1.3 H{(t) dagilminin yapasi i¢in gorsel gosterimler

Bu bolimde temel dagilimi tdstel olan H;(t) dagilimmin sekli hakkinda fikir
edinebilmek amaciyla farkli parametre degerleri icin olasilik yogunluk ve bozulma orani
fonksiyonlarmin grafiklerine yer verilmistir. Ayrica, listel dagilima ait yogunluk ve
bozulma orani fonksiyonu grafikleri de bu gosterimlerle beraber ¢izdirilerek, farkliligin

bir arada gosterilmesi saglanmistir.

— 6=0.9, a=1
— — —6=0.3, a=1
6=-0.9, a=1 R

*  0=-0.3, a=1
— Ustel Dag.(o=1)

0 0.5 1 1.5 2 25 3

t
3 T T T T T T T
0=0.9, a=1
— — —0=0.3, a=1
8=-0.9, a=1
25 *  0=-03, o=1 |]
— Jstel Dag.(a=1)

X0

05 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0o 05 1 15 2 25 3 35 4

t
Sekil 3.4 H;{(t)’nin farkli 8 parametre degerleri i¢in olasilik yogunluk hq(t) ve

bozulma orani ry (t) fonksiyonlar1 (@ = 1)
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Sekil 3.4 incelendiginde hq(t) yogunluk fonksiyonu, t’nin kii¢iik degerlerinde 6’nin
negatif degerleri i¢in iistel dagilimin yogunluk fonksiyonuna gore daha basik iken t’nin
biiyiik degerlerinde ise 8’nin pozitif degerleri icin daha basiktir. Bozulma orani
fonksiyonu r;(t), t artttkga istel dagilimin bozulma oran1 fonksiyonuna
yaklasmaktadir. Ayrica 6’nin pozitif degerleri i¢in ¢izdirilen bozulma orani
fonksiyonlarmin, ¢t’nin kiigiikk degerlerinde iistel dagilimin bozulma oram
fonksiyonundan biiyiikk, t’nin biiyiik degerlerinde ise istel dagilimin bozulma orani
fonksiyonundan kiiciik olduklar1 goriilmektedir. 6’nin negatif degerleri i¢in tam aksi

durum s6z konusudur.
3.2 Temel Dagihm Ustel Olan H,(t) Dagihminin Parametre Tahmini

Bu boliimde, temel dagilimu iistel olan Hy (t) dagiliminin parametrelerini tahmin etmek

icin ML,MOM ve LS tahmin yontemleri incelenmektedir.
3.2.1 ML tahmin yontemi

Elde edilen dagilimin olabilirlik fonksiyonu (2.13) esitligi ile hesaplanacagindan,

(3.11)’de verilen olasilik yogunluk fonksiyonunun goz 6niine alinmast ile,

L(a0;8) = | [ neeo
i=1

n
1 IZiatb —t; —2t; —3t; —4t;
= 1_[[1—29e a4 30e " Va—ap%e Va4 50%¢ ]

i=1
seklinde bulunur. Buradan log-olabilirlik fonksiyonu,

n
Al t
logL(a,6;t) = —nloga—£

n
—t; —2t; =3t; —4t;
+Zlog(1—299t/a+399 Ve —a6% o +56% )
i=1

olarak elde edilir. Bu fonksiyonunun a parametresine gore kismi tiirevi,
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OlogL(a,H;g) n Z

oa a a2
.t —Ztl— -3 —
i a4 60-te Ve—12022e  fa+200%Le e
i —2t; =3t; —4t;
— 1—20e /a+39e o —402e o +502¢ a

olup, gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra,

alogL(a,H;g) n Zl 1t
da AN

- i _ti _Zti _3ti
: i e e (_29 +60e a—126% /a4 2002 /a)
@’ L 1 200 Ya + 30 a — 462¢a + 502¢ a

biciminde bulunur. Benzer sekilde, 6 parametresine gore kismi tiirev,

4 —2t =3¢ —4t;
dlogL(a 6;t) _ i —2¢ o 1+3¢ Va—gge  a+ 100 Va
9 i=11— 20¢ " a + 30 - 402 e 4 502¢ " a

o i -2 i -3 i
i e t/a (—2+3€ t/a_8ge t/a+1096 t/a)
L1 - 200 e +30e e — 462 a4 502¢ " a

olarak elde edilir. Kismi tiirev fonksiyonlarinin sifira esitlenmesi ile,

alogL(a ; t) +Z
—na

Ja
. (3.25)
—20 +60e a—120% a +200%e 3%‘)
+Z __ ___J_
1—20e Vo +30e e — 402> a +502¢ a

n _ti/ _ti/ —Zti/ _3ti/

. e 'a|—2+3e 'a—8fe a + 100e a
d lOgL(a, 9; E) _ Z ( ) —0 (326)

69 i=1 1-— ZQe_ti/a + 303_2ti/a — 4926_3ti/a’ + 5926_4ti/a

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ile parametrelerin ML tahmin edicilerinin
analitik ¢oziimii elde edilememektedir. Bu durumda log-olabilirlik fonksiyonunun

maksimizasyon problemi bir algoritma ile ¢6zdiiriilereck ML tahmini elde edilebilir.
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Sayisal ¢oziimiin elde edilmesinde Matlab 2013 programi kullanilmis ve ML
tahminlerini baglangic degeri belirleme stratejisine dayali olarak yakinsama yontemi ile
bulduran “mle” komutundan faydalanilmistir. Bu komut i¢in optimizasyon segeneklerini
iceren bir yapidan faydalanilmistir. S6z konusu bu yapi igeriginde amag fonksiyonunu
olusturan kisitlar ve karar degiskenlerini barindirmaktadir. Burada tiirev temelli

tekniklerden biri olan, kismi tiirevleri igeren “GradObj” isaretlenmistir.
3.2.2 MOM tahmin yontemi

fkinci boliimde verilen MOM tahmin ydntemi bilgisi goz oniine almsm. E(T) ve E(T?)

sirastyla (3.16) ve (3.17) esitlikleri ile verilen H;(t)’nin kitle momentleri ve m; =

1 1 «n .. . .. 6 62
7—122;1 t,my =~ Zi= L tl-2 orneklem momentleri olmak tizere, a (1 -z %) =m, Ve
Zaz(l—ﬁ—ﬁ)—mz—m olu m—%(l—g—ﬁ)—m + m? elde edilir
36 400 1 = m; olup, (1_g_£)2 36 400/ ~ 2 1 '
6 20

Buradan 6 igin dordiincii dereceden bir polinom elde edilmektedir. Bu bakimdan
parametrelerin - momentler tahmini  i¢in  Newton-Raphson  algoritmasindan

faydalanilmistir.

g1(a,0) =0
g2(a,0) =0

Newton-Raphson iteratif yontemi ile ¢Oziimiine ulasilabilir. g;(a,8) ve g,(«a,0)

Hy(t) dagiliminin momentler tahmin edicilerine, } denklem sisteminin

991 991
fonksiyonlarmin kismi tiirevleri alinarak G[(a,8)] = 6652 6652 matrisi elde edilip,
a0

buradan i. adim i¢in iterasyon esitligi;

Cl(i+1) B a(i) @ a® -1 gl(a(i),g(i))
[9<i+1>] - [9@ - [6l(=.02)]] 92(a®,60)

seklinde yazilir.
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(i+1)

Burada € > 0 i¢in; (+1)

(i+1) @)
[a(Hl)] [a(l)]H < ¢ ise iterasyon durdurulur ve ¢dziim [

a(1+1)

vektortidiir. Aksi halde iterasyon (i + 1). adimdan devam eder. Burada, ”[ (i+1)

)] . - : :
[g(:)]” = \/(“OH) — a®W)2 4 (9+D) — gD)2 geklinde hesaplanir.

2
(3.16) ve (3.17) esitlikleri yardimiyla, g{(a,0) = a (1 - % - 9—) —my ve g,(a,0) =

50 962 5 96
4a [1————] a? [————
36 400 18 100

olup, G matrisinin tersi bulunmak istensin. Buna gore,

2 2
2 (1- 2o D) (2 2) yae(1- 2 E) (4 2)
6 20 18 100 36 400 6 10

[ 5 96

[G[(a,H)]]_l _ 4 { I 1850 109092l
—4a 1

36 400

olarak elde edilir. Verilen bu bilgiler dogrultusunda iterasyon esitligi,

, g  g?
aWl1- - —-my

6 20

(i+1) (t)
@ g®
[9<i+1>] [9@ 61,0 , ( 5 99(02) (3.27)
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seklinde elde edilir. Boylelikle bu adimlarin hesaplanmasi ile MOM tahmin degerleri
Matlab 2013 programinda sayisal olarak hesap edilmistir.

3.2.3 LS tahmin yontemi

H;(t) dagilim fonksiyonu igin (2.18)’de verilen minimum yapilacak karesel ifade

2
— u(i))

n
—tg -2t -3t —4t; —5t;
=z[(1—e V9w yge  a—ge  Vetgze a—pg2e Wa)
i=1

g6zoniine alindiginda,

n

Q(a,6) = z <(1 - e_t(i)/a) ll +6 (e_t(”/a)z + 62 (e_t(”/a)4

i=1

2
L u(i)]
seklinde elde edililir. Toplamin i¢indeki ifade asagidaki gibi diizelenerek,

—t@p) —2t() =3t() —4t() —5t()
1-up=e Je—fe latge Te—pg2e latgle a

—ta —tu _Zti _3ti _4'ti
1-up=e o (1—6e e 90 " Va—pg2e " Va1 g2e ()/a>
esitligin her iki tarafinin dogal logaritmasi alinirsa,

t =t _Zti _3ti _4'ti
log(l_u(i)) - _E+10g<1—99 ()/“ + fe ()/“—Hze ()/a +92€ ()/a>

seklinde bulunur. Dolayisiyla ifade,

n
Q*(a,9)=[z—a+log<1—96 ey 9o Ve —g2e " Va1 g2e ()/a)
i=1

2
— log(l - u(i))]
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seklinde yazilabilir. Bu esitligin a ve 6 parametrelerine gore kismi tiirevlerinin alinip

sifira esitlenmesi sonucu,

% n
9Q =zz<_@
Ja a

i=1

+ln(1—0e Ve e Ve —pg2e  a yg2e ()/Of)ln(lu(i)))(l

—ge lat20e Ve —30% Ve +46% ”/a>t(i) ~

+ — — —3 — — =0
1-0e e te  Va—g2e O ygre V)
« n
99 =2 (_@
00 a

i=1
—t( -2t -3ty —4t(;
+ln(1—9e % 1 g Va —g2¢ Va4 g2 ()/a>

In(1 )> —e Vaye e—200 lat20e e 0
—In(1—-ug s =2t 3t 4t =
1—0e Yat0e  la—02 Vatg2e

denklemleri bulunur. Bu denklemler ile parametrelerin LS tahmin edicilerinin analitik
¢Oziimii elde edilememektedir. Bu durumda LS tahminlerinin elde edilmesinde niimerik
yollara bagvurulmalidir. Sayisal olarak c¢oziimiin elde edilmesinde Matlab 2013
programi kullanilmis ve LS tahminlerini bir baslangic degeri belirleme stratejisine
dayali olarak, egri uydurma yontemi ile bulduran “Isqcurvefit”  komutundan

faydalanilmistir.

3.3 H,(t) Dagihminin Parametrelerinin Tahmini I¢in Simiilasyon Calismasi

Bu boliimde, daha once bahsi gecen ML, MOM ve LS tahmin yontemlerinden
faydalanilarak H;(t) dagilimmin parametrelerinin tahmini i¢in simiilasyon ¢alismasi
yaptlmistir. Islam ve Tiku (2007), Celik vd. (2015), Arslan ve Senoglu (2017)
caligmalar1 gozoniine alindiginda hem bilgi kaybini en aza indirgemek, hem de zaman
kaybini onlemek igin tekrar sayist Ornek g¢apiyla ters orantili olarak [100,000/n]

olarak ele alinmistir. Burada, [. ] tam deger fonksiyonunu ifade etmektedir.
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a =1{0.5,1,4,8,16} ve 6 = {1,0.7,0.3,—0.3, —0.7, —1} parametre degerleri i¢in drnek
caplarnt kiiciik orneklemde n = 30, orta orneklemde n = 50 ve biiyiik 6rneklemde
n = 100 olarak alinmistir. Sonuglar; parametre tahminlerinin ortalamalarini, bias (yan)
ve RMSE degerlerini igermekte olup Cizelge 3.1-3.6’da verilmistir. Simiilasyon

caligmasinda Matlab 2013 programi kullanilmistir.
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19%

Cizelge 3.1 H{(t) dagilimi i¢in 6 = 1 iken a’nin farkli degerleri ile hesaplanmis ortalama, yan ve RMSE degerleri

Mean 8 Mean @& Bias 8 Bias @& RMSE 8 RMSE &

n MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE
a=0.5

30 0.8477 | 0.6876 | 08599 | 04781 | 0.4708 | 0.4709 | -0.1523 | -0.3124 | -0.1401 | -0.0219 | -0.0292 | -0.0201 | 0.2778 | 0.4999 | 02726 | 0.1120 | 0.1175 | 0.1400

50 0.8907 | 0.7851 | 0.8965 | 04836 | 0.4795 | 0.473L | -0.1093 | -0.2149 | -0.1035 | -0.0164 | -0.0205 | -0.0269 | 0.1969 | 0.3523 | 0.1953 | 0.0841 | 0.0883 | 0.1099

100 | 09274 | 0.8599 | 09258 | 0.4904 | 0.4866 | 04772 | -0.0726 | -0.1401 | -0.0742 | -0.0096 | -0.0134 | -0.0228 | 0.1325 | 0.2281 | 0.1368 | 0.0615 | 0.0656 | 0.0797
a=1

30 0.8476 | 0.6870 | 08599 | 09557 | 0.9435 | 0.9418 | -0.1524 | -0.3130 | -0.1401 | -0.0443 | -0.0565 | -0.0582 | 0.2779 | 0.5010 | 0.2726 | 0.2234 | 0.2335 | 0.2800

50 0.8906 | 0.7845 | 0.8965 | 0.9666 | 0.9605 | 0.9462 | -0.1094 | -0.2155 | -0.1035 | -0.0334 | -0.0395 | -0.0538 | 0.1971 | 0.3529 | 0.1953 | 0.1677 | 0.1761 | 0.2197

100 0.9273 0.8592 0.9258 0.9803 0.9741 0.9543 -0.0727 | -0.1408 | -0.0742 | -0.0197 | -0.0259 | -0.0457 0.1327 0.2285 0.1368 0.1227 0.1304 0.1594
a=4

30 0.8468 | 0.6906 | 08575 | 3.8118 | 3.7632 | 3.7522 | -0.1532 | -0.3094 | -0.1425 | -0.1882 | -0.2368 | -0.2478 | 0.2879 | 0.5067 | 0.2827 | 0.8593 | 0.8904 | 1.1296

50 0.8837 | 0.7715 | 08881 | 3.8460 | 3.8040 | 3.7734 | -0.1163 | -0.2285 | -0.1119 | -0.1540 | -0.1960 | -0.2266 | 0.2058 | 0.3651 | 0.2090 | 0.6879 | 0.7213 | 0.8798

100 0.9209 0.8511 0.9215 3.9057 3.8825 3.8217 -0.0791 | -0.1489 | -0.0785 | -0.0943 | -0.1175 | -0.1783 0.1421 0.2411 0.1443 0.4633 0.4930 0.6077
a=8

30 0.8465 | 0.6890 | 08575 | 7.6128 | 7.5069 | 7.5040 | -0.1535 | -0.3110 | -0.1425 | -0.3872 | -0.4931 | -0.4960 | 0.2882 | 0.5078 | 0.2827 | 17110 | 1.7626 | 2.2586

50 0.8834 | 0.7696 | 0.8881 | 7.6820 | 7.5886 | 7.5466 | -0.1166 | -0.2304 | -0.1119 | -0.3180 | -0.4114 | -0.4534 | 0.2062 | 0.3663 | 02091 | 13704 | 1.4299 | 1.7501

100 0.9206 0.8483 0.9215 7.8004 7.7402 7.6433 -0.0794 | -0.1517 | -0.0785 | -0.1996 | -0.2598 | -0.3567 0.1425 0.2431 0.1443 0.9237 0.9769 1.2153
a=16

30 0.8457 | 0.6780 | 08598 | 15.163 | 14.881 | 15.065 | -0.1543 | -0.3220 | -0.1402 | -0.8368 | -1.1185 | -0.9344 | 0.2797 | 0.5068 | 0.2726 | 3.4681 | 3.5153 | 4.4742

50 0.8886 | 0.7721 | 08965 | 15340 | 15132 | 15137 | -0.1114 | -0.2279 | -0.1035 | -0.6596 | -0.8680 | -0.8631 | 0.1991 | 0.3613 | 0.1954 | 2.6147 | 2.6385 | 3.5119

100 0.9255 0.8421 0.9257 15.564 15.325 15.267 -0.0745 | -0.1579 | -0.0743 | -0.4359 | -0.6754 | -0.7329 | 0.1346 0.2417 0.1369 1.9223 1.9816 2.5483




4%

Cizelge 3.2 H{(t) dagilimi i¢in 6 = 0.7 iken a’nin farkli degerleri ile hesaplanmis ortalama, yan ve RMSE degerleri

Mean 8 Mean @& Bias 8 Bias @& RMSE 8 RMSE &

n MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE
a=0.5

30 05791 | 0.3580 | 0.6357 | 04878 | 0.4730 | 0.5142 | -0.1209 | -0.3420 | -0.0643 | -0.0122 | -0.0270 | 0.0142 | 0.4346 | 0.6676 | 03932 | 0.1093 | 0.1105 | 0.1342

50 0.6465 | 0.4808 | 06793 | 04970 | 0.4845 | 0.5153 | -0.0535 | -0.2192 | -0.0207 | -0.0030 | -0.0155 | 0.0153 | 0.2087 | 0.4941 | 0.2863 | 0.0870 | 0.0878 | 0.1071

100 | 06720 | 05909 | 0.6877 | 04970 | 04908 | 0.5079 | -0.0280 | -0.1091 | -0.0123 | -0.0030 | -0.0092 | 0.0079 | 01909 | 0.3103 | 0.1905 | 0.0623 | 0.0633 | 0.0768
a=1

30 05789 | 0.3565 | 0.6357 | 09752 | 0.9457 | 1.0285 | -0.1211 | -0.3435 | -0.0643 | -0.0248 | -0.0543 | 0.0285 | 0.4346 | 0.6694 | 03932 | 02181 | 0.2203 | 0.2684

50 0.6462 | 0.4794 | 06793 | 09934 | 0.9685 | 1.0306 | -0.0538 | -0.2206 | -0.0207 | -0.0066 | -0.0315 | 0.0306 | 0.2983 | 0.4951 | 0.2863 | 0.1735 | 0.1747 | 0.2142

100 | 06717 | 0.5884 | 0.6877 | 09935 | 09804 | 10158 | -0.0283 | -0.1116 | -0.0123 | -0.0065 | -0.0196 | 0.0158 | 01910 | 0.3102 | 0.1905 | 0.1242 | 0.1256 | 0.1535
a=4

30 05801 | 0.3608 | 0.6484 | 3.9307 | 3.8083 | 4.1631 | -0.1109 | -0.3392 | -0.0516 | -0.0693 | -0.1917 | 0.1631 | 0.4091 | 0.6550 | 0.3709 | 0.8750 | 0.8692 | 1.0850

50 0.6278 | 0.4701 | 06602 | 3.9378 | 3.8356 | 4.0824 | -0.0722 | -0.2200 | -0.0398 | -0.0622 | -0.1644 | 0.0824 | 0.3091 | 0.5004 | 0.2948 | 0.6940 | 0.6906 | 0.8549

100 | 06804 | 05784 | 0.7000 | 39847 | 39111 | 40958 | -0.0196 | -0.1216 | 0.0009 | -0.0153 | -0.0889 | 0.0958 | 01927 | 0.3059 | 0.1911 | 05182 | 0.5260 | 0.6360
a=8

30 05929 | 0.3808 | 06452 | 7.8210 | 7.5744 | 8.2244 | -0.1071 | -0.3192 | -0.0548 | -0.1790 | -0.4256 | 0.2244 | 0.4001 | 0.6392 | 03720 | 16818 | 1.7178 | 2.1686

50 0.6305 | 0.4642 | 06663 | 7.8525 | 7.6422 | 8.1697 | -0.0695 | -0.2358 | -0.0337 | -0.1475 | -0.3578 | 0.1697 | 0.2029 | 0.4975 | 02780 | 1.3628 | 1.3696 | 1.6671

100 | 0.6645 | 0.5598 | 06852 | 7.9262 | 7.7755 | 8.1394 | -0.0355 | -0.1402 | -0.0148 | -0.0738 | -0.2245 | 0.1394 | 0.2052 | 0.3328 | 0.2040 | 0.9321 | 0.9383 | 1.810
a=16

30 05912 | 03733 | 06451 | 15504 | 15067 | 16.447 | -0.1088 | -0.3267 | -0.0549 | -0.4056 | -0.9332 | 0.4468 | 0.4015 | 0.6419 | 03720 | 3.3982 | 3.2066 | 4.3328

50 0.6290 | 0.4542 | 06662 | 15663 | 15202 | 16.338 | -0.0710 | -0.2458 | -0.0338 | -0.3375 | -0.7980 | 0.3378 | 0.2936 | 0.5002 | 0.2780 | 2.6971 | 2.6895 | 3.3312

100 0.6628 0.5458 0.6851 15.804 15.453 16.277 -0.0372 | -0.1542 | -0.0149 | -0.1951 | -0.5473 0.2773 0.2054 0.3361 0.2040 1.8428 1.8442 2.3602




517

Cizelge 3.3 H{(t) dagilimi i¢in 6 = 0.3 iken a’nin farkli degerleri ile hesaplanmis ortalama, yan ve RMSE degerleri

Mean 8 Mean @& Bias 8 Bias @& RMSE 8 RMSE &

n MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE
a=0.5

30 0.1482 | -0.0753 | 02541 | 04982 | 0.4825 | 0.5324 | -0.1518 | -0.3753 | -0.0459 | -0.0018 | -0.0175 | 0.0324 | 0.5555 | 0.7546 | 05159 | 0.1073 | 0.1060 | 0.1308

50 01779 | 00009 | 02433 | 04943 | 0.4840 | 0.5147 | -0.1221 | -0.2901 | -0.0567 | -0.0057 | -0.0160 | 0.0147 | 0.4523 | 0.6535 | 04291 | 0.0834 | 0.0853 | 0.0995

100 | 02588 | 01397 | 02936 | 0.4997 | 0.4924 | 0.5114 | -0.0412 | -0.1603 | -0.0064 | -0.0003 | -0.0076 | 0.0114 | 0.2815 | 04509 | 0.2762 | 0.0621 | 0.0661 | 0.0715
a=1

30 0.1479 | -0.0780 | 0.2541 | 09960 | 0.9631 | 1.0648 | -0.1521 | -0.3780 | -0.0459 | -0.0040 | -0.0369 | 0.0648 | 0.5555 | 0.7566 | 05150 | 02138 | 0.2118 | 0.2616

50 0.1776 | 0.0062 | 02433 | 09882 | 0.9665 | 1.0293 | -0.1224 | -0.2938 | -0.0567 | -0.0118 | -0.0335 | 0.0203 | 0.4523 | 0.6554 | 04291 | 0.1664 | 0.1699 | 0.1989

100 | 02584 | 0.1354 | 0.2936 | 09991 | 09834 | 10228 | -0.0416 | -0.1646 | -0.0064 | -0.0009 | -0.0166 | 0.0228 | 0.2816 | 0.4513 | 0.2762 | 0.1238 | 01311 | 0.1431
a=4

30 0.1477 | -0.0548 | 02462 | 39510 | 3.8307 | 4.2020 | -0.1523 | -0.3548 | -0.0538 | -0.0490 | -0.1693 | 0.2020 | 0.5462 | 0.7430 | 05124 | 08357 | 0.8191 | 1.0377

50 0.1769 | 0.0021 | 0.2454 | 3.9483 | 3.8503 | 4.1219 | -0.1231 | -0.2979 | -0.0546 | -0.0517 | -0.1497 | 01219 | 0.4560 | 0.6377 | 04312 | 0.6606 | 0.6703 | 0.7952

100 | 02342 | 01121 | 02717 | 39771 | 39110 | 40733 | -0.0658 | -0.1879 | -0.0283 | -0.0229 | -0.0890 | 0.0733 | 03219 | 0.4760 | 0.3028 | 04452 | 04648 | 0.5340
a=8

30 0.1469 | -0.0801 | 0.2457 | 7.8809 | 7.6281 | 8.4458 | -0.1531 | -0.3801 | -0.0543 | -0.1101 | -0.3719 | 0.4458 | 0.5494 | 0.7517 | 05244 | 16555 | 1.6487 | 2.0932

50 0.1916 | 0.0195 | 0.2641 | 7.9027 | 7.7153 | 8.2558 | -0.1084 | -0.2805 | -0.0359 | -0.0973 | -0.2847 | 02558 | 0.4415 | 0.6261 | 04085 | 12418 | 1.2486 | 15342

100 | 02399 | 01125 | 02758 | 7.9356 | 7.7852 | 8.1187 | -0.0601 | -0.1875 | -0.0242 | -0.0644 | -0.2148 | 0.1187 | 0.3053 | 04543 | 02902 | 0.9335 | 0.9429 | 1.1048
a=16

30 0.1444 | -0.0008 | 02455 | 15741 | 15183 | 16.889 | -0.1556 | -0.3908 | -0.0545 | -0.2501 | -0.8171 | 0.8887 | 0.5505 | 0.7524 | 05243 | 3.2769 | 3.2320 | 4.1806

50 0.1895 | 0.0053 | 0.2640 | 15769 | 15352 | 16509 | -0.1105 | -0.2947 | -0.0360 | -0.2308 | -0.6480 | 05098 | 0.4418 | 0.6274 | 04085 | 2.4494 | 2.4609 | 3.0655

100 | 02385 | 00936 | 0.2757 | 15.836 | 15484 | 16.236 | -0.0615 | -0.2064 | -0.0243 | -0.1636 | -0.5164 | 02350 | 0.3033 | 0.4588 | 02902 | 18507 | 18595 | 2.2079




tl%

Cizelge 3.4 H{(t) dagilimi i¢in & = —0.3 iken a’nin farkli degerleri ile hesaplanmis ortalama, yan ve RMSE degerleri

Mean 8 Mean @& Bias 8 Bias @& RMSE 8 RMSE &

n MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE
a=0.5

30 | -03524 | 05235 | -0.2589 | 0.5038 | 04897 | 05359 | -0.0524 | -0.2235 | 0.0411 | 0.0038 | -0.0103 | 0.0359 | 05077 | 0.6254 | 0.5607 | 0.0964 | 0.0989 | 0.1181

50 | -0.3690 | -0.5000 | -0.3106 | 0.5001 | 04906 | 05189 | -0.0690 | -0.2009 | -0.0106 | 0.0001 | -0.0094 | 0.0189 | 04514 | 05740 | 0.4880 | 0.0723 | 0.0759 | 0.0856

100 | -0.3605 | -0.4621 | -0.3169 | 05014 | 04961 | 0.5117 | -0.0605 | -0.1621 | -0.0169 | 0.0014 | -0.0039 | 00117 | 0.3854 | 0.5146 | 0.4027 | 0.0520 | 0.0566 | 0.0619
a=1

30 | -03531 | -05273 | -0.2589 | 1.0070 | 09746 | 1.0719 | -0.0531 | -0.2273 | 00411 | 0.0070 | -0.0254 | 0.0719 | 05076 | 0.6243 | 0.5607 | 0.1920 | 0.1982 | 0.2362

50 | -0.3698 | -0.5060 | -0.3106 | 0.9997 | 09776 | 1.0378 | -0.0698 | -0.2060 | -0.0106 | -0.0003 | -0.0224 | 0.0378 | 04516 | 05727 | 0.4880 | 0.1442 | 01521 | 0.1713

100 | 03611 | -0.4709 | -0.3169 | 1.0023 | 09894 | 10234 | -0.0611 | -0.1709 | -0.0169 | 0.0023 | -0.0106 | 0.0234 | 03853 | 05138 | 0.4027 | 01036 | 0.1128 | 0.1238
a=4

30 | -03472 | -05165 | -0.2551 | 4.0066 | 38758 | 4.2630 | -0.0472 | -0.2165 | 0.0449 | 0.0066 | -0.1242 | 0.2630 | 05028 | 0.6191 | 0.5591 | 0.7537 | 0.7807 | 0.9385

50 | -03742 | -05203 | -0.3089 | 3.9993 | 3.9004 | 4.1645 | -0.0742 | -0.2203 | -0.0089 | -0.0007 | -0.0996 | 0.1645 | 0.4605 | 05776 | 0.4967 | 0.5791 | 0.6026 | 0.6967

100 | -03759 | -0.5141 | -0.3300 | 39772 | 39015 | 4.0662 | -0.0759 | -0.2141 | -0.0390 | -0.0228 | -0.0985 | 0.0662 | 0.3820 | 0.4987 | 0.4102 | 04179 | 04534 | 0.4743
a=8

30 | -0.3660 | -05417 | -0.2604 | 7.9987 | 7.7061 | 85266 | -0.0669 | -0.2417 | 0.0306 | -0.0013 | -0.2039 | 0.5266 | 05076 | 0.6113 | 0.5602 | 14548 | 14843 | 1.8218

50 | -03547 | -05177 | -0.2881 | 8.0228 | 7.8039 | 8.3533 | -0.0547 | -0.2177 | 00119 | 0.0228 | -0.1961 | 0.3533 | 04496 | 05717 | 0.4858 | 11316 | 11882 | 1.3969

100 -0.3795 | -0.5129 | -0.3372 7.9651 7.8189 8.1431 -0.0795 | -0.2129 | -0.0372 | -0.0349 | -0.1811 0.1431 0.3835 0.4941 0.4001 0.8326 0.8717 0.9783
a=16

30 | -03730 | -05742 | -0.2696 | 15927 | 15.255 | 17.050 | -0.0730 | -0.2742 | 0.0304 | -0.0731 | -0.7448 | 10502 | 05065 | 0.6003 | 0.5600 | 2.8184 | 2.8315 | 3.6356

50 | -0.3606 | -05508 | -0.2883 | 15981 | 15.434 | 16.705 | -0.0606 | -0.2598 | 0.0117 | -0.0193 | -0.5660 | 0.7049 | 0.4487 | 05600 | 0.4857 | 22139 | 22477 | 2.7900

100 | -0.3887 | -0.5744 | -0.3374 | 15861 | 15443 | 16.285 | -0.0887 | -0.2744 | -0.0374 | -0.1386 | -0.5571 | 0.2846 | 0.3859 | 05002 | 0.4001 | 1.6335 | 16693 | 19545




Ly

Cizelge 3.5 H{(t) dagilimi i¢in & = —0.7 iken a’nin farkli degerleri ile hesaplanmis ortalama, yan ve RMSE degerleri

Mean 8 Mean @& Bias 8 Bias @& RMSE 8 RMSE &

n MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE
a=0.5

30 | -06204 | -0.6412 | -0.4682 | 0.5075 | 04977 | 05429 | 0.0796 | 0.0588 | 0.2318 | 0.0075 | -0.0023 | 0.0429 | 04340 | 05324 | 05893 | 0.0891 | 0.0948 | 0.1128

50 | -06420 | -0.6604 | -0.5327 | 0.5068 | 04993 | 05317 | 0.0571 | 0.0396 | 0.1673 | 0.0068 | -0.0007 | 0.0317 | 0.3987 | 0.4849 | 0.5088 | 0.0681 | 0.0730 | 0.0849

100 | -06590 | -0.7027 | -0.5848 | 05036 | 04973 | 0.5192 | 0.0410 | -0.0027 | 01152 | 0.0036 | -0.0027 | 00192 | 03363 | 0.4018 | 0.4093 | 0.0488 | 0.0536 | 0.0573
a=1

30 | -06210 | -0.6464 | -0.4682 | 1.0144 | 09888 | 1.0858 | 0.0790 | 0.0536 | 0.2318 | 0.0144 | -0.0112 | 0.0858 | 04333 | 05265 | 0.5893 | 0.1776 | 0.1896 | 0.2257

50 | -06434 | -0.6676 | -0.5327 | 1.0132 | 09932 | 1.0634 | 0.0566 | 0.0324 | 0.1673 | 0.0132 | -0.0068 | 0.0634 | 03982 | 0.4773 | 05088 | 0.1357 | 0.1456 | 0.1698

100 | -06595 | -0.7122 | -0.5848 | 1.0067 | 0.9904 | 10384 | 0.0405 | -0.0122 | 01152 | 0.0067 | -0.0096 | 0.0384 | 03359 | 0.3962 | 0.4093 | 0.0974 | 0.1075 | 0.1146
a=4

30 | -06316 | -0.6755 | -0.4765 | 40522 | 39195 | 4.3504 | 0.0684 | 0.0245 | 02235 | 0.0522 | -0.0805 | 0.3504 | 04325 | 0.4972 | 0.5869 | 0.6798 | 07122 | 0.8855

50 | -06400 | -0.6772 | -0.5229 | 40570 | 3.9608 | 4.2565 | 0.0600 | 0.0228 | 0.1771 | 0.0570 | -0.0392 | 0.2565 | 0.3926 | 0.4643 | 0.5069 | 0.5296 | 05691 | 0.6768

100 | -0.6695 | -0.7165 | -0.5989 | 4.0289 | 39601 | 4.1521 | 0.0305 | -0.0165 | 01011 | 0.0289 | -0.0399 | 01521 | 03361 | 0.3778 | 0.4078 | 03877 | 04113 | 0.4724
a=8

30 | -06345 | -0.6727 | -0.4863 | 8.1562 | 7.8914 | 87394 | 0.0655 | 0.0273 | 02137 | 0.1562 | -0.1086 | 0.7394 | 04298 | 0.4933 | 05829 | 13721 | 14306 | 1.8117

50 | -06448 | -0.6972 | -0.5468 | 8.0802 | 7.8638 | 84715 | 0.0552 | 0.0028 | 0.1532 | 0.0802 | -0.1362 | 0.4715 | 03814 | 0.4372 | 0.4907 | 10788 | 11255 | 1.3371

100 | -06440 | -0.7227 | -0.5671 | 8.0840 | 7.9166 | 8.3414 | 0.0560 | -0.0227 | 01329 | 0.0840 | -0.0834 | 03414 | 03397 | 0.3727 | 0.4179 | 08178 | 08718 | 0.9766
a=16

30 | -06364 | -0.6808 | -0.4865 | 16294 | 15744 | 17.476 | 0.0636 | 0.0192 | 02135 | 02941 | -0.2563 | 14764 | 04285 | 0.4875 | 05827 | 2.7278 | 2.8354 | 3.6185

50 | -06461 | -0.7071 | -0.5470 | 16.144 | 15.685 | 16.942 | 0.0539 | -0.0071 | 0.1530 | 0.1443 | -0.3148 | 0.9416 | 03804 | 0.4300 | 0.4905 | 21448 | 22287 | 2.6720

100 -0.6458 | -0.7372 | -0.5673 16.149 15.784 16.682 0.0542 -0.0372 0.1327 0.1499 -0.2159 0.6816 0.3385 0.3667 0.4177 1.6245 1.7227 1.9519




8y

Cizelge 3.6 H;(t) dagilimi igin & = —1 iken a’nin farkli degerleri ile hesaplanmis ortalama, yan ve RMSE degerleri

Mean 6 Mean @& Bias 8 Bias @& RMSE 8 RMSE &

n MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE
a=0.5

30 | -0.7406 | -0.6901 | -0.7748 | 05138 | 05027 | 05284 | 0.2504 | 03099 | 0.2252 | 0.0138 | 0.0027 | 0.0284 | 04679 | 05867 | 0.4579 | 0.0866 | 0.0910 | 0.0982

50 | -0.7650 | -0.7166 | -0.7915 | 0.5137 | 0.5054 | 05246 | 0.2341 | 0.2834 | 0.2085 | 0.0137 | 0.0054 | 0.0246 | 04182 | 05209 | 0.4114 | 0.0698 | 0.0723 | 0.0790

100 | -0.8228 | -0.7472 | -0.8265 | 05097 | 05056 | 05177 | 0.1772 | 0.2528 | 01735 | 0.0097 | 0.0056 | 0.0177 | 03306 | 04553 | 0.3489 | 0.0490 | 0.0532 | 0.0564
a=1

30 | -0.7410 | -0.6947 | -0.7746 | 1.0272 | 09983 | 1.0569 | 0.2500 | 0.3053 | 0.2254 | 0.0272 | -0.0017 | 0.0569 | 04672 | 05793 | 0.4581 | 0.1725 | 0.1818 | 0.1964

50 | -0.7671 | -0.7235 | -0.7894 | 1.0269 | 1.0046 | 1.0496 | 0.2329 | 0.2765 | 0.2106 | 0.0269 | 0.0046 | 0.0496 | 04164 | 05194 | 0.4150 | 0.1390 | 0.1438 | 0.1579

100 | -0.8241 | -0.7568 | -0.8265 | 1.0188 | 1.0063 | 10353 | 0.1759 | 0.2432 | 01735 | 00188 | 0.0063 | 0.0353 | 03285 | 04427 | 0.3489 | 0.0976 | 0.1056 | 0.1127
a=4

30 | -0.7433 | -0.7100 | -0.7737 | 4.1280 | 3.9918 | 4.2545 | 0.2567 | 0.2900 | 0.2263 | 0.1280 | -0.0082 | 0.2545 | 04651 | 05597 | 0.4625 | 0.7102 | 0.7363 | 0.8058

50 | -0.7656 | -0.7330 | -0.7819 | 4.1000 | 3.9958 | 4.1983 | 02344 | 0.2670 | 02181 | 0.1000 | -0.0042 | 0.1983 | 04188 | 05030 | 0.4260 | 0.5344 | 05596 | 0.6156

100 | -08178 | -0.7512 | -0.8097 | 4.0865 | 40310 | 41547 | 0.1822 | 0.2488 | 01903 | 0.0865 | 0.0310 | 0.1547 | 03335 | 04547 | 0.3659 | 0.3673 | 0.4080 | 04272
a=8

30 | -0.7345 | -0.7005 | -0.7416 | 8.2120 | 7.9401 | 85067 | 0.2655 | 0.2905 | 0.2584 | 0.2129 | -0.0599 | 0.5067 | 04702 | 05562 | 0.5030 | 1.3946 | 14295 | 1.5866

50 | -0.7745 | -0.7435 | -0.7858 | 8.1964 | 7.9733 | 8.4093 | 0.2255 | 0.2565 | 0.2142 | 0.1964 | -0.0267 | 0.4093 | 04170 | 0.4900 | 0.433L | 10576 | 10872 | 1.2130

100 | -0.8224 | -0.8020 | -0.8146 | 8.1249 | 7.9548 | 82921 | 01776 | 0.1971 | 0.1854 | 0.1249 | -0.0452 | 0.2021 | 0.3317 | 0.3873 | 0.3663 | 0.7433 | 0.7997 | 08631
a=16

30 | -0.7349 | -0.7103 | -0.7205 | 16.422 | 15.873 | 17.081 | 0.2651 | 0.2897 | 02795 | 0.4221 | -0.1265 | 10814 | 0.4698 | 05570 | 0.5302 | 2.7870 | 2.8675 | 3.1600

50 | -0.7749 | -0.7433 | -0.7689 | 16389 | 15943 | 16.873 | 0.2251 | 0.2567 | 0.2311 | 0.3889 | -0.0565 | 0.8732 | 04167 | 0.4921 | 0.4562 | 21138 | 2.1846 | 2.4313

100 | -08232 | -0.8021 | -0.8008 | 16.244 | 15903 | 16.625 | 0.1768 | 0.1979 | 01992 | 0.2440 | -0.0972 | 0.6253 | 0.3309 | 03876 | 0.3881 | 1.4840 | 16039 | 1.7173




Cizelge 3.1-3.6 incelendiginde Orneklem capindaki artig ile beraber biitiin tahmin
yontemleri icin RMSE degerlerinin azaldigi goriilmektedir. Tahmin yontemleri kendi
icinde RMSE kriterine gore ayri ayr1 kiyaslandiginda ;
e 6 =1 iken a’nin tim degerlerinde n = 30 ve n = 50 6rneklem durumlar1 i¢in
LS, biiyiik 6rneklem ¢ap1 i¢in ise ML,
e O’nin diger pozitif degerleri olan 0.7 ve 0.3 igin tim durumlarda (a ve
orneklem cap1 degerlerinin tamami igin) LS,
e 6 =-1iken a <1 durumlarinda kii¢iik 6rneklemde LS, biiyiik 6rneklemde
ML, diger tiim a degerleri ve 6rneklem durumlari i¢in ML,

e 0 ={-0.7,—0.3} i¢in tiim durumlarda ML,

yontemi daha iyi sonu¢ vermistir.

a icin;

6 = —0.3 iken n = 30 oldugunda MOM tahmin yontemi, diger 6rneklem ¢aplarinda ise
ML tahmin yontemi RMSE kriteri agisindan en etkin sonuglar1 vermistir. Ayrica 6rnek
capindaki artisa paralel olarak MOM tahmin edici performansinin ML tahmin edici

performansina yaklastigin1 (RMSE bazinda) gézlemleyebiliriz.
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4. ALI-MIKHAIL-HAQ DAGILIMI iLE ELDE EDIiLEN DiGER BiR YENIi TEK
BOYUTLU DAGILIM

(2.8) esitligindeki AMH dagilim ailesi ve kosullu dagilim fonksiyonu bilgisi gézoniine

alindiginda, Y < y verilmigken X < t 'nin olasiligi,

PX<tlY <y)= e Fig))@ ~60)) (4.1)
olarak elde edilir.
[lk olarak; y — —oo iken (4.1) esitligi;

F(t) 4.2)

lim PX<tlY<y)=———
Jm Pt <y) =155
oldugu goriiliir. Elde edilen bu esitlik ile daha 6nce (2.10)’da verilen Marshall-Olkin

dagilim ailesi gdzoniine alinarak f =1—6 ve 0 < f < 2 oldugu varsayimi altinda

_1-A-BF®-BF®) _ F(©) (4.3)

G(t) 1_(1—ﬁ)F(t) - 1—(1—ﬁ)ﬁ(t)

seklindedir. Kisaca bu varsayim altinda acik olarak Marshall-Olkin dagilim ailesinin

elde edildigi goriilmektedir.

Yeniden (4.1) esitliginde elde edilen kosullu olasilik g6z Oniine alinirsa bu esitligin

birinci dereceden Taylor agilimi (4.4)’de gosterildigi gibi elde edilir.

PX<tly<y)=F@®[1+6(1-F@®))(1-60H))]
=F(®)[1+0F({t)G()] (4.4)

Bu esitlikte y = —co durumunda,

50



ylirpm PX <tlYy <y)=F(@®)[1+06F()] (4.5)

oldugu gortiliir.

Daha 6nce (2.11)’de verilen karesel doniistiiriilmiis dagilim bilgileri dahilinde birinci
dereceden Taylor agilimiyla elde edilen (4.5) esitliginde, karesel doniistiiriilmiis

(transmuted) dagilim ailesi kolaylikla goriilebilmektedir.

(4.1) ile verilen kosullu dagilim i¢in belirli durumlarda goriilen benzerliklerin ardindan
simdi de bu fonksiyonun ikinci dereceden Taylor agilimina sahip esitligi bulunsun. Bu

esitlik,

PX <t|lY <y)=H'(t,y)

= F(¢) [1 +0(1-F®)(1-6()+(8(1-F1)(1 - G(y)))z]

=F®)[1+0F)G() + 62F2()G* ()] (4.6)
seklinde bulunur.
y = —oo iken bu kosullu dagilim tekrar gozoniine alinirsa,

yl_i)r_noo P(X <t|lY <y)=F(t)[1+0F(t) + 0%F%(t)]

elde edilir. Uciincii boliimde (3.3) esitligi ile elde edilen dagilim fonksiyonu ile

karigtirllmamasi amaciya bu fonksiyon H, (t) olarak gosterilir.
Hy(t) = F(t)[1 + OF(t) + 6%F2(1)] 4.7

(4.7) ifadesinin t € R oldugu kabulu altinda dagilim fonksiyonu 6zelliklerini saglayip

saglamadig asagida kontrol edilmistir. Buna gore,

(i) limi,e Hy(t) = 1 velim,,_, Hy(t) = 0°dr.
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F(t) bir dagilim fonksiyonu ve F(t) = 1 — F(t) de bir yasam fonksiyonu oldugundan

(1) acik olarak saglanir.

(i) H,(t), t €R icin azalmayan bir fonksiyondur, yani Vt; < t, icin H,(t;) <
H2 (tz),dir.

Dagilim siirekli bir dagilim oldugundan, ;—tHz (t) = 0 oldugunu gostermek yeterlidir.

Bunun i¢in (4.7) ifadesinde F(t) = u doniistimii yapilarak, bu doniisiim altinda tiirevin

isaretine bakilacaktir.
dpw) =u[l+0(1—u)+6%(1 —u)?] (4.8)

olup, bu ifadenin u ’ya gore tiirevi,
d
Ed)(u) =14+6(1—-u)—0u+6%(1—u)?—-20%u(l—-u (4.9)

seklindedir.

0 < 0 icin tiirevin isareti kontrol edilsin. (4.9) ifadesi yeniden diizenlenirse,

¢ (W) =1+60—-2ud(1+6(1—u))+6%1—u)? (4.10)
elde edilir. Esitligin sagindaki terimlerin isareti tek tek incelendiginde;

6(1—u) <0 olup, =1 <6 < 1 oldugu i¢in —2uf(1 + 6(1 —w)) teriminin pozitif
oldugu goriilmektedir. Benzer sekilde diger terimler de pozitif oldugundan tiirevin

isareti de @ < 0 icin pozitiftir.

0 > 0 i¢in yine (4.9) ifadesi uygun olarak diizenlendiginde,
dW=021-uw?+1-ud)?+(6—-ud)?+6(1-06)
seklinde yazilir.
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0(1—-0) >0 olup —1 <60 < 1 oldugundan esitligin sagindaki toplamlar pozitif
isaretli olup ¢(u) fonksiyonu, 8 > 0 i¢in u da azalmayandir. Boylece 6 € [—1,1] i¢in

¢ fonksiyonu u da azalmayandir yani % Hy(t) = 0 dur.

(iii) H,(t) sagdan siireklidir, yani € > 0 sayist igin lim,_o H,(t + €) = H,(t) dir.
F(t) bir dagilim fonksiyonu oldugundan bu 6zellik de saglanir.

Bu ii¢ 6zellik saglandigindan, (4.7) ile verilen ifadenin bir dagilim fonksiyonu oldugunu

sOymek miimkiindiir. Elde edilen bu dagilim fonksiyonu tekrar diizenlenerek,

H,(0) = o(F (1))

4.11
=(1+6+0%)F(t) — 0F?(t) — 02F(0)(2F (t) — F%(¢)) @

fonksiyonu elde edilir.

Bu dagilimin ayn1 zamanda doniistiiriilmiis bir aile olarak yazilabilecegi asagidaki gibi

gosterilsin.

u € [0,1] oldugu bilindiginde F(t) = u doniisiimii uygulanip gerekli diizenlemeler

yapildiginda,
o) =1 +0+6*u—60u?—6*uCu —u?) (4.12)
olur. Ayrica bu fonksiyon,

o) = u+ub +ub? —u?0 — 2u?6? + u36?
u+u(@+ 0% —u?6+ 20% —ub?)
=u+ (u—u?)(6+ 6% +u36? —u?6?
=u+ (u—-u?)0 + 67 —ub?(u—u?
=u+u(l—u)6+6%—-ub?
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seklinde yazilabilir. Béylelikle P(u) = (6 + 62 — u6?) olmak iizere (2.12) ile verilen
polinomial doniisiim ailesi bilgisi altinda bu dagilimin ayn1 zamanda dontstiiriilmiis bir

aile oldugu soylenir.

(4.11) fonksiyonunun daha o6nce —-1<6 <1 i¢in dagilim fonksiyonu oldugu
gosterilmisti. Bu fonksiyonunun 6 parametresi i¢in herhangi bir 6n sinirlandirmanin
yapilmadig1 durumda da dagilim fonksiyonu oldugu kabul edilsin. Buna gore dagilim
fonksiyonunun azalmayan olmasi gerektigi kosulunun hangi 6 parametre deger

araliginda saglandigi asagidaki gibi belirlenir.

(4.12) fonksiyonun u = 0 ve u = 1 noktalarinda aldig1 degerler sirasiyla ¢(0) = 0 ve
@(1) =1 dir. Bu noktalarda parametre i¢in herhangi bir kisit yoktur. u € [0,1]
araliginda ¢ fonksiyonunun azalmayan olmasi igin ¢ > 0 olmasi gerekmektedir. Tiirev

fonksiyonu,
¢ =30%u?—40%u+60%-20u+1+6

olup, u=0 igin ¢ (0)=1+6+6%>0 kosulu VO igin saglanirken, u = 1 igin
» (1) =1-6 > 0kosulu 8 < 1 iken saglanir.

u € (0,1) i¢in de (p’ = 0 olmalidir. Bunun i¢in <p' = 0 denkleminin koklerine bakilirsa,

0 +26%+6,/(6—-1)(6 +2)
362

Uiy =

olur. Burada A = (6 — 1)(6 + 2) olup, A < 0 ise u igin reel kok bulunamayacaktir. Bu
istenilen bir durumdur ¢ilinkii boyle bir durumda ® >0veyagp <0 saglanacaktir. O
halde daha 6nce bulunan kosuldan 6 —1 < 0 olup A < O olmasii¢cin8 +2=>0=6 >

—2 olmalidir. Ayrica, ¢ fonksiyonu konveks bir fonksiyon olup minimum noktas

. 2 1 . .
vardir ve bu optimal nokta u* = T3 olup fonksiyonda yerine konulursa;

-6 -1)(6+2) -
362 o

o (W)=
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olmaktadir. Bu yiizden herhangi bir u € (0,1) i¢in ¢ (u) = ¢ (u*) =0 olacaktr.

Dolayisiyla —2 < 6 < 1 i¢in ¢ fonksiyonu azalmayan bir fonksiyondur.

Burada diger dagilim fonksiyonu oOzellikleri 6 parametresinden bagimsiz olarak
saglandig1 icin (4.11) fonksiyonu —2 < 6 <1 i¢in dagilim fonksiyonu &zelliklerini

saglamaktadir. Ozetle bu dagilim fonksiyonu,
H,(t) = F(O)[1+ 0F(t) + 6%F*(t)], t€R,0 €[-21] (4.13)

olup yogunluk fonksiyonu ise,

hy () = £(£) l<1 +OF(t) + ezfz(t)> —OF(t) (1 + zef(t))l,

teR,0€[-21] (4.14)
seklinde verilir. Yasam fonksiyonu, (2.3)’den,
S,()=1—(F(®)[1+6F() +6%2F%(D)])

=F(t)(1-6F(t) - 92F(t)F(t)) (4.15)

bulunur. Bozulma oran1 fonksiyonu (2.4) esitligi ile,

£(0) [(1 +OF () + QZFZ(t)> —oF () (1+ zef(t))l

F(t)(1-6F () - 92F(t)F(t))

rp(t) =

olarak elde edilir. Burada F (t) temel dagiliminin bozulma oram fonksiyonu 75 (t) = ==

olarak gosterilirse, H (t) dagiliminin bozulma orani fonksiyonu;

3F%2(t)8% — 4F(t)0% —2F(t)0 + 0% + 0 + 1)

rp(t) = 1 (t) < F2()82 — F(t)02 —F(t)0 + 1
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2 _ 2 —
=rf(t)<3+ 0 —F(t)8°+F(t)0+6 2)

F2(t)0%2 — F(t)8%2 —F(t)6 + 1

(F)8+2)(@-1)
F2()0%2 — F(t)8%2 — F(t)0 + 1)

(4.16)

yazilabilir. Bozulma orani fonksiyonu igin, lim,_e, 72 (t) = 17 (¢) ve lim,_,_q, 1,(t) =

15 (t) (62 + 6 + 1) seklindedir.
4.1 Temel Dagilim Ustel Olan H,(t) Dagiimimin Baz Karakteristik Ozellikleri

Bu bolimde elde edilen H,(t) dagiliminin temel dagilimi tistel alinarak, moment
cikaran fonksiyonu, momentleri, varyansi, basiklik ve carpiklik gibi karakteristik

ozellikleri elde edilir. Buna gore temel dagilimu iistel olan dagilim fonksiyonu,
Hy(t) = (1—e e )[1+ e e + 2™ "/a] (4.17)

olmak tizere dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 _ _ _
ho(t) = —e /o |[1-6+20e"/a — 202" /e + 30%¢ e

(4.18)
t=>0;, a>0; 0 €[-21]
olarak bulunur. Moment ¢ikaran fonksiyon ise;
Mr(u) = E(e*")
e 2 2
= j et <le_t/a —ge_t/a +ﬁe_2t/a —ie_z%f +ﬁe_3t/a>dt
a a a a a
0
olup integralin ¢oziilmesi ile,
6 26 26% 362 1
M = - - — 4.19
r(w 1—au 1—au+2—au 2—au+3—au'u<a (4-19)

esitligi elde edilir. Bulunan moment ¢ikaran fonksiyon,

56



+ 62 , u<-—
1—%u 1--u a

1
MT(u)=(1—9)1_ u+(9—92)

seklinde yazilabileceginden, w; = (1—0), w, = (6 —6?), w; = 6% Kkatsayilari

" " 1 1
gostermek lizere ve aym zamanda, —— = Mg (o) (W) , T = Ustel( )(u)
ﬁ = Ustel( )(u) olacagindan, moment ¢ikaran fonksiyonu bu bilgiler
3

dogrultusunda lineer kombinasyon bi¢iminde ifade edebilmek miimkiindiir. Yani

moment ¢ikaran fonksiyon,

3
Mr(w) = ) @My ()W) (4.20)
j=1 !

seklinde yazilabilmektedir.

H,(t) dagilimmin yasam ve bozulma orani fonksiyonlarmin genel formu daha 6nce
sirasiyla (4.15) ve (4.16) esitlikleri ile bulunmustu. Dolayisiyla H, (t) dagiliminin temel

dagilimu tstel alindiginda yasam fonksiyonu,

520 =1 (1= e ) [ (¢7e) 4 02 (e

=e¢ /a [1 -(1- e_t/a) (6+ eze‘t/a)] (4.21)

olup, 74 () = = olmak tizere, bozulma oran1 fonksiyonu da,

O =70 (e +2) - @22)
D) =r(0)| 3+ _
T T (e ) — 021 —e ) —0(1—e V) 41

seklindedir.
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4.1.1 H,(t) dagihminin momentleri

Birinci merkezi olmayan moment, elde edilen moment ¢ikaran fonksiyonun birinci

tiirevinin alinip, u yerine sifir konulmasi ile asagidaki gibi elde edilmektedir.

1

d
W = @MT(U)

u=0
, d 1 6 20 267 362 l

251

2@ 1—au 1—au+2—au 2—au+3—au =0

B a Oa N 20a 20%a N 30%a
T (l-aw)? (1-aw)? Q-aw)? (Q2-au)? (B-au)?

u=0

Daha farkli bir gosterim ile ifade edilecek olursa (4.20) esitligi yardimiyla birinci

moment;

j=1 u=0
3
Z a
= w; —
]
j=1 J
3 " 0 02
-« 2 6
olarak elde edilir. Yani;
, 0 02
E(T) =p; = a<1 _5_?> (4.23)

seklindedir.

Beklenen deger ifadesinin iistel dagilimin ortalamasi olan « ile iliskisini gostermede

2
asagidaki agiklamalar yol gosterici olacaktir. (4.21) ifadesine bakilirsa; 1 — % - % <1

2
durumunda; E(T)<a ve 1 —g— % > 1 durumunda ise E(T) > a olacaktir.
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. 2
Oncelikle E(T) < a olmasit durumu incelensin. Bu durum, %-&-% >0 oldugunda

2
saglanir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa, %-&-%:%[3 + 6] ifadesi elde edilir. Bu
ifadenin pozitif olmasi hemen goriilecegi tizere, 8 € (0,1] oldugunda saglanir. Benzer
sekilde E(T) > a durumu ise, %[3 + 6] <0 oldugunda saglanmaktadir. Bu ise,

0 € [—2,0) kosulu ile gergeklesmektedir. Sonug olarak,

0€e[-20)=2>ET)>a
6=0 >E(T)=a
0e(01] =>EM<a

elde edilir. ikinci merkezi olmayan moment, moment cikaran fonksiyonun ikinci

tiirevinin alinip u yerine sifir konulmasi ile asagidaki gibi elde edilir.

2
HZZWMT(u)
u=0
,_di 1 6 , 26 26* N 36*
LS| i—mu 1-au 2—au 2-au 3—au o
2a? 20a? 40 a® 40%q? 662%a?

- (1-aw)? (1-au)? + 2—-au)? (2-au)? + (3 — au)?

2( 36 592>
=207 (1————

u=0

Sonug olarak ikinci merkezi olmayan moment asagida gosterilen esitlikteki gibi elde

edilir.

, 30 562
EUQ)=u2=2a2<1——————> (4.24)

Dagilimin varyansi ise (4.23) ve (4.24) esitlikleri yardimiyla;

V(T) = E(T —w)? = E(T?) - [E(D)]?

59



_u2(q_30_56° A
- o 2 36) |“\"727 %

(. 6 76% 6% ¢*
=a — = .
1 (4.25)

olarak bulunur.

Elde edilen varyansin, iistel dagilimm varyansi olan a? ile iliskisi i¢in (4.25)

762 93 9%

- 2
e 36)<1 durumunda V(T) < a* ve

2 3 4 .
(1 — % _ v 2—6) > 1 durumunda ise V(T) > a? olacaktir. Oncelikle V(T) < a?
olmasi durumu incelensin. Bu durum,
6 760% 63 0*

6
- i, 2 3
S+ 3¢ T 5 tag =3¢ (18470 +60% +6%)

=;;6(4+7(1+0)+6(1+92)+(1+03))>0

olup, V(T) < a? olmasi durumu saglanir. Bu ise ancak 6 € (0,1] igin gecerlidir. Benzer
sekilde ikinci durum yani V(T) > a? kosulu igin 6 € [—2,0) olmasi durumunda

saglanir. Buradan hareketle;

0 € [-2,0) = V(T) > a?
0=0 = V(T) = a?
0 e (0,1 =V(T)<a?

oldugu sonucuna varilir. Ugiincii ve dérdiincii merkezi olmayan momentler sirastyla;

. [ 6a? 60a’ N 120a° 126%a° N 186%a°

Hs = A—aw)?* (A—-aw)?* Q-aw)?* Q-aw)?* @GB-au)? 40
Y P 196°
- 8 216
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.| 24a* 246a* N 480 a* 4802 a* N 726%a*
Me = l1-auw)® (A-auw)® Q-auw)>® Q-au)>® (GB-au)®

u=0

1560 6502
16 1296

=24a4[1———

olarak bulunur.

Elde edilen H, (t) dagiliminin merkezi momentleri hesaplanmak istensin. ikinci merkezi

moment E(T —u)? = u, olacagindan daha once (4.25) esitliginde gosterilmisti.
Ugiincii ve dérdiincii merkezi momentler ise; (a + b)" = [ k=0 (Z) akpn*k ] seklinde

bilinen binom acilimi yardimiyla asagidaki gibi bulunmaktadir. p kitle ortalamasini

gostermek lizere;

B
BT -0 =us=E| ) (3)TC u)H]
k=0
3
= > () Errtiw
k=0

- @) + () e+ Q) e + (Y er

oldugundan,

3 3
E(T—p)? = 1 0_¢o +3 1 00"
W=7\ 7276 “\"727 %
ceqr (138 562 0 cead (1278 196°
“ 4 36 )\ ¢ 6 * 8 216
(g8 _0%Y coaq_30_50%\(,_8_¢°
- 2 6 * 4 36 2 6

veat (178 1962
@ 8 216

=
I
N
I
|

(4.26)

olarak elde edilir.
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Dordiincii merkezi moment ise benzer sekilde;

4 4
pr - == 5[y (] = Y (s

k=0 k=0
= ()t + (HEDE + (3 EaHEw? + (2 BT w

+—(2)E(T4)

olup gerekli diizenlemeler yapildiginda,

pagt (1 158 656%
@ 16 1296

bulunur. Dordiincii merkezi moment,

o o2\* 39 562 o 02\’
E(T-w*=-3a*(1—-2—— Ra*(1-———-—]|[1-——
(r=w * ( 2 6) Tiea 7 3 )\!727%

70 1962 0 62
—24at(1-—-— 1—=—— (4.27)
8 216 2 6
oagt (1158 656°
@ 16 1296

seklindedir.
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4.1.2 H,(t) dagihminin basikhik ve ¢arpikhgi

Daha o6nce (4.26)’da hesaplanan ii¢lincli merkezi moment, standart sapmanin tigiincii

kuvvetine boliiniirse bir ¢arpiklik dl¢iisii elde edilmis olur. Yani; momentler yardimiyla

carpiklik;

E(T—u)?  ps

pi(a,0) = o3 = (#2)3/2

seklinde hesaplanir. Belirli bir @ degeri igin, sdzgelimi @ = 1 alinarak, temel dagilimi

tistel olan H,(t) dagiliminin garpikligs;

2(1-5-%)

£1(1,60) = ~6(1-F-F)(-5-F)+s(1-F-5F)

_ 2(216 — 0° = 96° — 246" — 450° — 480* — 816)
4 (36 — 6% — 66° — 762 — 186)3/2

(4.28)

olarak elde edilir. Goriildigii tizere, H, (t) dagiliminin ¢arpikik katsayisi iistel dagilimin
parametresine (a) bagli degildir.

4 T T T T
—— 5 [
a5l Hz(t) Dragilimy P
Ustel Dagtlim !f ll
I L
! |
3 f H
/ 1
£ |
s / \
5 7/ I
=, 25 rs 4
= /
& s
-’
-
-
2 —=
//
"d
——
-"‘-
15 " -
--”’d
-"
ﬂﬂﬂﬂ
1 1 1 | 1 1
2 15 1 0.5 o 05 1

;]
Sekil 4.1 Ustel dagilim ve Hy (t) nin garpiklik grafigi
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Sekil 4.1°de temel dagilimi iistel olan dagilimin carpiklifi ve tek parametreli iistel
dagilimin carpikligt ile beraber ¢izdirilmistir. Bilindigi {lizere listel dagilimin c¢arpiklik

degeri 2 oldugu i¢in asimetrikligin bu degerle karsilastirilmasi saglanmustir.

H,(t) dagilimin garpiklig1 i¢in, 8 degeri O ile 1 araliginda tistel dagilima gore daha saga
carpik, 0 dan kiigiik iken iistel dagilma gore daha sola carpik oldugu sdylenebilir.
Ayrica 0 degeri 0 ve 1 iken H,(t) dagiliminin ¢arpiklik degeri 2 olup, iistel dagilim ile
ayni ¢arpiklik 6zelligi gostermektedir.

Dagilimin basikligiin hesaplanmasi i¢in, daha dnce (4.27)’de hesaplanan dordiincii
merkezi moment, standart sapmanin dordiincii kuvvetine boliinmesiyle elde

edilmektedir. Boylelikle H,(t) dagilimmin basikligi;

_ET-w*
p2(a,0) = ) = (11)2

esitligi ile bulunur. Yine belirli bir a degeri i¢in, sdzgelimi a = 1 alinarak, temel

dagilimi tistel olan H, (t) dagiliminin basikligs;

(o4 (2o
B2(1,6) (1___£_£_ﬂ)2
36 6 36
EIES I =
(-4-5-5-5)

11664 — 308 — 3607 — 1500° — 3600° — 7350* — 212463 — 228002 — 58326

4.29
(6% + 663 + 762 + 180 — 36)2 (4.29)

seklinde bulunur. Gorildigi tizere, H,(t) dagiliminin basiklik katsayisi iistel dagilimin

parametresine (a) bagl degildir.
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Sekil 4.2 Ustel dagilim ve H,(t) nin basiklik grafigi

Sekil 4.2’de temel dagilimi tiistel olan dagilimin basikligt ve tek parametreli iistel
dagilimin basikligi birlikte ¢izdirilmistir. Burada 6 degeri 0 ile 1 araliginda H,(t) nin
basiklig1 iistel dagilimin basikligina gére daha dik, 6 degeri 0’dan kiigiikken iistel

dagilima gore daha basik oldugu soylenebilir.
4.1.3 H,(t) dagihminin yapisi i¢in gorsel gosterimler

Temel dagilim tstel olan H,(t) dagiliminin sekli hakkinda fikir edinebilmek amaciyla
farkli parametre degerleri i¢in olasilik yogunluk ve bozulma orami fonksiyonlarinin
grafiklerine yer verilmistir. Ustel dagilima ait olasilik yogunluk ve bozulma orani
fonksiyonu grafikleri de bu gosterimlerle beraber cizdirilerek, farkliligin bir arada

gosterilmesi saglanmaistir.
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Sekil 4.3 H,(t)’nin farkli 6 parametre degerleri i¢in olasilik yogunluk h,(t) ve
bozulma orani r,(t) fonksiyonlar1 (@ = 1)

Sekil 4.3°’de h,(t) incelendiginde, t’nin yaklasik 0.5’den biiylik degerlerinde 6’nin
pozitif degerleri i¢in tistel dagilimin yogunluk fonksiyonuna gére daha basik oldugu
goriilmektedir. Ancak 6 negatif oldugunda t’nin aldig1 degerler ile bu durum farklilik
gosterebilmektedir. Ayrica r,(t), t arttikga tstel dagilimin bozulma orani fonksiyonuna

yaklagsmaktadir.
4.2 Temel Dagihm Ustel Olan H,(t) Dagiliminin Parametre Tahmini

Bu boliimde, temel dagilimu iistel olan H,(t) dagilimimin parametrelerini tahmin etmek

icin ML, MOM ve LS tahmin yontemleri incelenmektedir.
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4.2.1 ML tahmin yontemi

Elde edilen dagilimin olabilirlik fonksiyonu (2.13) esitligi ile hesaplanacagindan,

(4.18)’de verilen olasilik yogunluk fonksiyonu gz oniine alinarak,

a6t = | [hae
i=1

n
1 Z?: £ —t; —t; —2t;
=—e % | |[1—9+29e Ve —26% u 4302 a]
an !

seklinde bulunur. Buradan log-olabilirlik fonksiyonu,

n
ot
logL(a, 6;t) = —nloga—h

—t; —t; —2t;
+Zlog(1—9+20e Yo —26%¢ a + 362 t/a)
i=1

olarak elde edilir. Bu fonksiyonunun a parametresine gore kismi tiirevi,

—tl- R -
/a—ZHZ;—LZe fa + 662 Le e

alogL(a,G;g)__n = 1t+z
1—

O 0 +20e a —202¢ "a + 302 e

olup, gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra,

+ — — =
da TaTa T i1 — 9 +20e a—20% a + 302 a

6logL(a,9;§) n Zl 1 Z": tie_ti/a (29 _ 292 4 6929_”/0()

bi¢iminde bulunur. Benzer sekilde, 6 parametresine gore kismi tiirev,

—t; —t; —2t;
6logL(a,9;£)_i —1+2e Yo —age atope  Va

_ti —t. Dt
99 =1 _g+20e la—202 " a +302¢ /e

elde edilir. Kismi tiirev fonksiyonlarinin sifira esitlenmesi ile,
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dlogL(a,6;t) __n 4 i1t

oa a a?
- . 4.30
1w tie Va (260 — 262 + 66%¢ %) (4.30)
+— s — —7— =20
a’ Ly _ gy 20e Va — 202 Va4 302 e
dlogl(a 6;t) = —1+2¢ Ye—4ge ut6pe e
72 z =0 (4.31)

9 —1-0+ ZHe_ti/a — zgze_ti/a + 3028_2ti/a

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ile parametrelerin ML tahmin edicilerinin
analitik ¢oziimii elde edilememektedir. Bu durumda log-olabilirlik fonksiyonunun
maksimizasyon problemi bir algoritma ile ¢ozdiiriilerek ML tahmini elde edilebilir.
Sayisal olarak ¢oziimiin elde edilmesinde Matlab 2013 programi kullanilmis ve ML
tahminlerini baslangic degeri belirleme stratejisine dayali olarak yakinsama yontemi ile
bulduran “mle” komutundan faydalanilmistir. Bu komut i¢in optimizasyon se¢eneklerini
iceren bir yapidan faydalanilmigtir. S6z konusu bu yapi igeriginde amag fonksiyonunu
olusturan kisitlar ve karar degiskenlerini barindirmaktadir. Burada tiirev temelli

tekniklerden biri olan, kismi tiirevleri igeren “GradObj” isaretlenmistir.
4.2.2 MOM tahmin yontemi

Ikinci béliimde verilen MOM tahmin yontemi bilgisi g6z 6niine almsin. E(T) ve E(T?)

sirastyla (4.23) ve (4.24) esitlikleri ile verilen H,(t)’nin Kitle momentleri ve m; =

2

1 1 n . . .. 6 6
;Z?:l t,,my = - Zi: " tl-2 orneklem momentleri olmak tizere, a (1 -5~ ?) =m, ve

2 2 2
2a? (1 ————) —m? = m; olup, Lz(l —ﬁ—SL) =m, + m? elde edilir.
b o2) 4 36

Buradan 6 i¢in dordiincii dereceden bir polinom elde edilmektedir. Bu bakimdan
parametrelerin - momentler  tahmini  i¢in  Newton-Raphson  algoritmasindan

faydalanilmistir.

gi(a,0) =0
g2(a,0) =0

Newton-Raphson iteratif yontemi ile ¢6ziimiine ulasilabilir. g;(a,8) ve g,(a,0)

H,(t) dagiliminin momentler tahmin edicilerine, } denklem sisteminin
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091 991

fonksiyonlarmin kismi tiirevleri alinarak G[(a,0)] = aagz aagez matrisi elde edilip,
9a 00

buradan i.adim igin iterasyon esitligi;

[a(i+1)] _ [a(i)] _ [G[(C{(i),e(i))]]_l [gl(a(i),g(i))

g+D] = [g® 92(a®,60)

(i+1) @ ..
H“ ]— [“ ]” < ¢ ise iterasyon durdurulur

seklinde yazilir. Buradan € > 0 igin;

g+1) 10
(i+1) ) i
ve ¢Oziim [9 (+1) vektoridiir. Aksi halde iterasyon (i + 1). adimdan devam eder.
=0} IO : : : : .
Burada, ”[H(HD] — [9(0]” = \/(a(l+1) — a®)2 4 (9E+D) — )2 seklinde
2
hesaplanir. (4.23) ve (4.24) esitlikleri yardimiyla, g;(a,60) = « (1 - % - %) —my Ve
2
g2(a,0) = 2a? (1 — % — 53%) — m,, olarak bulunur. G matrisi,
6 62 a af
[ 4 1
R R
G[((x’ 9)] = Il4 360 592 , 3 59 JI
"2 736 ““1Ta 18

olup, G matrisinin tersi bulunmak istensin. Buna gore,

1

| (e [

olmak tizere; G matrisinin tersi,

B =

1 4”18 R
[61(a, 0)]] =B[ 30 567 o 92}
@ 4~ 36 2 6

olarak elde edilir. Verilen bu bilgiler dogrultusunda iterasyon esitligi,
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(i+1) ) . . -1
i) = [50] ~ Lol 02)] (42

seklinde bulunur. Boylelikle bu adimlarin hesaplanmasi ile MOM tahmin degerleri

Matlab 2013 programinda sayisal olarak hesap edilmistir.

4.2.3 LS tahmin yontemi

H,(t) dagilim foksiyonu igin (2.18)’da verilen minimum yapilacak karesel ifade

g6zoniine alindiginda,

n

2
i —t( -2t
Q(a,0) = Z ((1 —e %) [1 +oe Ve 4 o2 %] _ u(i)>
i=1

n y 2L =2t =2t —3¢t,:
- Z [(1 T 00Ty _ Ty L 2,70y g2, m/a>

=1

2
- u(i)]

seklinde elde edililir. Toplamin i¢indeki ifade asagidaki gibi diizelenerek,

—to ~tw —2tw —2tw —3tw
1-—up=e Ja—ge latge Ja—p2e eyple e

l-ug =e ()/a<1—6+6'e O —g2e Va1 g2¢ %)
esitligin her iki tarafinin dogal logaritmasi alinirsa,

t ~tw/ ), Tty ) T2ty
log(l—u(i))=—E+log<1—9+99 a—0%e a4+ 0%e a)

seklinde bulunur. Dolayisiyla ifade,
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- —t; —2t;
0" (a, 9)_2[ +log(1—9+9€ O —g2¢ a4 g2¢ %)
2
— log(l - U(i))]

seklinde yazilabilir. Bu esitligin a ve 8 parametrelerine gore kismi tiirevlerinin alinip

sifira esitlenmesi sonucu,

- —t; -2t
—22[ (l)+log<1—0+9e "0/, — 02 a4 p2¢ Wa)

t .
— log(l - u(i))] %

He_t(i)/a - Bze_t(i)/“ + 2929_2t(i)/a ) =0

—ti —t; —2t;
1-0+0e la—02 “latp2e Y

+

—tg —t -2t
Z[—ﬂ+1og(1—e+ee Ve —g2e Va1 92 ”/a)
=1
~twy

—tg -2t
g1 )] “1+e Ma—20e Vat20e  Va )
— 1081 — U@ e e =2t =
1-0+0e a—02 “latp2e Va

denklemleri bulunur. Bu denklemler ile parametrelerin LS tahmin edicilerinin analitik
¢Oziimii elde edilememektedir. Bu durumda LS tahminlerinin elde edilmesinde niimerik
yollara bagvurulmalidir. Sayisal olarak c¢oziimiin elde edilmesinde Matlab 2013
programi kullanilmig ve LS tahminlerini bir baslangic degeri belirleme stratejisine
dayali olarak, egri uydurma yontemi ile bulduran “Isqcurvefit”  komutundan

faydalanilmistir.
4.3 H,(t) Dagihminin Parametrelerinin Tahmini i¢in Simiilasyon Calismasi

Boliim 3.3’deki simiilasyon senaryosu go6zoniine almmarak a = {0.5,1,4,8,16} ve
6 ={1,0.7,0.3,—-0.3,—0.7,—1,—1.5,—2} parametre degerleri i¢in sonuglar elde
edilmis, Cizelge 4.1- 4.8’de tablolastirilmistir.
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Cizelge 4.1 H,(t) dagilimi i¢in & = 1 iken a’nin farkli degerleri ile hesaplanmis ortalama, yan ve RMSE degerleri

Mean 6 Mean @& Bias 8 Bias @& RMSE 8 RMSE &

n MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE
a=0.5

30 | 09457 | 09813 | 0.8724 | 04638 | 04764 | 0.4369 | -0.0543 | -0.0187 | -0.1276 | -0.0362 | -0.0236 | -0.0631 | 0.1472 | 0.0491 | 0.1924 | 0.1206 | 0.0950 | 0.1321

50 | 09465 | 0.9838 | 0.9014 | 0.4655 | 04798 | 0.4427 | -0.0535 | -0.0162 | -0.0986 | -0.0345 | -0.0202 | -0.0573 | 0.1451 | 0.0429 | 0.1562 | 0.1065 | 0.0763 | 0.1134

100 | 09617 | 09895 | 0.9393 | 0.4749 | 0.4856 | 04583 | -0.0383 | -0.0105 | -0.0607 | -0.0251 | -0.0144 | -0.0417 | 0.1230 | 0.0256 | 0.1095 | 0.0836 | 0.0544 | 0.0866
a=1

30 | 09421 | 0.9804 | 08711 | 09215 | 09370 | 0.8699 | -0.0579 | -0.0196 | -0.1289 | -0.0785 | -0.0630 | -0.1301 | 0.1493 | 0.0502 | 0.1927 | 02481 | 0.1914 | 0.2667

50 | 09528 | 0.9873 | 0.9036 | 0.9374 | 09525 | 0.8869 | -0.0472 | -0.0127 | -0.0964 | -0.0626 | -0.0475 | -0.1131 | 0.1383 | 0.0336 | 0.1582 | 0.2056 | 0.1485 | 0.2264

100 | 09647 | 09905 | 0.9415 | 0.9564 | 0.9670 | 0.9206 | -0.0353 | -0.0095 | -0.0585 | -0.0436 | -0.0330 | -0.0794 | 0.1203 | 0.0238 | 01080 | 0.1622 | 0.1041 | 0.1655
a=4

30 | 09452 | 0.9835 | 0.8736 | 3.7295 | 3.7283 | 3.5138 | -0.0548 | -0.0165 | -0.1264 | -0.2705 | -0.2717 | -0.4862 | 0.1496 | 0.0445 | 0.1924 | 09645 | 0.7631 | 10574

50 | 09519 | 09877 | 0.9048 | 3.7501 | 3.7640 | 35500 | -0.0481 | -0.0123 | -0.0952 | -0.2499 | -0.2360 | -0.4491 | 0.1418 | 0.0327 | 0.1553 | 0.8354 | 0.6120 | 0.9091

100 | 09679 | 09922 | 0.9456 | 3.8403 | 3.8497 | 3.7089 | -0.0321 | -0.0078 | -0.0544 | -0.1597 | -0.1503 | -0.2011 | 0.1147 | 00182 | 01023 | 0.6473 | 0.4537 | 0.6570
a=8

30 | 09465 | 0.9834 | 0.8721 | 74343 | 7.4155 | 6.9735 | -0.0535 | -0.0166 | -0.1279 | -0.5657 | -0.5845 | -1.0265 | 0.1491 | 0.0437 | 0.1933 | 19454 | 15665 | 2.1289

50 | 09475 | 0.9865 | 0.9015 | 7.4695 | 7.5306 | 7.0745 | -0.0525 | -0.0135 | -0.0985 | -0.5305 | -0.4694 | -0.9255 | 0.1455 | 0.0365 | 0.1576 | 1.7237 | 12396 | 1.8392

100 | 09631 | 09922 | 0.9405 | 7.6317 | 7.6730 | 7.3503 | -0.0369 | -0.0078 | -0.0505 | -0.3683 | -0.3270 | -0.6497 | 0.1277 | 00195 | 01123 | 13526 | 0.8761 | 1.4051
a=16

30 | 09472 | 09845 | 08722 | 14.884 | 14839 | 13.939 | -0.0528 | -0.0155 | -0.1278 | -1.1162 | -1.1602 | -2.0601 | 0.1468 | 0.0412 | 0.1938 | 3.8930 | 3.1211 | 4.2795

50 | 0949 | 09875 | 0.9020 | 14.983 | 15.068 | 14.158 | -0.0504 | -0.0125 | -0.0980 | -1.0165 | -0.9316 | -L8416 | 0.1457 | 0.0346 | 0.1578 | 34277 | 24652 | 3.6994

100 0.9643 0.9929 0.9424 15.291 15.347 14.748 | -0.0357 | -0.0071 | -0.0576 | -0.7092 | -0.6525 | -1.2519 | 0.1276 0.0176 0.1116 2.6860 1.7402 2.7962
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Cizelge 4.2 H,(t) dagilimi i¢in & = 0.7 iken a’nin farkli degerleri ile hesaplanmis ortalama, yan ve RMSE degerleri

Mean 6 Mean @ Bias 8 Bias @& RMSE 8 RMSE &

n | MLE [ MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LsE
a=0.5

30 | 05887 | 0.2625 | 0.7085 | 04945 | 0.4105 | 0.6152 | -0.1113 | -0.4375 | 0.0085 | -0.0055 | -0.0895 | 0.1152 | 0.4192 | 0.6970 | 02672 | 0.1683 | 0.2070 | 0.2051

50 | 0.6110 | 0.3458 | 0.6998 | 04995 | 0.4180 | 0.5890 | -0.0890 | -0.3542 | -0.0002 | -0.0005 | -0.0820 | 0.0890 | 0.3575 | 0.5795 | 02817 | 0.1603 | 0.1871 | 0.1719

100 0.6403 0.4880 0.7081 0.5044 0.4464 0.5719 -0.0597 | -0.2120 0.0081 0.0044 | -0.0536 | 0.0719 0.2736 0.3837 0.2112 0.1433 0.1501 0.1478
a=1

30 | 05826 | 0.2678 | 0.7033 | 09885 | 0.8310 | 1.2267 | -0.1174 | -0.4322 | 0.0033 | -0.0115 | -0.1690 | 0.2267 | 0.4293 | 0.7013 | 0.2824 | 0.3380 | 0.4152 | 0.4070

50 | 0.6068 | 0.3761 | 0.7014 | 09915 | 0.8559 | 1.1748 | -0.0932 | -0.3239 | 0.0014 | -0.0085 | -0.1441 | 0.1748 | 0.3542 | 0.5497 | 02498 | 03141 | 0.3623 | 0.3362

100 | 0.6358 | 04950 | 0.7045 | 0.9945 | 0.8910 | 1.1335 | -0.0642 | -0.2050 | 0.0045 | -0.0055 | -0.1081 | 0.1335 | 0.2605 | 0.3664 | 02125 | 0.2786 | 0.2074 | 0.2867
a=4

30 | 05815 | 02826 | 0.7028 | 3.9461 | 3.3453 | 4.8917 | -0.1185 | -0.4174 | 0.0028 | -0.0539 | -0.6547 | 0.8917 | 0.4295 | 0.6906 | 0.2825 | 1.3487 | 1.6280 | 16052

50 | 0.6040 | 03811 | 0.7002 | 39501 | 3.4242 | 4.6797 | -0.0960 | -0.3189 | 0.0002 | -0.0499 | -0.5758 | 0.6797 | 0.3557 | 0.5445 | 02499 | 12479 | 1.4278 | 13206

100 | 0.6334 | 04911 | 07021 | 39639 | 3.5455 | 45105 | -0.0666 | -0.2089 | 0.0021 | -0.0361 | -0.4545 | 0.5105 | 0.2611 | 0.3684 | 02131 | 11111 | 11834 | 1.1250
a=8

30 | 05827 | 0.2068 | 0.7060 | 7.8404 | 6.6472 | 9.7216 | -0.1173 | -0.4032 | 0.0060 | -0.1596 | -1.3528 | 17216 | 0.4226 | 0.6730 | 0.2812 | 26481 | 3.0926 | 3.0904

50 | 0.6056 | 0.3508 | 0.6975 | 7.9045 | 6.6169 | 9.2019 | -0.0944 | -0.3492 | -0.0025 | -0.0955 | -1.3831 | 12919 | 0.3582 | 0.5733 | 02697 | 25203 | 2.8672 | 25591

100 | 0.6138 | 04661 | 06970 | 7.7954 | 6.9095 | 8.9021 | -0.0862 | -0.2339 | -0.0030 | -0.2046 | -1.0905 | 0.9021 | 0.2813 | 0.3943 | 02078 | 2.2655 | 2.3782 | 2.1537
a=16

30 | 05651 | 0.3257 | 0.7050 | 15500 | 13.129 | 19.385 | -0.1349 | -0.3743 | 0.0059 | -0.4098 | -2.8711 | 3.3849 | 0.4405 | 0.6001 | 0.2548 | 53955 | 6.0404 | 6.0877

50 | 0.6001 | 03849 | 0.7000 | 15.679 | 13.162 | 18437 | -0.0999 | -0.3151 | -0.0000 | -0.3212 | -2.8376 | 2.4367 | 0.3533 | 0.5013 | 02511 | 5.0339 | 5.4858 | 4.9133

100 0.6032 0.4679 0.6713 15.334 13.567 17.302 -0.0968 | -0.2321 | -0.0287 | -0.6658 | -2.4328 1.3022 | 0.2802 0.3608 0.2443 44391 47187 4.0685
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Cizelge 4.3 H,(t) dagilimi i¢in & = 0.3 iken a’nin farkli degerleri ile hesaplanmis ortalama, yan ve RMSE degerleri

Mean 8 Mean @& Bias 8 Bias @& RMSE 8 RMSE &

n MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE
a=0.5

30 | 00578 | -00267 | 03069 | 0.4912 | 0.4842 | 06793 | -0.2422 | -0.3267 | 0.0069 | -0.0088 | -0.0158 | 0.1793 | 0.6145 | 0.6520 | 0.6122 | 0.1859 | 0.2086 | 0.3239

50 | 0.1416 | 00788 | 03838 | 05037 | 0.4942 | 0.6803 | -0.1584 | -0.2212 | 0.0838 | 0.0037 | -0.0058 | 0.1803 | 0.5071 | 0.5379 | 05405 | 0.1673 | 0.1755 | 0.3018

100 | 02243 | 0.1768 | 04276 | 05120 | 04993 | 0.6578 | -0.0757 | -0.1232 | 0.1276 | 0.0129 | -0.0007 | 0.1578 | 0.3713 | 0.3892 | 0.4318 | 0.1433 | 01386 | 0.2702
a=1

30 | 00399 | -00392 | 03050 | 0.9736 | 0.9582 | 1.3615 | -0.2601 | -0.3392 | 0.0059 | -0.0264 | -0.0418 | 0.3615 | 0.6258 | 0.6560 | 0.6145 | 0.3604 | 0.4026 | 0.6449

50 | 0.1136 | 0.0436 | 03607 | 0.9889 | 0.9667 | 13338 | -0.1864 | -0.2564 | 0.0607 | -0.0111 | -0.0333 | 0.3338 | 0.5280 | 0.5660 | 05418 | 0.3218 | 0.3449 | 0.5925

100 | 02248 | 0.1631 | 03984 | 1.0240 | 0.9872 | 1.2906 | -0.0752 | -0.1369 | 0.0984 | 0.0240 | -0.0128 | 0.2906 | 0.3614 | 0.3867 | 0.4425 | 02816 | 0.2703 | 0.5338
a=4

30 | 00635 | -0.0200 | 0.3205 | 3.9087 | 3.8340 | 54368 | -0.2365 | -0.3200 | 0.0205 | -0.0913 | -0.1660 | 1.4368 | 0.6121 | 0.6445 | 0.6081 | 1.4078 | 15600 | 25206

50 | 0.1136 | 0.0406 | 03482 | 3.9224 | 3.8116 | 52725 | -0.1864 | -0.2504 | 0.0482 | -0.0776 | -0.1884 | 12725 | 05142 | 0.5515 | 05552 | 12450 | 1.3066 | 2.2861

100 | 02041 | 0.1446 | 04001 | 40365 | 3.8856 | 5.1358 | -0.0959 | -0.1554 | 0.1001 | 0.0365 | -0.1144 | 11358 | 0.3795 | 0.4035 | 0.4396 | 1.0739 | 09832 | 2.0421
a=8

30 | 00459 | -0.0425 | 03030 | 7.6989 | 7.5153 | 10.714 | -0.2541 | -0.3425 | 0.0030 | -0.3011 | -0.4847 | 2.7146 | 0.6126 | 0.6533 | 0.6108 | 2.7145 | 29814 | 49198

50 | 0.211 | 0.0549 | 03749 | 7.7983 | 7.6267 | 10667 | -0.1789 | -0.2451 | 0.0749 | -0.2017 | -0.3733 | 2.6676 | 0.5001 | 0.5367 | 05367 | 2.2648 | 2.4323 | 4.5025

100 | 01987 | 0.1406 | 0.3968 | 7.9220 | 7.6382 | 10.004 | -0.1013 | -0.1594 | 0.0968 | -0.0780 | -0.3618 | 2.0048 | 0.3612 | 0.3821 | 0.4100 | 19178 | 18214 | 3.6535
a=16

30 | 00236 | -00449 | 02974 | 15170 | 14671 | 21.330 | -0.2764 | -0.3449 | -0.0026 | -0.8295 | -1.3285 | 53308 | 0.6238 | 06223 | 0.6141 | 5.1518 | 53505 | 9.6021

50 | 0.0883 | 00246 | 03420 | 15271 | 14.691 | 20657 | -0.2117 | -0.2754 | 0.0429 | -0.7288 | -1.3091 | 4.6569 | 0.5255 | 0.5293 | 05376 | 4.4321 | 4.4560 | 8.5136

100 | 01903 | 0.1220 | 0.3460 | 15.644 | 14.953 | 19.017 | -0.1097 | -0.1780 | 0.0460 | -0.3558 | -L.0A71 | 30177 | 0.3493 | 0.3652 | 04130 | 35450 | 3.3777 | 6.3049




7A

Cizelge 4.4 H,(t) dagilimi i¢in & = —0.3 iken a’nin farkli degerleri ile hesaplanmig ortalama, yan ve RMSE degerleri

Mean 6 Mean @ Bias 8 Bias @& RMSE 8 RMSE &

n | MLE [ MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LsE
a=0.5

30 | -0.3857 | -0.4626 | -0.0898 | 05227 | 0.5001 | 0.7219 | -0.0857 | -0.1626 | 0.2102 | 0.0227 | 0.0001 | 02219 | 0.5406 | 0.5021 | 0.7558 | 0.1639 | 0.1555 | 0.3985

50 | -0.3643 | -0.4399 | -0.1131 | 05236 | 0.5029 | 0.6830 | -0.0643 | -0.1399 | 0.1869 | 0.0236 | 0.0029 | 0.1830 | 0.4881 | 0.4726 | 07034 | 0.1449 | 0.1297 | 0.3528

100 -0.3743 | -0.4327 | -0.1284 | 0.5062 0.4947 0.6232 -0.0743 | -0.1327 0.1716 0.0062 -0.0053 | 0.1232 0.3912 0.4078 0.5819 0.0912 0.0871 0.2730
a=1

30 | -0.3692 | -0.4522 | -0.0838 | 10514 | 0.9972 | 14490 | -0.0692 | -0.1522 | 0.2162 | 0.0514 | -0.0028 | 0.4490 | 0.543L | 0.5022 | 07632 | 0.3301 | 0.2073 | 0.7975

50 | -0.3760 | -0.4583 | -0.1077 | 10313 | 0.9877 | 1.3553 | -0.0760 | -0.1583 | 0.1923 | 0.0313 | -0.0123 | 0.3553 | 0.4768 | 0.4667 | 06929 | 0.2547 | 0.2297 | 0.6893

100 | -0.3744 | -0.4509 | -0.1844 | 10054 | 09731 | 11725 | -0.0744 | -0.1599 | 01156 | 0.0054 | -0.0269 | 01725 | 03793 | 0.4074 | 0.5406 | 0.1673 | 0.1656 | 0.4026
a=4

30 | -0.3950 | -0.4743 | -0.1045 | 41607 | 3.9432 | 57419 | -0.0950 | -0.1743 | 0.1955 | 0.1607 | -0.0568 | 17419 | 0.5407 | 0.4973 | 07579 | 12503 | 1.1370 | 3.1412

50 | -0.3760 | -0.4662 | -0.1102 | 4.0950 | 3.9085 | 5.2972 | -0.0760 | -0.1662 | 0.1898 | 0.0959 | -0.0915 | 12972 | 0.4651 | 0.4580 | 06727 | 0.9611 | 0.8650 | 24999

100 | -0.3638 | -0.4561 | -0.1746 | 40704 | 39225 | 47384 | -0.0638 | -0.1561 | 01254 | 0.0704 | -0.0775 | 0.7384 | 0.3904 | 0.4182 | 0.5459 | 0.7299 | 0.6625 | 1.6321
a=8

30 | -0.3903 | -0.4712 | -0.0858 | 83020 | 7.8461 | 11520 | -0.0903 | -0.1712 | 0.2142 | 0.3020 | -0.1539 | 35208 | 0.5352 | 0.4896 | 0.7564 | 2.4043 | 2.0907 | 6.1927

50 | -0.3762 | -0.4637 | -0.0957 | 82188 | 7.8300 | 10.702 | -0.0762 | -0.1637 | 0.2043 | 0.2188 | -0.1700 | 27022 | 0.4710 | 04591 | 06803 | 1.9333 | 1.6677 | 50469

100 -0.3708 | -0.4687 | -0.1835 | 8.0674 7.7571 9.2084 | -0.0708 | -0.1687 0.1165 0.0674 | -0.2429 1.2084 0.3817 0.4097 0.5134 1.3851 1.2776 2.6931
a=16

30 | -0.4016 | -0.4821 | -0.0090 | 16.411 | 15466 | 22632 | -0.1016 | -0.1821 | 0.2010 | 0.4116 | -0.5332 | 6.6326 | 0.5208 | 0.4729 | 07484 | 4.4318 | 3.7838 | 11.751

50 | -0.3873 | -0.4783 | -0.1262 | 16.258 | 15441 | 20566 | -0.0873 | -0.1783 | 0.1738 | 0.2580 | -0.5587 | 45667 | 0.4645 | 0.4435 | 06551 | 35039 | 3.0192 | 8.6838

100 -0.3843 | -0.4872 | -0.2228 16.011 15.326 17.839 -0.0843 | -0.1872 0.0772 0.0115 -0.6736 1.8399 | 0.3818 0.4009 0.4868 2.6477 2.4013 4.3672




9/

Cizelge 4.5 H,(t) dagilimi i¢in & = —0.7 iken a’nin farkli degerleri ile hesaplanmig ortalama, yan ve RMSE degerleri

Mean 8 Mean @& Bias 8 Bias @& RMSE 8 RMSE &

n MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE
a=0.5

30 | -0.6782 | -05423 | 02479 | 05283 | 0.5349 | 07492 | 00218 | 0.1577 | 04521 | 0.0283 | 0.0349 | 0.2492 | 0.5060 | 0.4684 | 0.8870 | 0.1437 | 0.1485 | 0.4297

50 | -0.6872 | -0.5797 | -0.3237 | 05169 | 05220 | 0.6766 | 0.0128 | 0.1203 | 0.3763 | 0.0169 | 0.0220 | 0.1766 | 0.4165 | 0.3965 | 0.7773 | 0.1003 | 0.1068 | 0.3454

100 | -0.6702 | -0.5856 | -0.3815 | 05150 | 0.5213 | 0.6091 | 0.0208 | 0.1144 | 0.3185 | 0.0159 | 0.0213 | 0.1091 | 0.3569 | 0.3615 | 0.6428 | 0.0769 | 0.0801 | 0.2261
a=1

30 | -0.7119 | -05632 | -0.2978 | 1.0426 | 10499 | 14489 | -0.0110 | 0.1368 | 0.4022 | 0.0426 | 0.0499 | 0.4489 | 04919 | 04421 | 0.8569 | 0.2686 | 0.2769 | 0.8086

50 | -0.6870 | -0.5663 | -0.3376 | 1.0438 | 1.0508 | 1.3555 | 0.0130 | 0.1337 | 0.3624 | 0.0438 | 0.0508 | 0.3555 | 0.4416 | 0.4151 | 0.7845 | 02230 | 0.2274 | 0.6881

100 | -0.6888 | -0.6007 | -0.3948 | 10238 | 10321 | 1.1873 | 0.0112 | 00993 | 0.3052 | 0.0238 | 0.0321 | 0.1873 | 0.3458 | 0.3417 | 0.6186 | 0.1423 | 01501 | 0.3646
a=4

30 | -0.7101 | -0.5684 | -0.2916 | 4.1666 | 4.1827 | 5.7954 | -0.0191 | 0.1316 | 0.4084 | 0.1666 | 0.1827 | 1.7954 | 04838 | 04282 | 0.8533 | 1.0007 | 10143 | 3.1494

50 | -0.6868 | -0.5886 | -0.3393 | 4.1160 | 4.1160 | 5.2327 | 00132 | 01114 | 0.3607 | 0.1160 | 0.1160 | 12327 | 0.4109 | 0.3796 | 0.7505 | 0.7405 | 0.7550 | 2.3432

100 | -0.6745 | -0.6182 | -0.4595 | 41027 | 40923 | 45838 | 0.0255 | 00818 | 0.2405 | 0.1027 | 0.0923 | 05838 | 0.3393 | 0.3211 | 05740 | 05530 | 0.5740 | 1.1241
a=8

30 | -0.7186 | -0.5651 | -0.2923 | 8.2494 | 8.2099 | 11517 | -0.0186 | 0.1349 | 0.4077 | 02494 | 02999 | 35175 | 04824 | 04311 | 0.8500 | 1.8098 | 19446 | 6.2238

50 | -0.7120 | -0.5053 | -0.3506 | 8.1947 | 8.2325 | 10489 | -0.0120 | 01047 | 0.3494 | 0.1947 | 02325 | 2.4899 | 0.4148 | 0.3822 | 0.7512 | 14631 | 1.5139 | 4.8081

100 | -0.6879 | -0.6300 | -0.4865 | 8.1373 | 8.0900 | 9.0285 | 0.0121 | 00610 | 0.2135 | 0.1373 | 0.0900 | 1.0285 | 0.3325 | 0.3092 | 0.5534 | 1.0499 | 1.0681 | 2.1515
a=16

30 | -0.7237 | -05018 | -0.3126 | 16461 | 16341 | 22501 | -0.0237 | 0.1082 | 0.3874 | 04610 | 0.3417 | 6.5016 | 0.4768 | 0.3960 | 0.8368 | 3.6764 | 3.3795 | 11.553

50 | -0.7007 | -0.5091 | -0.3804 | 16.491 | 16422 | 20441 | -0.0007 | 01009 | 0.3196 | 0.4916 | 04222 | 44414 | 0.4255 | 03709 | 07337 | 3.0619 | 2.8651 | 8.4644

100 | -0.7024 | -0.7024 | -0.4661 | 16.240 | 16240 | 18.060 | -0.0024 | -0.0024 | 0.2339 | 0.2405 | 0.2405 | 20601 | 0.3334 | 0.3334 | 0.5452 | 2.0029 | 20029 | 3.8899




LL

Cizelge 4.6 H,(t) dagilimi i¢in & = —1 iken a’nin farkli degerleri ile hesaplanmis ortalama, yan ve RMSE degerleri

Mean 8 Mean @& Bias 8 Bias @& RMSE 8 RMSE &

n MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE
a=0.5

30 | -0.9205 | -0.9904 | -05273 | 05214 | 0.5004 | 0.7168 | 0.0795 | 0.0096 | 0.4727 | 0.0214 | 0.0004 | 0.2168 | 0.4883 | 04753 | 0.9570 | 0.1207 | 0.0739 | 0.4067

50 | -0.9136 | -1.0369 | -05127 | 05203 | 0.5003 | 0.6800 | 0.0864 | -0.0369 | 0.4873 | 0.0203 | 0.0003 | 0.1800 | 0.4268 | 0.4396 | 0.8946 | 0.0964 | 0.0589 | 0.3491

100 | -0.9406 | -1.0662 | -0.5515 | 05119 | 04982 | 0.6050 | 0.0504 | -0.0662 | 0.4485 | 0.0119 | -0.0018 | 0.1050 | 0.3180 | 0.3661 | 0.7479 | 0.069 | 0.0425 | 0.1970
a=1

30 | -0.8831 | -1.0043 | -0.4807 | 1.0575 | 1.0009 | 14682 | 0.1169 | -0.0043 | 0.5193 | 0.0575 | 0.0009 | 0.4682 | 0.5150 | 0.4903 | 0.9868 | 0.2543 | 0.1477 | 08326

50 | -0.9146 | -1.0220 | -05285 | 1.0358 | 0.9962 | 1.3316 | 0.0854 | -0.0220 | 0.4715 | 0.0358 | -0.0038 | 0.3316 | 0.4165 | 0.4241 | 08733 | 01775 | 0.1149 | 0.6515

100 | -0.9439 | -1.0606 | -0.5778 | 10234 | 0.9957 | 1.1960 | 0.0561 | -0.0606 | 0.4222 | 0.0234 | -0.0043 | 0.1960 | 0.3225 | 0.3700 | 0.7289 | 01191 | 0.0811 | 0.3614
a=4

30 | -0.8852 | -0.9946 | -0.4843 | 4.2198 | 39996 | 58439 | 0.1148 | 0.0054 | 0.5157 | 0.2198 | -0.0004 | 1.8439 | 0.5116 | 0.4888 | 0.9828 | 0.9889 | 0.5888 | 3.2812

50 | -0.9156 | -1.0136 | -0.5404 | 4.1389 | 3.9801 | 5.2399 | 0.0844 | -0.0136 | 0.4506 | 0.1389 | -0.0199 | 12309 | 0.4152 | 0.4198 | 08584 | 07016 | 0.4508 | 2.4048

100 | -0.9457 | -1.0499 | -0.5967 | 40885 | 3.9795 | 4.7305 | 0.0543 | -0.0499 | 04033 | 0.0885 | -0.0205 | 0.7305 | 0.3201 | 0.3627 | 0.7096 | 0.4687 | 0.3234 | 1.3460
a=8

30 | -0.9117 | -0.9808 | -0.5444 | 8.3642 | 7.9835 | 11.244 | 0.0883 | 0.0192 | 04556 | 0.3642 | -0.0165 | 3.2443 | 04902 | 04689 | 0.0400 | 1.7874 | 11737 | 59216

50 | -0.9314 | -0.9919 | -05170 | 82371 | 7.9968 | 10310 | 0.0686 | 0.0081 | 0.4830 | 0.2371 | -0.0032 | 2.3109 | 0.4002 | 0.4300 | 08506 | 13166 | 0.9292 | 4.1290

100 | -0.9232 | -1.0150 | -0.6404 | 8.1965 | 7.9544 | 9.1692 | 0.0768 | -0.0150 | 0.3596 | 0.1965 | -0.0456 | 1.1692 | 0.3385 | 0.3494 | 0.6585 | 1.0327 | 0.6665 | 2.0471
a=16

30 | -0.9205 | -09781 | 05429 | 16.638 | 15933 | 22.399 | 0.0795 | 0.0219 | 04571 | 06384 | -0.0663 | 6.3998 | 0.4759 | 0.4600 | 0.9375 | 3.4423 | 23106 | 11.674

50 | -0.9282 | -1.0002 | -05207 | 16.490 | 15936 | 20580 | 0.0718 | -0.0002 | 0.4793 | 0.4906 | -0.0639 | 45801 | 0.4070 | 0.4207 | 0.8481 | 26756 | 1.7765 | 8.2154

100 | -0.9247 | -1.0143 | -0.6445 | 16.378 | 15900 | 18.304 | 0.0753 | -0.0143 | 0.3555 | 0.3780 | -0.0993 | 2.3046 | 0.3388 | 0.3480 | 0.6566 | 2.0094 | 1.3302 | 4.0429




8.

Cizelge 4.7 H,(t) dagilimi i¢in & = —1.5 iken a’nin farkli degerleri ile hesaplanmig ortalama, yan ve RMSE degerleri

Mean 8 Mean @& Bias 8 Bias @& RMSE 8 RMSE &

n MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE
a=0.5

30 | -14599 | -1.3005 | -12144 | 05077 | 0.5105 | 06361 | 0.0401 | 0.1995 | 0.2856 | 0.0077 | 0.0105 | 0.1361 | 0.3554 | 05150 | 0.8481 | 0.0915 | 0.0850 | 0.3156

50 | -1.4840 | -1.3383 | -1.1643 | 05019 | 0.5088 | 0.6104 | 0.0160 | 0.1617 | 0.3357 | 0.0019 | 0.0088 | 0.1104 | 0.2269 | 0.4676 | 0.8334 | 0.0607 | 0.0683 | 0.2584

100 | -14992 | -1.3683 | -1.1430 | 05022 | 0.5103 | 0.5760 | 0.0008 | 01317 | 0.3570 | 0.0022 | 0.0103 | 0.0760 | 0.1408 | 0.4143 | 0.7707 | 0.0397 | 0.0490 | 0.1601
a=1

30 | -14723 | -1.3084 | -12113 | 1.0078 | 10168 | 1.2848 | 0.0277 | 0.1916 | 0.2887 | 0.0078 | 0.0168 | 0.2848 | 0.3352 | 05238 | 0.8797 | 0.1724 | 0.1686 | 0.6640

50 | -1.4858 | -1.3322 | -1.1340 | 1.0035 | 1.0191 | 1.2535 | 00142 | 0.1678 | 0.3660 | 0.0035 | 00191 | 02535 | 0.2414 | 0.4729 | 08639 | 0.1254 | 0.1343 | 0.5900

100 | -1.4950 | -1.3560 | -1.1899 | 1.0003 | 1.0145 | 1.1249 | 0.0050 | 01440 | 0.3101 | 0.0003 | 0.0145 | 01249 | 0.1496 | 0.4109 | 0.7170 | 0.0842 | 0.0998 | 0.2815
a=4

30 | -14594 | -13007 | -1.1908 | 4.0672 | 4.0770 | 5.1547 | 0.0406 | 0.1993 | 0.3092 | 0.0672 | 0.0770 | 1.1547 | 0.3662 | 05237 | 0.8767 | 0.7150 | 0.6630 | 26177

50 | -1.4834 | -1.3330 | -1.1392 | 40157 | 4.0750 | 49143 | 00166 | 01670 | 0.3608 | 0.0157 | 0.0750 | 09143 | 0.2432 | 0.4734 | 08561 | 04859 | 0.5303 | 2.0571

100 -1.4850 | -1.3682 | -1.1841 | 4.0119 40622 45110 | 0.0150 0.1318 0.3159 0.0119 0.0622 0.5110 0.1465 0.4129 0.7222 0.3346 0.4078 1.0784
a=8

30 | -14614 | -12042 | -1.2087 | 8.1146 | 8.1374 | 10.079 | 0.0386 | 0.2058 | 0.2013 | 0.1146 | 0.1374 | 2.0797 | 0.3609 | 05235 | 0.8485 | 1.3690 | 13094 | 4.6589

50 | -1.4845 | -1.3225 | -1.1780 | 8.0195 | 8.1368 | 9.4813 | 00155 | 01775 | 0.3220 | 0.0195 | 0.1368 | 14813 | 0.2401 | 0.4742 | 07978 | 09543 | 1.0537 | 3.1804

100 -1.4855 | -1.3532 | -1.2499 8.0148 8.1131 8.7947 0.0145 0.1468 0.2501 0.0148 0.1131 0.7947 0.1463 0.4134 0.6351 0.6649 0.8124 1.7245
a=16

30 | -14553 | -1.2889 | 12102 | 16.176 | 16260 | 20.072 | 0.0447 | 0.2111 | 0.2898 | 0.1764 | 0.2603 | 4.0727 | 0.3452 | 05315 | 0.8427 | 2.6225 | 26078 | 9.1673

50 | -1.4792 | -1.3032 | -12071 | 16.015 | 16.228 | 18.698 | 0.0208 | 0.1968 | 0.2029 | 0.0156 | 0.2283 | 2.6984 | 02422 | 0.4778 | 0.7635 | 19781 | 2.1241 | 6.2347

100 -1.4957 | -1.3343 | -1.2303 15.970 16.261 17.628 0.0043 0.1657 0.2697 -0.0291 0.2617 1.6280 0.1423 0.4161 0.6479 1.2668 1.5297 3.4042




6.

Cizelge 4.8 H,(t) dagilimi i¢in & = —2 iken a’nin farkli degerleri ile hesaplanmis ortalama, yan ve RMSE degerleri

Mean 8 Mean @& Bias 8 Bias @& RMSE 8 RMSE &

n MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE | MLE | MOM | LSE
a=0.5

30 | -19678 | -1.7028 | 18468 | 0.5049 | 0.5053 | 05708 | 0.0322 | 0.2072 | -0.1532 | 0.0049 | 0.0053 | 0.0708 | 0.0821 | 05023 | 0.4651 | 0.053L | 0.0917 | 0.1931

50 | -1.9742 | -1.7673 | -1.8603 | 05028 | 0.5038 | 0.5530 | 0.0258 | 0.2327 | 0.1397 | 0.0028 | 0.0038 | 0.0530 | 0.0588 | 0.4077 | 04388 | 0.0402 | 0.0680 | 0.1583

100 | -1.9779 | -1.8534 | -1.9349 | 05016 | 0.5020 | 0.5234 | 0.0221 | 0.1466 | 0.0651 | 0.0016 | 0.0020 | 0.0234 | 0.0410 | 0.2610 | 0.1664 | 0.0282 | 0.0473 | 0.0564
a=1

30 | -19654 | -1.6896 | -1.8530 | 1.0116 | 1.0180 | 11397 | 0.0346 | 0.3104 | 0.1470 | 00116 | 0.0180 | 0.1397 | 0.0799 | 05138 | 0.4379 | 0.1099 | 0.1761 | 0.3746

50 | -1.9695 | -1.7556 | -1.8806 | 1.0027 | 1.0089 | 1.0871 | 00305 | 02444 | 0.1194 | 0.0027 | 0.0089 | 0.0871 | 0.0639 | 0.4239 | 03647 | 0.0834 | 0.1369 | 0.2411

100 | -1.9736 | -1.8581 | -1.9410 | 1.0035 | 10059 | 1.0460 | 0.0264 | 0.1419 | 0.0590 | 0.0035 | 0.0059 | 0.0460 | 0.0467 | 0.2539 | 0.1527 | 0.0606 | 0.0991 | 0.1142
a=4

30 | -1.9660 | -1.6883 | -1.8680 | 4.0806 | 4.0609 | 44771 | 0.0340 | 0.3117 | 0.1320 | 0.0806 | 0.0609 | 0.4771 | 0.0779 | 05192 | 0.3874 | 0.4380 | 0.6881 | 1.1778

50 | -1.9694 | -1.7568 | -1.9140 | 4.0581 | 4.0204 | 4.2641 | 0.0306 | 02432 | 0.0860 | 0.0581 | 0.0204 | 02641 | 0.0633 | 0.4208 | 02261 | 03343 | 0.5362 | 0.6693

100 | -1.9749 | -1.8564 | -1.9507 | 40650 | 40078 | 4.1518 | 00251 | 0.1436 | 0.0493 | 0.0650 | 0.0078 | 0.1518 | 0.0455 | 0.2562 | 0.1115 | 02491 | 0.3869 | 0.4083
a=8

30 | -19691 | -1.7028 | 1.8707 | 8.1450 | 8.0808 | 89287 | 0.0309 | 0.2072 | -0.1293 | 0.1450 | 0.0808 | 0.9287 | 0.0762 | 05084 | 0.3774 | 0.8619 | 13786 | 2.2478

50 | -1.9760 | -1.7629 | -1.8986 | 8.1008 | 8.0453 | 85740 | 0.0240 | 02371 | 0.1014 | 0.1008 | 0.0453 | 05740 | 0.0524 | 0.4128 | 02969 | 0.6601 | 1.0817 | 1.4361

100 | -1.9793 | -1.8307 | -1.9439 | 81090 | 8.0349 | 8.3136 | 0.0207 | 0.1603 | 0.0561 | 0.1090 | 0.0349 | 03136 | 0.0402 | 0.2934 | 0.1190 | 04579 | 0.7145 | 0.7609
a=16

30 | -17899 | -1.8363 | -1.0494 | 19.030 | 15478 | 17.312 | 02101 | 0.1637 | 0.0506 | 3.0302 | -0.5217 | 1.3123 | 0.2088 | 03777 | 0.1392 | 5.1324 | 27449 | 29617

50 | -1.7871 | -1.8998 | -1.9617 | 19.206 | 15424 | 16.804 | 02129 | 01002 | 0.0383 | 3.2069 | -0.5758 | 0.8049 | 0.2680 | 0.2424 | 01105 | 47693 | 2.1461 | 2.1294

100 -1.7851 | -1.9539 | -1.9795 19.538 15.452 16.427 0.2149 0.0461 0.0205 3.5385 -0.5479 0.4276 0.2471 0.1371 0.0526 4.4530 1.4481 1.3241




Elde edilen gizelgeler yardimiyla, tahmin yontemleri kendi iginde RMSE kriterine gore

ayr1 ayr1 kiyaslanirsa,

8 icin;
e 0 =1 iken tiim durumlarda (a ve 6rneklem g¢ap1 degerlerinin tamami igin)
MOM,
e 0 = 0.7 igin tim durumlarda LS,

e 6 =0.3ikenn = 30 ig¢in LS, diger 6rneklem ¢ap1 degerleri i¢in ML,

e 0 =-0.3ikenn = {30,50} oldugunda MOM, n = 100 oldugunda ise ML,
e 0 = —0.7 i¢in tiim durumlarda MOM,

e 0 = —1ikenn = 30 i¢in MOM, diger 6rneklem ¢aplari i¢in ML,

e O = —1.5i¢in tiim durumlarda ML,

e O =-2ikena < 8i¢in ML, a = 16 i¢in LS yontemi en etkin sonuglari
vermistir.
@ igin;
6 = {1,—0.3,—1} degerini aldig1 tiim orneklem ¢aplari igin MOM tahmin y6nteminin,

6 = {0.3,0.7} oldugunda ise 6rneklem ¢apinin 30 ve 50 oldugu durumlarda ML tahmin
yonteminin RMSE bazinda daha iyi oldugu goriilmektedir.
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5. UYGULAMA CALISMASI

Bu boliimde temel dagilimlart iistel olarak belirlenen bu yeni dagilimlarin modelleme
basarisi icin literatiirde kullanilan gergek veri setleri kullanilmistir. Boylelikle elde
edilen dagilimlarin hangi tiir veri setlerini modelleyebilecegi ortaya konulmaya
calisilmigtir. Bunun igin karsilastirilan dagilimlarin parametrelerinin tahmini i¢in ML
tahmin yontemi kullanilmistir. Daha onceki boliimlerde de belirtildigi gibi; Hy(t) ve
H,(t) dagilimlarinin ML tahmin edicilerinin analitik ifadeleri yoktur ve bu dagilimlarin

ML tahminleri sayisal ¢6ziim yontemleri yardimiyla elde edilmistir.

Krishna ve Kumar (2013), Risti¢ ve Balakrishnan(2012), Nadarajah ve Okorie (2017)
gibi birgok arastirici ¢alismalarinda iistel ve iistel temelli dagilimlarin modellemeleri
icin K-S istatistigi, AIC ve AICc bilgi kriterleri kullanmiglardir. Bu durum bu
calismada da s6z konusu olan bu kriterlerin kullanilabilir olmasina isaret etmektedir.
Bu boliimde yer alan veri setlerinin dagilimlara uygunlugunu irdelemek ve bir klasik
dagilim olan tstel dagilim ile karsilastirmasini yapabilmek igin bahsi gegen bilgi

kriterlerinden faydalanilmistir.
Tlgilenilen veri setlerindeki hesaplamalar i¢in Matlab 2013 programi kullanilmustir.
5.1 Veri Seti 1 (Wheaton Nehri Su Taskim Verileri)

Cizelge 5.1°de verilen veri seti, Kanada’da bulunan Wheaton Nehri’nin su tagkini
verileri olup, 1958-1984 yillar1 igin m3/s cinsinden 72 su asim degerini igermektedir.
Bu veriler ilk kez Choulakian ve Stephens (2001) tarafindan analiz edilmistir (Merovci
ve Puka 2014).
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Cizelge 5.1 Wheaton Nehri su taskini veri seti (m3/s)

1.70 220 1440 1.10 040 20.60 5.30 0.70  13.00 12.00
930 140 1870 850 2550 11.60 1410 2210 1.10 2.50
1440 170 37.60 0.60 220 3900 030 1500 11.00 7.30
2290 170 0.10 1.10 0.60 9.00 1.70 7.00 2010 0.40
1410 990 1040 10.70 30.00 3.60 560 30.80 13.30 4.20
2550 340 1190 2150 2760 3640 2/0 6400 1.50 2.50
2740 100 27.10 20.20 16.80 5.30 970 2750 250 27.00
1.90 2.80

Cizelge 5.2 Wheaton Nehri su tagkini veri setinin model uyarlamast

Parametre K-S
Model . p Degeri . S AlC AlCc
Tahmini Istatistigi
a = 13.0532
H,(t) ~ 0.3768 0.1052 504.3918 504.5657
0 = 0.5543
a=9.2190
H,(t) A 0.7858 0.0749 499.4530 499.6269
0 = —1.5056
Ustel ~
. oa=12.2042 0.0984 0.1422 506.2559 506.3131
Dagilim

Cizelge 5.2°de tstel, H; (t) ve H,(t) dagilimlari ile kurulan modeller i¢in K-S istatistigi,
AIC ve AICc bilgi kriterleri incelendiginde H,(t)’nin bu veri setini digerlerinden daha

Iyi modelleyebildigi sonucuna vartlir.

72 su taskii verisinin verilen dagilimlar iizerindeki uyumlulugu karsilastirildiginda,
temel dagilimi stel olan H,(t) dagilimiim digerlerine oranla daha iyi bir uyum

gosterdigi sdylenebilir.

82




g:l T 1 T 1
1
8o = = = h,{f
: . h i}
0k ~——— Usted Dag. ||
W -
g
—
u
=
; e —
40 =11 <] T

Wheaton Mehri Su Taskini Olciimleri( m-".":i]
Sekil 5.1 Wheaton Nehri su tagkini veri setine iligskin histogram

Sekil 5.1’de s6z konusu dagilimlarin Cizelge 5.2’deki parametre tahmin degerleriyle
elde edilen olasilik yogunluk fonksiyonlar1 ile wveri setinin histogrami birlikte
¢izdirilmistir. Buna gore; H,(t) dagiliminin Cizelge 5.1°de verilen veri setini daha iyi
bir sekilde modelleyebildigini sdylemek miimkiindiir. Sekil 5.1, Cizelge 5.2°nin

incelenmesiyle varilan sonucu desteklemektedir.

5.2 Veri Seti 2 (Uranyum Konsantrasyon Verileri)

Kuzeybati Teksas kuyularindaki yeralti sularinda olusan uranyum konsantrasyon
miktarini gdsteren veri seti Cizelge 5.3’de gosterilmistir. 100 l¢timden olusan veri seti,
milyarda bir (nano) Ol¢ii birimine sahiptir. (Anonymous. 2010. Web Sitesi:
https://college.cengage.com/mathematics/brase/understandable_statistics/7e/students/da
tasets/svls/frames/svis15.html, Erigim Tarihi: 05.11.2019)
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Cizelge 5.3 Uranyum konsantrasyonlari veri seti (milyarda bir (nano)-ppb)

80 137 49 31 780 97 69 217 268 56.2 253 44 298
223 95 135 478 298 134 210 26.7 525 65 158 21.2 132
123 57 111 161 114 180 155 353 95 21 104 53 112
09 78 67 219 203 29 1242 583 834 89 181 119 6.7
98 151 704 213 582 250 55 140 60 119 153 7.0 136
164 359 194 198 63 23 19 60 15 41 340 176 186
80 79 569 537 83 335 382 28 42 187 127 38 88
23 72 98 177 2714 79 111 247
Cizelge 5.4 Uranyum konsantrasyonlari veri seti i¢in model uyarlamasi
Parametre K-S
Model - Degeri . AlC AICC
Tahmini p Zegert Istatistigi
o = 18.0546
Hq(t) " 0.6702 0.0712 787.7484 | 787.8734
6 = —0.3940
o = 18.2075
H,(t) By 0.4113 0.0875 789.8778 | 790.0028
6 = —0.1400
Ustel r
. a = 19.4960 0.2945 0.0966 788.101 | 788.1423
Dagilim

Yeralt1 sularinda olusan uranyum konsantrasyonlar: veri setinin model uyarlamasi i¢in

Cizelge 5.4’deki K-S istatistigi, AIC ve AICC bilgi kriterleri incelendiginde, H; (t)’nin

bu veri setini digerlerinden daha iyi bir sekilde modelleyebildigi sonucuna vartlir.

100 uranyum konsantrasyonu verisinin verilen dagilimlar iizerindeki uyumlulugu

karsilastirildiginda, temel dagilimi istel olan Hy(t) dagilimmin digerlerine oranla daha

Iyi bir uyum gosterdigi sdylenebilir.
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Sekil 5.2 Uranyum konsantrasyonlari veri setine iligkin histogram

Sekil 5.2°de s6z konusu dagilimlarin Cizelge 5.4°deki parametre tahmin degerleriyle
elde edilen olasilik yogunluk fonksiyonlar: ile veri setinin histogrami birlikte
cizdirilmistir. Buna gore; H(t) dagiliminin Cizelge 5.3’de verilen veri setini daha iyi
bir sekilde modelleyebildigini sdylemek miimkiindiir. Sekil 5.2, Cizelge 5.4’{in

incelenmesiyle varilan sonucu desteklemektedir.

5.3 Veri Seti 3 (Kalsiyum Konsantrasyon Verileri)

79 adet idrardaki kalsiyum konsantrasyonunu litre bagina milimol cinsinden gdsteren

veri seti Cizelge 5.5’de verilmistir (Andrews ve Herzberg 2012).
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Cizelge 5.5 Kalsiyum konsantrasyonlar1 veri seti (milimol/It)

245 449 236 215 116 334 140 848 116 221 193
127 103 147 153 509 105 203 768 145 516 0.81
132 15 152 077 217 017 083 304 106 393 5.38
353 454 398 102 346 119 564 266 122 264 231
449 696 13.00 554 619 731 1434 474 250 127 4.18
310 301 681 828 233 7.18 567 1268 894 316 3.30
699 065 418 445 027 764 6.63 853 9.04 058 7.82
12.20 9.39

Cizelge 5.6 Kalsiyum konsantrasyonlar1 veri seti i¢in model uyarlamasi

Parametre K-S
Model .. Degeri . AlIC AICC
Tahmini p Zesert Istatistigi
o = 3.8414
H,(t) - 0.4444 0.0952 383.0272 383.1851
6 = —0.5188
a=34214
H,(t) A 0.2628 0.1112 383.6561 383.8140
6 = —0.4606
Ustel N
. a= 4.1390 0.1276 0.1298 384.4313 384.4832
Dagilim

Cizelge 5.6’da tstel, H, (t) ve H,(t) dagilimlari ile kurulan modeller i¢in K-S istatistigi,
AIC ve AICc bilgi kriterleri incelendiginde H;(t)’nin bu veri setini digerlerinden daha

iyi modelleyebildigi sonucuna varilir.

79 kalsiyum konsantrasyonlar1 veri setinin verilen dagilimlar iizerindeki uyumlulugu
karsilastirildiginda, temel dagilimi istel olan Hy(t) dagilimmin digerlerine oranla daha

1yi bir uyum gosterdigi sdylenebilir.
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Sekil 5.3 Kalsiyum konsantrasyonlari veri setine iliskin histogram

Sekil 5.3’de s6z konusu dagilimlarin Cizelge 5.6’daki parametre tahmin degerleriyle
elde edilen olasilik yogunluk fonksiyonlar1 ile veri setinin histogrami birlikte
¢izdirilmistir. Buna goére; H;(t) dagiliminin Cizelge 5.5’de verilen veri setini daha iyi
bir sekilde modelleyebildigini sdylemek miimkiindiir. Sekil 5.3, Cizelge 5.6’da verilen

model uyarlamasinin incelenmesiyle varilan sonucu desteklemektedir.

5.4 Veri Seti 4 (Bir Bankadaki Miisterilerin Bekleme Zamam Verileri)

Bir bankadaki 60 miisterinin hizmet almadan Onceki bekleme siirelerinden olusan veri

seti dakika olarak Cizelge 5.7’de verilmistir (Al-Mutairi vd., 2013).

Cizelge 5.7 Bir bankadaki miisterin bekleme zamani verileri (dakika)

0.1 0.2 0.3 0.7 0.9 1.1 1.2 1.8 1.9 2.0
2.2 2.3 2.3 2.3 2.5 2.6 2.7 2.7 2.9 3.1
3.1 3.2 3.4 3.4 3.5 3.9 4.0 4.2 4.5 4.7
5.3 5.6 5.6 6.2 6.3 6.6 6.8 7.3 7.5 7.7
7.7 8.0 8.0 8.5 8.5 8.7 9.5 10.7 10.9 11.0
121 12.3 12.8 12.9 13.2 13.7 14.5 16.0 16.5 28.0
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Cizelge 5.8 Bir bankadaki miisterilerin bekleme zamanlarinin veri seti igin model

uyarlamasi
Parametre K-S
Model L p Degeri . AlC AlICC
Tahmini Istatistigi
o = 5.7888
H,(t) A 0.7205 0.0870 343.2584 343.4690
0 =—-0.7249
o =5.1390
H,(t) ~ 0.4396 0.1093 343.9310 344.1415
6 = —-0.5381
Ustel N
. o = 6.3683 0.2443 0.1295 344.1605 344.2295
Dagilim

Bir bankadaki 60 miisterinin bekleme zamanlarini igeren veri setinin model uyarlamasi
icin K-S istatistigi, AIC ve AlICc bilgi kriterleri incelendiginde H; (t)’ nin bu veri setini
digerlerinden daha iyi modelleyebildigi sonucuna varilir. Kisaca s6z konusu verinin
dagilimlar {izerindeki uyumlulugu karsilastirildiginda, temel dagilimi dstel olan Hq(t)

dagiliminin digerlerine oranla daha iyi bir uyum gosterdigi sdylenebilir.

- = = h 1}

i 5 10 15 20 25 30
Bir bankadaki miisterilerin bekleme zamanlard dakika)

Sekil 5.4 Bir bankadaki miisterilerin bekleme zamanlarini igeren veri setine iliskin
histogram
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Sekil 5.4’de s6z konusu dagilimlarin Cizelge 5.8’deki parametre tahmin degerleriyle
elde edilen olasilik yogunluk fonksiyonlar1 ile veri setinin histogrami birlikte
¢izdirilmistir. Buna gore; H;(t) dagiliminin Cizelge 5.7°de verilen veri setini daha iyi
modelleyebildigini sdylemek miimkiindiir. Sekil 5.4, Cizelge 5.8’de verilen model

uyarlamasinin incelenmesiyle varilan sonucu desteklemektedir.
5.5 Veri Seti 5 (Mesane Kanseri Hastalarinin Iyilesme Siiresi Verileri)

Cizelge 5.9°de verilen veri seti, 128 mesane kanseri hastasinin ay bazinda iyilesme

stirelerini igermektedir (Merovcei 2013).

Cizelge 5.9 Mesane kanseri hastalarinin iyilesme siiresi verileri (ay)

0.08 0.2 0.4 0.5 0.51 0.81 0.9 1.05 1.19 1.26
1.35 1.4 1.46 1.76 2.02 2.02 2.07 2.09 2.23 2.26
2.46 2.54 2.62 2.64 2.69 2.69 2.75 2.83 2.87 3.02
3.25 3.31 3.36 3.36 3.48 3.52 3.57 3.64 3.7 3.82
3.88 4.18 4.23 4.26 4.33 4.34 4.4 4.5 451 4.87
4.98 5.06 5.09 5.17 5.32 5.32 5.34 5.41 5.41 5.49
5.62 5.71 5.85 6.25 6.54 6.76 6.93 6.94 6.97 7.09
7.26 7.28 7.32 7.39 7.59 7.62 7.63 7.66 7.87 7.93
8.26 8.37 8.53 8.65 8.66 9.02 9.22 9.47 9.74  10.06
10.34 1066 10.75 11.25 1164 11.79 1198 12.02 1203 12.07
1263 13.11 1329 138 1424 1476 1477 1483 1596 16.62
1712 1714 1736 181 19.13 20.28 21.73 2269 23.63 25.74
2582 2631 3215 3426 36.66 43.01 46.12 79.05

Cizelge 5.10 Mesane kanseri hastalarinin iyilesme Siiresi veri setinin model uyarlamasi

Parametre K-S
Model . p Degeri . AlC AlCc
Tahmini Istatistigi
a=8.7477
H,(t) ~ 0.6080 0.0660 830.6244 | 830.7104
6 = —0.3691
a=9.1260
H,(t) ~ 0.3448 0.0815 832.6543 | 832.7503
0 = —0.0506
Ustel ~
o a = 9.3656 0.3012 0.0846 830.6838 | 830.7155
Dagilim
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Cizelge 5.10’da istel, H;(t) ve H,(t) dagilimlar ile kurulan modeller i¢in K-S

istatistigi, AIC ve AICc bilgi kriterleri incelendiginde H;(t)’nin bu veri setini

digerlerinden daha iyi modelleyebildigi sonucuna varilir.

Mesane kanseri hastalarinin iyilesme siiresi verileri i¢in verilen dagilimlar tizerindeki

uyumlulugu karsilastirildiginda, temel dagilimu iistel olan H; (t) dagiliminin digerlerine

oranla daha iyi bir uyum gosterdigi sdylenebilir.
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Sekil 5.5 Mesane kanseri hastalarinin iyilesme siiresi veri setine iligkin histogram

i

Sekil 5.5’de s6z konusu dagilimlarin Cizelge 5.10°daki parametre tahmin degerleriyle

elde edilen olasilik yogunluk fonksiyonlar1 ile veri setinin histogrami birlikte

cizdirilmistir. Buna gore; H;(t) dagilimimin verilen veri setini daha iyi bir sekilde

modelleyebildigini sdylemek miimkiindiir. Sekil 5.5, Cizelge 5.10°da verilen model

uyarlamasinin incelenmesiyle varilan sonucu desteklemektedir.
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5.6 Veri Seti 6 (Hastalarin Beyin Cerrahisi Servisinde Kalis Siiresi Verileri)

Cizelge 5.11°de verilen veri seti, 68 erkek hastanin Tiirkiye'deki bir arastirma
hastanesinin beyin cerrahisi servisindeki kalig stirelerini (giin) gostermektedir (Biiytim

2017).

Cizelge 5.11 Hastalarin beyin cerrahisi servisinde kalis siireleri (giin)

1 1 1 1 1 1 2 3 4 4
5 6 6 6 7 7 7 7 8
8 8 9 10 11 11 11 12 12 13

14 17 18 19 19 19 20 21 23 24
24 25 26 31 32 32 33 39 39 41
41 42 47 51 54 58 61 67 74 77
80 81 82 84 95 120 125 150

Cizelge 5.12 Hastalarin beyin cerrahisi servisindeki kalig siiresi verilerinin model

uyarlamast
Parametre K-S
Model .. p Degeri . AlC AICC
Tahmini Istatistigi
o = 34.0876
Hq(t) ~ 0.9746 0.0562 603.6866 | 603.8712
0 =0.4714
o = 38.9959
H, (1) ~ 0.9251 0.0642 604.4860 | 604.6706
6 = 0.3890
Ustel .
. a = 30.7647 0.4312 0.1035 603.9861 | 604.0467
Dagihm

Cizelge 5.12’de istel, H;(t) ve H,(t) dagilhmlar ile kurulan modeller i¢in K-S
istatistigi, AIC ve AICc bilgi kriterleri incelendiginde H;(t)’nin bu veri setini

digerlerinden daha i1yi modelleyebildigi sonucuna varilir.

Hastalarin beyin cerrahisi servisindeki kalig siiresi verileri i¢in verilen dagilimlar
tizerindeki uyumlulugu karsilastirildiginda, temel dagilimi iistel olan H; (t) dagiliminin

digerlerine oranla daha iyi bir uyum gosterdigi sdylenebilir.

91




- = = h1)
i h,}
h — (Usiel Dag.

Frekans

-‘IHT:-% —
1 s

=i i) 150
Hastalarin beyin cemahisi servisinde kalis siirelen {giin)

Sekil 5.6 Hastalarin beyin cerrahisi servisinde kalis siirelerini gésteren veri setine iligkin
histogram

Sekil 5.6’da s6z konusu dagilimlarin Cizelge 5.12°deki parametre tahmin degerleriyle
elde edilen olasilik yogunluk fonksiyonlar: ile veri setinin histogrami birlikte
cizdirilmistir. Buna gore; H;(t) dagilimmin verilen veri setini daha iyi bir sekilde
modelleyebildigini sdylemek miimkiindiir. Sekil 5.6, Cizelge 5.12°de verilen model

uyarlamasinin incelenmesiyle varilan sonucu desteklemektedir.

5.7 Veri Seti 7 (Bobrek Hastalarimin Kateterizasyon Sonras1 Enfeksiyona Kadar

Gegen Siire Verileri)

Asagidaki veri seti ilk olarak McGilchrist ve Aisbett (1991) tarafindan analiz edilmistir.
Veriler, portatif diyaliz ekipmani kullanan 58 bobrek hastasinin, kateterin yerlestirildigi
andan enfeksiyon kapmalarina kadar gegen siirelerini giin olarak icermektedir. Veri seti

Cizelge 5.13°de verilmistir.
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Cizelge 5.13 Bobrek hastalarinin kateterizasyon sonrasi enfeksiyona kadar gegen
stirelerini i¢eren veri seti (giin)

8 16 23 22 28 447 318 30 12 24
245 7 9 511 30 53 196 15 154 7
333 141 96 38 536 17 185 177 292 114

15 152 562 402 13 66 39 12 40 201
132 156 34 30 2 25 130 26 27 58
43 152 30 190 119 8 78 63

S0z konusu veri seti i¢in daha 6nce bu ¢alismada yapilan uygulama 6rneklerinden farkl
bir yol izlenmistir. Oncelikle literatiirde bu veri seti kullanilarak, yeni onerilen
dagilimlarin model uyarlamalarina ulasilmistir. Ardindan bu model uyarlamalarinin,

temel dagilimu tstel olan Hy (t) ve H,(t) dagilimlari ile karsilastiritlmasi amaglanmustir.

Cizelge 5.14’de H;(t) dagilimu ile karsilagtirilan dagilimlar, Mahdavi (2015) tarafindan
onerilen agirlikli gama-iistel (WGE) ve agirlikli genellestirilmis {istel-iistel (WGEE)
dagilimlarnidir. Bu veri setinin, iistel dagilim (p = 0.0455) ve H,(t) dagilimi (p =
0.0191) ile modellenemedigi sonucuna varilmistir. H;(t) dagilimi ve modellenen diger

dagilimlar ile elde edilen sonuglar Cizelge 5.14’de verilmistir.

S6z konusu veri seti kullanilarak, WGE ve WGEE dagilimlar1 i¢in parametre tahmin ve
AIC bilgi kriteri degerlerine Mahdavi (2015) calismasinda Tablo 1°de yer vermistir. Bu
degerlere ek olarak, K-S istatistigi ve p degerleri hesaplanarak Cizelge 5.14’¢

eklenmistir.
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Cizelge 5.14 Bobrek hastalarinin kateterizasyon sonrasi enfeksiyona kadar gegen

stirelerini iceren veri seti i¢cin model uyarlamasi

Parametre

K-S

Model .. Degeri , AIC AICC
Tahmini p Degert Istatistigi
o = 145.854
H,(t) ~ 0.6355 0.0951 666.2486 666.4668
0 = 0.8626
Agurlikli Gama- &A: 19.0394
Ustel (WGE) k=0.4376 0.3030 0.1246 668.2001 668.6465
Dagilimi 2 = 0.0052
Agwrhikl R
Genellestirilmis O‘A: 19.7047
Ustel-Ustel B = 0.3866 0.4494 0.1102 667.5430 667.9874
(WGEE) A = 0.0059
Dagilimi

Cizelge 5.14’de verilen WGE, WGEE ve H{(t) ve dagilimlar ile kurulan modeller

icin K-S istatistigi, AIC ve AICc bilgi kriterleri incelendiginde H;(t)’ nin bu veri setini

digerlerinden daha iyi modelleyebildigi sonucuna varilir.

Bobrek hastalarinin kateterizasyon sonrasi enfeksiyona kadar gegen siirelerini igeren

veri seti i¢in, literatlirde Onerilmis ve bu veri seti ile modellenmis yeni dagilimlara

kiyasla, temel dagilimi istel olan H;(t) dagilimmm daha iyi bir uyum gosterdigi

sOylenebilir.
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Sekil 5.7 Bobrek hastalarinin kateterizasyon sonrasi enfeksiyona kadar gegen stirelerini
iceren veri setine iligkin histogram

Sekil 5.7°de s6z konusu dagilimlarin Cizelge 5.14’deki parametre tahmin degerleriyle
elde edilen olasilik yogunluk fonksiyonlar: ile veri setinin histogrami birlikte
cizdirilmistir. Buna gore; H;(t) dagilimimin verilen veri setini daha iyi bir sekilde
modelleyebildigini sdylemek miimkiindiir. Sekil 5.7, Cizelge 5.14’de verilen model

uyarlamasinin incelenmesiyle varilan sonucu desteklemektedir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢aligmasinda iki boyutlu AMH dagilimi kullanilarak tek boyutlu iki yeni dagilim
elde edildi. Ayrica temel dagilimlar tistel olarak belirlenen bu dagilimlarin bazi veri
setlerini modellemede daha elverisli oldugu goriildi. Boylelikle elde edilen dagilimlarin

hangi tiir veri setleriyle modellenebilecegi ortaya konulmaya calisildi.

Calismada ilk olarak kosullu AMH dagiliminin ikinci dereceden Taylor agilimi sonucu
elde edilen ve temel dagilimlar1 esit olmayan durumu ele alindi. Fakat cesitli
incelemeler sonucunda, bahsedilen metotla elde edilen fonksiyonun, dagilim fonksiyonu
ozelligi tasimadigi sonucuna varildi. Bu sonu¢ bundan sonra yapilacak ¢aligmalar i¢in
bir tartisma konusu olarak diistintilebilir. Ayn1 metotla elde edilen fonksiyonun temel
dagilimlar esit alindiginda ise bu fonksiyonun dagilim fonksiyonu 6zelliklerine sahip
oldugu gosterildi ve ¢alismanin bu dogrultuda devam etmesi saglandi. Daha sonra tekrar
AMH dagilimindan faydalanilarak diger bir yeni tek boyutlu dagilim elde edildi.
Dagilimin 6 parametresi i¢in herhangi bir simirlandirmanin yapilmadigi durumda, bu
parametrenin hangi deger araliginda oldugu arastirildi. Yiiriitiilen bu siire¢ sonucunda 6
parametresi igin tanim aralift —2 < 6 < 1 olarak tespit edildi. Ozetle bu dagilim igin

doniisiim parametresinin tanim araliginin genisletilebilir oldugu sonucuna varildi.

Yeni dagilimlarin olasilik yogunluk ve bozulma oran1 fonksiyonlarmin gorsel
gosterimleri sayesinde parametrelerin, dagilimlarin seklini nasil etkilediklerine dair
tespitlerde bulunuldu. Bunlara ek olarak bu iki dagilimin daha iyi anlagilmasi ve
yorumlanmasi bakimindan karakteristikleri ele alindi, momentleri ve carpiklik ile
basiklik katsayist degerleri incelendi. Bu incelemeler sonucu, dagilim tek boyutlu
uzaya indirgendiginde dagilimin seklinin, bir bagimlilik parametresi olan 6’nin pozitif

veya negatif olmasindan etkilendigi gézlendi.

Dagilimlarin parametrelerinin tahmini i¢in, farkli 6rneklem biiyiikliikleri ve parametre
degerleri kullanilarak bir simiilasyon c¢alismasi yapildi. Similasyon ¢alismasinda
kullanilan tahmin yontemlerinin etkinligi yoniinden ¢esitli degerlendirmeler yapildi. Bu
degerlendirmelerin sonucu, kullanilan tahmin yontemlerinin her biri igin ¢esitli

senaryolarda degisiklik gosterdigi seklindedir.
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Yeni dagilimlarin kullanim alanlarmi tespit edebilmek icin daha Once literatiirde
kullanilmis olan gergek veri setlerinden faydalanildi. Bu veri setlerinin dagilima
uygunlugu cesitli kriterler yardimiyla irdelenedi ve bir klasik dagilim olan iistel dagilim
ile karsilastirmas1 saglandi. Bu karsilastirmalar sonucunda bu dagilimlarin, tip,
eczacilik, kimya, cografya gibi yasam bilimleri ve sosyal bilimler alanlarindaki veri
setlerini modellemede etkili olabilecegi tespit edildi. Ozetle, iki boyutlu AMH
dagilimindan yola ¢ikilarak tek boyutluya indirgenen bu iki dagilimin, bir¢ok kullanim

alaninda klasik dagilimlara gore daha elverisli ve esnek olabilecegi sonucuna varildi.

Simiilasyon ve veri modellemesi icin yazilan bilgisayar kodlarinin R vb. programlarda
paket haline getirilmesi ile uygulamanin daha kullanilabilir olacag1 diistiniilmektedir.
Ayrica elde edilen bu yeni dagilimlarin, bahsedilen alanlar disindaki ¢esitli veri setleri
ile uyumlulugu arastirilarak, daha fazla alan iizerinde kullanilabilir olup olmadig:
incelenebilir. Bunlara ek olarak farkli iki boyutlu dagilim aileleri benzer yontemler ile
tek boyutluya indirgenerek yeni dagilimlar tiiretilebilir. Tiiretilen bu dagilimlar ise farkli

kullanim alanlarindaki veri setlerini modellemede yol gosterici olabilirler.
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EKLER

Ek 1 H;(t)’nin Temel Dagilimlar:1 Esit Olmayan Durumu i¢in Cizdirilen Grafigin
Matlab 2013 Programinda Yazilmis Program Kodlar:

Ek 2 H,(t)’nin Olasilik Yogunluk ve Bozulma Oram Fonksiyonlariin Grafikleri
icin Matlab 2013 Programinda Yazilmis Program Kodlar

Ek 3 H,(t)’nin Olasiik Yogunluk ve Bozulma Oram Fonksiyonlarinin Grafikleri
icin Matlab 2013 Programinda Yazilmis Program Kodlar:

Ek 4 H,(t)’nin Carpikhk ve Basikhik Katsayis1 Degerleri icin Cizdirilen Matlab
2013 Programinda Yazilmis Program Kodlar:

Ek 5 H4(t)’nin Carpiklik ve Basiklik Katsayis1 Degerleri icin Cizdirilen Matlab
2013 Programinda Yazilmis Program Kodlar:

Ek 6 H4(t)’nin Simiilasyon Calismasi icin Matlab 2013 Programinda Yazilmis
Program Kodlari

Ek 7 H,(t)’nin Simiilasyon Calismasi icin Matlab 2013 Programinda Yazilmis
Program Kodlar

Ek 8 Model Uyarlamasi i¢cin Matlab 2013 Programinda Yazilmis Program Kodlar
(Wheaton Nehri Su Taskim1 Veri Seti Ornegi)

Ek 9 Veri Setlerinin Histogramlari icin Matlab 2013 Programinda Yazilms
Program Kodlar: (Wheaton Nehri Su Taskim1 Veri Seti Ornegi)
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Ek 1 H,(t)’nin Temel Dagihimlar1 Esit Olmayan Durumu i¢in Cizdirilen Grafigin
Matlab 2013 Programinda Yazilmis Program Kodlar:

clc
clear all
close all
syms X t beta eta lambda gamma theta
theta(1)=.05; beta(1)=5; eta(1)=.001; lambda(1)=.1; gamma(1)=1;
theta(2)=.1; beta(2)=5; eta(2)=.03; lambda(2)=1; gamma(2)=5;
theta(3)=-.05; beta(3)=9; eta(3)=5; lambda(3)=7; gamma(3)=11,
theta(4)=-.9; beta(4)=9; eta(4)=7; lambda(4)=9; gamma(4)=15;
for j=1:4
F(1)=1-exp(-((x/beta(j))"eta(j)));
G(j)=1-exp(-((x/lambda(j))gamma(j)));
H(j)=F()*(1+(theta(i)*(1-F())*(1-G()))+(theta(j)*(1-F(1))*(1-G(())"2);
h(j)=diff(H(j),x);
X=t;
ff(j)=eval(h());
end
figure(1)
i=1;
for t=0:0.1:5
yy(i)=eval(ff(1));
zz(i)=eval(ff(2));
tt(i)=eval(ff(3));
kk(i)=eval(ff(4));
i=i+1;
end
t=0:0.1:5;
plot(t,yy,'k’)
hold on
plot(t,zz,'k--")
hold on
plot(t,tt,'k.")
hold on
plot(t,kk,'k*")
hold off
legend("\theta=0.05; \beta=>5; \eta=0.001; \lambda=0.1; \gamma=1','\theta=0.1; \beta=5;
\eta=0.03; \lambda=1; \gamma=5', \theta=-0.05; \beta=9; \eta=5; \lambda=7,
\gamma=11', \theta=-0.9; \beta=9; \eta=7; \lambda=9; \gamma=15' )
xlabel('t");ylabel("h"*(t)")
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Ek 2 H{(t)’nin Olasiik Yogunluk ve Bozulma Oram Fonksiyonlarinin Grafikleri
icin Matlab 2013 Programinda Yazilmis Program Kodlar:

clc

clear all

close all

syms x t alpha

theta(1)=.9;alpha(1)=1;

theta(2)=.3;alpha(2)=1;

theta(3)=-.9;alpha(3)=1,;

theta(4)=-.3;alpha(4)=1,

for j=1:4
F(j)=1-exp(-(x/alpha(})));
H(j)=F(j)* (1 +theta()*((1-F(j))"2)+(theta(j)*((1-F(1))"2))"2);
h()=diff(H()x);
X=t;
ff(j)=eval(h());

end

figure(1)

i=1;

for t=0:0.1:3
yy(i)=eval(ff(1));
zz(i)=eval(ff(2));
tt(i)=eval(ff(3));
kk(i)=eval(ff(4));
i=i+1;

end

t=0:0.1:3;

plot(t,yy,'k")

hold on

plot(t,zz,'k--"

hold on

plot(t,tt,'’k.")

hold on

plot(t,kk,'k*")

hold on

plot(t,exppdf(t,1),'k’, 'LineWidth',2.5)

hold off

legend('\theta=0.9, \alpha=1',"\theta=0.3, \alpha=1',"\theta=-0.9, \alpha=1',"\theta=-0.3,

\alpha=1','"Ustel Dag.(\alpha=1)")

xlabel('t");ylabel("h_1(t)")

%Bozulma Orani Fonksiyonu
clc

clear all

close all

syms x t alpha
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theta(1)=.9;alpha(1)=1;
theta(2)=.3;alpha(2)=1;
theta(3)=-.9;alpha(3)=1,
theta(4)=-.3;alpha(4)=1,
for j=1:4
F(1)=1-exp(-(x/alpha(j)));
H(j)=F(j)*(1+theta()*((1-F(j))"2)+(theta(j)*((1-F(}))"2))"2);
h()=diff(H(j),x);
X=t;
hh(j)=eval(h(j)/(1-H()));
end
figure(1)
i=1;
for t=0:0.1:4
yy(i)=eval(hh(1));
zz(i)=eval(hh(2));
tt(i)=eval(hh(3));
kk(i)=eval(hh(4));
i=i+1;
end
t=0:0.1:4,
plot(t,yy,'k")
hold on
plot(t,zz,'k--"
hold on
plot(t,tt,'’k.")
hold on
plot(t,kk,'k*"
hold on
plot(t,(exppdf(t,1))./(1-expcdf(t,1)),'k’, 'LineWidth',2.5)
hold off
legend(\theta=0.9, \alpha=1',"\theta=0.3, \alpha=1',"\theta=-0.9, \alpha=1',"\theta=-0.3,
\alpha=1','Ustel Dag.(\alpha=1)") %%ETIKET
xlabel('t");ylabel('r_1(t)")
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Ek 3 H,(t)’nin Olasiik Yogunluk ve Bozulma Oram Fonksiyonlarinin Grafikleri
icin Matlab 2013 Programinda Yazilmis Program Kodlar:

clc

clear all

close all

syms x t alpha

theta(1)=-1.9; alpha(1)=1;

theta(2)=-0.7; alpha(2)=1,;

theta(3)=0.3; alpha(3)=1;

theta(4)=0.9; alpha(4)=1;

for j=1:4
F(j)=1-exp(-(x/alpha(})));
H(j)=F()*(L+theta(j)*(1-F())+((theta(j))"2*((1-F(1))"2)));
h()=diff(H()x);
X=t;
ff(j)=eval(h());

end

figure(1)

i=1;

for t=0:0.1:4
yy(i)=eval(ff(1));
zz(i)=eval(ff(2));
tt(i)=eval(ff(3));
kk(i)=eval(ff(4));
i=i+1;

end

t=0:0.1:4;

plot(t,yy,'k’)

hold on

plot(t,zz,'k--")

hold on

plot(t,tt,'k.")

hold on

plot(t,kk,'k*")

hold on

plot(t,(exppdf(t,1)),'k', 'LineWidth',2.5)

hold off

legend("\theta=-1.9, \alpha=1',"\theta=-0.7, \alpha=1','\theta=0.3, \alpha=1',"\theta=0.9,
\alpha=1",'Ustel Dag.(\alpha=1)") %%ETIKET
xlabel('t");ylabel('h_2(t)")

%Bozulma Orani Fonksiyonu

clc

clear all

close all

syms x t alpha
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theta(1)=-1.9; alpha(1)=1;
theta(2)=-0.7; alpha(2)=1,;
theta(3)=0.3; alpha(3)=1;
theta(4)=0.9; alpha(4)=1;
for j=1:4
F(1)=1-exp(-(x/alpha(j)));
H(j)=F()*(1+theta(j)*(1-F())+((theta(j))"2*((1-F(1))"2)));
h()=diff(H(j),x);
X=t;
hh(j)=eval(h(j)/(1-H()));
end
figure(1)
i=1;
for t=0:0.1:4
yy(i)=eval(hh(1));
zz(i)=eval(hh(2));
tt(i)=eval(hh(3));
kk(i)=eval(hh(4));
i=i+1;
end
t=0:0.1:4,
plot(t,yy,'k")
hold on
plot(t,zz,'k--"
hold on
plot(t,tt,'’k.")
hold on
plot(t,kk,'k*")
hold on
plot(t,(exppdf(t,1))./(1-expcdf(t,1)),'k’, 'LineWidth',2.5)
hold off
legend(\theta=-1.9, \alpha=1','\theta=-0.7, \alpha=1',"\theta=0.3, \alpha=1',"\theta=0.9,
\alpha=1",'Ustel Dag.(\alpha=1)") %%ETIKET
xlabel('t");ylabel('r_2(t)")
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Ek 4 H,(t)’nin Carpiklik ve Basikhk Katsayis1 Degerleri icin Cizdirilen Matlab
2013 Programinda Yazilmis Program Kodlari

%Carpiklik
clc
clear all
close all
syms theta;
carpiklik=(2*(1-(theta/6)-(theta2/20))"3-6*(1-(5*theta)/36-(9*(theta2))/400)*(1-
(theta/6)-(theta2/20))+6*(1-(theta/8)+(theta/27)-
(theta”2)/64+(theta”2)/125))/(1+(theta/18)+(49*(theta2)/1800)-((theta”3)/60)-
((theta™4)/400))(3/2);
figure(1)
i=1;
for theta=-2:0.01:1

car(i)=eval(carpiklik);

i=i+1;
end
theta=-2:0.01:1;
plot(theta,car,'k--")
hold on
x=-2:0.01:1;
y=2*(ones(length(x),1));
plot(x,y,'k")
xlabel(\theta');ylabel('Carpiklik')
legend('"H_1(t) Dagilim1','Ustel Dagilim')

%Basiklik
clear all
close all
syms theta;
pay=-3*(1-(theta/6)-(theta"2/20))"4+12*(1-(5*theta)/36-(9*(theta”2))/400)*((1-
(theta/6)-(theta2/20))"2)-(24*(1-(35*theta/216)-189*(theta2)/8000)*(1-(theta/6)-
(theta2/20))-24*(1-(97*theta/1296)-(881*(theta"2)/160000)));
payda=(1+(theta/18)+(49*(theta"2)/1800)-((theta"3)/60)-(theta"4)/400)"2;
basiklik=pay/payda;
figure(1)
i=1;
for theta=-2:0.01:1
bas(i)=eval(basiklik);
i=i+1;
end
theta=-2:0.01:1;
plot(theta,bas,'k--")
hold on
x=-2:0.01:1;
y=9*(ones(length(x),1));
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plot(x,y,'k")
xlabel(’\theta');ylabel('Basiklik")
legend("H_1(t) Dagilimt','Ustel Dagilim")

109



Ek 5 H,(t)’nin Carpiklik ve Basikhik Katsayis1 Degerleri i¢cin Cizdirilen Matlab
2013 Programinda Yazilmis Program Kodlari

%Carpiklik
clc
clear all
close all
syms alpha theta;
pay=2*(1-(theta/2)-(theta"2/6))"3-6*(1-(3*theta)/4-(5*(theta”2))/36)*(1-(theta/2)-
(theta”2/6))+6*(1-(7*theta/8)-19*(theta”"2)/216);
payda=((1-(theta/2)-(7*(theta2)/36)-(theta”3)/6-((theta4)/36)))"(3/2);
carpiklik=pay/payda;
figure(1)
i=1;
for theta=-2:0.01:1

car(i)=eval(carpiklik);

i=i+1;
end

theta=-2:0.01:1,

plot(theta,car,'k--")

hold on

x=-2:0.01:1;

y=2*(ones(length(x),1));

plot(x,y,'k’)
xlabel("\theta');ylabel('Carpiklik')
legend('"H_2(t) Dagilimt','Ustel Dagilim")

%Basiklik
clc
clear all
close all
syms alpha theta;
pay=-3*(1-(theta/2)-(theta"2/6))"4+12*(1-(3*theta)/4-(5*(theta™2))/36)*((1-(theta/2)-
(theta"2/6))"2)-24*(1-(7*theta/8)-19*(theta"2)/216)*(1-(theta/2)-(theta™2/6))+24*(1-
(15*theta/16)-(65*(theta”2)/1296));
payda=((1-(theta/2)-(7*(theta"2)/36)-(theta"3)/6-((theta™4)/36)))(2);
basiklik=pay/payda;
figure(1)
i=1;
for theta=-2:0.01:1
bas(i)=eval(basiklik);
i=i+1;
end
theta=-2:0.01:1;
plot(theta,bas, 'k--")
hold on
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x=-2:0.01:1;

y=9*(ones(length(x),1));

plot(x,y,'k")
xlabel(’\theta');ylabel('Basiklik")
legend("H_2(t) Dagilimt','Ustel Dagilim")
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Ek 6 H;(t)’nin Simiilasyon Calismas: icin Matlab 2013 Programinda Yazilms

Program Kodlari

clc
close all
clear all
N=[3333 2000 1000]; n=[30 50 100]; par=[0.5 1];
dn=length(n);dN=Ilength(N);dp=length(par);
ml=zeros(dn,max(N),dp);mom=zeros(dn,max(N),dp);ls=zeros(dn,max(N),dp);
mltahmini=zeros(dn,dp);yanthetaml=zeros(dn,1);yanalphaml=zeros(dn,1);rmsethetaml
=zeros(dn,1);rmsealphaml =zeros(dn,1);
momtahmini=zeros(dn,dp);yanthetamom=zeros(dn,1);yanalphamom=zeros(dn,1);rmset
hetamom =zeros(dn,1);rmsealphamom =zeros(dn,1);
Istahmini=zeros(dn,dp);yanthetals=zeros(dn,1);yanalphals=zeros(dn,1);rmsethetals
=zeros(dn,1);rmsealphals =zeros(dn,1);
k=0;
for nn=n
k=k+1;
for j=1:N(k)
%% SAYI URET
t=zeros(nn,1);
for i=1:nn
a=par(1);b=par(2);
uuu(i)=rand;
G=@(x) (1-exp(-x/a))*(1+b*exp(-2*x/a)+(b"2)*exp(-4*x/a))-uuu(i);
g=@(x,a,b) exppdf(x,a).*(1+b*((1-expcdf(x,a)).*(1-
3*expcdf(x,a)))+((b"2)*((1-expcdf(x,a)).”3).*(1-5*expcdf(x,a))));
t(i)=fsolve(G,[1.24]);
end
%% ML TAHMIN
Ib =[0-1];
ub = [inf 1];
options = statset('GradObj', 'on’, 'FunValCheck','off', TolX',1e-6, TolFun',1e-
6,'Maxlter',12000, 'MaxFunEvals',60000);
start=[0.5 1];
[paramEsts] =mle(t, 'pdf’, g, 'start’, start, 'lower',Ib, 'upper',ub, ‘options’,
options);
ml(k,j,1)=paramEsts(1);
ml(k,j,2)=paramEsts(2);
%% LSQNONLIN MOM
m(1)=mean(t);
m(2)=sum(t.*2)/nn;
D=@(r)momdenklemfs(r,m);
Ib=[0 -1];
ub=[inf 1];
paramEsts=Isgnonlin(D,[0.5 1],Ib,ub);
mom(k,j,1)=paramEsts(1);
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end

mom(k,j,2)=paramEsts(2);
%% LS TAHMIN
xdata=sort(t");
i=1:1:nn;
w=(i/(nn+1));
[paramEsts resnorm]=Isqcurvefit(@ (p,xdata) ((1-exp(-
xdata/p(1))).*(1+p(2)*exp(-2*xdata/p(1))+(p(2)"2)*exp(-
4*xdata/p(1)))),[0.5 1],xdata,w, [0 -1],[inf 1]);

Is(k,j,1)=paramEsts(1);

Is(k,j,2)=paramEsts(2);

fprintf('%d - %d \n',nn,j)
end
%% HESAPLAMALAR
% ML
mitahmini(k,:)=mean(ml(k,1:N(k),:));%[mean(p2) mean(p1)]
yanthetaml(k,1)=mltahmini(k,2)-par(2); %mean(p2)-b
yanalphaml(k,1)=mltahmini(k,1)-par(1);%mean(pl)-a
rmsethetaml(k,1)=sqrt(yanthetaml(k,1)"2+var(ml(k,1:N(Kk),2)));%sqgrt(sum((p2-
b).~2)/numel(p2))
rmsealphaml(k,1)=sqgrt(yanalphaml(k,1)*2+var(ml(k,1:N(k),1)));%sqrt(sum((p1-
a)."2)/numel(pl))
% MOM
momtahmini(k,:)=mean(mom(k,1:N(k),:));%[mean(r2) mean(rl)]
yanthetamom(k,1)=momtahmini(k,2)-par(2);%mean(r2)-b
yanalphamom(k,1)=momtahmini(k,1)-par(1);%mean(rl)-a
rmsethetamom(k,1)=sqrt(yanthetamom(k,1)"2+var(mom(k,1:N(k),2)));%sqrt(sum
((r2-b).~2)/numel(r2))
rmsealphamom(k,1)=sqgrt(yanalphamom(k,1)"2+var(mom(k,1:N(k),1)));%sqrt(su
m((r1-a).~2)/numel(rl))
% LS
Istahmini(k,:)=mean(Is(k,1:N(k),:));%[mean(s2) mean(s1)]
yanthetals(k,1)=Istahmini(k,2)-par(2);%mean(s2)-b
yanalphals(k,1)=Istahmini(k,1)-par(1);%mean(s1)-a
rmsethetals(k,1)=sqrt(yanthetals(k,1)*2+var(ls(k,1:N(k),2)));
%sgrt(sum((s2-b).~2)/numel(s2))
rmsealphals(k,1)=sqgrt(yanalphals(k,1)*2+var(Is(k,1:N(k),1)));
%sqrt(sum((s1-a).*2)/numel(sl))
save sonuc.mat

save sonuc.mat

%% LATEX TABLES

FID = fopen('sonuctabloANANAN.tex', 'w');
fprintf(FID,"\\begin{table}[ht] \n);
fprintf(FID,\\scalebox{0.75}{ \n";
fprintf(FID,"\\begin{tabular}{111111I1} \n";
fprintf(FID,"\\hline \n");
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fprintf(FID,\\multicolumn{8}{c}{$\\alpha= %d , \\theta= %d $}\\\\ \\hline
\n',par(1),par(2));
fprintf(FID,' & & \\multicolumn{3}{c}{$\\hat{\\alpha}$} &
\\multicolumn{3}{c}{$\\hat{\\theta}$} \\\ \\hline \n");
fprintf(FID,'n & Method & Mean & Bias & rMSE & Mean & Bias & rMSE \\\ \\nline
\n’);
kk=0;
for nn=n
kk=kk+1;
fprintf(FID,\\multirow{3}{*}{ %d } ',n(kk));
fprintf(FID,'& ML & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f \\\ \n',
mltahmini(kk,1), yanalphaml(kk,1), rmsealphaml(kk,1), mltahmini(kk,2),
yanthetaml(kk,1), rmsethetaml(kk,1));
fprintf(FID,'& LS & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f \\\ \n',
Istahmini(kk,1), yanalphals(kk,1), rmsealphals(kk,1),Istahmini(kk,2),
yanthetals(kk,1), rmsethetals(kk,1));
fprintf(FID,'& MOM & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f \\
\n', momtahmini(kk,1), yanalphamom(kk,1),
rmsealphamom(kk,1),momtahmini(kk,2), yanthetamom(kk,1),
rmsethetamom(kk,1));
fprintf(FID,"\\hline \n");
end
fprintf(FID,\\end{tabular}} \n");
fprintf(FID,\\end{table} \n");
fclose(FID);

function M=momdenklemfs(d,m)
M(1)=d(1)*(1-(d(2)/6)-((d(2)"2)/20))-m(1);
M(2)=2*(d(1)"2)*(1-((5*d(2))/36)-(9*(d(2)"2)/400))-m(2);
end
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Ek 7 H,(t)’nin Simiilasyon Calismas: icin Matlab 2013 Programinda Yazilms

Program Kodlari

clc
close all
clear all
N=[3333 2000 1000]; n=[30 50 100]; par=[0.5 0.7];
dn=length(n);dN=Ilength(N);dp=length(par);
%ml=zeros(dn,dN,dp);mom=zeros(dn,dN,dp);lIs=zeros(dn,dN,dp);
ml=zeros(dn,max(N),dp);mom=zeros(dn,max(N),dp);Is=zeros(dn,max(N),dp);
mltahmini=zeros(dn,dp);yanthetaml=zeros(dn,1);yanalphaml=zeros(dn,1);rmsethetaml
=zeros(dn,1);rmsealphaml =zeros(dn,1);
momtahmini=zeros(dn,dp);yanthetamom=zeros(dn,1);yanalphamom=zeros(dn,1);rmset
hetamom =zeros(dn,1);rmsealphamom =zeros(dn,1);
Istahmini=zeros(dn,dp);yanthetals=zeros(dn,1);yanalphals=zeros(dn,1);rmsethetals
=zeros(dn,1);rmsealphals =zeros(dn,1);
k=0;
for nn=n
k=k+1;
for j=1:N(k)
%% SAYI URET
t=zeros(nn,1);
for i=1:nn
a=par(1);b=par(2);
uuu(i)=rand,;
G=@(x) (1-exp(-x/a))*(1+b*exp(-x/a)+(b"2)*exp(-2*x/a))-uuu(i);
g=@(x,a,b) exppdf(x,a).*(1-b+(1-expcdf(x,a)).*(2*b-2*b"2+3*b"2*(1-
expcdf(x,a))));
t(i)=fsolve(G,[1.24]);
end
%% ML TAHMIN
Ib =10 -2];
ub =[inf 1];
options = statset('GradObj', 'on’, 'FunValCheck','off', TolX',1e-6, TolFun',1e-
6,'Maxlter',12000, 'MaxFunEvals',60000);
start=[0.5 0.7];
[paramEsts] =mle(t, 'pdf’, g, 'start’, start, 'lower’,Ib, 'upper’,ub, ‘options’,
options);
ml(k,j,1)=paramEsts(1);
ml(k,j,2)=paramEsts(2);
%% LSQNONLIN MOM
m(1)=mean(t);
m(2)=sum(t.~2)/nn;
D=@(r)momdenklemfs(r,m);
% paramEst=fsolve(D,[0,1])
Ib=[0 -2];
ub=[inf 1];
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end

paramEsts=Isgnonlin(D,[0.5 0.7],Ib,ub);

mom(k,j,1)=paramEsts(1);

mom(k,j,2)=paramEsts(2);

%% LS TAHMIN

xdata=sort(t");

i=1:1:nn;

w=(i/(nn+1));

%][paramEsts resnorm]=Isqcurvefit(@(s,xdata) ((1-exp(-
xdata/s(1))).*(1+s(2)*exp(-xdata/s(1))+(s(2)"2)*exp(-2*xdata/s(1)))),[5
.5],xdata,w,[0 -2],[30 1]);

[paramEsts resnorm]=Isqcurvefit(@(p,xdata) ((xdata/p(1))-(log(1-
P(2)+p(2)*exp(-xdata/p(1))-(p(2)"2)*exp(-xdata/p(1))+(p(2)"2)*exp(-
2*xdata/p(1))))),[0.5 0.7],xdata, -log(1-w),[0 -2],[inf 1]);

Is(k,j,1)=paramEsts(1);

Is(k,j,2)=paramEsts(2);

fprintf('%d - %d \n',nn,j)
end
%% HESAPLAMALAR
% ML
mltahmini(k,:)=mean(ml(k,1:N(k),:));%[mean(p2) mean(p1)]
yanthetaml(k,1)=mltahmini(k,2)-par(2); %mean(p2)-b
yanalphaml(k,1)=mltahmini(k,1)-par(1);%mean(pl)-a
rmsethetaml(k,1)=sqrt(yanthetaml(k,1)*2+var(ml(k,1:N(k),2)));%sqrt(sum((p2-
b).~2)/numel(p2))
rmsealphaml(k,1)=sqrt(yanalphaml(k,1)*2+var(ml(k,1:N(k),1)));%sqrt(sum((p1-
a)."2)/numel(pl))
% MOM
momtahmini(k,:)=mean(mom(k,1:N(k),:));%[mean(r2) mean(rl)]
yanthetamom(k,1)=momtahmini(k,2)-par(2);%mean(r2)-b
yanalphamom(k,1)=momtahmini(k,1)-par(1);%mean(rl)-a
rmsethetamom(k,1)=sqrt(yanthetamom(k,1)"2+var(mom(k,1:N(k),2)));%sqrt(sum
((r2-b).~2)/numel(r2))
rmsealphamom(k,1)=sqrt(yanalphamom(k,1)"2+var(mom(k,1:N(k),1)));%sqrt(su
m((r1-a).*2)/numel(rl))
% LS
Istahmini(k,:)=mean(Is(k,1:N(k),:));%[mean(s2) mean(sl)]
yanthetals(k,1)=Istahmini(k,2)-par(2);%mean(s2)-b
yanalphals(k,1)=Istahmini(k,1)-par(1);%mean(sl)-a
rmsethetals(k,1)=sqgrt(yanthetals(k,1)*2+var(Is(k,1:N(k),2)));
%sqrt(sum((s2-b).~2)/numel(s2))
rmsealphals(k,1)=sqrt(yanalphals(k,1)*2+var(Is(k,1:N(k),1)));
%sqrt(sum((s1-a).*2)/numel(sl))
save sonuc.mat

save sonuc.mat
%% LATEX TABLES
% LATEX TABLE OPENED
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FID = fopen('sonuctabloANANAN.tex', ‘'w");

fprintf(FID,\\begin{table}[ht] \n");

fprintf(FID,\\scalebox{0.75}{ \n";

fprintf(FID,"\\begin{tabular}{I11111111} \n’);

fprintf(FID,"\\hline \n");

fprintf(FID, \\multicolumn{8}{c}{$\\alpha= %d , \\theta= %d $}\\\\ \\hline

\n",par(1),par(2));

fprintf(FID,' & & \\multicolumn{3}{c}{$\\hat{\\alpha}$} &

\\multicolumn{3}{cH$\\hat{\\theta}$} \\\ \hline \n");

fprintf(FID,'n & Method & Mean & Bias & rMSE & Mean & Bias & rMSE \\\ \\hline

\n’);

kk=0;

for nn=n
kk=kk+1;
fprintf(FID,"\\multirow{3}{*}{ %d } ',n(kKk));
fprintf(FID,'& ML & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f \\ \n’,
mltahmini(kk,1), yanalphaml(kk,1), rmsealphaml(kk,1), mltahmini(kk,2),
yanthetaml(kk,1), rmsethetaml(kk,1));
fprintf(FID,'& LS & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f W\ \n',
Istahmini(kk,1), yanalphals(kk,1), rmsealphals(kk,1),Istahmini(kk,2),
yanthetals(kk,1), rmsethetals(kk,1));
fprintf(FID,'& MOM & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f & %8.4f \\
\n', momtahmini(kk,1), yanalphamom(kk,1),
rmsealphamom(kk,1),momtahmini(kk,2), yanthetamom(kk,1),
rmsethetamom(kk,1));
fprintf(FID,"\\nline \n");

end

fprintf(FID,\\end{tabular}} \n";

fprintf(FID,\\end{table} \n);

fclose(FID);

function M=momdenklemfs(d,m)
M(1)=d(1)*(1-(d(2)/2)-((d(2)"2)/6))-m(1);
M(2)=2*(d(1)"2)*(1-((3*d(2))/4)-(5*(d(2)"2)/36))-m(2);

end
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Ek 8 Model Uyarlamasi icin Matlab 2013 Programinda Yazilmis Program Kodlar:
(Wheaton Nehri Su Taskim Veri Seti (")rnegi)

H,(t) dagihim icin;

clc

close all

clear all
t=[1.7221441.10420.65.30.713.012.09.31418.78525511.614.122.11.125
14.41.737.60.62.239.00.315.011.07.32291.70.11.10.69.01.77.020.1 0.4 14.1
9.910.410.730.03.65.630.813.34.22553.411.921.527.636.42.76401525
27.41.027.120.216.85.39.727.52527.01.92.8];

G=@(x,a, b) expcdf(x,a).*(1+b*(1-expcdf(x,a)). 2+(b*(1-expcdf(x,a))."2)."2)
0=@(x,a, b) exppdf(x,a).*(1+b*((1-expcdf(x,a)).*(1-3*expcdf(x,a)))+((b"2)*((1-
expcdf(x,a)).”3).*(1-5*expcdf(x,a))));

%% Parametre Tahmini

Ib =10 -1];

ub = [Inf 1];

options = statset('GradObj', 'on’, 'FunValCheck','off', TolX',1e-6, TolFun',1e-
6,'MaxIter',12000, 'MaxFunEvals',60000);

start=[1 -.9];

[paramEsts] =mle(t, 'pdf’, g, 'start’, start, 'lower’,1b, ‘upper',ub, ‘options', options)
Ilikelihoodest=sum(log(g(t,paramEsts(1), paramEsts(2))))

t=sort(t)";

pl=paramEsts(1);

p2=paramEsts(2);

%% Hesaplamalar

[h,p,ksstat,cv] = kstest(t,[t (G(t,pl, p2))])
AIC=-2*llikelihoodest+2*length(paramEsts)
AICC=AIC+2*((length(paramEsts)+1)*length(paramEsts))/(length(t)-
((length(paramEsts)+1)))

B1C=-2*llikelihoodest+log(length(t))*length(paramEsts)

H,(t) dagilimu i¢in;

close all

clear all
t=[1.72.214.41.10.420.6530.713.012.09.31.418.78525511.614.122.11.125
1441.737.60.62239.00.315011.07.32291.70.11.10.69.01.77.020.10.4 14.1
9.910.410.730.03.65.630.813.34.22553.411.921.527.636.42.76401525
27.41.027.120.216.85.39.727.52527.01.92.8];

G=@(x,a,b) expcdf(x,a).*(1+b*(1-expcdf(x,a))+(b"2)*((1-expcdf(x,a)).”2));
g=@(x,a,b) exppdf(x,a).*(1-b+(1-expcdf(x,a)).*(2*b-2*b"2+3*b"2*(1-expcdf(x,a))));
%% Parametre Tahmini

Ib =10 -2];
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ub = [Inf 1];

options = statset('GradObj', 'on’, 'FunValCheck','off', TolX',1e-6, TolFun',1e-
6,'Maxlter',12000, 'MaxFunEvals',60000);

start=[1 -.9];

[paramEsts] =mle(t, 'pdf’, g, 'start’, start, ‘'lower’,lb, 'upper',ub, ‘options’, options)
Ilikelihoodest=sum(log(g(t,paramEsts(1), paramEsts(2))))

t=sort(t)";

pl=paramEsts(1);

p2=paramEsts(2);

%% Hesaplamalar

[h,p,ksstat,cv] = kstest(t,[t (G(t,p1, p2))])
AIC=-2*likelihoodest+2*length(paramEsts)
AICC=AIC+2*((length(paramEsts)+1)*length(paramEsts))/(length(t)-
((length(paramEsts)+1)))
B1C=-2*llikelihoodest+log(length(t))*length(paramEsts)
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Ek9 Veri Setlerinin Histogramlar1 icin Matlab 2013 Programinda Yazilms
Program Kodlar1 (Wheaton Nehri Su Taskim Veri Seti Ornegi)

clc

clear all

close all
x1=[1.72.21441.10.420.6530.713.012.09.31.418.78525511614.122.11.1
251441.7376062239.00.315011.07.32291.70.11.1069.01.77.020.10.4
14.19.910.410.7 30.0 3.6 5.6 30.8 13.34.225.53.4 11.921.527.6 36.4 2.7 64.0 1.5
2.527.41.027.120.216.85.39.727.52527.01.92.8];

n=length(x1);

figure(1)

[binheight,bincenter] = hist(x1,15);

h = bar(bincenter,binheight, 'hist’);

set(h,'facecolor',[.9 .9 .9]);

hold on

xd = get(gca," XLim");

xgrid = linspace(xd(1),xd(2),1000);

binwidth = (bincenter(2)-bincenter(1));

nl=1;

MarkerEdgeColors=jet(nl); Markers=['0','x",'+',*",'s",'d",'v',"N','<','’>"'p",'h",".",...

'+ o XN < RS s VL

FOID O St o VAR S o I o D

renk = char('b','r','g’,'’k','m’);

hold on

linestyles = cellstr(char(’--',"","-",".","-.").) .=, *-"'0");

al1=13.0532;b1=0.5543;

h_1=(n*binwidth)* exppdf(xgrid,al).*(1+b1*((1-expcdf(xgrid,al)).*(1-
3*expcdf(xgrid,al)))+((b1"2)*((1-expcdf(xgrid,al))."3).*(1-5*expcdf(xgrid,al))));
plot(xgrid, h_1,linestyles{1},'Color',renk(4), linewidth',1.5);hold on

a2=9.2190; b2=-1.5056;

h_2= (n*binwidth)* exppdf(xgrid,a2).*(1-b2+(1
expcdf(xgrid,a2)).*(2*b2-2*h272+3*h2/2*(1

expcdf(xgrid,a2))));

plot(xgrid, h_2,linestyles{2},'Color',renk(4), linewidth’,1.5);hold on

a3=12.2042;

ust=(n*binwidth)* exppdf(xgrid,a3);

plot(xgrid, ust,linestyles{3},'Color',renk(4), linewidth',1.5);

hold on

xlabel('Su Taskini Olcumleri’,'FontName','Times','FontSize',12)

ylabel('Frekans','FontName’,'Times','FontSize',12)
legend(", " h_1(t) ', 'h_2(t)', 'Ustel Dag.")
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