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fonksiyonu F ile gosterilsin. Bu ¢alismada F ’nin bilinmemesi durumunda o -seri
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1. GIRIS

Zamanin bir fonksiyonu olarak ger¢eklesen olaylarin sayisini sayan bir siirece sayma
siireci denilmektedir. Bir sayma siirecinden gelen veri kiimesi bagimsiz ayni dagiliml
rasgele degiskenlerden olusuyor ise model olarak bir yenileme siireci (RP)
kullanilabilir. Fakat sayma siirecinin olaylar arasi gegen zaman siireleri monoton
egilimde ise model olarak yenileme siireci kullanilmaz. Uygulamada ortaya ¢ikan
bircok bakim, onarim ve yer degistirme problemlerinde ve giivenirlik teorisindeki bagka
analizlerde sayma siirecinden gelen veri kiimesi monoton egilimli rasgele
degiskenlerden olusur. Bu tiir durumlarda model olarak stokastik monoton bir sayma
stireci diistiniilmelidir. Braun vd. (2005) geometrik ve homojen olmayan Poisson
siirecine alternatif olacak sekilde o -seri siire¢ olarak adlandirilan bir stokastik

monoton siire¢ tanimlamistir.

{n“Xn,nzl,Z,...} bagimsiz aynm1 dagilimhi rasgele degiskenlerin bir dizisi olacak

sekilde bir a € R reel sayis1 varsa {Xn ,n=12, } dizisi lizerine kurulu sayma siirecine

o -seri siire¢ denir. Bu siire¢ a <0 i¢in stokastik olarak artan iken « >0 i¢in stokastik
azalandir.a =0 icin « -seri siire¢ bir yenileme siirecine dontisiir. Braun vd. (2008) « -
seri siire¢ ile geometrik siirecin arasindaki farkliliklar1 ortaya koymus ve bazi dnemli
teorik sonuglar vermistir. & -seri siire¢ sayma siiregleri ile ilgili uygulamalarda olaylar
aras1 gegen zaman siirelerinin monoton egilimde olmasi durumunda homojen olmayan
Poisson siireci (NHPP) ve geometrik siirece (GP) alternatif olarak kullanilmaktadir. Bir

a -seri siiregte ilk olay gerceklesinceye kadar gecen zaman siiresi olan X, rasgele

degiskeninin dagilim fonksiyonu F ile gosterilsin. F ’nin sekilsel olarak bilinmesi ya
da bilinmemesi durumunda siirecin « parametresinin, F ’nin ortalamasinin ve

varyansinin nasil tahmin edilecegi 6nemli bir problemdir.

Aydogdu vd. (2010), ilk olay gergeklesinceye kadar gecen zaman olan X, rasgele
degiskeninin Weibull dagilim olmas1 durumunda siirecin iic 6nemli parametresi «, i Ve

o’ ’nin uyarlanmis en cok olabilirlik (MML) yontemiyle tahmin edicilerini elde

etmislerdir. Bu tahmin edicilerin tutarlilik ve asimptotik normallik gibi istatistiksel



Ozelliklerini vermiglerdir. Ayrica « =0 hipotezini test etmek i¢in test istatistigi
onermiglerdir. Pratikte Weibull dagilimi kadar sik kullanilan gama ve lognormal
dagilimlar i¢in « -seri siireclerinde parametrik sonug¢ ¢ikarimina iligkin literatiirde bir
calisma bulunmamaktadir. Bu g¢alismada bu iki dagilim icin siirecin o, ve o’

parametrelerinin en ¢ok olabilirlik (ML) yontemiyle tahmin edicileri elde edilmis ve bu
tahmin edicilerin asimptotik normallik ve tutarlilik gibi bazi istatistiksel 6zellikleri

incelenmistir.  X,’in dagilm fonksiyonu F’nin bilinmemesi durumunda bu

parametrelerin en kiigiik kareler (LSE) yontemine dayali olarak bazi parametrik
olmayan (NP) tahmin edicileri verilmis ve bu tahmin edicilerden bazilarimin tutarlilik ve
asimptotik normallik o6zellikleri elde edilmistir. « 'nin parametrik olmayan tahmin
edicisine bagli olarak bir « -seri siirecini yenileme siirecinden ayirt edilmesi igin bir test

istatistigi gelistirilmistir. Bu ¢aligma asagidaki bi¢imde diizenlenmistir.

Ikinci boliimde ¢alismada kullanilacak olan bazi temel kavramlar verilmistir. Klasik,
Lindeberg-Feller ve Liapunov merkezi limit teoremleri hatirlatilarak, asimptotik
normallik tizerinde durulmustur. Daha sonra c¢alismada ele alinan olasilik dagilimlar
ile ilgili parametrelerin ML tahmin edicilerinin sayisal olarak hesaplanmasinda
kullanacagimiz Newton-Raphson yontemi verilmistir. Son olarak bazi dagilimlar ile
ilgili parametrelerin kapali formda tahmin edicilerini elde etmek i¢in kullanacagimiz

MML yonteminden bahsedilmistir.

Ugiincii boliimde ilk olarak sayma siireci tanitilmis ve ardindan homojen Poisson,
homojen olmayan Poisson, yenileme, geometrik ve « -seri siireg gibi baz1 6zel sayma
stiregleri verilmistir. Ayrica Cox-Lewis ve Weibull siiregleri detayli olarak incelenmis

olup bu siireglere ait parametrelerin ML tahmin edicileri elde edilmistir.

Dordiincti bolimde bir sayma siirecinden gelen veri kiimesinde bir trendin varliginin
anlamlilik testine iliskin bilinen bazi test istatistikleri verilmistir. Trendin varligi
durumunda bu veri kiimesinin « -seri slirece uygun olup olmadigina yonelik bir test

gelistirilmistir.



Besinci boliimde « -seri siirece gore ilk olaym gergeklesme zamani olan X; rasgele
degiskeninin dagilim fonksiyonu F’nin bilinmedigi kabul edilerek, siirecin ii¢ énemli
parametresi olan o, zve o”’nin LSE ydntemine dayali olarak parametrik olmayan
tahmin edicileri elde edilmistir. Elde edilen bazi tahmin edicilerin tutarlilik ve

asimptotik normallik gibi bazi istatistiksel Ozellikleri incelenmistir. Ayrica o - Seri

slirecin yenileme siirecinden ayirt edilmesine yonelik bir test istatistigi verilmistir.

Altinct bolimde « -seri siirece gore ilk olayin gergeklesme zamani olan X, rasgele
degiskeninin dagiliminin {istel, lognormal, gama ve Weibull olmasi durumunda siirecin
{ic onemli parametresi olan «,uve o’’nin ML ve MML tahmin edicileri elde

edilmistir. Bu tahmin edicilerin bazi istatistiksel 6zellikleri incelenmistir.

Yedinci boliimde « -seri siirecin ii¢ nemli parametresi olan « , u Ve o igin dnerilen
a8y s Qs iy (1=1,2,..,6), Ly, gy, V€ G746, Gl Gina. tahmin edicilerinin
performanslar1  bir simiilasyon c¢alismasi ile incelenmistir. Tahmin edicilerin
performanslart  yan ve hata kareler ortalamasi (MSE) Olciitlerine gore

degerlendirilmistir. ML ve MML tahmin edicilerinin NP tahmin edicilerinden daha

etkin oldugu gortlmistiir.

Sekizinci bolimde bes ayr1 gercek veri kiimesi goz Oniine alinmistir. Her bir veri
kiimesinde trendin olup olmadig1 belirlenmis ve her birisi i¢in secilen bir ilk gergeklenis
zaman dagilimi ile « -seri siirecine uyumlu bir model oldugu gdsterilmistir. Ayrica her
bir modelde bilinmeyen «,u ve o® parametrelerinin parametrik ve parametrik
olmayan tahmin edicileri ile tahmin degerleri hesaplatilmis ve her bir modelde
kestirimlere yonelik olarak hata kareler ortalamasi (MSE") 6lciitiine gore en uygun
parametre tahmin degerleri secilmistir. Ayrica hem MSE™ hem de kestirimler icin en
biiyiik goreli hata (MRE) odlgiitlerine gore geometrik, Cox-Lewis, Weibull ve yenileme
siire¢ modelleri ile o -seri siire¢ modeli karsilastirilmistir. Uzerinde calisilan veri
kiimelerine « -seri siireg modeli ile Weibull modelinin daha uyumlu oldugu

gorilmiistiir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde ¢alismada kullanilacak olan yakinsama tiirleri, 6zellikleri ve aralarindaki
iliskiler verilir. Merkezi limit teoremleri hatirlatilarak, asimptotik normallik {izerinde
durulur. Daha sonra calismada ele alinan olasilik dagilimlart ile ilgili parametrelerin en
cok olabilirlik tahmin edicilerinin sayisal olarak hesaplanmasinda kullanacagimiz
Newton-Raphson yontemi verilir. Son olarak bazi dagilimlar ile ilgili parametrelerin
kapali formda tahmin edicilerini elde etmek icin uyarlanmis en ¢ok olabilirlik yontemi

hatirlatilir.
2.1 Rasgele Degiskenlerin Dizilerinde Yakinsama

(QU,P) bir olasilik uzayr, X:Q—>R ve X :Q-—>NR,n=12.. birer rasgele
degisken olmak {izere ;
Q) P({a): lim X_ (o) = X(w)}) 1
oluyorsa, (X,) dizisine hemen hemen her yerde X rasgele degiskenine yakinsar denir
ve X, —™ 5 X biciminde gosterilir.
(i) Ve >0 igin
limP ({o:]X, (@) - X (o) <£})=1
oluyorsa, X, dizisine olasilikta X rasgele degiskenine yakinsar denir ve X, —> X
biciminde gosterilir.
(ili) X rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu F ve n=12,.. i¢in X, rasgele
degiskeninin dagilim fonksiyonu F, olmak lizere, F 'nin siirekli oldugu X noktalarinda
limF, (x) = F(x)
oluyorsa (X,) dizisine dagilimda X rasgele degiskenine yakinsar denir ve X, —%— X

bigiminde gosterilir. Not edelim ki dagilimda yakinsamada X rasgele degiskeni X

rasgele degiskenleri ile ayni olasilhik uzayinda tanimli olmak zorunda degildir.

Asagidaki teoremle bu yakinsama tiirleri arasindaki iliskiler ifade edilir.



Teorem 2.1.1 (Lehmann 1999)

(i) X, — 3 X = X —2 X,
(i) X,—2>X =X, —15X,
(iii) ¢ bir sabit olmak tizere P(X =c) =1 iken (ii)’nin tersi dogrudur, yani

X —4sc= X —2sc.

Simdi dagilimda yakinsama ile ilgili uygulamalarda oldukca sik kullanilan Slutsky

teoremi olarak bilinen teoremi verelim.
Teorem 2.1.2 (Arnold 1990)

b bir sabit olmak iizere X, —2— X ve Y,—2—b olsun. Bu durumda
(i) X, +Y —2 > X +b,
(i) XY, —L>bX,

(iii) X, /Y, —2>X /b (b=0).

Teorem 2.1.1°deki (i) nin tersi genelde dogru degildir. Fakat, ¢ bir sabit ve (a,) oo’a
wraksayan pozitif reel terimli bir dizi olmak {izere yukarida verilen Slutsky teoreminden
a,(X,-c)—>X=X,—2>c

oldugu agiktir.

(a,) ve (b,) gibi iki reel terimli dizi i¢in Iim%:o oluyorsa, bu durum a, =o(b,)

n—o0

bigiminde gosterilir. Eger Iim%=1 ise a, ~b, yazilir ve bu iki dizinin asimptotik

n—o

_n

olarak denk oldugu sdylenir. Her n igin <M olacak sekilde M € R" varsa, bu

n

durum a, =O(b,) bi¢iminde gdsterilir.



Ornek 2.1 6. Bélimde kullamlacak olan »'Ini ve »'In’i kismi toplamlarinmn

i=1 i=1
sirastyla n(Inn—1) ve 2n+nln*n—2ninn ifadelerine asimptotik olarak denk oldugunu

b
gosterelim. Siirekli bir f fonksiyonu igin J f (X)dx integrali mevcut olmak tizere

a

|imb_—ai f(a+ib_Ta):T f (x)dx 2.1)

n—o n

1

oldugu bilinmektedir. _[ In xdx = -1 oldugunun g6z 6niine alinmasiyla (2.1) ‘den
0

lim > In(i/n)=-1

N—o0 n o1

bulunur. Buradan

Y Ini~n(inn-1) (2.2)
i=1
1
dir. J.Inz xdx = 2 oldugundan (2.1) ifadesinden
0

Y In*i~2n+nInn-2ninn (2.3)

i=1

elde edilir.

(X,) rasgele degiskenlerin bir dizisi ve (F,) karsilik gelen dagilim fonksiyonlarinin
bir dizisi olmak tizere, V& >0 i¢in bir X ,>0 degeri ve n_ sayis1 var, dyleki n>n,
oldugunda F, (x)—F,(-x)>1-¢ oluyorsa (X,) dizisine olasilikta smirli denir ve
X,=0,(@1) biciminde gosterilir. (X) ve (Y,) rasgele degiskenlerin iki dizisi olmak

lizere X, =0,(Y,) gosterimi X /Y, =0, () ile tanimhdir (Oztiirk vd. 2006).

(X,) ve (Y,) rasgele degiskenlerin iki dizisi olmak iizere X, =o0,(Y,) gosterimi

X, 1Y, —2—0 olmasi demektir. Eger X =0,(Y,) ise X =0O,(Y,) dur.



0, asagidaki ozelliklere sahiptir.

a sabit bir sayl, (a,) reel terimli bir sayr dizisi ve (Z,) sifirdan farkli rasgele
degiskenlerin bir dizisi olmak tizere X, =0,(Y,) iken

(i) aX, =0,(Y,)

(i) a, X, =0,(a,Y,) ve Z X, =0,(Z)Y,)

dir. Yukaridaki sonuglar O, i¢in de gegerlidir (Lehmann 1999).

Dagilimda yakinsama ile ilgili sik kullanilan faydali bir sonug¢ asagidaki teoremle ifade

edilir.

Teorem 2.1.3 (Lehmann 1999) (X,) rasgele degiskenler dizisi dagilimda yakinsak ise
ayni zamanda olasilikta sinirhdir, yani

X,——>X=X,=0,()
dir.

Olasilikta sinirl bir (X,) rasgele degiskenlerinin dizisi ile ilgili bir sonug¢ asagidaki

teoremle verilir,
Teorem 2.1.4 (Lehmann 1999)

X,=0,(1) ve Y,—>0= X,Y,—20

dir.

Tammm 2.1 X ve Y birer rasgele degisken olmak iizere her z reel sayisi igin

P(X >2z)>P(Y > z) esitligi saglaniyorsa X stokastik olarak Y den biiyiiktiir denir ve

X >

st

Y bigiminde gosterilir. Ayrica {Xn,n=1,2,...} dizisi her n=12,... icin

X, <4 (24)X,., oluyorsa (X,) dizisine stokastik artan (azalan) dizi denir.

n+1



Asagida verilen Teorem ve Sonu¢ 6. Bolimde Weibull dagilim durumunda o -seri
stirecle ilgili parametrelerin MML tahmin edicilerinin asimptotik 6zelliklerinin ortaya

¢ikarilmasinda kullanilacaktir.

Teorem 2. 1. 5 ( Hoeffding 1953, Vaughan ve Tiku 2000)

Z asagidaki olasilik yogunluk fonksiyonu ile standart u¢ deger dagilimina sahip bir

rasgele degisken olsun.
f(z2)=e"®, —0<z<w.
Z,,Z,,...,Z, bu dagilimindan n birimlik bir 6rneklem ve Z,,Z,,...Z, ler bu

ornekleme karsilik gelen sira istatistikleri olmak tizere
1L
E(9(2)) = "ﬂﬁz 9(E(Z)))
i=1
dir, burada g :R — R Borel dlciilebilir bir fonksiyondur.
Teorem 2.1.5 in kullanilmasiyla asagidaki sonug elde edilir.
Sonug¢ 2.1 t; = E(Z(i)), i=12,...,n olmak uizere

EZ)=lim=Yt, =—7, E@E)=lm=e" =1, EZe?)=lim=>t,e" =1-7 ve
N ) 4= o o ) 4=

2
E(Z%*)=lim= Zt(,)et“’:%wz—z;/ dir, burada y Euler sabitidir, yani

n—w

¥ ~0.57722.

Teorem 2. 1. 6 (DasGupta 2008)

(X,) rasgele degiskenlerin bir dizisi, E(X,) =g, ve (c,) reel terimli monoton olarak

sonsuza 1raksayan herhangi bir dizi olsun. Bu durumda

3ovarC) Z —)™

n—1 n ) n—o0

dir.



Teorem 2. 1. 7 (Roy ve Seidmann 2002)

(x.) reel terimli herhangi bir dizi olsun. X, :Ein ve y,=> (x—X,)" olmak iizere
N5z i1
(x,) sonlu bir limite sahip degilse 1/y, ve X /y, n sonsuza giderken sifira yakinsar.

Teorem 2.1.7 ‘nin kullanilmasiyla asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 2.2
lim ! ~=0 (2.4)
Z:(Ini)2 —1(Zlnij
) N\ iz
ve
Inn!)°
Z:(In(n!/i”))2
=)
Ispat: X, =—Inn, n=12,... diyelim. Boylece X =—Inn!/n ve

2
L (&, . . :
Yy, = Z(In i)’ ——(Zln Ij olur. Teorem 2.1.7 ‘nin kullanilmasiyla ispat tamamlanir.
i1 N\ iz

Lemma 2.1 (Lehmann 1999)

1-a
n
., , a<l
Zl ~“1l-a
2 Inn, a=1.

2.2 Asimptotik Normallik

(X,) rasgele degiskenlerin bir dizisi olmak iizere,

X —a

n

b

n

—2 5N(0,1)



olacak sekilde reel sayilarin (a,) ve yeterince biiyiik biitiin nler igin pozitif reel
sayilarin (b,) dizileri varsa X dizisine a  ortalamasi ve b? varyansi ile asimptotik
normal denir ve

X~ AN(a,,b?)
bigiminde gosterilir (Serfling 1980). Burada a, sayist X, ’in beklenen degeri ve b?
sayist da X ’in varyans: olmayabilir. Bu sebepten dolayr a, degerine asimptotik

ortalama ve b’ degerine asimptotik varyans denir.

2.3 Delta Yontemi

Asimptotik dagilimi bilinen bir rasgele degisken dizisinin bazi doéndstimlerinin
asimptotik dagiliminin bulunmasinda Taylor a¢ilimma dayali olarak olusturulan

yonteme delta yontemi denilmektedir.

Bir b>0 i¢in n°(X,-a)——>X olsun. g(x) x=a noktasinda tiirevlenebilir bir
fonksiyon ve g'(a) # 0 olmak iizere
n"(9(X,)-g(@)——g @X

dir (Arnold 1990). Ayrica iki boyutlu rasgele degisken dizilerinde asimptotik

normallige iliskin olarak delta yontemi asagidaki teorem ile verilir.
Teorem 2.1.8 (Lehmann 1999)

Jn X, —a —d>N 0 o 0y Op
Y, b jnoe 0 01, Op

olsun. f ve g, (a,b) noktasinin komsulugunda ilk iki mertebeden kismi tiirevlere sahip

iki degiskenli herhangi iki fonksiyon olmak tizere a o * a9 sart1 altinda

ox oy oy ox

ﬁ( f(X,,Y,) - f(a,b)J fN [m . {wn wD
9(X,,Y,)—g(ab) jo-- 0 Vi Va

dir. Burada

10



dir.

2.4 Merkezi Limit Teoremleri

Literatiirde bir¢ok merkezi limit teoremi vardir. Bu teoremlerde, belli sartlar1 saglayan

bir (X,) dizisindeki rasgele degiskenlerin kismi toplamlar dizisinin bir ifadesinin limit

dagiliminin standart normal oldugu ifade edilir.

2.4.1 Lindeberg- Levy teoremi

Klasik merkezi limit teoremi olarak bilinen bu teoremde (X,), bagimsiz ve ikinci

momenti mevcut ortalamast 4 Ve varyanst o> olan ayn1 dagilimh rasgele degiskenlerin

bir dizisi olmak tizere

\/ﬁ(in_'u) d

(o2

»Z ~ N(0,1) dur.

2.4.2 Liapunov teoremi

(X,) bagimsiz, 0ortalamali, o’ varyansl ve E‘Xf‘ <ooolan aym1 dagilimlh rasgele

degiskenlerin bir dizisi olmak {izere

maks d2 =0(> d?%)
i=1

i=1,2,..,n

oluyorsa

11



n

Zdni Xi

=L “>Z ~N(0,)

o / dfi
i=1

dir (Lehmann 1999).

Bu teoremin bir uygulamasi olarak Y, ’ler birbirinden bagimsiz x ortalamali ve o”

L SG-1y, ile

varyansl ayni dagilimh rasgele degiskenler olmak iizere T, = D)
nin—-1) =

verilen T, rasgele degiskeninin asimptotik dagilimini bulmaya ¢alisalim.

2 -YTH i_10.0n
(@2

olmak iizere, E(Z;) =0 ve Var(Z;) =1 oldugu aciktir.

i
" n(n-1)
diyelim
Y
maks d? =ma ks('—l)2 = iz
i=1,2,...,n i=12...n (n(n—1)) n
ve
Zn:dz _Z”: (i-1* n(h-1)(2n-1) 2n-1
=" Znd(n-1)?  6n’(n-1)>  6n(n—1)
oldugundan
maks d?
12,0 _ 6(N—1)
Zn:dg n(2n—l) e ,
) ni
yani

maksdZ =o(D_d2)
i=1

i=1,2,...,n

dir. Boylece Liapunov teoreminden

12



-~ (-1
2 n(n—1) Z

N (1)
\/,Z_ll n?(n—1)
7 _Yi_/u

,=——,1=12,...,n oldugunun géz dniine alinmasiyla,
o

¢ 5N(0,2).

olur. Ayrica,

2n-1 1

lim ==
e f(n-1) 3

oldugundan, Slutsky teoreminden

2
\/H(Tn _EJL) N (o,a_]
2 3
0_2
elde edili. Boylece T,~AN|Z, 2
2 3n

\/H(Tn —%) =0, (1) olup

n

T =§+op(n-l’2)

yazilabilir.
2.4.3 Lindeberg- Feller teoremi

X, X

IERAVIEED

B? = ZVar(Xk) olmak {izere her £ >0 i¢in n — oo iken
k=1

1 n

n k=L

1 n
- ?Z L s x2dF, (x) =0
n k=1 n

13

, J Buna ilaveten, Teorem 2.1.3’den

ler bagimsiz rasgele degiskenler ve g, =E(X,),of =Var(X,)<o olsun.



ise

anxk - E(anxk)

B

n

¢ 57 ~N(0,0)

dir (Lehmann 1999). Burada F, X, — gz, rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonudur.

Bu teoremin bir uygulamasi olarak Y, ler birbirinden bagimsiz u ortalamali ve o°

ia(n —2i +1)Y,

varyansli aym dagilimh rasgele degiskenler olmak iizere T, =-%
n(n-1)(n+1)

verilen rasgele degiskenin asimptotik dagilimini bulmaya calisalim.

7 =YTH 12 .n
o
olmak iizere, E(Z;) =0 ve Var(Z;) =1 oldugu aciktir.
B, =6(n-2i+1)Z, i=12,...,n

diyelim. Burada B ler birbirinden bagimsiz, fakat ayn1 dagilimli degildirler ve

B? = Zn:Var(Bni) = BGZH:(n —2i+1)?*=12(n-Yn(n+1)

i=1 i=1
olarak elde edilir. B, ’nin dagilim fonksiyonu G, ve Z. lerin dagilim fonksiyonu G

olmak tzere

1 n
L, = B_rfiz_l:."ungn u*dG,;(u)

15 o

B Br? %:J.G(”—Ziﬂ)wzgsn 36(N—2i+1)"wdG(w)
1 -

- Br? ;J.G(”-l)wzgan 36(n—1)"w dG(w)

~36n(n 17 & ,
N Bf ; v[\w\zgsn (6(n-1)) W dG(w)

-0, n—>w
oldugundan Lindeberg -Feller teoreminden,

Zn:B(n—Zi+1)Zi

\I/112(n—1)n(n +1) "NOD

14



dir. Z, = Yio# degerinin yukarida kullanilmasiyla,
o

Zn:6(n—2i +1)Y,
I\_/(n—l)n(n +1)

olarak elde edilir.

¢ 3N(0,1252)

2.5 Newton-Raphson Yontemi

L(4,...,0,) bir olabilirlik fonksiyonu olsun.

W =0, i=12,...,r denklem sistemini goz Oniine alalim. Analitik ¢6zimii
olmayan bu tiir denklemleri ¢6zmek i¢in literatiirde birgok yontem bulunmakla beraber
bunlardan en c¢ok kullanilan1 Newton-Raphson yontemidir. Bu yontem asagidaki gibi
tarif edilir.

i=12,..,r icin 0i° 6. parametresinin gergek degeri,

_oInL(8,6,.6) , _

U,(@,6,,...6,) 29 1,2,..,r
ve
[ 2InL(B,.6,,...6,) *InL(6,.6,,...6,) &*InL(6,6,,...,6,)]
067 06,06, 06,08,
?InL(b,,6,,....0.) &*InL(6,,6,,...0.) &*InL(6,6,,..6,)
96,00, 007 96,00,
V(6,.6,,...0,) =
&*InL(b,6,,...0.) &*InL(,,6,,..0.) &InL(b,6,,..6,)
i 00,086, 06,06, 00?
olsun.

15



U,(6,,6,,...,6.) |

ue,.b,,...0.)=|. diyelim. i=12,...r igin &, @ ile 8 arasinda

U.(6,,6,,...6,) |
olmak iizere U(4,6,,...,6,) nin ((910,020,...,49?) etrafinda Taylor serisine agilmasi ile

denklem sistemi

T
A

U(6,0,,..,6,) =U(6°,6°,...6°) +V (6°,6°,....6°) | (2.6)

=
biciminde yazilabilir (Gertsbakh 1989). (2.6)’da 6, =é (i=1, 2,.r. alinsin, burada

6, 6 ’nin ML tahmin edicisidir. Bu durumda U (4,,8,,...,6.) =0 olup (2.6)’dan

ARES

]
=" |-VHO,0,...00U(6,6.,....6))

CANCS

bulunur. Yukaridaki ifade yardimiyla i=12,...r igin 6%, é’mn baslangi¢c degeri
olmak tizere,

_9(m+1)_ _g(m)_
91(m+1) el(m)

= |=VHE™,6™,..6MU O™, 6™,....0™), m=12,..

_er(m+l) _er(m)_

16



iterasyon islemini g6z Oniine almir. i=12,...,r i¢in Hi(m), 6’i(m+1) sayisina yeterince

yakinsa iterasyon durdurulur. m — o iken i=12,...,r igin Q(m) —>éi, i=12,..r dir.

2.6 Uyarlanmus En Cok Olabilirlik Yontemi

Olabilirlik denklemleri kullanilarak bilinmeyen parametreler i¢in kapali formda tahmin
ediciler ¢ogunlukla elde edilememektedir. Boyle durumlarda, yukarida tarif edilen
Newton-Raphson gibi iteratif yontemler kullanilarak bilinmeyen parametrelerin
tahminleri bulunabilmektedir. Ancak iteratif yontemler kullanildiginda,

1) Yakinsayamama,

i1) Birden fazla ¢6zlime sahip olma,

ii1) Yanlis degere yakinsama
gibi problemler ortaya ¢ikabilmektedir (Barnett 1966). Puthenpura ve Sinha (1986), veri
kiimesinde aykir1 deger varsa, iteratif yontemlerin koke yakinsamadigini gostermistir.
Bu tiir problemlerin iistesinden gelmek icin, Tiku (1967, 1968) tarafindan Onerilen
MML yontemi kullanilabilir. Bu yontemle tahmin ediciler analitik olarak elde
edilmekte olup asimptotik olarak ML tahmin edicilerinin 6zelliklerine sahiptir.
MML yontemi asagidaki gibi 6zetlenebilir:
1) En ¢ok olabilirlik denklemleri sira istatistikleri cinsinden yazilir.
i1) Olabilirlik denklemlerinde, ML tahmin edicilerinin agik olarak bulunamamasina
sebep olan ifadeler Taylor serisinin ilk iki terimi yardimiyla dogrusal fonksiyonlara
yaklastirilir.
i11) Elde edilen dogrusal ifadeler olabilirlik denklemlerinde yerine yazilarak denklem
sistemi ¢Oziiliir.

Elde edilen tahmin edicilere MML tahmin edicileri denir.

MML yonteminin nasil ¢alistiginin agiklanmasi amaciyla konum-olgek parametreli

olasililik yogunluk fonksiyonlar ailesine uygulanmasi asagida verilir.
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X, Xy X, ler i f (X?T’uj, neR, o>0 olasiik yogunluk fonksiyonlu

dagilimindan n birimlik bir &rneklem olsun. z, = 57K olmak iizere U ve o
o

parametreleri i¢in olabilirlik denklemleri bir g fonksiyonu yardimiyla

olnL 1
=—Zg(2i)=0
O oia 2.7)
olnL n 13
=——+—) 7.9(z)=0
P 021 9(z)

biciminde yazilabilir. Genelde ¢(z) fonksiyonunun yapisindan dolayr ux ve o

parametrelerinin ML tahmin edicileri analitik olarak elde edilemez. Fakat MML
yontemi kullanilarak, bu parametrelerin tahmin edicilerini analitik olarak elde etmek

mimkiindiir. Z,,Z,,...,Z, ler birbirinden bagimsiz ve ayni f dagilimina sahip rasgele

degiskenlerdir. Bu rasgele degiskenler kiigiikten biiyiige dogru sirlandiginda

Zi = 0~ olur. Burada z ’lerin gozlemlerden siralanarak elde edilmesinde u ve
o

o parametrelerinin etkisi yoktur. Bu durumda (2.7) de verilen olabilirlik denklemleri

olnL 1
=_zg(z(i))=0
Ou o3 (2.8)
oinL n 1
=——+—> 7,0(z;,)=0
80 o O_; (|)g( (|))

seklinde yeniden yazilabilir. g4 ve o parametrelerinin tahmin edicilerinin analitik

olarak elde edilememesine sebep olan g(z;) ifadesi Taylor agilimi yardimiyla

tiy = E(Z;) etrafinda ilk iki terime gore asagidaki gibi agilir.

g(z(i)) = g(t(i)) + (Z(i) _t(i)){% g(z)} 2.9)

=a; + f,2;, 1<i<n
d
burada g = Eg(z) ve o; =g(t;) - Bt -
=)
(2.8)’de verilen L olabilirlik fonksiyonlarinda g yerine g’nin Taylor agilim1 yardimiyla

(2.9)°daki gibi elde edilen yaklagik degerinin yazilmasiyla elde edilen fonksiyonu L~

ile gosterelim. Bu durumda
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olnL

:ég(ai +ﬁiz(i)) =0

ou
olnL n 1y

=——4+—> 2. (a+532.,)=0
oo . O_; (I)(al IBI (|))

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin ¢6ziimiinden

. B++/B*+4nC

fA=K+Do ve 6=
2n

MML tahmin edicileri elde edilir. Burada,

Zﬂix(i) n Zai n n
== . m:Zﬂi’ D= I:in ; B:Zai(x(i)_K) ve C:Zﬂi(xm—K)Z.

K

Eger f olasilik yogunluk fonksiyonu simetrik ise t; =-t, ., dir. Buna bagh olarak

ve L =p . 1<i<n olur. D:Zai /m  oldugunun gbzdniine
i=1

=0 iy

alimmasiyla yukaridaki ifadelerden D ’nin 0 oldugu agiktir. Sonug olarak ele alinan

n
dagilim simetrikse ,[zzz BX; ! m tahmin edicisi sira istatistiklerinin lineer bir
i=1

fonksiyonu olarak karsimiza ¢ikmaktadir ve o parametresinden bagimsizdir.
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3. SAYMA SURECLERI

Bu boliimde ilk olarak sayma siireci tanitilir ve ardindan homojen Poisson, homojen
olmayan Poisson, Weibull, Cox-Lewis, yenileme , geometrik ve a —seri gibi baz1 6zel

sayma siiregleri verilir.
3.1 Sayma Siireci

Tamm 3.1.1 N(t), (0 t] araliginda gergeklesen belli bir tiirden olaylarin sayist olmak
uzere {N (t),t> O} stokastik siirecine bir sayma siireci denir.
{ N(t),t> O} sayma siireci T =[0 o) ve E= {O,l, 2,...} ile siirekli parametre ve kesikli
durum uzayl bir siiregtir.
{N(t),t >0} sayma siireci asagidaki 6zelliklere sahiptir.
i) N(t)>0, vVt>0
i) N(t) tamsay1 degerli bir rasgele degiskendir.
iii) Eger s<t ise N(s) < N(t) dir.
iv) s<t i¢in N(t)—N(s) (s,t] araliginda gergeklesen olay sayisidir.
{N(t),t >0} bir sayma siireci olsun. Bu siiregte X, rasgele degiskeni ilk olay
gergeklesinceye kadar gecen zaman olmak lizere n=2,3,... i¢in X rasgele degiskeni
(n—1). olay gergeklestikten sonra n. olay gerceklesinceye kadar gegen zamani
gostersin. {X,,n=12,3,..} dizisine {N(t),t>0} siirecinin varslar arasi zamanlar
dizisi adi verilir. Bu dizi sayma siirecini tek olarak belirler. S;=0 ve
S, =X, +..+X_,n=12,... yazalim. S, n. olayin ger¢eklesme zamanini1 gosterir.
Her sabit t >0 i¢in
N(t) =maks{n:S, <t}
oldugu aciktir. Ayrica (N(t) > n) olay1 (S, <t) olayma denk oldugundan,
P(N(t)=n)=P(S, <t)

olur.
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3.2 Poisson Siireci

{N(t),t >0} bir sayma siireci olsun.

i) N(0)=0

i) {N(t),t >0} bagimsiz artish

iii) t uzunluklu bir aralikta gerceklesen olaylarin sayisinin dagilimi At ortalamali
Poisson, yani P(N(t+s)—N(s) =k) =e ' (At)" /k!, k=0,12,...

ozelliklerini saglayan {N ), t> O} sayma siirecine A oranli bir Poisson siireci denir.

ii1) Ozelliginden dolay1 bir Poisson siireci ayn1 zamanda duragan artighdar.

Bu siirece gore olaylar arasi gecen zaman siireleri bagimsiz ve ayni % beklenen degeri

ile tistel dagilimhdar.

3.3 Homojen Olmayan Poisson Siireci

{N(t),t >0} bir sayma siireci olsun. t>0 i¢in A(t), t’nin bir fonksiyonu olmak iizere
i) N(0)=0

i) {N ),t> 0} bagimsiz artish

iii) P(N(t+h)—N(t)>2)=o0(h)

iv) P(N(t+h)=N()=1=A(t)h+o(h)

ise {N (t),t >0} sayma siirecine A(t)siddet fonksiyonlu homojen olmayan Poisson

stireci denir.

Teorem 3.3.1 {N(t),t >0}, A(t) siddet fonksiyonu ile homojen olmayan bir Poisson

t
stireci olsun. m(t) = I/I(S)ds olmak {izere
0

N (t+5s)—N(s) ~ Poisson(m(t +s) —m(s)) dir;
yani

P(N(t+s)—N(s) =k) =e 9™ m(t +s) —m(s)] /k!, k =0,1,...
dir.
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3.3.1 Homojen olmayan Poisson siirecinde olaylar arasi gecen zamanin ve bekleme
zamanin dagilim

{N(t),t 20} sayma siireci, A(t) siddet fonksiyonu ile homojen olmayan bir Poisson
siireci olsun. X, X,,... rasgele degiskenleri bu siirece gore gergeklesen ardisik olaylar
aras1 gecen siireleri ve S n. olayin gerceklesme zamanini gostermek iizere
P(X,>t)=P(N(t)=0)=e™™", t>0
oldugundan
Fe () =1-e"Y, t>0
ve
f, ) =A™, t>0

olur. X, rasgele degiskeni lizerinden yapilan kosullandirma ile

P(X, >t) :jp(x2 >t X, =5)A(s)e "ds
0

yazilabilir.
P(X,>t| X, =s)=P(N(t+s)—N(s)=0]| X, =5s)
=P(N(t+s)—N(s)=0)
— e—[m(t+s)—m(s)].
Boylece
P(X,>t)= I/I(s)e’”‘(”s’ds, t>0
0
oldugundan
F, (0)=1- j A(s)e ™™ 9ds, t>0
0
ve

f,, (1) = j A(s)A(t+5)e ™ s, t >0
0

bulunur. Genelde, n=1,2,... igin
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t
—J.i(x1+...+xn+s)ds

P(X,. >t X, =%,.. X, =X)=¢€"°

t
J~>(1+ +Xp+ A(u)du

_ e7 X+ 4%

_ e—[m(t+xl+...+xn)—m(x1+...+xn)], >0

olur.
Simdi herhangi bir ne{1,2,...} i¢in genel halde X, rasgele degiskeninin dagilimin
bulalim.

P(X, >t X, =X,y X, =X ;) =@ (MOarmlarsnd] g5 g
oldugundan

P(X, >t|S,=5,,...5, , =s,,)=e Ms)mE] £ >0
olur. Boylece

P(X,>t|S,=s,..,S,,=5,,)=P(X,>t|S,,=5s,,)

3.1)
_ ef[m(t+sn_1)—m(5n_1)]’ t>0

olacaktir. n=2,3,... i¢in
P(X, >1) =jP(xn >]S,, =5)fs_(s)ds (3.2)
0

yazilabilir. (3.1) ifadesinden P(X, >t|S , =s) kosullu dagilimmn analitik ifadesini
biliyoruz. Bundan faydalanarak S , rasgele degiskeninin olasilik dagilimini bulalim.
N(t)=n-1ve (t,t+h] araliginda bir olay =t <S <t+h
olacagindan

Pt<S,<t+h)>P(N(t)=n-1 (t,t+h] araliginda bir olay)
dir. Ayrica h ¢ok kiigiik iken

t<S, <t+h= N()=n-1 ve (t,t+h] araliginda bir olay
olacagindan

Pt<S,<t+h)<P(N(t)=n-1 (t,t+h] araliginda bir olay) +o(h)
olur. Bu durumda

Pt<S,<t+h)=P(N(t)=n-1 (t,t+h] araliginda bir olay) +o(h)
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_e"Y(me)™
= 1)1 (A(t)h+o(h))+o(h)
e (m@)"*

= A0 T

h+o(h)

oldugundan S, ’in olasilik yogunluk fonksiyonu

e " ()"

(n_1)! , >0

fsn (t) =A(t)

olacaktir. Bu ifadenin (3.2) ifadesinde g6z 6niine alinmasiyla

T —[m(t+s)-m(s e—m(s) mgs i
P(X, >t)=[elnt “M(s)—(n(_;))l)
) !

e—m(t+s) (m(s))n—Z

(h_2)! ds, t>0
n-2)!

= Tﬂ(s)

bulunur. Buradan

e—m(t+s)(m(s))n—2
(n—2)!

Fy. (t):l—Tl(s) ds, t>0

ve

e—m(t+s) (m(s))n—z
(n=2)!

f ()= Tl(s)ﬂ,(t +s) ds, t>0

olur. X, nin olasiik yogunluk fonksiyonu incelendiginde A(t) sabit olmadik¢a
X, X,,... rasgele degiskenlerinin ayn1 dagilimli olmayacag: kolaylikla goriiliir. Boylece
homojen olmayan bir Poisson stirecinin ardisik olaylar arasi gegen zaman siireleri siddet

fonksiyonu sabit olmadik¢a ne bagimsiz ne de ayni dagilimlidir.

Bu kisimda son olarak (3.1) de verilen dagilimdan faydalamilarak S,,S,,...,S,

varig zamanlari verildiginde S_ , varis zamaninin kosullu dagilimini bulalim.

n+l

P(S, ., >t|S, =s,...S,=5s,)=P(S,,,-S, >t-s,|S,=5,...5, =5,)
=P(X_,>t-s |S, =5s,..,S =5
=Qx:>vﬂﬂ§=;> SRR
=g IMOME ts g

ve

fo (t]s,...s,)="fs (t]s,)=A)e ™™™ t>s (3.4)

olur.
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3.3.2 Weibull ve Cox-Lewis modelleri

Homojen olmayan bir Poissson siireci ile ilgili uygulamalarda bazen siirecin A(t)
siddet fonksiyonunun bir parametrik bi¢imi, yani bazi bilinmeyen parametrelere bagh
analitik ifadesi bilinmektedir. Ozellikle {X,,X,,...,X,} veri kiimesindeki ardisik
olaylar aras1 gecen zaman siirelerini ifade eden X, ler monoton ise

At)=e“" t>0;a,,a, €R (3.5)
ve

L) =6,0t*" t>0;0,,6,>0 (3.6)
siddet fonksiyonlari ile verilen homojen olmayan Poisson siire¢leri uygulamada ¢ok sik

kullanilir.

(3.5) de verilen siddet fonksiyonlu homojen olmayan bir Poisson siirecine Cox-Lewis
modeli (CLM) denilirken, (3.6) da verilen siddet fonksiyonlu homojen olmayan bir
Poisson siirecine Weibull siireci modeli (WM) adi verilir. Bu siirecin Weibull modeli
adin1 almasinin sebebi bu siirece gore ilk olayin ger¢eklesme zamaninin Weibull
dagilimli olmasidir. Fakat sunu da belirtelim ki daha sonraki ardisik olaylar arasi gecen

zaman siireleri Weibull dagilimli degildir.

Agik olarak Cox-Lewis modeli ¢, >0 iken ardisik olaylar arasi gegcen zaman siirelerinin
azalan oldugu duruma uygulanabilirken, ¢, <0 olmas1 durumunda ise ardigik olaylar
aras1 gegen zaman siirelerinin artan oldugu durum igin kullanabilirdir. Eger o, =0 ise

Cox-Lewis modeli homojen bir Poisson siireci modeline doniisiir. Benzer agiklamalar

Weibull siireci igin de yapilabilir: Weibull siireci modeli €, >1 ise azalan olaylar arasi
gegen zaman siirelerinin oldugu duruma uygulanabilirken, 0< g, <1 oldugunda artan

olaylar aras1 gecen zaman siirelerine sahip veri kiimesinin modellenmesi i¢in uygundur.

6, =1 ise Weibull siireci homojen bir Poisson stireci olur.
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3.3.3 Siddet fonksiyonun parametrik tahmini

Parametrik bigimi bilinen A(t) siddet fonksiyonlu {N(t),t 20} homojen olmayan bir

Poisson siirecini gbz oOniine alalm. Boylelikle 6,,6,,...,6. sonlu r tane bilinmeyen

parametre ve g, t ve 0 lere gore analitik ifadesi bilinen bir fonksiyon olmak iizere
At)=9(t,6,,6,...,6,) yazilabilir. Bu homojen olmayan Poisson siireci belirlenmis bir

(0,t,] zaman araliginda gozlensin. Gozlenen veri kiimesine dayali olarak 6,i=12,..,r
parametrelerinin éll =1,2,..,r tahmin edicilerinin elde edilmesiyle her sabit t >0 igin
A(t) ’nin dogal bir parametrik tahmin edicisi

At)=9(t,8,6,...0.) (3.7)
olur. Her i e{l, 2,..., r} igin 63I tahmin edicisi @ icin tutarli ve g fonksiyonu 4,6,,...,6,

parametrelerine gore siirekli ise A(t) tahmin edicisinin A(t) icin tutarh oldugu

gosterilebilir.

A(t) ’nin analitik ifadesindeki bilinmeyen 6,,0,,...,6. parametreleri i¢in en c¢ok

olabilirlik yontemi ile belli regiilerlik sartlari altinda tutarli tahmin ediciler elde
edildigini biliyoruz. Simdi bu parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin

genelde nasil elde edilecegi problemini ele alalim. t;, 6nceden belirlenmis bir sabit
olmak iizere homojen olmayan bir Poisson siirecini gozlemledigimiz (0,t,] zaman

araliginda gergeklesen olay sayisi n olsun. Bu sekilde gozlenecek olan veriye bagl
olarak L(64,,6,,...,6,) olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir. Bu siirece gore
gergeklesen ardisik olaylar arasi gegen zaman siirelerinin X, X,,..., X, ve n=12,..
icin n. olaym gergeklesme zamanmm S =X, +X,+..+X, ile gosterildigini
hatirlayalim. s, <s, <...<s , <s, <t, olmak lizere

Xi=X,e X, =%, Xy >t —(X + X, +..+ X)) =S, =58,,S, =5,,...,5, =5,,5,., >,

oldugu agiktir. (3.3) ve (3.4) ifadelerinden sirasiyla
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P@S,.,>t1S =s,...5,=5,)=P(S,,>t|S,=5,)

n+1 n+1

(3.8)

1]
—J./I(u)du
=@ sn

ve

Sl

- j A(u)du
SYICME

oldugunu biliyoruz. Bu durumda
fsly__ysrl+l (811 T Sn+1) = fs1 (Sl) fsz|sl (SZ | Sl) fs3|sl,sz (S3 | Sl’ Sz)"' fsn+1|sl,sz ..... Sy (Sn+1 | Sl’ 821 T Sn)

oldugu goz oniine alinarak (3.8) ifadesinin kullanilmasiyla olabilirlik fonksiyonu
L(917 92""’ Hr) = fs1 (Sl) f52|sl (SZ | Sl)"' fsn|sH (Sn | Sn—l)P(Sml > tO | Sn = Sn)

—Sll(u)du ngMu)du —T A(u)du —Ti(u)du
=A(s))e ° A(s,)e * LA(S,)e ™ e (3.9
1
—Ol(u)du

= A(S,)A(S,)..A(S,)e °
olarak bulunur. Eger siire¢ belirlenmis (0,t,] zaman aralifi yerine n olay
gerceklesinceye kadar gozlenirse L(6,,6,,...,6,) olabilirlik fonksiyonu (3.9) ifadesinde

t, yerine s alinarak

Sy
— | A(u)du

L(Hl,gz,...,er) zﬂ(sl)ﬂ’(SZ)"'ﬂ'(Sn)e ° (310)
ile verilir.

L(4,0,,...,6,), (3.10) ifadesinde verilen olabilirlik fonksiyonu olmak iizere
oL4,,é,,...,6,) B

0, i=12,..r
20,
ya da denk olarak
ONL(6.6,,20) _gi_15
o0,

denklem sisteminin ¢dziilmesiyle 6,,6,,...,6. parametrelerinin sirasiyla él,éz,...,é, en

cok olabilirlik tahmin degerlerine ulagilmis olur.
Simdi sirasiyla (3.5) ve (3.6) ifadelerindeki siddet fonksiyonlariyla verilen Cox-Lewis

ve Weibull siireci modellerindeki bilinmeyen parametrelerinin en ¢ok olabilirlik
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tahminlerini ve bu tahminlere bagli olarak her sabit t>0 igin A(t) nin parametrik

tahminlerini elde edelim.

{N (t),t >0}, A(t)=e*"" siddet fonksiyonu ile bir Cox-Lewis siireci olsun. Olabilirlik
fonksiyonunun (3.10)’da verilen ifadesinden bu siire¢ i¢in L(e,, ) olabilirlik
fonksiyonu

n %0 s
Nag+ay Y s——— (e -1)

I—(amal) =€ .

ve

n g%
InL(ay, o) =N+ Y S, —— (%% —1)
i=1 1

olmak {iizere bu fonksiyonu maksimum yapacak ¢, Ve ¢ degerlerinin hesaplanmasi

icin ¢, Ve ¢’ e gore kismi tiirevler alinarak

InL(ey, ) e

=n—-—(e* -1)=0 (3.11)
oa, o,
InL(ey ) < e s s
—=) §——(s,e"" —e"" +1)=0 3.12
aal ; i 0512 ( 1%n ) ( )

denklemleri elde edilir. (3.11) denkleminden

no,e™
a,=In - 3.13
e s
olur. Bu ifadenin (3.12) de yerine konulmasiyla
s -t (3.14)
i1 o l-e ™

> e gore lineer olmayan denklem elde edilir. Bu denklemin 2. bdliimde verilen

2
Newton-Raphson yontemiyle ¢ozdiiriilmesiyle ¢, ML tahmin degeri hesaplanir. ¢ 'nin

(3.13) da yerine konulmasiyla

G, = In( e j (3.15)

e 1
ile o,’in ML tahmin degeri elde edilir. Boylece Cox-Lewis modelinin siddet

fonksiyonunun bir parametrik tahmin edicisi
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. nG.edt
A)=—2_ t>0
eln_

olur.

{N(t),tZO}, A, {)=6,0t"" siddet fonksiyonlu bir Weibull siireci oldugunda bu

siirecin L(6,,4,) olabilirlik fonksiyonu
L(6.6) = (6,6)"] [s* e
i=1

ve

INL(6,,6) =nIng,+nIn6,+(6,-1) Ins, —Gys;"

i=1
olmak iizere bu fonksiyonu maksimum yapacak 6, ve @, degerlerinin hesaplanmasi i¢in

0, ve 6’ e gore kismi tiirevler alinarak

InL(6,,6,) =£—s§1 0
00, 6,
InL(6,,6) n

—+ 3 Ins. —8.s%Ins =0
801 91 ; i 0%n n

denklemlerine ulasilir. Bu denklemlerin ¢6ziimiinden 6, ve ¢, ‘in ML tahmin edicileri

sirasiyla

~ n

) = S_él (3.16)
ve

/R E— (3.17)

Y In(s,/s;)

i=1

bi¢ciminde bulunur. Boylece Weibull modelinin siddet fonksiyonunun bir parametrik

tahmin edicisi
) nét
A1) = 3 , 120
n
olur.
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3.4 Yenileme Siireci

{N(t),tZO} sayma siirecinde olaylar (yenilemeler) arasi gegen zaman siireleri

birbirinden bagimsiz ve ayni F dagilimli rasgele degiskenler ise {N(t),t 20} sayma

siirecine bir yenileme siireci denir.
3.5 Geometrik Siirec

{X,,n=12,..} negatif degerler almayan rasgele degiskenlerin herhangi bir dizisi
olsun. {a”’an ,n=12, } bagimsiz ve ayni dagilimli rasgele degiskenlerin herhangi bir
dizisi olacak sekilde bir a>0 sayis1 var ise {Xn,n=1, 2,...} dizisinin olusturdugu

{N (t),t> O} sayma silirecine a oranli bir geometrik siire¢ denir.

{N(t),t 20} geometrik siirecinde olaylar aras1 gegen zaman siireleri olan X, X,,...
rasgele degiskenleri a<1 igin stokastik olarak artan, yani X_Tst iken a>1 icin
stokastik olarak azalan, yani X, { st dir. Oran parametresi a=1 olan bir {N(t),t >0}
geometrik siirecinin bir yenileme siireci oldugu aciktir.

3.5.1 Geometrik siirecte olaylar arasi gecen zamanin ve bekleme zamaninin
dagilimi

{N H,t> 0} a oranl bir geometrik silire¢ olsun. Bu siirecin tanimindan bu siirece gore

gerceklesen ardisik olaylar arasi gegen siireler olan X, X,,... rasgele degiskenleri

bagimsizdir. Fakat ayni dagilimli degildirler. Yalmzca a=21durumunda bu rasgele

degiskenler ayn1 dagilimhidirlar ve bu geometrik siire¢ bir yenileme siireci olur.
Y =a"'X ,n=12,..
diyelim. Y,,Y,,... lar bagimsiz ve ayn1 F dagilimli rasgele degiskenlerdir. n=1,2,... i¢in

X, rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonunu F, ile gosterelim. Bu durumda
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F,(x)=P(X, <x)
=P(@a™"™Y <Xx)
=P(Y, <xa"™")
=F(a""x)

olarak bulunur. Ayrica X, rasgele degiskeninin ortalamasi ve varyansi sirastyla g ve

o’ olmak iizere
E(X,)=a""u
ve
Var(X,)=a"*"?c?

olur.
3.6 a -Seri Siire¢

{Xn,n=1,2,...} negatif degerler almayan rasgele degiskenlerin herhangi bir dizisi
olsun. {n“Xn,n =1, 2,...} bagimsiz ve ayn1 dagiliml rasgele degiskenlerin herhangi bir
dizisi olacak sekilde bir o e R sayist var ise {X,,n=12,..} dizisinin olusturdugu

{N(t),t >0} sayma siirecine bir & —seri siire¢ denir.

{N (t),t >0} o -seri siirecinde olaylar aras1 gegen zaman siireleri olan X, X,,... rasgele
degiskenleri o <0 icin stokastik olarak artan, yani X, T st iken a >0 icin stokastik
olarak azalan, yani X, 4 st dir. o parametresi o.=0 olan bir {N(t),t 20} geometrik

stirecinin bir yenileme siireci oldugu agiktir.

3.6.1 «a -seri siirecte olaylar arasi gecen zamanin ve bekleme zamaninin dagilim

{N ,t> 0} bir « —seri siire¢ olsun. Bu siirecin tanimindan bu siirece gore gergeklesen

ardisik olaylar arasi gecen zaman siireleri olan X, X,,.. rasgele degiskenleri

bagimsizdir. Fakat aym1 dagilimli degildirler. Yalmzca o =0durumunda bu rasgele

degiskenler ayn1 dagilimlidirlar ve bu o —seri siireg bir yenileme siireci olur.
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Y,=n“X,,n=12,..
diyelim. Y,,Y,,... lar bagimsiz ve ayn1 F dagilimli rasgele degiskenlerdir. n=1,2,... i¢in

X, rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonunu F, ile gosterelim. Bu durumda

F,(x)=P(X, £X)
=P(n""Y, <x)
=P(Y, <xn%)
=F(n“x)

olarak bulunur. Ayrica X, rasgele degiskeninin ortalamasi ve varyansi sirastyla g ve
o’ olmak iizere

ECX,))=n"“u (3.18)
ve

Var(X,)=n?c? (3.19)
olur. Boylece a,u Ve o° a-seri siiregle ilgili {ic onemli parametredir. Bu
parametreler X ’nin dagilim fonksiyonunu, beklenen degerini ve varyansini tam olarak

belirler.
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4. SAYMA SURECINDEN GELEN VERiI KUMESININ «-SERi SURECE
UYGUNLUGUNUN iINCELENMESI

Bu boliimde bir sayma siirecinden gelen veri kiimesinde bir trendin olup olmadigina
iligkin bilinen bazi test istatistikleri verilir. Trendin varligi durumunda bu veri
kiimesinin bir « -seri siirece uygun olup olmadiginin belirlenmesine yonelik bir test

gelistirilir.
4.1 Trend Analizi

Bir sayma siirecinden gelen veri kiimesi bagimsiz ve aym dagilimhi rasgele
degiskenlerden olusuyor ise model olarak bir yenileme siireci kullanilabilir. Fakat
sayma siirecinden gelen olaylar arasi gegen zamanlar monoton olarak biiyiime ya da
kiiglilme egilimde ise model olarak yenileme siireci kullanilamaz. Uygulamada ortaya
¢ikan bir ¢ok bakim, onarim ve yer degistirme problemlerinde ve gilivenirlik teorisindeki
baska analizlerde sayma siirecinden gelen veri kiimesi monoton egilimli rasgele
degiskenlerden olusur. Bu durum sayma siirecinden gelen veri kiimesi igerisinde trend
oldugunu ve bu siirece gore gergeklesen olaylar arast gegen zamanlarin dagilimimnin ayni
olmadigini ifade eder. Bu tiir durumlarda model olarak homojen olmayan bir Poisson
slireci, dogrudan stokastik monoton bir sayma siireci olan geometrik siire¢ ya da o -seri

siireci diistintilmelidir.

Stokastik olarak modelleme yaparken ilk olarak sayma siirecinden gelen veri kiimesinin
trende sahip olup olmadigi arastirilir. Trendin varligi durumunda bu trend karsimiza
cogunlukla monoton olarak ¢ikmaktadir. Monoton bir trend asagidaki sekilde

tanimlanir.

Tanimm 4.1.1 {N(t),tZO} bir sayma siireci olmak iizere X, X,,..., X, ler bu sayma

stirecine gore gergeklesen ilk n olay i¢in olaylar arasi gecen siireleri gostersin.
X, X,,..., X, rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz olmak iizere i, j € (1,2,...,n) ve
j>1 igin

P(X; >X) > ()P(X; > x),vx>0,
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yani X; 2, (£4)X,; olmasi sayma siirecinden gelen X, X,,.., X veri kiimesinin
monoton bir trende sahip oldugunu ifade eder.
Bir sayma siirecinden gelen {X,, X,,..., X,} veri kiimesi i¢in uygun modelin

secimine iligkin olarak izlenecek adimlar asagidaki sekil 4.1°de verilmistir.

X Xy X,
v
Trend ?
Evet Hayir
U, BBAD? X, ’ler Ustel mi?
Eve Hayir Eve Hayir
a -seri siireg NHPP veya GP HPP RP

l

a, i Ve ¢ nin Tahmini

Sekil 4.1 Model se¢imi

Literatiirde trend analizi yapmak i¢in bir ¢cok yontem bulunmakla beraber bunlardan en
¢ok kullanilanlar Laplace, Lewis-Robinson, Anderson-Darling ve Mann testleridir.
(1) Laplace Testi
Laplace testinde hipotezler agagidaki gibi kurulur.
H, : HPP modeli uygundur

H, : Monoton trend vardir.
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n
n.varlg zamani S, = z X, olmak tizere H, hipotezi altinda, ilk n—1 varis zamanlar
i=1

olan S,S,,...,S, , rasgele degiskenlerine (0,S,] araligindan alinmis diizgiin dagilima

sahip n—1 tane rasgele degiskenin sira istatistikleri olarak bakilabilir. Bu durumda

merkezi limit teoreminden,

U= n-1 7

S, / !
12(n-1)

rasgele degiskeni biiyilk n igin yaklasik olarak standart normal dagilima sahiptir

(Ascher ve Feingold 1984). Ayrica %5 anlamlilik diizeyinde n>4 vyeterlidir (Bates
1955).

(2) Mann Testi

Mann testinde hipotezler asagidaki gibi kurulur.

H, : RP modeline uygundur
H, : Monoton trend vardir.

{Xy, X;,..., X, } sayma siirecinden gelen bir veri kiimesi olsun.

n

vn=niz 1(X; < X])

i=l j=i+l

n(n-1) ve Var(\/n):w dir. Bu

olmak tizere H hipotezi altinda, E(V,) = =

durumda siireklilik diizeltmesiyle birlikte merkezi limit teoreminden
M = V,+05-E(,)

Jar(v,)

rasgele degiskeni yaklasik olarak standart normal dagilima sahiptir (Ascher ve Feingold

1984). Bu yaklasim n >10 i¢in kullanilir.
(3) Lewis-Robinson Testi
Lewis-Robinson testinde hipotezler asagidaki gibi kurulur.

H, : RP modeline uygundur

H, : Monoton trend vardr.
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Bu test istatistigi Laplace test istatistiginin degisim katsayisinin tahmin edicisine

boliinmesiyle elde edilir. Bu durumda

ZS (n-1S, 1)S

LR=
\/]-ziz—ll(Xi - X)2

rasgele degiskeni biiyiik n i¢in yaklagik olarak standart normal dagilima sahiptir (Ascher
ve Feingold 1984).
(4) Anderson-Darling Testi

Anderson-Darling testinde hipotezler asagidaki gibi kurulur.
H, : RP modeline uygundur

H, : Monoton olmayan trend vardir.

{X, X;,..., X, } sayma siirecinden gelen bir veri kiimesi olsun.

o1 Z(x.+1 X.)? olmak iizere test istatistigi
2( _1) i=1

n

GAD—n;(ZZ[q, In(—)+(q,+r) In(" '+1)—r—2}

i=1

=X Ve r, _%—1.
S

n n

ile verilir (Kvaloy ve Lindqgvist 2003). Burada g, =

GAD test istatistiginin degeri « =0.05 anlamlilik diizeyi i¢cin GAD >2.492 ise H,

hipotezi red edilir.

Pekalp (2013) tarafindan hazirlanan “ Sayma Siireglerine Iliskin Trend Testleri ve
Karsilastirilmalar1” adli yiiksek lisans tezinde trend testleri detayli olarak incelenmis
olup yukarida verilen test istatistiklerinin 6n plana c¢iktig1 belirtilmistir. Yapilan
simiilasyon c¢aligsmalar1 ile bu testlerden Laplace testinin tercih edilebilecegi not

edilmistir. Bundan dolay1 bu calismada trend analizi i¢in Laplace testi kullanilacaktir.
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4.2 Veri Kiimesinin « -Seri Siirecine Uygunlugu Icin Bir Test

Sayma siirecinden gelen veri kiimesinin bir trende sahip oldugu belirlendikten sonra bu
veri kiimesinin « -seri slirece uygun olup olmadigi asagidaki teoremde onemli bir

sonugtan faydalanilarak tespit edilebilir.

Teorem 4.2.1 {N ,t> O} bir « -seri siire¢ olsun. X, X,,... ler bu siirece gore
gerceklesen ardisik olaylar arasi gecen stireler olmak tizere
U, =X, ./ X, nN=12,..

ile verilen U, ’ ler bagimsiz ve ayn1 dagilimli rasgele degiskenlerdir.

Ispat: X, X,,... rasgele degiskenleri bagimsiz oldugundan U, U,,.. rasgele
degiskenlerinin bagimsiz oldugu acgiktir ve

fy () =n"f(xn") ve F, (x)=F(n“x), xeR
oldugunu biliyoruz.

X,._, rasgele degiskeni iizerinden yapilan kosullandirma ile

4n-2

R, u=PWU, <u)

P(h <u/ Xy, =0y, (X)dx
X4n—2

I
Ot——8 o—38

P(Xana <ux)fy  (X)dX

Fxm1 (ux) fxw2 (x)dx

Il
O t—38

F((2n-2)*ux)(4n—2)" f ((4n—2)* x)dx

Il
o3

olur. t=(4n—2)*x degisken degistirmesinin yapilmasiyla
R ()= j Feut)f (t)dt, n=1,2,...
0

bulunur. U, ’in dagilim fonksiyonu n’den bagimsiz oldugundan U, ’ler ayni

dagilimhdirlar. Béylece ispat tamamlanir.
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Bir sayma siirecinden gelen {X,, X,,..., X,} veri kiimesinin « -seri siire¢ ile uygunluk

gosterip gostermedigini belirlemek icin Teorem 4.2.1°den

U, =22, k=1,2,...,[

4k-2

‘n%ZH rasgele degiskenlerinin bagimsiz ve ayni dagiliml
olup olmadiginin incelenmesi gerekir. Bunun igin literatiirde bir¢ok parametrik olmayan
yontem bulunmakla beraber bunlardan en ¢ok kullanilanlar1 Doniim Noktalar1 ve Fark

Isaret testleridir.

Bir sayma siirecinden gelen {Wk k=12, m} veri klimesinin bagimsiz ve ayni
dagilimli rasgele degiskenlerden olup olmadigimnin belirlenmesi igin hipotezler

H, :W, ler bagimsiz ve ayn1 dagilimhidirlar

H, :W, ler bagimsiz ve ayn1 dagilimh degildirler

seklinde kurulur.

(1) Dontim Noktalar1 Testi

m—

1
T, = Z (W, =W, ,)W,,, —W,) <0) olmak {izere test istatistigi
k=2

T - 2(m-2)
T =3
16m-29
90

ile verilir. H, hipotezi altinda T, istatistigi bilyiikk n i¢in yaklagik olarak standart

normal dagilima sahiptir (Ascher ve Feingold 1984).
(2) Fark Isaret Testi

m
D, = Z (W, >W, ,) olmak iizere test istatistigi
k=2

ile verilir. H, hipotezi altinda D,

w

istatistigi biiyiik n i¢in yaklasik olarak standart

normal dagilima sahiptir (Ascher ve Feingold 1984).
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5. BIR a-SERi SURECLE ILGILI PARAMETRELERIN PARAMETRIK
OLMAYAN TAHMINI

{N t,t> O} bir « -seri siire¢ olsun. Bu boliimde bu siirece gore ilk olaymn gergeklesme
zamani olan x ortalamali ve o varyansh X, rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu

F’nin bilinmedigi kabul edilerek, siirecin ii¢ énemli parametresi olan «, 1 Ve o ’nin

LSE yontemine dayali olarak parametrik olmayan tahmini {lizerinde durulur. o,y ve

o’ icin elde edilen bazi tahmin edicilerin tutarlilik ve asimptotik normallik dzellikleri

incelenir.

5.1 a, u ve o’ Parametrelerinin Tahmini

{Xl, X, X, } , F dagilim fonksiyonu bilinmeyen {N (t),t> O} a -seri siirecten gelen
n birimlik bir veri kiimesi olsun. Burada X,’ ler ardisik olaylar aras1 gegen zamanlari
ifade eder.

Y, =i’X;, 1=12,...,n (5.1)
yazalim. Bu durumda

InY, =aIni+InX,, i=12,..,n (5.2)
olur. Y,,Y,,...,Y, ler birbirinden bagimsiz ve ayni dagilimli oldugundan

InY, =p+e, 1=12,..,n (5.3)
seklinde yazilabilir. Burada B=E(InY,) ve g ’ler 0 ortalamali ve o’ =Var(InY,)

varyansli bagimsiz ve ayni1 dagilimli rasgele degiskenlerdir. (5.3)’den

InX,=f-alni+e, 1=12,..,n (5.4)
basit lineer regresyon denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimiinden «, 8 ve &’ ’nin

LSE tahminleri sirasiyla
> IniY InX;—=n> InX; Ini
i=1 i=1 i1
nZ(In i)’ —(Zln i)?
i=1 i=1

4= , (5.5)
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Zn:lnizn:ln X, Ini—zn:(lni)zznzln X,
ﬁ‘: i=1 i=1 : i=nl i=1 , (5.6)
(O Ini)* =n” (Ini)?

52 [g(lnXi)z_i@'”x‘n_&{g('nif—i@lniﬂ

_ 5.7
6 o (5.7)

olarak bulunur.

(5.1) ve (5.3)’tin kullanilmasiyla
o’ =Var(X,)=Var(Y,) =e*’Var(e*)

ve

olur. Taylor seri yaklagimi ile €% ~1+e, oldugundan

o’ ~e*Var(e)

— eZﬂO_Z

elde edilir. Bu durumda B ve o’ parametrelerinin en kiigiik kareler tahmin edicilerine
bagli olarak

6. —ezﬂ G2 (5.8)
ile tanimlanan &7, F dagilimin o varyansi i¢in bir tahmin edici olarak dnerilebilir.
Ayrica, Y; =1“X;, 1=12,...,n oldugunun goz dniine alinmasrtyla i =1,2,...,n i¢in Y, nin
bir kestiricisi ¢ tahmin edicisine dayali olarak YAI = idXi, i=12,..,n bi¢iminde

olusturulabilir. Bu durumda o igin ikinci bir tahmin edici

(Z(l X)*
—[Z(I X)) ——E———1/(n-1) (5.9)

olarak tanmimlanabilir.

Simdi F dagiliminin ortalamasi u igin bazi parametrik olmayan tahmin edicilerin elde
edilmesi iizerinde duralim. E(Y,) =4, 1=12,...,n oldugundan

Y =u+e, 1=12,.,n,
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yazilabilir. Burada &,¢&,,...,&, ler birbirinden bagimsiz 0 ortalamali ve o varyansh

rasgele degiskenlerdir.

g="",i=12,..,n

&
;,
denilirse

Y, =ull+g),i=12,.,n (5.10)
olur. Burada E(¢)=0ve V(g)=0c/x’,i=12,..,n dir.
Ayrica

InY, =In z+In(l+&)
olup her iki tarafin beklenen degeri alinirsa

B=Inpu+E(nl+¢g)) (5.11)
olur. Taylor seri yaklasimi ile In(Ll+¢) = & — &7 /2 oldugundan

B=Inu—Var(e)/2

=Inu—o’12u?

bulunur. Daha 6nce verilen B ve o° parametrelerinin tahminlerinin yukarida
kullanilmasiyla

242 In =287 —62 =0, i=12 (5.12)
olarak elde edilen z’ye gore lineer olmayan denklemin ¢oziilmesiyle u igin &7 ve
65 tahminlerine gore sirasiyla £ ve fi, ile gosterilen iki tahmin edici elde edilebilir.
Bu denklemin analitik bir ¢oziimii yoktur. Bu sebepten i=1,2 i¢in 4 ve f, tahminleri
yaklagik olarak hesaplanabilir.

InY, icin (5.3) de verilen
InY, =p+e, 1=12,..,n

ifadesini goz Oniine alalim, burada e,e,,...,e, ler bagimsiz, 0 ortalamali ve O'e2

n

varyanslt ayn1 dagilimli rasgele degiskenlerdir.
Y, =e’e%, i=12,..,n

olup, Taylor serisi yaklagimu ile €% ~1+¢, +€°/2 oldugundan
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1=e"E(e%)
~e’E(l+e +€°/2)
=e’(L+Var(e)/2)
=e’/(1+0212)

bulunur. Bu durumda yukaridaki ifadede S ve & ’nin sirastyla (5.6) ve (5.7)’de verilen
B ve & tahmin edicilerinin kullanilmastyla

i=e/(1+6212) (5.13)
ile x icin Gi¢lincii bir tahmin edici elde edilir.

S =X, +X,+..X,, n=12,.

olmak tlzere

E(S,) =Y E(X)
=Iuii_a

dir. Boylece S, , yZi_“ i¢in yansiz bir tahmin edicidir. Bu durumda « yerine (5.5)’de
k=1

verilen « ’nin en kiigiik kareler tahmin edicisi olan & 'nin alinmasiyla g igin

. s,
= (5.14)

Sie

i=1

ile dordiincii bir tahmin edici tanimlanir.
Y, =i“X;, 1=12,..,n
oldugundan
Y, =i’X,,i=12,.,n

olup uigin besinci bir tahmin edici

Zn:idxi
_ =l

n

A

i (5.15)

ile verilir.
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X;=—L ve E(X,)=ui"* oldugundan ¢« ’nin bilindigi kabul edildiginde

2
(Xi —yi’“) kareler toplaminin £ ’ye gére minimize edilmesiyle
i=1

>

(5.16)

i=1
elde edilir. (5.16)’da « yerine (5.5)’de verilen en kiigiik kareler tahmin edicisinin

alinmasiyla u icin diger bir tahmin edici asagidaki gibi verilir.

="t (5.17)

5.2 Baz1 Tahmin Edicilerin istatistiksel Ozellikleri

Bu kissmda o,u ve o° parametrelerinin bazi tahmin edicilerinin tutarlihk ve

asimptotik normallik gibi istatistiksel 6zellikleri incelenecektir.

3 . L )
Teorem 5.2.1 E‘(InYi )‘<oo ise, @ tahmin edicisi, a ortalamali ve o?/a,
varyansl asimptotik normal dagilima sahiptir, yani
a,la-a) d
—‘/_“( )—> N (0,1) (5.18)
(o}

n—oo
e

n n 2
dir (Aydogdu ve Kara 2012). Burada a, =Y (Ini)’ —%(Zln i] .
i=1 i=1

Ispat: Z{Zlnj—nlni}=0 ve Z:{Z:Inj—nlni}lni=—nan oldugundan, & ’nin

i=1 | j=1 i=1 | j=1

(5.5)’de verilen en kiigiik kareler tahmin edicisinin kullanilmasiyla
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1 n n
o?—a:— Inj—nini|InX, —«
a3 o]
%(i{iln J—nlnl}lnx +a2{2|n J—nlnl}lnl]
i i
1 n B n
=— In j—nlIni |InY,
o 2| Z j i{InY,
1 Sy i
=— Inj—nini|(InY,-4
o JZ _( )

elde edilir.

= Zln j—nini diyelim.

i

maks d’ = maks(ln(n'/l )) =(In(nt))’

i=1,2,..,n

olur. Sonug 2.2 deki 2.5 ifadesinden

A T

;dm Zn:(ln(n!/i”))z

i=1

0,

n—o

yani,

maks di=0(> d2)
i=1

dir. Boylece (2.4.2) ‘de verilen Liapunov teoreminden

na,(a—-a) : n_)OON(O 1)
ae\/zn:(znllnjnlnlj

2
elde edilir. Ayrica Z(Z Inj—nin Ij =n”a_ oldugunun goz dniine alinmastyla,

i=1\_ j=1

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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 *nim bilinmesi durumunda (5.9) , (5.14) , (5.15) ve (5.17) de verilen 67, a,, i, Ve

[, tahmin edicilerinin yeni bigimleri sirastyla asagidaki gibi yazilabilir.

(Z(l X)*
—[Z(I X)) ——=———1/(n-1)

ve

DX,
/}9 = i:i
i72a
i=1
L, flg, fly Ve 632 tahmin edicilerinin tutarlilik ve asimptotik normallik ozellikleri

asagida verilen teoremlerle ifade edilir.

Teorem 5.2.2 (i) e <1 ise ji,, p icin giiclii tutarli bir tahmin edicidir, yani

hhhy
H = H.
n—oo

(i) a <1/2 ve E‘Yi3 ‘<oo ise [, u ortalamali ve o’ /b, varyansh asimptotik normal

dagilima sahiptir, yani

e (=) 0.

n—o0

n 2 n
dir (Aydogdu ve Kara 2012). Burada b, = [Zi“j 1y i
i=1 i=
Ispat (i) (3.18)’den E(X,) = =i"u oldugundan,

:;: (Xi =)

R (5.19)

2
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n
yazilabilir. C, :Zi’“ olsun, o <1 igin (c,) dizisinin monoton artan olarak sonsuza
i=1

raksadign agiktir. (3.19)’dan  Var(X,)=i"?"c" oldugu bilinmektedir. Bunun

kullanilmastyla,

ivar(zxi) _GZi[iZa /[ -i jasz

it G =1

i=1 =1

. 2
olur. Lemma 2.1 ‘den Z[iz‘”/[Zj“J] serisinin a <1 icin yakinsak oldugu

kolayca goriiliir. Boylece Teorem 2.1.6 ‘nin kullanilmasiyla,

hhhy
H; =7 H
n—oo

bulunur.
(i) (5.1) ve (5.19) ‘in kullanilmasiyla

f— =2 d (Y, = p0)
i=1

seklinde yazilabilir. Burada d; =i™/> j™, i=12,..,n.
j=1

>, a=0
S
maksd2 ={ "
i=1,2,..,n n- @
>, a<0
=1
ve
. 1 , >0
=20
maks d? 2
2.0 ¥ _ )i
n —2a
Zdr?i nn , a<0
i=1 Zi—Za
i=1

olur. Lemma 2.1 ‘in kullanilmasiyla,
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1
. , 0<a<l1/2
r2a
maks d 2
H i=1,2,..,n L i=1
lim—=="— =im
n—om n 2 n—o n—Za
Zdni n ’ a< 0
i=1 zifza
i=1

=0

yani, & <1/2 igin
Eluziksn Ay = O(izzlldni)

dir. Boylece (2.4.2)’de verilen Liapunov teoreminden

M 5 N(O.D).
o /Zdnz,
i=1

b, =1/ z d? oldugunun gdz oniine alinmastyla ispat tamamlanr.
i=1

Teorem 5.2.3 E(Y2)<oo ise, [, p ortalamali ve o?/n varyansli asimptotik normal

dagilima sahiptir, yani

In (g —p) ¢

n—o0o

N(0,1)

dir.

Teorem 5.2.4 (i) a <1/2 ise, f1,, p i¢in giliglii tutarli bir tahmin edicidir, yani

hhhy
Hg = M.

(i) a<1/4 ve E‘Yi3 ‘<oo ise, f,, u ortalamali ve o®/c, varyansh asimptotik

normal dagilima sahiptir, yani

\/a(ﬂg —/1) i) N(0)

n—o0

n 2 n
dir (Aydogdu ve Kara 2012). Burada C, :[Ziz"’] /Zi"“".
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Ispat: Teorem 5.2.2 “nin ispatma benzer sekilde yapilir.

Teorem 5.2.5 E(Y4) <o ise, 67, o’ ortalamali ve (u, —c*)/n varyansh asimptotik

normal dagilima sahiptir, yani

In(ei-o?) 5 N(@O,)

4
Hy—O

dir. Burada 4, = E((Y —,u)4).

5.3 Yenileme Siirecinin a -Seri Siirecten Ayirt Edilmesine Yonelik Bir Test

Bir « -seri siirecin yenileme siireci olmasi demek o parametresinin 0 olmast demektir.
Bize verilen bir « -seri siirecin yenileme siireci olup olmadigini anlamak igin asagida
verilen hipotezin test edilmesi gerekir.

H,:a=0

H :a#0

(5.18)’de verilen limit ifadesinin géz 6niine alinmasiyla test istatistigi olarak

o S

A

O

anlniznlln X, —nZn:In X.Ini
nZn:(Ini)z—(Zn:Ini)2

[

¢ n—2

ve a, :Zn:(lni)z—%[znzlnij .

ile tanimlanan R istatistigi Onerilebilir, burada & =

H, hipotezi altinda R test istatistigi Teorem 5.2.1 ile biiyiik n icin yaklasik olarak

standart normal dagilima sahiptir. Bu test istatistigi ile H, hipotezi red edilmezse, yani
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a =0 ise «a -seri siireci bir yenileme siirecidir ve boylece 1 ve ¢ icin parametrik

olmayan diizgiin minimum varyansli yansiz tahmin ediciler sirasiyla

> X,
A iml
K= n
ve
3 (X, - X)?
A2 — i=1
n-1

dir. Ayrica g~ AN (,u,o-2 /n) ve 6% ~ AN (02,(,u4 —04)/n).
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6. BIR a-SERi SURECLE ILGILIi PARAMETRELERIN PARAMETRIK
TAHMINI

{N ), t> O} bir « -seri siire¢ olsun. Bu siiregte ilk olay gergeklesinceye kadar gegen
zaman olan X, rasgele degiskeninin F dagilim fonksiyonu sekilsel olarak bilinirken

bazi parametrelerin bilinmedigi durumu goéz Oniine alalim. Bu durumda silirecin «
parametresinin ve F dagiliminin bilinmeyen parametrelerinin siiregten gelen bir veri
kiimesi yardimiyla parametrik olarak tahmin edilmesi gerekmektedir. Bu boliimde {istel,
gama, lognormal ve Weibull dagilimi igin siirecin « parametresinin ve F dagiliminin
bilinmeyen parametrelerinin ML ve MML tahmin yontemleriyle tahmin edicileri elde

edilir ve bazi istatistiksel ozellikleri incelenir.

6.1 Ustel Dagilim

{N (t),t> O}, F dagilim fonksiyonu @ parametreli iistel olan bir « -seri siire¢ olsun. Bu
kisimda {X;, X,,..., X, } bu siiregten gelen bir veri kiimesi olmak iizere bu veriye dayah

olarak a ve @ parametrelerinin ML tahmin edicilerinin elde edilmesi tizerinde durulur.
Bu tahmin ediciler analitik olarak bulunamadigindan ¢ ve 6 nin MML ydntemi

kullanilarak tahmin edicileri analitik olarak bulunur.
6.1.1 En ¢ok olabilirlik yontemi

Bir o -seri siiregten gelen X, X,,...,X, gozlemlerini gbz 6niine alalm. X, rasgele
degiskeninin dagilimi1 6 parametreli iistel olsun. Bu durumda X, ‘in olasilik yogunluk

-x/6

fonksiyonu f(x) = %e , X>0;0>0 dir. Burada X, X,,..., X, rasgele degiskenleri
birbirinden bagimsiz, fakat aym dagilimhi degildirler. X, (i=12,..,n) rasgele

degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu fi(X)=(i“/H)e"iaX“9, i=12,..,n dir. Bu

durumda L(«,#) olabilirlik fonksiyonu,
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(e 6) =] ] :(3)

olarak bulunur.

X,

In L(a,@):aZIni—nlnH—‘le
i=1

olmak tizere bu fonksiyonu maksimum yapacak a ve € degerlerinin hesaplanmasi i¢in

a Ve 6’ya gore kismi tiirevler alinarak,

AL _ 53 ini— S, 1ni =0 ey
oo i-1 i=1

ONL@0) ey np_o 62
00 i=1

0="= (6.3)
olur. Bu ifadenin (6.1)’de yerine konulmasiyla « ’ya gore
n I
Zi“xi(m—lni)zo (6.4)
i1 n

lineer olmayan denklem elde edilir. Burada,

U(a)zii“xi(%—ln i)
ve
V(a):Zn:i“xi |ni(¥—|n i)

olmak iizere, bu durumda Newton-Raphson yonteminde «(1) baslangic degeri ile,
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a(m+1) = a(m) — 2 (M)

V(a(m))
ii“““)xi Ay (6.5)
=a(m) - —= n m=12,...

. It
DT (= —Ini)
= n

iterasyon islemine ulasilir. a(m+1), «(m) sayisina yeterince yakinsa iterasyon

A~

durdurularak @ ’nin en ¢ok olabilirlik tahmin degeri olan & =a(m+1) olarak

bulunmus olur. « ’'nin en ¢ok olabilirlik tahmin degeri olan & ’nin (6.3)’de yerine

konulmasiyla,

PR (6.6)

elde edilir. Ayrica € parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisine bagli olarak
=0 (6.7)
ve
G2 =62 (6.8)

strastyla F dagilimimin ortalama ve varyansinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi olur.
6.1.2 Uyarlanmis en c¢ok olabilirlik yontemi

(6.4)’de verilen lineer olmayan denklemden siirecin « parametresinin analitik olarak
elde edilemeyecegi bir 6nceki kisimdan bilinmektedir. MML y6ntemi bu tiir durumlarda
kullanilan bir yontemdir. MML tahmin yontemi kullanilarak tahmin ediciler analitik

olarak elde edilebilecektir.
(5.1)’de verilen Y, =i“ X, ifadesinde her iki tarafin logaritmasi alinarak
InY, =ahi+In X;,i=12,...,n (6.9)
elde edilir. InY;’ler asagida verilen olasilik yogunluk fonksiyonu ile birbirinden

bagimsiz ve ayni u¢ deger dagilimhidirlar.
f(w) =exp(w—-90—-exp(w—0)), weR,deR, (6.10)

burada 6 =In @ dir ve @ iistel dagilimin 6lgek parametresidir.
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Ik olarak u¢ deger dagiliminin bilinmeyen parametreleri tahmin edilip daha sonra
asagidaki doniisiim kullanilarak iistel dagilimin parametresi tahmin edilecektir.

6 = exp(5) (6.11)
(6.9) ve (6.10) kullanilarak In X, ’ler i¢in olabilirlik fonksiyonu

L(e,08) = exp[Zln X +alni—5-Y exp(Inx +alni —5)] (6.12)
i=1 i=1
olur.
InL(e,8) = Inx +aIni-5-> exp(Inx +alni-o) (6.13)
i=1 i=1

olmak iizere bu fonksiyonu maksimum yapacak a ve 6 degerlerinin hesaplanmasi i¢in

a Ve o ’ya gore kismi tiirevler alinarak

oInL(a,5) :ZIni—Zexp(ln Xi +a|ni—5)|ni =0
oa i1 i=1
oinlL(a,0)

5 leexp(lnxi+alni—5)—n:0

denklemlerine ulasilir. Bu denklemlerde ¢ =Ini ve z =Inx +alni—-o6 yazalim.

Boylece,
Mchi —> exp(z,)c; =0 (6.14)
oa i=1 i=1
9InL@9) _$~exp(z)-n=0 (6.15)
o) =

olur. Bu denklemler kullanilarak bilinmeyen parametrelerin kapali formda tahminlerini
elde etmek miimkiin degildir. Bu yiizden ikinci bolimde bahsedilen ve sira

istatistiklerine dayanan MML yoéntemi kullanilacaktir. Z,,Z,,...,Z_ ler birbirinden

n

bagimsiz ve standart u¢ deger dagilimiyla ayn1 dagilimli rasgele degiskenlerdir. Bu

rasgele degiskenler kiigiikten biiylige dogru sirlandiginda ie{l, 2,...,n} igin i.sirada
bulunan rasgele degisken Z ile temsil edilsin. Z, =In X, +ac, -3, 1=12,...,n ifadesi
gbz Oniine alindiginda Inx;, ve c;, degerleri siralanmis z;, degerine karsihk gelen
gbzlem gifti olmak iizere z; =InX; +ac;—o,1=12,..,n olur. Burada not edelim ki

z;’lerin gozlemlerden siralanarak elde edilmesinde o ve & parametrelerinin etkisi

53



yoktur. Ciinkii z 'nin ifadesinde o ve & i’den bagimsiz, yani i’ye gore sabittir. Bu

durumda (6.14) ve (6.15)’de verilen olabilirlik denklemleri

= '(;(0! ) Zn:Cm Zexp(z(,))c[,] =0 (6.16)
onL(a; o .
% :izﬂ:exp(z(i))—n =0 (6.17)

seklinde yeniden yazilabilir. ML tahmin edicilerinin agik olarak ¢oziilememesine sebep

olan exp(z;) ifadesi Taylor agilimi yardimiyla t; = E(Z,) etrafinda ilk iki terime

gore agilir. Bu durumda
e’ = e+ (z, -t ){i ez} (6.18)
dz J .,

olmak iizere,

e =a +bz (6.19)

1=(0)

olarak elde edilir. Burada b =e® ve a, =g (1-t;) dir. Standart ug deger dagilim

icin t; lerin gergek degerleri

) n (- | i+1—1i
t“):_0'57722_(n+1_l)[n+1—ilz_;£J j( 1] n(n+_J+ _l). (6.20)

N+ J+1-1

ve n>10 icin yaklasik degerleri

ty=F(/n+)=In(-In(1- 7)), 1<i<n

ile verilir (Tiku ve Akkaya 2004). Burada F standart u¢ deger dagilim fonksiyonudur.

6.19) ‘daki ifadenin olabilirlik denklemlerinde yerine yazilmasiyla,
Yy Y Yy
olnL (a,8) <& n
da :lec[i] _Zl:(ai +b|2(i))c[i] =0 (6.21)

a'”"(“ ) Za +bz, —n=0 (6.22)

(i~
denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin ¢6ziimiinden

- ~ . ~_ A

a=D-E veézlnx[_]+ac”+a (6.23)

MML tahmin edicileri elde edilir. Burada,
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Z(l_ ai)(C[i] - (_:[.]) Zbi (In Xiip — In )_([.])(C[i] - 6[_]) _ bi In Xji1
D=1 ,E="—n I, == '
_ _ m
_Zl:bi (Ciy = Cpy)° Zl:bi (€ =)

n
> by n "

¢, =" ot A= le(ai -1) ve m= Z_llbi dir. 6 =1In6@ doniisiimi kullanilarak 6 ’nin

MML tahmin edicisi
0 = exp(g) (6.24)
olur. & ‘nin MML tahmin edicisine bagli olarak F dagiliminin ortalama ve varyansinin

MML tahmin edicileri sirasiyla

i=0 (6.25)
ve

52 =0? (6.26)
dir.

6.1.3 & ve ML tahmin edicilerinin asimptotik dagilimlar:

n Ziaxi
Kisim 6.1.1°den InL(a,G):aZIni—nlnG—HT oldugunu biliyoruz. Bu

i=1

fonksiyonun a ve 6 parametrelerine gore 2. mertebeden kismi tiirevlerinin alinmasiyla

o InL(a,0) 21X In”i

3

oa’ 6

23X,

Inl(e,6) n 21X,
007 A
i“X_Ini
62InL(a,6’)_zl i

i=1

0aol 0

bulunur. Bu durumda

n

E(_éz In L(a,e)j:;E(i“Xi)lnzi S

0 =

In“i
oa’
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06 62 g 3

E(_az In L(a,@)]__1+2iZl:E<iaxi) n

ve

E(_GZ In L(a,e)]: Zn:E(i“Xi)lni ) g'”‘

_ia _
oaol 6? 0

olur. Boylece a ve 6 ML tahmin edicileri i¢in Fisher bilgi matrisi

anlnzi —Zn:Ini/H
I(a,0)=| = i=1

—izzl:lni/e n/6?

bigiminde elde edilir. V kovaryans matrisi | matrisinin tersini géstermek {izere

" HiZ:l:Ini
niZ::In2 [ —(iz::ln ijz niZ::In2 [ —(iz::ln ijz

V=1%a,0) =

63 Ini Ny

i=1

S-S St (o]

o) (e

bulunur. Ayrica buradan tahmin edicilerin marjinal asimptotik dagilimlarinin

02 - 2=
A i A Zln i
a~AN| a ve 0~ AN| O =1

oldugu agiktir.

ve sonugta
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6.2 Gama Dagilimi

{N ), t> O}, F dagilim fonksiyonu & sekil ve S 06lgek parametreli gama olan bir « -
seri siire¢ olsun. Bu kisimda {X;, X,,..., X} bu siiregten gelen bir veri kiimesi olmak

tizere bu veriye dayali olarak « ,6 ve g parametrelerinin ML tahmin edicilerinin elde

edilmesi tlizerinde durulur. Bu tahmin ediciler analitik olarak bulunamadigindan « ,6

ve £ ’nin MML yontemi kullanilarak tahmin edicileri analitik olarak elde edilir.

6.2.1 En ¢ok olabilirlik yontemi

Bir o -seri siiregten gelen X, X,,...,X,, gozlemlerini gbz 6niine alalim. X, rasgele
degiskeninin dagilimi € ve g parametreli gama olsun. Bu durumda X, ‘in olasilik

N
rep’

X X 5.y X, rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz, fakat ayni dagilimlh degildirler.

yogunluk fonksiyonu  f(x) = xe™? x>0;6>0,>0 dir. Burada

X, (1=12,...,n) rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

f.()=1f(1“x), 1 =12,...,n dir. Budurumda L(e, @&, £) olabilirlik fonksiyonu,

L0, =TT fi(x)

RONES
— i=1 i=1 e B
Fn (e)ﬁne

olarak bulunur.

Zn:i"‘xi

InL(e,0,5) = (6’—1)Zn:In X; +a02n:In i—-nInT'(0) - n@lnﬁ——i=lﬁ

olmak tizere bu fonksiyonu maksimum yapacak o, 8 ve S degerlerinin hesaplanmasi

icin ¢, @ ve [ ’ya gore kismi tiirevler alinarak,

wzeﬂilni—ii“ximi:o (6.27)
a i=1 i=1
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W:im x +aY i —ny(6)—nin S =0 (6.28)

oNL(@,0.8) _Siwy e

T_;I X,—ngp =0 (6.29)
dInT(9)

denklemleri elde edilir, 6.28’de yer alan y(0) = dir. (6.29) denkleminden

>ivx,

== 6.30
B v (6.30)
olur. Bu ifadenin (6.27) ve (6.28)’de yerine konulmasiyla & ve 6 ’ya gore
n I
Siex (M piy=o (6.31)
i-1 n
DYy, DIni o >livx
=1 +ot——In2 +IN0-w(@)=0 (6.32)
n n n

lineer olmayan denklem sistemi elde edilir. & nin ML tahminine (6.31) lineer olmayan

denklemine Newton-Raphson yontemi uygulanarak asagidaki gibi ulasilabilir.
U(a) = ZI X, (——In i)
ve
V(a) = Zn:i“xi In i(?—ln i)
i1

olmak iizere Newton Raphson yonteminde «(1) baslangi¢ degeri ile

a(m+1) = a(m)—%
Zl“(m)x (——In ) (6.33)
=a(m) - ,m=12,...

Zl“(m)x Inl(——ln )

iterasyon islemine ulasilir. a(m+1), a(m) degerine yeterince yakinsa iterasyon
durdurularak @ ’nin ML tahmin degeri & = a(m+1) olarak bulunmus olur. (6.32) ile

0 icin benzer islemler yapilarak 6 ’nin ML tahmini bulunur:
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dhx,  Dhi )i
u () == +a 2t ——In2— 1+ IO -y (9)
n n n

ve
1 .
V(0)=—-w (0)
0
olmak lizere Newton Rapson yonteminden &(1) baslangi¢ degeri ile,

(m+1) =6(m)— %

iln X iln [ iiaxi (6.34)
i1 +4 _nit +Ind(m) —w (6(m))
_o(m)— n n n ,m=12,...

1 :
TRAGUL

iterasyon islemine ulasilir. @(m+1), #(m) degerine yeterince yakinsa iterasyon
durdurularak €’nin ML tahmin degeri 6 = (m+1) olarak bulunmus olur. & ve 6 ’min
ML tahminleri olan & ve 6 ’nim (6.30) ‘da yerine konulmasiyla,
) iié‘xi
_=

p= (6.35)

ile f’nin ML tahmin degeri B elde edilir. Ayrica, 6 ve [ parametrelerinin ML

tahmin degerlerine baglh olarak F dagiliminin g ortalamasi ve o’ varyansimin ML

tahmin edicileri sirasiyla

fi=ap (6.36)
ve
6% = ap? (6.37)

olarak bulunur.

6.2.2 Uyarlanms en ¢ok olabilirlik yontemi

n I
(6.31)’de verilen « ’ya gore lineer olmayan Zi“xi (m—ln i) =0 denklemini tekrar
=] n

g0z Oniine alalim. Bu denklem
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Zn:exp(a Ini+Inx )(% ~Ini)=0 (6.38)

i=1

Inn!

biciminde yazilabilir. (6.38)’de verilen denklemde ¢ =Ini, C:T ve
z, =aIni+Inx alalim. Boylece, (6.38)
> exp(z,)c—c)=0 (6.39)
i=1

olur. Bu denklemdeki exp(z,) ifadesinden dolayr o parametresinin ML tahmin

edicisinin analitik olarak elde edilemedigi bilinmektedir. Bu sebepten « parametresinin

tahmini i¢in MML y6ntemi kullanilacaktir. (6.39)’da verilen denklem

Zexp(z(i) )(c —Cpp) =0 (6.40)

i=1
bigiminde yazilabilir. Burada InXx;, ve c;, degerleri siralanmis z;, degerine karsilik
gelen gozlem cifti olmak lizere 1z =In X[i]+acm,i:1,2,...,n dir. €™ ifadesinin
t;) = E(Z) etrafinda ilk iki terime gore Taylor serisine agilmasiyla e’” =a +b, Zi
olur, burada b, =exp(t; ), a; =exp(t;)1-t;) dir. F, & sekil ve B Olgek parametreli
gama dagilim fonksiyonu olmak iizere Z,’nin dagilimi F dagilimmna karsilik gelen
rasgele degiskenin logaritmasinin dagilimi oldugunun g6z Oniine alinmasiyla n=>10
icin t;, 'nin yaklagik olarak

ty, =INF(i/(n+1),1<i<n
ifadesinden elde edilebilecegi kolaylikla goriiliir. e =a +bz;, ifadesinin (6.40)’da

yerine konulmasiyla

n

Z(ai +biz(i)Xc—c[i]): 0 (6.41)
i=1
denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii ile @ *nin MML tahmin edicisi
D (e —cyp)(a; +by Inxg)
a="=— (6.42)
Zbic[i] (C[i] -C)
i=1

bi¢giminde bulunur.
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Simdi, #’nin MML tahmin edicisini bulalim. Bunun i¢in (6.32)’de verilen denklem
asagidaki gibi yazilabilir.
In0—y(6)-In(y/¥)=0. (6.43)

Burada &, a ’nin (6.42)’de verilen MML tahmin edicisi olmak iizere ¥ = i%x, /n

i=1
n 1/n
kestirilen y.’lerin ortalamas1 ve y:[Hi“xij kestirilen y.’lerin geometrik
i=1

ortalamasidir. (6.43) denkleminden goriildiigii gibi € , ¥/ ¥ nin bir fonksiyonu olup bu

denklemden @ analitik olarak elde edilemez. Newton- Rapshon gibi herhangi bir iteratif
yontem kullanilarak € ’nin ML tahmini sayisal olarak hesaplanabilir. Ayrica literatiirde
bu denklemden 6’nin ¢éziimii igin Greenwood ve Durand (1960) tarafindan verilen
a =0 durumunda gecerli olan bir yaklagik ifadenin « # 0 durumuna uyarlanmasiyla

icin MML tahmin edicisi

0.5000876 +0.1648852 M —0.0544274 M ?
M
8.898919 +9.059950 M +0.9775373 M *
M (17.79728 +11.968477 M + M ?)
1

—, M >17
M

, 0<M <£0.5772

D
I

. 05772 <M <17 (6.44)

biciminde verilir, burada M =In(y/§) dir. @ ve 6’ min MML tahminleri olan o ve

6 ’nin (6.30) ‘da yerine konulmasiyla,

i,
G- i:lné (6.45)

ile S ’nin MML tahmin edicisi E elde edilir. Ayrica, @ ve S parametrelerinin MML

tahmin degerlerine bagli olarak, dagilimin ortalamasi x ve varyanst ¢° ‘nin MML
tahmin edicileri sirasiyla
i=ap (6.46)

ve

Qi
[l
)

2 (6.47)

olur.
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6.2.3 4,0 ve B ML tahmin edicilerinin asimptotik dagilimlari

n

1“X,

Kisim 6.2.1°den InL(e,6, 8) =(0-1)D_Inx +a@> Ini—nInT(@)-ndIn g —=L—
i=1 i=1

oldugunu biliyoruz. Bu fonksiyonun « ,6 ve [ parametrelerine gore 2. mertebeden

kismi tiirevlerinin alinmasiyla

8% In L(a, 0, ) __;iax‘ n"]

Py - B
82 In I(;f;ﬁ’ﬁ) =-ny (0)

3%In L(a, 0, B) :ﬂ_zgiax‘
Glin B’ B
’InL(ex,0,p) &, .
o0 _ém'

2% In L(a,@,ﬁ)_;iaxilni
o0 B

*Inl(a,0,8)  n
oep B

bulunur. Bu durumda

n

, In |E i) n
E( 0 lnL(aeﬂ)j = =6y In’i
E[ 0 Inl(;f;;Qﬂ)j_m/j(g)
E[ Pk InL(aé’,B)j ZZE __‘tﬁ
B P
’In L(e, 8, ) o
E{ 00 ] ;mu

62



8 L(a.6,/)

i=1

S iE(“x, )

Hznllni
_ =l

1
E(

00

ve

' InL(a,0,5)
0603

]:_
j:_

n

B

IBZ

B

olur. Boylece & .0 ve B ML tahmin edicileri i¢in Fisher bilgi matrisi

Gznllnzi
i=1

I(a,0, /) =

—anlni
i=1l

ny ()

==

6 Ini

i=1

B

S =

bigiminde elde edilir. V kovaryans matrisi | matrisinin tersini géstermek iizere

g (]| :
0
V= 0 n(6y (6)-1)
: ﬂ;m: z _n(ewfe)—l)
_e[nglnzi—[;mij J
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ve sonugta

a a
0 |~AN[|6 |,V (6.48)
B B

bulunur. Ayrica buradan tahmin edicilerin marjinal asimptotik dagilimlarinin

é~AN| a, l |, 6~A [ 9'?0) 1}
n n n —
H[nZInzl—(ZInij J ( v )
i=1 i=1
ve
7 Zln2| .
A~AN| g, 2 = —
nol o, . 1(&, . Oy (0)-1
D In?i—= Y Ini
] n\ iz
oldugu agiktir.

F dagilimmin z ortalamasi ve o’ varyansmin ML tahmin edicileri olan 4 ve &°

istatistiklerinin ortak asimptotik dagilimi asagidaki teorem ile verilir.

Teorem®6. 2.1

n

u, :Z(Ini)z /[Zn:(ln i)? —%(anln ij J olmak tizere

i=1 i=1

. qun/n 202ﬂun/n

ol an| X 2 g2 1

G’ o’ )| 20°Bu, /n Z (4un+—j
Oy '(6) -1

n
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Ispat: (6.48) ifadesinden

ﬂ / 12 22

R
ERCAGE]
_ B

72" (v 0)-1)'

1
7 + - .
ilnzi—i[ilni] Oy (6)-1

Teorem 2.1.8’de x=0,y =2, f(0,8)=6B ve g(0, ) =65 alnsin

7 ;Inzi
no

Oy =

Ao 20°
00 op
ve
of og 2
Z 2 _9
op o0 g
olup a o # a o bulunur. Bu durumda

00 0B 9B 90

(2 e d E o[ =
4% 20 11 06 0 12 PY: 22 n

of og of ag of og of og 257 pu,
‘//nzﬁgqﬁ' £G_+__ Opt+t o 0=
g Op 060 op op

2 2 2 2
V/zzzta_g) 611+26_ga_9612+ 6_9 0_22=0'ﬁ 4Un+;
06 00 op op n Oy '(0)-1

oldugunun goz Oniine alinmasiyla Teorem 2.1.8’den ispat tamamlanr.

Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak

2
ﬁ~AN(ﬂ’aunj
n
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ve

dir.

(22) ve (2.3) ifadelerinden Y Ini~n(nn-1) ve > In’i~2n+nin*n-2ninn
i=1 i=1

oldugunu biliyoruz. Bu ifadelerin kullanilmasiyla
u, ~ 1+(In(n/e))2 (6.49)
olur. Bu durumda ML tahmin edicilerinin asimptotik varyanslarinda bulunan u, yerine

asimptotik dengi olan u, ~1+(In(n/e))2 yazilabilir.

Simdi 4 ve 6° ML tahmin edicilerinin sirastyla z ve o® parametreleri igin tutarli

oldugunu gésterelim. Bunun igin limn — o oldugunun gosterilmesi yeterlidir. (6.49)

n—w N
‘da verilen ifadenin kullanilmasiyla

2
Iimu—“=1+|n (nfe) _

0 (6.50)
n—wo N n

oldugu aciktir. Béylece 4 ve 6° ML tahmin edicileri tutarlidar.
6.3 Lognormal Dagilim

Bir o —seri siiregten gelen X, X,,..., X, gozlemlerini gdzoniine alalim. X, rasgele

degiskeninin dagilimi1 & ve ¢ parametreli lognormal olsun. Bu durumda X, ’in olasilik

1 7(Inx—26)2 _
e 2 , x>0;0eR,r>0 dir. Burada
N2mTX

X X,,..., X, rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz, fakat ayn1 dagiliml degildirler.

yogunluk fonksiyonu  f(X)=

X, (i=12,..,n) rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

f.(x)=i1"f(i"x), i=12,...,n dir. Budurumda L(a,d,7) olabilirlik fonksiyonu,
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o i(ln(i”xi)—d)z
L(a,5,r2):Hfi(xi):{(Zﬂ)”’zr”Hxi} e
i=1 i1
olarak bulunur.
n 2
> (Ini“x, o)

InL(aér)———InZ;z ninz— Zlnx—'1 >
i=1 T

olmak tizere bu fonksiyonu maksimum yapacak a, o ve 7 degerlerinin hesaplanmasi

icin a, o ve r’ ya gore kismi tiirevler alinarak,

M Zlnlx(lnl n- Zlnl) 0

onL(a,8,7°) &, .
e St S I S (Inlaxi_é)ZO
o X
2 n
IINL@.0.7) _ iy -5 —ne? =0
or i—1

denklemlerine ulasilir. Bu denklemlerin ¢oziimiinden,

Zlanlnx —nZInx Ini
nZ(Inl) —(Zh‘ll)

ZImZInx Inl—Z(Inl) Zlnx

S=1t i (6.52)

(Zln i)2 —nZ(In i)2

Az [gamz_i@nxﬂ_&z[gam)z_i@mﬂ

2= (6.53)
n

(6.51)

ve

elde edilir. Ayrica, 5 ve 72 ML tahmin edicilerine bagl olarak F dagiliminin

ortalamasi  ve varyansi ¢ *nin ML tahmin edicileri sirasiyla

/) :e(§' +7212 (654)
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ve
e () (6.55)

olur.

d,ﬁ' ve &7 ’nin sirasiyla (5.5), (5.6) ve (5.7)’de verilen LSE tahmin edicileri ile

lognormal dagilim durumunda siirecin & parametresi ve lognormal dagilimm & ve 7°

parametrelerinin ML tahmin edicileri arasindaki iliski asagidaki teoremle ifade edilir.

Teorem 6.3.1
) oy =a
i) 5=
A2
iiiy 72 = (1229
n

6.3.1 &,6 ve #2 ML tahmin edicilerinin asimptotik dagilimlar:

n 2

" . > (Ini“x —o)

Kisim 6.3°den InL(a,8,7%) :_Eln Zz—nlnr—ZIn X —-=L
i1 T

5 oldugunu

biliyoruz. Bu fonksiyonun «,8 ve t* parametrelerine gore 2. mertebeden kismi

tiirevlerinin alinmasiyla

In?i
o*InL(a,5,7) :_21:

oa’ 72
*Inl(a,6,7)  n
052 7

(Ini* X, —0)?
0% In L(a,0,7) _.n _izﬂ:

8(12)2 27* r°

i=1

0a0d 7

Ini
o*InL(a,d,7) 3 Z
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n

o*InL(a,8,7) _ ;Uni“xi —6)Ini

6&62’2 2'4

n

Pl M%)

=
08072 o

bulunur. Bu durumda

In®i
_&*Inl(a,6,7) _Z” !

E _&
oa’ 2
O*InL(a,6,7)) n
E-——w |72
05 .
azln L(a'é‘,’[) n
El- 212 = 7
o(z*) 27

2

0005 .

E[_a?lnL(a,a,f)j__Z;'”i

n

E(_az In L(a,é"f)j_Zh’]iE(iaxi _5)

7 i=1 _ O
o0aot .

ve

4
T

; i1 o
00T

E[_az In L(a,a,r)JzzE(iaXi -5)

olur. Boylece @, ve 2 ML tahmin edicileri icin Fisher bilgi matrisi

Zn:h’]zi/z'z _imi/z.z 0
=1 i-1

I(a,8,7%) = /22 0

—i Ini/z?
i1

0 0 n/274_
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bi¢iminde elde edilir. V kovaryans matrisi | matrisinin tersini gostermek iizere

n
2 -
T Ini

niZl:Inzi—(ian:lniJ2 niZ::Inzi—(iZl:Inij2

n

Ve z’zzmi z’ZiZ:l:Inzi 0

i=1

niznl"lnzi—(iznl:lniJ2 niznl“lnzi—(iznl“lnij2

0 0 27
- n -
ve sonucta
a a
S |~AN||s |,V (6.56)
A2 2

T

bulunur. Ayrica buradan tahmin edicilerin marjinal asimptotik dagilimlarinin

ve

oldugu agiktir.

Simdi (6.56)’da verilen sonucu kullanarak, 2 ve &° tahmin edicilerinin ortak

asimptotik dagilimini ifade eden asagidaki teoremi verelim.
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Teorem 6. 3. 2

w(u, +7°12) ut’(20°u, + 7207 + 1)

2 ~ AN H n n
o o )| ur? (2o%u, +7°(20% +u*) M o't? +200 (207 + 1)’
n n

Ispat (6.56) ifadesinden

AR (i)

oldugu aciktir, burada

i=1

Oy = . . 2
nZInzi—[Zlnij
i=1 i=1

o, =0,
27¢

0, =—.

22 n

Teorem 2.1.8 ‘de x=5,y =172, f(5,72) =" 2 ve g(J,72) =e***" (¢" —1) alinsn.

> ﬁ 2 ‘+i
ﬁa_gzzeaa 2 (7 —1)+e3(5 2
00 Ot
ve
of ag 3o‘+£ 2
——=e 2(e" -1
or® 05 ( )
olup a g # o bulunur. Bu durumda

06 0t*  0t’ 06

of \? of of of \? w2 (U, +7212)
Vu=| 55 011+2%¥012+ 5.7) %2 = -

of o9 [af g of oy j of o ut’(20°u, +7°(20° + 1)
12

= + —+—— _— =
Vo= o506 T o5 art Tort 05 )2 ar 02 02 n
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— 0, t
06 02 ?

g ? 0g o9 og ) 4u o'r® +2r* (26° + 1?)?
V/zzz(gj oy +2— (3_32 2 = n( )

oldugunun goz ontine alinmasiyla Teorem 2.1.8” den ispat tamamlanir.

Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak

. 2%, +7%12
i~ ANy A L)
ve
4_2 4y 2 242
6‘2~AN(62,4O-T un+27n(,u +20°) )

dir. Ayrica (6.50) ifadesinden Iimu—"=0 oldugundan 2 ve &> ML tahmin

n—o N

edicilerinin tutarli oldugu aciktir.
6.4 Weibull Dagilim

{N (), t> 0}, F dagilim fonksiyonu & sekil ve £ Olgek parametreli Weibull olan bir
o -seri siire¢ olsun. Bu kisimda {Xl,Xz,...,Xn} bu siiregten gelen bir veri kiimesi

olmak iizere bu veriye dayali olarak «,f ve [  parametrelerinin ML tahmin

edicilerinin elde edilmesi tzerinde durulur. Bu tahmin ediciler analitik olarak

bulunamadigindan « ,6 ve £ ‘nin MML yo6ntemi kullanilarak tahmin edicileri analitik

olarak elde edilir.
6.4.1 En ¢ok olabilirlik yontemi

Bir « -seri siiregten gelen X, X,,...,X, gozlemlerini gdzoniine alalm. X, rasgele

degiskeninin dagilimi @ sekil ve S olgek parametreli Weibull olsun. Bu durumda X,
‘in olasilik yogunluk fonksiyonu f(X)= % X(He’(”ﬁ)a, x>0;6>0,4>0 dir. Burada

X, X ..y X, rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz, fakat ayn1 dagilimli degildirler.
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X, (1=12,...,n) rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

f.(x)=17f(i“x), 1=12,...,n dir. Budurumda L(«,&, £) olabilirlik fonksiyonu,

i=1 i=1

olarak bulunur.

n

> (i)

InL(e,0,5) = (0—1)Zn"|n X; +a492nlln i+nln@—nfin g —=2—— 7

olmak iizere bu fonksiyonu maksimum yapacak o, € ve S degerlerinin hesaplanmasi

icin a, 6 ve p’ya gore kismi tlirevler alinarak,

I8P _ gy ini-3 (i, ) Ini=0

oa i=1

oInL(a,0,8) <& " 0 & o1
T:iz_lllnxi+ociz_1lln|+g—nlnﬂ—ﬂ6_liz_1:(| x) =0

oInL(a, 6, v
Wzg(l Xi) _nﬂ =0

lineer olmayan denklem sistemine ulasilir. Bu denklemlerin ¢oziimii bize ML tahmin
edicilerini verir. Ancak denklemler incelendiginde tahmin edicilerin analitik olarak elde

edilmeyecegi agiktir. Ayrica bu denklem sisteminden «,0 ve S parametrelerinin

Newton-Raphson gibi herhangi bir iteratif yontemle yaklasik ¢oziimii oldukga zor olup
¢cozlime yakinsama problemi ile karsilasilmaktadir. Bundan dolayr bu problemin
uistesinden gelebilmek icin MML yontemi ile parametrelerin tahminleri elde edilmeye

calisilacaktir.
6.4.2 Uyarlanmis en c¢ok olabilirlik yontemi

Yukarida bahsedilen zorluklarin iistesinden gelebilmek i¢in (5.1)’de verilen Y, =i“X,

ifadesinin her iki tarafinin logaritmasinin alinmasiyla

InY, =ahi+InX,,i=12,..,n
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elde edilir. Burada InY; ’ler asagida verilen olasilik yogunluk fonksiyonu ile birbirinden
bagimsiz ve ayni u¢ deger dagilimlidirlar.

W—90 W—90

f(w)= Eexp( )exp(—exp( )], weR, 0eR,n>0. (6.57)
n

Burada 6=Ing ve n=1/6 swrasiyla u¢ deger dagilimmin konum ve Olgek

parametresidir.

Ilk olarak u¢ deger dagiliminin bilinmeyen parametreleri tahmin edilip daha sonra
asagidaki doniistimler kullanilarak Weibull dagiliminin parametreleri tahmin edilecektir.

0=1/n ve B =exp(9d). (6.58)
(6.9) ve (6.57) kullanilarak, In X, ’ler igin olabilirlik fonksiyonu

L Zlnxi+alni—5
L(a,8,n7) =—exp| =
n

exp( n InXi+aIni—5)j (6.59)

—>_exp(

i=1

olur.

" L(a,ﬁ,n):—nlnn+zln X, +a|m_5—2exp(ln Xi+aln|—5) (6.60)
i-1 n i-1 n

olmak tizere bu fonksiyonu maksimum yapacak a ,0 ve n degerlerinin hesaplanmasi
icin ¢ ,0 ve np’ye gore kismu tiirevler alinarak

dInL(e,8,n) :EZIni—EZexp(lnX‘ +a|m_5]lni=0
oa = nia n

6|nL(a,5,77)_£Z”:exp Inx, +aIni-o _E:O
00 /=1

n n
ve
oIn L(er,8,m) :giexp[lnxi +a|ni—5jln x+alni-& 1gInx+alni-& n_ .
on /= " n U= n n
: , Inx, +alni-&
denklemlerine ulasilir. Bu denklemlerde ¢ =Ini ve z,=— yazalim.

n
Boylece
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Mziici _iznlexp(zi)ci =0

oo nia nia
Mzizexp(zi)—E:O (6.61)
00 nia n

olnL(ex,0,n7) 1 1 n
—— == exp(z)z;—— ) z,——=0
oy WA 2y

olur. Bu denklemler kullanilarak bilinmeyen parametrelerin kapali formda tahminlerini
elde etmek miimkiin degildir. Bu yiizden ikinci béliimde bahsedilen ve sira
istatistiklerine dayanan MML yontemi kullanilacaktir. (6.61)’de verilen olabilirlik

denklemleri

oinL(e,o, 18 13
—(a ’7): Z_:,C[i]_;;e)(p(z(i))c[i]:o

80{ ;i
olnL(x,0,n7) 1 n
~=Nexp(z.)——=0 6.62
o5 7721: P(z0) n (662)

olnL(a,0,n) 1 13 n
—===) explzy)z;y——D Z;——=0
877 77; (()) () 77; (i) n

seklinde yeniden yazilabilir. Burada Inx;, ve c;; degerleri siralanmis  z;, degerine
Inx;, +a ¢y -5
n

edicilerinin analitik olarak elde edilememesine sebep olan exp(z; ) ifadesi Taylor

dir. ML tahmin

karsilik gelen gozlem ¢ifti olmak tizere z; =

agilmi yardimiyla t;, = E(Z;,) etrafinda ilk iki terime gére agilir. Bu durumda
exp(z;,) = & +bz,
olur. Burada b, =exp(t; ) ve a; =exp(t;)(1-t;) dir. Standart ug¢ deger dagilimi igin

t; "lerin gergek degerleri

=L n+ j+1-i

ve n>10 icin yaklasik degerleri

ty=F(/n+)=In(-In(1- /' )}, 1<i<n
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ile verilir (Tiku ve Akkaya 2004). Burada F standart u¢ deger dagilim fonksiyonudur.
exp(z,) = & + bz, ifadesinin (6.62) ‘de yerine yazilmasiyla

n

oInL (a,8,7) 13 1
A :_ZCU] _;Z(ai +biz(i>)c[i1 =0

oa = i=1
ginL(@om Ly o ihs "o (6.63)
00 nia n

oInL(a,8,7) 13 1L n
— +bzg )z =) 2, ——=0
on n;(aw ()) 0) 77; O

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin ¢6ziimiinden

2
. B++/B?+4nC (6.64)

o _ . AL
G=AD-E, 6=IN%;+aC+ i) ve /)= 2,/n(n-2)

MML tahmin edicileri elde edilir (Aydogdu vd. 2010). Burada

n

Z(l_ a; )(C[i] - (_:[.]) Zbi (In Xiip — In )_([.])(C[i] o C[_]) _ bi In Xji1
D — i=1 - , E — i=1 - ’ In )—([.] — i=1 ,
_ _ m
Zl:bi (G —Cip)’ Zl:bi (G —Cip)’

Zn:bic[i] n n n
G :HT!A:Z(ai_l)i m:Zbi, B:Z(ai_1)[(Inx[i]_Ini[-])_E(c[i]_E[-])}

[

2

ve C= Zn:bi [(Inxg=In%,)~E(cy—Gy)] dir. (6.58) deki doniisiimler kullamilarak F
i=1

dagiliminin ortalama ve varyansinin MML tahmin edicileri sirasiyla
=T (1+n)exp(d) (6.65)
ve
& = T(1+27) ~T*(L+7) |exp(20) (6.66)

dir.
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6.4.3 @,6 ve # ML tahmin edicilerinin asimptotik dagilimlar

(6.60y°dan InL(a,8,7)=-ninp+>_ InX, +a|m_5—2exp(ln X +a|n|—5}
i=1 n i=1 n

oldugunu biliyoruz. Bu fonksiyonun &, ve 7 parametrelerine gére 2. mertebeden

kismi tlirevlerin alinmasiyla

: 2
’Inl(a,8,n) ;eXp(Zi)Ci
aa2 772
o InL(a,5,1) izzl:ex'o(zi)c‘
0a0od n°

0*InL(a,8,7) _ anci Zn:exp(zi)ci Z:l:exp(zi)zici

_dst e 4
daon n’ n’ n’
& InL(a,5,n) ;eXp(z‘)
852 == 772

O*InL(a,8,m) _ iZ:l:eXp(Zi) ;eXp(Zi)Zi

—_— +_
o0n n’ n’ n’
2nex z2)z. nex z.)z? 2nz.
Py ZOPEn 2ee@ B,
6772 772 772 772 772

bulunur. Bu durumda Teorem 2.1.5 ve Sonug 2.1 ‘in kullanilmasiyla beklenen degerler

n

E(— o*InL(a, o, 77)] _ ;cf

aaZ 772

n

E(_ﬁz In L(05,5,77)]__i2110i

2

0a0d n
1— :
£ & InL(a,8,7) __( y);C'
oaon n’
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E(Mj_
852 - 2
n

E(_ 0% In L(a,g,n)J _n(l-7)
7

ooon 2

ve

E(_az In L(a,é,n)]: n(z*16+(1-7)°)

on’ n’

olur. Boylece ¢, ve 77 ML tahmin edicileri i¢cin Fisher bilgi matrisi

Zn:Cf In? —ici In? —(1—y)ici In?®
i=1 i=1 i=1

Wa,sm=| ¢l n/n’® n-y)/n*
i=1

-PXe I 0D (#1607

biciminde elde edilir. V kovaryans matrisi | matrisinin tersini géstermek {izere

772 Uzzci
n n 2 n = n 2 0
TR gl
i=1 i=1l i=1 i=1
n 2 : 2
n G
Vo ’72;‘% Z‘ L A-n)" 6n’(-y)
i=: 2 2 2
N N 2 n ) n nzx nx
anf—( Cij n;Ci _[;Cij
i-1 i-1 h h
_6n°(l-7) 6n°
0 nz’ nz’
ve sonugta
a a
S|~AN||s |,V (6.67)
n n

bulunur. Ayrica buradan tahmin edicilerin marjinal asimptotik dagilimlarinin
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772 2
i Y CAYA
5~AN|s, = 2+677 (127)
S-S C-j i
i=1 I i=1 I
ve
2
5~ AN {77’ 6772j
Nz
oldugu aciktir.

Yukaridaki sonuglar kullanilarak Weibull dagiliminin € ve g parametrelerinin ve bu

dagilimin 4 ortalamasi ve o varyanstmn ML tahmin edicilerinin ortak asimptotik

dagilimlar1 asagidaki teorem ile verilir.

Teorem6.4.1

51~AN [6}), 66°/nx o Gﬂ(l—y)/n;z2 2 (6.69)
B B)'|6BA-)/nz* f*(u,+6(1-7)/7*)[n0

ve
(I& j”‘ AN ((’u ],|:¢11 ¢ :D (6.69)
6* o) | bn ¥
dir. Burada
2p, 1 2 1 1 ,. 1
. i1 ] +6[F (1"'5)(1—7) —ZF(1+5)‘{’(1+5)(1—7)+‘P (1+9)}
s 7r21"2(1+2)
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2 6{‘1’(1+;)—F(1+1)(1—7)}{‘1’(“2)—‘P(1+;)F(1+;)—(1—7)[F(1+;)—F2(1+1)]}

¢12_2:’; . 9 91 2 1 9
T (F(l+0)l”(1+e)—l“ (1+9)J
T2 o 1 2 11 2 L1 2,1
. 4;‘4 6(L-7) KF(HH)—F (1+0)ﬂ +6{‘P(1+0)—‘{’(1+0)F(1+0)H‘{’(1+9)—‘P(1+9)F(1+€)—(1—y)[r(1+9)—1" (1+9)ﬂ
2 nez n 2

12
HT+5)-TH(1+=
”(‘*e) (+9))
Y(x) = E( ) ve y ~0.57722 dur.

X

Ispat (6.67) ifadesinden

B )

oldugu agiktir, burada
61’
o= nz®’
__6p°(-y)
12 nﬂ_Z !
2 2
n C.
— i=1 6772 (l_ 7)2
n nz’
an —[ c,j

dir. (6.58)den 6@=1/n ve pB=e° oldugunu biliyoruz. Teorem 2.1.8’de

x=n,y=0,1(1,5)=1/n ve g(1,06)=e° alnsm.

o og_ e
on 06 n°
ve
of o9 _
00 0n
lup ﬂa_g #* ﬂa_g bulunur. Bu durumda
on 08 00 0n
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R L 4@)% _80
Vi on 11 o7 06 12 25 2= 2

of o of og of o of 0 64(1-
l//lzz__gall+ ZREA 012+__9022=L27)
on on on 0o 00 on 00 06 nz

2 2 9
0] ag o 0 6(1-
%2:(%] 011+2%£012+( gj o v (un+ (ﬂzy)J

oldugunun g6z oniine alinmasiyla Teorem 2.1.8‘den (6.68) ifadesi elde edilir. Simdi
(6.69) ifadesini elde edelim. u :F(l+%),8 ve o’ ={1‘(1+§)—F2(1+%)}ﬂ2 oldugunu
ve (6.68) asimptotik ifadesini  gbzonine  alalim.  Teorem  2.1.8’de

x=6,y=p4,1(0,5)= F(1+%)ﬁ ve g(0,p) = [F(1+§) -T° (1+%)]82 alinsin.

2
aag__ 26wty (r(1+ 2 _rea+ 1))
00 op 0 0 0 0
ve
2
Ao 25 (r2(1+ Lea+rY-rasLHwas 3))
opoe 6 0 0 0 0
olup (aiG) # a bulunur. Bu durumda Teorem 2.1.8 ‘in uygulanmasiyla (6.69)’
00 op op oo

daki ifade elde edilir.

Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak

£~ AN(u, ¢11)

ve

6° ~ AN(c”, ¢5,)
dir. Ayrica (6.50) ifadesinden lim =0 ile fim ¢, =0 ve limg,, =0 oldugundan z

n—oo n

ve 62 ML tahmin edicileri tutarlidir.
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7. SIMULASYON CALISMASI

Bu béliimde « -seri siirecin ii¢ dnemli parametresi olan «,u Ve o igin dnerilen
A A A A = A A A2 ) A2 A2 - . . P
Oy O s A1 =12,.,6, Loy s fap. V& Or 4 Oy, Gy O tahmin edicilerinin
performanslari  bir simiilasyon c¢alismasi ile incelenmistir. Tahmin edicilerin

performanslar1 yan ve MSE 6lgiitlerine gore degerlendirilmistir.

Yapilan simiilasyon ¢alismasinda asagidaki {i¢ dagilim kullanilmastir.

1 (Inx—b‘)z
(i) f(x)= 2 x>0, 6eR, >0

J2zex

olasilik yogunluk fonksiyonu ile lognormal dagilim, burada (0,7) sirasiyla (0,0.5),

(0.4,0.4), (0.7, 0.3) ve (1, 0.2) olarak alinmustir.

(||)f(x)_ﬂ X e A" x>0;0, >0

olasilik yogunluk fonksiyonu ile Weibull dagilimi, burada (@, ) sirasiyla (1.5,1), (2,1),
(1.2, 0.5) ve (3, 1) olarak ahnmlstlr.

(iii) f(x)= F(H),B x“ e x>0;0,8>0

olasilik yogunluk fonksiyonu ile gama dagilimi, burada (@, 5) sirasiyla (1.5,1), (2,1),
(3, 0.5) ve (4, 0.5) olarak alinmustir.

Calismada a =—-2(0.2)2 degerleri segilmistir. Ayrica tahmin edicilerin kii¢iik ve biiyiik

orneklem o6zelliklerini incelemek i¢in n drneklem hacmi 20(10)150 alinmistir. Sonuglar
kisaltilarak asagidaki tablolarda verilmistir. Tiim tablolar 1000 simiilasyon {izerine

kurulmustur.
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Cizelge 7.1 Lognormal dagim (a=-0.56=0,7=0.5 x=1133] o’ =0.3647)
durumunda « -seri siirecin « parametresi, dagilimin ortalamasi ve
varyansl i¢in Onerilen tahmin edicilerin Yan ve MSE’leri

a, 4 (1=12,...,6), ipy &f,&zz,é-fm_

n Yonte | Tahmin Yan MSE | Tahmin Yan MSE Tahmi Yan MSE

m n

ML -0.4955 | 0.0045 | 0.0192 | 1.1869 | 0.0538 | 0.1491 | 0.4089 | 0.0442 | 0.1065

NP1 -0.4955 | 0.0045 | 0.0192 | 1.1726 | 0.0395 | 0.1431 | 0.3196 | -0.0451 | 0.0648

NP2 1.2029 | 0.0698 | 0.1587 | 0.4198 | 0.0551 | 0.1750
20 | NP3 1.1924 | 0.0593 | 0.1511

NP4 1.1891 | 0.0560 | 0.1506

NP5 1.1868 | 0.0537 | 0.1497

NP6 1.1896 | 0.0565 | 0.1521

ML -0.4966 | 0.0034 | 0.0113 | 1.1712 | 0.0381 | 0.1186 | 0.3990 | 0.0343 | 0.0953

NP1 -0.4966 | 0.0034 | 0.0113 | 1.1619 | 0.0288 | 0.1129 | 0.3137 | -0.0510 | 0.0518

NP2 1.1940 | 0.0609 | 0.1240 | 0.4117 | 0.0470 | 0.1174
30 | NP3 1.1818 | 0.0487 | 0.1193

NP4 1.1813 | 0.0482 | 0.1191

NP5 1.1802 | 0.0469 | 0.1198

NP6 1.1812 | 0.0481 | 0.1191

ML -0.4944 | 0.0066 | 0.0061 | 1.1647 | 0.0316 | 0.0849 | 0.4001 | 0.0354 | 0.0479

NP1 -0.4944 | 0.0066 | 0.0061 | 1.1590 | 0.0259 | 0.0819 | 0.3011 | -0.0636 | 0.0311

NP2 1.1965 | 0.0634 | 0.0922 | 0.4119 | 0.0472 | 0.0733
50 | NP3 1.1780 | 0.0449 | 0.0861

NP4 1.1819 | 0.0488 | 0.0875

NP5 1.1809 | 0.0478 | 0.0870

NP6 1.1823 | 0.0492 | 0.0881

ML -0.5006 | - 0.0029 | 1.1367 | 0.0036 | 0.0559 | 0.3842 | 0.0195 | 0.0318
NP1 -0.5006 | 0.0006 | 0.0029 | 1.1248 | - 0.0543 | 0.2897 | -0.0750 | 0.0227
1.1632 | 0.0083 | 0.0591 | 0.3854 | 0.0207 | 0.0387

NP2 -
100 | NP3 0.0006 1.1431 | 0.0301 | 0.0562
NP4 1.1493 | 0.0100 | 0.0571
NP5 1.1485 | 0.0162 | 0.0568
NP6 1.1498 | 0.0154 | 0.0576
0.0167
ML -0.4998 | 0.0002 | 0.0020 | 1.1275 | - 0.0457 | 0.3819 | 0.0172 | 0.0221
NP1 -0.4998 | 0.0002 | 0.0020 | 1.1674 | 0.0056 | 0.0508 | 0.2782 | -0.0865 | 0.0217
NP2 1.1456 | 0.0343 | 0.0475 | 0.3876 | 0.0229 | 0.0306
150 | NP3 1.1523 | 0.0125 | 0.0483
NP4 1.1520 | 0.0192 | 0.0484
NP5 1.1521 | 0.0189 | 0.0483
NP6 1.1410 | 0.0190 | 0.0473
0.0079
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Cizelge 7.2 Lognormal dagilim (a=0.5 6=04, 7=04; £=1616], o’ =0.4532)
durumunda e« -seri siirecin « parametresi, dagilimmn ortalamasi ve

varyansl i¢in Onerilen tahmin edicilerin Yan ve MSE’leri

a, 4 (1=12,...,6), iy 1'3"12,6'22,&,%,IL

n Yonte | Tahmin Yan MSE | Tahmin Yan MSE Tahmi Yan MSE

m n

ML 0.4967 | - 0.0124 | 1.6241 | 0.0080 | 0.1746 | 0.4555 | 0.0023 | 0.1038

NP1 0.4967 | 0.0033 | 0.0124 | 1.6287 | 0.0126 | 0.1729 | 0.4056 | -0.0476 | 0.0716

NP2 - 1.6437 | 0.0276 | 0.1777 | 0.4602 | 0.0070 | 0.1157
20 | NP3 0.0033 1.6418 | 0.0257 | 0.1768

NP4 1.6279 | 0.0118 | 0.1725

NP5 1.6333 | 0.0172 | 0.1744

NP6 1.6174 | 0.0013 | 0.1759

ML 0.5035 | 0.0035 | 0.0072 | 1.6418 | 0.0257 | 0.1432 | 0.4673 | 0.0141 | 0.0714

NP1 0.5035 | 0.0035 | 0.0072 | 1.6414 | 0.0253 | 0.1414 | 0.4048 | -0.0484 | 0.0494

NP2 1.6607 | 0.0446 | 0.1470 | 0.4753 | 0.0221 | 0.0877
30 | NP3 1.6540 | 0.0379 | 0.1446

NP4 1.6476 | 0.0315 | 0.1426

NP5 1.6503 | 0.0442 | 0.1446

NP6 1.6447 | 0.0286 | 0.1529

ML 0.4978 | - 0.0041 | 1.6189 | 0.0028 | 0.1064 | 0.4576 | 0.0044 | 0.0492

NP1 0.4978 | 0.0022 | 0.0041 | 1.6157 | - 0.1058 | 0.3869 | -0.0663 | 0.0369

NP2 - 1.6363 | 0.0040 | 0.1091 | 0.4589 | 0.0057 | 0.0539
50 | NP3 0.0022 1.6279 | 0.0202 | 0.1077

NP4 1.6223 | 0.0118 | 0.1057

NP5 1.6273 | 0.0062 | 0.1074

NP6 1.6091 | 0.0112 | 0.1068

0.0070

ML 0.4985 | - 0.0019 | 1.6165 | 0.0004 | 0.0710 | 0.4617 | 0.0085 | 0.0299

NP1 0.4985 | 0.0015 | 0.0019 | 1.6120 | - 0.0699 | 0.3931 | -0.0601 | 0.0233

NP2 - 1.6366 | 0.0041 | 0.0728 | 0.4661 | 0.0129 | 0.0356
100 | NP3 0.0015 1.6240 | 0.0205 | 0.0711

NP4 1.6259 | 0.0079 | 0.0729

NP5 1.6265 | 0.0098 | 0.0713

NP6 1.6254 | 0.0104 | 0.0810

0.0093

ML 0.5010 | 0.0010 | 0.0012 | 1.6265 | 0.0104 | 0.0560 | 0.4702 | 0.0170 | 0.0205

NP1 0.5010 | 0.0010 | 0.0012 | 1.6210 | 0.0049 | 0.0547 | 0.3845 | -0.0687 | 0.0211

NP2 1.6455 | 0.0294 | 0.0577 | 0.4699 | 0.0167 | 0.0282
150 | NP3 1.6331 | 0.0170 | 0.0560

NP4 1.6348 | 0.0187 | 0.0573

NP5 1.6362 | 0.0201 | 0.0564

NP6 1.6286 | 0.0125 | 0.0676
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Cizelge 7.3 Lognormal dagim (a=0.8,6=0.7,7=0.3; u=2.1064, o’ =0.4179)

durumunda « -seri siirecin o parametresi, dagilimin ortalamasi ve
varyansi i¢in onerilen tahmin edicilerin Yan ve MSE’leri

a, o 4 (1=12,...,6), iy &f,&zz,&fm_
n Yonte | Tahmin Yan MSE | Tahmin Yan MSE Tahmi Yan MSE
m n
ML 0.8026 | 0.0026 | 0.0076 | 2.1489 | 0.0425 | 0.1773 | 0.4160 | -0.0019 | 0.0616
NP1 0.8026 | 0.0026 | 0.0076 | 2.1500 | 0.0436 | 0.1775 | 0.4021 | -0.0158 | 0.0519
NP2 2.1552 | 0.0488 | 0.1791 | 0.4284 | 0.0105 | 0.0681
20 | NP3 2.1562 | 0.0498 | 0.1795
NP4 2.1399 | 0.0335 | 0.1765
NP5 2.1485 | 0.0421 | 0.1771
NP6 2.1246 | 0.0182 | 0.2088
ML 0.7961 | - 0.0046 | 2.1103 | 0.0039 | 0.1348 | 0.4096 | -0.0083 | 0.0345
NP1 0.7961 | 0.0039 | 0.0046 | 2.1086 | 0.0022 | 0.1359 | 0.3902 | -0.0277 | 0.0286
NP2 - 2.1184 | 0.0100 | 0.1376 | 0.4187 | 0.0008 | 0.0423
30 | NP3 0.0039 2.1144 | 0.0080 | 0.1368
NP4 2.1057 | - 0.1384
NP5 2.1103 | 0.0007 | 0.1363
NP6 2.1005 | 0.0039 | 0.1822
0.0059
ML 0.7990 | - 0.0023 | 2.1150 | 0.0086 | 0.1044 | 0.4154 | -0.0025 | 0.0272
NP1 0.7990 | 0.0010 | 0.0023 | 2.1110 | 0.0046 | 0.1038 | 0.3879 | -0.0300 | 0.0222
NP2 - 2.1204 | 0.0140 | 0.1053 | 0.4229 | 0.0050 | 0.0316
50 | NP3 0.0010 2.1167 | 0.0103 | 0.1045
NP4 2.1130 | 0.0066 | 0.1067
NP5 2.1150 | 0.0086 | 0.1044
NP6 2.1109 | 0.0045 | 0.1571
ML 0.7964 | - 0.0011 | 2.0901 | - 0.0712 | 0.4151 | -0.0028 | 0.0157
NP1 0.7964 | 0.0036 | 0.0011 | 2.0809 | 0.0163 | 0.0708 | 0.3796 | -0.0383 | 0.0144
NP2 - 2.0994 | - 0.0714 | 0.4168 | -0.0011 | 0.0178
100 | NP3 0.0036 2.0949 | 0.0171 | 0.0711
NP4 2.0955 | - 0.0747
NP5 2.0950 | 0.0070 | 0.0711
NP6 21001 | - 0.1405
0.0115
0.0109
0.0114
0.0063
ML 0.7991 | - 0.0007 | 2.1051 | - 0.0543 | 0.4116 | -0.0063 | 0.0112
NP1 0.7991 | 0.0009 | 0.0007 | 2.1041 | 0.0013 | 0.0539 | 0.3830 | -0.0349 | 0.0108
NP2 - 21148 | - 0.0546 | 0.4247 | 0.0068 | 0.0129
150 | NP3 0.0009 2.1097 | 0.0023 | 0.0542
NP4 2.1102 | 0.0084 | 0.0574
NP5 2.1105 | 0.0033 | 0.0543
NP6 2.1115 | 0.0038 | 0.1285
0.0041
0.0051
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Cizelge 7.4 Lognormal dagilm (a=15 6=17r=0.2;, u=2.7732, o? =0.3139)
durumunda e« -seri siirecin « parametresi, dagilimin ortalamasi ve
varyansl i¢in Onerilen tahmin edicilerin Yan ve MSE’leri

a, o £ (1=12,...,6), iy 62,6268,

n Yonte | Tahmin Yan MSE | Tahmin Yan MSE Tahmi Yan MSE

ML 1.5028 | 0.0028 | 0.0033 | 2.8016 | 0.0284 | 0.1345 | 0.2948 | -0.0191 | 0.0177
NP1 1.5028 | 0.0028 | 0.0033 | 2.8049 | 0.0317 | 0.1350 | 0.3083 | -0.0056 | 0.0175

NP2 2.8046 | 0.0314 | 0.1351 | 0.3068 | -0.0071 | 0.0202
20 | NP3 2.8066 | 0.0334 | 0.1353

NP4 2.7877 | 0.0145 | 0.1550

NP5 2.8015 | 0.0283 | 0.1345

NP6 2.7740 | 0.0008 | 0.2435

ML 1.5005 | 0.0005 | 0.0020 | 2.7918 | 0.0186 | 0.1071 | 0.3058 | -0.0081 | 0.0134
NP1 1.5005 | 0.0005 | 0.0020 | 2.7993 | 0.0261 | 0.1078 | 0.3037 | -0.0102 | 0.0127

NP2 2.8002 | 0.0270 | 0.1081 | 0.3085 | -0.0054 | 0.0155
30 | NP3 2.8009 | 0.0277 | 0.1080
NP4 2.7858 | 0.0126 | 0.1344
NP5 2.7977 | 0.0245 | 0.1076
NP6 2.7705 | - 0.2339
0.0027

ML 1.5004 | 0.0004 | 0.0011 | 2.7857 | 0.0125 | 0.0791 | 0.3051 | -0.0088 | 0.0087
NP1 1.5004 | 0.0004 | 0.0011 | 2.7857 | 0.0125 | 0.0800 | 0.3012 | -0.0127 | 0.0080

NP2 2.7876 | 0.0144 | 0.0802 | 0.3103 | -0.0036 | 0.0094
50 | NP3 2.7873 | 0.0141 | 0.0801

NP4 2.7922 | 0.0190 | 0.1192

NP5 2.7856 | 0.0124 | 0.0801

NP6 2.8007 | 0.0275 | 0.2190

ML 1.4992 0.0005 | 2.7721 0.0504 | 0.3119 | -0.0020 | 0.0046

NP1 1.4992 | 0.0008 | 0.0005 | 2.7747 | 0.0011 | 0.0507 | 0.3023 | -0.0116 | 0.0049

NP2 - 2.7771 | 0.0015 | 0.0508 | 0.3136 | -0.0003 | 0.0056
100 | NP3 0.0008 2.7763 | 0.0039 | 0.0508
NP4 2.7761 | 0.0031 | 0.0901
NP5 2.7757 | 0.0029 | 0.0508
NP6 2.7725 | 0.0025 | 0.2001
0.0007
ML 1.4999 0.0003 | 2.7782 | 0.0050 | 0.0418 | 0.3128 | -0.0011 | 0.0028

NP1 1.4999 | 0.0000 | 0.0003 | 2.7786 | 0.0054 | 0.0421 | 0.3016 | -0.0123 | 0.0034

NP2 - 2.7814 | 0.0082 | 0.0424 | 0.3149 | 0.0010 | 0.0040
150 | NP3 0.0000 2.7801 | 0.0069 | 0.0422

NP4 2.7809 | 0.0077 | 0.0848

NP5 2.7800 | 0.0068 | 0.0422

NP6 2.7796 | 0.0064 | 0.1945
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Cizelge 7.5 Weibull dagilm (a=-05 6=15,=1 ©=0.9027, o? =0.3757 )
durumunda « -seri siirecin « parametresi, dagilimin ortalamasi ve
varyansl i¢in Onerilen tahmin edicilerin Yan ve MSE’leri

&, Ay A (1=12,....6), iy 62,62, 6%
n | Yontem | Tahmin Yan MSE | Tahmin Yan MSE Tahmi Yan MSE
n

MML -0.5151 | - 0.0429 | 0.9196 | 0.0169 | 0.1684 | 0.4726 | 0.0969 | 0.2695

NP1 -0.4915 | 0.0151 | 0.0600 | 0.9891 | 0.0864 | 0.2749 | 0.5703 | 0.1946 | 0.5735

NP2 0.0085 1.0042 | 0.1015 | 0.2840 | 0.6279 | 0.2522 | 0.6933
20 | NP3 1.0780 | 0.1753 | 0.3623

NP4 1.0310 | 0.1283 | 0.3137

NP5 1.0280 | 0.1253 | 0.3044

NP6 1.0340 | 0.1313 | 0.3210

MML -0.5127 | - 0.0226 | 0.8972 | - 0.1209 | 0.4265 | 0.0508 | 0.1459

NP1 -0.5062 | 0.0127 | 0.0328 | 0.9327 | 0.0055 | 0.1878 | 0.4839 | 0.1082 | 0.3127

NP2 - 0.9468 | 0.0300 | 0.1934 | 0.5316 | 0.1559 | 0.3965
30 | NP3 0.0062 1.0142 | 0.0441 | 0.2396

NP4 0.9759 | 0.1115 | 0.2169

NP5 0.9736 | 0.0732 | 0.2090

NP6 0.9778 | 0.0709 | 0.2223

0.0751

MML -0.5112 | - 0.0140 | 0.8982 | - 0.1000 | 0.4115 | 0.0358 | 0.0996

NP1 -0.5068 | 0.0112 | 0.0212 | 0.9163 | 0.0045 | 0.1584 | 0.4566 | 0.0809 | 0.2058

NP2 - 0.9331 | 0.0136 | 0.1650 | 0.5130 | 0.1373 | 0.2754
50 | NP3 0.0068 0.9953 | 0.0304 | 0.1978

NP4 0.9641 | 0.0926 | 0.1855

NP5 0.9611 | 0.0614 | 0.1777

NP6 0.9662 | 0.0584 | 0.1908

0.0635

MML -0.5033 | - 0.0053 | 0.9104 | 0.0077 | 0.0602 | 0.3903 | 0.0146 | 0.0509

NP1 -0.4954 | 0.0033 | 0.0082 | 0.9176 | 0.0149 | 0.0931 | 0.4166 | 0.0409 | 0.0974

NP2 0.0046 0.9343 | 0.0316 | 0.0972 | 0.4678 | 0.0921 | 0.1299
100 | NP3 0.9949 | 0.0922 | 0.1187

NP4 0.9667 | 0.0640 | 0.1112

NP5 0.9645 | 0.0618 | 0.1061

NP6 0.9678 | 0.0651 | 0.1143

MML -0.5046 | - 0.0033 | 0.9049 | 0.0022 | 0.0486 | 0.3896 | 0.0139 | 0.0403

NP1 -0.5035 | 0.0046 | 0.0050 | 0.8824 | 0.0203 | 0.0688 | 0.3869 | 0.0112 | 0.0632

NP2 - 0.8981 | 0.0046 | 0.0705 | 0.4214 | 0.0457 | 0.0770
150 | NP3 0.0035 0.9566 | 0.0539 | 0.0835

NP4 0.9288 | 0.0261 | 0.0791

NP5 0.9280 | 0.0253 | 0.0759

NP6 0.9292 | 0.0265 | 0.0809
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Cizelge 7.6 Weibull dagilim (a=05 6=2 =1 1=0.8862, 62:0.2146)
durumunda « -seri siirecin o parametresi, dagilimin ortalamasi ve
varyansl i¢in Onerilen tahmin edicilerin Yan ve MSE’leri

&, Ay M (1=12,...,6), i 6‘12,6'22,&,%,,%
n Yonte | Tahmin | Yan MSE | Tahmin | Yan MSE | Tahmi Yan MSE
m n
MML 0.4878 | - 0.0247 | 0.8798 | - 0.0917 | 0.2298 | 0.0152 | 0.0332
NP1 0.4978 | 0.0122 | 0.0342 | 0.9365 | 0.0064 | 0.1419 | 0.2942 | 0.0796 | 0.0899
NP2 - 0.9310 | 0.0503 | 0.1407 | 0.2796 | 0.0650 | 0.0856
20 | NP3 0.0022 0.9709 | 0.0448 | 0.1577
NP4 0.9285 | 0.0847 | 0.1254
NP5 0.9436 | 0.0423 | 0.1449
NP6 0.9077 | 0.0574 | 0.1087
0.0215
MML 0.4867 | - 0.0131 | 0.8701 | - 0.0640 | 0.2214 | 0.0068 | 0.0198
NP1 0.4987 | 0.0133 | 0.0188 | 0.9206 | 0.0161 | 0.0984 | 0.2808 | 0.0622 | 0.0586
NP2 - 0.9154 | 0.0334 | 0.0973 | 0.2669 | 0.0553 | 0.0523
30 | NP3 0.0013 0.9546 | 0.0292 | 0.1110
NP4 0.9190 | 0.0684 | 0.0893
NP5 0.9309 | 0.0328 | 0.1016
NP6 0.9033 | 0.0447 | 0.0811
0.0171
MML 0.4902 | - 0.0067 | 0.8761 | - 0.0466 | 0.2204 | 0.0058 | 0.0142
NP1 0.4959 | 0.0098 | 0.0109 | 0.9001 | 0.0101 | 0.0720 | 0.2643 | 0.0497 | 0.0364
NP2 - 0.8933 | 0.0139 | 0.0710 | 0.2472 | 0.0326 | 0.0298
50 | NP3 0.0041 0.9331 | 0.0071 | 0.0799
NP4 0.9048 | 0.0469 | 0.0664
NP5 0.9117 | 0.0186 | 0.0743
NP6 0.8947 | 0.0255 | 0.0614
0.0085
MML 0.4948 | - 0.0031 | 0.8785 | - 0.0342 | 0.2197 | 0.0051 | 0.0094
NP1 0.4963 | 0.0052 | 0.0046 | 0.8874 | 0.0077 | 0.0509 | 0.2433 | 0.0287 | 0.0206
NP2 - 0.8812 | 0.0012 | 0.0504 | 0.2371 | 0.0225 | 0.0178
100 | NP3 0.0037 0.9197 | - 0.0557
NP4 0.8958 | 0.0005 | 0.0475
NP5 0.9007 | 0.0335 | 0.0529
NP6 0.8863 | 0.0096 | 0.0451
0.0245
0.0001
MML 0.4992 | - 0.0019 | 0.8927 | 0.0065 | 0.0251 | 0.2247 | 0.0101 | 0.0071
NP1 0.5018 | 0.0008 | 0.0032 | 0.9012 | 0.0150 | 0.0437 | 0.2602 | 0.0456 | 0.0193
NP2 0.0018 0.8938 | 0.0076 | 0.0428 | 0.2419 | 0.0273 | 0.0152
150 | NP3 0.9342 | 0.0480 | 0.0492
NP4 0.9100 | 0.0238 | 0.0410
NP5 0.9148 | 0.0286 | 0.0455
NP6 0.8985 | 0.0123 | 0.0390
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Cizelge 7.7 Weibull dagilm (¢ =0.8, #=1.2, f=0.5; 1=0.4703, o’ = 0.1549)

durumunda « -seri siirecin @ parametresi, dagilimin ortalamasi ve
varyansl i¢in Onerilen tahmin edicilerin Yan ve MSE’leri

a, aym. 4 (1=12,...,6), i 62,62, 6L
n Yontem | Tahmin Yan MSE | Tahmin Yan MSE Tahmi Yan MSE
n
MML 0.7851 | - 0.0708 | 0.4967 | 0.0264 | 0.0817 | 0.2354 | 0.0805 | 0.1329
NP1 0.8048 | 0.0149 | 0.0888 | 0.5148 | 0.0455 | 0.1157 | 0.2323 | 0.0774 | 0.1678
NP2 0.0048 0.5517 | 0.0814 | 0.1505 | 0.3447 | 0.1898 | 0.9847
20 | NP3 0.5975 | 0.1272 | 0.1798
NP4 0.5223 | 0.0520 | 0.0902
NP5 0.5678 | 0.0975 | 0.1588
NP6 0.4902 | 0.0199 | 0.0877
MML 0.7869 | - 0.0298 | 0.4795 | 0.0092 | 0.0529 | 0.1963 | 0.0414 | 0.0497
NP1 0.7982 | 0.0131 | 0.0433 | 0.4840 | 0.0137 | 0.0764 | 0.1908 | 0.0359 | 0.0766
NP2 - 0.5178 | 0.0475 | 0.0876 | 0.2473 | 0.0924 | 0.1568
30 | NP3 0.0018 0.5597 | 0.0894 | 0.1165
NP4 0.5049 | 0.0346 | 0.0654
NP5 0.5355 | 0.0652 | 0.0976
NP6 0.4858 | 0.0155 | 0.0759
MML 0.7902 | - 0.0183 | 0.4853 | 0.0150 | 0.0423 | 0.1876 | 0.0327 | 0.0353
NP1 0.7963 | 0.0098 | 0.0289 | 0.4796 | 0.0093 | 0.0647 | 0.1776 | 0.0227 | 0.0598
NP2 - 0.5133 | 0.0400 | 0.0740 | 0.2292 | 0.0743 | 0.1078
50 | NP3 0.0037 0.5521 | 0.0818 | 0.0944
NP4 0.5065 | 0.0362 | 0.0577
NP5 0.5314 | 0.0611 | 0.0822
NP6 0.4850 | 0.0147 | 0.0667
MML 0.7966 | - 0.0084 | 0.4815 | 0.0112 | 0.0271 | 0.1768 | 0.0219 | 0.0177
NP1 0.8016 | 0.0034 | 0.0132 | 0.4601 | - 0.0383 | 0.1514 | -0.0035 | 0.0222
NP2 0.0016 0.4932 | 0.0102 | 0.0443 | 0.1921 | 0.0372 | 0.0431
100 | NP3 0.5299 | 0.0229 | 0.0546
NP4 0.4942 | 0.0596 | 0.0320
NP5 0.5118 | 0.0239 | 0.0489
NP6 0.4741 | 0.0415 | 0.0486
0.0038
MML 0.7992 | - 0.0057 | 0.4701 | - 0.0221 | 0.1697 | 0.0148 | 0.0135
NP1 0.7985 | 0.0008 | 0.0088 | 0.4447 | 0.0002 | 0.0295 | 0.1384 | -0.0165 | 0.0125
NP2 - 0.4773 | - 0.0335 | 0.1884 | 0.0335 | 0.0282
150 | NP3 0.0015 0.5133 | 0.0256 | 0.0401
NP4 0.4834 | 0.0070 | 0.0216
NP5 0.4960 | 0.0430 | 0.0365
NP6 0.4707 | 0.0131 | 0.0328
0.0257
0.0004
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Cizelge 7.8 Weibull dagilm (a=156=3 =1 x=0.8930, 0'220.1053)
durumunda o -seri siirecin a parametresi, dagilimin ortalamasi ve
varyansl i¢in Onerilen tahmin edicilerin Yan ve MSE’leri

&, Ay 4 (1=12,...,6), i &f,&g,&f,,w
n Yonte | Tahmin | Yan MSE | Tahmin | Yan MSE | Tahmi Yan MSE
m n
MML 14888 | - 0.0108 | 0.8735 | - 0.0404 | 0.1043 | -0.0010 | 0.0032
NP1 1.5054 | 0.0112 | 0.0144 | 0.9295 | 0.0195 | 0.0594 | 0.1442 | 0.0389 | 0.0144
NP2 0.0054 0.9197 | 0.0365 | 0.0569 | 0.1203 | 0.0150 | 0.0070
20 | NP3 0.9395 | 0.0267 | 0.0622
NP4 0.9100 | 0.0465 | 0.0516
NP5 0.9259 | 0.0170 | 0.0585
NP6 0.9051 | 0.0329 | 0.0761
0.0121
MML 1.4928 | - 0.0057 | 0.8933 | 0.0003 | 0.0289 | 0.1031 | -0.0022 | 0.0022
NP1 1.5022 | 0.0072 | 0.0095 | 0.9111 | 0.0181 | 0.0497 | 0.1376 | 0.0323 | 0.0092
NP2 0.0022 0.9019 | 0.0089 | 0.0483 | 0.1202 | 0.0149 | 0.0053
30 | NP3 0.9205 | 0.0275 | 0.0514
NP4 0.8942 | 0.0012 | 0.0461
NP5 0.9092 | 0.0162 | 0.0494
NP6 0.8910 | - 0.0785
0.0020
MML 14949 | - 0.0028 | 0.8877 | - 0.0205 | 0.1051 | -0.0002 | 0.0015
NP1 1.5012 | 0.0051 | 0.0044 | 0.9168 | 0.0053 | 0.0345 | 0.1346 | 0.0293 | 0.0061
NP2 0.0012 0.9077 | 0.0238 | 0.0331 | 0.1142 | 0.0089 | 0.0032
50 | NP3 0.9256 | 0.0147 | 0.0358
NP4 0.9024 | 0.0326 | 0.0341
NP5 0.9161 | 0.0094 | 0.0342
NP6 0.8994 | 0.0231 | 0.0713
0.0064
MML 14968 | - 0.0014 | 0.8859 | - 0.0147 | 0.1052 | -0.0001 | 0.0009
NP1 1.4974 | 0.0032 | 0.0021 | 0.9014 | 0.0071 | 0.0228 | 0.1246 | 0.0193 | 0.0028
NP2 - 0.8924 | 0.0084 | 0.0223 | 0.1103 | 0.0050 | 0.0015
100 | NP3 0.0026 0.9099 | - 0.0234
NP4 0.8939 | 0.0006 | 0.0299
NP5 0.9016 | 0.0169 | 0.0228
NP6 0.8921 | 0.0009 | 0.0688
0.0086
0.0009
MML 1.4983 | - 0.0008 | 0.8878 | - 0.0113 | 0.1051 | -0.0002 | 0.0007
NP1 1.4993 | 0.0017 | 0.0013 | 0.8999 | 0.0052 | 0.0174 | 0.1290 | 0.0237 | 0.0024
NP2 - 0.8904 | - 0.0170 | 0.1091 | 0.0038 | 0.0012
150 | NP3 0.0007 0.9084 | 0.0069 | 0.0179
NP4 0.8919 | - 0.0279
NP5 0.9002 | 0.0026 | 0.0176
NP6 0.8903 | 0.0154 | 0.0632
0.0011
0.0072
0.0027
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Cizelge 7.9 Gama dagilm (o =-0.5, 8=15,4=1 u=15, ¢°=15) durumunda « -
seri siirecin @ parametresi, dagilimin ortalamasi ve varyansi i¢in Onerilen

tahmin edicilerin Yan ve MSE’leri

&, Gy G a4 (1=1,2,...,6), iy, i 62,62,68 .68
n Yontem | Tahmin Yan MSE | Tahmin Yan MSE Tahmi Yan MSE
n
ML -0.5201 | - 0.0425 | 1.5420 | 0.0420 | 0.6301 | 1.7796 | 0.2796 | 4.9645
MML -0.5201 | 0.0201 | 0.0426 | 1.5462 | 0.0462 | 0.6331 | 1.7805 | 0.2805 | 4.9730
NP1 -0.5119 | - 0.0547 | 1.5463 | 0.0463 | 0.7940 | 1.6559 | 0.1559 | 5.3208
20 | NP2 0.0201 1.6503 | 0.1503 | 0.9484 | 2.4465 | 0.9465 | 13.8737
NP3 - 1.7249 | 0.2249 | 1.0584
NP4 0.0119 1.6780 | 0.1780 | 0.9902
NP5 1.6727 | 0.1727 | 0.9659
NP6 1.6808 | 0.1808 | 1.0092
ML -0.5168 0.0272 | 1.5425 | 0.0425 | 0.5304 | 1.7456 | 0.2456 | 2.8749
MML -0.5163 0.0271 | 1.5443 | 0.0443 | 0.5301 | 1.7486 | 0.2486 | 2.8661
NP1 -0.5049 0.0385 | 1.5299 | 0.0299 | 0.6648 | 1.6392 | 0.1392 | 3.3506
30 | NP2 1.6423 | 0.1423 | 0.7986 | 2.3369 | 0.8369 | 10.5145
NP3 1.7188 | 0.2188 | 0.9158
NP4 1.6729 | 0.1729 | 0.8542
NP5 1.6683 | 0.1683 | 0.8249
NP6 1.6759 | 0.1759 | 0.8782
ML -0.5128 0.0176 | 1.5313 | 0.0313 | 0.4259 | 1.7058 | 0.2058 | 1.9870
MML -0.5124 0.0176 | 1.5338 | 0.0338 | 0.4281 | 1.7112 | 0.2112 | 2.0049
NP1 -0.5086 0.0244 | 1.4851 | - 0.5242 | 1.4542 | 0.0458 | 2.6602
50 | NP2 1.6047 | 0.0149 | 0.6446 | 2.2277 | 0.7277 | 7.4690
NP3 1.6584 | 0.1047 | 0.6906
NP4 1.6320 | 0.1584 | 0.6866
NP5 1.6281 | 0.1320 | 0.6584
NP6 1.6347 | 0.1281 | 0.7082
0.1347
ML -0.5049 0.0082 | 1.5248 | 0.0248 | 0.2812 | 1.6417 | 0.1417 | 1.3249
MML -0.5046 0.0083 | 1.5252 | 0.0250 | 0.2822 | 1.6486 | 0.1486 | 1.3331
NP1 -0.4995 0.0111 | 1.4852 | - 0.3394 | 1.3562 | -0.1438 | 1.3147
100 | NP2 1.5811 | 0.0148 | 0.4003 | 1.9812 | 0.4812 | 3.1307
NP3 1.6447 | 0.0811 | 0.4504
NP4 1.6177 | 0.1447 | 0.4407
NP5 1.6136 | 0.1177 | 0.4217
NP6 1.6205 | 0.1136 | 0.4542
0.1205
ML -0.5016 0.0048 | 1.5112 | 0.0112 | 0.2009 | 1.6041 | 0.1041 | 0.8856
MML -0.5015 0.0048 | 1.5113 | 0.0113 | 0.2012 | 1.6056 | 0.1056 | 0.8864
NP1 -0.4975 0.0065 | 1.4546 | - 0.2353 | 1.3001 | -0.1999 | 0.8932
150 | NP2 1.5543 | 0.0454 | 0.2783 | 1.8119 | 0.3119 | 2.2460
NP3 1.6117 | 0.0543 | 0.3050
NP4 1.5873 | 0.1117 | 0.3014
NP5 1.5846 | 0.0873 | 0.2895
NP6 1.5883 | 0.0846 | 0.3086
0.0883
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Cizelge 7.10 Gama dagiim (a=05,0=2,4=1 u=2, o>=2) durumunda « -seri
siirecin « parametresi, dagilimin ortalamasi ve varyansi i¢in Onerilen
tahmin edicilerin Yan ve MSE’leri

&, Gy A M (1=12,...,6), i, fiana 62,62,68 .68

n Yonte | Tahmi Yan MSE | Tahmi Yan MSE | Tahmi Yan MSE

m n n n

ML 0.4866 | - 0.0323 | 2.0859 | 0.0859 | 0.8336 | 2.3103 | 0.3103 | 4.9802

MML | 0.4876 | 0.0134 | 0.0323 | 2.0899 | 0.0899 | 0.8358 | 2.3148 | 0.3148 | 4.9994

NP1 0.5075 | - 0.0392 | 2.1181 | 0.1181 | 0.9695 | 2.2470 | 0.2470 | 5.3825
20 | NP2 0.0124 2.2038 | 0.2038 | 1.0955 | 2.8712 | 0.8712 | 10.9539

NP3 0.0075 2.2701 | 0.2701 | 1.1803

NP4 2.1672 | 0.1672 | 0.9484

NP5 2.2187 | 0.2187 | 1.1071

NP6 2.0947 | 0.0947 | 0.8649

ML 0.4925 0.0197 | 2.0626 | 0.0626 | 0.7210 | 2.2807 | 0.2807 | 3.7411

MML | 0.4930 0.0197 | 2.0634 | 0.0634 | 0.7209 | 2.2855 | 0.2855 | 3.7597

NP1 0.5039 0.0241 | 2.0737 | 0.0737 | 0.8562 | 2.1434 | 0.1434 | 4.1661
30 | NP2 2.1564 | 0.1564 | 0.9652 | 2.6756 | 0.6756 | 8.4599

NP3 2.2216 | 0.2216 | 1.0166

NP4 2.1368 | 0.1368 | 0.8408

NP5 2.1773 | 0.1773 | 0.9704

NP6 2.0712 | 0.0712 | 0.7721

ML 0.4956 0.0134 | 2.0378 | 0.0378 | 0.5326 | 2.1741 | 0.1741 | 2.3429

MML | 0.4957 0.0134 | 2.0383 | 0.0383 2.1810 | 0.1810 | 2.3546

NP1 0.5021 0.0170 | 2.0368 | 0.0368 | 0.5363 | 2.1090 | 0.1090 | 3.0210
50 | NP2 2.1011 | 0.1011 | 0.6475 | 2.5014 | 0.5014 | 5.8950

NP3 2.1801 | 0.1801 | 0.7151

NP4 2.1025 | 0.1025 | 0.7756

NP5 2.1340 | 0.1340 | 0.6432

NP6 2.0464 | 0.0464 | 0.7331

0.5842

ML 0.4976 0.0061 | 2.0212 | 0.0212 | 0.3650 | 2.1237 | 0.1237 | 1.4878

MML | 0.4978 0.0061 | 2.0220 | 0.0220 | 0.3650 | 2.1253 | 0.1253 | 1.4885

NP1 0.5010 0.0082 | 1.9822 | - 0.4633 | 1.8734 | - 1.9742
100 | NP2 2.0869 | 0.0178 | 0.5169 | 2.3746 | 0.1266 | 2.9139

NP3 2.1310 | 0.0869 | 0.5491 0.3746

NP4 2.0920 | 0.1310 | 0.4759

NP5 2.1133 | 0.0920 | 0.5304

NP6 2.0330 | 0.1133 | 0.4575

0.0330

ML 0.4994 0.0039 | 2.0148 | 0.0148 | 0.2777 | 2.0977 | 0.0977 | 1.0462

MML | 0.4992 0.0039 | 2.0149 | 0.0149 | 0.2779 | 2.0981 | 0.0981 | 1.0460

NP1 0.5011 0.0049 | 1.9516 | - 0.3361 | 1.8415 | - 1.2155
150 | NP2 2.0403 | 0.0484 | 0.3658 | 2.2090 | 0.1585 | 2.2268

NP3 2.0809 | 0.0403 | 0.3904 0.2090

NP4 2.0541 | 0.0809 | 0.3474

NP5 2.0657 | 0.0541 | 0.3783

NP6 2.0213 | 0.0657 | 0.3372

0.0213
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Cizelge 7.11 Gama dagilim (2=0.8,6=3,3=05 u=15 ¢°=0.75) durumunda

o -seri siirecin « parametresi, dagilimim ortalamasi ve varyansi i¢in
onerilen tahmin edicilerin Yan ve MSE’leri

a, i, O 4, (1=1,2,...,6), iy, iy 62,62,6% . amL
n Yonte | Tahmin Yan MSE | Tahmin Yan MSE Tahmi Yan MSE
m n
ML 0.7921 | - 0.0224 | 1.5379 | 0.0379 | 0.3048 | 0.8150 | 0.0650 | 0.4445
MML 0.7925 | 0.0079 | 0.0224 | 1.5392 | 0.0392 | 0.3043 | 0.8161 | 0.0661 | 0.4446
NP1 0.8031 | - 0.0256 | 1.5573 | 0.0573 | 0.3342 | 0.8020 | 0.0520 | 0.4725
20 | NP2 0.0075 1.5831 | 0.0831 | 0.3493 | 0.9293 | 0.1793 | 0.7456
NP3 0.0031 1.6120 | 0.1120 | 0.3696
NP4 1.5613 | 0.0613 | 0.3212
NP5 1.5869 | 0.0869 | 0.3516
NP6 1.5339 | 0.0339 | 0.3855
ML 0.7943 | - 0.0117 | 1.5312 | 0.0312 | 0.2293 | 0.8059 | 0.0559 | 0.3616
MML 0.7938 | 0.0057 | 0.0117 | 1.5328 | 0.0328 | 0.2296 | 0.8078 | 0.0578 | 0.3626
NP1 0.8010 | - 0.0140 | 1.5391 | 0.0391 | 0.2573 | 0.7782 | 0.0282 | 0.3860
30 | NP2 0.0062 1.5674 | 0.0674 | 0.2712 | 0.9160 | 0.1660 | 0.6458
NP3 0.0010 1.5912 | 0.0912 | 0.2830
NP4 1.5378 | 0.0378 | 0.2451
NP5 1.5721 | 0.0721 | 0.2727
NP6 1.5252 | 0.0252 | 0.3375
ML 0.7958 | - 0.0089 | 1.5121 | 0.0121 | 0.1835 | 0.7753 | 0.0253 | 0.2719
MML 0.7960 | 0.0042 | 0.0089 | 1.5128 | 0.0128 | 0.1838 | 0.7755 | 0.0255 | 0.2722
NP1 0.7990 | 0.0040 | 0.0101 | 1.5135 | 0.0135 | 0.2151 | 0.7373 | -0.0127 | 0.2896
50 | NP2 0.0010 1.5424 | 0.0424 | 0.2257 | 0.8580 | 0.1080 | 0.3949
NP3 1.5657 | 0.0657 | 0.2345
NP4 1.5185 | 0.0185 | 0.2015
NP5 1.5501 | 0.0501 | 0.2276
NP6 1.5130 | 0.0130 | 0.2685
ML 0.7977 | - 0.0036 | 1.5103 | 0.0103 | 0.1187 | 0.7835 | 0.0335 | 0.1609
MML 0.7978 | 0.0023 | 0.0036 | 1.5108 | 0.0108 | 0.1188 | 0.7841 | 0.0341 | 0.1614
NP1 0.7991 | - 0.0043 | 1.4927 | - 0.1358 | 0.7001 | -0.0499 | 0.1565
100 | NP2 0.0022 1.5230 | 0.0073 | 0.1367 | 0.8140 | 0.0640 | 0.2470
NP3 0.0009 1.5435 | 0.0230 | 0.1428
NP4 15121 | 0.0435 | 0.1268
NP5 15324 | 0.0121 | 0.1393
NP6 1.5312 | 0.0324 | 0.2522
0.0312
ML 0.8003 | 0.0003 | 0.0026 | 1.5096 | 0.0096 | 0.0971 | 0.7718 | 0.0218 | 0.1102
MML 0.8004 | 0.0004 | 0.0026 | 1.5096 | 0.0096 | 0.0973 | 0.7719 | 0.0219 | 0.1105
NP1 0.8015 | 0.0015 | 0.0031 | 1.4845 | - 0.1114 | 0.6812 | -0.0688 | 0.1126
150 | NP2 1.5182 | 0.0155 | 0.1166 | 0.8075 | 0.0575 | 0.1576
NP3 1.5374 | 0.0182 | 0.1202
NP4 1.5121 | 0.0374 | 0.1077
NP5 15277 | 0.0121 | 0.1183
NP6 1.5095 | 0.0277 | 0.2137
0.0095
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Cizelge 7.12 Gama dagilim (=15, 8=4,3=05;, u=2, o’ =1) durumunda « -seri

siirecin « parametresi, dagilimin ortalamasi ve varyansi i¢in Onerilen
tahmin edicilerin Yan ve MSE’leri

a, i, Cym 4, (1=12,...,6), iy , iy 62,62,6% . amL
n Yontem | Tahmin Yan MSE | Tahmin Yan MSE | Tahmin Yan MSE
ML 1.4913 | -0.0087 | 0.0152 | 2.0100 | 0.0100 | 0.4510 | 0.9995 | -0.0005 | 0.6298
MML 1.4914 | -0.0086 | 0.0152 | 2.0113 | 0.0113 | 0.4541 | 1.0026 | 0.0026 | 0.6531
NP1 1.5016 0.0016 | 0.0164 | 2.0421 | 0.0421 | 0.5130 | 1.0332 | 0.0332 | 0.7808
20 | NP2 2.0539 | 0.0539 | 0.5143 | 1.0964 | 0.0964 | 0.8462
NP3 2.0840 | 0.0840 | 0.5421
NP4 2.0028 | 0.0028 | 0.5027
NP5 2.0552 | 0.0552 | 0.5189
NP6 1.9775 - 0.7532
0.0225
ML 1.4946 | -0.0054 | 0.0097 | 2.0110 | 0.0110 | 0.3476 | 1.0106 | 0.0106 | 0.4701
MML 1.4945 | -0.0055 | 0.0098 | 2.0126 | 0.0126 | 0.3517 | 1.0146 | 0.0146 | 0.4737
NP1 1.4989 | -0.0011 | 0.0110 | 2.0290 | 0.0290 | 0.4013 | 0.9894 | -0.0106 | 0.5435
30 | NP2 2.0476 | 0.0476 | 0.4119 | 1.1059 | 0.1059 | 0.7698
NP3 2.0711 | 0.0711 | 0.4243
NP4 2.0014 | 0.0014 | 0.4172
NP5 2.0503 | 0.0503 | 0.4123
NP6 1.9802 | - 0.7284
0.0198
ML 1.4972 | -0.0028 | 0.0060 | 2.0145 | 0.0145 | 0.2529 | 1.0264 | 0.0264 | 0.3063
MML 1.4971 | -0.0029 | 0.0060 | 2.0148 | 0.0148 | 0.2549 | 1.0288 | 0.0288 | 0.3118
NP1 1.5005 | 0.0005 | 0.0075 | 2.0199 | 0.0199 | 0.2850 | 0.9828 | -0.0172 | 0.3242
50 | NP2 2.0429 | 0.0429 | 0.2951 | 1.0874 | 0.0874 | 0.4119
NP3 2.0606 | 0.0606 | 0.2997
NP4 2.0128 | 0.0128 | 0.3539
NP5 2.0468 | 0.0468 | 0.2949
NP6 1.9946 | - 0.7187
0.0054
ML 1.4989 | -0.0011 | 0.0030 | 1.9985 | - 0.1577 | 1.0161 | 0.0161 | 0.1750
MML 1.4989 | -0.0011 | 0.0030 | 1.9989 | 0.0015 | 0.1578 | 1.0166 | 0.0166 | 0.1752
NP1 1.5010 | 0.0010 | 0.0036 | 1.9887 | - 0.1723 | 0.9481 | -0.0519 | 0.1698
100 | NP2 2.0129 | 0.0011 | 0.1770 | 1.0547 | 0.0547 | 0.2183
NP3 2.0283 | - 0.1793
NP4 2.0065 | 0.0113 | 0.2695
NP5 2.0189 | 0.0129 | 0.1774
NP6 2.0214 | 0.0283 | 0.7010
0.0065
0.0189
0.0214
ML 1.4986 | -0.0014 | 0.0019 | 2.0038 | 0.0038 | 0.1296 | 1.0119 | 0.0119 | 0.1466
MML 1.4986 | -0.0014 | 0.0019 | 2.0040 | 0.0040 | 0.1300 | 1.0124 | 0.0124 | 0.1474
NP1 1.5015 | 0.0015 | 0.0022 | 1.9895 | - 0.1421 | 0.9472 | -0.0528 | 0.1496
150 | NP2 2.0135 | 0.0105 | 0.1413 | 1.0405 | 0.0405 | 0.1804
NP3 2.0292 | 0.0135 | 0.1447
NP4 2.0039 | 0.0292 | 0.2474
NP5 2.0209 | 0.0039 | 0.1427
NP6 1.9966 | 0.0209 | 0.6693
0.0034
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‘a=-0.5, 6=0, 1=0.5; p=1.1331, 52=0.3647.

@=-0.5, §=0, t=0.5; p=1.1331, 62=0.3647.

a=-0.5, =0, 1=0.5; n=1.1331, ©2=0.3647.

a=-0.5, =0, 1=0.5; n=1.1331, 52=0.3647.

Sekil 7.1 Cizelge 7.1°deki sonuglara gore dagilimin ortalamasi ve varyansi igin 6nerilen
tahmin edicilerin Yan ve MSE grafikleri

95



‘a=0.5, 5=0.4, 1=0.4; p=1.6161, 52=0.4532.

@=0.5, 5=0.4, 1=0.4; u=1.6161, 6°=0.4532.

AN

a=0.5, 6=0.4, 1=0.4; p=1.6161, 62=0.4532.

@=0.5, 5=0.4, t=0.4; p=1.6161, 6°=0.4532.

Sekil 7.2 Cizelge 7.2°deki sonuglara gore dagilimin ortalama ve varyansi igin Onerilen
tahmin edicilerin Yan ve MSE grafikleri
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=0.8, $=0.7, 1=0.3; u=2.1064,

@=0.8, §=0.7, 1=0.3; n=2.1064, 62=0.4179.

@=0.8, §=0.7, 1=0.3; u=2.1064, c>=0.4179.

0.=0.8, 6=0.7, 1=0.3; n=2.1064, 0'2=0.4179.‘

Sekil 7.3 Cizelge 7.3’deki sonuglara gore dagilimin ortalamasi ve varyansi igin Onerilen
tahmin edicilerin Yan ve MSE grafikleri
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=15, 8=1, 1=0.2; u=2.7732, >=0.3139.

=15, §=1, 1=0.2; p=2.7732, 62=0.3139.

=15, 8=1, 1=0.2; u=2.7732, 2=0.3139.

Sekil 7.4 Cizelge 7.4 ‘deki sonuglara gore dagilimin ortalamasi ve varyansi igin 6nerilen
tahmin edicilerin Yan ve MSE grafikleri
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a=-0.5, 6=1.5, p=1; n=0.9027, 62=0.3737.

a=-0.5, 0=1.5, p=1; p=0.9027, 6°=0.3737.

a=-0.5, 0=1.5, p=1; p=0.9027, 52=0.3737.

a=-0.5, 0=1.5, p=1; p=0.9027, 52=0.3737.

Sekil 7.5 Cizelge 7.5 ‘deki sonuglara gore dagilimin ortalamasi ve varyansi icin
onerilen tahmin edicilerin Yan ve MSE grafikleri
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0=0.5, 6=2, B=1; n=0.8862, G>=0.2146.

@=0.5, 0=2, B=1; n=0.8862, c>=0.2146.

a=0.5, 6=2, p=1; pu=0.8862, 02=0.2146.‘

@=0.5, 0=2, B=1; u=0.8862, 02=0.2146.‘

Sekil 7. 6 Cizelge 7.6’daki sonuglara gore dagilimin ortalamasi ve varyansi igin 6nerilen
tahmin edicilerin Yan ve MSE grafikleri
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0=0.8, 0=1.2, B=0.5; p=0.4703, 62=0.1549.

@=0.8, 0=1.2, B=0.5; n=0.4703, 52=0.1549.

0=0.8, 0=1.2, $=0.5; u=0.4703, 2=0.1549.

@=0.8, 0=1.2, p=0.5; p=0.4703, 52=0.1549.

Sekil 7.7 Cizelge 7.7 ‘deki sonuglara gore dagilimin ortalamasi ve varyansi igin
onerilen tahmin edicilerin Yan ve MSE grafikleri
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a=1.5, 6=3, B=1; n=0.8930, 62=0.1053.

a=1.5, 6=3, f=1; u=0.8930, 52=0.1053.

=15, 0=3, B=1; §1=0.8930, 52=0.1053.

a=1.5, 6=3, B=1; n=0.8930, 02=o.1053.\

Sekil 7.8 Cizelge 7.8’deki sonuglara gore dagilimin ortalamasi ve varyansi i¢in 6nerilen
tahmin edicilerin Yan ve MSE grafikleri
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‘a=-0.5, 0=1.5, =1; p=1.5, 6>=1.5.

a=-0.5, 0=1.5, p=1; p=1.5, 6>=1.5.

‘a=-0.5, 0=1.5, B=1; u=1.5, 62=1.5.‘

a=-0.5, 0=1.5, p=1; p=1.5, 6>=1.5.

Sekil 7.9 Cizelge 7.9 ‘daki sonuglara gore dagilimin ortalamasi ve varyansi icin
onerilen tahmin edicilerin Yan ve MSE grafikleri
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‘a=0.5, =2, p=1; p=2, o%=2.

0=0.5, 0=2, B=1; p=2, c2=2.

a=0.5, 0=2, B=1; p=2, o?=2.

0=0.5, 0=2, B=1; p=2, c2=2.

Sekil 7.10 Cizelge 7.10 ‘daki sonuglara gore dagilimin ortalamasi ve varyansi i¢in
onerilen tahmin edicilerin Yan ve MSE grafikleri
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0=0.8, 6=3, B=0.5; p=1.5, 62=0.75.

2=0.8, 0=3, B=0.5; u=1.5, 5°=0.75.

‘a=0.8, =3, B=0.5; p=1.5, 6>=0.75.

@=0.8, 6=3, B=0.5; u=1.5, 62=0.75.

Sekil 7.11 Cizelge 7.11°deki sonuglara gore dagilimin ortalamasi ve varyansi icin
onerilen tahmin edicilerin Yan ve MSE grafikleri
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‘a=1.5, 0=4, p=0.5; p=2, c>=1.

\a=1.5, 0=4, p=0.5; p=2, o?=1.

a=1.5, 6=4, B=0.5; u=2, c>=1.

a=1.5, 6=4, B=0.5; n=2, c>=1.

Sekil 7.12 Cizelge 7.12°deki sonuglara gore dagilimin ortalamasi ve varyansi icin
Onerilen tahmin edicilerin Yan ve MSE grafikleri
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Genel olarak simiilasyon sonuglarina gére F dagilim fonksiyonunun bilinmedigi

durumda hata kareler ortalamasi ve yan 0lgiitiine gore u i¢in @ <0 yada «>1 iken

L °'nmn  digerlerine gore tercih edili. 0<a<0.5 durumunda 4, ve 05<a<1
durumunda £, digerlerine gére daha iyi oldugu goriilmektedir. F dagilimmm o?
varyansl i¢in yan ve hata kareler dlgiitiine gére &7 'nin daha iyi oldugu goriilmektedir.
Ayrica Weibull ve gama dagilim durumunda sekil parametresi biiyiidiikge f1,, [ Ve
67 tahmin edicilerinin performanslarinin artig1 sdylenebilir. F dagilim fonksiyonunun

bilinmesi durumunda x ve o° igin ML ve MML tahmin edicilerinin NP tahmin

edicilerinden daha iyi oldugu belirlenmistir.

107



8. UYGULAMA

Bu boliimde 5 ayr gercek veri kiimesi gozontine alinir. Her bir veri kiimesinde trendin

seri siirecin uyumlu bir model olabilecegi gosterilir. Her bir modelde bilinmeyen «, 1

ve o’ parametrelerinin daha énce tanimladigimiz parametrik ve parametrik olmayan
tahmin edicileri ile tahmin degerleri hesaplanir. Tahmin edicilerin istatistiksel 6zellikleri
ve simiilasyon sonuglar1 goz oniine alinarak, her bir model i¢in uygun parametre tahmin
degerleri secilir. Ayrica geometrik, Cox-Lewis, Weibull ve yenileme siireci modelleri
ile « -seri siire¢ modeli karsilastirilir. Modellerin karsilastiriimasinda kestirimler i¢in
hata kareler ortalamasi (MSE") ve en biiyiik goreli hata (MRE) olarak adlandirilan iki

ol¢iit kullanilir. Bu 0lciitler sirasiyla,

MSE ==~ 8.1)
n
ve
MRE = maks L (8.2)

ile tanimlanir (Lam vd. 2004). Burada X, X,’nin ve S, =i)2j ile S,’nin  bir
j=1
kestirimidir. Bu kestirimler « -seri siireg, geometrik siireg, Cox-Lewis ve Weibull
modelleri i¢in sirasiyla asagidaki gibi verilir.
{Xl, ) ST Xn} , {N(t),t > O} «a -seri stirecinden gelen n birimlik bir veri kiimesi olsun.
(3.18)’den E(Xi)=iﬁa,i=1,2,...,n, oldugunu biliyoruz. o ’nin  ve w’niin tahmin
degerlerinin kullanilmasiyla o -seri siire¢ igin X, ‘nin bir kestirimi
X. :ﬁ, i=12..,n (8.3)

ile verilir.
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{Xy, X500 X}y {N(t),t >0} geometrik siirecinden gelen n birimlik bir veri kiimesi

olsun. E(X,) :%, i1=12,..,n oldugunu biliyoruz. Boylece geometrik siire¢ i¢in X,
a
‘nin bir kestirimi

A

X, == ,i=12,..,n (8.4)
d

olur. Burada é:exp{ 6 Z(n—2i+1)lnxij ve [z:EZéHxi (Lam vd.
n =

(n=Dn(n+1) =
2004).

{N(t),t>0}, A(t)=e™ ™ siddet fonksiyonu ile bir Cox-Lewis siireci ve
{Xy, X5, X, } busiiregten gelen bir veri kiimesi olsun. (3.4) ifadesinin kullanilmasiyla
ie {1, 2,..., n} olmak tizere S,S,,...,S;; verildiginde S; nin kosullu dagilimi ve buna

bagli olarak kosullu beklenen degeri sirasiyla

a,

1
f(t]s,S,,-S1)= exp(ocO +agt —— (%" — e"’°“"1si-1)j, t>s
ve

E(S |S,,S,,..,S; ;)= exp(ozO +ie“°+“1s”)J texp(at —ie““al‘)dt (8.5)
a ' a

1 S.a 1

olur. Burada Si:ZXj. (8.5) ifadesinde «, ve « parametreleri yerine Kisim
j=1

3.3.3’de elde edilen ML tahmin edicileri olan ¢, ve ¢& ’nin alinmasiyla S;” nin bir

kestirimi

S. =exp (do 1L gdoras )J I texp(a,t - 1 g )dt (8.6)
a g a

1 <, 1
ve buna bagli olarak X;’ nin bir kestirimi

X, =S =S, i=12..,n (8.7)
olur. Boylece éo =0 alinarak, (8.6) ifadesinden i’ye gore ardisik olarak §i, i=12,..,n

kestirimleri ve bunlar yardimiyla (8.7)’den )Zi, i=12,...,n kestirimleri elde edilir.
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Weibull modelinde i=12,....n igin )Zi kestirimleri  A(t) yerine 6,6t%" siddet

fonksiyonu alinarak, yukaridaki adimlarin tekrarlanmasiyla asagidaki gibi elde edilir.

{N(t),t >0}, A(t)=6,6t*" siddet fonksiyonu ile bir Weibull siireci ve {X;, X,,..., X, }
bu siiregten gelen bir veri kiimesi olsun. (3.4) ifadesinin kullanilmasiyla ie {l, 2,..., n}
olmak iizere S,S,,...,S, ; verildiginde S, nin kosullu dagilimi ve buna bagl olarak
beklenen degeri sirasiyla

f(t]S,S,,. S ) =G0t e @D 5

ve

e‘gosi% ®
S j t¥%edt (8.8)

0 90 S i‘él

E(S,|S,,S,....S.,) =

olur. (8.8) ifadesinde 6, ve 6, parametreleri yerine Kisim 3.3.3” de verilen ML tahmin

edicileri olan €, ve 6, ’nin alinmasiyla S, ‘nin bir kestirimi

A e'gnosié—ll x ~
§ =—— j t¥%edt (8.9)
01/91 o
0 Gosig-ll

ve buna bagli olarak X; ‘nin bir kestirimi

X, =S =S ,,i=12..,n (8.10)
olur. Boylece éo =0 alinarak, (8.9) ifadesinden i’ye gore ardisik olarak §i, i=12,..,n

kestirimleri ve bunlar yardimiyla (8.10)’dan )Zi, i=12,...,n kestirimleri elde edilir.

8.1 2 Nolu ucagin havalandirma sistemi verisi

Bir Boeing 720 ucaginin havalandirma sisteminin ardisik bozulmalar aras1 gegen zaman
stireleri saat olarak ¢izelge 8.1°deki gibi gézlenmistir (Cox ve Lewis 1966). Burada ilk
calisma siiresi 413 ve son galisma siiresi 34 saattir. Cox ve Lewis 1966 ve Proschan
1963 bu veri kiimesini analiz edip model olarak homojen olmayan Poisson siirecini

onermislerdir. Bu ¢alismada ayni veri kiimesi tekrar analiz edilerek, « —seri siirecle
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uyumlu oldugu gosterilir. Bu o —seri siiregteki bilinmeyen o,z ve o parametreleri

tahmin edilir.

Cizelge 8.1 Bir Boeing 720 ugaginin havalandirma sisteminin ardistk bozulmalar arasi
gegen zaman siireleri

413 14 58 37 100 65 9 169 447 184 36
201 118 34 31 18 18 67 57 62 7 22
34

Cizelge 8.2 a —seri siirece uygunluk ve trend testi sonuglari

Trend Testi a -Seri Stirece Uygunluk Testleri

Laplace p- degeri | Doniim Noktalar1 p- degeri | Fark Isaret p- degeri
2.2354  0.0254 0.6942 0.4876 -1.2247 0.2207

Cizelge 8.2’deki sonuglar incelendiginde, Laplace test istatistigi 2.2354 ve buna bagh
olarak p degeri 0.0254 olarak hesaplanmistir. Buna gore veri kiimesinin trende sahip
oldugu soylenebilir. Boylece model olarak monoton bir sayma siireci diistiniilmelidir.
Veri kiimesinin « —seri silirece uygunlugunun incelenmesi i¢in yapilan  doniim
noktalar1 ve fark isaret testlerine ait p degerleri sirasiyla 0.4876 ve 0.2207 olarak
bulunmustur. Her iki test istatistiginin sonucuna gore bu veri kiimesi i¢in o —seri siire¢

bir model olarak Onerilebilir.

Bu veri kiimesine dayali olarak F nin bilinmedigi kabulii altnda o,y ve o’
parametrelerinin 5. Boliimde verilen parametrik olmayan tahmin ediciler ile tahmin
degerleri hesaplanmistir. F sirasiyla Weibull, gama ve lognormal dagilim fonksiyonu
alinarak, a,u ve o’ parametrelerinin 6. Boliimde verilen parametrik tahmin
edicilerinin degerleri bulunmustur. Bu veri kiimesine uygun olan « -seri siireci
modelinin belirlenmesi amactyla parametrik ve parametrik olmayan tahmin degerlerine
bagli olarak kestirimler igin MSE" degerleri hesaplatilmistir. Tahmin degerleri ile

birlikte MSE~ degerleri ¢izelge 8.3” de verilmistir.
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Cizelge 8.3 2 Nolu ugagin havalandirma sistemi verisi i¢in parametrelerin tahminleri

Yontem a [ 62 MSE/10*
Weibull 0.5373 284.7726 82725.1786 1.1103
Gama(ML) 0.5403 292.9597 76390.4237 1.1117
Gama (MML) 0.5415 293.7287 76784.8403 1.1118
Lognormal 0.4043 225.0705 101078.1794 1.1321
NP1 0.4043 178.7369 20320.2505 1.1914
NP2 228.7317 59084.7175 1.1313
NP3 208.1729 1.1431
NP4 223.1970 1.1327
NP5 216.9844 1.1358
NP6 231.9500 1.1311

Cizelge 8.3’deki sonuglara gore & >0 oldugundan siire¢ stokastik olarak monoton
azalandir. MSE~ degerleri incelendiginde Weibull ve gama ilk varis zamani dagilimina
sahip « -seri siireci modellerinin bu veri kiimesine uygun oldugu sdylenebilir. Hem
MSE" degerinin daha kiigiik oldugu ve hem de tahmin degerlerinin daha kolay
hesaplanabildiginin gbzoniine alinmasiyla a =0.5373, [1=284.7726 ve
67 =82725.1786 tahmin degerleri ile ilk varis zaman1 dagilimi Weibull olan o -seri

stireci modeli bu veri kiimesi i¢in uygun bir model olarak kullanilabilir.

Bu « -seri siireci modelini yenileme siireci, geometrik siireg, Cox-Lewis ve Weibull
modelleriyle MSE™~ ve MRE &lgiitlerine gore karsilastirmak igin ¢izelge 8.4
olusturulmustur. Bu g¢izelgede MSE" 6l¢iitiine gore bu veri kiimesi i¢in  Weibull
modelinin ve MRE O0lgiitiine gore « -seri siireci modelinin daha uygun oldugu

sOylenebilir.

Cizelge 8.4 Modellerin karsilagtirilmasi

« -seri siireg GP RP (HPP) CLM WM
MSE"/10* 1.1103 1.1926 1.3611 1.1887 1.0260
MRE 0.4761 0.6162 0.7683 0.6262 0.5311
0.5373 1.0582 a 0 a -5.6926 0, | 8.8783x10™
E 284.7726 158.5001 | M 95.6957 oy | 8.8783x10* | 6 1.7406
3]
" o2 | 82725.1786 27003.1674 | 52 | 14230.0395
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8.2 7 Nolu Ug¢agin Havalandirma Sistemi Verisi

Bir Boeing 720 ugaginin havalandirma sisteminin ardigik bozulmalar aras1 gegen zaman
stireleri saat olarak ¢izelge 8.5°deki gibi gozlenmistir (Proschan 1963 , Cox ve Lewis
1966). Burada ilk galisma siiresi 97 ve son ¢alisma siiresi 24 saattir. Proschan 1963 ve
Cox ve Lewis 1966 bu veri kiimesine homojen Poisson siirecini model olarak
uygulamiglardir. Lam vd. 2004 bu veri kiimesini analiz edip homojen Poisson siirecinin
yani sira geometrik siirecininde model olarak kullanilabilecegini gdstermislerdir. Bu

calismada ayn1 veri kiimesi tekrar analiz edilerek, « —seri siire¢le uyumlu oldugu

gosterilir. a —seri siiregteki bilinmeyen o, u ve o parametreleri tahmin edilir.

Cizelge 8.5 Bir Boeing 720 ucaginin havalandirma sisteminin ardisik bozulmalar aras1
gecen zaman siireleri

97 51 11 4 141 18 142 68 77 80 1
16 106 206 82 54 31 216 46 111 39 63
18 191 18 163 24

Cizelge 8.6 a —seri siirece uygunluk ve trend testi sonuglari

Trend Testi a — Seri Siirece Uygunluk Testleri

Laplace p-degeri Doniim Noktalari p-degeri Fark Isaret p-degeri
-0.5447 0.5859 -0.9535 0.3404 -1.7321 0.0833

Cizelge 8.6’daki sonuglar incelendiginde, Laplace test istatistigi -0.5447 ve buna bagl
olarak p degeri 0.5859 olarak hesaplanmistir. Buna goére veri kiimesinin trende sahip
olmadig1 soylenebilir. Boylece RP veya HPP model olarak kullanilabilir. Veri
kiimesinin « —seri slirece uygunlugunun incelenmesi i¢in yapilan doniim noktalar1 ve
fark isaret testlerine ait p degerleri sirasiyla 0.3404 ve 0.0833 olarak bulunmustur. Her
iki test istatistiginin sonucuna gore bu veri kiimesi i¢in « —seri siire¢ bir model olarak

Onerilebilir.

Bu veri kiimesine dayali olarak F’nin bilinmedigi kabuli altnda o,u ve o’

parametrelerinin 5. Boliimde verilen parametrik olmayan tahmin ediciler ile tahmin
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degerleri hesaplanmistir. F sirasiyla Weibull, gama ve lognormal dagilim fonksiyonu
alinarak, a,u ve o’ parametrelerinin 6. Boliimde verilen parametrik tahmin
edicilerinin degerleri bulunmustur. Bu veri kiimesine uygun olan « -seri siireci
modelinin belirlenmesi amaciyla parametrik ve parametrik olmayan tahmin degerlerine
bagli olarak kestirimler igin MSE~ degerleri hesaplatilmistir. Tahmin degerleri ile

birlikte MSE ™ degerleri ¢izelge 8.7°de verilmistir.

Cizelge 8.7 7 Nolu ugagin havalandirma sistemi verisi i¢in parametrelerin tahminleri

Yéntem 4 [l 52 MSE/10°
Weibull -0.1288 552891 2599.2707  3.8426

Gama(ML) -0.1253 56.6102 2801.3982  3.8415
Gama (MML) -0.1265 56.4562 2785.8645  3.8413

Lognormal -0.1788 64.1018 14277.3639 4.3720
NP1 -0.1788 44.2723 1486.0820  3.9082
NP2 45.1689 1628.7058  3.8877
NP3 54.8235 3.9159
NP4 49.5766 3.8440
NP5 49.8654 3.8445
NP6 49.3978 3.8439

Cizelge 8.7°deki sonuglara gore MSE" degerleri incelendiginde
a =-0.1265, i1 =56.4562 ve 62 =2785.8645 tahmin degerleri ile ilk varis zamani

dagilimi gama olan « -seri siireci modeli bu veri kiimesi igin uygun bir model olarak

kullanilabilir.

Bu « -seri siireci modelini geometrik siireg,yenileme siireci, Cox-Lewis ve Weibull
modelleriyle MSE~ ve MRE &lgiitlerine gore karsilastirmak icin Cizelge 8.8
olusturulmustur. Bu ¢izelgede MSE~ Olclitiine gore bu veri kiimesi i¢in « -seri siireci
modelinin ve MRE o6l¢iitiine gore geometrik siire¢ modelinin daha uygun oldugu

sOylenebilir.
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Cizelge 8.8 Modellerin karsilagtirilmasi

« -seri siireg GP RP (HPP) CLM WM
MSE’/10° 3.8413 3.9067 3.9090 3.8720 3.8975
MRE 0.5352 0.4214 0.8850 0.7849 0.8461
a -0.1265 a 0.9764 a 0 a | -42751 | 6 | 1.4295x10°
= -6.470x10°
g u 56.4562 | 4 | 56.1260 | M | 76.8148 | o ) 6, 0.9878
3+
|_
o2 | 2785.8645 | o2 | 2080.7775 | o2 | 4059.3105

8.3 Sistem Yazilim Verisi

Bir sistem yazilimimin ana islemci biriminin ardisik bozulmalar arasi gegen zaman
stireleri saniye olarak ¢izelge 8.9’deki gibi goézlenmistir (Musa 1979, Musa vd. 1987).
Burada ilk ¢alisma siiresi 3 ve son caligma siiresi 4116 saniyedir. Bu veri kiimesinde ii¢
tane 0 olup 0.5 olarak degistirilmistir. Musa vd. 1987 yilinda bu veri kiimesini analiz
etmis ve model olarak homojen olmayan Poisson siirecini 6nermislerdir. Lam vd. 2004
yilinda bu veri kiimesinin monoton artan bir geometrik siire¢cle modellenebilecegini
gostermisler ve siiregle ilgili parametrelerin tahminlerini elde etmislerdir. Bu ¢alismada
ayni veri kiimesi tekrar analiz edilerek,

a —seri slirecle uyumlu oldugu gosterilir.

o —seri siirecteki bilinmeyen «, 1 ve o parametreleri tahmin edilir.

Cizelge 8.9 Bir sistem yaziliminin ana islemci biriminin ardisik bozulmalar arasi gegen
zaman siireleri

3 30 131 81 115 9 2 91 112 15 138
50 77 24 108 88 670 120 26 114 325 55

242 68 422 180 10 1146 600 15 36 4 0.5
8 227 65 176 58 457 300 97 263 452 255
197 193 6 79 816 1351 148 21 233 134 357
193 236 31 369 748 0.5 232 330 365 1222 543
10 16 529 379 44 129 810 290 300 529 281
160 828 1011 445 296 1755 1064 1783 860 983 707
33 868 724 2323 2930 1461 843 12 261 1800 865
1435 30 143 108 0.5 3110 1247 943 700 875 245
729 1897 447 386 446 122 990 948 1082 22 75

482 5509 100 10 1071 371 790 6150 3321 1045 648
5485 1160 1864 4116
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Cizelge 8.10 « —seri siirece uygunluk ve trend testi sonuglari

Trend Testi o — Seri Siirece Uygunluk Testleri

Laplace p-degeri Doniim Noktalar1 p-degeri Fark Isaret p-degeri
-9.1065 0.0000 -0.9754 0.3293 0.2928 0.7697

Cizelge 8.10°daki sonuglar incelendiginde, Laplace test istatistigi -9.1065 ve buna
bagl olarak p degeri 0.0000 olarak hesaplanmistir. Buna gore veri kiimesinin trende
sahip oldugu soylenebilir. Boylece model olarak monoton bir sayma siireci
diistiniilmelidir. Veri kiimesinin o —seri siirece uygunlugunun incelenmesi igin yapilan
doniim noktalar1 ve fark isaret testlerine ait p degerleri sirasiyla 0.3293 ve 0.7697
olarak bulunmustur. Her iki test istatistiginin sonucuna gore bu veri kiimesi i¢in o —Seri

stire¢ bir model olarak Onerilebilir.

Bu veri kiimesine dayali olarak F nin bilinmedigi kabulii altinda a,u ve o’
parametrelerinin 5. Boliimde verilen parametrik olmayan tahmin ediciler ile tahmin
degerleri hesaplanmistir. F sirasiyla Weibull, gama ve lognormal dagilim fonksiyonu
alinarak, a,u ve o’ parametrelerinin 6. Boliimde verilen parametrik tahmin
edicilerinin degerleri bulunmustur. Bu veri kiimesine uygun olan « -seri siireci
modelinin belirlenmesi amactyla parametrik ve parametrik olmayan tahmin degerlerine
bagh olarak kestirimler i¢in MSE" degerleri hesaplatilmustir. Tahmin degerleri ile

birlikte MSE~ degerleri ¢izelge 8.11°de verilmistir.

Cizelge 8.11 Sistem yazilim verisi i¢in parametrelerin tahminleri

Yéntem 4 P 52 MSE/10°
Weibull -0.9823 9.6540  137.6581  8.2420

Gama(ML) -0.9839 9.5533 123.2845 8.2450
Gama (MML) -0.9845 95329 122.7675 8.2440

Lognormal -0.9436 20.3390 6486.4357 10.0700
NP1 -0.9436 8.3136 70.8364 9.1970
NP2 10.3683 157.6645 8.5840
NP3 12.0921 8.3120
NP4 12.2045 8.3020
NP5 11.2059 8.4240
NP6 13.3488 8.2530
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Cizelge 8.11°deki sonuglara gore & <0 oldugundan siire¢ stokastik olarak monoton
artandir. MSE™ degerlerinin incelenmesiyle Weibull ve gama ilk varis zamani
dagilimma sahip « -seri siireci modellerinin bu veri kiimesine uygun oldugu
sOylenebilir. Hem MSE" degerinin daha kii¢iik oldugu ve hem de tahmin degerlerinin

daha kolay hesaplanabildiginin goz Oniine alinmasiyla & =-0.9823, /1 =9.6540 ve

6% =137.6581 tahmin degerleri ile ilk varis zamani dagilimi  Weibull olan « -seri

siireci modeli bu veri kiimesi i¢in uygun bir model olarak kullanilabilir.

Bu « -seri siireci modelini geometrik siireg, yenileme siireci, Cox-Lewis ve Weibull
modelleriyle MSE™ ve MRE olciitlerine gore karsilasgtirmak icin cizelge 8.12
olusturulmustur. Bu ¢izelgeden MSE" slgiitiine gore bu veri kiimesi i¢in geometrik
siire¢ modelinin ve MRE O0lgiitiine gore Weibull modelinin daha uygun oldugu

sOylenebilir.

Cizelge 8.12 Modellerin karsilastiriimasi

a -seri siireg GP RP (HPP) CLM WM
MSE/10° 8.2420 7.5010 1.0633 8.1868 8.1474
MRE 2.2180 29.8410 216.3615 67.6900 1.3267
a -0.9823 0.9769 0 I -5.3212 0, | 0.5684

[

g u 9.6540 92.5229 652.0846 | o | -3.4204x10° | 6, | 0.4808

[}

= 2 | 137.6581 10109.6433 1071149.05

8.4 Bilgisayar Verisi

Bir Bilgisayarin ardisik bozulmalar arasi gegen zaman siireleri ¢izelge 8.13’deki gibi
gozlenmistir (Cox ve Lewis 1966). Burada ilk ¢alisma siiresi 340 ve son ¢alisma siiresi
860 dir. Lam vd. 2004 yilinda bu veri kiimesinin geometrik siirecle modellenebilecegini
gostermigler ve siirecin parametrelerinin tahminlerini elde etmislerdir. Ayrica RP ve

HPP modellerinin uygulanabilecegini belirtmislerdir. Bu ¢alismada ayni veri kiimesi
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tekrar analiz edilerek,

bilinmeyen «, 1 ve o parametreleri tahmin edilir.

Cizelge 8.13 Bir bilgisayarin ardisik bozulmalar arasi gegen zaman siireleri

a —seri siirecle uyumlu oldugu gosterilir. o —seri siirecteki

340 230 34 754 111 15 135 145 98 293 265
146 234 88 113 288 46 73 235 71 776 18
360 293 38 29 517 528 568 1022 1284 240 2555
313 48 432 247 651 279 162 174 333 339 56
354 3 133 4 1694 135 940 11 183 14 132
246 8 21 316 5 181 230 281 760 1 317
77 220 49 185 533 295 477 299 130 130 33
7 161 12 95 91 65 158 70 55 2067 962
414 231 428 2 536 318 34 524 139 19 17
11 103 22 397 8 16 1131 4168 4494 455 628
806 260 86 642 695 445 1317 856 816 839 22
578 717 1577 1747 31 620 167 525 483 447 664
264 220 36 304 537 69 867 572 198 396 1085
545 404 42 57 254 1356 39 1392 652 189 21
261 428 355 116 504 261 192 2 4 35 41
104 3 509 929 2 420 1320 506 279 100 610
194 4 635 83 676 60 413 253 166 71 15
13 449 110 160 10 68 195 57 6 401 276
9 784 224 158 241 884 222 72 380 235 7
236 17 27 394 185 353 1218 131 129 277 10
39 701 198 508 442 589 121 350 93 60 307
332 90 56 385 134 97 46 188 78 339 29
231 137 18 1149 59 395 375 20 341 54 6
305 68 1376 860
Cizelge 8.14 o —seri siirece uygunluk ve trend testi sonuglari
Trend Testi a — Seri Siirece Uygunluk Testleri
Laplace  p-degeri | Dontiim Noktalar p-degeri Fark Isaret p-degeri
0.8389 0.4015 1.1028 0.2701 -0.2148 0.8299

Cizelge 8.14’deki sonuglar incelendiginde, Laplace test istatistigi 0.8389 ve buna bagh

olarak p degeri 0.4015 olarak hesaplanmistir. Buna gére veri kiimesinin trende sahip

olmadig1 soylenebilir. Boylece RP veya HPP model olarak kullanilabilir. Veri

kiimesinin « —seri siirece uygunlugunun incelenmesi i¢in yapilan doniim noktalar ve

fark isaret testlerine ait p degerleri sirasiyla 0.2701 ve 0.8299 olarak bulunmustur. Her
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iki test istatisti§inin sonucuna gore bu veri kiimesi i¢in o —Seri siire¢ bir model olarak

Onerilebilir.

Bu veri kiimesine dayali olarak F nin bilinmedigi kabulii altnda o, u ve o°
parametrelerinin 5. Boliimde verilen parametrik olmayan tahmin ediciler ile tahmin
degerleri hesaplanmistir. F sirasiyla Weibull, gama ve lognormal dagilim fonksiyonu
alinarak, o,u ve o’ parametrelerinin 6. Boliimde verilen parametrik tahmin
edicilerinin degerleri bulunmustur. Bu veri kiimesine uygun olan « -seri siireci
modelinin belirlenmesi amactyla parametrik ve parametrik olmayan tahmin degerlerine
bagli olarak kestirimler igcin MSE" degerleri hesaplatilmistir. Tahmin degerleri ile

birlikte MSE™ degerleri ¢izelge 8.15°de verilmistir.

Cizelge 8.15 Bilgisayar verisi i¢in parametrelerin tahminleri

Yéntem 4 il 52 MSE/10°
Weibull -0.0440  293.1569 139328.0138  2.6409

Gama(ML) -0.0484 290.7339 119491.4425  2.6409
Gama (MML) -0.0472 292.3528 120836.2610  2.6408

Lognormal 0.0031 529.8439 2930312.8428 2.8972
NP1 0.0031 251.9107 60281.4086 2.7733
NP2 387.9184 272876.8489  2.6462
NP3 349.0545 2.6458
NP4 367.9894 2.6423
NP5 368.0318 2.6424
NP6 367.9462 2.6422

Cizelge 8.15°deki sonuclara gore MSE" degerleri incelendiginde
a =-0.0472, i1=292.3528 ve 62 =120836.2610 tahmin degerleri ile ilk varig zamani

dagilimi gama olan « -seri siireci modeli bu veri kiimesi i¢in uygun bir model olarak

kullanilabilir.
Bu «a -seri siireci modelini geometrik siire¢, yenileme siireci, Cox-Lewis ve Weibull

modelleriyle MSE~ ve MRE &lgiitlerine gore karsilastirmak igin ¢izelge 8.16

olusturulmustur. Bu gizelgede MSE” 6lgiitiine gore bu veri kiimesi i¢in geometrik siire¢
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modelinin ve MRE odlgiitiine gore

sOylenebilir.

Cizelge 8.16 Modellerin karsilastirilmasi

a -seri siireci modelinin daha uygun oldugu

« -seri siireg GP RP (HPP) CLM WM
MSE"/10° 2.6408 2.6397 2.6420 2.7378 2.6465
MRE 0.7336 1.0255 0.9540 1.1487 0.7635
0.0472 1.0003 o 0 I -5.9980 0, | 4.3491x107

o

E 292.3528 377.2425 | M | 3628599 | o | 2.1920x10° | & 0.9601

[+

|_

o2 | 120836.26 | 52 | 284228.19 | 52 | 265235.87

8.5 Denizalt1 Verisi

Bir Amerikan denizaltis1 olan USS Halfbeak’in 4 numarali ana itici giic motorunun
birikimli bozulma zamanlar saat olarak ¢izelge 8.17°de verilmistir (Ascher ve Feingold
1984). Bu veri kiimesinde bir tane 0 olup 0.5 olarak degistirilmistir. Burada ilk ¢aligma
stiresi 860 ve son c¢alisma stiresi 460 dir. Lee 1980a, Lee 1980b bu veri kiimesini analiz
edip HPP ve Weibull siirecini model olarak kullanmigtir. Daha sonra  Ascher ve
Feingold 1984 yilinda bu veri kiimesini analiz edip HPP modelini uygulamislardir. Son
olarak Lam vd. 2004 bu veri kiimesi i¢in geometrik siirecin uyumlu oldugunu ve bunun
yant sira HPP ve RP modellerinin de kullanilabilecegini gostermistir. Bu ¢alismada ayni

veri kiimesi tekrar analiz edilerek, « —seri siiregle uyumlu oldugu gosterilir. o —seri

siirecteki bilinmeyen «, 1 ve o parametreleri tahmin edilir.

Cizelge 8.17 Bir Amerikan denizaltis1 olan USS Halfbeak’in 4 numarali gli¢ motorunun
birikimli bozulma zamanlar

860 398 59 125 455 114 111 317 764 95 604
8 90 247 164 45 61 382 11 766 79 382
84 90 302 362 360 823 340 192 352 288 64
32 446 319 1320 64 525 26 242 313 114 604
269 112 97 130 21 7 138 0.5 276 138 23
460
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Cizelge 8.18 « —seri siirece uygunluk ve trend testi sonuglari

Trend Testi o — Seri Siirece Uygunluk Testleri

Laplace p -degeri Doniim Noktalar1 p -degeri Fark Isaret p -degeri
0.9989 0.3178 0.9535 0.3404 0.4472 0.6547

Cizelge 8.18 ‘deki sonuclar incelendiginde, Laplace test istatistigi 0.9989 ve buna baglh
olarak p degeri 0.3178 olarak hesaplanmigtir. Buna goére veri kiimesinin trende sahip
olmadig1 soylenebilir. Boylece RP veya HPP model olarak kullanilabilir. Veri
kiimesinin «a —seri siirece uygunlugunun incelenmesi igin yapilan doniim noktalari ve
fark isaret testlerine ait p degerleri sirasiyla 0.3404 ve 0.6547 olarak bulunmustur. Her
iki test istatistiginin sonucuna gore bu veri Kiimesi i¢in a —seri siire¢ bir model olarak

oOnerilebilir.

Bu veri kiimesine dayali olarak F nin bilinmedigi kabulii altnda o,u ve &°
parametrelerinin 5. Boliimde verilen parametrik olmayan tahmin ediciler ile tahmin
degerleri hesaplanmigtir. F sirasiyla Weibull, gama ve lognormal dagilim fonksiyonu
alinarak, o,u ve o parametrelerinin 6. Boéliimde verilen parametrik tahmin
edicilerinin degerleri bulunmustur. Bu veri kiimesine uygun olan « -seri siireci
modelinin belirlenmesi amaciyla parametrik ve parametrik olmayan tahmin degerlerine
bagli olarak kestirimler igin MSE" degerleri hesaplatilmistir. Tahmin degerleri ile

birlikte MSE~ degerleri gizelge 8.19°da verilmistir.

Cizelge 8.19 Denizalt1 verisi i¢in parametrelerin tahminleri

Yontem a ,[l 62 MSE /10*

Weibull 0.1521 422.2692 193549.5457  6.6535
Gama(ML) 0.1484 420.6211 187603.8337  6.6548
Gama (MML) 0.1503 423.1086 189819.8563  6.6536
Lognormal 0.2954 932.1017 5051476.1736 8.6582

NP1 0.2954 546.2605 253736.0679  6.8339
NP2 635.8904 466700.5106  6.7438
NP3 712.3730 6.9129
NP4 642.5241 6.7495
NP5 666.9684 6.7852
NP6 617.0737 6.7369
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Cizelge 8.19°daki sonuglara gére MSE~ degerleri incelendiginde Weibull ve gama ilk
varlg zamani dagilimima sahip « -seri siireci modellerinin bu veri kiimesine uygun
oldugu soylenebilir. Hem MSE” degerinin daha kiiciik oldugu ve hem de tahmin
degerlerinin daha kolay hesaplanabildiginin g0zoniine alimmasiyla

a =0.1521, 1 =422.2692 ve 6° =193549.5457 tahmin degerleri ile ilk varis zamani

dagilimi  Weibull olan « -seri siireci bu veri kiimesi i¢in uygun bir model olarak

kullanilabilir.

Bu « -seri siireci modelini geometrik siireg, yenileme siireci, Cox-Lewis ve Weibull
modelleriyle MSE~ ve MRE &lgiitlerine gore karsilastirmak igin ¢izelge 8.20
olusturulmustur. Bu ¢izelgede hem MSE" hem de MRE o&lciitiine gore bu veri kiimesi

icin Weibull modelinin daha uygun oldugu sdylenebilir.

Cizelge 8.20 Modellerin karsilastiriimasi

o -seri siireg GP RP (HPP) CLM WM
MSE"/10* 6.6535 6.9905 6.8629 6.7627 6.5707
EGH 0.5090 0.4879 0.6871 0.5842 0.3975
01521 a 1.0181 a 0 oy -5.8929 G | 4.5696x10™

o

E 4222692 | M | 4404224 | M | 2691161 | o | 3.7732x10° | 6 1.2179

[+

l_

o2 | 19354955 | 52 | 20234584 | 52 | 69876.85
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9. SONUCLAR

Bir sayma siirecinden gelen veri kiimesi bagimsiz ve aymi dagilimhi rasgele
degiskenlerden olusuyor ise model olarak bir yenileme siireci kullanilmaktadir. Bu
rasgele degiskenler iistel dagilimli ise model olarak homojen Poisson siireci model
olarak uygulanmaktadir. Fakat sayma siirecinden gelen olaylar aras1 gecen zamanlar
monoton olarak biiyiime ya da kiigiilme egilimde ise model olarak ne homojen Poisson
ne de yenileme siireci kullanilamaz. Uygulamada ortaya ¢ikan bir ¢ok bakim, onarim
ve yer degistirme problemlerinde ve gilivenirlik teorisindeki baska analizlerde sayma
stirecinden gelen veri kiimesi monoton egilimli rasgele degiskenlerden olusur. Bu
durum sayma siirecinden gelen veri kiimesi icerisinde trend oldugunu ve bu siirece gore
gerceklesen olaylar arasi gecen zamanlarin dagilimmin ayni olmadigini ifade eder.
o —seri siire¢ bu tiir durumlarda geometrik siire¢ ve homojen olmayan Poisson siirecine
alternatif olarak sik kullanilan stokastik monoton bir siirectir. Bu ¢alismada « -Seri
stirece gore ilk olaym gergeklesme zamani olan X, rasgele degiskeninin dagilim
fonksiyonu F’ nin bilinmedigi kabul edilerek, siirecin {i¢ onemli parametresi olan
a, ive o’ nin LSE yontemine dayali olarak parametrik olmayan tahmin edicileri elde
edilmistir. Elde edilen bazi tahmin edicilerin tutarlilik ve asimptotik normallik gibi
istatistiksel ozellikleri incelenmistir. Ayrica « - seri siirecin yenileme siirecinden ayirt

edilmesine yonelik bir test istatistigi gelistirilmistir. X, rasgele degiskeninin
dagiliminin Weibull, gama ve lognormal olmasi durumunda «,uve o”’nin ML ve

MML tahmin edicileri elde edilmis ve bu tahmin edicilerin bazi istatistiksel 6zellikleri

incelenmistir.

Genel olarak simiilasyon sonuglarina gore F dagilim fonksiyonunun bilinmedigi

durumda hata kareler ortalamasi ve yan 6lgiitiine gére u icin ¢ <0 yada o >1 iken
L 'nin digerlerine gore tercih edilebilecegi gosterilmistir. 0 <o <0.5 durumunda g
ve 0.5<a <1 durumunda z, digerlerine gore daha iyi oldugu gozlemlenmistir. F
dagiliminin o varyansi igin yan ve hata kareler dlgiitiine gére &7 ’nin daha iyi oldugu

gosterilmistir.  Ayrica Weibull ve gama dagilim durumunda sekil parametresi

bilylidiikge f1,, {1, Ve 67 tahmin edicilerinin performanslarinin iyilestigi saptanmugtir.
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F dagilim fonksiyonunun bilinmesi durumunda z ve &® igin ML ve MML tahmin

edicilerinin NP tahmin edicilerinden daha iyi oldugu belirlenmistir.

Son olarak bes ayr1 gercek veri kiimesi goz oniine alinmig ve her bir veri kiimesinde
trendin olup olmadig1 tespit edilmistir. Trendin varligi durumunda bu veri kiimelerinin

bir « -seri siirece uygun olup olmadigina yonelik bir test gelistirilmistir.

Bu veri kiimelerine dayali olarak F’ nin bilinmedigi kabulii altinda o, ve o
parametrelerinin  parametrik olmayan tahmin ediciler ile tahmin degerleri
hesaplanmistir. F sirasiyla Weibull, gama ve lognormal dagilim fonksiyonu alinarak,
a, i Ve o’ parametrelerinin parametrik tahmin edicilerinin degerleri bulunmustur. Bu
veri kiimelerine uygun olan « -seri siireci modelinin belirlenmesi amaciyla parametrik
ve parametrik olmayan tahmin degerlerine bagli olarak kestirimler igin MSE" degerleri
hesaplatilmustir. MSE~ degerlerine gore, bu veri kiimeleri igin Weibull ve gama ilk varis
zamani dagilimina sahip « -seri siireci modellerinin uygun oldugu saptanmistir. Ayrica
bu veri kiimeleri i¢in uygulamada ¢ok sik kullanilan geometrik siire¢, Weibull siireci,
Cox-Lewis siireci ve yenileme siireci modelleri ile « -seri siire¢ modeli karsilagtirilmig

ve « -seri siirecin bu veri kiimelerini daha iyi modelledigi gozlemlenmistir.
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