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OZET
Doktora Tezi

DENEY TASARIMINDA KAYIP GOZLEMLERIN DAYANIKLI
TAHMINI

Demet AYDIN

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
[statistik Anabilim Dali

Danisman: Prof.Dr. Birdal SENOGLU

Bu tez caligmasinda bir-yonlii ve iki-yonliic ANOVA modellerinde kayip goézlemlerin

tahmini ile ilgilenilmistir.

Hata terimlerinin uzun kuyruklu simetrik (Long Tailed Symetric-LTS) dagilima sahip
oldugu varsayilmistir. En ¢ok olabilirlik (Maximum Likelihood-ML) ve uyarlanmis en
cok olabilirlik (Modified Maximum Likelihood-MML) yontemleri kullanilarak kayip
gbzlemler icin tahmin ediciler elde edilmistir. Belirli diizgiinliik kosullar1 altinda ML
yonteminin en etkin yontem oldugu bilinmektedir. Ayrica, MML tahmin edicilerinin
asimptotik olarak ML tahmin edicilerine yakinsadigi bilinmektedir. Bunun yani sira,
Monte-Carlo simiilasyon c¢alismasi kullanilarak ML ve MML tahmin edicilerinin
etkinlikleri geleneksel en kiigiik kareler (least squares-LS) tahmin edicisinin etkinligi ile
karsilastirilmistir. Monte-Carlo simiilasyon sonuglari, ML ve MML tahmin edicilerinin
LS tahmin edicisine gore daha etkin ve dayanikli olduklarini gostermistir. Calismanin

sonunda, literatiirden alinan iki veri setinin analizi yapilmstir.

Kasim 2013, 134 sayfa
Anahtar Kelimeler: Kayip gozlem, normal olmama, dayaniklilik, uzun kuyruklu
simetrik dagilim, EM algoritmasi, uyarlanmis en ¢ok olabilirlik yontemi, iteratif yeniden

agirliklandirilmis algoritma.



ABSTRACT
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ROBUST ESTIMATION OF MISSING OBSERVATIONS IN EXPERIMENTAL
DESIGN
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Supervisor: Prof. Dr. Birdal SENOGLU

In this thesis, we are interested in estimating the missing observations in one-way and

two-way ANOVA models.

We assume that the error terms have the long tailed symmetric (LTS) distribution. Then,
we obtain the estimators for missing observations by using the maximum likelihood
(ML) and the modified maximum likelihood (MML) methodologies. ML method is
known to be most efficient under certain regularity conditions. It is also known that
MML methodology is asymptotically equivalent to ML methodology. We also compare
the efficiencies of ML and MML methodologies with the traditional least squares (LS)
method via Monte-Carlo simulation study. Simulation results show that ML and MML
estimators are more efficient and robust than the corresponding least squares (LS)
estimator. At the end of the study two data sets taken from the literature are analyzed.
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Key Words: Missing observation, non-normality, robustness, long tailed symmetric
distribution, EM algorithm, modified maximum likelihood method, iterative
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1. GIRIS

Varyans analizinde amag, ikiden fazla grup ortalamasimi karsilastirmaktur. Grup
ortalamalarinin karsilastirilmasi, deneyin sonunda bagimli degiskende meydana gelen
degiskenligin ne kadarmin faktorden ya da faktérlerden, ne kadarinin hatadan vb.
kaynaklandiginin belirlenmesi bir bagka deyisle toplam varyansin bilesenlerine
ayrilmasina dayanir (Cochran ve Cox 1957, Das ve Giri 1986, Searle vd. 1992, Senoglu
ve Acitas 2010). Deney birimlerine uygulanan faktor sayisi ve denemelerin deney

birimlerine nasil uygulandigina gore bircok varyans analizi ¢esidi vardir.
Bu c¢alismada bir-yonlic ANOVA ve iki-yonlii ANOVA deney tasarimi modelleri ile

ilgilenilmistir. Bu boliimde, bu tasarimlar hakkinda ve tez calismasinda kullanilan bazi

kavramlar ile ilgili temel bilgiler verilmistir.

1.1 Bir-Yonlii ANOVA

Bir-yonlit ANOVA modeli varyans analizinde en ¢ok kullanilan modeldir. Buradaki ‘bir’

in anlamu, farkli diizeyleri olan bir faktoriin olmasidir.

Bir-yonlic ANOVA modelinde, deney birimlerinin homojen oldugu ve denemelerin
deney birimlerine rasgele olarak atandigi varsayilir. Bdylelikle, deney birimleri
denemelere esit olasiliklarla atanmis olur. Rasgelelik saglanmazsa, deneme etkileri

arasindaki farklar ile hatanin varyansimin tahmin degerleri yanl olur (Rangaswamy

1995).

Bir-yonlit ANOVA modeli igin matematiksel model,

Vi = H+T &, i=12,...,a, j=12,...,n, (1.1)

dir. Burada,



Vi - I—inci denemedeki j—inci gézlem degerini,

o genel ortalamayi,
T I—inci deneme etkisini,
&jj - rasgele hata terimlerini,

her bir denemedeki gozlem sayisini, gdstermektedir. Denklem (1.1)’de verilen model
icin deneme etkileri baglaminda iki farkli durum séz konusudur. Ilgilenilen faktdriin
diizeyleri, yani denemeler, arastirmaci tarafindan ozel olarak belirlenmisse, bdyle
faktorii iceren modele sabit etkili model, deneyde kullanilacak faktoriin diizeyleri 6zel
olarak se¢ilmemis ise bdyle faktorii igeren modele de rasgele etkili model denir (Searle
vd. 1992, Sahai ve Ojeda 2004, Montgomery 2005, Erbas ve Olmus 2006). Bu
calismada, sabit etkili model ele alinmistir. Diger bir ifadeyle iri =0 dr.

i=1

1.2 iki-Yonli ANOVA

Bir-yonlit ANOVA modelinde oldugu gibi iki-yonliit ANOVA modelinde de faktor sayisi
birdir. Ancak bir-yonliic ANOVA modelinden farkli olarak, deney birimleri arasinda
sistematik farkliliklar vardir. Bu sistematik farkliliklarin etkisi kendi i¢lerinde homojen,
kendi aralarinda ise heterojen bloklar kullanilarak giderilmeye ¢aligilir. Bloklama ile
deneysel hatanin azaltilmasi saglanarak, deneyin hassaslig1 artirilmis olur (Das ve Giri
1986, John 1998, Montgomery 2005, Senoglu ve Acitas 2010). iki-yonli ANOVA
modeli, rasgele tam blok tasarimi (randomized complete block design) olarak da

bilinmektedir.

Birden fazla iki-yonliit ANOVA modeli vardir. Bunlardan etkilesimin olmadig iki-yonlii
ANOVA i¢in matematiksel model,

Yin =H+T+yte, i=12,...,a, j=12,...,b, h=12,...,n (1.2)

seklinde ifade edilir. Burada,



Yijn - I-inci deneme, j—inci bloktaki h—inci gdzlem degerini,

u - genel ortalamay,

T i—inci deneme etkisini,
Vi - j—inci blok etkisini,

g - rasgele hata terimlerini,

a b
gostermektedir. Bu modelde Zri =0 ve 27/] =0 oldugu varsayillmistir.

i=1 j=1

Geleneksel olarak, biitlin deney tasarimi modellerinde oldugu gibi model (1.1) ve model
(1.2)’deki parametreler tahmin edilirken veya bu tahmin edicilere dayanan test

istatistikleri Onerilirken

(i) Hata terimleri O ortalama ve o varyans ile normal dagilima sahiptir.
(if) Hata terimleri birbirinden bagimsizdir.

(ilf) Hata terimlerinin varyanslari homojendir.

olarak verilen varsayimlarin saglandigi kabul edilmistir.

1.3 Kayip Gozlem

Kayip gozlem, bir deneyde bazi gozlemlerin beklenmedik nedenler sonucunda elde
edilememesi ya da toplanamamasidir. Bu durum hemen hemen her alanda karsilasilan
bir problemdir. Kayip gozlemler, uygulanacak istatistiksel analizlerde sorunlar
yaratmaktadir. Ciinkii istatistiksel analizler gozlemlerin tam oldugu durumlar i¢in
gelistirilmistir. Bu nedenle, aragtirmalarda, kayip gozlem ya da goézlemleri igeren
birimler bilgi yoklugunu temsil ederler, dolayisiyla bilgi kaybina sebep olurlar. Bu tiir
verilerin analizi ise yanlis sonug¢ ve ¢ikarsamalara neden olur (Dodge 1985, Das Giri

1986, Bal 2003).



Bir-yonlit ANOVA (completely randomized design) modelinde, denemelerin tekrari esit
sayida olmadiginda kayip gozlem, herhangi bir sorun olusturmaz. Ancak, diger

tasarimlarda, kayip gozlem analizlerde problemlere neden olur (Rangaswamy 1995).

Kayip gozlem konusunun daha iyi anlasilmasi i¢in literatiirden alinmis bazi 6rneklere

yer verilmisgtir.

e Yakit performanst ile ilgili bir deneyde, deney tamamlanmadan arabalardan biri
bozulabilir ve zamaninda tamir edilemeyebilir ya da arabalarin tamami test
edilmeden eldeki yakitlardan herhangi biri bitebilir (John 1998).

e Bir bolgedeki bitkiler biiyiik bag hayvanlar, fareler ya da dogal afetler yiiziinden
tahrip olabilir. Baz1 alanlardaki bitkilerden; kotli ¢imlenme, zararlh saldirisi ya da
kiiltiir islemleri nedeniyle yetersiz verim alinabilir (Rangaswamy 1995).

e Bocek ilaglartyla ilgili bir arastirmada kontrol bolgesi kontrol bdcekleri
tarafindan tahrip edilebilir. Bu durumda, diisiik ya da sifir iiriin alinabilir
(Rangaswamy 1995).

e Hayvanlar {izerindeki deneylerde deneklerden biri deney tamamlanmadan

6lebilir (Rangaswamy 1995).

Bu gibi durumlarda veri kaybi1 deneme etkilerine bagli degildir. Dolayisiyla bunlar

kayip gozlem olarak kabul edilirler.

1.4 Kayip Gozlem Durumunda Kullanilan Baz1 Yaklasimlar

Kayip gézlem durumunda, yapilmasi gereken benzer kosullarda deneyi tekrarlamak ve
kayip olan gozlem icin yeni bir deger elde etmektir. Ancak, ekonomik ve fiziksel agcidan
her zaman bu miimkiin olmayabilir (Satic1 2009). Boyle bir durumda eldeki verilerden
kayip gozlemi ya da gbzlemleri tahmin etmek i¢in bir formiil elde edile bilinir mi? Bu
sorun ilk kez tarimla ilgili deneylerde ortaya ¢iktigindan ve tarimsal deneylerdeki deney
birimlerine de parsel (plot) dendiginden literatiirde bu formiiller, kayip parsel formiilleri

(missing plot formula) olarak adlandirilmistir (John 1998).



Kayip gozlem ¢oziimii igin, ¢esitli alternatif yaklasimlar gelistirilmesine ragmen, birgok
caligmada kayip gozlemler silinmekte ve geriye kalan eksiksiz gozlemler {izerinden
klasik istatistiksel yontemler uygulanmaktadir. Bu durum sadece onemli bilgilerin
kaybina degil, aym zamanda Orneklem biyiikliginiin kiiciilmesine de neden
oldugundan, tahminlerin giivenilirliginin azalmasina, yan ve varyansin artmasina neden
olmaktadir (Satic1 2009).

Kayp gozlem durumunda literatiirde kullanilan bazi yaklasimlar:

(i) Tam Veri Analizi: Kayip olan go6zlemlerin tamamini atarak analize devam
edilmesine dayanan bir yontemdir. Standart istatistiksel yontemlerde herhangi bir
degisiklik yapilmadan uygulandigi i¢in kolay bir yontemdir. Ancak, kayip gozlem
oraninin bilyiik oldugu durumlarda tam veri analizi yontemi verimsiz (inefficient)
olur (Allison 2002).

(if) Kaywp Gozlem Atama Yontemi: Kayip gozlemler yerine birtakim yontemlere gore
yeni bir degerin atanmasidir. Kayip gézleme yeni bir deger elde etme probleminde
kullanilan bir¢ok yontem vardir. Bu yontemlerden yaygin olarak kullanilanlar su
sekilde siralanabilir:

o Yerine ortalamayr atama: Kayp olan gozlemler yerine kayip gozlemler
disindaki diger tiim gozlemlerden elde edilen ortalamanin konulmasi esasina
dayanir. Siklikla kullanilan bu yontemin dezavantajlari; kayip olan gbzlemler
yerine ortalama yazildiginda tahmin edicilerin standart hatalar1 kiigiiliir,
gozlemler ortalama etrafinda yogunlasacagindan verilerin gercek dagilimlari
bozulur ve biitlin kayip gozlemlerin ayni degeri almasi, degiskenler
arasindaki korelasyonun degismesine neden olur (Little Rubin 1987, Allison
2002).

e Regresyon atamast: ik kez Buck (1960) tarafindan &nerilmistir. Bu yéntem
de kayip gozlemler regresyon teknigi ile tahmin edilir. Kosullu ortalama
atama (imputation) olarak da bilinen regresyon atama yonteminde, kayip
gozlem yerine regresyon denkleminden elde edilen kestirim degeri (score)
yazilir. Bu yontem kayip gozlem iceren degisken ile diger degiskenler

arasinda yiiksek korelasyon iliskisi varsayimia dayandigindan, gozlemlenen



verilerden alinan bilgilerle kayip gozlemleri tamamlamak (tahmin etmek)
anlamli olur. Bu yontemin dezavantajlari; degiskenler arasindaki iliskiyi
kuvvetlendirmesi ve varyansin oldugundan daha kiiciik ¢cikmasidir.

o Stokastik regresyon atama yontemi: Regresyon atama yonteminden tek farki,
kayip olan gozlemler yerine atanacak degerleri belirlemede kullanilan
regresyon denklemine rasgele bir hata teriminin eklenmesidir. Bu yontem ile
regresyon atama yonteminde karsilasilan varyansin oldugundan kii¢lik olmasi
problemine bir ¢6ziim getirilmis olunur (Little ve Rubin 1987).

o Hot deck atama yontemi: Kayp olan gozlemler yerine, var olan
(gozlemlenen) gozlemleri kullanarak uygun atama yapma esasma dayanir.
Veri setindeki kayip gozlemler benzer gozlemlerle doldurulur. Bu yontemin
en 6nemli dezavantaj1 benzerlik kavraminin tanimlanmasindaki gii¢liiktiir. Bu
nedenle hot deck atama yonteminde, kayip gozlemlerin yerine atanacak
gozlemlerin belirlenmesinde standart bir yol izlenmez (Bal 2003).

e Cold deck atama yontemi: Bu yontemde, onceden yapilmis calismalardan,
ayni calismanin bir 6nceki uygulamasindan ya da dis kaynaklardan elde
edilen sabit bir deger, ilgili degiskendeki biitiin kayip gozlemler yerine atanir.
Bu yontemin, yerine ortalamayi1 koyma yonteminden farki atanacak degerin
kaynagidir. Bu yontemde dis kaynaklardan elde edilen degerin var olan
gozlemlerden elde edilen ortalama gibi bir degerden daha gecerli
olabileceginden emin olunmalidir. Cold deck atama yoOntemi, yerine
ortalamay1 koyma yontemi ile benzer dezavantajlara sahiptir (Bal 2003).

e (oklu atama yontemi: Bu yontem iki ya da daha fazla atama yonteminin
birlikte kullanilmasi sonucunda elde edilen tahmin degerinin kayip gézlem
yerine yazilmasi esasina dayanir. Bu sekilde elde edilen tahmin degeri karma
bir degerdir. Bu deger iki ya da daha fazla yontemden elde edilen tahmin
degerlerinin ortalamasidir. Bu yontem ile elde edilen degerin tek bir yontem
ile elde edilen degere gore daha giivenilir olacagi diistiniilmektedir (Rubin
1978, Little ve Rubin 1987, Rao ve Toutenburg 1999, McKnight vd. 2007).

(ilf) Modele Dayanan Ydntemler: Bu yontemin amaci, kayip gozlem igeren veri
setindeki her bir kayip gozlem igin bir kestirim modeli bulmaktir. Birgok atama

yontemi Ornegin yerine ortalamayir koyma ve regresyon atama yoOntemleri



modele dayali atama yontemlerinin 6zel halidir. Bu yontemin avantaji, esnek
olmasinin yaninda model varsayimlari altinda sonuglarin verilmesi ve
degerlendirilmesidir (Little ve Rubin 1987, Schafer 1997, Rao ve Toutenburg
1999, McKnight vd. 2007).

1.5 Kayip Gozlem Yapilar:

Kayip gézlemlerin ortaya ¢ikma nedenlerinin belirlenmesi olduk¢a énemli bir konudur.
Kayip gozlemler yerine atanacak degerlerin hangi yontemle belirlenecegi ancak kayip
gozlemlerin olusum ya da ortaya ¢ikma nedeni ile yakindan iligkilidir (Marwala 2009).
Bu nedenle, Little ve Rubin (1987) calismalarinda kayip gozlemleri varsayimsal agidan
olusum nedenlerine gore li¢ grupta degerlendirmislerdir. Kayip gézlem mekanizmalari

olarak da adlandirilan bu varsayimlar,

(i) Tumiyle Rasgele Kayip (Missing Completely Random-MCAR)
(i)  Rasgele Kayip (Missing at Random-MAR)
(i)  Rasgele Olmayan Kayip/ Gozardi Edilemez Kayip (Missing not at Random,
MNAR/ Non-ignorable Missing-NI1M)

olarak ifade edilir. Kayip goézlem mekanizmalarimin temelinde, veri kiimesindeki
kayiplarin gozlemlenen diger degiskenlerle olan iliskisini belirlemek yatmaktadir.
Ciinkii analizcinin elinde kayiplarin yerine atanacak olan degerlerin elde edilmesi i¢in
cogunlukla veri kiimesinde gozlemlenen diger degiskenlerden baska bilgi
bulunmamaktadir (Rubin 1976, Little ve Rubin 1987, Marwala 2009, Yozgathgil vd.
2010). Uygun ¢6ziim ve atamada kullanilacak yontemin belirlenmesi, kayip gozlem
mekanizmalarina baghdir. Bu durum, elde edilecek tahminlerin dogrulugunu ve

etkinligini artirir.

Kayip gozlem mekanizmalarimi tanimlarint vermeden Once, konu ile ilgili bazi

notasyonlar tanitilmistir.



n, érneklem hacmi olmak tizere, H (H = (hij )) elemanlar hjj’ler olan veri matrisi olsun.

Burada, i=1,2,...,n ve j=1,2,.k’dir. Baz1 g6zlemlerin kayip olmasi durumunda, H
matrisinin gozlemlenen kismi Hgps ile kayip olan kismi ise Hpis ile gosterilsin.

Elemanlar rjj’ler olan kayip gozlem gosterge matrisi R,

- 1 hij kayipsa
" 10, dd

bigiminde tanimlansin. Kayip goézlem mekanizmasi, H verildiginde R’nin kosullu

dagilimidir ve f(R|H,9) olarak ifade edilir. Burada, € dagilimin bilinmeyen

parametrelerini ifade etmektedir.
MCAR, eger kayip olma durumu H’nin degerlerine bagli degilse
f(R|H,0)=f(R|9)
seklinde gosterilir ve MCAR olarak adlandirilir. Bu mekanizmaya gore, kayip gozlem,
veri setindeki herhangi bir gozlemlenen ya da gozlemlenemeyen degerlere bagli degildir

(Little ve Rubin 1987).

MAR, kayip olma durumu Hgps’nin degerlerine bagli ise
f(R|H,0)= f (R|Hy.0)

olarak gosterilir ve MAR olarak adlandirilir. Bu mekanizmaya gore kayip gézlem Hpis’e
bagl degildir, fakat Hops’nin degerlerine baglidir (Rubin 1976, Little ve Rubin 1987).

Eger kayip olma durumu, ne MCAR ne de MAR degilse MNAR olarak adlandirilir
(Rubin 1976, Little ve Rubin 1987).



1.6 Tam Veri, Tam Olmayan Veri

Bir deney sonucunda elde edilen verileri, gézlemlenen ve gozlemlenemeyen (ya da

kayip) olarak ele almak miimkiindiir. Bu durumda, gbzlemlenen veriler y vektorii ile

kayip veriler ise z vektori ile gosterildiginde X veri vektorii >~<=[y, g] bigiminde

gosterilebilir (McLachlan ve Krishnan 2007). Ayni1 zamanda X veri vektorii tam veri

vektorii ya da tam veri, y ise tam olmayan veri vektorii ya da tam olmayan veri olarak

adlandirilir.

Bu calismada, kayip gozlem ya da goézlemlerin olusumunun MAR oldugu kabul

edilmistir.

1.7 Tez Plam

Bu c¢alismanin ikinci ve dordiincii boliimlerinde daha once bahsedilen geleneksel
varsayimlar altinda bir-yonlii ve etkilesimin olmadigi iki-y6nlii ANOVA modellerinde

kayip gézlemin LS tahmini elde edilmistir.

Ancak gercek hayatta hata terimlerinin normal dagildig1 varsayimi saglanmayabilir. Bu
durumda LS tahmin edicilerinin etkinligi azalir. Buna bagli olarak LS tahmin edicilerine
dayanan test istatistiklerinin giicti diiser. Normallik varsayiminin saglanmadigr durum
daha 6nce Pearson (1931), Srivastava (1959), Schrader ve McKean (1977), Vaughan ve
Tiku (2000), Tiku vd. (2000), Senoglu ve Tiku (2001), Tiku ve Akkaya (2004), Senoglu
(2005), Senoglu (2007), Senoglu ve Avcioglu (2009) tarafindan incelenmistir. Bu
calismalardan farkli olarak, bir-yonli ve iki-yonli ANOVA modellerinde hata
terimlerinin normal dagilmamasinin yani sira veri setinde kayip gozlem oldugu
durumun incelenmesi bu tez ¢alismasinin orijinalligini olusturmaktadir. Bu varsayimlar
altinda EM algoritmas1 (Dempster vd. 1977) yontemi ve Tiku (1967)’'nun MML ydntemi
kullanilarak elde edilen kayip gézlemin ML ve MML tahmin edicilerinin performansi,

goreli etkinlik Kriterine gore LS tahmin edicileri ile karsilastirilmistir. Ayrica modelden



sapmalar oldugunda veya veri setinde aykirt gozlem ya da gozlemler bulunmasi
durumunda Onerilen tahmin edicilerin dayanikliklart incelenmistir. Bu konu tezin

ticlincii ve besinci boliimlerinde yer almistir.

Tezin altinci boliimiinde, bir-yonlit ANOVA ve iki-yonlii ANOVA modellerindeki kayip

gozlem tahminlerinin iki farkli 6rnek seti iizerinde uygulamasi yapilmistir.

Bu calismada oldugu gibi literatiirde yer alan bircok c¢alismada LTS dagiliminin
kullanilmasimin nedeni normal dagilimin makul bir alternatifi olmasidir. Ayrica, LTS
dagilimi kalin kuyruklu bir dagilim olmasi nedeni ile aykir1 degerler i¢eren veri setlerini

modellemek i¢in yaygin olarak kullanilan bir dagilimdir.
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2. BIR-YONLU ANOVA MODELINDE NORMALLIK VARSAYIMININ
SAGLANMASI DURUMUNDA KAYIP GOZLEMLERIN TAHMINi

Bu bolimde, (1.1) modelindeki kayip gozlemlerin tahminleri elde edilmistir. Hata
terimlerinin normal dagildigr varsayimi altinda LS ve ML tahmin edicileri elde
edilmistir. Normal dagilim varsayimi altinda ML tahmin edicileri LS tahmin edicilerine
esittir. Ancak kayip gozlemin birden fazla olmasi durumu sadece LS yontemi ile
incelenmistir. Bu nedenle ML yontemi ile de ayni1 sonuglara ulasilacagindan ayrica
deginilmemistir. Bununla beraber, kayip gozlemin ML tahmin edicisinin elde edilisi,
ticlincii bolimde yer alan MML tahmin edicilerinin elde edilisine bir alt yap1

olusturmas1 bakimindan bu boliimde detayli olarak incelenmistir.

2.1 Kayip Gozlemlerin LS Yontemi ile Tahmini

Kayip gozlem tahminiyle ilgili ilk ¢alisma, Allan ve Whishart (1930) tarafindan
yapilmistir. Bu ¢alismada, rasgele blok ve Latin kare tasarimlarinda hata kareler toplami

kayip gozleme gore minimize edilerek kayip gbzlemin en kiigiik kareler (Least Squares-

LS) tahmin edicisi elde edilmistir (Rubin 1972).

Yates (1933), birden fazla kayip gézlem durumu igin, Allan ve Whishart (1930)’1n
yontemini gelistirip iteratif bir yontem ile kayip gozlemlerin LS tahminlerini elde
etmistir (Glenn ve Kramer 1958).

Bartlett (1937), iteratif olmayan, kovaryans analizi teknigi olarak adlandirilan yontem

ile kayip gézlemlerin LS tahminlerini elde etmistir.

Hartley (1956), iteratif olarak uygulanabilen daha genel bir yontem ile birden fazla

kayip gézlem tahminini elde etmistir.
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Kayip gozlem tahmini probleminde birgok arastirmaci LS teknigi kullanmistir. Healy ve
Westmacott (1956), Wilkinson (1958), Preece (1971), Rubin (1972), Jarrett (1978),
Subramani (1989), Subramani (1991), Subramani (1993), Subramani (1994), Park
(1998) bu ¢alismalardan sadece bazilaridir.

Bu boliimde, (1.1) modelinde kayip gézlemin bir ve birden fazla oldugu durumlar i¢in
kayip gozlemin LS tahmin edicisi elde edilmistir. Kayip gozlemin bulundugu deneme ya
da denemelere gore tahmin denklemleri ayr1 ayr1 verilmistir.
2.1.1 Kayip gozlemin bir tane oldugu durum
Daha once ifade edildigi gibi

Vi = H+T &, i=12,...,a, j=12,...,n,
bigiminde gosterilen bir-yonlit ANOVA modelinde,

m: k—inc1 denemedeki l-inci gézlem

kayip olsun. Duruma iliskin veri yapisi

Cizelge 2.1 Bir kayip gozleme iliskin veri yapisi

Gozlemler
Denemeler 1 2 I n  Toplam
1 yll y12 e yll e yln yl.
2 Ya Y2 o y2| e Yon Y.,
k Ya o Yk2 - m o Y Y +m
a yal ya2 te yal te yan ya,

bi¢cimindedir. m’nin LS tahmin edicisi, hata kareler toplamini (Sum of Squared Errors-

SSE) m’ye gore minimum yapan degerdir. Buna gore (i, j)#(k, 1) olmak iizere SSE,

12



i=l j=1
a
DY+ (e +m)?
S %2 iik
=22 Y tmi-
i1 j=1 n

biciminde elde edilir. Bu esitlikte,

Vi kayip gozlem ya da gozlemler disindaki diger gozlemleri
Yy k—inc1 denemedeki kayip gozlem ya da gbzlemler disindaki diger gozlemlerin
toplamini

gosterir. Hata kareler toplaminin m’ye gore tiirevi,

dSSE 2(y:_+m):O

- =2m-—

dm
olur. Bu denklem ¢oziildiigiinde kayip gozlemin LS tahmin edicisi,

(2.1)

olarak bulunur.
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2.1.2 Kayip gozlemin birden fazla oldugu durum

Bu kisimda, (1.1) ile verilen bir-yonlii ANOVA modelinde, kayip gozlemin birden fazla
oldugu durum icin kayip gozlemlerin ayni deneme icinde ve farklt denemelerde

bulunmasi durumlarina gére LS tahmin edicilerinin elde edilisi incelenmistir.

(i) Kayp gozlemin iki tane oldugu durum
Bu kisimda, (1.1) ile verilen bir-yonliit ANOVA modelinde, iki tane kayip gézlemin ayni

deneme i¢inde ya da farkli denemelerde bulunmasi durumlarina gore elde edilen LS

tahmin edicileri verilmistir.

o Ayni denemedeki iki kayip gozlemin tahmini

(1.1) modelinde,

my: k—inci denemedeki I-inci gozlem

my:  k—inc1 denemedeki (1+1)—inci gézlem

kay1p olsun. Veri yapisi

Cizelge 2.2 Aynm1 denemedeki iki kayip gbzleme iligkin veri yapist

Gozlemler
Denemeler 1 2 .- I I+1 -+ n Toplam
l yll ylZ e yll yll +1 e yln y]..
2 y21 y22 e y2| y2|+1 e y2n y2.
k Yo Y2 o0 M m, o Y Y Hm+m,
a yal ya2 te yal yal +1 te yan ya,

bi¢cimindedir. SSE (i, j);t(k, I) ve (i, j);t(k, | +1) olmak tizere

14



i=l j=1
a
QYo+ +m+m,)?
SRt 2 iik
=y Amiem] -
i=1 j=1 n

seklinde elde edilir. SSE’nin m;, ve m, ’ye gore tiirevleri sirasiyla

OSSE 2 .
szmrﬁ(mﬁmﬁyk.)zo (2.2)
OSSE 2 .

o, =2m2—ﬁ(ml+m2+yk.)=0 (2.3)

olarak bulunur. (2.2) ve (2.3) denklemlerinin ¢6ziimiinden m; ve m; ig¢in LS tahmin

edicileri
(2.4)

olarak elde edilir.

o  Farkli denemelerdeki iki kayip gozlemin tahmini

(1.1) modelinde,

my: k—nct denemedeki I-inci gézlem

my:  (k+1)—inci denemedeki l-inci gozlem

kayip olsun. Bu durum igin veri yapisi asagidaki cizelge 2.3’de gosterildigi gibidir.
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Cizelge 2.3 Farkli denemelerdeki iki kayip gozleme iligskin veri yapisi

Gozlemler
Denemeler 1 2 I n Toplam
1 Yi Y12 e Yu o Yin Y1,
2 y21 y22 e y2| e y2n y2.
k Yia Yia e M Yin Yo +my
k+1 Yo Yii2 e m, e Yicsn YE+1. +m,
a yal yaz o yal Tt yan ya.

i1 -1 n
S 2 2 2
2 Ve M)+ (Vi +My)
AN 2 :% 1
* 2 2 1#K+.
=y +mi+ml -
i=1 j=1 n

0SSE 2
2= _om —Z(m+y; )=0
om = 2m ~(m+ i)
OSSE 2

om, =2m, _H(mz +y:+1.)=0

olur.
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Denklem (2.5) ve (2.6)’nin ¢dziimiinden m; ve m, kayip gozlemlerinin LS tahmin

edicilert,

ml = — mZ = yk—+l (2.7)
olarak elde edilir.
(i)  Kaywp gozlemin ii¢ tane oldugu durum

Burada, (1.1) ile verilen bir-yonlii ANOVA modelinde, ti¢ kayip goézlem igin LS tahmin

edicilerinin elde edilisi anlatilmistir.

o Ayni denemedeki ii¢ kaywp gozlemin tahmini
(1.1) modelinde,

m;: k—inci denemedeki (I-1)—inci gozlem

m,:  k—nct denemedeki I-inci gézlem

ms3: k—inc1 denemedeki (1+1)—inci gézlem

kayip olsun. Bu durumda veri yapisi,

Cizelge 2.4 Ayn1 denemedeki ti¢ kayip gozleme iliskin veri yapisi

Gozlemler
Denemeler 1 2 e 11 I I+1 - n Toplam
l yll ylZ o yll -1 yll yll +1 e yln yl.
2 yZl y22 e y2|—1 yZI y2I+l e yZn y2.
k ykl yk2 e ml m2 m3 e ykn y: + rnl + m2 + mS
a yal yaz e yal -1 yal yal +1 e yan ya.

17



bi¢imindedir. (i, j);t(k, |—1), (i, j);t(k, I) ve (i, j)¢(k,|+l) olmak tizere, veride

kayip gbzlem bulunmasi durumunda SSE agagidaki gibi tanimlanir.

a n

SSE=331(y, -5.)

2
zizn:y?_;)'i.
ij n

i=1 j=1
2 Ve + (Y +my+m, +m,)*
a n i=1
=3y mi+mg +mi -
i1 j1 n
SSE’nin m,, m, ve m,’e gore tiirevleri, sirasiyla
OSSE 2 "
WzZml—H(mﬁszrmﬁyk.):O (2.8)
OSSE 2 "
o, =2m2—ﬁ(ml+m2+m3+yk,)=0 (2.9)
OSSE 2 .
om, :2m3—ﬁ(ml+m2+m3+yk.):0 (2.10)

bigiminde olur. Denklem (2.8)—(2.10)’un ¢dziimiinden m,;, m, ve m,’iin LS tahmin

edicileri

m =i, =i, = S (211)

olarak elde edilir.
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e [Ikisi ayni denemede olan ii¢ kayip gozlemin tahmini

(1.1) modelinde,

my: k—inct denemedeki l-inci gézlem

m,: k—inct denemedeki (1+1)—inci gézlem

m3:  (k+1)—inci denemedeki l-inci gozlem

kayip olsun. Duruma iligkin veri yapisi

Cizelge 2.5 iki tanesi ayn1 denemede olan ii¢ kayip gozleme iliskin veri yapisi

Gozlemler
Denemeler 1 2 I 1+1 n Toplam
1 Yi Y12 Yu Vi Yin Y1
2 Yo Ya2 Yai Yaru Yan Ya,
k Yia Yia m, m, Yin Ye +m +m,
k+1 Yien Vi m, Y41 Yiian YZ A tmg
a yal yaz yal yal +1 yan ya.

bi¢imindedir. (i, j);é(k, I), (i, j);t(k, | +1) ve (i, j);t(k +1, I) olmak tizere SSE

a n

SSE = ZZ(VU - yi-)2

i1 j=1
a

2
ziiy?_;)ﬁ.
] n

i=l j=1

a n 2
=3y +mi4mi+mi -

i=1 j=1

seklinde olur.

a

Z yiz. + (Y, +m + m2)2 +(Yior, + m3)2
B
izk+1
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SSE’nin m;, m, ve m,’e gore tlirevleri sirasiyla

OSSE 2 .

szml—ﬁ(ml'sz'Fyk_):O (212)
OSSE 2 x

o, =2m2—ﬁ(ml+m2+yk,)=0 (2.13)
OSSE 2 .

om, :2m3_ﬁ(m3+yk+1.):0 (2.14)

bi¢imindedir. (2.12)—(2.14) denklemlerinin ¢6ziimii sonrasinda m,, m, ve m,’iin LS

tahmin edicileri

M, =, = y_k-2 ve i, = Y (2.15)

olarak bulunur.

o  Farkli denemelerdeki ii¢ kaywp gozlemin tahmini
(1.1) modelinde,

m;y:  (k=1)—inci denemedeki l-inci gozlem

my:  k—inci denemedeki I-inci gozlem

ms: (k+1)—inci denemedeki l-inci gézlem

kayip olsun. Duruma iligkin veri yapisi
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Cizelge 2.6 Farkli denemelerdeki ii¢ kayip gozleme iliskin veri yapisi

Gozlemler
Denemeler 1 2 I n Toplam
1 yll y12 e yll yln yl.
2 y21 y22 e y2| y2n y2.
k _1 yk -11 yk—12 e ml yk—ln yl:—l. + rnl
K Yia Yo 0 My Yin Vi My
k+1 Y Y2 t m, Yisn y:+1. +m,
a yal yaZ e yal yan ya.

bigimindedir. Ayrica (i, j)i(k—l, |), (i, j);t(k, I) ve (i, j);t(k+1, |) olmak tizere

SSE,

SSE =;jz_l](yi,- -y.)

DV

2 O
Yii —

a n
i1 j=1 n

a n

a

DYV +M)% + (Ve +My)7 + (Yo, + M)

i=1
izk-1
i#k

2

#2 2 2 2 izk+1
=Dy Ami4my+m; -

i-1 j=1

olarak yazilir. SSE’nin mi, my; ve mg’e gore tiirevlerinden elde edilen denklemler

sirastyla
OSSE 2 R
T =2 (M ) =0
OSSE 2 .
on - 2m, —H(m2 +Y,)=0
OSSE 2 .
om, :2m3_ﬁ(m3+yk+l‘):0
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bi¢ciminde elde edilir. (2.16)—(2.17)’deki denklemlerden mj, m,; ve mz’iin LS tahmin

edicileri sirastyla

~  Ya
m = ,
n-1 n—

olarak bulunur.

(iii)

Kaywp gozlemin r tane oldugu durum

(2.19)

Bu boliimde, (1.1) ile verilen bir-yonliit ANOVA modelinde, kayip gozlemin r (r > 4)

tane olmasi durumu ile ilgilenilmistir. r tane kayip gézlemin tamaminin ayni denemede

veya tamaminin farkli denemelerde oldugu iki farkli durum i¢in LS tahmin edicileri elde

edilmistir.

e  Aynidenemedeki r tane kaywp gozlemin tahmini

(1.1) modelinde, k-mnci denemede r tane gozlem kayip olsun. Bu gozlemler de

m, m,,...,m. ile gosterilsin. Hata kareler toplami

(s=0,1,...,r 1) oldugunda

olur. SSE’nin m;, m,,...,m_’ye gore tiirevleri sirastyla
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OSSE _ 2m, —%(th + y;) -0
t=1

om,
OSSE 2( <

=2m, —— +y. |=0
om, ) n(tZ_llmt Vi
OSSE 2( <
——=2m —— +vy' |=0
amr r n(;mt yk.

seklindedir. Denklem sisteminin ¢dziimiinden m;, m,,...,m, 'nin LS tahmin edicileri

m =Y (t=12,..r) (2.20)

olarak elde edilir.
o  Farkli denemelerdeki r tane kayp gozlemin tahmini

r tane kayip gbzlemden her biri farkli denemelerde ise, (i, j) ¢(t, |) (t =12,... r)

olmas1 durumunda SSE,

a n

SSE=3 (%~ %)

i1 j=1
a

2
ij n

i1 ja
2 yi2-+2(mt+yt*)2
a _n r !=l t=1
=22 () e e  (s=0,1,...,r-1)
i=1l j=1 t=1

bi¢imindedir. SSE’nin m;, m,,...,m, ’ye gore tilirevleri sirasiyla
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565me =2m, - Z(mz + Y ):O
8S:SE 2 x
WZZ r__<mr+yk+(r—1).)=0

M, = yt-l, (t=12...1) (2.21)

seklinde bulunur.
2.2 Kayip Gozlemin ML Yontemi ile Tahmini

Tam veri ve tam olmayan veri i¢in bilinmeyen parametrelerin ML tahminlerinin elde
edilmesinde herhangi bir farklilik yoktur. Her iki veri durumu ig¢in de olabilirlik
fonksiyonunun bilinmeyen parametrelere gore tiirevi alinir elde edilen denklemler sifira
esitlenir. Bu denklemlerin ¢6ziimii sonucunda da parametrelerin ML tahmin edicileri
bulunur. Hartley (1958), Rubin (1976), Dempster vd. (1977), Park (1998) tam olmayan
veri durumu i¢im ML tahmin edicilerini ya da olabilirlik fonksiyonunu incelemislerdir.
Dempster vd. (1977) ¢alismalarinda, EM (Expectation Maximization) algoritmasi olarak
bilinen; bilinmeyen parametrelerin ML tahminlerini iteratif olarak hesaplayan genel bir
iteratif yontem oOnermislerdir. EM algoritmas1 yontemi, yalnizca tam olmayan veri
durumunda kullanilmast o6nerilen bir yontem degildir. Ayni zamanda, ML tahmin
edicilerinin analitik ¢oziimlerinin olmadigi durumlarda bilinmeyen parametrelerin ML

tahminlerinin elde edilmesini kolaylastiran bir yontemdir.

Lineer modellerde normal dagilim varsayimi altinda kayip gézlem ya da bilinmeyen

parametrelerin tahmini konusu Anderson (1957), Press ve Scott (1976), Hsiao (1980),
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Little ve Rubin (1983), Verbeek (1993), Park (1998) gibi birgok arastirmaci tarafindan

ele alinmistir.

Bu béliimde, igerisinde kayip gozleminde oldugu veri setinin olabilirlik fonksiyonu
yazilarak elde edilen olabilirlik fonksiyonunun kayip goézlem ve kayip gozlemin
bulundugu deneme ortalamasi parametresine gore tiirevi alinmistir. Kayip gozleme
iliskin tiirev denkleminden kayip gézlemin tahmini i¢in bir denklem olusturulmustur.

Bu denklem yardimai ile kayip gézlem tahmin edilmistir (Park 1998, Lee vd. 2013).

Buna gore, k—inc1 denemedeki I-inci gozlem kayip olsun ve m ile gosterilsin. Hata

terimleri normal dagildiginda ve g =pu+7; olmak lizere m’nin ML tahmin edicisi

asagidaki gibi bulunur.

Modelin olabilirlik fonksiyonu,

(ykj — )2

> (o) i o]

it
2 eXp{_M}
e g
:(\/Zl?J P ZZ( i) exp _ZH:M

i=1 j=1 j=1 20
i=k J#1

-exp{——(mz_;:k )2}

dir. Burada, a deneme sayisini, n her bir denemedeki gézlem sayisini ve N=an toplam

gozlem sayisini gostermektedir. Olabilirlik fonksiyonunun dogal logaritmasi alindiginda

In—olabilirlik fonksiyonu

N 1 & 1
InL= > 2 (y., ,U.) o ZZ(ykj_ﬂk)z_ZT._z(m_ﬂk)z

i=1 j=1 j=1
i#k 1=l
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olarak elde edilir. ML tahmin edicileri, InL’nin ilgilenilen parametrelere gére maksimum

yapilmast sonucunda bulunur. Bu durumda InL’nin gz, (kayip gozlemin bulundugu k—

inct deneme ortalamasi) ve m’ye gore kismi tiirev denklemleri sirasiyla

olnL 1 1

o =?Z(ykj_:uk)+?(m_luk)zo (2.22)
BF

olnL 1

biciminde elde edilir. (2.22)’deki kismi tiirev denklemi esitlik (2.23) gbz Oniine alinarak

yeniden diizenlenmesi ile,

olnL 1
=— —u)=0 2.24
o o ;(ykj /Uk) ( )
=
seklinde elde edilir. Boylelikle, denklem (2.22)’de yer alan bilinmeyen m ifadesi yok

edilir. (2.24) denkleminin ¢oziimiinden, £, ‘nin ML tahmin edicisi

olarak elde edilir. Denklem (2.23)’den

M=, (2.25)

esitligi saglanir. Bu durumda, m’nin ML tahmin edicisi

o _ Y
M = 2.26
1 (2.26)

olarak elde edilir.

Burada, ML tahmin edicileri ile ilgili baz1 teoremler verilmistir
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Teorem 2.1. X, X,,...,X, olasilik yogunluk fonksiyonu (oyf) ya da olasilik

n

fonksiyonu (of) f(X|t9) olan bir dagilimdan rasgele bir 6érneklem ve bu 6rneklemin

olabilirlik fonksiyonu

L(0|x):1i[ f(x]0)

olsun. (&) nin yansiz bir tahmin edicisi T(X) ve T(X)’in varyans: 1/m(6) olsun.

Diizgiinliik kosullarinin saglanmasi durumunda T (X ) ’In minimum varyans sinirina
(Minimum Variance Bound—MVB) sahip etkin tahmin edici olabilmesi i¢in gerek ve

yeter kosul, In L(<9| x) fonksiyonunun € ’ya gore tiirev denkleminin

oinL

nE=m(6)(T(X)-(9))

olarak yazilabilmesidir (Kendall ve Stuart 1967).

Teorem 2.2. u, parametresinin ML tahmin edicisi z, = yk-l varyanst ¢°/(n—1) olan
n_

MVB tahmin edicisidir.

Ispat 2.2. Esitlik (2.24)’den InL fonksiyonunun g, parametresine gore kismi tiirevi

ainL_ (n-

2 (:[‘k _:Uk)

Ol o

olarak yazilabildiginden £, tahmin edicisi, g, parametresi ig¢in yansiz ve varyansi

o?/(n-1) olan MVB tahmin edicisidir.
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Sonug 2.1. m’nin ML tahmin edicisi m= 4, ve g, MVB tahmin edicisi oldugundan,

Ve

m’nin ML tahmin edicisi = , varyanst o~ /(n-1) olan MVB tahmin edicisidir.

Sonu¢ 2.2. ;i tahmin edicisinin asimptotik dagilimi AN (,uk,az/(n—l)) “dir. Bu

\/ﬂ(ﬁk _:Uk)

durumda ‘nin asimptotik dagilimi standart normal dagilim olur.

ML Tahmin Edicilerinin Ozellikleri:

(i) Belirli diizgiinliik kosullari altinda; ML tahmin edicisi vardir ve tektir, asimptotik
olarak yansiz ve tutarhidirlar.
(if) Asimptotik olarak; normal dagilima sahiptirler, yani 6rneklem hacmi arttikca
tahmin edicinin dagilimi yaklasik normal dagilim olur.
(iii) ML tahmin edicileri asimptotik olarak etkindirler, baska bir ifade ile varyanslar

Cramer —Rao alt sinirina esittir.

Ayrmtili bilgi Casella ve Berger (2002), Bain ve Engelhardt (1992), Hogg vd. (2005)’e
bakilabilir.
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3. BiR;YONLfJ ANOVA MODELINDE NORMALLIK VARSAYIMININ
SAGLANMAMASI DURUMUNDA KAYIP GOZLEM TAHMINIi

Istatistiksel yontemler her alanda verileri analiz etmek igin kullamlmaktadir. Ancak
istatistiksel yontemlerin yanlis kullanimi olduk¢a yaygindir. Yanlhs kullanimlarin en
onemli nedeni uygulayicilarin bu yontemlerin bazi varsayimlar altinda elde edildiginin

farkinda olmayisidir.

Ancak uygulamada normallik varsayimi ¢ogu zaman saglanamayabilir. Burada, en
onemli nokta, normallik varsayimi saglanmadiginda bu durumun hipotez testi ve tahmin
slireci tizerine olan etkisidir (Tiku ve Akkaya 2004). Bircok istatistiksel test 6rnegin t, z
ve F testleri normallik varsayrmi altinda elde edilmistir. Ornegin LS tahmin edicisi
modelden sapmalardan etkilenmekte ve beklenilen sonucu vermemektedir. Bu durumda
modelden sapmalardan etkilenmeyen dayanikli tahmin ediciler tercih edilmelidir.
Dayanikli tahmin edici, varsayilan model altinda tam etkin ya da yaklasik olarak tam
etkin, varsayilan modelin makul alternatifleri altinda da yiiksek etkinlige sahip tahmin
edicidir. Tam etkin tahmin edici ise, yansiz ve varyansi Cramer—Rao alt siniria esit
olan tahmin edicidir. Uygulamada normal olmayan dagilimlara ¢ok sik rastlanmaktadir.
Pearson (1931), Geary (1947), Box (1953), Elveback vd. (1970) bu ¢alismalardan

bazilaridir.

Gayen (1950), David (1951), Srivastava (1959), Donaldson (1968), Tiku (1964a, 1964b,
1971), Spjetvoll ve Aastveit (1980), Tiku vd. (1986) varyans analizi modellerinde

normal olmama durumunu incelemislerdir. Bu ¢alismalar disinda:

Senoglu ve Tiku (2001) calismasinda, bir-yonliic ANOVA ve etkilesimin oldugu iki-

yonli ANOVA modellerinde hata terimlerinin weibull dagilimina ve genellestirilmis
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lojistik dagilimina sahip oldugu varsayimi altinda model parametreleri i¢in tahmin

ediciler ve bu tahmin edicilere dayanan test istatistikleri gelistirmistir.

Senoglu (2002) c¢alismasinda, bir yonli ANOVA modelinde hata terimlerinin 6zdes
olmayan genellestirilmis lojistik dagilim varsayimi altinda lineer bagintilar igin test

istatistikleri gelistirmistir.

Tiku ve Akkaya (2004) calismalarinda, regresyon modeli, zaman serisi modeli ve
varyans analizi modelinde, hata terimlerinin dagiliminin normal olmadigi durum igin
bilinmeyen parametreler ya da model parametreleri i¢in tahmin ediciler ve bu tahmin
edicilere dayanan test istatistikleri vermislerdir. Ayrica, bu tahmin edicilerin

dayanikliliklarini incelemislerdir.

Tiku ve Senoglu (2009) ¢alismalarinda, dengeli tam olmayan blok tasarimlarinda hata
terimlerinin LTS dagilimmna ve genellestirilmis lojistik dagilimma sahip oldugu
varsayimi altinda model parametrelerinin MML tahmin edicilerini elde etmisledir.
Deneme etkileri arasindaki dogrusal karsilastirmalar i¢in test istatistikleri

gelistirmislerdir.

Bu boliimde, tam veri seti kayip gozlem igerdiginde ve normal dagilima sahip olmadigi
varsayimlari altinda kayip gézlemin tahmin edilmesi problemi ele alinmistir. Bagka bir

ifade ile, (1.1) modelindeki hata terimlerinin LTS dagilimina sahip oldugu ve y; gozlem

degerlerinden birinin kayip oldugu varsayimlari altinda, kayip goézlemin ML tahmin
edicisi elde edilmistir. Tam veri olabilirlik fonksiyonun kayip gézlem ve bilinmeyen
parametrelere gore olusturulan tiirev denklemlerinde dogrusal olmayan ifadelerin
bulunmasi nedeni ile kayip gézlemin ve bilinmeyen parametrelerin tahmin edicilerinin
analitik ¢dziimleri yoktur. Ifade edilen durumda kullanilan EM algoritmas1 ydntemi ile
kayip gozlemin ML tahmin denklemlerinin elde edilisi anlatilmistir. Ayrica, ML
denklemlerinin analitik ¢oziimlerinin olmadigi durumlarda kullanilmasi &nerilen,
asimptotik olarak ML tahmin edicilerine esit olan kayip goézlemin MML tahmin

edicisinin elde edilisi ayrintili olarak anlatilmistir.
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3.1 LTS Dagilim

Bir X rasgele degiskeninin 0yf,

2

1 X

- 11 [1+q 2
B[t .1 o)
oa (2 P 2j

f(x)

j| , —00< X <00 (3.1)

biciminde ise X’in dagilimina LTS dagilimi denir. Burada, p sekil parametresi p > 2

icin q=2p-3 olup o ise dlgek parametresidir. E(X)=0, Var(X)=oc® ve

3(p-3/2
B, :((p—S//Z)) (basiklik katsayisi)’dir. Sekil parametresi p’nin farkli degerleri i¢in
p_
basiklik degerleri

p |25 35 45 5 10

Bl o 9 45 42 34 3

seklindedir. Bu cizelgeden de goriindiigii gibi basiklik degerleri her zaman tigten

biiyiiktiir. Bunun anlami, LTS dagiliminin normal dagilima gore daha kalin kuyruklu

olmasidir. T =,Jv/q X seklinde X rasgele degiskenin bir fonksiyonu olarak yazilan
o

rasgele degiskenin dagilimi, serbestlik derecesi v=2p—1 olan Student-t’dir. Ayrica,
LTS dagilimi p —> oo iken ise normal dagilima doniisiir. Bu dagilim o6zellikle aykiri

deger iceren verilerin modellenmesinde kullanilir (Tiku vd. 1986, Tiku ve Akkaya
2004).

Dagilimin seklinin daha iyi anlasilabilmesi i¢in, 6l¢cek parametresinin 1 oldugu ve sekil
parametresinin farkli degerleri icin LTS dagilmmin oyf grafikleri sekil 2.1°de

verilmistir.
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0.5

L
LTS(0,1,p=3)
N LTS(,1,p=5) ||
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0.35~ !
0.3 A
0.25 !
0.2~ 4
0.15~ !
0.1~ !
0.05~ 4
0 e
-5 4 5

Sekil 2.1 Sekil parametresinin farkli degerleri i¢in LTS dagilimi1 grafigi

3.1.1 LTS dagilimm varsayimi altinda EM algoritmasi yontemi ile kayip gozlemin
ML tahmini

Bir-y6nlii ANOVA modelinde, 44 = u+7; olmak iizere y; ’lerin oyf

5P
f(y;)= 1 1+(y"'_”‘) , o< Y, <o (3.2)

O

seklindedir. Burada p sekil parametresinin bilindigi kabul edilmistir. (1.1) modelinin

olabilirlik fonksiyonu ise

-P

¥ )
- l:lﬂ:!a\/aﬂ( p_jl qo’
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bi¢imindedir. (1.1) modelinde, m ile gosterilen k—mnci1 denemedeki |-inci gbézlemin
kayip olmast durumunda bu olabilirlik fonksiyonu

-p -P

ﬁ n 1 +(yij_fui)2 11[ 1 1+<ykj_'uk)2
:j( = G\Eﬁ(;’ p_;j qo j¢| O_\/Fﬂ( ) p_j do

2P
i 1 {1+(m /ék) :l
0'\/6,3(2, p_2] o
N
2P 2P
1 I (ylj lul) L (ykj luk)
= 1 1
oy L | e
G\Eﬂ 2!p 2 i=k J#l

olarak yazilir. Olabilirlik fonksiyonunun dogal logaritmasi alindiginda,

i1 ja o
izk

—pln[1+—(mq_/:") } (3.3)

InL oc _Nlno-_pizn“ln{l"'(yqo_ﬂl) ] pz|n[1+(ykj i‘k) }

j=l

(o3

elde edilir. InL fonksiyonunun g, u,, o ve m’ye gore tiirevleri sirastyla

86InL:§_p %:0 (34)
Hi 0 j- ij M
J11+(yuéll)
qo
(Y =) (M=)
onl_2py_ o 20 o g (3.5)
o, Qo i3 (ykj_luk) qu.,.(m_’uk)
AL+ 2
do do
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(yu “) (Y =)

8InL N 2pZZ ZpZ”: o2

ik qGZ i 14 qaz
(m_ﬂk)z
2p(m-u) o -0 (3.6)
qo o 1+(m—ﬂk)
qo’
(M=)
ohl_20__o __g (3.7)

on  qo 1+(m—ﬂk)2

qo’

olarak elde edilir. (3.7)’deki esitlik, (3.4), (3.5) ve (3.6) denklemlerinde yerine

yazildiginda
(yij _,Ui)
alnL _2p5 6 4 (3.8)
5 :
OL; qo 1:11+(yi,- _éli)
qo
(ykj _;Uk)
olnL _2py P 0 (3.9)
—_— :
Oty Qo' le_'_(ykj _/;lk)
qo
al . \ ) (yu |)2 ) (ykj_luk)2
LN 2095 o2 2y o 3.10
oo o qc%%‘l (y” i)2 q(y}zj:l (ykJ ﬂk)z (3.10)
2 + 2
qo qo

olur. Boylelikle elde edilen yeni (3.8)—(3.10) esitliklerinde bilinmeyen m=y,, gozlemi

yer almaz. Bu tiirev denklemlerinin ¢6ziimii sonucunda ML tahmin edicileri elde edilir.
(3.9)(3.10) esitlikleri ile verilen ML denklemleri dogrusal olmadigindan agik ¢oziimleri
yoktur. Bu nedenle, kayip gozlemin ve parametrelerin ML tahminlerini elde etmek i¢in

Newton—Raphson, IRA, EM algoritmasi gibi iteratif yontemlere ihtiyag duyulur. Bu
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calismada EM algoritmasi diger iteratif yontemlere gore daha avantajli oldugundan
kayip gozlemin ML tahmin edicisini elde etme yontemi olarak EM algoritmasi tercih
edilmistir (McLachlan ve Krishnan 2007). EM algoritmasmin diger yontemlere gore

avantajlarindan bazilar;

e Genel kosullar altinda, EM algoritmasi1 gilivenilir global yakinsama o6zelligine
sahip bir yontemdir. Yani, parametre uzayindan aliman keyfi bir nokta ile
baglayarak, neredeyse her zaman In-olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan
degere yakinsama saglanir.

e Newton-raphson yontemi gibi EM algoritmasi da, olabilirlik fonksiyonunun
birden fazla maksimum noktast oldugunda global maksimum noktasina
yakinsamay1 garanti etmez. Bu durumda elde edilen tahmin degeri baslangi¢
degerine bagli olur. Diger nlimerik yontemlerde oldugu gibi EM algoritmasi
yontemi de bu kosullarda, yerel maksimum ya da global maksimum noktasina

yakinsamay1 garanti etmez.

biciminde siralanabilir (McLachlan ve Krishnan 2007). Eger ilgilenilen dagilim normal
dagilimin 6l¢ek-karmasi (scale mixture) olarak yazilabiliyorsa IRA, EM algoritmasina
denk olur (Arslan vd. 1995). LTS dagilimi1 da normal dagilimin dlgek- karmasi (scale—
mixture) olarak yazilabilir (bkz. Ek 3).

EM algoritmast ile kayp gozlemin tahmini:

Parametrelerin ML tahminlerini elde etmek igin kullanilan olabilirlik denklemleri lineer
olmadiginda bu denklemlerin analitik ¢oziimlerini bulmak miimkiin degildir. EM
algoritmasi, olabilirlik denklemlerinin agik ¢oziimlerinin olmadigi durumlarda ML

tahminlerinin elde edilisini saglayan iteratif bir yontemdir.

EM algoritmas1 adim1 Dempster vd. (1977) makalesinden almistir. Bu makalede EM

algoritmasinin teorik alt yapist ayrintilariyla anlatilmistir. Wu (1983) ¢alismasinda ise,

35



EM algoritmasinin yakinsama o6zelliklerini detayli olarak incelemistir. Daha fazla bilgi
i¢in Little ve Rubin (1987), McLachlan ve Krishnan (2007)’a bakilabilir.

Literatiirde, bilinmeyen parametrelerin ML tahminlerinin elde edilmesinde EM
algoritmasmin kullanildig1 birgok calisma yapilmistir. Ornegin, Liu ve Rubin (1995)
cok degiskenli Student-t dagiliminin parametrelerinin ML tahmin edicilerini EM
algoritmas1 kullanarak, dagilimin serbestlik derecesinin bilindigi ve bilinmedigi,
igerisinde kayip gozlemin oldugu ve olmadigi durumlar i¢in ayr1 ayri incelemislerdir.
Basak vd. (2009), ikinci tip sansiirlii veriye gore li¢ parametreli lognormal dagilimin
parametrelerinin ML tahminlerini EM algoritmasi yontemi ve Newton-Rahpson yontemi
ile elde etmislerdir. Balakrishnan ve Debanjan (2012), soldan budanmis ve sagdan
sanslirlii veri igin Weibull dagiliminin parametrelerini EM algoritmasi yontemi ve
Newton-Rahpson yontemi kullanarak tahmin etmislerdir. Sattayatham ve Talangtam
(2012), sonlu karma Lognormal dagilimmnin bilinmeyen parametrelerinin ML

tahminlerini EM algoritmasi kullanarak elde etmislerdir.

Kayip gbézlemin EM algoritmasi ile ML tahmin edicisinin elde edilmesinde asagidaki

adimlar izlenir:

Daha once ifade edildigi gibi, tam veri vektorii iki kisimdan ya da kayip ve tam
olmayan olarak adlandirilan degisken setlerinden olustugu belirtilmistir. Tam olmayan

veri, tam veri vektoriindeki gozlemlenen verileri ifade etmektedir. Bir-yonli ANOVA
modelinde Y = (Y1, Yios--o Yinie++s Yars Yazs- -+ Yan ) VektOrii tam olmayan (gézlemlenen)

veri vektori gibi diisiiniilebilir. x tam veri vektorii ise

‘= y ' 1Tam olmayan degisken seti
7 u tKayip degisken seti

olarak alinabilir. Burada,
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U=(Uy,Uppyeeey Uy Uy, U U,,)

a2’ "1 Fan

kayip degiskenler olarak tanimlanir ve bu degiskenler bilindik anlamda hi¢bir zaman

gozlemlenemez. X tam veri vektoriiniin oyf ya da y ve u rasgele vektorlerinin ortak
oyf,

F(yyouy) = (yii ‘Uu) f(uy) (3.11)

seklinde yazilabilir (Lange vd. 1989, Liu ve Rubin 1995, Peel ve McLachlan 2000,
McLachlan ve Krishnan 2007). Burada,

ylu~N (:ui’qaz/uij)

olup, y|u’nun oyf
2
1 (yij _;Ui)
fly |u. |=——eo-mx —_—— 3.12
(yu ‘u“) 27(qo”®) Ju, N a0 u, 12
ve
U~z
olup, u’nun marjinal oyf
f(u) 1 exp{—%uij} (3.13)

r (Vj 2V/2 ]
2

bigimindedir (bkz. Ek 4). 8 =( ,ui,a) bilinmeyen parametre vektorii olmak iizere bir-

yonliit ANOVA modeli i¢in L, (@) tam veri olabilirlik fonksiyonu
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2
HH;exp{_l(yn :ﬂi) 1 ui(jv—Z)/z exp{—%uij}

i=1 j=1 27r(q0'2 )/uIJ 2 qo /uij r(vj ov/2
2
a o 1 1(yy—a) |t 1 1
_ - e _ =\l i i(_v—z)/ze {__ i}
E[l;l[ ¢2ﬂ(q02 )/Uij Xp{ 2 qGZ/uij } i=1 j=1 r(;jzv/z uj Xp 2 uJ

(3.14)

olarak yazilabilir. (3.14)’iin ii¢lincii satirindaki birinci ¢arpim Ly‘u ile ikinci ¢arpim ise

L, ile gdsterilmek istendiginde, L, (8)

u 2 C

L(6)=L,(0)L, (3.15)

bi¢iminde yazilabilir. Bir-yonlii ANOVA modelinde, k—inc1 denemedeki l-inci gézlemin

kayip olmasi durumunda L () ve L, esitlikleri

1 1 (yij —H )2
= XY\
i=l j=1 27z(qo'2)/uij 2 qo /uij

)| { <>}

2 o’ u,

2
. n 1 _l(ykj_lui)
11:! 27z(q0'2)/ukj exp{ 2 qo-z/ukj }

. 1 exp{—l(m_“i)z}
\/27r<q02)/uk, 2 qo-z/ukl

ve

38



seklinde yazilir. Esitlik (3.15)’deki olabilirlik fonksiyonunun dogal logaritmasi alinarak

InL (6)=InL,,(8)+InL, (3.16)

elde edilir. Burada, In Ly‘u (0) ve InL, ifadeleri sirasiyla

InLyu(0)=—(a_21)n| [Ui' J 2q102 gguu(yu 'u')z s 2 )I [quok;J

i=k

1 & 2 1 2 1
_—gzukj(ykj_ﬂk) _Eln{qa j_wukl(m_ﬂk)z (3.17)

2090 =1 Uy

J#
ve

14 v

InLu:—N( (—] IogZ]—— ZZu,ﬁZukﬁukI
2 2 i=1 j=1
izk J==|
( j ZZInu +Z|nukj+|nuk| (3.18)

i = j¢|

dir.

Bir-yonliic ANOVA modelinde hata terimlerinin LTS dagilimi varsaymm altinda, kayip

gbdzlemin ML tahmini i¢in EM algoritmasinin E ve M adimlari sirast ile su sekildedir:
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E adimi:

EM algoritmasinin E (Expectation) adimu, y’ler biliniyorken (3.16) ile verilen In L, (0)

fonksiyonun kosullu beklenen degerinden olusur. g, x4 Ve o parametrelerine

baslangi¢ degerleri verilerek t—inci (t=1,2,3,...,) adimda bu kosullu beklenen deger

(6

07 =Eps (L (0))

formiiliinden hesaplanir. (3.16)—(3.18) esitlikleri yardimi ile bu kosullu beklenen deger

(6

9<t—1))= m((lnL (6)‘y) (InLu ‘y))
|

(lnL () y)+E s (INL,(8) )

e e bl B o P

ik
(nzl)l [qlzJ o };}E o (U g ) (g =24
(mr( j —IOQZJ—EEJZ;E oo (v )+ %Ew(“w‘yw)}
s

+%E0M(ukl|m) [ j[ZZE(“(Inu“‘yU) an:Eg(u)(lnukj‘ykj)
=

=1 j=1
-2
+[V . J E .y (Inu, [m)

izk J#

olarak elde edilir. Burada ayn1 zamanda m=y,, ’dir.
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M adimu:

EM algoritmasinin M adimi olarak adlandirilan en biiyiikleme (Maximization) adimu,

algoritmanin E adim1 sonunda elde edilen @(e‘e(t_l)) fonksiyonunun , ., o* ve

m’ye gore kismi tiirevlerinden olusur. Buradan @(H‘H(H)) fonksiyonunun ., x,, o’

ve m’ye gore kismi tiirev denklemleri sirasiyla

n

acp(a\eﬁ‘l))

Ot

E oo (U] )M =0 (3.19)

o= o

1
q

aop(e\g(t—l)):_zE o kJ‘ykj)(yk, #)
O

a:uk QG J¢|1
+——E ., (u |m)M:O (3.20)
2qo_2 ﬂ(‘*l) kI 0_2 '
o (o)) (vy-44)
o0 :_anz 2q0? Z:,Z;Ey( V)= e

i=k

2
13 Yij =

j=l

2
1 m-—
+ 200" Eﬂy—n (ukl |m)% =0 (3.21)
oo(6le ) .
% =g Brn (a m) — o (3.22)

olarak elde edilir. EM algoritmasinin M adimi sonucunda elde edilen (3.22) denklemi

sifira esit oldugundan bu denklemde yer alan ifadelerden ya E (uk, |m) =0 ya da
(m — U, ) =0’dwr. u, |m nin  dagilima, Gama(a, ﬂ) (>0, p>0) oldugundan

E (uy|m) =0 dir (bkz. Ek 5). Bu nedenle
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(m—1)=0

(3.23)

olur. Bu sonug (3.20) ve (3.21) denklemlerinde yerine yazilip elde edilen denklemlerin

¢oziimlenmesi ile algoritmanin t-inci (t=1,2,3,...,) iterasyonu sonunda g, w, ve o

parametrelerinin ML tahminleri sirasiyla

n

el

A - (i=k,i=12...,a)

(t) _ j=l
/’lk - n
e
j=l

a n

i=1 j=1

2.2, E (u” ‘y” )( Vi~ 4 - )2 " ,Zn;‘ Eu&‘ﬂ) (ukj ‘ij )(ij — )2

O_(t) _ |k j;l
N
n
2 oo ([ ) v
m® = jzln
j#l

olarak bulunur.

Yan Diizeltmesi: Yan diizeltmesi yapildiginda ¢ tahmini

i1 ]
t) i=k j=l

Za: Zn: Eui("” (uii ‘yii )( Yi — 'ui(H) )2 + an: E},&H) (ukj ‘ykj )( Y — MEH) )2
i

oV =
N-a-1

olur.
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(3.24)—(3.27) esitlikleri ile verilen tahmin denklemlerinin hesaplanmasi igin

EM(H) (uij‘yij) ve Eﬂy_l) (ukj‘ykj) kosullu beklenen degerlerinin bilinmesi gerekir.

uj ‘yij ~Gama(a, ) Ve uy ‘ykj ~Gama(a,, f3,) oldugu bilinmektedir. Burada,

2 2

v+1 v+1 1 (yij_/ui) 1 (ij_ﬂk)
=—, a,=—, f=—|1+—F>+—| Ve B, =—|1+—7F>—

“ 2 % 2 A 2 qo’ % 2 qo’

dir. Boylece, E (uij ‘yij ) ve E (ukj ‘ Yy )kosullu beklenen degerleri sirasiyla

e o (sl =l = (fl. ')
(o)
ve
1
E e (u]vy )= l)_1+(y:+/‘k ))2
q(o"?)

seklinde elde edilir (bkz. Ek 5). Buradan EM algoritmasimmin t-inci (t=12,3,...,)

iterasyonu sonunda s, 4, ve o parametrelerinin ML tahmin denklemleri sirasiyla

Y = T ZW“ 2y, (3.28)
4! (t ) Z Wi Yy (3.29)
j¢|
2 n 2
Zl“]z_l“w(t—l) (y” It -1) ) +J_Z_1:ng_l) (ykJ ﬂk ))
o0 [ - (3.30)

biciminde olur. (3.28)—(3.30) esitliklerinde yer alan ifadeler
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n ~ n ~ - o o
ol =S o = S i = T T

Y v+l , ol = v+l ve v=(2p-1)
kJ 1+ (ykj - :Ulgtl)z)z | 1+ (yij N 'ui(tl)z)z
q (G(t—l) ) q ( ot )

seklindedir. Esitlik (3.23) yardimi ile kayip gozlemin ML tahmin denklemi

1 &
mt =—= > wi Py, (3.31)
@ i

j=l

olur. Algoritmanin t-inci (t=1,2,3,...,) iterasyonunda E ve M adimlar1 sonuncunda

elde edilen m® degeri &£ >0 olmak tizere

m(t) _ m(t— )

>&

kosulu saglandig: siirece E ve M adimlar1 doniistimlii olarak devam ettirilir. Aksi halde

en son hesaplanan m® degeri m (kayip gozlem)’nin ML tahmini olarak alinir.

Bu sonuclara gore g ve g ’'nmin dolayisiyla m’nin ML tahmini agirlikli ortalama,
o 'nin ML tahmini ise agirlikli standart sapmadir. Bilinmeyen parametrelerin ve kayip
gozlemin ML tahminleri, ayn1 zamanda p=—Inf(x) olan Huberin M tahminidir

(Huber 1964, Maronna vd 2006). Bu tahmin denklemlerinde yer alan agirlik
fonksiyonlart yardimi ile veri setinde bulunan sapan gozlemlerin etkisi azaltilir ve ML

tahminleri konuma gore dayanikli tahminlerdir.

Bu tez ¢alismasinda Oncelikli ama¢ kayip gozlemi tahmin etmektir. Parametre

tahminleri ikinci derecede 6nemlidir. Bu nedenle EM algoritmasinin anlatildigi bolim
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disinda parametre tahmini konusuna deginilmemistir. EM algoritmasmin anlatildig:
kisimda, parametrelerin tahminlerinin yapilmasinin temel nedeni, kayip gézlemin ML

tahmininde yer alan agirlik fonksiyonunun igerisinde parametrelerin bulunmasidir.

Bu boliimde, k—1nc1 denemedeki kayip gozlemin yerine atanacak yeni degeri belirlemek
amaci ile elde edilen tahmin denklemi i¢in yapilan islemler, birden fazla kayip gézleme

gore de benzer olarak yapilabilir.

3.1.2 LTS dagilimm varsayimi altinda kayip géozlemin MML yontemi ile tahmini

Bolim 3.1.1°de ML denklemleri dogrusal olmadigindan iteratif yontemler kullanilarak
ilgili parametrelerin ML tahminleri elde edilmistir. Bu boliimde ise, asimptotik olarak
ML tahmin edicilerine esit, kiiciik orneklemlerde ise yaklasik olarak esit olan MML

tahmin edicileri elde edilmistir.

Esitlik (1.1)’de verilen bir-yonli ANOVA modelinde, hata terimlerinin LTS dagilimi

olmas1 durumunda (3.3)’deki InL olabilirlik fonksiyonunun logaritmasinin m ve g, ’ya

gore elde edilen kismi tiirev denklemleri (3.5), (3.7) ve (3.9) esitliklerinde verilmistir.
(3.9) denklemi

- 7.
ij =(ykj—'uk) ve g(zkj):$
o 1.,
{1+ —Z, }
q
olacak sekilde diizenlendiginde,
olnL  2p <
__ng(ij)ZO (332)

Oty _QO' j=1

J#l
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olarak yazilir. Denklem (3.32)’deki g(-) fonksiyonu dogrusal olmadigindan bu

denklemin agik ¢6ziimii yoktur. Dogrusal olmayan denklemlerin ¢6zlimii ancak iteratif
yontemlerle yapilabilir. Iteratif yontemlerle yapilan ¢dziimlerde de birden fazla koke
yakinsama, yanlis koke yakinsama veya hi¢ koke yakinsamama gibi problemler sz
konusu olabilir (Barnett 1966, Lee vd. 1980, Puthenpura ve Sinha 1986, Vaughan
1992a, Tiku vd. 2000, Islam ve Tiku 2004).

Tiku (1967) ile Tiku ve Suresh (1992) tarafindan bu tiir denklem sistemlerinin
¢Ozlimiinde iteratif olmayan sira istatistiklerine dayanan bir yontem gelistirilmistir. Bu
yontemle olusturulan dogrusal fonksiyonlar yardimiyla, ilgilenilen parametre
tahminlerinin analitik ¢dziimleri miimkiin olmaktadir. Elde edilen tahmin ediciler ise,

MML tahmin edicileri olarak adlandirilmaktadir.

MML yonteminde, aykirt degerlerin etkisi agirliklar yardimi ile kontrol edilir. Simetrik
dagilimlar icin agirliklar semsiye siralamasia sahiptir. Yani, gozlemlere once artan
sonra azalan sirada agirliklar verilerek kuyruklarda yer alan aykiri degerlerin etkisi
azaltilmis olur. Pozitif c¢arpik dagilimlarda ise agirliklar yar1 semsiye siralamasina
sahiptir. Yani, kuyrugun oldugu taraftaki gozlemlerden baglayarak artan sekilde
agirliklar verilir. Bu nedenle, agirlik fonksiyonlarinin ifade edilen 6zelligi geregi MML
tahmin edicileri aykirt degerlerden etkilenmedigi i¢in dayaniklilik 6zelligine sahiptirler.
(Tiku vd. 1986, Tiku ve Akkaya 2004, Kasap 2011).

Kaywp Gozlemin MML Tahmini

(3.32)’deki denklem sira istatistikleri Y, ) < Y, <+ < Y,y Cinsinden,

Yiy) — H
7, :w,(p&l, 1<j<n)
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olarak yazilabilir. Ciinkii toplama islemi verilerin siralanmasindan etkilenmez. Bir

baska deyisle Zykj =Zyk( ) ’dir. Bu durumda, standartlagtirilmis sira istatistikleri

bakimindan g() fonksiyonu

k(i)

g(zk(n):—1 (j=l, 1<j<n)
{1+z(1)}

seklinde yazilabilir. k-inc1 deneme j—inci standartlastirilmis sira istatistigi z,;, yardimi

ile g () fonksiyonuna gore (3.32)’deki denklem asagidaki gibi yeniden yazilabilir.

olnL 2p
o’ qazl:( 5)=0 (3.33)

J¢|

Burada, k-inc1 deneme j—inci standartlagtirilmig sira istatistigi z,;, ‘nin beklenen degeri

(E(zk(j))=tj) olmak tlzere

(e rwen I LS

)

esitligi ile yaklasik olarak bulunabilir. Belirtilmelidir ki, F(tj) Ll olarak
n+

hesaplanmasi gerekirken, k—inc1 deneme | —inci gézlemin kayip olmasi nedeni ile F (t j)
b
(n-1)+1

gozlem sayist n’e ve sekil parametresi p’nin aldii degere gore degismektedir.

degeri olarak hesaplanmustir. t; (j #l, 1< j<n) degerleri, denemelerdeki

Burada, F() fonksiyonu LTS dagilimmin dagilim fonksiyonu olup analitik olarak

bilinmemektedir. t; (j=1, 1< j<n) degerlerini Tiku ve Kumra (1981) p=2(0.5)10
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ve Nn<20 i¢in, Vaughan (1992b) p=1.5 ve n<20 igin hesaplayip tablolalar halinde
vermislerdir (Tiku ve Akkaya 2004).

g (Zk( j)) fonksiyonunun, E(Zk( ) ) =t; etrafinda birinci dereceden Taylor agilimi

9(2)=9(t)+(z) ‘ti){ag(zkm)} (il 1=j=n)

Z:tj
olarak yazilir. Gerekli islemlerden sonra g(z) fonksiyonu
g(zk(J))EaJ + %) (3.34)

seklinde yazilarak lineer hale getirilir. Bu esitlikte kullanilan ifadeler

L G L e UL

= > [ =———=, (j=l, 1<j<n (3.35)
1+ Vo)t ] 1+ (Vo) ] (=1, 1=isn)

bi¢imindedir. LTS simetrik bir dagilim oldugundan t; =-t ;. ’dir. Bu nedenle

n—j+1
Ya;=0ve g=4_., (i#l, 1<j<n) olur. p (p<3)’nin kiigik

j=1
J#l

O =0 i

ve n’in bilyik deerleri i¢in S, katsayilarinin bazilari negatif degerler alabilir. Bu
durumda o 'nin tahmini negatif olur. Bundan dolay1, Tiku vd. (2000) B, <0 oldugunda

(3.35)’deki katsayilar yerine

. £ . . :
a—&ve ! =, J=1,1<j<n

' [+ g [+ (WK)E]

katsayilarinin kullanilmasini 6nermislerdir.

48



(3.33)’deki denklemde g(-) fonksiyonu yerine (3.34)’deki yaklasik ifadesi yazildiginda

6|n|_;8|nl_ :Qz(aj_'_ﬂjzk(j)):o (336)
Oty O, Qo3

j=l

denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiinden g, parametresinin MML tahmin

edicisi
I = [,

olarak bulunur. (3.7) ile verilen denklemden
m= 44

esitligi yazilabilir. Bu durumda m’nin MML tahmin edicisi

19
m=—2. ¥y (3:37)
j=1

IEd

olur. Burada,

a):zn:ﬂj

J=l
dir. Hata terimlerinin LTS dagilimi1 varsayimi altinda bir kayip gézlemin tahmini igin

yapilan bu cikarsamalar birden fazla kayip gozlemin tahmini iginde benzer sekilde

yapilabilir.
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Burada, MML tahmin edicileri ile ilgili baz1 teoremler verilmistir.

Teorem 3.1. V p=>2 i¢in m’nin MML tahmin edicisi asimptotik olarak ML tahmin

edicisine esittir. Bagka bir ifade ile

olnL olnL

om om

o1
lim=

n—o n

=0 (3.38)

dir.

Ispat 3.1. Teoremin ispati, Hoeffding'in (1953) beklenen degerin bir toplamn limiti
olarak bulunabilecegini gosterdigi teorem yardimi ile yapilmaktadir. Bu teorem asagida

verilmistir.

Teorem 3.2. z,,,Z,,,...,Z,, Konum parametresi u Ol¢ek parametresi o ile dagilim

n

fonksiyonu F(z) olan dagilimdan bagimsiz rasgele degiskenler olmak {izere
Zay a1 Ly SITA istatistikleri i¢in E(zk(j)):tj, (j;tl,j=1,2,...,n) olsun.

Burada,
I |Z|dF (z) < oo

olarak kabul edildiginden t, (j#1,j=12,...,n) degerleri sonlu olur. Bu durumda reel

degerli siirekli g(z) fonksiyonu igin, h(z) konveks bir fonksiyon olmak iizere

l9(z)[=h(2)

ve
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kosullar1 saglansin. Buradan

im® gt )= ] a(2KF (2)=E(a(2) 3.39

dir. Teorem 3.1°in ispati, esitlik (3.39) yardimi ile (3.35)’de verilen «a; ve p;

degerlerinin (3.38) esitliginde yerlerine yazilmasi ile gosterilebilir (Tiku 1970,
Bhattacharyya 1985, Vaughan ve Tiku 2000).

Teorem 3.3. g tahmin edicisi g, parametresinin yansiz ve varyanst o’/M olan

asimptotik MVB tahmin edicisidir.

Ispat 3.3. (3.36) esitligi ile verilen MML denklemi,

aInLNGInL*_Zpa)(H_ )
O Om o’ He ™ A

olarak yazilabilir. 6InL"/dy, denklemi asimptotik olarak olnL/dy, denklemine esit
oldugundan 4, , g, parametresi i¢in yansiz ve varyansi o?/M (M =2pw/q) olan

asimptotik MVB tahmin edicisidir.
Sonug 3.1. Esitlik (3.37)’den m’nin MML tahmin edicisi m =z, olarak yazildigindan

ve x, ’da asimptotik MVB tahmin edicisi oldugundan, m ’da m’nin yansiz ve varyansi

o’/M (M =2pw/q) olan asimptotik MVB tahmin edicisi olur.
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Sonug 3.2. 4, tahmin edicisinin asimptotik dagilmi AN (4, o°/M ) dir. Bu durumda

/M 7 —
—(’uk 'uk) 'nin  asimptotik  dagilimi  standart normal  dagilim  olup;
o

o’ 1
M T (-E(&*InL /o))

1

*dir.

MML tahmin edicileri bazi diizgiinliik kosullar1 altinda asagidaki 6zelliklere sahiptirler:

Rt

) Asimptotik olarak, tam etkin tahmin edicilerdir baska bir ifade ile yansizdirlar ve
varyanslart MVB’ ye esittir.
(i)  Kigiik 6rneklemlerde bile hemen hemen tam etkindirler.
(i) MML tahmin edicileri orneklemin agik bir fonksiyonudur, kolay bir sekilde
hesaplanabilirler ve 6zellikleri basit bir sekilde belirlenebilir.
(iv) MML tahmin edicileri asimptotik olarak ML tahmin edicilerine denktirler.
(v) Asimptotik olarak normal dagilirlar.

(vi) MML tahmin edicileri dayaniklilik 6zelligine sahiptirler.

Ayrintili bilgi i¢in Tiku vd. (1986), Vaughan ve Tiku (2000), Tiku ve Akkaya (2004)’e
bakilabilir.

3.2 Simiilasyon Sonuclari

Bu boliimde, (1.1) ile verilen bir-yonlii ANOVA modelinde hata terimlerinin LTS
dagilimi varsaymmi altinda kayip gozlemin LS, ML ve MML tahmin edicileri
karsilagtiritlmistir. Tahmin ediciler karsilastirilirken hangi tahmin edicinin daha etkin
oldugu belirlenmeye ¢alisilmistir. Bu amag i¢in hata kareler ortalamalar1 (Mean Square

Error-MSE) kriteri kullanilmistir. Kayip gzlemin ML tahmin edicisi i¢in MSE degeri,

MSE (6) = (9— E (é))2 +Var(0)
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formiilii ile hesaplanabilir. Burada, 8 bilinmeyen parametre ve 6 da 0 parametresinin
herhangi bir tahmin edicisidir. MSE, tahmin edicinin hem yan miktarint hem de
varyansini birlikte ele aldigindan bu degerin kiigiik olmasi tahmin edicinin etkinligi
bakimindan istenen sonugtur. Tahmin edicilerin her birinin ortalamalari, varyanslari,
MSE ve goreli etkinlikleri (Relative Efficiency- RE) hesaplanmistir. RE, bir tahmin
edicinin diger bir tahmin ediciye gore etkinliginin bir Olclisii olarak ifade edillir.

Simiilasyon sonuglarini kolay yorumlamak i¢in

MSE (m)

MSE (1h)
MSE ()

RE(m)= MSE ()

X100 ve RE (rh)= X100

degerleri goz Oniine alinmistir. Burada, MSE (m), MSE (m) ve MSE (rﬁ) degerleri

strastyla kayip gozlemin LS, ML ve MML tahmin edicilerinin hata kareler ortalamasini

gosterir. MSE formiiliinde yer alan Var(rﬁ) degerini kesin olarak belirlemek miimkiin

degildir. Bu deger standartlagtirilmig gozlemlere ait sira istatistikleri yardimiyla
hesaplanmaktadir ve hesaplanmasi olduk¢a zordur. Bu nedenle Monte—Carlo

simiilasyon teknigi yardimiyla bu degerler yaklasik olarak belirlenmistir.

Bu simiilasyon caligmas1 LTS dagiliminin sekil parametresi p’nin 2, 2.5, 3, 3.5, 5 ve 10
degerleri i¢in yapilmis olup Orneklem hacmi olarak n’in 10, 15 ve 20 degerleri

alinmistir.

Ayrica simiilasyon calismasinda LS, ML ve MML tahmin edicileri karsilastirilirken

w1 =0 (i=1234) ve o=1 olarak alinmistir. Kayip gozlemin ML tahmin edicisi

iteratif olarak hesaplandigindan baglangi¢ deger olarak LS tahmin edicileri
kullanilmigtir. Bolim 2’de kayip gozlemin LS tahmin edicisi (2.1) denklemi ile
verilmistir. ML tahmin edicisi Bolim 3’de (3.31) denklemi, MML tahmin edicisi ise
(3.37) denklemi ile verilmistir. Bolim 2’de birden fazla kayip gézlem igin LS tahmin
edicileri teorik olarak incelenmesine ragmen sadece bir kayip gozlem igin simiilasyon

sonuglar1 elde edilmistir.
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Bir-yonli ANOVA modelinde, 2—inci denemedeki 2—inci gozlem cikarilarak, kayip

gozlem olusturulmustur Monte-Carlo simiilasyon c¢alismast icin MATLAB
programlama dili kullanilmigtir. Her bir islem 100.000/n kez tekrarlanmigtir. Bu
simiilasyon ¢alismas1 yapilirken asagidaki islemler takip edilmistir:

() LTS dagilimma sahip hata terimlerini iretirken & =27 doniistimi

JV/d
kullanilmigtir. Burada, q=2p—-3 ve T, v=2p-1 (p LTS dagiliminin sekil

parametresi) serbestlik dereceli student-t dagilimina sahip rasgele degiskendir.

N

sabiti ile garpilarak LTS dagilimindan gelen hata terimleri elde edilmistir. Daha

Ik olarak v serbestlik dereceli student-t dagilimindan sayi iiretilmis ve

sonra elde edilen sayilar Yy; =y +¢; denkleminde yerine yazilarak vy;

simiilasyon degerlerine ulagilmistir.
(i) Kayip gozlemin LS, ML ve MML tahminleri ve bu tahmin degerlerine iliskin
MSE ve RE degerleri hesaplanmistir.

Simiilasyon sonuglari ¢izelge 3.1°de verilmistir.

54



Cizelge 3.1 Bir-yonlii ANOVA modelinde hata terimlerinin dagiliminin LTS olmasi
durumunda m’nin LS, ML ve MML tahminleri

Ort MSE RE

m m

>

n m M m m 1]

p=2

10 -0.0045 -0.0005 -0.0006 0.1115 0.0609 0.0626 54 56
15 -0.0048 0.0018 0.0017 0.0716 0.0376 0.0386 52 53
20 0.0017 0.0005 0.0005 0.0551 0.0277 0.0287 50 52

p=2.5

10 0.0009 0.0027 0.0020 0.1108 0.0813 0.0826 73 74
15 0.0015 0.0004 0.0004 0.0720 0.0522 0.0527 72 73
20 -0.0006 0.0028 0.0026 0.0519 0.0370 0.0373 71 72

p=3

10 -0.0002 0.0006 -0.0005 0.1186 0.0915 0.0925 84 85
15 -0.0011 -0.0016 -0.0014 0.0695 0.0572 0.0575 82 83
20 -0.0011 -0.0014 -0.0013 0.0527 0.0426 0.0428 80 81

p=3.5

10 0.0025 0.0021 0.0022 0.1088 0.0959 0.0973 88 89
15 0.0007 0.0014 0.0012 0.0714 0.0623 0.0627 87 88
20 0.0021 0.0021 0.0021 0.0543 0.0465 0.0471 86 87

p=5

10 0.0043 0.0030 0.0033 0.1095 0.1043 0.1049 95 96
15 -0.0009 0.0004 0.0004 0.0705 0.0666 0.0669 94 95
20 -0.0005 -0.0003 -0.0001 0.0512 0.0479 0.0480 93 94

p=10

10 -0.0001 -0.0003 -0.0003 0.1099 0.1090 0.1091 99 99
15 0.0008 0.0006 0.0007 0.0712 0.0702 0.0703 98 99
20 -0.0026  0.0023 0.0023 0.0536 0.0530 0.0530 98 98

Cizelge 3.1°de verilen simiilasyon sonuglarina gére, m’nin ML ve MML tahmin
edicilerinin MSE degerlerinin LS tahmin edicisinin MSE degerine gore daha kiigiik
oldugu goriilmektedir. Bilindigi gibi bir tahmin edicinin MSE degerinin kiiciik olmasi
istenir. Tahmin edicilerin RE degerlerine bakildiginda ML tahmin edicisinin RE
degerinin MML tahmin edicisinin RE degerine gore beklenildigi gibi daha kiigiik oldugu
goriilmektedir. Baska bir ifade ile ML tahmin edicisi MML tahmin edicisine gore

beklenildigi lizere daha etkindir.
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Cizelge 3.1°de, orneklem hacmi arttikca LS tahmin edicilerinin etkinliginin azaldig1
goriilmektedir. Ayrica, sekil parametresi p’nin degerleri arttikga LS, ML ve MML
tahmin edicilerinin etkinlikleri aymi olur, ¢linkii dagilim normale yaklasir bu da

beklenen sonugtur.

Sonug olarak, ML tahmin edicisi MML tahmin edicisine gore beklenildigi gibi daha
etkindir. Ancak;

i) n orneklem hacmi arttikga MML tahmininin yaklasik olarak ML tahmini ile
ayn1 olmasi

i) Iteratif olarak hesaplanmamasi

1) MML tahmin edicisinin hesaplanmasinin kolay olmasi

iv) MML tahmin edicisinin agik bir sekilde elde edilebiliyor olmasi

Oonemli bir avantaj saglar.

Istatistiksel Dayaniklilik:

Daha once Bolim 3’de de ifade edildigi gibi, bir tahmin edici varsayilan bir model
altinda tam etkin, varsayilan modelin makul alternatifleri altinda da yaklasik olarak tam

etkin tahmin ediciye dayanikli tahmin edici denir.

Uygulamada, bir veri setinin dagiliminin belirlenmesi her zaman miimkiin olmayabilir.
LTS dagilimi ya da genellestirilmis lojistik dagilimi gibi normal dagilimim makul
alternatifi olan bu dagilimlarin Q-Q grafigine bakilarak verinin dagiliminin hangi
dagilim oldugunu sdéylemek cogunlukla kolay degildir. Ayrica verinin dagiliminin sekil
parametresi dogru belirlenemeyebilir ya da veri seti aykir1 deger igerebilir. Bu gibi
durumlarda tahmin edicilerin etkinligi diiser, dolayisiyla testin giicii azalir. Boylece,

yapilan analiz sonuglarinin da giivenilirligi azalmis olur. Bu nedenle bdyle durumlarla
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kargilasmamak ig¢in, baska bir ifade ile elde edilecek sonuclarin giivenilir olmasi igin

dayanikli tahmin edicilerle ¢alismak tercih edilmelidir.

Bu c¢alismada, bir-yonlic ANOVA modelindeki kayip gozlemin tahmini i¢in Onerilen

tahmin edicilerin dayaniklilig1 incelmistir.

llgilenilen tahmin edicilerin istatistiksel dayamkliligi, varsayilan modelden sapmalar

PR

oldugunda veya veri seti aykirt deger icerdiginde etkinliklerinin nasil degistigine
bakilarak incelenir. Bu amagcla, bu simiilasyon ¢alismasinda hata terimlerinin gercek
dagilimimin sekil parametresi p =3, konum parametresi z =0 ve dlgek parametresi
o =1 olan LTS (LTS(p=3)) dagilimi oldugu varsayilmistir. Ancak uygulamada sekil

parametresi tam olarak bilinemediginden varsayilan modelin makul alternatifleri olarak

alinan modeller ve aykir1 deger modelleri:

Model I: LTS(p=2,0)

Model Il: LTS(p=5,0)
Dixon Aykiri deger modeli:

Model 111:(n—r)LTS(p=3,0)+rLTS(p=320), r= 0.In+0.5
Karma model:

Model IV 0.90LTS(p =3, o)+0.10LTS(p =3, 40)

Bulasik model.
Model VV 0.90LTS ( p=3 0') +0.10N (0, 1)

bi¢ciminde olsun. Yani hata terimlerinin sekil parametresinin degerleri gercekte Model I,
Model II, Model III, Model IV ve Model V’deki gibidir. Ancak hata terimlerinin
dagilimi sekil parametresi p=3 olan LTS dagilimi oldugu diisiiniiliip kayip gézlem

tahminleri bu dagilima gore elde edilmistir.

Burada, 2—inci deneme 2-inci gozlem g¢ikarilarak kayip gozlem olusturulmustur. Bu

simiilasyon ¢alismasinda, 6rnek hacmi olarak n=10, 15, 20 degerleri alinmis ve her bir
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islem 100.000/n kez tekrarlanmigtir. Simiilasyon galismasi sonunda elde edilen kayip

gozlemin LS, ML ve MML tahminlerinin ortalamasina, MSE ve RE degerlerine

bakilmistir ve simiilasyon sonuglari ¢izelge 3.2°de verilmistir.

Cizelge 3.2 Bir-yonlii ANOVA modelinde hata terimlerinin dagiliminin LTS olmasi
durumunda m’nin istatistiksel dayaniklilig

Ort MSE RE

n m M m m m

S>>
3
3

Gergek Model

10 0.0018 0.0023 0.0023 0.1095 0.0899 0.0913 82 83
15 -0.0013 -0.0027 -0.0026 0.0709 0.0578 0.0584 81 82
20 -0.0024 -0.0025 -0.0023 0.0524 0.0422 0.0425 80 81

Model |

10 0.0018 0.0023 0.0023 0.1110 0.0927 0.0943 84 85
15 0.0022 0.0008 0.0014 0.0726 0.0597 0.0605 82 83
20 -0.0033 -0.0035 -0.0034 0.0524 0.0425 0.0429 81 82

Model 11

10 -0.0003 0.0006 0.0006 0.1080 0.0902 0.0913 83 84
15 0.0011 0.0010 0.0009 0.0712 0.0588 0.0592 82 83
20 -0.0046 -0.0045 -0.0047 0.0527 0.0423 0.0426 80 81

Model 111

10 -0.0048 -0.0029 -0.0032 0.1431 0.1054 0.1080 73 75
15 0.0035 0.0014 0.0018 0.1019 0.0723 0.0738 71 72
20 0.0022 0.0027 0.0028 0.0705 0.0494 0.0502 70 71

Model IV

10 0.0009 0.0014 0.0013 0.2684 0.1216 0.1369 45 51
15 0.0017 0.0001 0.0002 0.1796 0.0775 0.0836 43 46
20 0.0016 -0.0003 -0.0004 0.1354 0.0558 0.0583 42 44

Model V

10 -0.0012 -0.0012 -0.0009 0.1140 0.0983 0.0992 86 87
15 -0.0028 -0.0026 -0.0032 0.0710 0.0606 0.0609 85 86
20 -0.0061 -0.0056 -0.0054 0.0529 0.0446 0.0448 84 85

Cizelge 3.2°de verilen, bir-yonlit ANOVA modelinde, hata terimlerinin LTS dagilimima
sahip oldugu varsayimi altinda, m’nin LS, ML ve MML tahminlerinin istatistiksel
dayanikliliginin incelendigi simiilasyon ¢alismasi sonuglarina gore, tahmin ediciler RE
kriteri agisindan karsilastirildiginda biitiin modellerde ML ve MML tahmin edicilerinin
etkinlikleri neredeyse esit oldugu goriilmektedir. Model I, Model II ve Model V’de

tahmin ediciler, Gergek Model’den sapmalardan ¢ok fazla etkilenmemistir. Ancak
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Model 1V, ML ve MML tahmin edicilerinin RE degerlerinin en kii¢iik oldugu modeldir.
Bu nedenle, Model IV, LS tahmin edicisinin etkinliginin en kotii oldugu modeldir.
Baska bir ifade ile bu modellerde LS tahmin edicisinin etkinligi hizla diismiistiir. Ayrica
orneklem hacmi arttik¢a LS tahmin edicisinin etkinliginin azaldig1 da goriilmektedir. Bu
sonuglara gore kayip gézlemin ML ve MML tahmin edicilerinin, modelden sapmalardan
cok fazla etkilenmedikleri ve kayip gozlemin LS tahmin edicisine gore istatistiksel

olarak daha dayanikli olduklar1 sdylenir.
Bu simiilasyon ¢alismasinda elde edilen sonuglarin benzerleri Tiku vd. (2000), Senoglu

ve Tiku (2001), Islam ve Tiku (2004), Tiku vd. (2008), Tiku ve Akkaya (2010), Acitas
(2010), Kasap (2011) tarafindan da elde edilmistir.
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4. IKi-YONLU ANOVA MODELINDE NORMALLIK VARSAYIMININ
SAGLANMASI DURUMUNDA KAYIP GOZLEMIN TAHMIiNi

Hatirlanacagi gibi etkilesimin olmadigi iki-yonli ANOVA modeli i¢in matematiksel
model

Yin = H+T+7; + &y, i=12...,a, j=12,...,b, h=12,...,n

seklindedir. k—inc1 deneme l-inci bloktaki n—inci gbzlemin kayip olmasi durumuna

iliskin veri yapisi gizelge 4.1°de verilmistir.

Cizelge 4.1 iki-ydnlii ANOVA modelinde bir kayip gozleme iliskin veri yapisi

Bloklar
Denemeler 1 2 | b Toplam
1 Yir Yiaz- - Yian Y1210 Y1221+ s Y120 Yoo Yuzo- - Yim Yip1r Yivzre s Yin Y.
2 Yo111 Y2121+ 41 Yaun Y211 Y2221+ 1 Yaon Yo Yaizre s Yain Yap11 Yavzr+ s Yapn Ya.
k Yiarr Yiazs-++ Yian Yiars Yezzr-+ s Yiean Yurs Yazse o Yin-1:M Yior Yoz -+ Yion y;.. +m
a yall’ ya12 1t yaln ya21! ya22 10t yaZn yall’ yal2 """ yaln o yabll yab2 LA yabn ya..
Toplam Ya Yo y, +m Yo, y +m

4.1 Kayip Gozlemin LS Yontemi ile Tahmini

Esitlik (1.2) ile verilen iki-yonlii ANOVA modelinde kayip gozlem, LS tahmin yontemi
ile hata kareler toplaminin kayip gozleme gére minimum yapilmasi ile tahmin edilir.
Buna gore, etkilesimin olmadigi iki-yonlii ANOVA modelinde k-imnc1 deneme I-inci

blokta bir gézlemin kayip olmasi durumunda hata kareler toplam1
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i=1 j=1 h=1

a b n a2 b y2 y2
= 2 NV I

|1121:h1 i iz bn JZl:an abn

2 2
IR ar o ST y.2+(y:__+m) R Y] +(y.’,‘.+m) (y*.+ )
- .Z=1: = Yin 10 ; bn JZ:;‘ an abn (4.1)
izk

olarak yazilir. Burada,

Yy - k-ici denemedeki kayip gozlem disindaki diger gozlemlerin toplamini
Yy, : |-inci bloktaki kayip gozlem disindaki diger gdzlemlerin toplamini
y:

kayip gozlem disindaki diger gézlemlerin toplamini

gosterir. M, M’nin LS tahmin edicisini gostermek tizere, (4.1) esitligi ile verilen SSE’nin
m’ye gore tiirevi alinarak,

dSSE _om 2

; 2 /. 2
- —E(yk“+m)—£(ym+m)+%(y‘“+m)=0 (4.2)

elde edilir. (4.2)’deki denklemin ¢oziimiinden

1, . 1, . 1.
~o (Ve #m) = (Vi +m)+ (vl +m) =0
m(abn-a—b+1)-ay, —by; +y’ _

0
abn

yazilir. Buradan m’nin LS tahmin edicisi

o Wi by Y
abn—-a-b+1

olarak bulunur.
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4.2 Kayip Gozlemin ML Yontemi ile Tahmini

Bu boliimde, (1.2) modelinde, hata terimlerinin normal dagildigi varsayimi altinda
kayip gbzlemin ML tahmin edicisi elde edilmistir. Bilindigi tlizere, normal dagilim
varsayimi altinda ML ve LS tahmin edicileri birbirine esittir. Ancak, besinci boliimde
yer alan MML tahmin edicilerinin elde edilisine, bir alt yapi olusturmasi bakimindan

kayip gézlemin ML tahmin edicisinin elde edilisi ayrintili olarak anlatilmistir.

Hata terimleri normal dagildiginda m’nin ML tahmin edicisi asagidaki gibi bulunur.
(1.2) modelinde k-imnc1 deneme I-inci bloktaki n-inci gozlemin kayip olmasi
durumunda, modelin olabilirlik fonksiyonu,

20

2
P 1 Yijn —H—T,— 7
L

ﬁﬁ 1 exp— (ykjh_:u_z-k_yj)z

2
1 ha N 270 20
|

_ N 1 ex (y||h - 1 ex _(Yk|h_ﬂ_7k_7|)2
1 exp{—(m_'u_fk_y')z}

207

S PR S e AR E L

2no i=L j=1 h=1 =L h=L 207
izk jzl #
_a : (y||h H Z'._7’|) _nil(yklh H Tk_7|)2
exp %h_l 52 exp hzzll >
_(m_ﬂ_fk_%)z
o] s
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bi¢iminde yazilabilir. Burada a deneme sayisini, b blok sayisini, n her bir denemedeki
gozlem sayisint ve N=abn toplam gozlem sayisim1 gostermektedir. Olabilirlik

fonksiyonunun dogal logaritmasi alindiginda In-olabilirlik fonksiyonu

N 5 1 a b n 2 1 b n 2
InL=-—Ino" - ZZZZ(Yijh_ﬂ_Ti_?/J’) - ZZ (ykjh_ﬂ_Tk_Vj)
2 2 I=]|; j=:I|_h=l 20- j=1 h=1
i=k J= #
1 a n nl
|_1k h 1 ST —7| 2(72 h=1

2
yklh —H-T _7|)

1
—?(m H—T — 7/|)2

olarak yazilir. ML tahmin edicileri, InL’yi bilinmeyen parametreye gore maksimum

yapan degerdir. Bu durumda, InL’nin #, 7,, 7, ve m’ye gore kismi tiirev denklemleri

a b n b n
= IS )+ 2 2 (Y )

O il jLh o jaha
izk j= i
1 a n 1 n-1 )
+—222(yim—ﬂ—fi—7u)+—2 (Yan =7, = 7))
i=L h=L O h=1
izk
1
+?(m—u—fk—7|)=0 (4.3)
olnL 1 & 1 2
o, =?;hzl:(ykm H=T — 71) ?hzl(yklh_lu_rk_yl)
)=l
1
+?(m—,u—rk—;/,)20 4.4
oinL ="
oy, _G_le:,hzll Yimn —H— T_7| ?hﬂ Yklh_ﬂ—fk_%)
1
+?(m_ﬂ_7k_7|)zo (4.5)
olnL 1
om o7 (MTHTmn) =0 (4.6)

biciminde elde edilir. (4.6) esitligi (4.3)—(4.5) denkleminde yerine yazilarak bu

denklemler yeniden
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8|nL 1 &S 1 &
=—221:Zl:hz;(y.,h H=T—7;)+ ?Z 1(yk,-h—ﬂ—fk—7,-)
1=l J= J: h=
izk J=l J#l
1 a n 1 n-1
+_222(yilh_fu_fi_7l)+_z (ykm_/v‘_rk_%)zo (4.7)
-1 h= O ha
olnL 1 & 1
o, :?%hz_;(ykjh_/'I_Tk_j/j)_"?h_l(yklh ;U_Tk_%)zo (4.8)
j=
olnL 1 & 1
o7 :?%}h_l(ynh_ﬂ_fi_7|)+?h_l(y“h_zu_7k_7/|):0 (4.9)
seklinde yazilir.

Burada, Zr =0 ve Z B; =0 oldugu varsayilmistir (Park 1998).

i=1 j=1

(4.7) denkleminden

a b n

Zzzyuh+ZZYth+ZZyu|h+Zyk|h a 1 b 1)“/1 (b_l)nﬂ
i1 -1 hel =1 hol il h-1
izk j=l ]¢| i=k
~(a-1)nu—(n-1)u—(b-1)n> 7, -n> 7, ~(n-1)z, ~(b-1)nz,
i=k izk
(a-1) nZyJ nZ;fJ (a-1)ny, —(n-1)y, =0
j:t| j¢|

a b
esitligi yazilir. Bu esitlik, Zri =—7,, z 7; =~ ifadeleri gdz 6niine alinarak yeniden

=
i=k j=l

ZZZ Yijn +ZZ Yiin +ZZ Yirn +ZykIh (abn—1)

i=1 j=1 h=1 j=1 h=1 i=1 h=1
izk j#l j¢| i=k

+(b-1)ng, +nz, —(n—1)7, —(b-1)nz +(a—1)ny, +ny,
—(a—1)ny, —(n—1)», =0
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biciminde yazilabilir. Elde edilen esitligin diizenlenmesi ile

ZZZM +ZZVKJ +ZZV.m+ZVkm (abn-1)u+z, +y =
i=1 j=1 h=1 j=1 h=1 i=1 h=1
izk j=l j¢| i=k

elde edilir. Buradan

a b n
Zzzyuh+zzyk1h+zzynh+ZYkm+Tk+7|
L kA o T

"= (abn-1)

denklemi elde edilir. Bu denklemde toplamli ifadeler

y = ZZZ Yiin +ZZ Yiin +zz Yiin +Zyklh

i=1 j=1 h=1 j=1 h=1 i=1 h=1
izk J#l j¢| izk

ile gosterildiginde (4.10) denklemi

~_ Y.+ +7
H abn-1

olarak yazilir. (4.8) denkleminden

ZZyth+Zyk,h (bn—1) u—(bn-1)7, nZ;/J =0

j=1 h=1
j¢| J¢|

b
esitligi elde edilir. Bu esitlik, Z 7; == olacak sekilde yeniden

j=1
J#l

Zzykj +Zyklh bn 1 —(bn—l)z'k+7/|:0

j=1 h=1
j¢|
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bi¢iminde yazilabilir. Elde edilen ifadenin 7, ’ya gore ¢6ziimiinden

b n n-1
ZZijh +Z Yan + 7,
 gET = A
foe—————— 2 (4.11)

denklemi elde edilir. (4.11) denkleminde yer alan toplamli ifadeler

b n n-1
Ve = Z Z Yign T Z Yiin
e h-1

olarak gosterilsin. Bu durumda, (4.2) denklemi

n YE..+79| N
7= _ 4.12
k bn—1 H ( )

olarak yazilir. Benzer sekilde (4.9) denkleminden

a n n-1

ZZ Yin + Z Yin + %

L i A

N = —H (4.13)
an-1

esitligi yazilir. Elde edilen denklemde bulunan toplamli ifadeler

a n n-1
Y.T. = ZZ Yiin +z Yiin
=1 el ho1

ile gosterildiginde (4.13) denklemi

R :yl+fk_A
' an-1
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seklinde yazilir. Buna gore, (4.10) denklemi (4.13) denkleminde yerine yazildiginda,

s _ Yy + 7, _yi+fk+7>l
' oan-1 abn—1

.( abn A y (1 1
N T AT -
abn-1/ an-1 abn-1 an-1 abn-1

( abn j Y, y. . an(b-1)
= - +7,
abn-1) an-1 abn-1 (an—1)(abn-1)

bn-1)y, vy -
(@b, y (b= (4.14)
abn(an-1) abn b(an-1)

denklemi elde edilir. (4.10) denklemi (4.12) denkleminde yerine yazildiginda

_ Ve +7 _yi+fk+7;l
“ bn-1 abn—1

( abn j Yy y [ 1 1
7, e Y L, 3
abn-1/ bn-1 abn-1 bnh-1 abn-1
abn Yy y bn(a-1)
2 IR
abn—-1) bn-1 abn-1 (bn—1)(abn-1)
Y

)
_ (abn-1) Ly (a-1)
k= (abn)(bn-1) Y abn a(bn-1) 7 (4.15)

*

olur. Benzer sekilde (4.14) denklemi (4.15) denkleminde yerine yazilarak

rk( abn j Ye. __¥. ,_ bn(a-1) [(abn—l)y}_ Yy, (b—l))ka

abn—1) bn-1 abn-1 (bn-1)(abn-1)| abn(an—1) abn b(an-1

Tk[ abn n(a-1)(b-1) ]_ v (a-1)

abn—1 (an—1)(bn—1)(abn-1) a bn—lJr a(an-1)(bn-1) Vi

_(abrf 1" a(on Eal)_(i)bn_l)J y

elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiinden 7, parametresinin ML tahmin edicisi
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n(abn-a-b+1) 'y (a-1) . 1 .

K (an-1)(bn-1) _bn—1+a(an—1)(bn—1) y"'_a(bn—l) Y.
esitliginden
: (an-1) - (a-1) y (an-1) V' (416)

“ n(abn—a—b+1)yk“ an(abn-a-b+1)"" an(abn-a-b+1)

olarak elde edilir. Benzer sekilde (4.15) denkleminin (4.14) denkleminde yerine

yazilmast ile y, parametresinin ML tahmin edicisi

. (bn-1) \ (b-1) . (bn-1) .

= n(abn—a-b+1) y.|.+ bn(abn-a-b+1) Yo bn(abn-a-b+1) y. @1
olarak bulunur. Esitlik (4.7)’den m’nin ML tahmin edicisi ile ilgili

M=4a+7, +7, (4.18)
denklem yazilir. (4.18) denkleminde

otk
biciminde elde edilen 4 tahmin edicisi yerine yazildiginda

M= ab)rlll*“—lJr as:rllfk i at?:rllﬁ' (4.19)

olur.

68



(4.16) ve (4.17) denklemleri (4.19) denkleminde yerine yazilarak kayip gézlemin ML

tahmin edicisi
PO s T A (4.20)
abn—a-b+1

olarak elde edilir. Kayip gdzlemin ML tahmin edicisi ¥, , k-inc1 deneme ortalamasi ¥,

l-inci blok ortalamast ile ¥, genel ortalamanin lineer bir fonksiyonu seklindedir.
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5. IKi-YONLU ANOVA MODELINDE NORMALLIK VARSAYIMININ
SAGLANMAMASI DURUMUNDA KAYIP GOZLEMIN TAHMIiNi

Bolim 3.1.1°de, bir-yonliit ANOVA modelinde hata terimlerinin normal dagilima sahip
olmadig1 varsayimi altinda kayip gozlemin ML ve MML tahminleri elde edilmistir. Bu
bolimde de benzer olarak iki-yonli ANOVA modeli i¢in Normallik varsayiminin
saglanmamasi durumunda baska bir ifade ile hata terimlerinin LTS dagildig1 kabul

edilerek kayip gézlemin ML ve MML tahminleri elde edilmistir.

5.1 LTS Dagihm Varsayim Altinda IRA Yontemi ile Kayip Gozlemin ML Tahmini

Model (1.2)’deki hata terimlerinin ( ) dagilimi igin Oyf,

2
Sijh

1 -P
f (Sijh) {1+ 2} , —0 < &, <0
G\/—ﬁ( ,p_lj do

bigiminde verilen LTS dagilimina sahip olsun. Buna bagli olarak vy, ’larm oyf

-p

; 1 (yijh_ﬂ_ri_7l)2
(yijh)= 1+

Gﬁﬂ(;, p—;j o

1 70 < Yjjp <O

seklinde yazilir. Burada p sekil parametresinin bilindigi kabul edilmistir. Etkilesimin

olmadigi iki-yonlii ANOVA modeli i¢in olabilirlik fonksiyonu,

-P

a 1 Yiin —H—T; =7 i
T Mt
i=1 j=1 h=1 O'\/_ﬁ( ’ p_]
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olur. (1.2) modelinde, m ile gosterilen k—inc1t deneme |-inci blok n—inci gézlem kayip

olarak alindiginda olabilirlik fonksiyonu

-p

2
L L Yin —H=Ti 7

L= HHH 1+( " o J)
s “Gfﬁ( p—}

i=1 h=1 20_2 i=1 h=1 20
j#l izk
2 2
ex &S (Y —#=7—1) (m-—p-7,-n)
h=1 O (o2

olarak yazilabilir. Olabilirlik fonksiyonunun dogal logaritmasi

71



2
InLoc —NIno — pizb:i|n{l+(yijh _,U—Z'i _7,-) J

R go
izk J=l
_pr:Z”:m 1+(ykih_ﬂ‘fk_7j)2 _piim 1+(ynh—#—fi—7|)2
=L bl qffz i L q<72
ks i
T Y R
_pzln 1+(yklh H :k ") _pln 1+(m H Tzk 7|)
h=1 qo gqo

seklindedir. InL fonksiyonunun u«, 7,, 7, Yi» 71, O Ve M’ye gdre tirevlerinden elde

edilen denklemler sirastyla

2 2
ou C](T:j( };Ilhzll (yijh H Ti‘?’,) 9 }jhzll_'_(ykjh_ﬂ_fk_%)
qo’ qo’
(y”h y2 T.‘?’l) (Yth y Tk‘?’l)
+Qi n g +2P¥ g
2 2
q i1 h:11+(y.|h H—T 7|) q h:11+(yklh H Tk_]/l)
qo’ qo’
(m-p-7.-n)
L2P o 0 (5.1)
q0'1+(m—,u—rk—}/|)
go”
(y|jh_ﬂ_z-|_7/1)
8|nL_QZb: n .
o q ij;lhﬂl (yuh—ﬂ—ri—?ﬁ)z
qo’
(yl|h_ﬂ_rl_7/|)
+Q o 220 (52)
qo—h:ll_i_(Yilh_,U_Ti_?ﬁ)
o’
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sz:n e
q }illh:11+(ykjh_/l_fk 71)
qo’
(m_ﬂ_Tk 7’|)
+2P g =0
q01+(m_ﬂ_fk_7|)
go’
(y|jh_/'l_f|_7/1)
olnL Qa . c
2
qo-:j'( h:11+(yljh_ll’l_z-i_7/1)
go*
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(m_,u_fk_%)
dinL _2p o
om qo-1+(m_ﬂ_7k_7|)2
qo’

=0

olarak elde edilir. (5.1)—(5.7) denklemlerinde lineer olmayan ifadelerin bulunmasi

nedeniyle bu denklemlerin analitik ¢oziimleri yoktur. Hata terimlerinin LTS dagilimi

varsayimi altinda IRA’nin EM algoritmasina denk olmasi nedeni ile kayip gozlemin ML

tahminine yakinsamasi garanti edilir. Bu nedenle, yontemin isleyisini tanitmak amaci ile

iki-yonlii. ANOVA modelinde kayip gozlemin ML tahmininin elde edilmesinde IRA

kullanilmustir.

(5.7) esitligi (5.1)—(5.6)’da yerine yazilip, elde edilen denklemler

W, = (2p/9) =, (i=k; j=1)
1+1(yijh_/u_2Ti_7j
q o
2p/q .
Vvi|h = ( / ) 21 (Iik)
1+1(y“h_ﬂ_27i_7|)
q o
2p/q .
Wign (2p/q) 7 (1#1)
1+1(ijh_ﬂ_27k_7j)
q o
2p/q
Wn = ( /) 2’(h¢n_l)
1+1(yklh_:u_z-k_7l)
2
q o

olacak sekilde tekrar diizenlenmesi ile

74



oinL _ 133y (yijh_/“_ri ) (ykjh_,u_Tk_yJ')
ou G%}Z}:; ijh . }Z}:hzl: i -

n-1

+1Za:Z":W”h Yih —H—T — 7’|)+ Zwklh yklh H—T — 7|) 0 (512

O iz h=1 o o
i=k
a'n"=1§b:§n:w. (yi,-h—ﬂ—ri—7,-)+lznlw (Y =H=5-1) _, 519
o, oo i o o i o '

j#l

olnL 1&¢ (Yth_ﬂ_Tk_?/j) 1 (yklh_ﬂ_fk_%)

- _ = =0 5.14

oz, > jZ=1:hZ=1:ijh o + > hZ:Wklh o ( )
J#l

n

a n-l —H— -
alnL 1ZZW.m Yin—#=n=n) L& Ve —#=m=n) _, (5.15)

WkIh

o7, O-l—}(hl O-h o

a n T n ih —H=T— 7
8'nL:122vv.m(y”h CRRANES R AP
871' O-I}(hl O-h o

2 2
olnL 13 Yin —H—7 — b & Yigh —H =T =¥
:___Zzzwlm( jh - ) JZ:hZ: ( kih k J)
i

0c o oiTEm o
izk =l
L& (v i ) 18 Yw-s-t-n)
ZZVVnh ilh | —_szm klh . k | =0 (517)
I;:ll( h=1 O h=1 <

seklinde elde edilir. Boylelikle bilinmeyen m=y,  gozlemi (5.12)-(5.17)

denklemlerinde yer almamis olur. (5.12) esitligi x# parametresine gore

a b n

,U(W + Wk.. +WI. +Wk| ZZ uhyuh + Zzwkjh ykj + ZZ ilh yl|h + zwklh yklh
i=l j=1 h=1 j=1 h=1 i=1 h=1
i=k j J# izk

S}

(W.j. +ij.)_fk (Wk.. +Wk|.)_7;l (\N.I. +Wkl.)

—Zfi (W, +w,
o

ﬂHMU

bi¢iminde diizenlenebilir. Bu denklemin u’ye gore ¢Oziilmesi sonucunda u

parametresinin ML tahmin denklemi
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Za:f (W, +w,
ok

ﬂHMU

)
I

(Wj. +ij.)_fk (Wk.. +Wkl.)_j}l (WI. +Wkl.)

W + Wk.. +\N.I. +Wk|.

(5.18)

olarak elde edilir. (5.13)~(5.17)’de 7;, 7,, y; Ve y, parametreleri igin verilen tiirev

denklemlerinde de benzer islemlerin yapilmasi durumunda 7,

parametrelerinin ML tahmin denklemleri

b
)7, _Zwij];j _Wi|.7;|

A j;:l A
T, = -
W, + W,
X b
K _Zwkj]/j —Wa
=1
A j#l A
T, = -l
W +Wk|
Z 35— W
A |¢k A
7/] - —H
W- +ij.
Z 05— Wy T
A |¢k A
n= —H
W, + Wy,

olarak elde edilir. Burada, (5.19)—(5.22) esitliklerinde yer alan ifadeler

a b n

ZZZ Jhyuh+zzwkjhykj +ZZ |hy||h+ZWk|hyklh

i=1 j=1 h=1 j=1 h=1

izk jzl J¢| |¢k

b n

ZZ Jhyuh+z iih Yith

j=1 h=1
IE2

o

n

=00 W Vi +Zwkmyk.h

j=1 h=1
j=l
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a n n
Y= szvijh Yiip Zijh Yign
=T h=1
1

ve

a n n-1
Y. = Z Z Wi Yin Z Wiin Yiin
=T el hot

i

seklinde agirlikli toplamlardir. (5.18), (5.19) ve (5.21) denklemleri 7, :—Zz’i ve
i=1

i=k
b
7 = —Z 7; esitlikleri goz Oniine alinarak yeniden diizenlenecek olursa
=
. a b
y. _ZTi (Wi.. + Wy — W, _Wkl.)_ZJ/j (W.j. + Wy — W, _Wkl.)
i=1 =
,[l — ik j=l (523)
W +W +W, + W,
b
9i.. _Zﬂ;j (Wij. _Wn.)
j=1
f = 14 — [ (5.24)
Wi, W
b
9k.. _2771 (ij. _Wkl.)
=1
fo=—- —fi (5.25)
Wi + Wy,
yj. _Zl:fi (Wij. _ij.)
7 =— - i (5.26)
W + Wy,
)ﬁ _Zfi (Wil. _Wkl.)
i=1
f=—" ~4 (5.27)
Wy + Wy,
a b n 5 b n 5 a n 5 n-1 )
ZZZ\NijhAjh + ZzwkjhAQh + ZZ\NilhAlh + Zka A
i=1 j=1 h=L j=1 h=1 i=1 h=1 h=1
6_ — izk J=l j=l i=k (528)

N

denklemleri elde edilir. (5.23)—(5.28) esitliklerinde kullanilan ifadeler,
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a b n b n a n

w. ZZZ IJh+ZZWth+ZZW|Ih+ZWkIh’

i=1 j=1 h=1 j=1 h=1 i=1 h=1
izk J=l =2l i=k

b n n

W, _Zz ijh +hZ:1:\Nilh )

j=1 h=1
=l

b n

Zzwkjh + Zwklh '

j=1 h=1
=l

a n

n
BN
h=1

i=1 h=1
i=k

a n n—.

ZZ\NlIh +Zwklh '

i=1 h=1
i=k

Am = Yin _ﬁ_fi Al
ve
Adh = Yun _,[‘_fk _7;|

bigimindedir. Bu durumda kayip gozlemin ML tahmin denklemi (5.24)’den

A

=/A1+7A'k+7;| (5.29)

olarak elde edilir. Beklenildigi gibi m’nin ML tahmini £, 7, ve y, tahminlerinin lineer

fonksiyonudur.

Yan Diizeltmesi: Yan diizeltmesi yapildiginda ¢ tahmin denklemi,

ZZZ JhAJh+ZZWthA<Jh+ZZ IhAIh+ZWkIhAkIh

i=1 j=1 h=1 i=1 h=1
A Al izk =l j¢| i=k

O =
N-a-b

seklinde olur.
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(5.23)—(5.28) denklemlerini ¢6zmek i¢in kullanilan, IRA’nin adimlar1 asagidaki gibidir:
() u, 7, 7, y; Ve y, parametrelerinin baslangic degerleri u9, 29, 0 ;/EO) ve
yl(o) ile gosterilir ve LS tahmin edicileri olarak alinir.

(i) t=123,..., olmak iizere

(t-1)  _(t-1) (1)
Yipn —H T Y
Wit = (2p/a) , zijh:( " J ) (izk,i=12,...,a),
14122 o
q ijh
(J =1, ] =1,2,...,b)
(t-1) (t-1) (t-1)
Yin —H -7 =7
L L ) ki),
1+az$ °
(t-1) _ (1) _  (t-1)
Yo —H T Y
W,E}gl)z (2[])-/(1) , ijh:( kih k i ),(j;ﬁl,j=l,2,...,b)
1+=20, o
ve
(t-1) (t-1) (t-1)
Yan —H =T Y
ngr:l) = (Zp_/C]) v Zun :( a : I ), ( hin—l)
1, o
1+=1z,,
q

agirliklart hesaplanir.

(iii)  Agirlik fonksiyonlar1 yardimiyla yeni x4, ri(t), rﬁt), }/Et) ve 7/|(t) tahminleri

a b
9 =D (W Y Y wl ) A (wh w wl Y -l )

/u(t) _ ik =
W W e g
* J (t-1) (t-1) (t-1)
Yi. — z Vi (Wij - W )
j=1

© _ i#l (1) (s P
7)) = —u 7, (i#k,1=12,...,a
W(t—l) 4 Wi(ltlfl) ( )
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b
A* -1 -1 _
9 D (Wl -l ?)
(t) _ jj (t-1)

w4l

7= (Y i)

(t) _ |¢k

i Wiyl (i#lj=12...b)
9]._27 =4 ( _ngl ))
(t) _ |¢k ()
S A
a b n n-1 (tfl) )
ZZZ Ijh A]h +ZZWK A(jh +szvllh Alh +2Wklh Aklh
i=1 j=1 h=1 j=1 h=1 i=1 h=1 h=1
(t) _A[ izk j= J:tl izk
o' =
N-a-b

biciminde hesaplanir.

(iv) m" = y(t) + Z"Et) + 7,(0 esitliginden kayip gozlemin yeni tahmini belirlenir.

(v) Bu adimlar, £>0 olmak {izere ‘m(t)—m(t_l)

<¢ kosulu saglanincaya kadar

devam ettirilir.

5.2 LTS Dagihim Varsayim Altinda Kayip Gézlemin MML Yontemi ile Tahmini

Model (1.2)’deki hata terimlerinin (¢, ) dagiliminin LTS dagilimina sahip olmasi
ijh g p

durumda kayip gozlemin ML tahmin edicisini elde etmek i¢in kullanilan, (5.1), (5.3),
(5.4) ve (5.7) denklemleri

Yijny —H =T =7 Z; o
zij(h)_( j - J), g(z”(“))zlj—(h)z (i=k;j=1)
{1+qzij(h)}
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Z. calze. )= (j=1)
() o (240) {1+25j(h)}

q
i = (y (h) ,L; 5N ), (Z“(h)) B il(h)

ve

olacak sekilde yeniden yazildiginda

aInL ZpZZZQ(uh) pZZQ(szh) pZZg Zin )

o j=1 h=L i=L h-1
izk =zl j¢| izk
2p &
K ) =0 5.30
qghzzl:g( klh) ( )
olnL 2p b n 2p”’l
K& ) g &9 Bn) =0 5.31
aTk qG%;g( kjh) qaég( klh) ( )
j*
oinL 2P 2p”’1
Tao Lt g 80 5.32
0y, QJ%; ( Ih) qo h=1g( k|h) ( )

olur. Bu denklemler daha d6nce 3’lincii boliimde ayritilart ile anlatilan Tiku (1967,

1968) tarafindan onerilen MML yontemine gore su sekilde ¢oziilebilir:

(5.30)—(5.32) denklemleri standartlastirilmis sira istatistikleri cinsinden,

, :(ymh)‘”‘fi‘”), g(zij(h)):& (i=k;j=l)

ij(h)
d {1+ 1 zif(h)}
q
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" (ykj( H Tk_7j) (Zk(h))= ki(h) (j;tl)
ki(h ! j
7 {1+1zlfj(h)}
q
2y Uy e _y'), 0(2 ) = 2 (i#K)
o
{1+q2‘2'(“)}
ve
Zu(h) (ykl( _— _7I) (Zkl(h))z il (h #N 1)
ki(h !
o {1+ zf,(h)}
olacak sekilde asagidaki gibi yeniden yazilabilir.
ainL 2p d Q a
G,u lejz_;h;g(z ) jZ h=1 ( ) i=1 h=l
i=k J=l j#l izk
2p n-1
+q—ahz_1:g(zk,(h))=0
oinL _2p 2p & 3
aTk qo-z_ll:hzllg( ki(h ) qo-hz_llg(zk'(h))_o
J#
olnL  2p3 2p & B
87| qo-lzllhzl: ( ) qo-hz_llg(zk'(h))_o

izk

Zi 9 (Zil(h))

(5.33)(5.35)

denklemlerinde yer alan lineer olmayan g(zij(h)) fonksiyonunun

E (Zij (h)) =t, etrafinda birinci dereceden Taylor a¢ilimindaki ilk iki terimi yardimai ile

9 (Zij(h))

seklinde lineer hale getirilir. Gerekli islemlerden sonra g (Zij(h

920

d

g(t,) +(Zij(h) -1, ){_

dz

g (zij(h) )}Hh , (1<h<n)

)) fonksiyonu
=a, + b, Zij(n)
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olarak yazilir. Burada kullanilan ifadeler

(2/a)t _ -Wa)t

e A L a)e ]

bicimindedir. Benzer sekilde diger g( ) ve g( ) fonksiyonlar1 da t, etrafinda

g( ) fonksiyonu ( ( ) tlh) t,, etrafinda birinci dereceden Taylor agilimindaki

ilk iki terimi yardimu ile

g (ij(h)) =a, +f, Zij(n)
g (Zil(h)) =a, + ﬁhzil(h)

ve

g (Zkl(h)> = oy + BinZugn)
olacak sekilde lineerlestirilir.

’nin

Burada, k-inci deneme j-inci blok h-inci standartlastinlmis sira istatistigi z,,,

beklenen degeri (E(Zkl(h)) :tm) ve k-1nc1 deneme j—inci blok h—inci standartlastirilmis

sira istatistigi z,, h) ‘nin beklenen degeri (E(ij(h)) = th) olmak iizere

F@h)(jméypgﬂugym(n__gm

ve
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formiilleri yardimi ile yaklasik olarak hesaplanabilir. Daha once ifade edildigi gibi,
g ( ) fonksiyonlarinda yer alan « ve S fonksiyonlarinin hesaplanmasinda kullanilan t
degerleri sadece sekil parametresi p ve gozlem sayist n’e baglidir. Bu nedenle kayip
gbzlemin bulundugu gézede (n—1) tane diger gozelerde ise n tane gézlem olmasi nedeni

ile iki farkli t, & ve £ degerlerinin hesabi s6z konusu olmustur. Lineer hale getirilen

g(-) fonksiyonlari (5.33)—(5.35)’deki tiirev denklemlerinde yerlerine yazilarak

olnL 2p & & 2p & &
== +Bz. |+ —— +B7,
ou qa%%hﬂ(ah A ”(h)) qaiz;,llh-l(ah Pt )
a n 2 n-1
+q_§-§h—1(ah+ﬂhzn(h))+q_ph—l(alh+ﬁlh K ) 0 (5.36)
i=k
olnL 2p & 2p &
=== e 0 5.37
or.  qo % h_l(ah +ﬂhzkj(h))+ 0o h_l(alh +ﬂ1hzkl(h)) (5.37)
olnL  2p & 2p &

Zn:ah =0 ve E%h =0
h=1 h=1

dir. Bu ozellik (5.36)—(5.38) denklemlerinde uygulandiginda, (5.36) denklemi

a b n

Zzzﬂhzu +Zzﬂh ki(h +Zzﬁh il(h +Zﬂ1h ki(h

olarak yazilir. Bu esitlikte z’1i ifadeler yerlerine yazilarak
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n

ﬂh(ykj(h) “HTT _7/])
AT -

LSS5 (o)
+—= Zzﬁh( Yiim —H~ T_7|) Zﬂlh(ym —H-T

i=1 h=1
i=k

elde edilir. Bu ifadenin diizenlenmesi sonucunda

a b n a b n a b n a b n
222 PV = 2 2 2 Pt 222 Bt =2 2 2 A
i=1 j=1 h=1 i=1 j=1 h=1 i=1 j=1 h=1 i=1 j=1 h=1
izk J=l izk j=l izk j=zl izk j=l
b n b n
+ZZﬂhyk, ZZﬂhﬂ DB =22 B
e . . a
+ZZﬂhyi|(h)_ZZﬂhﬂ_ZZﬂhTi_ZZﬂh7|
e Ee e

n-1 n-1 n-1 n-1
+Z B Y ~ Zﬂlh/u - Zﬂlhrk - Zﬁlh% =0
h-1 h-1 h-1 h-1
bulunur. Bu esitlikte
n n-1
W = Zﬁh Ve w, = Zﬁlh
h-1 h-1
olsun. w; ve w, agirliklari esitlik (5.39)’da yerine yazildiginda

53 3 A (@b~ D (o-Du s (- Hud s,

i=1 j=1 h=1 =
izk J=l i=k J¢|
+ZZﬂnyk, ﬂ_(b_l)wlrk_wlz%
j=1 h=1 j=1
J¢| j#l
+Zzﬂhyn a 1 WL — WZT a 1) W
i=1 h=1 i=1
izk izk

n-1
+Zﬂlh Y = Wo =WoTy =W = 0
h=1
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a b
elde edilir. Bu denklem Z'ri =-7, Ve 271 =—7, esitlikleri gz Oniine alinip yeniden

o =
yazildiginda
a b n
;;;ﬁhyu +21;ﬁhykj Z; |I +Zﬂlhykl
izk =l ]¢| i=k

—(a—1)(b-1)wu—(b-1)wu—(a—-1)wu—w,u
+(b-1)wz, —(b—1) Wz, +W,z —W,7,

+(a-1)wy, —(a—1)wy, + Wy, —W,p, =0 (5.40)

olur. Esitlik (5.40)’daki toplaml1 ifadeler

a b n

V.= 222 Ay +Zh2ﬂhyk, +Zh2ﬂhy.. +Zﬂ1hyk.
i=1 j=1 h=1 =1 h=1 =1 h=l

izk jzl J#| izk

seklinde agirlikli toplam olarak yeniden yazilabilir. Buradan (5.40) denkleminin u ’ye

gore ¢ozlimiinden

fi= y +(W1_W2)fk Jr(W1_W2)77I (5.41)
(ab-1)w, +w,

n n-1
denklemleri elde edilir. Benzer sekilde (5.37) denklemi » oy, =0 ve > o, =0
h=1 h=1

esitlikleri géz Oniine alinarak yeniden

Zzﬂh kJ +Zﬁlh kI

j=1 h=1
]==|

olarak yazilir. Bu esitlikteki z’1i ifadelerin yerlerine yazilmasi ile

zzﬁhykj Zzﬁnﬂ ZZﬂnfk ZZﬁh?’J"‘Zﬂmym

j=1 h=1 j=1 h=1 j=1 h=1 j=1 h=1
j¢| j¢| j¢| j¢|
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n-1 n-1 n-1
_Zﬂlh'u _Zﬂlhrk _Zﬂlh% =0
h=1 h=1 h=1

elde edilir. Bu esitlik

b n n-1
ZZﬂlh Yign + Zﬂlh Yi(n) —(b-1)wipr — W1 — (b —L) Wiz, —Wyri, + W,y —W,7; =0
h—1

j=1 h=1
j=l

seklinde diizenlenebilir. Yukaridaki esitlikte yer alan toplamli ifadeler

b

n n-1
Yo =225 Yigm ;ﬁlh Yun)

j=1 h=1
j=l

bigiminde agirlikli k—inc1 deneme toplami olarak gosterilebilir ve bu denklemin 7, ’ya

gore ¢ozlimiinden

7= )7:_"'77. (W1_W2)
“© (b-)w +w,

—lu (5.42)

elde edilir. Esitlik (5.38), benzer sekilde diizenlenip y,’ye gore ¢oziimii sonrasinda

~ yT."'fk (Wl_WZ) ~
= - 4
7| (a—l)Wl+W2 H (5 3)

denklemi elde edilir. Burada ¥, ifadesi

A, a n n-1
¥ = ZZﬁh Yim + hZ];ﬂlh Yian)

i=1 h=1
i=k

olup, agirlikli I-inci blok toplamidir. Kayip gozlemin MML tahmin edicisi (5.41)—
(5.43)’deki denklemlerin yardimu ile asagidaki yol izlenerek ¢oziilebilir:
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Denklem (5.41)’in denklem (5.42)’de yerine yazilmasi ile

- Ve 7 (W=W,) ¥+ (W =W, )7 + (W =W, )7
“© (b-1)w, +w, (ab-1)w, +w,

olur. Bu esitligin diizenlenip, 7, ’ya gore ¢oziimiinden

(@wew) g aDwew)
¢ abw((b-1)w +w,) " abw a((b-1)w +w,)"’

(5.44)

elde edilir. Benzer sekilde esitlik (5.41)’in, esitlik (5.43)’de yerine yazilip y,’ye gore

¢Oziimii sonucunda
(ab-Dw+w, . 1 . (b-1)(w,—w,)

— T 5.45
Yi abw, y"'er((a—l)wl+W2)Tk (5.49)

7= abw, ((a-1)w, +w,) "

denklemi elde edilir. 7, parametresinin MML tahmin edicisi, denklem (5.45)’in

denklem (5.44)’de yerine yazilip 7, ’ya gore ¢oziimlenmesi sonucunda

*

; (@ Dwrw)((@-twrw,) . (@-D(w-w)((@-Dw )
k W]_K k..
_((a—l)w1 +Ww, )((ab-1)w, +w, ) .

aw, K

(5.46)
seklinde elde edilir. Burada,
K =ab((a-1)w +w,)((b-1)w, +w,)—(a-1)(b—1)(w,-w,)’

dir. Benzer sekilde denklem (5.44)’tin denklem (5.45)’de yerine yazilip y,’ye gore

¢oziimiinden y, 'nin MML tahmin edicisi
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; ((b-1)w, +W2\?V(f<ab_l)W1 +W, ) Vo (b-1)(w, —Wi)zlg(ljb—l)w1 +W, ) i
_((b—l)wl +W2)((ab—1)wl +W2)
bw, K

~F

y (5.47)

olarak bulunur. (5.35)’deki denklemden

m= 1, (5.48)
esitligi yazilabilir. Burada,

fla = A+ F, 7,
dir. Esitlik (5.41)’in, esitlik (5.48)’de yerine yazilmasi ile

y abw, _ abw, ,
5.49
(ab-1)w; +w, ’ (ab-1)w; +w, fiet (ab—1)w, +w, 7/ (5:49)

elde edilir. (5.46) ve (5.47) denklemleri (5.49)’daki denklemde yerine yazildiginda

m’nin MML tahmin edicisi

ay, +by, —y

m:
abw, —a(w, —w, ) —b(w, —w, ) +(w, —w,)

(5.50)

olarak bulunur. Benzer olarak kayip gézlemin MML tahmin edicisi agirlikli k—inci
deneme ortalamasi, agirlikli I-inci blok ortalamasi ile agirlikli genel ortalamanin lineer

fonksiyonu olarak elde edilmistir.
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5.3 Simiilasyon Sonuclari

Bu bélimde, etkilesimin olmadigi iki-yonlii ANOVA modelinde, bir kayip goézlem
olmas1 durumunda, kayip gozlemi tahmin etmek icin elde edilen tahmin denklemlerinin
etkinligini ve istatistiksel dayanikliligin1 karsilastirmak amaci ile simiilasyon c¢aligmasi
yapilmistir. Burada, kayip gozlemin LS, ML ve MML tahmin edicileri siras1 ile m, m

ve m ile gosterilmistir.

Simiilasyon ¢aligmasinda iki-yonlii  ANOVA modelinde, hata terimlerinin LTS
dagilimina sahip oldugu varsayilmistir. p sekil parametresinin 2, 2.5, 3, 3.5, 5 ve 10

degerleri i¢in ayr1 ayr1 simiilasyonlar yapilmistir. Genelligi bozmadan (without of loss

of generality), (1.2) modelinde, x, 7, 7;, 7,, y, parametreleri sifir ve o parametresi 1

olarak alinmistir. Etkilesimin olmadig: iki-yonliic ANOVA modelinde, deneme ve blok
sayist 3 olarak belirlenmistir. 2—inci deneme 2—inci blok 2—inci gozlem ¢ikarilarak
kayip gozlem olusturulmustur. Simiilasyonlar yapilirken MATLAB R2010 programi

kullanilmistir. Her bir program 100.000/n kez ¢alistirilmis ve elde edilen sonuglar

cizelge 5.1°de verilmistir.

Kayip gozlemin LS, ML ve MML tahmin edicilerinin istatistiksel dayanikliligini
incelemek icin (1.2) modelinde, hata terimlerinin gercek dagiliminin sekil parametresi
p=3 olan LTS dagilimina sahip oldugu varsayilmistir. Uygulamada sekil parametresi p
tam olarak bilinemediginden varsayilan modelin makul alternatifleri olarak alinan

modeller ve aykir1 deger modelleri asagida verilmistir.

Model I: LTS(p=2,0)

Model II: LTS(p=5,0)

Model IlI: (n—r)LTS(p=3,0)+rLTS(p=3,20), r= 0.In+0.5
Model IV:0.90LTS ( p=3 O')+O.1OLTS ( p=3, 40')

Model V:0.90LTS (p =3, 5)+0.10N (0,1)
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Ayrica belirtilmelidir ki, Yy degerleri Boliim 3.2°de verilen adimlar izlenerek elde

edilmis ve kayip gozlemin LS, ML ve MML tahminleri ve bu tahminlere ait MSE ve RE

degerleri hesaplanmistir. Elde edilen sonuglar ise ¢izelge 5.2°de verilmistir.

Cizelge 5.1 iki-yonlii ANOVA modelinde, hata terimlerinin LTS dagilimina sahip olmas1
durumunda m’nin LS, ML ve MML tahminleri

Ort MSE RE

p=2

10 0.0009 0.0014 0.0020 0.0561 0.0289 0.0326 52 58
15 0.0000 0.0014 0.0020 0.0381 0.0196 0.0203 51 53
20 0.0025 0.0020 0.0015 0.0285 0.0148 0.0149 51 52

p=2.5

10 0.0000 0.0000 0.0000 0.0591 0.0423 0.0463 72 78
15 -0.0032 -0.0013 -0.0013 0.0390 0.0279 0.0290 72 74
20 0.0014 0.0007 0.0005 0.0282 0.0202 0.0205 71 73

p=3

10 -0.0019 -0.0019 -0.0021 0.0572 0.0465 0.0488 81 85
15 0.0006 -0.0007 0.0013 0.0398 0.0318 0.0326 80 82
20 0.0025 0.0024 0.0022 0.0294 0.0237 0.0240 80 81

p=3.5

10 -0.0009 -0.0015 -0.0014 0.0577 0.0495 0.0516 86 89
15 0.0027 0.0021 0.0024 0.0400 0.0340 0.0347 85 87
20 0.0025 0.0028 0.0030 0.0281 0.0239 0.0243 85 86

p=5

10 0.0017 0.0000 0.0007 0.0591 0.0552 0.0567 93 96
15 -0.0003 0.0002 0.0001 0.0390 0.0361 0.0368 92 94
20 -0.0021 -0.0017 -0.0016 0.0294 0.0272 0.0275 92 94

p=10

10 -0.0003 -0.0002 -0.0001 0.0604 0.0592 0.0597 98 99
15 0.0003 0.0002 0.0003 0.0378 0.0372 0.0374 98 99
20 0.0003 0.0001 0.0002 0.0283 0.0279 0.0280 98 99
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Cizelge 5.2 iki-yonlii ANOVA modelinde, hata terimlerinin LTS dagilimina sahip olmas1
durumunda m’nin LS, ML ve MML tahmin edicilerinin istatistiksel

dayaniklilig
Ort MSE RE
n m 0 m m 0 moomom

Gergek Model

10 -0.0019 -0.0019 -0.0021 0.0572 0.0465 0.0488 81 85
15 0.0006 -0.0007 0.0013 0.0398 0.0318 0.0326 80 82
20 0.0025 0.0024 0.0022 0.0294 0.0237 0.0240 80 81

Model |

10 0.0007 0.0011 0.0015 0.0584 0.0473 0.0496 81 85
15 -0.0013 -0.0007 -0.0002 0.0375 0.0304 0.0311 81 83
20 0.0018 0.0022 0.0024 0.0286 0.0231 0.0234 81 82

Model Il

10 -0.0015 -0.0007 -0.0011 0.0586 0.0471 0.0493 80 84
15 0.0010 0.0021 0.0024 0.0377 0.0304 0.0314 80 83
20 -0.0018 -0.0015 -0.0018 0.0289 0.0233 0.0236 80 82

Model 111

10 -0.0012 0.0009 -0.0012 0.0752 0.0557 0.0595 74 79
15 0.0008 0.0009 0.0008 0.0536 0.0395 0.0400 74 75
20 0.0021 0.0027 0.0028 0.0379 0.0281 0.0281 74 74

Model IV

10 -0.0034 -0.0003 -0.0009 0.1428 0.0761 0.0837 53 58
15 0.0003 -0.0019 -0.0013 0.0976 0.0510 0.0491 50 52
20 -0.0042 -0.0008 -0.0010 0.0723 0.0379 0.0342 47 52

Model V

10 -0.0016 -0.0019 -0.0015 0.0581 0.0481 0.0516 83 89
15 -0.0018 -0.0014 -0.0014 0.0391 0.0321 0.0335 82 86
20 -0.0001 0.0003 0.0007 0.0289 0.0237 0.0244 82 84

Simiilasyon sonuglarinin degerlendirilmesi:

Etkilesimin olmadigi iki-yonlii ANOVA modelinde, hata terimlerinin LTS dagilimina
sahip oldugu varsayimi altinda sekil parametresinin ve Orneklem hacminin farkli
degerleri i¢in, kayip goézlemin LS, ML ve MML tahminlerinin etkinliklerini incelemek
amaci ile yapilan simiilasyon calismasi sonuglarimin yer aldigi ¢izelge 5.2°ye gore;
orneklem hacmi arttikga RE degerlerinin kiiciildiigii baska bir ifade ile LS tahmin
edicisinin etkinliginin azaldig1 goriilmektedir. Bununla birlikte, p sekil parametresinin

degeri arttik¢a tahmin edicilerin MSE degerleri arasindaki farkin azaldig1 dolayisiyla LS
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tahmininin etkinligi arttigi goriilmektedir. Bilindigi gibi, p degeri arttikga LTS dagilimi

normal dagilima yakinsadigindan bu beklenen bir sonugtur.

Kayip gozlemin LS, ML ve MML tahmin edicilerinin istatistiksel dayanikliligini
arastirmak amaci ile yapilan simiilasyon sonuglariin yer aldig cizelge 5.3 ’e gore,
Model I, Model II ve Model III i¢in ML ve MML tahmin edicilerinin etkinlikleri % 80
civarindadir. Bu tahmin edicilerin RE degerleri Model IV’de en diisiiktiir. Yani kayip
gbzlemin LS tahmin edicisinin etkinligi azalmistir. Bu nedenle, kayip gozlemin ML ve
MML tahmin edicilerinin LS tahmin edicisine goére daha dayanikli oldugu séylenir.
Sonug olarak, LS tahmin edicisi modelden sapmalardan ML ve MML tahmin edicilerine

gore daha fazla etkilendigi, dolayisiyla etkinliginin hizla diistiigii goriillmektedir.
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6. UYGULAMA

Bu boliimde, bir-yonlit ANOVA modeli ve iki-yonlit ANOVA modelindeki kayip gozlemi
tahmin elde etmek amaci ile literatiirden veri setleri alinmistir. Bu veri setlerinden
rasgele bir tane gézlem cikarilmis ve bu gozlem kayip gozlem olarak diisiiniilmiistiir.
Daha sonra Boliim 2.1.1, Boliim 3.1.1, Boliim 3.1.2, Boliim 4.1, Boliim 5.1 ve Boliim
5.2’de detayli olarak anlatilan kayip goézlemin LS, ML ve MML tahmin edicileri

kullanilarak kayip gdzlemin tahmin degeri elde edilmistir.

6.1 Ogrencilerin Not Ortalamalar1 Verisi

Ross (2012)’dan alinan oOrnekte, ii¢ farkli sehirdeki liselerden fakiilteye giren
Ogrencilerin birinci yi1l sonundaki not ortalamalar1 (4 {izerinden) arasindaki farklilik
karsilastirilmak isteniyor. Bu amacgla yapilan calismada elde edilen veriler ¢izelge

6.1°deki gibidir.

Cizelge 6.1 Ogrencilerin not ortalamalarma iliskin veri seti

Okull Okul2 Okul3

3.2 3.4 2.8
3.4 3.0 2.6
3.3 3.7 3.0
3.5 3.3 2.7

Bu probleme iliskin bir-yonliit ANOVA modeli

Vi =u+r+e, 1=123 j=1,234

ij?
seklindedir. Ross (2012) problemi hata terimlerinin normal dagildig1 varsayimi altinda
incelemistir. Hata terimlerinin normal dagilip dagilmadigini kontrol etmek icin

MATLAB R2010 programinda normal dagilim icin Q-Q grafigi cizdirilmistir. Elde

edilen Q-Q grafigi incelendiginde veri setinin dagiliminin normal olmadigi gorilmiistiir.
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Ogrencilerin not ortalamalari veri setinin dagilimmin LTS dagilimma olan uygunlugu
arastirtlmak istenmis sekil parametresinin farkli degerleri i¢in Q-Q grafikleri MATLAB
R2010 programinda cizdirilmistir. Ancak veriye en uygun Q-Q grafigi sekil 6.1°de
verilen LTS(p=2) oldugu belirlenmistir.

-2.6F

-2.8

ol
-3.21 -

L

7
+

Y Quantiles

-3.4r

_3.6 = r r r r £
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

X Quantiles
Sekil 6.1 Ogrencilerin not ortalamalar1 verisi i¢in & ’larm LTS(p=2) dagilim1 igin Q-Q

grafigi

Bu tez ¢alismasmin amaci kayip gdzlem tahminidir. Ogrencilerin not ortalamalari veri
setinde kayip gozlem bulunmadigindan 2-inci denemede rasgele olarak bir gdézlem
cikarilarak kayp gozlem olusturulmustur. Igerisinde bir kayip gdzlemin oldugu

ogrencilerin not ortalamalarina iliskin yeni veri seti ¢izelge 6.2°de verildigi gibidir.

Cizelge 6.2 Bir kayip gozlemin oldugu 6grencilerin not ortalamalarina iligskin veri seti

Okull Okul2 Okul3

3.2 3.4 2.8
3.4 3.0 2.6
3.3 m 3.0
3.5 3.3 2.7

Cizelge 6.2°deki kayip gozlemi tahmin etmek i¢in kullanilan LS, ML ve MML

tahminleri
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oY
3
1 4
m=—_72 W,;¥,;
O j=1
]#3
ve
1
m:_zﬁij(j)
[y
j#3

formiilleri kullanilarak hesaplanmistir. Burada,

: 2p/q . 1-(Yq)t?
Oy =D Wy, Wy, 7o 0= b=
E L) T 1+ @)t
a(o)’

ve

dir. Literatiirde kayip gozlem tahminlerinin performanslarint karsilagtirmak amaci ile
kullanilan bazi olgiiler; sapma kareler ortalamasinin karekokii (Root Mean Square
Deviation-RMSD), ortalama mutlak sapma (Mean Absolute Deviation-MAD), yan

(Bias), orantil1 varyans (Proportionate Variance-PV) sirasiyla

RMSD = /li(m ~h)’
Mz

MAD :%i|m—r‘n
i=1

Bias = EZr:(m— M)
ve
_ Var(m)
~ Var ()
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seklindedir (Engels ve Diehr 2003). Burada,

m: kayip gozlem,
m : kayip gozlem tahmini
ve

r: kayip gozlem sayisi

dir. Bu veri setinde sadece bir kayip gbézlem oldugundan RMSD ve MAD odlgiileri
birbirine esittir ve PV 06l¢iisii ise hesaplanamaz. Bundan dolay1, kayip gozlemin LS, ML
ve MML tahmin edicilerinin performansini karsilagtirmak i¢in, MAD ve Bias 6l¢iilerini

kullanmak uygun olacaktir.

Buna gore, kayip gozlem tahminleri ¢izelge 6.3’de verildigi gibidir.

Cizelge 6.3 Ogrencilerin not ortalamalariveri setindeki kayip gdzlem igin LS, ML ve
MML tahminleri

m M m MADLS MADML MADMML

3.2333 3.2701 3.2470 0.4667 0.4299 0.4530

Kayip gozlemin gergek degeri ile tahmin degeri arasindaki fark pozitif oldugundan
MAD ve Bias o6l¢iilerinin degerleri esittir. Bu nedenle tahmin edicileri karsilastirma
kriteri olarak MAD o6l¢iisti alinmustir. Cizelge 6.3’deki sonuglar incelendiginde, MAD
Olgiistine gore ML tahmin edicisinin performanst diger LS ve MML tahmin edicilerine
gore daha 1iyidir. Bu sonug¢ ¢izelge 3.1°de verilen simiilasyon sonuglart ile

ortiismektedir.
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6.2 Belirli Bir ilacin Kandaki Konsantrasyonu Verisi

Ross (2012)’dan alian, belirli bir ilacin enjekte edildikten 24 saat sonra kandaki
konsantrasyonunun yas gruplarina olan etkisinin arastirildigi 6rnege iliskin veriler

cizelge 6.4°de verilmistir.

Cizelge 6.4 Belirli bir ilacin kandaki konsantrasyonuna iligkin veri seti

Yas Grubu
11-25 26-40 41-65 65+
52.0 52.5 53.2 82.4
56.6 49.6 53.6 86.2
Erkek 68.2 48.7 49.8 101.3
82.5 44.6 50.0 924
85.6 43.4 51.2 78.6
68.6 60.2 58.7 82.2
80.4 58.4 55.9 79.6
Kadin 86.2 56.2 56.0 814
81.3 54.2 57.2 80.6
7.2 61.1 60.0 82.2

Ross (2012)’da bu 6rnege iliskin model, etkilesimli iki—y6nlii ANOVA modelidir. Bu
caligmada etkilesimsiz iki—yonli ANOVA modeli ile ilgilenildiginden, 6rnege iliskin

modelin

Yin =M+T+y e, 1=1234; =12, h=123,4,5,

bi¢iminde oldugu varsayilmistir.

Hatalarin dagiliminin normal dagilip dagilmadigini belirlemek amaci ile normal dagilim
Q-Q grafigi MATLAB programinda ¢izdirilmistir. Elde edilen grafikten hata
terimlerinin dogru etrafinda yayilim gostermedigi dolayisiyla normal dagilmadig:
belirlenmistir. Bu nedenle, verinin LTS dagilimina uygunlugu arastirilmis ve sekil

parametresi p=2, 3, 5 ve 10 i¢in LTS dagilim1 Q-Q grafikleri ¢izdirilmistir. Sekil 6.2°de
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verilen grafik elde edilmistir. Bu grafige gore hatalarin, LTS(p=2) dagilimina uygun

oldugu goriilmiistiir.

20

o

7

10

Y Quantiles
o

-10

7

+

-20

-2 -1 0 1 2
X Quantiles

Sekil 6.2 Belirli bir ilacin kandaki konsantrasyonu verisi i¢in ¢ ’larin LTS(p=2) dagilimi
icin Q-Q grafigi

Incelenen veride kayip gézlem bulunmamaktadir. Bu nedenle, kayip gézlem olusturmak
amaci ile 2—inci deneme 2—inci blokta rasgele bir gézlem silindikten sonra elde edilen

yeni veri seti ¢izelge 6.5°de verildigi gibidir.

Cizelge 6.5 Bir kayip gozlemin oldugu belirli bir ilacin kandaki konsantrasyonuna
iliskin veri seti

Yas Grubu
11-25 26-40 41-65 65+
52.0 52.5 53.2 82.4
56.6 49.6 53.6 86.2
Erkek 68.2 48.7 49.8 101.3
82.5 44.6 50.0 924
85.6 43.4 51.2 78.6
68.6 60.2 58.7 82.2
80.4 m 55.9 79.6
Kadin 86.2 56.2 56.0 81.4
81.3 54.2 57.2 80.6
71.2 61.1 60.0 82.2
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Cizelge 6.5’deki veride bulunan kayip gozlem tahminini hesaplamada kullanilan LS,

ML ve MML tahmin edicileri sirasiyla

P I i
35

M=4+7,+7,,

ve

4y, +2Y, =¥

m:
8w, — 4 (W, —W, ) —2(W, — W, )+ (W, —w,)

seklindedir. Bu formiiller ile ilgili ayrintili bilgi i¢in Boliim 4.1, Boliim 5.1 ve Boliim

5.2’ye bakilabilir.

Yukarida formiilleri verilen kayip gozlemin LS, ML ve MML tahmin edicilerine gore

elde edilen tahmin degerleri ¢izelge 6.6’da verilmistir.

Cizelge 6.6 Belirli bir ilacin kandaki konsantrasyonuna iligkin veri setindeki kayip
gozlemin LS, ML ve MML tahminleri

m m m MAD, s MADw. MADwymL

54.8229 57.7678 55.1542 3.5771 0.6322 3.2458

Burada Bias ve MAD o6l¢iilerinin aldiklar1 degerler ayni oldugundan kayip gézlemin LS,
ML ve MML tahmin edicilerini karsilagtirma kriteri olarak MAD 6l¢iisii alinmustir.
Cizelge 6.6’daki sonuglara gore, iki-yonlii ANOVA modelindeki kayip gozlemin ML
tahmininin performanst MAD o4l¢iisiine gore en iyidir. Bu sonucun, ¢izelge 5.1°de
verilen kayip gozlemin LS, ML ve MML tahmin edicilerini karsilastirmak i¢in yapilan

simiilasyon sonuglari ile ortiistiigii goriilmektedir.
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7. SONUC

Geleneksel olarak, varyans analizi modellerinde hata terimlerinin dagiliminin normal
oldugu varsayilir. Normal dagilim varsayimi altinda elde edilen LS tahmin edicileri en
etkin tahmin edicilerdir. Ancak ger¢ek verilerle calisildiginda ¢ogu zaman hata
terimlerinin normal dagilmadigi goriiliir. Normallik varsayiminin saglanmadigi
durumlarda elde edilen LS tahmin edicilerinin etkinlikleri diiser. Bu nedenle
varsayimlarin bozulmasindan ¢ok fazla etkilenmeyen bir bagka ifade ile varsayimlarin
saglanmadig1 durumlarda dahi yiiksek etkinliklere sahip olan tahmin ediciler gelistirmek

gerekir.

Bu c¢alismada bir-yonlii ANOVA modeli ve iki-yonli ANOVA modelinde, hata
terimlerinin normal dagilmadigi durumda kayip gozlemin tahmin edilmesi ile

ilgilenilmistir. Bu kisimlar ¢alismanin orijinal boliimiinii olusturmaktadir.

Bir-yonlit ANOVA modelinde, hata terimlerinin normal dagilmadigi durum igin LTS
dagilmi kullanilmustir. Ozellikle bu dagilimin tercih edilmesinin nedeni, normal
dagilimin makul bir alternatifi olmasidir. Hata terimlerinin LTS dagilimina sahip olmasi
durumunda ML denklemlerinin dogrusal olmamasi nedeni ile kayip gézlemin ML
tahmin edicisinin agik ¢o6ziimii elde edilemez. Bu durumda dogrusal olmayan
denklemlerin ¢dziimiinde iteratif yontemlere ihtiya¢ duyulur. Iteratif yontemlerden EM
algoritmasi ile hemen hemen her zaman koke yakinsama saglanir. Bu nedenle bir-yonli
ANOVA modelindeki kayip gozlemin ML tahmininin elde edilmesinde EM algoritmas:

kullanilmistir.

Daha sonra ML tahmin denklemlerinin analitik ¢dziimiiniin olmadigi durumlarda
kullanilmast 6nerilen, ayn1 zamanda asimptotik olarak ML tahmin edicisine esit olan
kayip gézlemin MML tahmin edicisi elde edilmistir. Kayip gézlemi tahmin etmek i¢in
olusturulan ML ve MML tahminlerinin agirlikli ortalama oldugu goriilmiistiir. Teorik
olarak elde edilen kayip gozlemin ML ve MML tahmin edicilerinin LS tahmin edicisine

gore olan etkinlikleri Monte-Carlo simiilasyonu ile karsilastirilmistir. Cizelge 3.1°de yer
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alan simiilasyon ¢aligmasi sonuglarina gore, hata terimlerinin LTS dagilimina sahip
olmast durumunda LS tahmin edicisine gore etkinligi en iyi olan tahmin edici ML
tahmin edicisidir. Ayrica, érneklem hacmi arttikga ML tahmin edicisinin etkinliginin
arttigr gorilmistiir. Beklenildigi gibi, MML tahmin edicisinin etkinliginin ML tahmin
edicisinin etkinligine neredeyse esit oldugu gozlenmistir. p sekil parametresi arttikca
LTS dagiliminin normal dagilima yaklasmasi nedeni ile her iic tahmin edicinin
etkinliginin benzer olmasi teorik olarak beklenen sonugtur. Ek olarak, veride
olusabilecek cesitli aykir1 deger durumlar1 goz oniine alinarak elde edilen kayip gézlem
tahmin edicilerinin dayaniklilig1 da incelenmis ve sonuclar ¢izelge 3.2°de verilmistir.
Bu simiilasyon sonuglarina gore, aykirt gézlem durumunda da ML ve MML tahmin
edicilerinin LS tahmin edicisine gore daha dayanikli oldugu ve MML tahmin edicisinin

etkinlik olarak ML tahmin edicisine neredeyse esit oldugu gézlenmistir.

Bolim 5°de, bir-yonliic ANOVA modelinde, bir kayip gozlem icin yapilan incelemeler
etkilesimin olmadig1 iki-yonlii ANOVA modelindeki kayip gozlem tahmini icinde
yaptlmistir. Bilindigi gibi, herhangi bir dagilim normal dagilimin o6l¢ek-karmasi
seklinde yazilabiliyorsa IRA, EM algoritmasina denk olur. LTS dagilimi da normal
dagilimin Glgek karmasi olarak yazilabildiginden IRA, EM algoritmasina denktir. Bu
nedenle hata terimlerinin LTS dagilimi varsayimi altinda kayip gézlemin ML tahmininin
elde edilmesinde yontemin nasil uygulandigim1 gostermek amacr ile IRA kullanilmistir.
Kayip gozlemi tahmin etmek i¢in kullanilan ML ve MML tahmin denklemleri kayip
gozlemin bulundugu agirlikli deneme ve agirlikli blok ortalamalar: ile agirlikli genel
ortalamanin lineer bir fonksiyonudur. Tahmin denklemlerinde bulunan agirliklar
yardimui ile veri setinde bulunan sapan gozlemlerin etkisi azaltilir. Ayrica, elde edilen
ML ve MML tahmin edicilerinin LS tahmin edicisine gore etkinlikleri ve dayanikliliklar
Monte-Carlo simiilasyon c¢alismasi ile karsilastirilmistir. Elde edilen simiilasyon
sonuglari ¢izelge 5.1 ve ¢izelge 5.2°de verilmistir. Bu simiilasyon sonuglarinin bir-yonlii

ANOVA modeli igin elde edilen sonuglar ile benzerlik gosterdigi goriilmiistiir.

Ek olarak, bir-yonli ANOVA modeli ve iki-yonli ANOVA modeli igin yapilan
uygulamalarin, kayip gézlemin LS, ML ve MML tahmin edicilerini karsilastirmak i¢in

yapilan simiilasyon sonuglari ile birebir uyustugu goriilmiistiir.
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llerleyen calismalarda bir-yénli ANOVA modelinde, kayrp gdzlem durumunda test
istatistiklerinin olusturulmasi, farkli bir dagilim i¢in kayip gézlemin tahmin edilmesi ve

test istatistiklerinin 6nerilmesi konular: ele alinacaktir.
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EKLER

EK 1 LTS dagiliminin normal dagilimin dl¢ek-karmasi olarak yaziliginin gosterilmesi
EK2 f (x|u) kosullu olasilik dagiliminin elde edilisi (X ~LTS(p), U ~ ;(\,2)

EK3 f (u |X) kosullu olasilik dagilimimnin elde edilisi (X ~LTS(p),U ~ ;(\,2)

EK 4 Bir-yonli ANOVA modelinde, hata terimlerinin LTS dagilimina sahip oldugu
durum i¢in yazilan MATLAB programi (a=4, n=20)

EK 5 iki-yonlii ANOVA modelinde, hata terimlerinin LTS dagilimma sahip oldugu
durum i¢in yazilan MATLAB programi (a=3, b=3, n=10)

EK 1 LTS dagilmmn normal dagilmin odlcek-karmasi olarak yazilisimin

gosterilmesi
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Z standart normal dagilima, U ise pozitif bir dagilima sahip olan bagimsiz iki rasgele

degisken olsun.
X=zZ/

seklinde tanimlanan X rasgele degiskeninin dagilimi, normal dagilimin 6l¢ek-karmasi

olarak adlandirilir (Wets 1967, Andrews ve Mallows 1974).

Bu tanima gore, LTS dagilimi normal dagilimin dlgek-karmasi olarak yazilabilir. LTS

dagiliminin bu 6zelligi ise su sekilde gosterilebilir:

LTS dagilima,

X=—2_ (1.1)

biciminde verilen bagimsiz Z ve U rasgele degiskenlerinin bir fonksiyonu seklinde

yazilabilir. X ve U rasgele degiskenlerinin ortak oyf,
fuu (X )= T, (z(xu),u(x,u))|det(J)| (1.2)

formiilii kullanilarak elde edilebilir. Burada f(Z,u), bagimsiz Z ve U rasgele

degiskenlerinin ortak oyf’dir ve

f(z,u)=1(z)f(u)
e
r()zvz
2

olarak bulunur.

Esitlik (1.3)’de
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z:% ve u=u (1.4)

degisken dontisiimii yapilirsa, Jakobiyen matrisi

Z Z|\ T x

oX ou T T
J: =

w |V AW

ox ou

bi¢iminde olur. Jakobiyen matrisinin determinanti

det(J)z% (1.5)

olarak bulunur. (1.3), (1.4) ve (1.5) esitlikleri (1.2)’de yerlerine yazilirsa X ve U rasgele
degiskenlerinin ortak oyf’si

L

2
_ 1 L ut Y exp Ll X (1.6)
\/q_l“ ( y j 02 5 q
Y

2

bi¢iminde elde edilir. Esitlik (1.6)’dan X’in marjinal oyf

f(x)=

O 3 8
—
—~~
x
[
N
o
[

L1 e {_1u(1+X_ZJ}du @)
\/_F( j ) 2 q

integralinin ¢6ziimii sonucunda elde edilir. Bu integralin ¢6ziimii i¢in
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t=%u[1+y—2j (18)

olur. Esitlik (1.8)’de tanimi verilen t doniisiimii (1.7)’de uygulandiginda

1 1 T (2t)" V"

2
f (X) - Py o(D)2 AN exp{—t} 2
q q
2

T —
Jarr
—(v+1)/2
I X—) [t exp{~t}dt

:m[ q

1 F(Vz—l—lj W ~(v+1)/2
= 2| ]+ — 1.9
(] (qj )
2

2 —(v+1)/2
f(x)=+j(1+x—] (1.10)

olur. (1.10)’daki oyf’de v yerine (2p—1) yazilirsa
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()= 11 1){“ET (1.11)

olur. Elde edilen (1.11) esitligi, LTS dagiliminin normal dagilimin 6l¢ek karmasi

seklinde yazilabildigini gostermistir.
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EK 2 f(x|u) kosullu olasiik dagihminn elde edilisi (X ~ LTS(p),U ~ z7)

X ~LTS(p) ve U ~ zZ (v=2p-1) olsun. X kosul U’nun oyf’si

f(x|u)= (2.1)

olarak tanimlanir. X rasgele degiskeni ile U rasgele degiskeninin ortak oyf (1.6) esitligi
ile verilen fonksiyondur. X ve U rasgele degiskenlerinin ortak oyf’si ve U’nun marjinal

oyf’si (2.1)’de yerlerine yazildiginda

2
1 Lo utv2epl Luf14 X

v (v+1)/2 2
Vq’”@z q

# u(v72)/2 exp {_l u}
Gl
2

olur. Bu ifadenin diizenlenmesi ile

f(x|u):#exp{—lx—2}
J2zq/u 2q/u

elde edilir. f (x|u) kosullu olasilik dagilim, x|u ~N(0,q/u) olarak bulunur.
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EK 3 f(u|x) kosullu olasihk dagihminm elde edilisi (X ~ LTS(p),U ~ z7)

X ~LTS(p) ve U ~ xZ (v=2p-1) olsun. U kosul X *in oyf’si

bi¢iminde tanimlanir. (1.6) ve (1.7) esitlikleri yardimi ile X bilindiginde U’larin kosullu
dagilimi1 su sekilde hesaplanabilir:

f(xu)
f(u|x): f ()
1 1 . x>
v o012 uty eXp{—U[l"‘qj}
Jq’”@

2
X -
dan u|x’nun kosullu dagiliminin a=Y"2 ve ﬂ:—(1+—j parametreleri ile
q

Gama(a, ) oldugu gdriiliir.
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EK 4 Bir-yonlii ANOVA modelinde, hata terimlerinin LTS dagilimina sahip oldugu
durum icin yazilan MATLAB program (a=4, n=20)

*Model IV i¢in sayilarin tiretilmesi

$§=10000;n=20;a=4;N=a*n;p=3;nu=2*p-1;k=2*p-3;sayac=0;r=fix(0.5+0.1*n);

for j=1:s;
sayac=sayac+1;
fori=1:n;
u(i,j)=unifrnd(0,1);
if u(i,j)>0.90;
Al(i,j))=4*(trnd(nu,1)/sqrt(nu/k));
else
AL(i,j)=trnd(nu,1)/sgrt(nu/Kk);
end
end
for i=1:n;
u(i,j)=unifrnd(0,1);
if u(i,j)>0.90;
A2(i,j)=4*(trnd(nu,1)/sqrt(nu/k));
else
A2(i,j)=trnd(nu,1)/sgrt(nu/Kk);
end
end
fori=1:n;
u(i,j)=unifrnd(0,1);
if u(i,j)>0.90;
A3(i,j))=4*(trnd(nu,1)/sqrt(nu/k));
else
A3(i,j)=trnd(nu,1)/sqrt(nu/Kk);
end
end
fori=1:n;
u(i,j)=unifrnd(0,1);
if u(i,j)>0.90;
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AA4(i,j)=4*(trnd(nu,1)/sgrt(nu/k));
else
A4(i,j)=trnd(nu,1)/sqrt(nu/k);
end
end

*Model III igin sayilarin liretilmesi

fori=1:n;
B1(i,j)=trnd(nu,1)/sgrt(nu/k);
B2(i,j)=trnd(nu,1)/sgrt(nu/k);
B3(i,j)=trnd(nu,1)/sgrt(nu/k);
B4(i,j)=trnd(nu,1)/sqrt(nu/k);

end

fori=1:r;
Al1(i,j)=2*B1(i,));
A21(i,j)=2*B2(i,j);
A31(i,j)=2*B3(i,j);
A41(i,))=2*BA4(i,));

end

for i=(r+1):(n);
AL12(i-r,j)=B1(i,));
A22(i-r,j)=B2(i,));
A32(i-r,j)=B3(i,j);
A42(i-r,j)=B4(i,));

end
ALC)=IALLC) AL2()];
A2(:))=[A21(:)); A22(:.))];
A3(:))=[A31(.)); A32(:.))I;
AA()=IAAL(0) Ad2())];

*Model V igin sayilarm tiretilmesi

fori=1:n;
u(i,j)=unifrnd(0,1);
if u(i,j)>0.90;
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Al(i,j)=normrnd(0,1);
else
Al(i,j)=trnd(nu,1)/sqrt(nu/k);
end
end
for i=1:n;
u(i,j)=unifrnd(0,1);
if u(i,j)>0.90;
A2(i,j)=normrnd(0,1);
else
A2(i,j)=trnd(nu,1)/sgrt(nu/Kk);
end
end
for i=1:n;
u(i,j)=unifrnd(0,1);
if u(i,j)>0.90;
A3(i,j)=normrnd(0,1);
else
A3(i,j)=trnd(nu,1)/sgrt(nu/Kk);
end
end
for i=1:n;
u(i,j)=unifrnd(0,1);
if u(i,j)>0.90;
A4(i,j)=normrnd(0,1);
else
A4(i,j)=trnd(nu,1)/sqrt(nu/Kk);
end

end

*A2(:,j) den rasgele bir elemaninin (nl(j) nin) silinmesi

K=A2(:,));
K@)=[1;
G(:J)=K;

*yerilerin siralanigi
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SAL(:,j)=sort(A1(:,)));
SA2(:,j)=sort(G(:,)));

SA3(:,j)=sort(A3(:,)));
SAA(:,j)=sort(A4(:,)));

* 1 ’lerin ve o 'nim LS tahminleri

ortl(j)=mean(sA1(.,j));
ort2(j)=mean(sA2(.,j));
ort3(j)=mean(sA3(.,j));
ort4(j)=mean(sA4(. j));
sigma(j)=sart(((var(sAL(:,j))+var(sA3(:,j))+var(sA4(: j)))*(n-1)+var(sA2(:,j))*(n-2))/(N-a-1));

*a ve B ’larmm hesaplanmasi

for h=1:n
qu(h)=h/(n+1);
I(h)=tinv(qu(h),2*p-1)*sqrt((2*p-3)/(2*p-1));
end
for h=1:n-1
qu(h)=h/n;
11(h)=tinv(qu(h),2*p-1)*sqrt((2*p-3)/(2*p-1));
end
for h=1:n
alfa2(h)=((2*1(h)"3)/k)/(1+(I(h)"2/k))"2;
end
for h=1:n
beta2(h)=(1-(1(h)"2/k))/(1+(l(h)"2/Kk))"2;
end
for h=1:n-1
alfal(h)=((2*11(h)"3)/k)/(1+(11(h)"2/k))"2;
end
for h=1:n-1
betal(h)=(1-(11(h)"2/k))/(1+(11(h)"2/k))"2;
end

vl=sum(betal);
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v2=sum(beta?2);

*M’nin vé ¢ ’nin MML tahmin edicileri

mulnokta(j)=(1/v2)*beta2*sAl(:,j);
mu2nokta(j)=(1/v1)*betal*sA2(:,j);
mu3nokta(j)=(1/v2)*beta2*sA3(:,j);
mud4nokta(j)=(1/v2)*beta2*sA4(:,j);
B1(j)=((2*p)/k)*alfa2*(sAL(:,j)-mulnokta(j));
Bk(j)=((2*p)/k)*alfal*(sA2(:,j)-mu2nokta(j));
B3(j)=((2*p)/k)*alfa2*(sA3(:,j)-mu3nokta(j));
B4(j)=((2*p)/k)*alfa2*(sA4(:,j)-mudnokta(j));
B(j)=B1(j)+Bk(j)+B3(j)+B4(j);
C1(j)=((2*p)/K)*beta2*((sAL(:,j)-mulnokta(j))."2);
Ck(j)=((2*p)/K)*betal*((sA2(:,j)-mu2nokta(j))."2);
C3(j)=((2*p)/K)*beta2*((sA3(:,j)-mu3nokta(j))."2);
C4()=((2*p)/K)*beta2*((sA4(:,j)-mudnokta(j))."2);
C(j)=C1(j)*+C3(j)+Ck(j)+CA4());
sigmamml(j)=(B(j)+sqrt(B(j)"2+4*N*C(j)))/(2*sqrt(N*(N-a-1)));

*m’nin ML tahminleri

M1(1,j)=ort1(j);M3(1,j)=ort3(j);M4(1,j)=ort4(j);
M2(1,j)=ort2(j);

sigmal(l,j)=sigma(j);

t=2;

z1(:,J)=(AL(:,J)-M1(t-1,j))/sigmal(t-1,j);
z2(:,J)=(sA2(:,j)-M2(t-1,j))/sigmal(t-1,j);
23(:,))=(A3(:,j)-M3(t-1,)))/sigmal(t-1,j);
z4(:,))=(A4(:,j)-M4(t-1,)))/sigmal(t-1,));
deltal(:,j))=((2*p)/K)*((1+(1/k)*z1(:,j).*2).N-1);
delta2(:,j)=((2*p)/k)*((1+(1/k)*z2(:,j)."2).~-1);
delta3(:,j)=((2*p)/k)*((1+(1/k)*z3(:,j)."2).~-1);
deltad(:,j)=((2*p)/k)*((1+(1/K)*z4(:,j)."2).~-1);
M11(j)=(deltal(:,j)*AL(:,)));
M22(j)=(delta2(:,j) *sA2(:,j));
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M33(j)=(delta3(:,j)*A3(:,)));
M44(j)=(deltad(:,j) *A4(:.)));
sigmal(j)=(deltal(:,j)*(ALl(:,j)-M1(t-1,j)).*2);
sigma2(j)=(delta2(:,j)*(sA2(:,j)-M2(t-1,j)). 2);
sigma3(j)=(delta3(:,j)*(A3(:,j)-M3(t-1,j)).*2);
sigma4(j)=(deltad(:,j)*(A4(:,j)-M4(t-1,j)).*2);
M1(t,j)=M11(j)/sum(deltal(:,j));
M3(t,j)=M33(j)/sum(delta3(:,j));
M4(t,j)=M44(j)/sum(deltad(:,j));
M2ekk(t,j)=M22(j)/sum(delta2(:,j));
sigmal(t,j)=sart((sum(sigmal(j))+sum(sigma2(j))+sum(sigma3(j))+sum(sigma4(j)))/(N-a-1));
adim(:,j)=1,

while abs(M2(t,j)-M2(t-1,j))>0.0001
adim(:,j)=adim(:,j)+1;

t=t+1;

end

M2;

son(:,j)=M2(adim (:,)).j);

end
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EK 5 iki-yénli ANOVA modelinde, hata terimlerinin LTS dagilimina sahip oldugu
durum i¢in yazilan MATLAB programi (a=3, b=3, n=10)

*LTS dagilimindan sayilarin iiretilmesi

m=10000; n=10;a=3;b=3;N=a*n*b;p=2;nu=2*p-1;k=2*p-3;
for v=1:m

for ko=1:b

for j=1:a
for i=1:n;

AEL(i j,ko,v)=trnd(nu,1)/(sqrt(nu/K));
end

end

end

*Model Il
for v=1:m
for ko=1:b
for j=1:a
for i=1:n;
BE1(i,j,ko,v)=trnd(nu,1)/(sgrt(nu/k));
end
end
end
for ko=1:b
for j=1:a
fori=1:r;
AE11(i,j,ko,v)=2*BE1(i,j,ko,Vv);
end
end
end
for ko=1:b
for j=1:a
for i=(r+1):(n);
AE12(i-r,j,ko,v)=BE1(i,j,ko,v);
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end
end
end

*Model 1V igin sayilarin tiretilmesi

for v=1:m
for ko=1:b
for j=1:a
for i=1:n;
u(i,j,ko,v)=unifrnd(0,1);
if u(i,j,ko,v)>0.90;
AEL(i j,ko,v)=trnd(nu,1)/(sqrt(nu/k));
else
AEL(i,j,ko,v)=trnd(nu,1)/(sqrt(nu/Kk));
end
end
end
end

*Model V igin sayilarin {iretilmesi

for ko=1:b
for j=1:a
for i=1:n;
u(i,j,ko,v)=unifrnd(0,1);
if u(i,j,ko,v)>0.90;
AEL(i j,ko,v)=normrnd(0,1);
else
AEL(i,j,ko,v)=trnd(nu,1)/(sqrt(nu/Kk));
end
end
end

end
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*[kinci deneme ikinci bloktaki rasgele bir gdzlemin silinmesi

K=AEL(:,2,2,Vv) ;

K@)=[1;
G(:,v)=K;

*Go6zlemlerin siralanist

sA1B2(:,v)=sort(AEL(:,2,1,v));
SA1B1(:,v)=sort(AEL(:,1,1,v));
SA1B3(:,v)=sort(AEL(:,3,1,v));
sA2B2(:,v)=sort(G(:,v));

sA2B1(:,v)=sort(AEL(:,1,2,v));
sA2B3(:,v)=sort(AEL(:,3,2,v));
sA3B2(:,v)=sort(AEL(:,2,3,v));
SA3B1(:,v)=sort(AEL(:,1,3,v));
sA3B3(:,v)=sort(AEL(:,3,3,v));

*Goze toplamlart

topA1B2(v)=sum(sA1B2(:,v));
topA1B1(v)=sum(sA1B1(:,v));
topA1B3(v)=sum(sA1B3(:,v));
topA2B2(v)=sum(sA2B2(:,v));
topA2B1(v)=sum(sA2B1(:,v));
topA2B3(v)=sum(sA2B3(:,v));
topA3B2(v)=sum(sA3B2(:,v));
topA3B1(v)=sum(sA3B1(:,v));
topA3B3(v)=sum(sA3B3(:,v));

*Deneme toplamlari
topAl(v)=(topAlB2(v)+topAlB1l(v)+topAlB3(V));

topA2(v)=(topA2B2(v)+topA2B1(v)+topA2B3(V));
topA3(v)=(topA3B2(v)+topA3B1(v)+topA3B3(V));
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*Blok toplamlar1

topB1(v)=(topAlB1(v)+topA2B1(v)+topA3B1(Vv));
topB2(v)=(topA1B2(v)+topA2B2(v)+topA3B2(Vv));
topB3(v)=(topA1B3(v)+topA2B3(v)+topA3B3(V));

*Genel toplam

ytop(v)=(topAl(v)+topA2(v)+topA3(V));

*@Go6ze ortalamalari

ortA1B2(v)=mean(sA1B2(:,v));
ortA1B1(v)=mean(sA1B1(:,v));
ortA1B3(v)=mean(sA1B3(:,v));
ortA2B2(v)=mean(sA2B2(:,v));
ortA2B1(v)=mean(sA2B1(:,v));
ortA2B3(v)=mean(sA2B3(:,v));
ortA3B2(v)=mean(sA3B2(:,v));
ortA3B1(v)=mean(sA3B1(:,v));
ortA3B3(v)=mean(sA3B3(:,v));

*Deneme ortalamalari

ortA1(v)=(ortA1B2(v)+ortA1B1(v)+ortA1B3(v))/3;
ortA2(v)=(ortA2B2(v)+ortA2B1(v)+ortA2B3(v))/3;
ortA3(v)=(ortA3B2(v)+ortA3B1(v)+ortA3B3(v))/3;

*Blok ortalamalar:
ortB1(v)=(ortA1B1(v)+ortA2B1(v)+ortA3B1(v))/3;

ortB2(v)=(ortA1B2(v)+ortA2B2(v)+ortA3B2(v))/3;
ortB3(v)=(ortA1B3(v)+ortA2B3(v)+ortA3B3(v))/3;
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*Genel ortalama

ort(v)=(ortB1(v)+ortB2(v)+ortB3(v))/b;

*m nin LS tahmini
mEKK(v)=(a*topA2(v)+b*topB2(v)-ytop(v))/(N-a-b+1);
* 7, ’lerin LS tahmini

yAltah(v)=ortAl(v)-ort(v);
yA2tah(v)=0rtA2(v)-ort(v);
yA3tah(v)=ortA3(v)-ort(v);

* y; lerin LS tahmini

yB1ltah(v)=ortB1(v)-ort(v);
yB2tah(v)=ortB2(v)-ort(v);
yB3tah(v)=ortB3(v)-ort(v);

*Varyans hesabi

varAl1B1(v)=var(sA1B1(:,v));varA1B2(v)=var(sA1B2(:,v));varA1B3(v)=var(sA1B3(:,v));
varA2B1(v)=var(sA2B2(:,v));varA2B2(v)=var(sA2B2(:,v));varA2B3(v)=var(sA2B3(:,v));
varA3B1(v)=var(sA3B1(:;,v));varA3B2(v)=var(sA3B2(:,v));varA3B3(v)=var(sA3B3(:,v));
varAl(v)=varAl1B1(v)+varA1B2(v)+varAlB3(v);
varA2(v)=varA2B1(v)+varA2B2(v)+varA2B3(v);
varA3(v)=varA3B1(v)+varA3B2(v)+varA3B3(v);

* o ’nin LS tahmini

sigmaEKK(v)=sqrt(((varAl(v)+varA3(v)+varA2B1(v)+varA2B3(v))*(n-1)+(n-
2)*varA2B2(v))/((N-a-b+1)-1));
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*a ve f’larin hesaplanmasi

for h=1:n
qu(h)=h/(n+1);
I(h)=tinv(qu(h),2*p-1)*sqrt((2*p-3)/(2*p-1));
end
for h=1:n-1
qu(h)=h/n;
11(h)=tinv(qu(h),2*p-1)*sqrt((2*p-3)/(2*p-1));
end
for h=1:n
alfa2(h)=((2*1(h)"3)/k)/(1+(1(h)"2/k))"2;
end
for h=1:n
beta2(h)=(1-(1(h)*2/k))/(1+(I(h)"2/k))"2;
end
for h=1:n-1
alfal(h)=((2*11(h)"3)/K)/(1+(11(h)"2/k))"2;
end
for h=1:n-1
betal(h)=(1-(11(h)"2/k))/(1+(11(h)"2/k))"2;
end
vl=sum(betal);
v2=sum(beta2);muAlBlnokta(v)=beta2*sA1B1(:,v);
muAl1B2nokta(v)=beta2*sA1B2(:,v);
muAl1B3nokta(v)=beta2*sA1B3(:,v);
muA2B1nokta(v)=beta2*sA2B1(:,v);
muA2B2nokta(v)=betal*sA2B2(:,v);
muA2B3nokta(v)=beta2*sA2B3(:,v);
muA3B1lnokta(v)=beta2*sA3B1(:,v);
muA3B2nokta(v)=beta2*sA3B2(:,v);
muA3B3nokta(v)=beta2*sA3B3(:,v);

* 7, 'nin MML tahmini

muA2nokta(v)=(muA2B1nokta(v)+muA2B3nokta(v)+muA2B2nokta(v));
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* 7, nin MML tahmini
muB2nokta(v)=(muAlB2nokta(v)+muA3B2nokta(v)+muA2B2nokta(v));

* 1’niin MML tahmini

munokta(v)=(muA1Blnokta(v)+muAlB3nokta(v)+muA3Blnokta(v)+muA3B3nokta(v)+muA2
Blnokta(v)+muA2B3nokta(v)+muAlB2nokta(v)+muA3B2nokta(v)+muA2B2nokta(Vv));

*m’nin MML tahmini

mMML(v)=(a*muA2nokta(v)+b*muB2nokta(v)-munokta(v))/(a*b*v2-a*(v2-v1)-b*(v2-
v1)+(v2-vl));

*EM algoritmasi i¢in baglangi¢ degerler

Mutah(1,v)=ort(v);toltah(1,v)=yAltah(v);to2tah(1,v)=yA2tah(v);
to3tah(1,v)=yA3tah(v);gmltah(1,v)=yB1ltah(v);gm2tah(1,v)=yB2tah(v);
gma3tah(1,v)=yB3tah(v);sigmaML(1,v)=sigmaEKK(v);
mML(1,v)=Mutah(1,v)+to2tah(1,v)+gm2tah(1,v);

1=2;

*Standart gozlemler

zA1B1(:,v)=(SA1B1(:,v)-Mutah(t-1,v)-toltah(t-1,v)-gmltah(t-1,v))/sigmaML(t-1,v);
zA1B2(:,v)=(SA1B2(:,v)-Mutah(t-1,v)-toltah(t-1,v)-gm2tah(t-1,v))/sigmaML (t-1,v);
zA1B3(:,v)=(SA1B3(:,v)-Mutah(t-1,v)-toltah(t-1,v)-gm3tah(t-1,v))/sigmaML(t-1,v);
zZA2B1(:,v)=(sA2B1(:,v)-Mutah(t-1,v)-to2tah(t-1,v)-gmltah(t-1,v))/sigmaML(t-1,v);
zZA2B2(:,v)=(sA2B2(:,v)-Mutah(t-1,v)-to2tah(t-1,v)-gm2tah(t-1,v))/sigmaML (t-1,v);
zA2B3(:,v)=(sA2B3(:,v)-Mutah(t-1,v)-to2tah(t-1,v)-gm3tah(t-1,v))/sigmaML (t-1,v);
zA3B1(:,v)=(sA3B1(:;,v)-Mutah(t-1,v)-to3tah(t-1,v)-gmltah(t-1,v))/sigmaML(t-1,v);
zA3B2(:,v)=(sA3B2(;,v)-Mutah(t-1,v)-to3tah(t-1,v)-gm2tah(t-1,v))/sigmaML (t-1,v);
zA3B3(:,v)=(sA3B3(:,v)-Mutah(t-1,v)-to3tah(t-1,v)-gm3tah(t-1,v))/sigmaML(t-1,v);

* Agirliklarin hesaplanmasi

WA1BL(:,v)=((2*p)/K)*((1+(1/K)*zA1B1(:,v)."2).M-1);
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WALB2(:,v)=((2*p)/K)*((1+(1/k)*zA1B2(:,v)."2).N-1);
WA1B3(:,V)=((2*p)/K)*((1+(1/K)*zA1B3(:,v)."2).M-1);
WA2B1(:,v)=((2*p)/K)*((1+(1/k)*zA2B1(:,v)."2).-1);
WA2B2(:,v)=((2*p)/K)*((1+(1/k)*zA2B2(:,v)."2).N-1);
WA2B3(:,V)=((2*p)/K)*((1+(1/K)*zA2B3(:,v)."2).N-1);
WA3BL1(:,v)=((2*p)/K)*((1+(1/k)*zA3B1(;,v)."2).-1);
WA3B2(:,v)=((2*p)/K)*((1+(1/k)*zA3B2(:,v)."2).N-1);
WA3B3(:,v)=((2*p)/K)*((1+(1/k)*zA3B3(:,v).*2).A-1);

*Toplam agirliklar

twA1B1(v)=sum(wA1B1(:,v));
twA1B2(v)=sum(wA1B2(:,v));
twA1B3(v)=sum(wA1B3(:,v));
twA2B1(v)=sum(wA2B1(:,v));
twA2B2(v)=sum(wA2B2(:,v));
twA2B3(v)=sum(wA2B3(:,v));
twA3B1(v)=sum(wA3B1(:,v));
twA3B2(v)=sum(wA3B2(:,v));
twA3B3(v)=sum(wA3B3(:,v));
twA1(v)=twA1B1(v)+twA1B3(v);
twA2(v)=twA2B1(v)+twA2B3(v);
twA3(v)=twA3B1(v)+twA3B3(v);
twB1(v)=twAlB1(v)+twA3B1(Vv);
twB2(v)=twA1B2(v)+twA3B2(Vv);
twB3(v)=twA1B3(v)+twA3B3(v);
tw(v)=twAL(v)+HwWA3(V);

*y’lerin agirliklar ile garpimi, toplami

ywsA1B1(v)=wAlB1(:,v)*sA1B1(:,v);
ywsA1B2(v)=wAl1B2(:,v)*sA1B2(:,v);
ywsA1B3(v)=wA1B3(:,v)*sA1B3(:,v);
ywsA2B1(v)=wA2B1(:,v)*sA2B1(:,v);
ywsA2B2(v)=wA2B2(:,v)*sA2B2(:,v);
ywsA2B3(v)=wA2B3(:,v)*sA2B3(:,v);
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ywsA3B1(v)=wA3B1(:,v)*sA3B1(:,v);
ywsA3B2(v)=wA3B2(:,v)*sA3B2(:,v);
ywsA3B3(v)=wA3B3(:,v)*sA3B3(:,v);
ywAlnokta(v)=ywsA1B1(v)+ywsAlB2(v)+ywsA1B3(v);
ywA2nokta(v)=ywsA2B1(v)+ywsA2B2(v)+ywsA2B3(v);
ywA3nokta(v)=ywsA3B1(v)+ywsA3B2(v)+ywsA3B3(v);
ywB1nokta(v)=ywsAlB1(v)+ywsA2B1(v)+ywsA3B1(v);
ywB2nokta(v)=ywsA1B2(v)+ywsA2B2(v)+ywsA3B2(V);
ywB3nokta(v)=ywsA1B3(v)+ywsA2B3(v)+ywsA3B3(V);
ywnokta(v)=(ywsAl1B1(v)+ywsA1B2(v)+ywsAlB3(v)+ywsA2B1(v)+ywsA2B2(v)+ywsA2B3(
V)+ywsA3B1(V)+ywsA3B2(v)+ywsA3B3(V));

* 1 tahmininde deneme carp1 agirliklar

wtol(v)=toltah(t-1,v)*(twAL(v)+HwAL1B2(v)-twA2(Vv)-twA2B2(V));
wto3(v)=to3tah(t-1,v)* (twA3(v) +HwA3B2(v)-twA2(Vv)-twA2B2(V));

* u tahmininde blok ¢arpr agirhiklar

wgml(v)=gmltah(t-1,v)*(twB1(v)+twA2B1(v)-twA2(v)-twA2B2(V));
wgm3(v)=gm3tah(t-1,v)*(twB3(v)+twA2B3(v)-twA2(v)-twA2B2(V));

* 1 ’niin ML tahmini

Mutah(t,v)=(ywnokta(v)-wto1l(v)-wto3(v)-wgm21(v)-
wgm3(Vv))/(tw(v)+HwA2(v)+twB2(v)+twA2B2(V));

* 7, ’lerin ML tahmini

toltah(t,v)=(ywAlnokta(v)-gmitah(t-1,v)*(twA1B1(v)-twA1B2(v))-gm3tah(t-
1 V)*(twA1B3(V)-twAL1B2(V)))/(twALl(v)+twA1B2(v))-Mutah(t-1,v);
to2tah(t,v)=(ywA2nokta(v)-gmltah(t-1,v)*(twA2B1(v)-twA2B2(v))-gm3tah(t-
1 v)*(twA2B3(v)-twA2B2(v)))/(twA2(v)+twA2B2(v))-Mutah(t-1,v);
to3tah(t,v)=(ywA3nokta(v)-gmltah(t-1,v)*(twA3B1(v)-twA3B2(v))-gm3tah(t-
1,v)*(twA3B3(v)-twA3B2(v)))/(twA3(v)+twA3B2(v))-Mutah(t-1,v);
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* y; ’lerin ML tahmini

gmltah(t,v)=(ywB1lnokta(v)-toltah(t-1,v)*(twAlB1(v)-twA2B1(v))-to3tah(t-1,v)* (twA3B1(v)-
twA2B1(v)))/(twB1(v)+twA2B1(v))-Mutah(t-1,v);
gm2tah(t,v)=(ywB2nokta(v)-toltah(t-1,v)*(twA1B2(v)-twA2B2(v))-to3tah(t-1,v)* (twA3B2(v)-
twA2B2(v)))/(twB2(v)+twA2B2(v))-Mutah(t-1,v);
gma3tah(t,v)=(ywB3nokta(v)-toltah(t-1,v)*(twAl1B3(v)-twA2B3(v))-to3tah(t-1,v)* (twA3B3(v)-
twA2B3(V)))/(twB3(v)+twA2B3(v))-Mutah(t-1,v);

*Kareler toplamlari

sigmamIA1B1(v)=wA1B1(:;,v)*(sA1B1(:,v)-Mutah(t-1,v)-toltah(t-1,v)-gmltah(t-1,v))."2;
sigmamIA1B2(v)=wA1B2(:,v)*(sA1B2(:,v)-Mutah(t-1,v)-toltah(t-1,v)-gm2tah(t-1,v))."2;
sigmamIA1B3(v)=wA1B3(:,v)*(sA1B3(:,v)-Mutah(t-1,v)-toltah(t-1,v)-gm3tah(t-1,v))."2;
sigmamlA2B1(v)=wA2B1(:,v)*(sA2B1(:,v)-Mutah(t-1,v)-to2tah(t-1,v)-gmltah(t-1,v))."2;
sigmamlA2B2(v)=wA2B2(:,v)*(sA2B2(:,v)-Mutah(t-1,v)-to2tah(t-1,v)-gm2tah(t-1,v))."2;
sigmamlA2B3(v)=wA2B3(:,v)*(sA2B3(:,v)-Mutah(t-1,v)-to2tah(t-1,v)-gm3tah(t-1,v))."2;
sigmamlA3B1(v)=wA3B1(:,v)*(SA3B1(:,v)-Mutah(t-1,v)-to3tah(t-1,v)-gmltah(t-1,v))."2;
sigmamlA3B2(v)=wA3B2(:,v)*(sA3B2(:,v)-Mutah(t-1,v)-to3tah(t-1,v)-gm2tah(t-1,v))."2;
sigmamlA3B3(v)=wA3B3(:,v)*(SA3B3(:,v)-Mutah(t-1,v)-to3tah(t-1,v)-gm3tah(t-1,v))."2;
sigmamlAl(v)=sigmamlA1B1(v)+sigmamlA1B2(v)+sigmamlA1B3(v);

sigmamlA2(v)=sigmamlA2B1(v)+sigmamlA2B2(v)+sigmamlA2B3(v);

sigmamlA3(v)=sigmamlA3B1(v)+sigmamlA3B2(v)+sigmamlA3B3(v);

* o ’nin ML tahmini

sigmaML(t,v)=sqrt((sigmamlA1(v)+sigmamlA2(v)+sigmamlA3(v))/(N-a-b));
mML(t,v)=Mutah(t,v)+to2tah(t,v)+gm2tah(t,v);
adim(:,v)=1;
while abs(mML(t,v)-mML(t-1,v))>0.0001
adim(:,v)=adim(:,v)+1;
t=t+1,;
end
mML1(:,v)=mML (adim(:,v),v);

end
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