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Bu calismada; homojen olmayan hasar olusumlarina dayali kesikli zamanli risk
modelinde, bir sigorta girketinin belirli bir zamandan sonra iflas etmemesi (yagam)
olasilig1 iizerinde caligilmigtir.

Bir sigorta girketinin iflasi rezerv seviyesine baglhidir. Bu amacla Bilesik Binomial risk
modeli varsayimi altinda ilgili zaman periyodlarinda hasar olugum olasiliklar1 homo-
jen degil iken sonlu zamanl yasam ve toplam hasar sayisi olasiliklar: i¢in yinelemeli
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1. GIRIiS

20. yy baglarinda Filip Lundberg tarafindan énerilmis ve temelinde olasilik teorisi,
istatistik teorisi, stokastik siirecler, fonksiyonel analiz ve optimizasyon yontemleri
yatan risk teorisi, ozellikle bir sigorta sirketinde meydana gelen hasarlarin cesitli

karakteristiklerini incelemesiyle aktiieryal bilimlerin temelini olusturmaktadir.

Risk teorisinin en énemli konularindan bir tanesi iflas teorisidir. iflas teorisi; her-
hangi bir donemde bir sigorta sirketinin elindeki rezervin belirli bir seviyenin altina
diistip diigsmedigini incelemektedir. Eger sigorta sirketinin elindeki rezerv belirli bir

seviyenin altina diigerse mali acidan bu sigorta sirketinin iflas ettigi diigtiniilebilir.

Literatiirde iflas teorisi i¢in gesitli risk modelleri bulunmaktadir. Bu modeller stokas-
tik siireglerin uygulamalarinin iflas teorisine bir uyarlamasi bigimindedir. En cok
kullanilan iki model; Klasik risk modeli ve Sparre-Andersen risk modelidir. Bu iki
modelde de zamanin siirekli olmasi durumunda, cesitli caligmalar yapilmig olmasina
ragmen zamanin kesikli olmasi durumu iizerinde getirdigi zorluklar sebebiyle yeteri
kadar calisilmamistir. Aslinda kesikli zamanl risk modeli bir takim kullanigh 6zel-
liklere sahip olmasinin yani sira gercek durumu siirekli zamanlh risk modellerine
gore daha iyi yansitmaktadir. Oyle ki kesikli zamanh risk modelinde iflas olasiliklar:
icin elde edilen yinelemeli formiiller siirekli zamanh risk modellerine gore daha ko-
lay yorumlanabildigi gibi bilgisayarda hesaplamalarin yapilabilmesi i¢in daha kolay

programlanabilmektedir.

Modern risk teorisi ile ilgili ilk ¢aligmalar1 Filip Lundberg (1903) tarafindan tne-
rilmigtir. Lundberg, bir sigorta sirketinin portféyiinde olusabilecek hasarlarin ilk
gelis zamani problemini ¢ozmek icin Poisson siirecini 6nermistir. Daha sonra Herald
Cramer (1930) tarafindan Lundberg’in bu galigmalarim bir sigorta sirketinin iflas
problemini modellemek icin genisletilebilecegini gostermisgtir. Bu caligmalarindan
dolay1 literatiirde Klasik risk modeli, Cramer-Lundberg modeli olarak adlandiril-

maktadir (Boland, 2006).

Andersen (1957)’de klasik risk modellindeki V; hasar sayisi siirecini yenileme siireci
1



olarak ele alarak rezerv siirecine daha genel bir bakig saglamigtir. Andersen’in 6-
nerdigi bu modele literatiirde yenileme risk modeli ya da Sparre-Andersen risk mo-

deli olarak adlandirilmaktadir.

Seal (1969)’da kesikli zamamli risk modeli igin sonlu zamanl yagam olasilig1 ya da
iflas etmeme olasihgini elde etmigtir. Seal (1978)’de farkli toplam hasar miktar:

dagilimlar i¢in iflas olasiliklarini elde etmigtir.

Gerber (1988)’de kesikli zamanh risk modellinde Bilegik Binomial dagilimi temel
alarak, siirekli zamanh klasik risk siireglerine benzer sekilde bir sigorta sirketinin
rezerv siireci i¢in Bilegik Binomial risk modelini bulmus ve bu modelde nihai iflas
olasiliklarini elde etmistir. Bilegik Binomial risk modelini Shiu (1989) ve Willmot

(1993) genisletmiglerdir.

De Vylder ve Goovaerts (1988)’de klasik risk modelini temel alarak kesikli zamanl
risk modelinde sonlu zamanl iflas ve yasam olasiliklar: i¢in budama teknigini kulla-

narak yinelemeli formiiller elde elde etmislerdir.

Dickson ve Waters (1991)’de, De Vylder ve Goovaerts (1988)’deki ¢aligmalarini temel
alarak sonlu zamanl yagam olasiliklar1 ve nihai yagsam olasiliklar i¢in sonuclar elde

etmislerdir.

Dickson (1994)’de Bilesik Binomial risk modelinden siirekli zaman klasik risk mo-
deline baz1 yaklastirma yontemleri kullanarak, nihai iflas olasiliklarini 6zel dagilimlar

icin sayisal sonuglar elde etmistir.

Malinovskii (1998)’de hasar biiyiikliigii r.d'ni Ustel dagiimana sahip iken, sonlu

zamanli yagam olasiliklarinin Laplace doniistimiinii elde etmistir.

Wang ve Liu (2002)’de bu sonuglar1 hasar biiyiikliigii r.d’'ni agirlandirilmg iki para-

metreli Ustel dagilima sahip iken Laplace doniisiimiinii elde ederek genisletmislerdir.

Cheng vd. (2000)’de Bilegik Binomial risk modelinde iflas olasiliklarinin baz karak-

teristikleri i¢in sonuglar elde etmislerdir.
2



Yuen ve Guo (2001)’de Bilesik Binomial risk modelinde zamanla iligkili hasarlar i¢in

iflas olasiliklarini elde etmislerdir.

Picard ve Lefevre (2003)’de kesikli zamanli risk modeli i¢in toplam hasar miktarinin

dagilimim elde edip, sonlu zamanh yagam olasilig1 (iflas etmeme) elde etmislerdir.

Cossette vd. (2003)’de Gerber (1988) tarafindan ¢nerilen Bilegik Binomial risk mo-
delinde Iy, I, ... rasgele gosterge fonksiyonlarim durum uzayr {0,1} olan Markov
zincirleri ile ifade edip, nihai ve sonlu iflas olasiliklari i¢in Bilesik Binomial Markov

modelini 6nermislerdir.

Rulliere ve Loisel (2004)’de Seal (1969) ile Picard ve Lefevre (2003)’de farkl yon-
temler kullanilarak elde edilmig olan iki farkl tip yasam olasiliklarinin etkinligini

kargilagtirmiglardir.

Cossette vd. (2004)’de Markov Binomial modelde baz1 6zel dagilimlarin, iflas olasilik-

lar1 icin {ist simirlar elde etmislerdir.

Pavlova ve Willmot (2004)’de kesikli zamanli Sparre-Andersen (yenileme) risk mo-

delini Gerber (1988)’in Bilegik Binomial risk modelini temel alarak genigletmiglerdir.

Xiao ve Guo (2005)’de Bilegik Binomial risk modelinde zamanla iligkili hasarlar igin

Lundberg esitsizligi yardimiyla, iflas olasiliklarinin iist sinirlarini elde etmislerdir.

Cossette vd. (2006)’da Bilesik Binomial risk modelini, kesikli zaman yenileme risk

modeline genisletmiglerdir.

Liu ve Zhao (2007)’de Bilegik Binomial risk modelinde yenileme yogunluk fonksi-
yonunu kullanarak, iflas zamani ve iflasla ilgili baz1 karakteristiklerin dagilimlarini

elde etmislerdir.

Zhang vd. (2008)’de iki Bilegik Binomial siireg igeren risk modelinde hasarlarin
ve prim girdilerin Bilegik Binomial siire¢ oldugu durumda iflas olasiliklarini elde

etmisglerdir.

Eryilmaz vd. (2012)’de Bilegik Binomial risk modelinde, rezervin ug degerlerinin

dagilim 6zelliklerini incelemisler ve sayisal hesaplamalar elde etmislerdir.
3



Eryilmaz (2012)’de Bilegik Binomial risk modelinde, tekrarlarin dagilimlar iizerine

sayisal hesaplamalar ve teorik sonuclar elde etmistir.

Calismanin Ikinci Boliimiinde; risk analizinde kullanilan temel kavramlar, risk teori-
sinde siklikla karsilagilan siirecler hakkinda bilgi verilerek, literatiirde tamiml risk

modelleri ve siireclerinin genel yapisi tanitilacaktir.

Uciincii Boliimiinde; genel olarak iflas teorisinin tanitilmasindan sonra siirekli za-
manl risk modelleri ile ilgili iflas olasiliklar1 ve iflas olasiliklar: ile ilgili nicelikler

hakkinda bilgi verilecektir.

Doérdiincii Boliimde; kesikli zamanlh risk modelinde Bilesik Binomial risk modeli ve
Sparre-Andersen risk modeli ve bu modellerde iflas kavrami hakkinda bilgi verilerek,

literatiirde bulunan calismalar tanitalacaktir.

Caligmanin 6zgiin yanini, Besinci ve Altinci Boliim olusturmaktadir. Beginci Boliimde;
kesikli zamanli risk modelinin 6zel bir hali olan Bilesik Binomial risk modelinde
homojen olmayan hasar olusum olasiliklar1 tanitilip, bu durum icin sonlu zamanl
yagsam (iflas etmeme) olasiliklar: ile ilgili yinelemeli bir formiil elde edilip, hasar
sayisi rasgele degiskeninin dagilimi iizerinde durulacaktir. Altinci Boliimde; besinci
boliimde elde edilen yinelemeli formiil yardimyla, risk rezerv siireclerinin ug deger-

lerinin dagilimlar1 ve bazi karakteristikleri elde edilecektir.

Yedinci Boliimde; elde edilen tiim sonuclarin kargilagtirmasi yapilarak bu konuda

yapilabilecek yeni calismalarla ilgili 6neriler sunulacaktir.



2. RISK ANALIZINDE KULLANILAN SURECLER VE MODELLER

Istenmeyen sonuclar iceren durumlar icin risk tanimlamalar: yapilabilir. Risk, her-
hangi bir varlik veya olaya ait olusumlar dinamigi icerisinde olasilik kapsamindaki
zarar durumudur. Bu zarar durumlari; sigortacilikta hasar, sistem miihendisliginde

sistemin ¢okmesi, finansal iglemlerde parasal kayiplar seklinde ortaya cikabilir.

Sigortacilikta risk, [0,¢) zaman arahiginda sigortalilardan toplanan primler ve ayni
zaman araliginda sigortalilara yapilan 6demeler ile belirtilebilir. Genellikle ilgili
zaman periyodunda, sigortalilardan toplanan prim degisimlerden bagimsiz olarak
diistiniiliirken, sigortalilara yapilan 6demeler stokastik olarak diigtiniiliir. Pratikte
sigortalilardan toplanan prim ile sigortalilara yapilan édemeler arasindaki iligkinin
tanimlanmasi gerekmektedir. Bunun igin agagidaki degigkenlerin ve bunlara bagh

olarak stokastik stireclerin 6zellikle de sayma siireclerinin tanitilmasina ihtiyag vardir.

2.1 Klasik Risk Siirecleri

Risk siiregleri, hasar sayisi ve hasar miktar1 siireclerinden olugur. Zaman aralig,
[to, tx) incelenen toplam zaman aralig) olarak tanmimlanir. Burada [to, ;) = [to, 1) U
[t1,t2) U ... U [tx—1, tx) seklinde olup, [t;—1,t;) araliklar: Vi (i = 1,2,..., k) igin esit

uzunluklu, kesismeyen ve ara kesiti bog olan araliklardir (Tank 2002).

Tanim 2.1 {Y},}, [ti1.t;) i.zaman arabginda gorilen Hasar Sayisi Sireci olarak

tanamlanar. Burada Yy, kesikli rasgele degiskendir (Tank 2002).

Tanim 2.2 {X,}, [t;_1,t;) i.zaman araliginda gorilen Hasar Miktary Siireci olarak
tanamlamir. Burada Xi,, kesikli veya stirekli rasgele degisken olabilmektedir ve X

biciminde gosterilir (Tank 2002).

J
Tanim 2.3 N; = N, = ;)Ytj, [to, tk) = [to, t1)U[t1, t2)U. . .U[tk—1, tx) araliklarimin
bilesimlerinde ortaya ¢ikan toplam hasar sayisidir. Ny, t zamanina kadar meydana
gelen hasarlarin sayisina gosterdiginde; {Ny,t € T}, stokastik sireci Toplam Hasar

Saysy Streci olarak tanmimlanar.



Ny

Tanim 2.4 S; = Y X,., t zamanmna kadar ortaya ¢ikan Toplam Hasar Miktar:
i=1

olarak tamimlanyr. Burada X3, i. polige sahibinin (0.t] zaman araligindaki hasarina

gostermektedir.
Tanim 2.5 {N;,t € T} siireci;
i. Ny >0,
1. Ny her zaman tamsayr degerler: alir,

. s <t ise, Ny < Ny,

ozelliklerini sagladiganda bir Sayma Streci olarak tanvmlanir (Gupta, vd. 2010).

Tanim 2.6 S;, t zamanina kadar meydana gelen toplam hasar miktar: olmak tizere
cogu zaman { Ny, t € T} ile X1, Xo, ..., Xy, 'nin birbirinden bagimsiz oldugu varsayul-

maktadir. Bu durumda toplam hasar miktar: dagilims
Nt o
P(S;<z)=P <Z X; < x) = > P(N;=n)F"(x) (2.1)
=1 n=0

bigiminde elde edilir. Burada F*(x) = P()_ X; < z) biciminde F dagilim fonksi-
i=1

yonunun n katlh konvolisyonunu ifade etmektedir. Ozel olarak n = 0 icin

0 0 ,z<0
FO(z) = (2.2)
1 ,2>0

bigimindedir (Gupta, vd. 2010).

S¢nin dagihmi, N; r d'nin dagihmina gore ifade edilmektedir. Yani N; r d’nin
dagilimi; Poisson dagilimina sahip ise, S; r.d’ni Bilesik Poisson dagilimina sahip
olmaktadir. Benzer olarak N; r.d’nin dagilimi; sirasiyla Binom ya da Negatif Binom
dagilimi ise o zaman S; r.d’nin dagilimi, sirasiyla Bilesik Binom dagilimina ya da

Bilegik Negatif Binom dagilimina sahip olmaktadir.

Tanim 2.7 Bilesik yapiya sahip bir siirecin beklenen deger ve varyans: sirasiyla

E(S)) = E(X)E(Ny) (2.3)
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ve

Var(S;) = E (X?) Var (N;) + Var (X) E (Ny) (2.4)

bicimindedir (Dickson 2005).

Tanim 2.8 {N;,t > 0} bir sayma sireci olsun. Ayrik zaman araliklarinda gercek-
lesen olaylarin sayist yanity <ty < ... <t, i¢in, Ny, — Ny, Nyy — Npyy ooy Ny — Ny,

r d’leri bagimsiz ise,{ Ny, t € T'} stirecine bagimsiz artishdur denir (Gupta, vd. 2010).

Tanim 2.9 {N;,t > 0} bir sayma streci olsun. Herhangi bir zaman araliginda
meydana gelen olaylarin saypsinin dagilime zaman araliginin uzunluguna bagl ise
yani h > 0 ve t; < tg i¢in Ny,opn — Nyyyn tle Ny, — Ny, r.d’lerinin dagilime ayna ise

{N,t > 0} sayma stirecine duragan artishdur denir (Gupta vd. 2010).

Tanim 2.10 {N,,t > 0} sayma siireci;

1. Stre¢ bagimsiz artisl ve duragan artisl,
iti. P(N, =1)= Ah+o(h),

iv. P(Ny > 2) = o(h),

sartlarim sagladiginda bu siirece X (A > 0) oranle Poisson sireci denir (Kao

1997).

Teorem 2.1 W, (n — 1). hasar ile n. hasar arasinda gegen zamani gostermek

tizere, Wi, Ws, ... rd’leri bagimsiz olup % ortalamaly Ustel daglima sahiptir (Kao

1997).

Tanmim 2.11 {N;,t > 0} sayma siireci;

it. Streg bagimsiz artish,



w. P<Nt+h — Nt 2 2) = O(h),

sartlari sagladiginda bu stirece {A (t),t > 0} siddet fonksiyonuna sahip ho-
mojen olmayan ya da duragan olmayan Poisson stireci denir. Burada giddet

t
yogunlugu \(t) = [ Au)du bigiminde gosterilir. Ayrica,
0

ozel olarak \(t) = X segilirse homojen Poisson siireci elde edilir. ¥ s,t > 0

¢cim

At +5) — A(s)]”
P (Nuss = Ny = ) = e~ Bera-20) A+ ) ' G o1, (25
n:

bigimindedir (Kao 1997).

Tanim 2.12 {N;,t > 0} stireci A\ oranl bir Poisson stireci, {X;}2, bagimsiz ve
aym F(z) dagilimina sahip r.d.lerin dizisi olmak ‘izere

Ny
ZXZ 7Nt Z 1
St = i=1

0 ,Nt — 0
bigiminde ifade edilir. Burada {X;}5°, bagimsiz r.d.’lerin dizisi ile Ny r.d. birbi-
lerinden bagimsiz iken {S;,t > 0} sirecine A\t parametreli Bilesik Poisson siireci

olup beklenen degeri ve varyansi (2.3) ve (2.4) esitlikleri yardimiyla sirasiyla
E(S;) = ME(X) (2.6)

ve

Var(S,)) = M (E (X?) + Var (X)) (2.7)

biciminde elde edilir (Klugman vd. 2004).

Tanim 2.13 {N;,t > 0} bir sayma siirecinde olaylar (yenilemeler) arasinda gegen
zaman stresi ve {W;, i € N} dizisi bagimsiz ayni F(.) dagulvmly r.d’lerin bir dizisi
ise {Ny,t > 0} siirecine yenileme siireci ady verilir. Eger Wi r.d’nin dagilvma ile
Wy, Ws,... r.d’nin dagilimy ayna degilse, {N;,t > 0} stirecine gecikmeli yenileme

stireci ady verilir (Gupta vd. 2010).

Tanim 2.14 Iy, I, ... bagimsiz Bernoulli dagilimly r.d. lerin bir dizisi ve 1 > 1 i¢in
P(I; = 1) = p ve P(I; = 0) = q olmak dzere, {I;,i > 1}, siirecine durum uzay:

{0,1} olan Bernoulli siireci adv verilir.



Tanim 2.15 {I;,i > 1}, p basar: olasilige ile bir Bernoulli streci iken

0 ,n=20
N, =
[l++[n ,n = 172

ile verilen {N,, n=0,1,...} strecine, durum uzay: {0,1,...} olan basart sayilar:

streci ady verilir (Cossette vd. 2003).

Tanim 2.16 W)y r.d’ni k.basarinin gerceklesme zamany ve Wy = 0 iken, {Wy, k > 0}
stirecine Bernoulli stireci ile ilgili basart zamanlar: siirect denir. Bu durumda Bernoulli
stirecinde k.bagar: elde edilmig ise (k+1). bagar: elde edilinceye kadar gegen zaman

stresinin dagilvmy Geometrik dagilima sahiptir (Egido Dos Reis 2004).

Tamim 2.17 Klasik risk stireglerinde, sabit bir t > 0 zamaninda bir portfoyiin rez-
erv miktary ¢ nicelik; yardimayla belirlenir. Bu 1i¢ nicelik baslangi¢ rezervi (u), t
zamamina kadar alinan primler (¢) ve t zamanina kadar ger¢eklesen hasar odemeleri
S; biciminde ifade edilir. N; ve S;’ye bagh olarak
Nt
Ut:u—i—ct—;Xi,tZO (2.8)

2

ile tanemlanan siirece Risk Rezervi Streci denir (Embrechts 1997).

Risk rezervi siirecinde Ny'nin dagilimi Poisson dagilimina sahip iken (2.8) ile verilen
rezerv siireci klasik risk modeli olarak adlandirilirken, N,’nin dagiliminin Poisson ol-
madig1 durumlar icin genellestirilmesi de Sparre-Andersen modeli olarak adlandiril-

maktadir.

2.2 Klasik Risk Modeli

t > 0 icin Sy'nin dagiliminin A¢ parametreli Bilegik Poisson dagilimina sahip iken,
(2.8) ile verilen rezerv siirecine klasik risk modeli ya da Cramer-Lundberg risk modeli
denir.

Hasarlarin gelis zamam dagihmi, \ parametreli Ustel dagilima sahipse {N;,t > 0}

siireci Poisson siirecidir ve bu durumda

M) e M
P(N, = n) = %n eN. (2.9)

bigimindedir (Klugman vd. 2004).



Tanim 2.18 Klasik risk modelinde hasar miktarlarinan beklenen degeri E(X) = u

ve baglangi¢ rezervi Uy = u tken t zamaninda (2.8) ifadesinin beklenen degeri
ElUi)=u+ct—E(S) =u+ct — \u (2.10)
bigimindedir. (0.t] zaman periyodunda E [U;] > 0 olmast i¢in
c> A (2.11)

olmasy gerekmektedir. Bu ifade net karlilbk kosulu olarak ifade edilir (Gray ve Pitts
2012).

Tanim 2.19 X ve p verildiginde, net karliik kosulu olan (2.11) ifadesinin saglan-
mast i¢in ¢ katsayinin belirmest gerekmektedir. Klasik risk modelinde ¢ — A\ birim
zamandaki net gelirin beklenen degeri olup

c— A\

0:
Ap

(2.12)

ile gtivenlik yiiklemesi tanimlanar. Boylece (2.11) ifadesinin saglanmasi igin ¢ kat-

sayist

c=(14+0) u

bigiminde ifade edilir (Dickson 2005).

2.3 Sparre-Andersen Risk Modeli

Andersen (1957), Klasik risk modellindeki /V; hasar sayisi siirecini yenileme siireci
olarak ele alarak rezerv siirecine daha genel bir bakig saglamistir. Andersen’in 6n-
erdigi bu modele literatiirde yenilemeli risk modeli ya da Sparre-Andersen risk mo-
deli olarak adlandirilmaktadir. Spare-Andersen rezerv siirecinde, (2.8) esitligindeki
N; hari¢ tiim parametrelerin tanimi Klasik risk modelindeki tanimlar ile aynidir.

Bagimsiz ayn1 dagilimli W;’ler 7. hasarin meydana gelis zamanlarimi gosterirken 7,, =

> W; olsun. {Ny,t > 0} hasar sayisi siireci
i=1

Ny =max{n > 0;7, <t},t>0 (2.13)
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bi¢iminde ifade edilebilr. N; > n < 71, < t olacagi aciktir. Buradan N; r.d’nin
dagihimi F*° = 1 iken

P(N; =n)=F™(t)— F""(t) ,n=0,1,... (2.14)
bicimindedir.
N; r.d’nin beklenen degeri yenileme teorisinde énemlidir. ¢ > 0 i¢in E [V;] = M ()

olmak iizere, M (t) fonksiyonuna yenileme fonksiyonu adi verilir ve

M(t) = Y nP(N,=n)

= Y n[F(t) - FH(b)]

n=1
9]

= Y nF*(t) (2.15)

n=1

bi¢iminde elde edilir.
Yenileme denklemi, (2.15) esitligi ile verilen yenileme fonksiyonu yardimiyla ¢ >
0 i¢in
t
M(t) = F(t) + /M(t — z)dF (z) (2.16)
0

bic¢iminde elde edilen integral denkleminin ¢oziimiidiir (Kao 1997, Cossette vd. 2006,
Liu ve Zhao 2007).

Teorem 2.2 {N;,t > 0} bir yenileme stireci ve p < oo iken

E
lim [N = 1
t—o00 t 7]

bicimindedir (Kao 1997).

Sparre-Andersen rezerv siirecinde, E [N;] = M(t) oldugundan n > 1 icin W, ~
Ustel()\) oldugu durum hari¢ E[N,] # M olacagi aciktir. Tamm (2.18) ile verilen

net karlilik kogullarimin Sparre-Andersen rezerv siirecinin saglamasi igin
E U, —

tlim ElU = =c— A\ (2.17)

olmasi1 gerekmektedir. Boylece, ¢ — A > 0 olacagindan Sparre-Andersen risk mod-

elinde giivenlik yiiklemesi ve net karhilik kogulllar:
c
f=——-1>0 2.18
v (2.18)
ile saglanmaktadir (Asmussen ve Albrecher 2010).

11



3. IFLAS TEORiSi

Bu boliimde, iflas teorisi kavrami ve iflas ile ilgili bazi karekteristikler tanitilacaktir.
iflas teorisinde hem siirekli zamanli hem de kesikli zamanli risk modelleri icin U,
rezerv siirecinin zaman icerisindeki olas1 davraniglar: ile ilgilenilmektedir. Kisaca
iflas kavrami herhangi bir zamanda bir sigorta sirketinin rezerv miktarinin belirli bir
seviyenin altina diigmesi olarak da ifade edilebilir. U; < 0 ise bir sigorta sirketinin

iflas ettigi diisiiniiliir. Iflas durumun ilk gerceklesme zamani
T =inf{U, < 0,t > 0} (3.1)

bi¢giminde tanmimlanir ve T r.d’ni iflas zamam olarak adlandiriir. V ¢ > 0 igin
Uy > 0ise T = oo olmaktadir. Bu durumda iflasin hicbir zaman gerceklesmedigi

soylenebilir. Uy = u baslangi¢ rezervi verildiginde nihai iflas olasiligi

w(u):P(T<oo|U0:u):P{U[Ut<0]|U0:u} ,u>0,

t<oo

bi¢imindedir. Uy = u baglangi¢ rezervi verildiginde sabit bir ¢ zamaninda ya da daha

once iflasin gergeklegmesi olasiligi yani sonlu zamanh iflas olasiligy,

o(u, t) :P(T<t\U0:u):P{U[US <0]\U0:u} LUyt >0,

s<t

bigiminde gosterilir (Klugman vd. 2004, Asmussen ve Albrecher 2010). (0,¢] za-
man araligindaki iflas olasihigini gésteren v (u, t)'nin hesaplanmasi gogu zaman kolay
degildir. Ancak (u) daha kolay hesaplanabilir. Bu durumda U, = u iken sigorta
sirketinin iflas etmemesi olasiligi ya da yasam olasihigl ¢(u) = 1 — ¢(u) bigiminde
ifade ediliyor iken benzer bicimde sonlu zamanl iflas etmeme olasilig1 ya da sonlu
zamanda yagam olasihigl ¢(u,t) = 1 — ¢)(u, t) biciminde ifade edilebilir. Bir sigorta
sirketinin rezerv siireci diigiiniildiigiinde u — oo iken, ¥ (u) — 0 yani ¢(u) — 1 ve

t — oo iken ¥(u,t) — ¥(u) yani ¢(u,t) — ¢(u) ve ayrica u > 0 olmak iizere

[ OSU1§U21§HI

P(u1) > ¥(ug) (3.2)
12



o 0<wu <uyvety>0igin (3.2) ifadesi

Y(u1,to) > P(uz, to) (3.3)

o (<t <tyigin

benzer biciminde sonlu zamanl yasam olasiliklar:
O(u,tr) > d(u,ts) > d(u) (3.5)

bi¢imindedir (Klugman vd. 2004, Gray ve Pitts 2012).

3.1 iflas Olasiliklar:

Bu kisimda, {NN;, ¢ > 0} hasar sayisi siirecinin hem Poisson siireci hem de yenileme

siireci oldugu durumlardaki iflas olasiliklar1 tanitilacaktir.

3.2 Klasik Risk Modeli i¢in iflas Olasiliklari

Klasik risk modellerinde, hasar sayisi siirecinin Poisson siireci oldugunda Teorem
2.1’de de belirtildigi gibi hasarlarin gelisleri arasindaki bekleme zamani dagilimi
Ustel dagilima sahip oldugundan Klasik risk modeline siirekli zamanl risk modeli

de denilmektedir.

Teorem 3.1 Klasik risk modelinde, 6 > 0, ¢ > 0 ve hasar miktar: daglvmi F(z)

tken
o =26 -3 [ ou-2)iF@)  uz0 (3.6)
0
bicimindedir. Benzer olarak
P'(u) = égb(u) - %/1/)@ —z)dF(z) — %F(u) ,u>0 (3.7)

0

bigiminde elde edilir (Gray ve Pitts 2012).
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Teorem 3.2 Klasik risk modelinde, 6 > 0, ¢ > 0 ve hasar buyikligi (miktar)

daglvma F () iken, Teorem 3.1 kullamlarak yasam olasilig

o(u) = 6(0) + / o(u— z) [1 - F(2)] de (3.8)

bicimindedir. Benzer olarak nihai iflas olasilign

o0

vy =2

u

bigiminde elde edilir (Gray ve Pitts 2012).

1 — F(z)] do — % / V(i —2)[1 — F(z)] da (3.9)

Teorem 3.3 Klasik risk modelinde, 8 > 0, ¢ > 0, Uy = 0 ve hasar biiyiikligi

(miktar) dagilvma ortalamast p iken, yasam olasilige

0 Al

0)=——=1-2F 3.10
B0 = 5 =12 (3.10)

bicimindedir. Benzer olarak nihai iflas olasilig

1 AL
0) = — =2 3.11
00) = g = (3.11)
biciminde elde edilir (Dickson 2005).

Klasik risk modelinde v = 100, ¢ = 5 ve A = 8 oldugunda rezervi siireci i¢gin

simiilasyon galigmas1 yapilmig ve gosterimi Sekil (3.1)’de verilmistir.

120
00 —
Xy
80 X
— 2
/:X3
o 60 _/:
: X,
40 /Xs
o X
)
20 [
0 : ¥
0 1 2 3 4 5 6 7
Zaman

Sekil 3.1: Risk Rezerv Siireci Simiilasyon Sonuglar1 Gosterimi

Sekil 3.1 incelendiginde, Klasik risk modellinde bir sigorta sirketinin elindeki rezervin

zamana gore degisimi gozlenmektedir.
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3.2.1 Iflas olasiliklar: igin smirlar

Genellikle iflas olasiliklar1 i¢in yukaridaki gibi agik formlar bulmak ¢ok zordur. An-
cak uygun sartlar altinda iflas olasiliklarinin yaklagik degerleri elde edilebilir. Gerber
(1979)’da, ¥ (u)’nun hesaplanmasi i¢in Martingale yaklagimi yontemini kullanmigtar.

Bu yontem sayesinde, iflas olasiliklar: igin iist sinir degerler elde edilebilmektedir.

3.2.2 Diizeltme katsayisi

Diizeltme katsayisi risk teorisinde siklikla kullanilan bir risk 6l¢iisii olup kiigiik deger-
lere sahip olmasi durumunda sigorta sirketinin iflas olasiliginin biiyiik olmas1 an-
lamina gelmektedir. Hasarlarin ayni dagilimlh oldugu varsayimi altinda, Klasik risk
modelinde hasar biiyiikliigii (miktar1) dagiliminin m.¢.f 'nu Mx (¢) ve prim getirisinin

c oldugu durumda, Diizeltme katsayis1 R
AMx(r)=X+er

denkleminin pozitif kokii olmaktadir (Boland 2006).

3.2.3 Lundberg esitsizligi

R diizeltme katsayisi ise, baglangi¢ rezervi u > 0 Lundberg esitsizligi
P(u) < e (3.12)

bi¢imindedir. Bu egitsizlik yardimiyla Klasik risk modelinde, 1 (u) igin iist siirlar

elde edilebilmektedir (Dickson 2005, Boland 2006).

Ornek 3.1 Klasik risk modelinde, hasar biyikligi r.d nin dagjvme Ustel dagilima
sahip iken Mx(r) = (1 — ur)~" olmak iizere
0 1 A

I+0pu pu c

bigiminde elde edilmektedir. (3.12) esitsizligi yardimayla iflas olasiliklar ile ilgili st

$(w) < exp (—ﬁu)

simar degerleri

biciminde elde edilir.
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Teorem 3.4 Eger R > 0 degeri varsa u > 0 i¢in

efRu

V) = B m T < o)

(3.13)
bigiminde elde edilir (Dickson 2005).

Diizeltme katsayisini, m.¢.f.’'nu var olmayan hasar biiyiikliigii dagilhimlar: icin elde
etmek miimkiin olmamaktadir. Ancak diizeltme katsayisinin elde edilmesi miimkiin
olmayan durumlar igin literatiirde cesitli yaklastirma yontemleri bulunmaktadir.

Boyle durumlar igin, literatiirde De Vylder ve Goovaerts (1984) tarafindan agagidaki

iflas olasihgr s Fy(z) = ﬁ f r)dz iken
0
Fi(u)
> —— u>0 3.14
o) 2 T (3.14)

biciminde elde etmislerdir.

Panjer ve Willmot (1992) tarafindan iflas olasihiklarina, X hasar biiyiikliigii r.d’'nin,

m.¢.f 'nu Mx(t) ve diizeltme katsayis1 R > 0 iken,

Ru Op
dim e™(u) = 77 (R)— (140 (3.15)

bi¢iminde bir yaklagtirma yontemi elde etmislerdir.

3.3 Sparre-Andersen Risk Modeli i¢in Iflas Olasiliklar

Gerber (1979)’da yenileme denklemini kullanarak v > 0 igin iflas olasiliklarim

F()
1+0/1/1u— JE () + (3.16)

biciminde elde etmistir.

Beekman (1974)’ de Bilegik Geometrik dagilimin kuyruk dagilimi Fr(z) ve u > 0

iken iflas olasiliklarini

[I— 1 \"—
u) = T nzl (m) Fi(u) (3.17)

biciminde elde etmistir.
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Dickson ve Hipp (1998)’de Bilegik Geometrik dagilimin kuyruk dagilmi Fj(z) ve

u > 0 iken yasam olasiliklarin

H & 1\
o(u) = m;(m) Fr(u)
= 50> ((0)" Filw) (3.1)

biciminde elde etmislerdir.

Malinovskii (1998) tarafindan hasar biiyiikliigii r.d’nin dagilmi p parametreli Ustel
dagilima sahip iken, sonlu zamanli yagam olasiliklarinin Laplace déniigtimiinii elde

etmigtir.

Wang ve Liu (2002)’de bu sonuglar1 hasar biiyiikliigii r.d’ni p, ve p, parametreli

0 < & < 1iken, € ve (1 — &) gore agirlandirilmug iki parametreli Ustel dagilimi
F(E) = Ee ™t + (1= e, 1> 0 (3.19)

biciminde ifade ederek, ¢(u,t)’nin Laplace doniigiimiinii elde etmiglerdir.
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4. KESIKLI ZAMANLI RiSK MODELI

Bu boéliimde kesikli zamanli risk modeli ve bu model igin iflas olasiliklar1 kavrami
tanitilacaktir. Kesikli zamanli risk modeli, siirekli zamanh risk modelinde oldugu
gibi farkli yontemlerle aciklanabilmektedir. Ancak kesikli zamanli risk modeli be-
lirlenmis esit uzunluklu bir zaman periyodunun sonunda (6rnegin 1 yil veya 12 ay)

rezervin ve bu rezervi olusturan niceliklerin incelenmesi esasina gore ¢alismaktadir.

Kesikli zamanli risk modelinde bir sigorta sirketinin rezerv siireci, her bir donemdeki
prim getirisi 1 birim ve baglangig rezervi Uy = u iken,
Up=ut+n->» Xyn=12, . (4.1)
i=1

bi¢iminde ifade edilebilir.

Kesikli zamanl risk modelinde iflas zamani, (3.1)’de verilen siirekli zamanlh risk

modelindekinden farkl olarak
T =min(U, <0,n=1,...) (4.2)

bi¢iminde ifade edilebilir. Farkli zaman periyotlarinda meydana gelebilecek hasar

biiyiikliigiiniin olasilik fonksiyonu

ve dagilim fonksiyonu
[z]
Fz)=P(Xi <) =) f
j=0

bigiminde verilsin. Bu durumda ¢ (u) = P(T < oo|Uy = w) iken nihai iflas olasihig
icin genel bir form, toplam hasar miktarinin hasar gelme ya da gelmeme durumuna

gore degisimi diisiiniilerek elde edilebilir.

Ik zaman periyudunda (¢t = 1) gelen hasar biiyiikliigii X; r.d’ni ise, X; > u olmasi
durumunda U; < 0 olacagindan iflas olay1 gerceklesmis olur. Ancak j =0,1,2,...,u

icin X; = j ise ilk zaman periyodunda rezerv v + 1 — j olacagindan yeni rezerv
18



seviyesinde nihai iflas olasithigi ¢(u + 1 — j) olur ve hasar biiyiikliigii r.d’lerinin

bagimsiz ayni dagilimli olmasi kogulu altinda nihai iflas olasilig

Ylu) = 1= Fu)+ 3 fv(u+1-j) (4.3)
ya da
Yu) =) [1—=Fr)¢u—j)+ Z [1— F(r)] (4.4)

bi¢iminde elde edilir (Dickson 2005).

Benzer olarak sonlu zamanl iflas olasihigy ¢ (u,t) = P(T < t|Uy = u) ise, yinelemeli
formiil yardimiyla t(u,t)’nin miimkiin olabilmektedir. De Vylder ve Goovaerts
(1988)’de klasik risk modelindeki zaman 6lgegini ¢ > 0 yerine ¢t = 0, 1,2, ... bigi-
minde ele alip kesikli zamanli risk modelinde sonlu zamanl iflas olasiliklar: ve yagam
olasiliklar1 icin yaklastirmali yinelemeli formiiller elde etmislerdir. Ozellikle yeterince
biiyiik kontrol zamani i¢in bu yaklagtirmali formiiller ¢ok iyi sonuglar vermektedir.
Bu durumda ilk hasarin gelis zamani igin hasar biiyiikliigii X; > w ise, iflas gergek-

lesmis olacagindan

Y, )= Y fi=1-F(u) (4.5)

Jj=u+1
biciminde iken
u

Ylu,t) = (u, 1) + Y fp(u+1—jt—1),t =23 .. (4.6)

=0
bigiminde elde eldilir. Benzer olarak (4.2)’den ¢(u,t) = P(U, > 0,n = 1,2,...,t)
bi¢iminde de ifade edilebilir. Bu durumda ¢(u,0) = 1 oldugundan

Sut) = fi(plu+1—jt—1), t =12 . (4.7)
=0
bi¢iminde zaman periyodu t’ye gore yinelemeli bir formiil elde etmiglerdir.

Dickson ve Waters (1991), tarafindan De Vylder ve Goovaerts (1988)’deki galis-
malarini temel alarak j = 0 durumunu ihmal ederek, sonlu zamanl yasam olasilik-

larmi ¢(u — 1,¢) igin (4.7) esitligini w = 1,2, ... i¢in

¢(u,t) =

ou—1,t+1) — Z_: Fi(Do(u—j,t) (4.8)
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bi¢iminde u'ya gore yinelemeli bir formiil elde etmiglerdir.

Genellikle sonlu zamanl yagam olasiliklar: igin acik bir form bulmak miimkiin degildir.
Ancak Seal (1969) tarafindan « > 0 igin P(T" > t) = ¢(u,t) sonlu zamanh yagam
(iflas etmeme) olasiligi olmak iizere, n = 0,1, ... igin f,(t) = P(S; = n) iken

t]
60,0) = 3 D (1= ) fult) (4.9

n=0

ve
u+t] ut[t]

d(u,t) = Z fi(t) — Z Furi()B(0, = 5) (4.10)

biciminde elde etmistir.

Picard ve Lefevre (2003), tarafindan (4.9) ifadesini kullanarak u > 0 i¢in ve t < 0
iken P(S; = n) = f,(t) ise

u ut[1] —n
o) =3 [ HO+FG-w 3 S| @
7=0 n=u+1

bigiminde elde etmiglerdir. Rulliere ve Loisel (2004)’de bu iki farkli yagam olasihiginin

etkinligini karsilagtirmigtirlar.

4.1 Bilesik Binomial Risk Modeli

Kesikli zamanli risk modelinde, Bilegik Binomial dagilimi temel alarak stirekli za-
manl klasik risk modeline benzer gekilde bir sigorta girketinin rezerv siireci i¢in nihai

iflas olasiliklar ilk kez Gerber (1988) tarafindan nerilmigtir.

Bilegik Binomial risk modelinde zaman kesikli olarak diigiiniiliir. Bu durumda bir

sigorta girketinin rezerv siireci

t
U=u+t—>Y,t=12 . (4.12)
=1

1=

bi¢iminde tamimlanabilir. Burada U, = u baglangi¢ rezervi, periyodik prim getirisi
1 ve Y;, 1. periyottaki hasar miktaridir. [;, ¢ > 1 igin ¢. periyotta hasar meydana

gelmig ise 1, gelmemis ise 0 degerlerini alan bir r.d olarak diigiiniildiigiinde



bi¢iminde ifade edilebilir. Burada X; bireysel hasar miktar1 ya da hasar biiytikligii
r.d 'ni olarak adlandirilmaktadir. {Xj;,i > 1} olasihik fonksiyonu f(z) = P(X; = x)
olan negatif degerler almayan bagimsiz ayni1 dagilimh r.d.’lerin bir dizisi ise ve Ny, t
zamanina kadar meydana gelen hasarlarin sayisi iken (4.12) esitligi,
Nt
Ut:u+t—;Xi,n:1,2,... (4.13)
bi¢iminde de ifade edilebilir. I, I5,.. bagimsiz ve ¢ > 1 i¢in P(I; = 1) = p, P(I; =

0) =1—p = g olsun. Bu durumda N,, rasgele degiskenin dagilimi
P(N, =k) = P k=01,...,n (4.14)

bi¢iminde klasik Binom dagilimidir. Dolayisiyla (4.13) esitligi ile verilen risk rezerv
modeli bir Bilegik Binomal risk modelidir (Eryilmaz 2012). Bilesik Binomial risk
modelinde n > 1 i¢in bagimsiz aym dagilimh W, r.d’leri (n — 1).hasar ile n.hasar

arasinda gecen zaman olmak iizere,
PW,=t)=P(1=0,..,,_1=0,, =1)=pg" ", t =1,2, ... (4.15)
bi¢imindedir (Liu ve Zhao 2007).

(4.13) modeli i¢cin net karlhilik kosullar1, Tanmim 2.19’den E(X) = p ve pozitif giiven-
lik yiiklemesi varsayimi altinda pu < 1 bigiminde ifade edilebilir. Birim zamandaki
prim getirisi sabit oldugundan (¢ = 1), primler pozitif bir giivenlik yiiklemesini icere-
cektir. Dolayisiyla net karhlik kogullari iizerine yapilan bu varsayim (4.13)’de verilen
risk rezerv modeli i¢in her zaman saglamasi gerekmemektedir. Bu tez ¢alismasinda

sigorta sirketinin periyodik prim getirisinin degismedigi varsayilmigtir.

Bilesik Binomial risk modelinde iflas zamamni tizerine farklh iki tanim kullanilmak-

tadir. 7" iflas zamamni r.d’ni olmak iizere, Gerber (1988)’ de iflas zamanin
T=inf{U, <0,t =1,2...} (4.16)
bi¢iminde ifade etmigken, Shiu (1989)’da

T =inf{U, < 0,t =1,2...} (4.17)
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bi¢iminde ifade etmistir. Ancak her iki iflas zamam tanmimlamas: icin nihai iflas
olasihg ¢ (u) = P(T < oo|U(0) = u) benzer olarak yagsam (iflas etmeme) olasiligi
ise ¢ (u) = 1 — 9(u) iken, sonlu zamanl iflas olasihigr ¥ (u,n) = P(T < n|U(0) = u)
olacaktir. Dolayisiyla sonlu zamanli yagam olasihg ¢(u,n) = P(T > n|U(0) = u)

olacagi agiktir. Ancak rezerv iizerinden bu tanmimlamalar (4.16)’dan
Y(u,n)=PU; <0,t=1,2,....,n) (4.18)

¢(u,m) = P(U; > 0,t =1,2,....,n) (4.19)

bi¢iminde ifade edilebilir.
Gerber (1988)’de iflas olasihigim (4.16)’den pu < 1 ve Uy = u iken

Y(u) = q(u+1)+pY Yu+l—a)f(@)+p Y fl@),u=12. (420)

r=1 r=u+1
bi¢iminde elde etmigtir. Ayrica u = 0 iken ¥ (0) = pp olmaktadir. Shui (1989)’da
I, I, ... bagimsiz aym dagilmh r.d.’ler yardimiyla ¢ > 1 igin , P(I; = 1) = g ve
P(I; = 0) = 1 — ¢ bi¢iminde tamimlayip, qu < 1 i¢in, yasam olasihgim (4.17) ile

verilen iflas zamanini dikkate alarak
ou)=1-q@o(u+1)+qE[p(u+1—-X)],u=0,1,2, .. (4.21)

bi¢iminde ifade ederek, u = 1,2, 3, .. i¢in

(1—q)p(u) = dp(u—1) =g ) d(u—z)f() (4.22)
=1
bi¢iminde yinelemeli bir formiil ile elde etmigtir. Ayrica v = 0 iken ¢(0) = 11_7‘1:

olmaktadir. Benzer olarak sonlu zamanlh yasam olasiliklarini ise, v = 0,1,2... ve
n=1,2, ... i¢gin ¢(u,0) =1 iken

u+1

pun)=1-q)dut+Ln—1)+q) ¢u+l—z,n—1)f(x) (4.23)

r=1

biciminde elde etmigtir.

Bilesik Binomial risk modelinde meydana gelen hasarlar arasindaki bekleme zamani

dagilimi, (4.15) ile verilen Geometrik dagilima sahiptir. Bu varsaymmlar altinda
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(4.16)’de verilen iflas zaman kullamilarak 7' r.d’nin yasam fonksiyonu agagidaki

yinelemeli formiil yardimiyla hesaplanabilir.

1 , n=20
¢(u,n) =P, (T >n) = n_ utt—1
> > [@olutt—z,n—pgd~t+q" , n>0
t=1 z=1
(4.24)

(Egido Dos Reis 2004).

Willmot (1993)’de Bilegik Binomial risk modelinde yagam olasihgimi iflas zamanini
(4.17) kabul ederek n > 1 igin, hasar biiyiikliigii r.d’lerinin o.f f,, ve m > 0 igin
gm(k) = P(S; = m) alarak ¢(u,n) = P(U; > 0, t = 0,1,...,n) biciminde ifade
etmistir. Ifade ettigi bu sonlu zamanl yagam olasihigim1 Lagrange acilimi ve olasilik

iireten fonksiyon yardimiyla

i(n— k4 1)ge(n + 1)

0,n) = = =0,1,... 4.2
bi¢iminde ifade ederek u = 0,1, ... ve n = 1,2, .. i¢in,
n—1
$(u,n) = Gupn(n) = (1= ) D (0,1 — 1 = k)grpupa (k) (4.26)
k=0

bi¢iminde genellegtirilmis halini vermistir.

Dickson (1994)’de yaklagtirma yontemleri kullanarak, Bilegik Binomial risk modelin-
deki iflas olasiliklar1 yardimiyla siirekli zamanl Klasik risk modelindeki iflas olasilik-
larina gegigleri incelemigtir. Cheng vd. (2000), Bilesik Binomial risk modelinde iflas

olasiliklarinin bazi karakteristikteri i¢in sonuglar elde etmislerdir.

Li ve Garrido (2002)’de kesikli zamanh risk modelinde ¢(0,n) i¢in genel bir form
elde etmis ve Bilegik Binomial risk modeli i¢in (4.24) esitligi ile benzer sonuglarin

bulunabilecegini gostermistir. Bu durumda sonlu zamanli yagam olasiligini

$(0,1) =¢q (4.27)
¢(0,2) = ¢* + paf(1) (4.28)

iken
#(0,n) = q" + nqut if(:v)d)(t +1—xz;n—1—1),n=234,.. (4.29)

bi¢iminde elde etmiglerdir (Egido Dos Reis 2004).
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4.2 Kesikli Zamanh Sparre-Andersen Risk Modeli

Pavlova ve Willmot (2004)’de, Gerber (1988)’in ¢nerdigi Bilesik Binomial risk mo-
delini kullanarak kesikli zamanli Sparre-Andersen risk modeli iizerinde ilk calg-
malar1 yapmiglardir. Cosette vd. (2006) toplam hasar miktarimin dagilimi, ni-
hai iflas olasiliklar1 ve sonlu zamanh iflas olasiliklari icin agik formiiller elde et-
miglerdir. Li (2005)’de hasarlarin bekleme zamanin kesikli K, smifi dagilimima
sahip oldugu (olasilik iireten fonksiyonu ile dagilim fonksiyonu orantili) Sparre-
Andersen risk modelinde iflas karakteristiklerinin genel formlarini elde etmistir. Liu
ve Zhao (2007)’de Bilegik Binomial risk modelinde yenileme yogunluk fonksiyonunu
kullanarak, iflas zamani ve iflasla ilgili baz1 karakteristikeleri dagilimlarini elde et-
miglerdir. Eryilmaz (2012)’ de Bilegik Binomial risk modelinde sonlu zamanli yagam
olasiliklarimi yenileme denklemi bigiminde ifade edip, tekrarlarin dagilimlar: {izerine

niimerik hesaplamalar ve teorik sonuglar elde etmigtir.

Kesikli zamanli Sparre-Andersen risk modeli v > 0 baglangig rezervi, X; i. hasarin

biiyiikliigiinii géstermek tizere, bir sigorta sirketinin rezerv siireci
Nn
Ut:u—{—n—i:ZlXi (4.30)
bi¢iminde ifade edilebilir. z > 1 i¢in f(z) = P(X; = z) dagilimima sahip olup
{N,,,n € N} sayma siireci n.zamana kadar meydana gelen hasarlarin sayisin goster-
mektedir ve WW;’ler bagimsiz aym dagilimh hasar bekleme zamani iken N,, = max{k :

Wi+ Wy + ...+ Wy < n} bigimindedir. Ayrica burada hasar bekleme zamamn ile
hasar biiytikliikleri birbirinden bagimsizdir (Li 2005).

Teorem 4.1 Iflas zamam olarak (4.17) diistiniildiginden = 1,2, ...,u € Nvec =1

1se sonlu zamanlh yasam olasiliklar: i¢in

1 , n=
u,n) = n utt _ 4.31
¢(u,n) > fw(t) S @0ttt =z =)+ Fu(n) , n>0 (4.31)

bi¢iminde yinelemeli formili elde edilir (Cosette vd. 2006).

Teorem 4.1’de Gerber (1988)’de verilen iflas zamani taniminin kullamlmasiyla (4.24)

ifadesi elde edilir.
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5. KESIKLi ZAMANLI RiSK MODELINDE HOMOJEN OLMAYAN
HASAR OLUSUMLARI

Bu tez ¢alismasinda kesikli zamanl risk modelinde [y, I5, ... r.d’lerinin birbirinden
bagimsiz ancak farkl dagilima sahip olmalar1 kogulu altinda, yani ¢ > 1 i¢in P([; =
1) = p; ve P(I; = 0) = 1—p; = ¢; oldugu durum iizerinde galigilacaktir. Bu varsayim
altinda periyodlarda hasar olugum olasiliklar1 birbirinden farkli olabilmektedir. Bu

durumda N,, rasgele degiskeninin dagilimi

PP (Ny1=k—1)4¢P(Ny1=Fk) ,1<k<n-—1

P(N,=k) =4 lla k= (5.1)
1:[11%' Jk=n

yinelemeli formiilii yardimiyla elde edilebilmektedir.
(5.1) esitligini agagidaki sekilde elde etmek mimkiindiir.
k =0 icin

qi
= ﬁ qi (5-2)

ve k = n icin

= IIn (5.3)

oldugu aciktir. 1 <k <n — 1 i¢in son hasar iizerinden kogullandirma yapildiginda

P(N,=k) = P(N,=k|I,=1)P(,=1)+ P(N, =k|I =0)P(I, =0)

— P(N,_,=k—1)P(I, = 1)+ P(N,_, = k)P(I, = 0)
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biciminde elde edilir.

Asagidaki teorem hasar olusum olasiliklarinin birbirinden farkli olmasi durumunda

T r.d.’nin yagam fonksiyonu Gerber (1988) tarafindan énerilen
T=inf{U; <0,t=1,2...} (5.5)
biciminde ifade edilen iflas zamani kullanilarak elde edilmistir.

Teorem 5.1 Iy, I, ... birbirinden bagimsiz r.d.’ler, i > 1 i¢in, P(I; = 1) = p; ve
P(I; = 0) = q; olmak tizere, T r.d. 'nin yasam fonksiyonu

(

1 n=0
n t—1 u+t—1 i1
Pu (T > n) = Zpt H q; Z f (x)Pu+t—$(T( +Ln) >n— t) (56)
t=1 i=1 . I:1££1 n > 0
+ (1 — > n ]l q@-)
t=1 =1

\

t+1,n)

bicimindedir. Burada T , t. peryoddan sonra tanimly iflas zamaniny gostermek-

tedir.

Ispat. T/ r.d’ni ilk hasarin gerceklesme zamam olmak iizere, hasar olugum olasilik-
larinin birbirinden farkli ya da homojen olmayan hasar olusumlariyla Bilesik Bino-

mial risk modeli varsayimi altinda, W; r.d’nin olasilik fonksiyonu

P(let) - P([lzo,...7[t,1:0,jt:1)
= q1---Gt—1Pt

t—1
= Pt H q;
i=1

bicimindedir. Ilk hasar gerceklesinceye kadar gecen zaman ve hasarmm biiyiikliigii

tizerinden kosullandirma yapildiginda

P,(T>n) = iPu(T > n|W, = )P (W, = t)

t=1

= Y PAT>n[Wy=t)P(Wy=1t)+ Y  PJ(T >n[W,=t)P(W; =t)
t=1 t=n+1
n —1 o]

= Zpu(T>n|W1:t)ptqqi+ > PWy=t) (5.7)
t=1 = t=n+1
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olmaktadir. (5.7) esitliginde esitligin sag tarafindaki »_ P (W) =t) ifadesi
t=n+1

i P(Wi=t) = P(W,>n)=1—-P(W, <n)

t=n+1
= 1-) P(W=
t=1

bi¢iminde elde edilir. P, (T" > n|W; = t) olasihginin

PAT>nWi=t) = > Pupp(u+t—X>0X=zT0">n—1)
r=1
u+t—1

= Z f u+t ac t+1’n) >n — t) (58)

biciminde yazilmasiyla

P,(T>n) = Y P,(T>n|W;=1t)P W, =t)
t=1
-1 u+t—1

= Zptnqzzf Puyyo(TEE > —t)  (5.9)

+ <1 - Zpt 1:[ Qi)
t=1 =1
genel formu elde edilir. m
Agagida n = 1,2,3 degerleri i¢in P,(T" > n) olasiliklar1 Teorem 5.1’den yarar-
lanilarak hesaplanmigtir.
P (T > 0) = 1olupn =1ign X; = x ve Wy =1 tizerinden kosullandirma
yapildiginda

P, (T >1)

> P(T > 1Wy =t)P (W =1t) + (1—21) Wl_t)

t=1

= Pu(T>1|W1:1)p1+q1 (510)

bigiminde elde edilir. (5.10) esitliginin sag tarafindaki P,(T" > 1|W = 1) olasihg
(5.8) esitliginden

P, (T>1W, =1) = if (z)P, (T*Y > 0)

olur. P,(T?" > 0) = 1 oldugundan

u

P(T>1)=3 fx)p1 +aq (5.11)
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olup Z f(z) = P(X <u)= F(u) oldugundan (5.11)’e denk olarak

PAT>1) = P(X<up+aq

= Fuyp+aq (5.12)
biciminde de yazilabilir.

n =2 ig¢in Xy =z, Xy =y ve W; =t iizerinden kosullandirma yapildiginda

> PAT > 2[Wy =t)P (W) =t) + (1—213 Wl_t>

P, (T > 2)

+q1 — q1p2 (5.13)

bi¢iminde elde edilir. (5.13) esitliginin sag tarafinda ¢; — ¢1p2 =¢1¢2 olmak iizere

P, (T > 2|WW; = 1) olasiligy
P, (T>2Wy=1)=3 Puyrp (THY > 1) f() (5.14)
=1

ve benzer bicimde P, (7' > 2|W; = 2) olasilig

u+1
P(T>2Wi=2) = Y Pun (T >0)f ()
r=1

= P(X<u+1)

= F(u+1) (5.15)

bi¢iminde yazilabilir. Bu durumda (5.13) esitligi

P, (T>2) = iuilf Puiia T(22)>1)P(W1:t)+(1—22:P(W1:t))

t=1 z=1

= Zf( ) Put1- w( (22)>1)p1

u+1

+ Z f(@)Pui2 52 > O) @1p2 + q1Q2 (5.16)

bigiminde elde edilir. (5.12) esitligindeki P, (T" > 1) olasilig1 P, (T(2’2) > 1) olasihgma

gore yeniden diizenlenip, (t+1,n) araligi t. periyoddan sonra ilk hasarin gelis zaman
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Wi r.d olsun. Bu durumda W r.d’ni P(W{ = t) = p; biciminde ifade edilir.

u+l—x

Py (TP >1) = Zf Py (TGY >0) P (WP =2)+1-P (W) =2)

u+1 —x

= Zf T)p2 + Go

= P(XSU—}-l—ZE)pQ-i-QQ

= Fu+1—2)ps+q (5.17)

bi¢iminde yazilabilir. Burada rezervin degisimi dikkate alindiginda

PT>2) = ) f(@)[P(X <ut1-2z)pta]p

u+1
+> @)+ ape+ ae

= F(u)[F(u+1—2)ptqa] p1
+F(u+ 1)gip2 + (142
= ppF(W)F (u+1—2) 4+ p1goF (u)

+F(u+1)qip2 + q1¢2 (5.18)

olur.

n = 3 igin, X1 = x, Xy =y, X3 = 2z ve W} = t lizerinden kogullandirma yapildiginda

Pu(T>n):iPu(T>n|W1:t)P(W1:t)—l—l—iP(let) (5.19)

t=1 t=1

olmak tizere
3 n
P(T>3)=) PT>3Wy=t)P(Wy=t)+1-) PWi=t)  (5.20)
t=1 t=1
3
bigimindedir. (5.20) esitliginin sag tarafindaki ) P,(T > 3|W; =t) ifadesi farkh
=1
degerler icin

u+t—1

P(T>3Wy=1)P(Wy=1) = Z f(@)Puie (T®Y > 2) py

= Zf Pup1—y (T®Y > 2)p1 (521



u+t—1
PAT>3Wy=2)PW1=2) = > [f(2)Puas (T >1)qps

=1

u+1

= 3 @) Pusrs (TO9 > D) upe (5.22)

r=1
u+t—1
P,(T>3W,=3)P(W,=3) = Zf Puizo (TUY > 0) q1qops

u+2

= Zf(x) q192P3 (5.23)

bigiminde yazilabilir. (5.23) esitliginin sag tarafindaki ifade

3
1_ZP(W1:t) = 1—[p1+qp2 + q1q2p3]

= 1—[p1+p2+ps — p1p2 — P1P3 — P2Ps + P1P2ps)

= 014293 (5.24)

olur. Bu durumda (5.20) esitligi yeniden diizenlendiginde

u+1

P, (T > 3) Zf Pui1-2 )>2 p1+Zf Pyya- x(T(3’3)>1)Q1p2
u+2
+ Z [ () @142ps + 119293 (5.25)

bigiminde elde edilir. (5.21) esitligindeki P,yi—, (T?® > 2) olasihgr P, (T > 2)

olasiliginda elde edilen sonuclar icin tekrar diizenlendiginde

utl—x
P (T®P >2) = Y f)[P(X Su+2—x—y)pstgs|P (W} =2)
u+2—x
- Z f(x +1—Zpthl
u+1 T

= Y fWIP(X <u+2—x—y)pstaslp

ut+2—x

+ Y f(x) gaps + 203 (5.26)
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3 t—1

olur. Burada 1 — Y p: [[ ¢ = 1 — [p2+ @ps] = 1 — p2 — ps + paps = ¢o2q3 olarak
t=2 =2

yazilabilir. (5.22) esitligindeki P, o, (T(3’3) > 1) olasiligi, P, (T(2’2) > 1) olasiligina

gore yeniden diizenlendiginde

Py (T®Y >1) = P(X<u+2-2)P(Wi=3)+1-P(W{=3)

= P(X<u+2—2z)ps+gqs (5.27)

bi¢iminde elde edilir. Boylece P,(T > 3) olasiligi

P(T>3) = > f(x) [ 2 f) (P(X <u+2—2—y)pstqs)p:

+ Z f () qaps + 203 | 1

u+1
+> f (@) [P(X Su+2—2)pstas) qip

u+2
+ Z f () @1q2p3 + 016293

= F(u)[F(ut1—2)[F (u+2— 2 —y) ps+as) po
+F(u+ 2 — x)qaps + ¢2q3] 1
+F(u+1) [F(u+ 2 — z)ps+qs] qip2

+F (u+2) 14203 + 01023 (5.28)

biciminde elde edilir.

T r.d’ni bir sigorta girketinin rezervinin iflas zamani oldugu ( 4.16)’de verilmisti. Bu
durumda sonlu zamanl yasam olasiligi ya da iflas etmeme olasiligi, kisaca Teorem

5.1 kullanilarak

1 ,n=20
o (u) = 1wt s . (5.29)
ZptHQz Z f() +’n_)(u+t—x)+]_[qi ,n>0

=1

bi¢iminde de ifade edilebilir.

Yukarida, (5.6) esitligi ile hesaplanmis olan P, (T > n), n = 1,2, 3 olasihiklar: ¢*™ (u)

gosterimi altinda da elde edilebilir. Bu durumda (5.29)’den
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n = 11ic¢in X; = x ve W; =t {izerinden kosgullandirma yapildiginda
o () = pY f@)e) (ut1-2)+ g
r=1

= py f@)+a (5.30)

bicimindedir.
n = 2icin X; = x, Xy =y ve W; =t {izerinden kosgullandirma yapildiginda

u+1
0" (u) = pi Z F@e®D (ut+1—2)+qpe Y f(@)¢® (u+2 - 1) + 1o
ut1—2x o u+1
= N Z f(x) [P2 Z f) +a@| +ap: Z f(@) + q1g (5.31)
r=1 y=1

bicimindedir. Burada, ¢*Y (u+1— ) olasihg (5.30) esitligi kullanilarak elde
edilmistir.

n = Jigin, Xy = x, Xy =y, X3 = 2z ve W} = t lizerinden kogullandirma yapildiginda

u u+1
" (W) = pr Y f(@) (w1 —x)+qp Y f(2)e® (ut2— )
=1 =1
u+2
+q1G2D2 Z flx (u+3 — ) + 19203
utl—zx ut2—x—y ut+l—x
Y [m ST SNERTS oLt
=1 y=1
ut2—z u+1 ut2—zx

+q2p3 Z f(Y) + 4203

+Q1pzzf($) P3 Z fy) +as

u+2
+q192p3 Z f() + 016293 (5.32)

bicimindedir. Burada ¢*? (u + 1 — z) olasihg (5.31) esitliginden, ¢* (u + 2 — )
olasihigl ise, (5.30) esitligi kullamlarak elde edilmigtir. Daha biiyiik n degerleri iginde

benzer sekilde yukaridaki sonuglar elde edilebilir.

Agagida (5.6) esitligi ile hesaplanmig olan P,(T" > n), n = 1,2,3 olasiliklarinin

dogrulugunu ve yinelemeli iligkiyi kontrol etmek i¢in P, (T > 1) , P,(T > 2) ve
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P,(T > 3) olasiliklar1, hasar biiyiikltigii (miktar1) r.d’ni {X;,7 > 1} olasilik fonksi-
yonu f(x) = P(X = xz) olan negatif degerler almayan bagimsiz aym dagilimh
r.d.’lerin bir dizisi olmasi kogulu altinda Teorem 5.1’i kullanmadan rezervin degisimi

dikkate alinarak hesaplanmigtir.

= piF(u) +q (5.33)
bi¢iminde elde edilir. Boylece (5.11) ifadesi ile aym1 sonuca ulagilmis olur.

P,(T>2) = P(I,=0,I,=0)
—FP(Il:O,[Q:]_,XlS’UJ—Fl)
‘I‘P(Il:]_,IQ:O,XlSU)

+P(11:1,12:1,X1SU,X1+X2§U+1) (534)
(5.34) esitliginde gerekli diizenlemeler yapildiginda

P(T > 2)=qqg+qapP (X1 <u+1)+pigpP (X; <u)

bi¢iminde elde edilir. (5.35) esitliginin sag tarafindaki p1po P(X; < u, X7 + Xo <

u + 1) ifadesinde X; = x itizerinden kogullandirma yapildiginda
pipeP(Xy Su, X1+ Xo Su+1)=pipp ¥ f(z)P(Xp <u+1-2)
r=1
biciminde elde edilir.

P(T > 2)=qq+qapP (X1 <u+1)+pgpP (X <u)

+pip2 Y f@)P (X <ut1—x) (5.36)
z=1
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Boylece (5.18) esitligi ile ayni sonuca ulagilmig olur. Benzer gekilde

P,(T>3) = P(I,=0,I,=0,13=0)

+P ([, =0,1=0,I3=1,X; <u+2)

+P (1 =0,1b=1,I3=0,X; <u+1)
(Lh=1,1,=0,1I3=0,X; <u)
(L=0,=1Is=1,X; <u+1,X,+ Xy <u+2)
+P(L=1,1=0,13=1,X; <u, X1+ Xo <u+2)
+P(L=1,1,=1,13=0,X; <u, X; + Xo <u+1)
+P(L=1,L=1,13=1,X; <u,X;+Xs <u+1,

X1+ Xo+ Xy <ut2) (5.37)
(5.37) esitliginde gerekli diizenlemelerin yapildiginda

Po(T>3) = qiapgs + uopsP (X1 < u+2) (5.38)
+q1p2q3P (X1 < u+1) + prgegsP (X1 <u+2)
+qipopsP (X1 <u+1, X1+ Xy <u+2)

(
+p1gepsP (X1 < u, Xy + X <u+2)
+p1pagsP (X1 <u, Xy + Xo Su+ 1)
(

+pipapsP (X1 <u, X1+ Xo <u+1, X7+ Xo+ X3 <u+2)

(5.38) esitliginde X; = x iizerinden kosullandirma yapildiginda

u+1
qpepsP (X1 Su+1, X+ Xp <u+2)= Q1p2pzzP(X2 <u+2-—x)f(z) (5.39)

r=1

P1gapsP (X1 < u, Xy + Xo < u+2) = pigeps Z P(Xs <u+2-2z)f(z) (5.40)

=1

P1p2qsP (X1 < u, Xi + Xo <u+1) = pipags ZP(X2 Su+l-—z)f(z) (541)

z=1

bicimindedir.

Benzer olarak p1peps P (X7 < u, X7 + Xo <u+ 1, X7 + Xo + X3 < u + 2) ifadesinde
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Xy, =z, X5 = y lizerinden kosullandirma yapildiginda

u u+t+l—zx
PXi<u,Xi+Xo<u+1, X1+ X+ X3<u+2) = Y > [f(@)f®)

r=1 y=1

P(Xs<u+2—xz—y))

bigiminde elde edilir. Bu durumda

P,(T>3) = qi¢g2q3 + 1¢2psP (X1 <u+2) (5.42)
+q1p2q3P (X1 < u+1) + p1gags P (X1 <u+2)
u+1
+qipaps Y P(Xo Sut2—x)f(2)
=1
+p1gaps D P(Xp Su+2 - x)f(x)
r=1
+pipags Y P(Xo <u+1—x)f(x)
=1
u utl—x
+P1DP2p3 Z Z PXs<u+2—z—y)f(x)f(y)
z=1 y=1

biciminde elde edilir. Boylece (5.28) ile ayni sonuglara ulagilmig olur.

5.1 Homojen Olmayan Durum ig¢in Sayisal Hesaplamalar

5.1.1 Sonlu zamanli yagsam olasiliklari

Hasar biiyiikliigii r.d.’nin dagiliminin Geometrik dagilima sahip oldugu varsayilsin.

Bu durumda X r.d’'nin olasilik ve dagilim fonksiyonlar: sirasiyla

flx)=1—-a)a* ! jz=1,2,..
Fz)=1—-0a" =12 ..

olmaktadir. Ayrica

bicimindedir.
Bir sigorta sirketinin bir yil igerisindeki tiim aylarda hasar olusum olasiliklarinin

homojen olmadigi durumlarin ele alindig1 diisiiniilsiin. Bu amacla farkhh « ve u
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degerleri i¢in sonlu zamanli yagam olasiliklarin1 hesaplamada birbirinden farkli 4
durum iizerinde durulmustur. Bu durumlara iligkin sonlu zamanl yagam olasiliklar:
(o™ (u)) asagidaki cizelgelerde ve sekillerde verilmistir.

i=1,..,12 i¢in P(I; = 1) = p; olmak tizere

Duruml (D1)

pi = 001lx:,1=1,..,12

Durum2 (D2)

pi = 001x(12—i+1),i=1,..12

Durum3 (D3)

02 i=71,..12

Durum4 (D4)

02 ,i=1,..,6
01 ,i=7,..,12

b =

biciminde tanimlansin.
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Cizelge 5.1: u = 2 iken a = 1/5 ve a = 2/5 igin sonlu zamanl yagam olasiliklar:

a=1/5 a=2/5
Durum | D1 ‘ D2 ‘ D3 ‘ D4 D1 ‘ D2 ‘ D3 ‘ D4

n u =2 u=2

1 0.9996 | 0.9952 | 0.9960 | 0.9920 | 0.9984 | 0.9808 | 0.9840 | 0.9680
2 0.9994 | 0.9936 | 0.9946 | 0.9882 | 0.9971 | 0.9721 | 0.9763 | 0.9501
3 0.9994 | 0.9930 | 0.9941 | 0.9863 | 0.9963 | 0.9679 | 0.9723 | 0.9393
4 0.9993 | 0.9928 | 0.9940 | 0.9854 | 0.9957 | 0.9659 | 0.9702 | 0.9324
5 0.9993 | 0.9928 | 0.9939 | 0.9849 | 0.9954 | 0.9649 | 0.9689 | 0.9279
6 0.9993 | 0.9928 | 0.9938 | 0.9847 | 0.9952 | 0.9644 | 0.9682 | 0.9248
7 0.9993 | 0.9928 | 0.9938 | 0.9846 | 0.9951 | 0.9642 | 0.9674 | 0.9237
8 0.9993 | 0.9928 | 0.9938 | 0.9846 | 0.9950 | 0.9641 | 0.9666 | 0.9231
9 0.9993 | 0.9928 | 0.9938 | 0.9846 | 0.9950 | 0.9640 | 0.9661 | 0.9227
10 0.9993 | 0.9928 | 0.9938 | 0.9846 | 0.9949 | 0.9640 | 0.9657 | 0.9225
11 0.9993 | 0.9928 | 0.9938 | 0.9846 | 0.9949 | 0.9640 | 0.9653 | 0.9224
12 0.9993 | 0.9928 | 0.9938 | 0.9846 | 0.9949 | 0.9640 | 0.9651 | 0.9223

u = 2 ve hasar biiyiikliigii @ parametreli Geometrik dagilima sahip iken, segilen «
parametrelerine kargilik 6nceden belirlenen farkli 4 durum igin rezerv siireci (4.12)’de
tammlandig) gibi diisiiniildiigiinde, yasam (iflas etmeme) olasiliklar1 elde edilerek
Cizelge 5.1 olusturulmugtur. Buna gére o« = 1/5 iken her dénemde hasar olusum
olasiliklar1 Durum1’deki gibi diigiiniildiigiinde, n = 2 zamaninda sigorta sirketinin
yasam olasiligi 0.9994 iken bu olasiligin her donemde hasar olusum olasiliklar1 Du-
rum?2’deki gibi distiniildiigiinde 0.9936 oldugu goriilmektedir. Benzer olasiliklar o =
2/5 iken Duruml i¢in 0.9971, Durum? igin 0.9721 olarak hesaplanmigtir. Ayrica o =
1/5 iken her dénemde hasar olusum olasiliklar1 Durum3’deki gibi diisiiniildiigiinde,
n = 2 zamaninda sigorta sirketinin yagsam olasiligi 0.9946 iken bu olasiligin her
donemde hasar olusum olasiliklar1 Durum4’deki gibi diisiiniildiigiinde 0.9882 oldugu
goriilmektedir. Benzer olasiliklar a = 2/5 iken Durum3 igin 0.9763, Durum4 i¢in
0.9501 olarak hesaplanmigtir.

Farklh zaman periyotlarindaki sonlu zamanli yagsam olasiliklar1 o parametreleri ile,
Sekil 5.1 ile Sekil 5.2°de Duruml (mavi renkli diizgiin ¢izgi) ve Durum2 (kirmizi

renkli noktali ¢izgi) i¢in gosterilmigtir.
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Sekil 5.1: u = 2 ve & = 1/5 iken Duruml ve Durum?2 i¢in sonlu zamanh yagam

olasiliklari.

Sekil 5.1’de Durum1’in sonlu zamanli yagam olasiliklar1 Durum2’ye gére daha biiyiik-
tiir. Her iki durum i¢in de belirli bir periyotdan sonra bu olasiliklarin sabit kaldig

goriilmektedir.
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Sonlu zamanli yasam olasiliklari
o
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....................................
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Sekil 5.2: uw = 2 ve @ = 2/5 iken Duruml ve Durum?2 ig¢in sonlu zamanl yasam

olasiliklari.

Sekil 5.2’de Durum1’in sonlu zamanli yagam olasiliklari, Durum?2’ye gore daha biiytik-
tir. o parametresinin artmasi ile sonlu zamanl yasam olasiliklarinin hem Du-

ruml’de hem de Durum?2’de azaldig1 goriilmektedir.
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Cizelge 5.2: u = 2 iken o = 3/5 ve a = 4/5 igin sonlu zamanl yasam olasiliklar:

a=3/5 a=4/5
Durum D1 ‘ D2 ‘ D3 ‘ D4 D1 ‘ D2 ‘ D3 ‘ D4

n u=2 u =2

1 0.9964 | 0.9568 | 0.9640 | 0.9280 | 0.9936 | 0.9232 | 0.9360 | 0.8720
2 0.9921 | 0.9321 | 0.9417 | 0.8819 | 0.9834 | 0.8703 | 0.8874 | 0.7798
3 0.9881 | 0.9174 | 0.9271 | 0.8501 | 0.9712 | 0.8329 | 0.8495 | 0.7104
4 0.9848 | 0.9084 | 0.9172 | 0.8270 | 0.9583 | 0.8062 | 0.8194 | 0.6561
5 0.9820 | 0.9029 | 0.9103 | 0.8094 | 0.9452 | 0.7870 | 0.7949 | 0.6123
6 0.9798 | 0.8995 | 0.9053 | 0.7958 | 0.9323 | 0.7732 | 0.7748 | 0.5761
7 0.9780 | 0.8975 | 0.8979 | 0.7903 | 0.9199 | 0.7634 | 0.7410 | 0.5609
8 0.9765 | 0.8963 | 0.8913 | 0.7864 | 0.9079 | 0.7566 | 0.7107 | 0.5482
9 0.9752 | 0.8957 | 0.8855 | 0.7836 | 0.8963 | 0.7521 | 0.6835 | 0.5376
10 09740 | 0.8954 | 0.8804 | 0.7816 | 0.8850 | 0.7493 | 0.6590 | 0.5285
11 0.9730 | 0.8952 | 0.8760 | 0.7800 | 0.8740 | 0.7477 | 0.6368 | 0.5207
12 0.9721 | 0.8952 | 0.8721 | 0.7788 | 0.8632 | 0.7471 | 0.6166 | 0.5139

u = 2 ve hasar biiyiikliigii o parametreli Geometrik dagilima sahip iken, secilen «
parametrelerine kargilik 6nceden belirlenen farkli 4 durum igin rezerv siireci (4.12)’de
tanmmlandig1 gibi diigiiniildiigiinde, yasam ( iflas etmeme) olasiliklar1 elde edilerek
Cizelge 5.2 olugturulmugtur. Buna gére a = 3/5 iken her dénemde hasar olusum
olasiliklar1 Duruml1’deki gibi diisiiniildiigiinde, n = 2 zamaninda sigorta sirketinin
yasam olasiligi 0.9921 iken bu olasiligin her donemde hasar olugsum olasiliklar1 Du-
rum?2’deki gibi diigiiniildiigiinde 0.9321 oldugu goriilmektedir. Benzer olasiliklar o =
4/5 iken Durum1 igin 0.9834, Durum?2 i¢in 0.8703 olarak hesaplanmigtir. Ayrica o =
3/5 iken her dénemde hasar olusum olasiliklart Durum3’deki gibi diigiiniildiigiinde,
n = 2 zamaninda sigorta girketinin yagam olasiligi 0.9417 iken bu olasiligin her
donemde hasar olusum olasiliklart Durum4’deki gibi diisiiniildiigiinde 0.8819 oldugu
goriilmektedir. Benzer olasiliklar o = 4/5 iken Durum3 igin 0.8874, Durum4 igin
0.7149 olarak hesaplanmugtir.

Farkli zaman periyotlarindaki sonlu zamanli yagam olasiliklar1 o parametreleri ile,
Sekil 5.3 ile Sekil 5.4’"de Durum3 (mavi renkli diizgiin ¢izgi) ve Durum4 (kirmizi

renkli noktal ¢izgi) i¢in gosterilmistir.
39



0.95¢

0.9

0.851 :.....

0.8 teeea

Sonlu zamanli yasam olasiliklari

Zaman (n)

Sekil 5.3: u = 2 ve & = 3/5 iken Durum3 ve Durum4 i¢in sonlu zamanh yagam

olasiliklari.

Sekil 5.3’de Durum3’iin sonlu zamanl yasam olasiliklar1t Durum4’e gore daha biiyiik-

tir.

Sonlu zamanli yasam olasiliklari
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Sekil 5.4: u = 2 ve a = 4/5 iken Durum3 ve Durum4 i¢in sonlu zamanh yagam

olasiliklari.
Sekil 5.4’de Durum3’in sonlu zamanli yagam olasiliklar1 Durum4’e gore daha biiyiik-

tiir. « parametresinin artmasi ile sonlu zamanlh yasam olasiliklarinin hem Du-

rum3’de hem de Durum4’de azaldigi goriilmektedir.
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Cizelge 5.3: u = 4 iken a = 3/5 ve a = 4/5 igin sonlu zamanl yasam olasiliklar:

a=3/5 a=4/5
Durum D1 ‘ D2 ‘ D3 ‘ D4 D1 ‘ D2 ‘ D3 ‘ D4

n u=4 u=4

1 0.9987 | 0.9844 | 0.9870 | 0.9741 | 0.9959 | 0.9508 | 0.9590 | 0.9181
2 0.9971 | 0.9742 | 0.9780 | 0.9533 | 0.9894 | 0.9148 | 0.9263 | 0.8525
3 0.9956 | 0.9674 | 0.9715 | 0.9368 | 0.9814 | 0.8881 | 0.8996 | 0.7988
4 0.9943 | 0.9630 | 0.9667 | 0.9234 | 0.9729 | 0.8682 | 0.8774 | 0.7538
5 0.9932 | 0.9601 | 0.9632 | 0.9124 | 0.9641 | 0.8534 | 0.8588 | 0.7155
6 0.9923 | 0.9583 | 0.9605 | 0.9033 | 0.9553 | 0.8426 | 0.8430 | 0.6824
7 0.9915 | 0.9572 | 0.9564 | 0.8995 | 0.9466 | 0.8347 | 0.8158 | 0.6679
8 0.9908 | 0.9565 | 0.9525 | 0.8968 | 0.9380 | 0.8292 | 0.7903 | 0.6557
9 0.9902 | 0.9562 | 0.9490 | 0.8948 | 0.9294 | 0.8255 | 0.7665 | 0.6453
10 0.9897 | 0.9560 | 0.9457 | 0.8932 | 0.9209 | 0.8231 | 0.7444 | 0.6363
11 0.9891 | 0.9559 | 0.9429 | 0.8920 | 0.9124 | 0.8218 | 0.7240 | 0.6285
12 0.9887 | 0.9559 | 0.9403 | 0.8911 | 0.9039 | 0.8213 | 0.7050 | 0.6216

u = 4 ve hasar biiyiikliigii o parametreli Geometrik dagilima sahip iken, secilen «
parametrelerine kargilik 6nceden belirlenen farkli 4 durum igin rezerv siireci (4.12)’de
tanmmlandig1 gibi diigiiniildiigiinde, yasam ( iflas etmeme) olasiliklar1 elde edilerek
Cizelge 5.3 olugturulmusgtur. Buna gére a = 3/5 iken her dénemde hasar olugum
olasiliklar1 Duruml1’deki gibi diisiiniildiigiinde, n = 2 zamaninda sigorta sirketinin
yasam olasiligi 0.9971 iken bu olasiligin her donemde hasar olugum olasiliklar1 Du-
rum?2’deki gibi diigiiniildiigiinde 0.9742 oldugu goriilmektedir. Benzer olasiliklar o =
4/5 iken Durum1 i¢in 0.9894, Durum?2 i¢in 0.9148 olarak hesaplanmigtir. Ayrica o =
3/5 iken her dénemde hasar olusum olasiliklart Durum3’deki gibi diigiiniildiigiinde,
n = 2 zamaninda sigorta girketinin yagam olasiligi 0.9780 iken bu olasiligin her
donemde hasar olusum olasiliklar1 Durum4’deki gibi diisiiniildiigiinde 0.9533 oldugu
goriilmektedir. Benzer olasiliklar o = 4/5 iken Durum3 igin 0.9263, Durum4 igin
0.8525 olarak hesaplanmugtir.

Farkli zaman periyotlarindaki sonlu zamanli yagam olasiliklar1 o parametreleri ile,
Sekil 5.5 ile Sekil 5.6’da Duruml (mavi renkli diizgiin ¢izgi) ve Durum2 (kirmiz

renkli noktal ¢izgi) i¢in gosterilmistir.
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Sekil 5.5: u = 4 ve @ = 3/5 iken Duruml ve Durum?2 igin sonlu zamanli yagam

olasiliklari.

Sekil 5.5’de Durum1’in sonlu zamanl yagam olasiliklar1 Durum?2’e gore daha biiyiik-

tir.

Sonlu zamanli yasam olasilikiari

Zaman (n)

Sekil 5.6: u = 4 ve @ = 4/5 iken Duruml ve Durum?2 igin sonlu zamanli yagam

olasiliklar.
Sekil 5.6’da Durum1’in sonlu zamanli yagam olasiliklart Durum?2’ye gére daha biiyiik-

tiir. « parametresinin artmasi ile sonlu zamanlh yasam olasiliklarinin hem Du-

ruml’de hem de Durum?2’de azaldig) goriilmektedir.
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Cizelge 5.4: u = 6 iken o = 3/5 ve a = 4/5 igin sonlu zamanl yasam olasiliklar:

a=3/5 a=4/5
Durum D1 ‘ D2 ‘ D3 ‘ D4 D1 ‘ D2 ‘ D3 ‘ D4

n u==6 u=6

1 0.9995 | 0.9944 | 0.9953 | 0.9907 | 0.9974 | 0.9685 | 0.9738 | 0.9476
0.9990 | 0.9902 | 0.9917 | 0.9817 | 0.9932 | 0.9441 | 0.9518 | 0.9014
0.9984 | 0.9872 | 0.9889 | 0.9736 | 0.9880 | 0.9251 | 0.9330 | 0.8607
0.9979 | 0.9851 | 0.9867 | 0.9666 | 0.9824 | 0.9105 | 0.9170 | 0.8247

0.9975 | 0.9837 | 0.9849 | 0.9604 | 0.9765 | 0.8994 | 0.9030 | 0.7926
0.9971 | 0.9828 | 0.9836 | 0.9550 | 0.9705 | 0.8910 | 0.8908 | 0.7637
0.9967 | 0.9822 | 0.9815 | 0.9526 | 0.9644 | 0.8848 | 0.8694 | 0.7507
0.9964 | 0.9819 | 0.9794 | 0.9509 | 0.9582 | 0.8804 | 0.8485 | 0.7396
0.9961 | 0.9817 | 0.9773 | 0.9496 | 0.9520 | 0.8774 | 0.8258 | 0.7300
0.9959 | 0.9816 | 0.9755 | 0.9486 | 0.9457 | 0.8755 | 0.8094 | 0.7217
0.9956 | 0.9815 | 0.9737 | 0.9478 | 0.9392 | 0.8745 | 0.7913 | 0.7143
0.9954 | 0.9815 | 0.9721 | 0.9472 | 0.9326 | 0.8740 | 0.7742 | 0.7077
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u = 6 ve hasar biiyiikliigii o parametreli Geometrik dagilima sahip iken, secilen «
parametrelerine kargilik 6nceden belirlenen farkli 4 durum igin rezerv siireci (4.12)’de
tanmmlandig1 gibi diigiiniildiigiinde, yasam ( iflas etmeme) olasiliklar1 elde edilerek
Cizelge 5.4 olugturulmustur. Buna gére a = 3/5 iken her dénemde hasar olugum
olasiliklar1 Duruml1’deki gibi diisiiniildiigiinde, n = 2 zamaninda sigorta sirketinin
yasam olasiligi 0.9990 iken bu olasiligin her donemde hasar olugum olasiliklar1 Du-
rum?2’deki gibi diigiiniildiigiinde 0.9902 oldugu goriilmektedir. Benzer olasiliklar o =
4/5 iken Durum1 i¢in 0.9932, Durum?2 i¢in 0.9441 olarak hesaplanmigtir. Ayrica o =
3/5 iken her dénemde hasar olusum olasiliklart Durum3’deki gibi diigiiniildiigiinde,
n = 2 zamaninda sigorta girketinin yagam olasiligi 0.9917 iken bu olasiligin her
donemde hasar olusum olasiliklar1 Durum4’deki gibi diigiiniildiigiinde 0.9817 oldugu
goriilmektedir. Benzer olasiliklar o = 4/5 iken Durum3 igin 0.9515, Durum4 igin
0.9014 olarak hesaplanmugtir.

Farkli zaman periyotlarindaki sonlu zamanli yagam olasiliklar1 o parametreleri ile,
Sekil 5.7 ile Sekil 5.8'de Durum3 (mavi renkli diizgiin ¢izgi) ve Durum4 (kirmizi

renkli noktal ¢izgi) i¢in gosterilmistir.
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Sonlu zamanli yasam olasilikiari

Zaman (n)

Sekil 5.7: u = 6 ve @ = 3/5 iken Durum3 ve Durum4 i¢in sonlu zamanli yagam

olasiliklari.

Sekil 5.7°de Durum3’in sonlu zamanl yagam olasiliklar1 Durum4’e gore daha biiyiik-

tir.

Sonlu zamanli yasam olasilikiari

Zaman (n)

Sekil 5.8: u = 6 ve @ = 4/5 iken Durum3 ve Durum4 igin sonlu zamanli yagam

olasiliklari.
Sekil 5.8’de Durum3’in sonlu zamanli yagam olasiliklar1 Durum4’e gore daha biiyiik-

tiir. « parametresinin artmasi ile sonlu zamanlh yasam olasiliklarinin hem Du-

rumd’de hem de Durum4’de azaldig) goriilmektedir.
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Cizelge 5.5: u = 8 iken o = 3/5 ve a = 4/5 igin sonlu zamanl yasam olasiliklar:

a=3/5 a=4/5
Durum D1 ‘ D2 ‘ D3 ‘ D4 D1 ‘ D2 ‘ D3 ‘ D4

n u=_8 u=8

1 0.9998 | 0.9980 | 0.9983 | 0.9832 | 0.9983 | 0.9799 | 0.9966 | 0.9664

0.9996 | 0.9963 | 0.9969 | 0.9685 | 0.9956 | 0.9633 | 0.9929 | 0.9342
0.9994 | 0.9950 | 0.9957 | 0.9554 | 0.9923 | 0.9500 | 0.9891 | 0.9040
0.9992 | 0.9941 | 0.9947 | 0.9438 | 0.9886 | 0.9393 | 0.9856 | 0.8758

0.9990 | 0.9934 | 0.9939 | 0.9335 | 0.9846 | 0.9310 | 0.9823 | 0.8496
0.9989 | 0.9929 | 0.9932 | 0.9243 | 0.9805 | 0.9247 | 0.9793 | 0.8254
0.9987 | 0.9927 | 0.9922 | 0.9077 | 0.9763 | 0.9199 | 0.9780 | 0.8141
0.9986 | 0.9925 | 0.9911 | 0.8909 | 0.9719 | 0.9165 | 0.9770 | 0.8044
0.9985 | 0.9924 | 0.9900 | 0.8745 | 0.9674 | 0.9141 | 0.9762 | 0.7959
0.9984 | 0.9923 | 0.9889 | 0.8584 | 0.9627 | 0.9126 | 0.9756 | 0.7884
0.9982 | 0.9923 | 0.9880 | 0.8429 | 0.9579 | 0.9118 | 0.9751 | 0.7818
0.9981 | 0.9923 | 0.9870 | 0.8280 | 0.9529 | 0.9114 | 0.9747 | 0.7758
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u = 8 ve hasar biiyiikliigii o parametreli Geometrik dagilima sahip iken, segilen o
parametrelerine kargilik 6nceden belirlenen farkli 4 durum igin rezerv siireci (4.12)’de
tanmmlandig1 gibi diigiiniildiigiinde, yasam ( iflas etmeme) olasiliklar1 elde edilerek
Cizelge 5.5 olugturulmustur. Buna gére a = 3/5 iken her dénemde hasar olusum
olasiliklar1 Duruml1’deki gibi diisiiniildiigiinde, n = 2 zamaninda sigorta sirketinin
yasam olasiligi 0.9996 iken bu olasiligin her donemde hasar olugsum olasiliklar1 Du-
rum?2’deki gibi diigiiniildiigiinde 0.9963 oldugu goriilmektedir. Benzer olasiliklar o =
4/5 iken Durum1 i¢in 0.9956, Durum?2 i¢in 0.9633 olarak hesaplanmigtir. Ayrica o =
3/5 iken her dénemde hasar olusum olasiliklart Durum3’deki gibi diigiiniildiigiinde,
n = 2 zamaninda sigorta girketinin yagam olasiligi 0.9969 iken bu olasiligin her
donemde hasar olusum olasiliklart Durum4’deki gibi diigiiniildiigiinde 0.9685 oldugu
goriilmektedir. Benzer olasiliklar o = 4/5 iken Durum3 igin 0.9929, Durum4 igin
0.9342 olarak hesaplanmugtir.

Burada her bir durum igin Cizelge 5.1-Cizelge 5.5’de elde edilmis olan olasiliklarin
(3.5) esitligini sagladigl yani zaman ilerledikge sigorta sirketinin yagam olasiliginin

azaldig1 goriilmektedir. Ayrica Cizelge 5.1-Cizelge 5.5 sonuglari incelendiginde ayni
45



« parametresi ve ayn1 donem altinda, u arttikca yasam olasiliginin arttigl yani sigorta
sirketinin iflas etmesi olasihiginin azaldig1 gozlenmektedir.

Farkli zaman periyotlarindaki sonlu zamanli yagam olasiliklar1 o parametreleri ile,
Sekil 5.9 ile Sekil 5.10’da Durum3 (mavi renkli diizgiin ¢izgi) ve Durum4 (kirmizi

renkli noktali ¢izgi) i¢in gosterilmigtir.
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Sekil 5.9: u = 8 ve & = 3/5 iken Durum3 ve Durum4 i¢in sonlu zamanh yagam

olasiliklari.

Sekil 5.9’da Durum3’in sonlu zamanl yagam olasiliklar1 Durum4’e gore daha biiyiik-

tir.
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Sekil 5.10: u = 8 ve @ = 4/5 iken Durum3 ve Durum4 igin sonlu zamanh yagam

olasiliklari.

Sekil 5.10’da Durum3’in sonlu zamanl yagam olasiliklar1 Durum4’e gére daha biiyiik-

tiir. « parametresinin artmasi ile sonlu zamanli yagsam olasiliklarinin hem Du-
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rumd3’de hem de Durum4’de azaldig) goriilmektedir.
Asgagida u ve a’nin belirli bir araliktaki degisimi i¢in sonlu zamanli yasam olasiliklar:

(o™ (1)) Sekil 5.11-Sekil 5.14’de verilmistir.

Sekil 5.11: Duruml i¢in sonlu zamanli yasam olasiliklar1 ve kontur gosterimi.

Durum1 diisiiniildiigiinde, © ve a’'nin belirli bir araliktaki degisimi i¢in sonlu zamanlh
yagam olasiliklar1 ve bu yagam olasiliklarinin kontur gosterimi Sekil 5.11 verilmistir.
u sabit olarak diigiiniildiigiinde, Sekil 5.11’de o degeri arttik¢a yasam olasiliginin
azaldigi goriilmektedir. Benzer bicimde a sabit olarak diisiiniildiigiinde, Sekil 5.11’de

u degeri azaldik¢a yasam olasiliginin da azaldigr goriilmektedir.

Sekil 5.12: Durum? i¢in sonlu zamanlh yasam olasiliklar1 ve kontur gosterimi.

Durum?2 diisgiiniildiigiinde, © ve a’nin belirli bir araliktaki degisimi i¢in sonlu zamanlh

yagam olasiliklar1 ve bu yagam olasiliklarinin kontur gosterimi Sekil 5.12 verilmigtir.
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u sabit olarak diigiiniildiigiinde, Sekil 5.12’de « degeri arttikca yasam olasiliginin
azaldig1 goriilmektedir. Benzer bicimde « sabit olarak diisiiniildiigiinde, Sekil 5.12’de
u degeri azaldikca yagam olasiliginin da azaldig1 goriilmektedir.

Hasar olusum olasiliklarimin yapisi dikkate alindiginda her u ve her « igin Du-
ruml’deki sonlu zamanh yagsam olasiliklarimin Durum?2’deki sonlu zamanli yasam

olasiliklarindan daha biiyiik oldugu goriilmektedir.

o1+
02 +
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f @12y

L
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Sekil 5.13: Durum3 icin sonlu zamanli yasam olasiliklar1 ve kontur gosterimi.

Duruma3 diisiiniildiigiinde, © ve a’nin belirli bir araliktaki degisimi i¢in sonlu zamanlh
yagam olasiliklar1 ve bu yagam olasiliklarinin kontur gosterimi Sekil 5.13 verilmigtir.
u sabit olarak diistiniildiigiinde, Sekil 5.13’de « degeri arttik¢a yasam olasiliginin
azaldig goriilmektedir. Benzer bicimde « sabit olarak diistiniildiigiinde, Sekil 5.13’de

u degeri azaldik¢a yagam olasiliginin da azaldig1 goriilmektedir.

Sekil 5.14: Durum4 igin sonlu zamanl yasam olasiliklar1 ve kontur gosterimi.
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Durum4 diigiiniildiigiinde, u ve a’nin belirli bir araliktaki degisimi i¢in sonlu zamanl
yagam olasiliklar1 ve bu yagam olasiliklarinin kontur gosterimi Sekil 5.14 verilmigtir.
u sabit olarak diigiiniildiigiinde, Sekil 5.14’de a degeri arttik¢ca yasam olasiliginin
azaldig goriilmektedir. Benzer bicimde « sabit olarak diisiiniildiigiinde, Sekil 5.14’de
u degeri azaldik¢a yagam olasihiginin da azaldig1 goriilmektedir.

Hasar olusum olasiliklarinin yapisi dikkate alindiginda her u ve her « igin Du-
rumd’deki sonlu zamanlh yagsam olasiliklarinin Durum4’deki sonlu zamanlh yagam
olasiliklarindan daha biiyiik oldugu goriilmektedir.

N,, ve T r.d.lerinin ortak dagilimi i¢in Eryilmaz (2012)’de yinelemeli bir formiil elde

etmigtir. Bu durumda

Teorem 5.2 uw=1,2,... ven >0 ise, f(u;n, k) = P,(N, = k, T > n) olmak tizere

1 , n=0vek=0
Busn, k) =< 4" , n>kvek=0
ipqtflwi_z ()f(u+t—x;n—t,k—1) , n>kwvek>0
- (5.43)
bigiminde elde edilir. Ayrica k =0,1,2,....n i¢in (4.24) ve (5.43) ifadelerinden
B (u;n, k)

Py(N, = k|T > n) = (5.44)

¢(u, n)
bigimindedir (Eryilmaz 2012).

Benzer olarak homojen olmayan hasar olusumlari icin N,, ve T' r.d.’lerinin ortak

dagilimi i¢in yinelemeli bir formiil elde edilebilir.

Teorem 5.3 v = 1,2,... ve n > 0 iken, 5(1’“)(u; k) = P,(N, = k,T > n) olmak

uzere
(
1 n=0,k=0
B (4 k) = E% n>k, k=0
“n o1 w1
let IT & Zl f@)p Dyt —ak—1). n>k k>0
L =1 =1 a=

(5.45)
bi¢imindedir. Ayrica k =0,1,2,....,n i¢in (4.24) ve (5.43) ifadelerinden
(1,n) .
o (w)
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bi¢ciminde elde edilir.

Ispat. n = 0 ve k = 0 icin ispat agiktir. n > k ve k = 0 icin (5.1)esitliginden P(I; =
0,..1,=0)= ﬁ ¢; elde edilir. n > k ve k > 0 igin, t > n ve k > 0 iken P,(N,, =
k, T > n|W; = t):; 0 olmaktadir. n. zamandan sonra iflas meydana geldiginden ve
ilk hasarin gelis zaman ve biiyiikliigii tizerinden kogullandirma yapildiginda, ¢ < n

icin ilk hasar t zamaninda geldigi igin yani (W) = t) rezerv U; > 0 oldugu agiktur.

Py(Ny=kT>nW,=t) = Y > (Puyqut+t—X>0X=uz,

bi¢iminde elde edilir. Bu durumda

n t—1 u+t—1

B (us k) Zpthz Z F (@)D (u ot — ayk - 1) (5.48)

elde edilir. m

Teorem (5.3)" de verilen yinelemeli formiil n = 1,2, 3 i¢in agagida hesaplanmgtir.
n=0vek=0,1,2,..5L0 (u; k) =1, 320 (u; k) =1, B30 (u; k) =1, B0 (uy k) =
1 olmaktadir.

n=1ve k=0 icin

BOD (4,0) = g (5.49)

olmak iizere,

n=1vek=1igin
B (u,1) = plZf J(u41—z;k)

= p )y f2) (5.50)

biciminde elde edilir.
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n=2vek=0icin

n=2vek=1Iigin

B2 (u,1)

ven=2 k=

B2 (u, 1)

= plZf
= plZf(x

2 icin

= plZf

biciminde elde edilir.

n =3 ve k=0 igin

n=3vek=1Iicn

/B(l 3) U 1

n =3 ve k=2 igin

B (u, 2)

B (u,0) = q1¢

u+1
BED (u 41— m; 0)+91p22f
=1
u+1
) lg2] +Q1P2Zf<$)
=1
u+1

Mu+1- +Q1P2Zf

ut+l—x u+1
+ q1p2 Z f(z)
y:]_ rx=1

BE (u,0) = q1¢23

(5.51)

B0 (4 42 — 2;0)

(5.52)

BB (y 42 — ;1)

(5.53)

(5.54)

u+1
= plzf B (4 + 1 — 0)—|—q1p22f BB (4 + 2 — 2;0)
=1
u+2
+Q1Q2P32f D (u+3—;0)
u+1 u+2
= p12f< ) [g245] +q1p22f )gs] + +@aps Y f(w)  (5.55)
=1 =1
u u+1
= plzf(x)B(Q’Q)(u—i—l— —|—q1p22f BB (442 — ;1)
=1
u+2
+Q1Q2P32f D (u+3—a;1)

= PlZf(fE)

u+l—x u+2—2x
[Pz% Z f(Y) + a@2ps Z f(y)
y=1 y=1

|

u+1 u+2—x u+2
+aipe Y f() [ps S W) | +aeps Y f(x) (5.56)
r=1 y=1 x=1
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n =3 ve k =3 iken, gV (u+ 2 — x;2) = 0 olacagindan

u u+1
B (w,3) = pi)  f@)B*Put1—22) 4 qpy Yy f(2)B0Y (42— 2;2)
=1 o =1
+q192p3 Z F(@)B* (u+3 - z;2)
u ! u+l—z u+2—r—y u+2—x
= p ) f@) |pps Y fly) D ) +aps Y fy)
r=1 y=1 z=1 =1
u+2 ’
+q1gops Y f(7) (5.57)
=1

bigimindedir.

5.1.2 Toplam hasar sayisinin kosullu beklenen degeri

Hasar biiyiikliigii r.d’nin dagiliminin Geometrik dagilima sahip oldugu varsayilsin.

Bu durumda X r.d’nin olasilik ve dagilim fonksiyonlar: sirasiyla

flx)=(1—-a)*! jz=1,2,..
Flz)=1-a" r=1,2,...

olmaktadir. Ayrica

1
E(X)ZE,O<OZ<1

bigimindedir. Bu durumda n zamanina kadar meydana gelen hasar sayis1 V,, r.d’nin
T > n verildiginde kogullu beklenen degeri tanimlanan 4 farkli durum ve farkli «

parametleri i¢in agagida Cizelge 5.6’da verilmigtir.
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Cizelge 5.6: Farkli o degerleri ve farkli u degerleri igin E(N,|T > n)

w Durumlar a=1/5 a=3/5 a=4/5
2 Duruml  0.7777  0.7463  0.6191
Durum2  0.7708  0.6642  0.4925
Durum3  1.7912  1.6399  1.2836
Durum4  1.7855 1.5294 1.1404
4 Duruml 07773  0.7670  0.6674
Durum2  0.7796  0.7320  0.5756
Durum3  1.8067  1.7110  1.4019
Durum4  1.7990  1.6581 1.3028
8 Duruml  0.7761  0.7730  0.7198
Durum2  0.7788  0.7712  0.6767
Durum3  1.7941  1.7687  1.5525
Durum4  1.7937  1.7594  1.4956

(izelge 5.6’da elde edilen beklenen degerler, bir sigorta sirketi i¢in iflasin n zamanin-
dan sonra oldugu bilindiginde n.periyodun sonunda ortalama ka¢ hasar ile kargila-
cagl hakkinda bilgi vermektedir. Cizelge 5.6 incelendiginde, tanimlanan 4 farklh du-
rum icin a parametresi artikca belirlenen periyodun sonunda ortalama karsilagilacak
hasar sayisinin azaldigi goriilmektedir. u degeri artikca ortalama karsilagilacak hasar
sayisinin degerinin birbirine ¢ok yakin oldugu goriilmektedir. Hasar olusum olasilik-
larimin farkli oldugu varsayimi altinda, Duruml ile Durum?2 karsilastirildiginda,
n.periyodun sonunda ortalama karsilagilacak hasar sayisinin birbirine yakin oldugu
ancak o parametresi artirildikca hasar olusum olasiliklarinin yapisindan dolay: or-
talama karsilagilacak hasar sayisinin Durum?2’de daha fazla azaldigi goriilmektedir.
Benzer yorumlar Durum3 ve Durum4 igin de yapilabilir. Bu durumda bir sigorta
sirketi elde edilen bu beklenen degerler yardimiyla gelecekteki portfoyiiniin yapisi
hakkinda fikir sahibi olabilecektir.
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6. RiSK REZERV SURECLERININ UC DEGERLERI

Onceki boliimde, hasar olusum olasiliklarinin homojen olmadigi durumda, iflas et-
meme (yagam) olasiligl igin yinelemeli bir formiil elde edilmistir. Bu boliimde iflasi
etkileyen rezervin ulastigr maksimum ve minimum seviyelerinin dagilimi ve dagilhim
ozellikleri hasar olusum olasiliklarinin homojen oldugu durum icin tanmtildiktan

sonra homojen olmayan durumlar i¢in incelenmis ve sayisal sonuglar elde edilmistir.

Aktiieryal risk teorisinde her sigorta sirketi kesikli ya da siirekli zamanlarda bir
rezerv politikasina sahiptir. Bu rezerv politakasini modelleyebilmek i¢in stokastik
siirecler kullanilir ve buna rezerv siireci adi verilir. Bu rezerv siireci ile ilgili baz
risklerin minumum ve maksimum seviyeleri daima 6nemli olmustur. Bilesik Binomial
risk modelinde, rezervin maksimum ve minumum seviyeleri iizerinde durulmus ve
herhangi bir n zamaninda bir sigorta girketinin iflas etmedigi varsayimi altinda n
zamana kadar rezerv siirecinde gergeklegen ug seviyeleri dagilimlar: i¢in sonuclar elde

edilmistir. Belirtilen ug seviyeleri agagidaki gibi ifade edilmesiyle

M, = max (U;), K,, = min (U;)

1<t<n 1<t<n

tanimlanan bu rasgele nicelikler herhangi bir sigorta sirketinin rezerv politikasini
belirlenmis herhangi bir n zaman diliminde davraniglanirimi inceleyebilmek i¢in kul-
lanighdir. Bir sigorta sirketinin rezerv siirecinin degeri sifirin altina diigtiigiinde iflasi
gergeklegsmesine ragmen, pozitif bir egik (threshold) degeriyle bu sigorta sirketinin
belirli (6zel) bir stratejisi i¢in rezerv seviyesine bir bariyer konulanabilir. Agcikcast
bir sigorta sirketi rezerv politakasi agisindan belirli bir zaman dilimine kadar sabit
bir £ esiginin altina rezervinin asla diigsmemesini yani yasamasi olasiligin1 her zaman

bilmek ister.

Rezerv seviyesinin dagilimi tizerine Dufrense ve Gerber (1988), Dickson (1992), Ger-
ber ve Shiu (1997), Cheng ve Tang (2003), Dickson ve Drekic (2004) ve Eryilmaz

vd. (2012) caligmalar yayinlanmistir.
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Mg = U7

Sekil 6.1: Siirecin basit bir gerceklenisi

6.1 Ug Degerlerin Dagilimlar:

Ky = Uy

Bir sigorta sirketinin rezerv siireci i¢in Bilesik Binomial modelinde u¢ degerlerin

dagilimi Eryillmaz vd. (2012) tarafindan agagidaki gibi ifade etmiglerdir. u = 1,2, ...

ve n > 0 i¢in
¢(u,n) = P, (T >n)

0(u;n, k) = P, (M, <k, T>n)

y(u;n, k) = P,(K,>kT>n)

olmak tizere, ilk hasarin miktar1 ve gelis zaman tizerine kogullandirma yapildiginda

1
¢(U,”): utt—1
qut ! Z f@)olu+t—zn—t)+q¢* , n>0

yinelemeli formiil elde edilir (Egido Dos Reis 2004).

Teorem 6.1 uv=1,2,... icin

P, (M, <k |T>n):M
¢ (u;n)

olmak tizere

(a) k> u+nven >0 ise, 0 (u;n, k) = ¢ (u;n),

() u<k<u+mnven >0 iken,

k—u+1 u+t—1

0 (u;n, k) qu Z f(@)0(u+t—ax;n—tk)

r=max(l,ut+t—k)

%)

(6.1)



Teorem 6.2 u=1,2,... icin

Py(Ky > k [T > n) = 28R
¢ (u;n)
olmak 1izere

(a) k <mnwven=0ise, v(u;n, k) =1,

(b) k <u+1ven >0 iken,

n ut+t—k

ywn k)= > pd" D fyy(utt—an—t k) +q" (6.4)

t=max(1,utt—k)
Bu tez caligmasinda; u¢ degerlerin dagilimlarinmi belirlemede homojen olmayan hasar
olugsumlar: durumunda Bilegik Binomial risk modelinde rezervin maksimum ve min-
imum seviyelerinin dagilimlar: icin agagidaki teoremler elde edilmigtir. v = 1,2, ...

ve n > 0 i¢in

¢ (u) = Pu(T >n)
o (u: k) = P, (M, <k, T >n)

A (us k) = P, (K, > kT >n)

Teorem 6.3 u=1,2,... i¢cin
9(17'”) . k
Py(My <k [T >n) = LR (65)
o
olmak fizere
(@) k> utn ven > 0 dse, 00 (us k) = 91 (u),

() u<k<u+nven >0 iken,

k—u+1 t—1 utt—1
0 (k)= pe [ D) f@OT (wtt—wk)  (6.6)
t=1 i=1  z=max(l,u+t—k)

bicimindedir.

Ispat. k> u+n igin P, (M,<k|T >n) =1 olacagn agikter. Dolasiyla
O™ (uy k) = ¢ (u) kolayca elde edilebilir. Eger u < k < u+n ven > 0 ise
ilk hasarin gelis zamani iizerinden kosullandirma yapildiginda, burada P(W; = t) =

t—1

11 @ip: iken
i=1

Py(My <k T>n)=> P, (U1 <k ..U <k Wi=t)P(Wi=t) (6.7)
t=1
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t < n ise yani ilk hasar t zamamnda ya da daha dnce gelmesi durumunda rezervin
alabilecegi degerler P, (Uy =u+1,..,U;1 =u+t—1) = 1 bigiminde elde edilir.

Bu durumda ilk hasarin gelis zamam tizerinden kosullandirma yapildiginda
P,(Uy <k, .U, <kW =t)=P, (U, <k,...,U, <k, T >n—t) (6.8)

t <k—u-+1 isen. zamandan sonra iflas olay gerceklesecegi i¢in t < n olmast du-
rumunda Uy > 0 olacagr ac¢iktir. Bu durumda ilk hasarin gelis zamana ve biiyiikligii

tizerinden kosullandirma yapildiginda

NE

P,(U<k,.,U, <ET>n—tW,=1t) = P, (u+t—X>0X =z,

8
Il
—

—~

M,

3

tjtlvn) < k’,T(tJrl’n) >n— t)

u+t—1

_ > f@R (MU <k

r=max(1l,u+t—k)

T > — ) (6.9)
elde edilir. Boylecet < n i¢inu+t—k <1 olur. Bu durumdar =1=u+t—Fk <1
olacagn agiktir. Dolayisiyla alt sinar max(1,u + t — k) bigiminde ifade edilir. t > n
icin P(M,, = u+n) =1 olacagindan P(M, < k,T > n) = 0 bi¢imindedir. Boylece
(6.8) ve (6.9) esitliklerinden

k—u+1  t-1 u+t—1
O™ (u; k) Z D H i Z F(@)0E D (y 4t — 23 k) (6.10)
=1  z=max(l,ut+t—k)

elde edilir. m

Teorem 6.3’de verilen yenilemeli formiil n = 1,2,3 zaman periyotlar1 i¢in asagida
hesaplanmigtir.

n=1veu <k <u+ligin

1,1 . . r=u+1—Fk
oY (u; k) = S (o) (6.11)
n=2veu<k<u+2ign
—1 =
90 (o py = | #w = (6.12)
(b(l’%)( ) [AQ] , U -+ 1<k



Esitlik (6.12)’da verilen A; ve A, ifadelerinin agik hali agagida belirtilmistir.

u ut1—2a u
A= ppe Y, @ DY fWAme Y, f@).
r=max(1l,u+1—k) y=max(l,u+2—k—zx) r=max(1l,u+2—k)
u u+l—z
Ay = pip2 Z f(x) Z f(y)
rz=max(1l,u+1—k) y=max(l,u+2—k—x)
u u+1
+DP1G2 Z f(z) + q1pa Z f(x).
rz=max(1,u+2—k) r=max(1,u+2—k)

n=3veu<k<u+3icin

¢(1 3) [A?)] , W = k
00 (u; k) = o 3)( Ak <ul (6.13)

¢(13) [A5] 7k§u+2

(6.13)’de verilen Aj ifadesi

u ut+l—x u+2—r—y
As = pipaps > f(x) ) f(y) > f(2)
r=max(1,u+1—k) y=max(l,u+2—k—=x) z=max(l,u+3—k—z—y)
u u+l—x
+P1DP243 > f(2) > f(y)
r=max(1l,u+1—k) y=max(l,u+3—k—zx)
u u+2—x
+P142p3 > f(z) > f(y)
z=max(1,u+2—k) y=max(l,u+2—k—x)
+tP142q3 > f(x).
r=max(1,u+3—k)
bi¢iminde iken A, ifadesi
U u+l—x u+2—r—y
As= pipaps > f(z) > f(y) > f(z)
z=max(1,u+1-k) y=max(l,u+2—k—2x) z=max(1l,u+3—k—z—y)
u u+1—x
+P1P243 > f(z) > f(y)
r=max(1l,u+1—k) y=max(l,u+3—k—z)
u u+1
e > f@)tapgs > f(2)
r=max(1,u+3—k) r=max(1,u+3—k)
u u+2—x
+P192p3 > f(z) > f(y)
r=max(1l,u+2—k) y=max(l,u+2—k—zx)
u+1 u+2—x
+q1p2ps3 > f(z) > f().
x=max(1,u+2—k) y=max(l,u+3—k—z)

bi¢iminde ve Aj ifadesi ise
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u+1l—x u+2—x—y

As= ppps > f@) S f) > £(2)

r=max(l,u+1—k) y=max(l,u+2—k—zx) z=max(l,u+3—k—z—y)
u u+2
tpggs 2 f@)+ape > f(@)
rx=max(1,u+3—k) r=max(1,u+2—k)
U u+2—x
+P192p3 > f(z) > f(y)
r=max(1l,u+2—k) y=max(l,u+2—k—x)
u+1 u+2—x
+q1p2p3 f(z) > f(y)
x=max(1,u+2—k) y=max(l,u+3—k—x)
u u+l—x
+tP1DP243 > f(z) > f().
rx=max(l,u+1—k) y=max(l,u+3—k—x)

biciminde elde edilir.

Teorem 6.4 u=1,2,... icin

Po(Kp,>k|T>n)= (6.14)

olmak fizere
(a) k <n ven=0 ise, Y™ (u; k) =1,
(b) k<u+1ven >0 iken,

ut+t—k t—1 n

YW k) = D o fe D, @ (wtt— k)
t=1 1

i= rz=max(l,k—u+1)

3 nla (6.15)

t=n+1  i=1
bicimindedir.
Ispat. k <n wen =0 igin ispat agiktir. k < u+ 1 ise ilk hasarn gelis zaman
= tHi q;p: olmak tizere

tizerinden kosullandirma yapildiginda P(W; = t)

o0

Py(K,>k|T>n)=> P, (Uy >k, ..Uy >kWy=t)P(W,=t) (6.16)
t=1
t<nwvek<u-+1 ise
P(U >k .U >k|W=t)=1 (6.17)

U@Pu(Ul > ]{Z,...,Ut_l > k,T>n|W1 :t) :Pu<Ut > k,...,Un > k:,T>n—t|W1 :t>
biciminde ifade edilebilir. Egert >n ve k < u+ 1 i¢in

Po(Uy >k, U, >k |[Wy=t)=1 (6.18)
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olacagn ac¢iktir. t < n ve k < u + 1 i¢in ilk hasarin gelis zamana tizerinden kosul-

landirma yapildiginda

ut+t—=k
Po(Uiz ke Uy 2k, T>n—t [Wi=t)= Y P, (Kﬁj’”) >k, T S g t)
r=1

(6.19)
Bu durumda (6.17),(6.18),(6.19) esitliklerinden

ut+t—k t—1 n

YW wk) = > e la Y. f@y T (et t - k)
t=1 1

i= rz=max(l,k—u+1)
oo t—1
+ > o] w (6.20)
t=n+1 i=1

elde edilir. m

Teorem 6.4’de verilen yinelemeli formiil n = 1,2, 3 zaman periyotlar: i¢in asagida
hesaplanmigtir.
n = 1i¢in
1 k=u—+1
7(171) (u; k) = X (6.21)
m [al] , k<u—+1

(6.21)’de verilen a; ifadesi

ut+1l—k
a= p ). fl@)+q
r=1
n = 2 icin
1
ST () [(12] , kE=u+1
~(12) (us k) = ¢ ) (u) (6.22)
qS(T)(u) [ag] s k <u-+ 1
(6.22)’de verilen ay ifadesi
u+2—k
az= qp2 Y, [()+qge.
r=1
bi¢ciminde iken ag ifadesi
u+1—Fk u+2—xr—k u+1—k u+2—k
az= pip2 >, flx) X fWH+pme X fl@)+ap: > [(@)+qae.
r=1 y=1 r=1 =1
biciminde elde edilebilir.
n = 3 i¢in
1
—wa aa] Jk=u+1
F3) (uy k) = ¢ X () (6.23)
m [a5] , k<u+1
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(6.23)’de verilen a4 ifadesi
u+3—k—x u+2—k u+3—k—x

ar= qiq2ps .,  fy)+apaps > flx) Y f(y)
=1 r=1 =1
Y u+t+2—k Y
+q1q2q3 + 1p2q3s Y., f(y).
y=1
bi¢giminde iken a5 ifadesi
ut+1—Fk u+2—k—x u+3—k—xr—y
as = pP1P2P3 21 f(x) 2—31 f(y) 2—31 f(z)
u_—i—l—k = ut+l—k B ut+3—k—x
+p1gaqs Y, flx)+pigeps > f(z) > f(y)
=1 r=1 =1
ut+l—k u+2—k—x z+3—k¢
+p1D2qs 2 f(z) ; f(y) + ©1g2p3 ; f(y)
uf»gfk - u+2—k u+3g;f:r
+q1p2q3 21 f(z) + qip2ps 21 f(x) 21 f(y)
xr= xr= y=
+q1G243.

bi¢iminde elde edilebilir.

6.2 Homojen Olmayan Durumda Rezervin Ucg Degerleri icin Sayisal

Hesaplamalar

Hasar biiyiikliigii r.d’'nin dagiliminin Geometrik dagilima sahip oldugu varsayilsin.

Bu durumda X r.d’nin olasilik ve dagilim fonksiyonlar: sirasiyla

flx)=(1—-a)*! Jz=1,2..
Flz)=1—-0a" yr =12 ...

olmaktadir. Ayrica

bi¢cimindedir. M, ve K, r.d’lerinin farkli o degerleri ve tanmimlanan 4 farkli du-
rum icin kosullu beklenen degerleri ve kosullu varyanslar1 asagidaki cizelgelerde
verilmigtir. p, = E(M,|T >n), 03 = Var (M,|T >n), py = E(K,|T >n),
03 =Var (K,|T >n) ve n = 12.

M, ve K, r.d’lerinin farkli o degerleri ve farkli durumlar i¢in asagida birikimli
dagilim fonsiyonlarimin grafikleri verilmigtir. Tiim grafiklerde diiz ¢izgili (Mavi) ile

u = 4, kesikli ¢izgili (Kirmiz1) ile u = 8 baglangi¢ rezervleri ele almmigtir.
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Cizelge 6.1: « = 1/5 iken M,, ve K, ’nin Beklenen deger ve Varyans degerleri

v Durumlar 1y o2 Lo o3

4 Duruml 15.0645 1.1997 | 4.9845 0.0224
Durum2  15.0330 1.3289 | 4.9846 0.0225
Durum3  13.8277 2.5608 | 4.8412 0.2180
Durum4  13.7895 2.7325 | 4.8409 0.2185

8 Duruml 19.0685 1.1925 | 8.9943 0.0233
Durum2 19.0310 1.3353 | 8.9842 0.0232
Durum3 17.8338 2.5555 | 8.8389 0.2283
Durum4  17.7841 2.7568 | 8.8406 0.2244

u =4 ve u = 8 i¢in hasar biiyiikliigii a parametreli Geometrik dagilima sahip iken,
secilen v parametresine karsilik 6nceden belirlenen farkl 4 durum igin rezerv siireci
(4.12)’deki gibi diisiiniildiigiinde, rezerv seviyesinin ug degerlerinin Beklenen deger
ve Varyansi hesaplanarak Cizelge 6.1 olugturulmustur. Buna gore a = 1/5 iken
her dénemde hasar olusum olasiliklart Duruml1’deki gibi diisiiniildiigiinde, uv = 4
iken p; = 15.0645, 02 = 1.1997, p, = 4.9845, 02 = 0.0224 olarak hesaplanirken
u = 8 igin pu; = 19.0685, 02 = 1.1925, u, = 8.9943, 02 = 0.0233 olmaktadir.
Bu durumda o = 1/5 iken rezervin ug seviyelerinin Beklenen deger ve Varyans
degerlerinin Durum1’deki gibi hasar olugsumlar diisiiniildiigiinde, basglangi¢ rezervi
(u) arttikca hesaplanan degerlerin arttigi gozlenmektedir. Benzer yorumlar diger

durumlar i¢in de yapilabilir.
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(Duruml) (Durums3)

Sekil 6.2: o« = 1/5 iken Duruml ve Durum3 i¢in 7" > n verildiginde M,,’in birikimli

dagilim fonksiyonu

Sekil 6.2’de T' > n verildiginde M,, r.d’lerinin o« = 1/5 iken Duruml ve Durum3
icin birikimli dagilhim fonsiyonlarinin grafikleri verilmigtir. Diiz ¢izgili (Mavi) ile
u = 4, kesikli ¢izgili (Kirmiz1) ile v = 8 baglangig rezervleri ele alinarak grafikler

olugturulmustur.

(Durum?2) (Durum4)

Sekil 6.3: o = 1/5 iken Durum2 ve Durum4 i¢in 7' > n verildiginde K,,’in birikimli

dagilim fonksiyonu

Sekil 6.3'de T' > n verildiginde K,, r.d’lerinin v = 1/5 iken Durum2 ve Durum4
icin birikimli dagihim fonsiyonlarinin grafikleri verilmigtir. Diiz ¢izgili (Mavi) ile
u = 4, kesikli ¢izgili (Kirmiz1) ile u = 8 baglangig rezervleri ele alinarak grafikler

olugturulmustur.
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Cizelge 6.2: a = 3/5 iken M,, ve K, ’nin Beklenen deger ve Varyans degerleri

v Durumlar 1y o2 Lo o3

4  Duruml 14.5800 3.1814 | 4.9586 0.0994
Durum2 14.4732 3.8472 | 4.9588 0.0987
Durum3  12.8765 5.5644 | 4.5876 0.8871
Durum4 12.7588 6.3035 | 4.5831 0.8899

8 Duruml 18.5219 3.5360 | 8.9403 0.2077
Durum2  18.2375 5.2603 | 8.9411 0.2038
Durum3 16.6304 6.8058 | 8.3714 2.0373
Durum4 16.2703 8.7238 | 8.3705 2.0378

u =4 ve u = 8 i¢in hasar biiyiikliigii a parametreli Geometrik dagilima sahip iken,
secilen v parametresine karsilik 6nceden belirlenen farkl 4 durum igin rezerv siireci
(4.12)’deki gibi diigiiniildiigiinde, rezerv seviyesinin ug degerlerinin Beklenen deger
ve Varyansi hesaplanarak Cizelge 6.2 olugturulmustur. Buna gore a = 3/5 iken
her dénemde hasar olusum olasiliklart Duruml1’deki gibi diisiiniildiigiinde, v = 4
iken p; = 14.5800, 0% = 3.1814, p, = 4.9586, 03 = 0.0994 olarak hesaplanirken
u = 8 igin p, = 18.5219, 0? = 3.5360, pu, = 8.9403, 02 = 0.2077 olmaktadir. Bu
durumda o = 3/5 iken rezervin ug seviyelerinin Beklenen deger Varyans degerlerinin
Durum1’deki gibi hasar olugumlar diigiiniildiigiinde, baglangig rezervi (u) arttikca
hesaplanan degerlerin arttigi gozlenmektedir. Benzer yorumlar diger durumlar icin

de yapilabilir.
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(Duruml) (Durums3)

Sekil 6.4: o« = 3/5 iken Duruml ve Durum3 i¢in 7" > n verildiginde M,,’in birikimli

dagilim fonksiyonu

Sekil 6.4’de T' > n verildiginde M,, r.d’lerinin o« = 3/5 iken Duruml ve Durum3
icin birikimli dagilhim fonsiyonlarinin grafikleri verilmigtir. Diiz ¢izgili (Mavi) ile
u = 4, kesikli ¢izgili (Kirmiz1) ile v = 8 baglangig rezervleri ele alinarak grafikler

olugturulmustur.

(Durum?2) (Durum4)

Sekil 6.5: « = 3/5 iken Durum2 ve Durum4 i¢in 7' > n verildiginde K,,’in birikimli

dagilim fonksiyonu

Sekil 6.5’de T' > n verildiginde M,, r.d’lerinin o« = 3/5 iken Durum2 ve Durum4
icin birikimli dagihim fonsiyonlarinin garfikleri verilmigtir. Diiz ¢izgili (Mavi) ile
u = 4, kesikli ¢izgili (Kirmiz1) ile u = 8 baglangig rezervleri ele alinarak grafikler

olugturulmustur.
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Cizelge 6.3: a = 4/5 iken M,, ve K, ’nin Beklenen deger ve Varyans degerleri

uw  Durumlar | p, o3 Lo o3

4  Duruml 14.4605 | 4.0251 | 4.9394 | 0.1647
Durum?2 14.4218 | 4.8037 | 4.9396 | 0.1640
Durum3 12.9006 | 6.0185 | 4.4423 | 1.2766
Durum4 12.8067 | 7.1019 | 4.4491 | 1.2596

8 Duruml 18.2113 | 5.2758 | 8.8705 | 0.5979
Durum?2 17.8063 | 8.1536 | 8.8708 | 0.5945
Durum3 16.2392 | 8.4067 | 7.7815 | 4.6474
Durum4 15.7435 | 11.0184 | 7.7872 | 4.6236

u =4 ve u = 8 i¢in hasar biiyiikliigii a parametreli Geometrik dagilima sahip iken,
secilen v parametresine karsilik 6nceden belirlenen farkl 4 durum igin rezerv siireci
(4.12)’deki gibi diigiiniildiigiinde, rezerv seviyesinin ug degerlerinin Beklenen deger
ve Varyansi hesaplanarak Cizelge 6.3 olugturulmustur. Buna gore a = 4/5 iken
her dénemde hasar olusum olasiliklart Duruml1’deki gibi diisiiniildiigiinde, v = 4
iken p; = 14.4605, 0 = 4.0251, p, = 4.9394, 03 = 0.1647 olarak hesaplanirken
u = 8 igin pu; = 182113, 0?2 = 5.2758, u, = 8.8705, 02 = 0.5979 olmaktadir.
Bu durumda o = 4/5 iken rezervin ug seviyelerinin Beklenen deger ve Varyans
degerlerinin Durum1’deki gibi hasar olusumlar: diigiiniildiigiinde, baslangic rezervi
(u) arttikca hesaplanan degerlerin arttigi gozlenmektedir. Benzer yorumlar diger

durumlar i¢inde yapilabilir.
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(Duruml) (Durums3)

Sekil 6.6: o« = 4/5 iken Duruml ve Durum3 i¢in 7" > n verildiginde M,,’in birikimli

dagilim fonksiyonu

Sekil 6.6’da T > n verildiginde M,, r.d’lerinin o« = 4/5 iken Duruml ve Durum3
icin birikimli dagilhim fonsiyonlarinin garfikleri verilmigtir. Diiz ¢izgili (Mavi) ile
u = 4, kesikli ¢izgili (Kirmiz1) ile v = 8 baglangig rezervleri ele alinarak grafikler

olugturulmustur.

(Durum?2) (Durum4)

Sekil 6.7: « = 4/5 iken Durum2 ve Durum4 i¢in 7' > n verildiginde K,,’in birikimli

dagilim fonksiyonu

Sekil 6.7’de T > n verildiginde M,, r.d’lerinin « = 4/5 iken Durum2 ve Durum4
icin birikimli dagihim fonsiyonlarinin grafikleri verilmigtir. Diiz ¢izgili (Mavi) ile
u = 4, kesikli ¢izgili (Kirmiz1) ile u = 8 baglangig rezervleri ele alinarak grafikler

olugturulmustur.
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Cizelge 6.1, Cizelge 6.2 ve Cizelge 6.3’de n zamaninda iflasin gergeklesecegi kogulu
altinda, rezervin ulagabilecegi maksimum ve minimum seviylerinin Beklenen deger ve
Varyansi ¢nceden belirlenen 4 farkli durum igin hesaplanmistir. Bu degerler sigorta
sirketinin mali durumunu incelemesi i¢in elindeki rezerv ile karsilagtirma yapmasini
olanak saglamaktadir.

Sekil 6.2, Sekil 6.4 ve Sekil 6.6’da farkli o parametreleri ve farkli v degerleri igin
belirli bir n zamanindan sonra iflasin gergeklestigi bilindiginde n zamaninda rez-
ervin maksimum seviyesinin £ egiginin altinda kalmasimnin birikimli dagilim fonksi-
yonlarimin grafikleri verilmistir.

Sekil 6.3, Sekil 6.5 ve Sekil 6.7’de farkli o parametreleri ve farkli v degerleri icin be-
lirli bir n zamanindan sonra iflasin gerceklestigi bilindiginde n zamaninda rezervin
minumum seviyesinin k egiginin iizerinde kalmasimin birikimli dagilim fonksiyon-

lariin grafikleri verilmistir.
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7. SONUC VE TARTISMA

Bir sigorta sirketinin yagamasini siirdiirmesi her bir donem elinde bulunan rezervine
baghdir. Sigorta sirketi bu sebepten dolay1 elindeki rezervi gesitli yatirim araclar
yardimiyla artirmaya caligmaktadir. Sigorta sirketinin rezerv seviyesi hem sgirketin
sigorta igsine baglamadan onceki baslangic rezervine hem miisterilerinden toplamis
oldugu prime hem de miisterilerine yapmis oldugu ¢demelere baghdir. Baglangig
rezervinin ve topladigi primlerin sabit oldugu varsayimi altinda rezerv seviyesini

etkileyen en 6nemli faktor miisterilerine yapmig oldugu hasar 6demeleri olmaktadir.

Genellikle sigorta sirketinin portfoyiindeki risklerin sigorta sirketine hasar gelmesi
olasiliklar1 yani hasar olugsum olasiliklar1 her bir donem i¢in ayni oldugu varsayil-
maktadir. Ancak bu cok da gercekei bir yaklagim olmamaktadir. Ornegin araclarin
mevsimlere gore hasar yapmasi farkli olasiliklar ile meydana gelmektedir. Boyle
bir durumda kasko sigortasi satan sigorta sirketinin, mevisimlere gore hasar olusum
olasiliklarini sabit olarak diigiinmesi rezervini finansal olarak iyi yonetememesine se-
bep olmaktadir. Dolayisiyla sigorta sirketinin iflas etmesi veya buna baglh olarak

yagsamini siirdiirmesi olasiliglr dogru bir sekilde hesaplanamamaktadir.

Bu calismada; kesikli zamanlh risk modelinin 6zel hali olan Bilesik Binomial risk
modelinde, homojen olmayan hasar olusum olasiliklar ile farkli baslangic rezerv-
leri ile sabit prim getirisi varsayimi altinda sonlu zamanli yasam olasiliklar: igin
yinelemeli bir formiil elde edilmistir. Elde edilen bu yinelemeli formiil yardimiyla,
homojen olmayan hasar olusum olasiliklarinin oldugu dort farkli durum igin sonlu
zamanli yagam olasiliklar ¢izelgelerde verilerek, sigorta sirketinin finansal durumunu
degerlendirmesi i¢in cesitli imkanlar saglanmigtir. Ayrica kesikli zamanli risk mod-
elinin 6zel hali olan Bilegik Binomial risk modelinde, homojen olmayan hasar olusum
olasiliklar1 i¢in sigorta sirketinin rezerv seviyesinin ug¢ degerlerinin dagilimi ve bu

dagilimlarin gesitli karakteristikleri elde edilmistir.

Bundan sonra yapilacak olan caligmalarda, toplanan primlerden elde edilecek olan
getirinin stokastik olarak ele alinip Bilesik Binomial risk modelinde, homojen ol-

mayan hasar olusum olasiliklar: incelenebilir.
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