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ÖZET

Doktora Tezi

HOMOJEN OLMAYAN HASAR OLUŞUMLARINA DAYALI KES·IKL·I
ZAMANLI R·ISK MODEL·I

Altan TUNÇEL

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
·Istatistik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç.Dr. Fatih TANK

Bu çal¬̧smada; homojen olmayan hasar oluşumlar¬na dayal¬ kesikli zamanl¬ risk
modelinde, bir sigorta şirketinin belirli bir zamandan sonra i�as etmemesi (yaşam)
olas¬l¬¼g¬üzerinde çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Bir sigorta şirketinin i�as¬rezerv seviyesine ba¼gl¬d¬r. Bu amaçla Bileşik Binomial risk
modeli varsay¬m¬alt¬nda ilgili zaman periyodlar¬nda hasar oluşum olas¬l¬klar¬homo-
jen de¼gil iken sonlu zamanl¬yaşam ve toplam hasar say¬s¬olas¬l¬klar¬için yinelemeli
formüller elde edilmi̧stir.

Ayr¬ca hasar oluşum olas¬l¬klar¬homojen de¼gil iken Bileşik Binomial risk modelinde
rezervin minimum ve maksimum seviyelerinin da¼g¬l¬m¬elde edilip, çeşitli karakter-
istikleri verilmi̧stir.

2013 , 74 sayfa
Anahtar Kelimeler: Yaşam analizi, Kesikli zamanl¬risk modeli, Bileşik Bino-
mial risk model, ·I�as olas¬l¬klar¬, Yaşam olas¬l¬klar¬, ·I�as zaman¬, Stokastik süreçler,
Rezerv süreci
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

DISCRETE TIME RISK MODELS BASED ON NON-HOMOGENEOUS CLAIM
OCCURRENCES

Altan TUNÇEL

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc.Prof.Dr. Fatih TANK

In this study; non-ruin (survival) probability after a de�nite time period of an insur-
ance company is studied in a discrete time model based on non-homogenous claim
occurences.

Ruin of an insurance company is up to the level of the surplus. In this regard,
recursive formulae for probability of survival and aggragete claim numbers in �nite
time where the claim occurrence probabilities are non-homogenous in related time
periods are obtained under compound Binomial risk model.

Furthermore, distributions of the minimum and maximum levels of surplus in com-
pound binomial risk model with non-homogeneous claim occurrences are obtained
and some of its characteristics are given.

2013 , 74 pages
Key Words: Survival analysis, Dicrete time risk model, Compound Binomial
risk model, Ruin probability, Survival probability, Ruin time, Stochastic process,
Surplus process
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1. G·IR·IŞ

20. yy başlar¬nda Filip Lundberg taraf¬ndan önerilmi̧s ve temelinde olas¬l¬k teorisi,

istatistik teorisi, stokastik süreçler, fonksiyonel analiz ve optimizasyon yöntemleri

yatan risk teorisi, özellikle bir sigorta şirketinde meydana gelen hasarlar¬n çeşitli

karakteristiklerini incelemesiyle aktüeryal bilimlerin temelini oluşturmaktad¬r.

Risk teorisinin en önemli konular¬ndan bir tanesi i�as teorisidir. ·I�as teorisi; her-

hangi bir dönemde bir sigorta şirketinin elindeki rezervin belirli bir seviyenin alt¬na

düşüp düşmedi¼gini incelemektedir. E¼ger sigorta şirketinin elindeki rezerv belirli bir

seviyenin alt¬na düşerse mali aç¬dan bu sigorta şirketinin i�as etti¼gi düşünülebilir.

Literatürde i�as teorisi için çeşitli risk modelleri bulunmaktad¬r. Bu modeller stokas-

tik süreçlerin uygulamalar¬n¬n i�as teorisine bir uyarlamas¬biçimindedir. En çok

kullan¬lan iki model; Klasik risk modeli ve Sparre-Andersen risk modelidir. Bu iki

modelde de zaman¬n sürekli olmas¬durumunda, çeşitli çal¬̧smalar yap¬lm¬̧s olmas¬na

ra¼gmen zaman¬n kesikli olmas¬durumu üzerinde getirdi¼gi zorluklar sebebiyle yeteri

kadar çal¬̧s¬lmam¬̧st¬r. Asl¬nda kesikli zamanl¬risk modeli bir tak¬m kullan¬̧sl¬özel-

liklere sahip olmas¬n¬n yan¬ s¬ra gerçek durumu sürekli zamanl¬ risk modellerine

göre daha iyi yans¬tmaktad¬r. Öyle ki kesikli zamanl¬risk modelinde i�as olas¬l¬klar¬

için elde edilen yinelemeli formüller sürekli zamanl¬risk modellerine göre daha ko-

lay yorumlanabildi¼gi gibi bilgisayarda hesaplamalar¬n yap¬labilmesi için daha kolay

programlanabilmektedir.

Modern risk teorisi ile ilgili ilk çal¬̧smalar¬Filip Lundberg (1903) taraf¬ndan öne-

rilmi̧stir. Lundberg, bir sigorta şirketinin pörtföyünde oluşabilecek hasarlar¬n ilk

geli̧s zaman¬problemini çözmek için Poisson sürecini önermi̧stir. Daha sonra Herald

Cramer (1930) taraf¬ndan Lundberg�in bu çal¬̧smalar¬n¬bir sigorta şirketinin i�as

problemini modellemek için geni̧sletilebilece¼gini göstermi̧stir. Bu çal¬̧smalar¬ndan

dolay¬ literatürde Klasik risk modeli, Cramer-Lundberg modeli olarak adland¬r¬l-

maktad¬r (Boland, 2006).

Andersen (1957)�de klasik risk modellindeki Nt hasar say¬s¬sürecini yenileme süreci
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olarak ele alarak rezerv sürecine daha genel bir bak¬̧s sa¼glam¬̧st¬r. Andersen�in ö-

nerdi¼gi bu modele literatürde yenileme risk modeli ya da Sparre-Andersen risk mo-

deli olarak adland¬r¬lmaktad¬r.

Seal (1969)�da kesikli zamaml¬risk modeli için sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬¼g¬ya da

i�as etmeme olas¬l¬¼g¬n¬ elde etmi̧stir. Seal (1978)�de farkl¬ toplam hasar miktar¬

da¼g¬l¬mlar¬için i�as olas¬l¬klar¬n¬elde etmi̧stir.

Gerber (1988)�de kesikli zamanl¬ risk modellinde Bileşik Binomial da¼g¬l¬m¬ temel

alarak, sürekli zamanl¬klasik risk süreçlerine benzer şekilde bir sigorta şirketinin

rezerv süreci için Bileşik Binomial risk modelini bulmuş ve bu modelde nihai i�as

olas¬l¬klar¬n¬elde etmi̧stir. Bileşik Binomial risk modelini Shiu (1989) ve Willmot

(1993) geni̧sletmi̧slerdir.

De Vylder ve Goovaerts (1988)�de klasik risk modelini temel alarak kesikli zamanl¬

risk modelinde sonlu zamanl¬i�as ve yaşam olas¬l¬klar¬için budama tekni¼gini kulla-

narak yinelemeli formüller elde elde etmi̧slerdir.

Dickson veWaters (1991)�de, De Vylder ve Goovaerts (1988)�deki çal¬̧smalar¬n¬temel

alarak sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬ve nihai yaşam olas¬l¬klar¬için sonuçlar elde

etmi̧slerdir.

Dickson (1994)�de Bileşik Binomial risk modelinden sürekli zaman klasik risk mo-

deline baz¬yaklaşt¬rma yöntemleri kullanarak, nihai i�as olas¬l¬klar¬n¬özel da¼g¬l¬mlar

için say¬sal sonuçlar elde etmi̧stir.

Malinovskii (1998)�de hasar büyüklü¼gü r.d�ni Üstel da¼g¬l¬mana sahip iken, sonlu

zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬n¬n Laplace dönüşümünü elde etmi̧stir.

Wang ve Liu (2002)�de bu sonuçlar¬hasar büyüklü¼gü r.d�ni a¼g¬rland¬r¬lm¬̧s iki para-

metreli Üstel da¼g¬l¬ma sahip iken Laplace dönüşümünü elde ederek geni̧sletmi̧slerdir.

Cheng vd. (2000)�de Bileşik Binomial risk modelinde i�as olas¬l¬klar¬n¬n baz¬karak-

teristikleri için sonuçlar elde etmi̧slerdir.
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Yuen ve Guo (2001)�de Bileşik Binomial risk modelinde zamanla ili̧skili hasarlar için

i�as olas¬l¬klar¬n¬elde etmi̧slerdir.

Picard ve Lefevre (2003)�de kesikli zamanl¬risk modeli için toplam hasar miktar¬n¬n

da¼g¬l¬m¬n¬elde edip, sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬¼g¬(i�as etmeme) elde etmi̧slerdir.

Cossette vd. (2003)�de Gerber (1988) taraf¬ndan önerilen Bileşik Binomial risk mo-

delinde I1; I2; ::: rasgele gösterge fonksiyonlar¬n¬ durum uzay¬ f0; 1g olan Markov

zincirleri ile ifade edip, nihai ve sonlu i�as olas¬l¬klar¬için Bileşik Binomial Markov

modelini önermi̧slerdir.

Rulliere ve Loisel (2004)�de Seal (1969) ile Picard ve Lefevre (2003)�de farkl¬yön-

temler kullan¬larak elde edilmi̧s olan iki farkl¬ tip yaşam olas¬l¬klar¬n¬n etkinli¼gini

kaŗs¬laşt¬rm¬̧slard¬r.

Cossette vd. (2004)�deMarkov Binomial modelde baz¬özel da¼g¬l¬mlar¬n, i�as olas¬l¬k-

lar¬için üst s¬n¬rlar elde etmi̧slerdir.

Pavlova ve Willmot (2004)�de kesikli zamanl¬Sparre-Andersen (yenileme) risk mo-

delini Gerber (1988)�in Bileşik Binomial risk modelini temel alarak geni̧sletmi̧slerdir.

Xiao ve Guo (2005)�de Bileşik Binomial risk modelinde zamanla ili̧skili hasarlar için

Lundberg eşitsizli¼gi yard¬m¬yla, i�as olas¬l¬klar¬n¬n üst s¬n¬rlar¬n¬elde etmi̧slerdir.

Cossette vd. (2006)�da Bileşik Binomial risk modelini, kesikli zaman yenileme risk

modeline geni̧sletmi̧slerdir.

Liu ve Zhao (2007)�de Bileşik Binomial risk modelinde yenileme yo¼gunluk fonksi-

yonunu kullanarak, i�as zaman¬ve i�asla ilgili baz¬karakteristiklerin da¼g¬l¬mlar¬n¬

elde etmi̧slerdir.

Zhang vd. (2008)�de iki Bileşik Binomial süreç içeren risk modelinde hasarlar¬n

ve prim girdilerin Bileşik Binomial süreç oldu¼gu durumda i�as olas¬l¬klar¬n¬ elde

etmi̧slerdir.

Ery¬lmaz vd. (2012)�de Bileşik Binomial risk modelinde, rezervin uç de¼gerlerinin

da¼g¬l¬m özelliklerini incelemi̧sler ve say¬sal hesaplamalar elde etmi̧slerdir.
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Ery¬lmaz (2012)�de Bileşik Binomial risk modelinde, tekrarlar¬n da¼g¬l¬mlar¬üzerine

say¬sal hesaplamalar ve teorik sonuçlar elde etmi̧stir.

Çal¬̧sman¬n ·Ikinci Bölümünde; risk analizinde kullan¬lan temel kavramlar, risk teori-

sinde s¬kl¬kla kaŗs¬laş¬lan süreçler hakk¬nda bilgi verilerek, literatürde tan¬ml¬risk

modelleri ve süreçlerinin genel yap¬s¬tan¬t¬lacakt¬r.

Üçüncü Bölümünde; genel olarak i�as teorisinin tan¬t¬lmas¬ndan sonra sürekli za-

manl¬ risk modelleri ile ilgili i�as olas¬l¬klar¬ve i�as olas¬l¬klar¬ ile ilgili nicelikler

hakk¬nda bilgi verilecektir.

Dördüncü Bölümde; kesikli zamanl¬risk modelinde Bileşik Binomial risk modeli ve

Sparre-Andersen risk modeli ve bu modellerde i�as kavram¬hakk¬nda bilgi verilerek,

literatürde bulunan çal¬̧smalar tan¬talacakt¬r.

Çal¬̧sman¬n özgün yan¬n¬, Beşinci ve Alt¬nc¬Bölüm oluşturmaktad¬r. Beşinci Bölümde;

kesikli zamanl¬ risk modelinin özel bir hali olan Bileşik Binomial risk modelinde

homojen olmayan hasar oluşum olas¬l¬klar¬tan¬t¬l¬p, bu durum için sonlu zamanl¬

yaşam (i�as etmeme) olas¬l¬klar¬ ile ilgili yinelemeli bir formül elde edilip, hasar

say¬s¬rasgele de¼gi̧skeninin da¼g¬l¬m¬üzerinde durulacakt¬r. Alt¬nc¬Bölümde; beşinci

bölümde elde edilen yinelemeli formül yard¬myla, risk rezerv süreçlerinin uç de¼ger-

lerinin da¼g¬l¬mlar¬ve baz¬karakteristikleri elde edilecektir.

Yedinci Bölümde; elde edilen tüm sonuçlar¬n kaŗs¬laşt¬rmas¬yap¬larak bu konuda

yap¬labilecek yeni çal¬̧smalarla ilgili öneriler sunulacakt¬r.
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2. R·ISK ANAL·IZ·INDE KULLANILAN SÜREÇLER VE MODELLER

·Istenmeyen sonuçlar içeren durumlar için risk tan¬mlamalar¬yap¬labilir. Risk, her-

hangi bir varl¬k veya olaya ait oluşumlar dinami¼gi içerisinde olas¬l¬k kapsam¬ndaki

zarar durumudur. Bu zarar durumlar¬; sigortac¬l¬kta hasar, sistem mühendisli¼ginde

sistemin çökmesi, �nansal i̧slemlerde parasal kay¬plar şeklinde ortaya ç¬kabilir.

Sigortac¬l¬kta risk, [0; t) zaman aral¬¼g¬nda sigortal¬lardan toplanan primler ve ayn¬

zaman aral¬¼g¬nda sigortal¬lara yap¬lan ödemeler ile belirtilebilir. Genellikle ilgili

zaman periyodunda, sigortal¬lardan toplanan prim de¼gi̧simlerden ba¼g¬ms¬z olarak

düşünülürken, sigortal¬lara yap¬lan ödemeler stokastik olarak düşünülür. Pratikte

sigortal¬lardan toplanan prim ile sigortal¬lara yap¬lan ödemeler aras¬ndaki ili̧skinin

tan¬mlanmas¬gerekmektedir. Bunun için aşa¼g¬daki de¼gi̧skenlerin ve bunlara ba¼gl¬

olarak stokastik süreçlerin özellikle de sayma süreçlerinin tan¬t¬lmas¬na ihtiyaç vard¬r.

2.1 Klasik Risk Süreçleri

Risk süreçleri, hasar say¬s¬ve hasar miktar¬ süreçlerinden oluşur. Zaman aral¬¼g¬,

[t0; tk) incelenen toplam zaman aral¬¼g¬olarak tan¬mlan¬r. Burada [t0; tk) = [t0; t1) [

[t1; t2) [ : : : [ [tk�1; tk) şeklinde olup, [ti�1; ti) aral¬klar¬8i (i = 1; 2; : : : ; k) için eşit

uzunluklu, kesi̧smeyen ve ara kesiti boş olan aral¬klard¬r (Tank 2002).

Tan¬m 2.1 fYtig, [ti�1; ti) i:zaman aral¬¼g¬nda görülen Hasar Say¬s¬ Süreci olarak

tan¬mlan¬r. Burada Yti ; kesikli rasgele de¼gişkendir (Tank 2002).

Tan¬m 2.2 fXtig, [ti�1; ti) i:zaman aral¬¼g¬nda görülen Hasar Miktar¬Süreci olarak

tan¬mlan¬r. Burada Xti ; kesikli veya sürekli rasgele de¼gişken olabilmektedir ve Xi

biçiminde gösterilir (Tank 2002).

Tan¬m 2.3 Nt = Nti =
jP
i=0

Ytj , [t0; tk) = [t0; t1)[ [t1; t2)[ : : :[ [tk�1; tk) aral¬klar¬n¬n

bileşimlerinde ortaya ç¬kan toplam hasar say¬s¬d¬r. Nt, t zaman¬na kadar meydana

gelen hasarlar¬n say¬s¬n¬gösterdi¼ginde; fNt; t 2 Tg, stokastik süreci Toplam Hasar

Say¬s¬Süreci olarak tan¬mlan¬r.
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Tan¬m 2.4 St =
NtP
i=1

Xti, t zaman¬na kadar ortaya ç¬kan Toplam Hasar Miktar¬

olarak tan¬mlan¬r. Burada Xti ; i: poliçe sahibinin (0:t] zaman aral¬¼g¬ndaki hasar¬n¬

göstermektedir.

Tan¬m 2.5 fNt; t 2 Tg süreci;

i. Nt � 0,

ii. Nt her zaman tamsay¬de¼gerleri al¬r,

iii. s < t ise, Ns � Nt,

özelliklerini sa¼glad¬¼g¬nda bir Sayma Süreci olarak tan¬mlan¬r (Gupta, vd. 2010).

Tan¬m 2.6 St, t zaman¬na kadar meydana gelen toplam hasar miktar¬olmak üzere

ço¼gu zaman fNt; t 2 Tg ile X1; X2; : : : ; XNt�nin birbirinden ba¼g¬ms¬z oldu¼gu varsay¬l-

maktad¬r. Bu durumda toplam hasar miktar¬da¼g¬l¬m¬

P (St � x) = P

�
NtP
i=1

Xi � x

�
=

1P
n=0

P (Nt = n)F �n(x) (2.1)

biçiminde elde edilir. Burada F �n(x) = P (
nP
i=1

Xi � x) biçiminde F da¼g¬l¬m fonksi-

yonunun n katl¬konvolüsyonunu ifade etmektedir. Özel olarak n = 0 için

F �0(x) =

8<: 0 ; x < 0

1 ; x > 0
(2.2)

biçimindedir (Gupta, vd. 2010).

St�nin da¼g¬l¬m¬, Nt r d�nin da¼g¬l¬m¬na göre ifade edilmektedir. Yani Nt r d�nin

da¼g¬l¬m¬; Poisson da¼g¬l¬m¬na sahip ise, St r.d�ni Bileşik Poisson da¼g¬l¬m¬na sahip

olmaktad¬r. Benzer olarak Nt r.d�nin da¼g¬l¬m¬; s¬ras¬yla Binom ya da Negatif Binom

da¼g¬l¬m¬ise o zaman St r.d�nin da¼g¬l¬m¬, s¬ras¬yla Bileşik Binom da¼g¬l¬m¬na ya da

Bileşik Negatif Binom da¼g¬l¬m¬na sahip olmaktad¬r.

Tan¬m 2.7 Bileşik yap¬ya sahip bir sürecin beklenen de¼ger ve varyans¬s¬ras¬yla

E(St) = E(X)E(Nt) (2.3)
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ve

V ar(St) = E
�
X2
�
V ar (Nt) + V ar (X)E (Nt) (2.4)

biçimindedir (Dickson 2005).

Tan¬m 2.8 fNt; t � 0g bir sayma süreci olsun. Ayr¬k zaman aral¬klar¬nda gerçek-

leşen olaylar¬n say¬s¬yani t1 < t2 < ::: < tn için, Nt2�Nt1 ; Nt3�Nt2 ; :::; Ntn�Ntn�1
r d�leri ba¼g¬ms¬z ise,fNt; t 2 Tg sürecine ba¼g¬ms¬z art¬̧sl¬d¬r denir (Gupta, vd. 2010).

Tan¬m 2.9 fNt; t � 0g bir sayma süreci olsun. Herhangi bir zaman aral¬¼g¬nda

meydana gelen olaylar¬n say¬s¬n¬n da¼g¬l¬m¬ zaman aral¬¼g¬n¬n uzunlu¼guna ba¼gl¬ ise

yani h > 0 ve t1 < t2 için Nt2+h � Nt1+h ile Nt2 � Nt1 r.d�lerinin da¼g¬l¬m¬ayn¬ise

fNt; t � 0g sayma sürecine dura¼gan art¬̧sl¬d¬r denir (Gupta vd. 2010).

Tan¬m 2.10 fNt; t � 0g sayma süreci;

i. N0 = 0,

ii. Süreç ba¼g¬ms¬z art¬̧sl¬ve dura¼gan art¬̧sl¬,

iii. P (Nh = 1) = �h+ o(h),

iv. P (Nh � 2) = o(h),

şartlar¬n¬ sa¼glad¬¼g¬nda bu sürece � (� > 0) oranl¬Poisson süreci denir (Kao

1997).

Teorem 2.1 Wn; (n � 1): hasar ile n: hasar aras¬nda geçen zaman¬ göstermek

üzere, W1;W2; ::: rd�leri ba¼g¬ms¬z olup 1
�
ortalamal¬ Üstel da¼g¬l¬ma sahiptir (Kao

1997).

Tan¬m 2.11 fNt; t � 0g sayma süreci;

i. N0 = 0,

ii. Süreç ba¼g¬ms¬z art¬̧sl¬,

iii. P (Nt+h �Nt = 1) = �(t)h+ o(h),
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iv. P (Nt+h �Nt � 2) = o(h),

şartlar¬n¬sa¼glad¬¼g¬nda bu sürece f� (t) ; t > 0g şiddet fonksiyonuna sahip ho-

mojen olmayan ya da dura¼gan olmayan Poisson süreci denir. Burada şiddet

yo¼gunlu¼gu �(t) =
tR
0

�(u)du biçiminde gösterilir. Ayr¬ca,

özel olarak �(t) = � seçilirse homojen Poisson süreci elde edilir. 8 s; t > 0

için

P (Nt+s �Nt = n) = e�[�(t+s)��(t)]
[�(t+ s)� �(s)]n

n!
, n = 0; 1; ::: (2.5)

biçimindedir (Kao 1997).

Tan¬m 2.12 fNt; t � 0g süreci � oranl¬ bir Poisson süreci, fXig1i=1 ba¼g¬ms¬z ve

ayn¬F (x) da¼g¬l¬m¬na sahip r.d.lerin dizisi olmak üzere

St =

8><>:
NtP
i=1

Xi ; Nt � 1

0 ; Nt = 0

biçiminde ifade edilir. Burada fXig1i=1 ba¼g¬ms¬z r.d.�lerin dizisi ile Nt r.d. birbi-

lerinden ba¼g¬ms¬z iken fSt; t � 0g sürecine �t parametreli Bileşik Poisson süreci

olup beklenen de¼geri ve varyans¬(2.3) ve (2.4) eşitlikleri yard¬m¬yla s¬ras¬yla

E(St) = �tE(X) (2.6)

ve

V ar(St)) = �t
�
E
�
X2
�
+ V ar (X)

�
(2.7)

biçiminde elde edilir (Klugman vd. 2004).

Tan¬m 2.13 fNt; t � 0g bir sayma sürecinde olaylar (yenilemeler) aras¬nda geçen

zaman süresi ve fWi; i 2 N+g dizisi ba¼g¬ms¬z ayn¬F (:) da¼g¬l¬ml¬r.d�lerin bir dizisi

ise fNt; t � 0g sürecine yenileme süreci ad¬ verilir. E¼ger W1 r.d�nin da¼g¬l¬m¬ ile

W2;W3;... r.d�nin da¼g¬l¬m¬ ayn¬ de¼gilse, fNt; t � 0g sürecine gecikmeli yenileme

süreci ad¬verilir (Gupta vd. 2010).

Tan¬m 2.14 I1; I2; : : : ba¼g¬ms¬z Bernoulli da¼g¬l¬ml¬r.d.�lerin bir dizisi ve i � 1 için

P (Ii = 1) = p ve P (Ii = 0) = q olmak üzere, fIi; i � 1g, sürecine durum uzay¬

f0; 1g olan Bernoulli süreci ad¬verilir.
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Tan¬m 2.15 fIi; i � 1g, p başar¬olas¬l¬¼g¬ile bir Bernoulli süreci iken

Nn =

8<: 0 ; n = 0

I1 + :::+ In ; n = 1; 2:::

ile verilen fNn; n = 0; 1; :::g sürecine, durum uzay¬ f0; 1; :::g olan başar¬ say¬lar¬

süreci ad¬verilir (Cossette vd. 2003).

Tan¬m 2.16 Wk r.d�ni k:başar¬n¬n gerçekleşme zaman¬veW0 = 0 iken, fWk; k � 0g

sürecine Bernoulli süreci ile ilgili başar¬zamanlar¬süreci denir. Bu durumda Bernoulli

sürecinde k:başar¬elde edilmiş ise (k+1). başar¬elde edilinceye kadar geçen zaman

süresinin da¼g¬l¬m¬Geometrik da¼g¬l¬ma sahiptir (Egido Dos Reis 2004).

Tan¬m 2.17 Klasik risk süreçlerinde, sabit bir t > 0 zaman¬nda bir portföyün rez-

erv miktar¬üç nicelik; yard¬m¬yla belirlenir. Bu üç nicelik başlang¬ç rezervi (u), t

zaman¬na kadar al¬nan primler (c) ve t zaman¬na kadar gerçekleşen hasar ödemeleri

St biçiminde ifade edilir. Nt ve St�ye ba¼gl¬olarak

Ut = u+ ct�
NtP
i=1

Xi, t � 0 (2.8)

ile tan¬mlanan sürece Risk Rezervi Süreci denir (Embrechts 1997).

Risk rezervi sürecinde Nt�nin da¼g¬l¬m¬Poisson da¼g¬l¬m¬na sahip iken (2.8) ile verilen

rezerv süreci klasik risk modeli olarak adland¬r¬l¬rken, Nt�nin da¼g¬l¬m¬n¬n Poisson ol-

mad¬¼g¬durumlar için genelleştirilmesi de Sparre-Andersen modeli olarak adland¬r¬l-

maktad¬r.

2.2 Klasik Risk Modeli

t � 0 için St�nin da¼g¬l¬m¬n¬n �t parametreli Bileşik Poisson da¼g¬l¬m¬na sahip iken,

(2.8) ile verilen rezerv sürecine klasik risk modeli ya da Cramer-Lundberg risk modeli

denir.

Hasarlar¬n geli̧s zaman¬da¼g¬l¬m¬, � parametreli Üstel da¼g¬l¬ma sahipse fNt; t � 0g

süreci Poisson sürecidir ve bu durumda

P (Nt = n) =
(�t)n e��t

n!
; n 2 N: (2.9)

biçimindedir (Klugman vd. 2004).
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Tan¬m 2.18 Klasik risk modelinde hasar miktarlar¬n¬n beklenen de¼geri E(X) = �

ve başlang¬ç rezervi U0 = u iken t zaman¬nda (2.8) ifadesinin beklenen de¼geri

E [Ut] = u+ ct� E (St) = u+ ct� �t� (2.10)

biçimindedir. (0:t] zaman periyodunda E [Ut] > 0 olmas¬için

c > �� (2.11)

olmas¬gerekmektedir. Bu ifade net karl¬l¬k koşulu olarak ifade edilir (Gray ve Pitts

2012).

Tan¬m 2.19 � ve � verildi¼ginde, net karl¬l¬k koşulu olan (2.11) ifadesinin sa¼glan-

mas¬için c katsay¬n¬n belirmesi gerekmektedir. Klasik risk modelinde c � �� birim

zamandaki net gelirin beklenen de¼geri olup

� =
c� ��

��
(2.12)

ile güvenlik yüklemesi tan¬mlan¬r. Böylece (2.11) ifadesinin sa¼glanmas¬ için c kat-

say¬s¬

c = (1 + �)��

biçiminde ifade edilir (Dickson 2005).

2.3 Sparre-Andersen Risk Modeli

Andersen (1957), Klasik risk modellindeki Nt hasar say¬s¬sürecini yenileme süreci

olarak ele alarak rezerv sürecine daha genel bir bak¬̧s sa¼glam¬̧st¬r. Andersen�in ön-

erdi¼gi bu modele literatürde yenilemeli risk modeli ya da Sparre-Andersen risk mo-

deli olarak adland¬r¬lmaktad¬r. Spare-Andersen rezerv sürecinde, (2.8) eşitli¼gindeki

Nt hariç tüm parametrelerin tan¬m¬Klasik risk modelindeki tan¬mlar ile ayn¬d¬r.

Ba¼g¬ms¬z ayn¬da¼g¬l¬ml¬Wi�ler i: hasar¬n meydana geli̧s zamanlar¬n¬gösterirken �n =
nP
i=1

Wi olsun. fNt; t � 0g hasar say¬s¬süreci

Nt = max fn � 0; �n � tg ; t > 0 (2.13)
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biçiminde ifade edilebilr. Nt � n , �n � t olaca¼g¬aç¬kt¬r. Buradan Nt r.d�nin

da¼g¬l¬m¬F �0 = 1 iken

P (Nt = n) = F �n(t)� F �n+1(t) , n = 0; 1; : : : (2.14)

biçimindedir.

Nt r.d�nin beklenen de¼geri yenileme teorisinde önemlidir. t � 0 için E [Nt] = M(t)

olmak üzere, M(t) fonksiyonuna yenileme fonksiyonu ad¬verilir ve

M(t) =
1X
n=1

nP (Nt = n)

=

1X
n=1

n
�
F �n(t)� F �n+1(t)

�
=

1X
n=1

nF �n(t) (2.15)

biçiminde elde edilir.

Yenileme denklemi, (2.15) eşitli¼gi ile verilen yenileme fonksiyonu yard¬m¬yla t �

0 için

M(t) = F (t) +

tZ
0

M(t� x)dF (x) (2.16)

biçiminde elde edilen integral denkleminin çözümüdür (Kao 1997, Cossette vd. 2006,

Liu ve Zhao 2007).

Teorem 2.2 fNt; t � 0g bir yenileme süreci ve � <1 iken

lim
t!1

E [Nt]

t
=
1

�

biçimindedir (Kao 1997).

Sparre-Andersen rezerv sürecinde, E [Nt] = M(t) oldu¼gundan n � 1 için Wn �
�Ustel(�) oldu¼gu durum hariç E [Nt] 6= �t olaca¼g¬aç¬kt¬r. Tan¬m (2.18) ile verilen

net karl¬l¬k koşullar¬n¬n Sparre-Andersen rezerv sürecinin sa¼glamas¬için

lim
t!1

E [Ut � u]

t
= c� �� (2.17)

olmas¬gerekmektedir. Böylece, c� �� > 0 olaca¼g¬ndan Sparre-Andersen risk mod-

elinde güvenlik yüklemesi ve net karl¬l¬k koşulllar¬

� =
c

��
� 1 > 0 (2.18)

ile sa¼glanmaktad¬r (Asmussen ve Albrecher 2010).
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3. ·IFLAS TEOR·IS·I

Bu bölümde, i�as teorisi kavram¬ve i�as ile ilgili baz¬karekteristikler tan¬t¬lacakt¬r.

·I�as teorisinde hem sürekli zamanl¬hem de kesikli zamanl¬ risk modelleri için Ut

rezerv sürecinin zaman içerisindeki olas¬davran¬̧slar¬ ile ilgilenilmektedir. K¬saca

i�as kavram¬herhangi bir zamanda bir sigorta şirketinin rezerv miktar¬n¬n belirli bir

seviyenin alt¬na düşmesi olarak da ifade edilebilir. Ut < 0 ise bir sigorta şirketinin

i�as etti¼gi düşünülür. ·I�as durumun ilk gerçekleşme zaman¬

T = inffUt < 0; t � 0g (3.1)

biçiminde tan¬mlan¬r ve T r.d�ni i�as zaman¬ olarak adland¬r¬l¬r. 8 t � 0 için

Ut � 0 ise T = 1 olmaktad¬r. Bu durumda i�as¬n hiçbir zaman gerçekleşmedi¼gi

söylenebilir. U0 = u başlang¬ç rezervi verildi¼ginde nihai i�as olas¬l¬¼g¬

 (u) = P (T <1jU0 = u) = P

([
t<1

[Ut < 0] jU0 = u

)
, u � 0;

biçimindedir. U0 = u başlang¬ç rezervi verildi¼ginde sabit bir t zaman¬nda ya da daha

önce i�as¬n gerçekleşmesi olas¬l¬¼g¬yani sonlu zamanl¬i�as olas¬l¬¼g¬,

 (u; t) = P (T < tjU0 = u) = P

([
s�t
[Us < 0] jU0 = u

)
, u; t � 0;

biçiminde gösterilir (Klugman vd. 2004, Asmussen ve Albrecher 2010). (0; t] za-

man aral¬¼g¬ndaki i�as olas¬l¬¼g¬n¬gösteren  (u; t)�nin hesaplanmas¬ço¼gu zaman kolay

de¼gildir. Ancak  (u) daha kolay hesaplanabilir. Bu durumda U0 = u iken sigorta

şirketinin i�as etmemesi olas¬l¬¼g¬ya da yaşam olas¬l¬¼g¬�(u) = 1 �  (u) biçiminde

ifade ediliyor iken benzer biçimde sonlu zamanl¬i�as etmeme olas¬l¬¼g¬ya da sonlu

zamanda yaşam olas¬l¬¼g¬�(u; t) = 1 �  (u; t) biçiminde ifade edilebilir. Bir sigorta

şirketinin rezerv süreci düşünüldü¼günde u ! 1 iken,  (u) ! 0 yani �(u) ! 1 ve

t!1 iken  (u; t)!  (u) yani �(u; t)! �(u) ve ayr¬ca u � 0 olmak üzere

� 0 � u1 � u2 için

 (u1) �  (u2) (3.2)
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� 0 � u1 � u2 ve t0 � 0 için (3.2) ifadesi

 (u1; t0) �  (u2; t0) (3.3)

� 0 < t1 � t2 için

 (u; t1) �  (u; t2) �  (u) (3.4)

benzer biçiminde sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬

�(u; t1) � �(u; t2) � �(u) (3.5)

biçimindedir (Klugman vd. 2004, Gray ve Pitts 2012).

3.1 ·I�as Olas¬l¬klar¬

Bu k¬s¬mda, fNt; t � 0g hasar say¬s¬sürecinin hem Poisson süreci hem de yenileme

süreci oldu¼gu durumlardaki i�as olas¬l¬klar¬tan¬t¬lacakt¬r.

3.2 Klasik Risk Modeli için ·I�as Olas¬l¬klar¬

Klasik risk modellerinde, hasar say¬s¬ sürecinin Poisson süreci oldu¼gunda Teorem

2.1�de de belirtildi¼gi gibi hasarlar¬n geli̧sleri aras¬ndaki bekleme zaman¬ da¼g¬l¬m¬

Üstel da¼g¬l¬ma sahip oldu¼gundan Klasik risk modeline sürekli zamanl¬risk modeli

de denilmektedir.

Teorem 3.1 Klasik risk modelinde, � > 0, c > 0 ve hasar miktar¬da¼g¬l¬m¬F (x)

iken

�0(u) =
�

c
�(u)� �

c

uZ
0

�(u� x)dF (x) , u � 0 (3.6)

biçimindedir. Benzer olarak

 0(u) =
�

c
 (u)� �

c

uZ
0

 (u� x)dF (x)� �

c
F (u) , u � 0 (3.7)

biçiminde elde edilir (Gray ve Pitts 2012).
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Teorem 3.2 Klasik risk modelinde, � > 0, c > 0 ve hasar büyüklü¼gü (miktar¬)

da¼g¬l¬m¬F (x) iken, Teorem 3.1 kullan¬larak yaşam olas¬l¬¼g¬

�(u) = �(0) +

uZ
0

�(u� x) [1� F (x)] dx (3.8)

biçimindedir. Benzer olarak nihai i�as olas¬l¬¼g¬

 (u) =
�

c

1Z
u

[1� F (x)] dx� �

c

uZ
0

 (u� x) [1� F (x)] dx (3.9)

biçiminde elde edilir (Gray ve Pitts 2012).

Teorem 3.3 Klasik risk modelinde, � > 0, c > 0, U0 = 0 ve hasar büyüklü¼gü

(miktar¬) da¼g¬l¬m¬ortalamas¬� iken, yaşam olas¬l¬¼g¬

�(0) =
�

1 + �
= 1� ��

c
(3.10)

biçimindedir. Benzer olarak nihai i�as olas¬l¬¼g¬

 (0) =
1

1 + �
=
��

c
(3.11)

biçiminde elde edilir (Dickson 2005).

Klasik risk modelinde u = 100, c = 5 ve � = 8 oldu¼gunda rezervi süreci için

simülasyon çal¬̧smas¬yap¬lm¬̧s ve gösterimi Şekil (3.1)�de verilmi̧stir.
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Şekil 3.1: Risk Rezerv Süreci Simülasyon Sonuçlar¬Gösterimi

Şekil 3.1 incelendi¼ginde, Klasik risk modellinde bir sigorta şirketinin elindeki rezervin

zamana göre de¼gi̧simi gözlenmektedir.
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3.2.1 ·I�as olas¬l¬klar¬için s¬n¬rlar

Genellikle i�as olas¬l¬klar¬için yukar¬daki gibi aç¬k formlar bulmak çok zordur. An-

cak uygun şartlar alt¬nda i�as olas¬l¬klar¬n¬n yaklaş¬k de¼gerleri elde edilebilir. Gerber

(1979)�da,  (u)�nun hesaplanmas¬için Martingale yaklaş¬m¬yöntemini kullanm¬̧st¬r.

Bu yöntem sayesinde, i�as olas¬l¬klar¬için üst s¬n¬r de¼gerler elde edilebilmektedir.

3.2.2 Düzeltme katsay¬s¬

Düzeltme katsay¬s¬risk teorisinde s¬kl¬kla kullan¬lan bir risk ölçüsü olup küçük de¼ger-

lere sahip olmas¬durumunda sigorta şirketinin i�as olas¬l¬¼g¬n¬n büyük olmas¬an-

lam¬na gelmektedir. Hasarlar¬n ayn¬da¼g¬l¬ml¬oldu¼gu varsay¬m¬alt¬nda, Klasik risk

modelinde hasar büyüklü¼gü (miktar¬) da¼g¬l¬m¬n¬n m.ç.f �nuMX(t) ve prim getirisinin

c oldu¼gu durumda, Düzeltme katsay¬s¬R

�MX(r) = �+ cr

denkleminin pozitif kökü olmaktad¬r (Boland 2006).

3.2.3 Lundberg eşitsizli¼gi

R düzeltme katsay¬s¬ise, başlang¬ç rezervi u � 0 Lundberg eşitsizli¼gi

 (u) � e�Ru (3.12)

biçimindedir. Bu eşitsizlik yard¬m¬yla Klasik risk modelinde,  (u) için üst s¬n¬rlar

elde edilebilmektedir (Dickson 2005, Boland 2006).

Örnek 3.1 Klasik risk modelinde, hasar büyüklü¼gü r.d�nin da¼g¬l¬m¬Üstel da¼g¬l¬ma

sahip iken MX(r) = (1� �r)�1 olmak üzere

R =
�

(1 + �)�
=
1

�
� �

c

biçiminde elde edilmektedir. (3.12) eşitsizli¼gi yard¬m¬yla i�as olas¬l¬klar¬ile ilgili üst

s¬n¬r de¼gerleri

 (u) � exp
�
� �

(1 + �)�
u

�
biçiminde elde edilir.
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Teorem 3.4 E¼ger R > 0 de¼geri varsa u � 0 için

 (u) =
e�Ru

E(e�RU(T )jT <1) (3.13)

biçiminde elde edilir (Dickson 2005).

Düzeltme katsay¬s¬n¬, m.ç.f.�nu var olmayan hasar büyüklü¼gü da¼g¬l¬mlar¬için elde

etmek mümkün olmamaktad¬r. Ancak düzeltme katsay¬s¬n¬n elde edilmesi mümkün

olmayan durumlar için literatürde çeşitli yaklaşt¬rma yöntemleri bulunmaktad¬r.

Böyle durumlar için, literatürde De Vylder ve Goovaerts (1984) taraf¬ndan aşa¼g¬daki

i�as olas¬l¬¼g¬s¬n¬r¬FI(x) = 1
�

xR
0

F (x)dx iken

 (u) � F I(u)

� + F (u)
, u � 0 (3.14)

biçiminde elde etmi̧slerdir.

Panjer ve Willmot (1992) taraf¬ndan i�as olas¬l¬klar¬na, X hasar büyüklü¼gü r.d�nin,

m.ç.f �nu MX(t) ve düzeltme katsay¬s¬R > 0 iken,

lim
u!1

eRu (u) =
��

M 0
X(R)� � (1 + �)

(3.15)

biçiminde bir yaklaşt¬rma yöntemi elde etmi̧slerdir.

3.3 Sparre-Andersen Risk Modeli için ·I�as Olas¬l¬klar¬

Gerber (1979)�da yenileme denklemini kullanarak u � 0 için i�as olas¬l¬klar¬n¬

 (u) =
1

1 + �

uZ
0

 (u� y)dFI(x) +
F I(u)

1 + �
(3.16)

biçiminde elde etmi̧stir.

Beekman (1974)�de Bileşik Geometrik da¼g¬l¬m¬n kuyruk da¼g¬l¬m¬FI(x) ve u � 0

iken i�as olas¬l¬klar¬n¬

 (u) =
�

1 + �

1X
n=1

�
1

1 + �

�n
F I(u) (3.17)

biçiminde elde etmi̧stir.
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Dickson ve Hipp (1998)�de Bileşik Geometrik da¼g¬l¬m¬n kuyruk da¼g¬l¬m¬FI(x) ve

u � 0 iken yaşam olas¬l¬klar¬n¬

�(u) =
�

1 + �

1X
n=1

�
1

1 + �

�n
FI(u)

= �(0)
1X
n=1

( (0))n FI(u) (3.18)

biçiminde elde etmi̧slerdir.

Malinovskii (1998) taraf¬ndan hasar büyüklü¼gü r.d�nin da¼g¬l¬m¬� parametreli Üstel

da¼g¬l¬ma sahip iken, sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬n¬n Laplace dönüşümünü elde

etmi̧stir.

Wang ve Liu (2002)�de bu sonuçlar¬hasar büyüklü¼gü r.d�ni �1 ve �2 parametreli

0 < � < 1 iken, � ve (1� �) göre a¼g¬rland¬r¬lm¬̧s iki parametreli Üstel da¼g¬l¬m¬

f(t) = ��1e
��1t + (1� �)e��2t, t > 0 (3.19)

biçiminde ifade ederek, �(u; t)�nin Laplace dönüşümünü elde etmi̧slerdir.
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4. KES·IKL·I ZAMANLI R·ISK MODEL·I

Bu bölümde kesikli zamanl¬risk modeli ve bu model için i�as olas¬l¬klar¬kavram¬

tan¬t¬lacakt¬r. Kesikli zamanl¬risk modeli, sürekli zamanl¬risk modelinde oldu¼gu

gibi farkl¬yöntemlerle aç¬klanabilmektedir. Ancak kesikli zamanl¬ risk modeli be-

lirlenmi̧s eşit uzunluklu bir zaman periyodunun sonunda (örne¼gin 1 y¬l veya 12 ay)

rezervin ve bu rezervi oluşturan niceliklerin incelenmesi esas¬na göre çal¬̧smaktad¬r.

Kesikli zamanl¬risk modelinde bir sigorta şirketinin rezerv süreci, her bir dönemdeki

prim getirisi 1 birim ve başlang¬ç rezervi U0 = u iken,

Un = u+ n�
nX
i=1

Xi, n = 1; 2; ::: (4.1)

biçiminde ifade edilebilir.

Kesikli zamanl¬ risk modelinde i�as zaman¬, (3.1)�de verilen sürekli zamanl¬ risk

modelindekinden farkl¬olarak

T = min(Un � 0; n = 1; :::) (4.2)

biçiminde ifade edilebilir. Farkl¬zaman periyotlar¬nda meydana gelebilecek hasar

büyüklü¼günün olas¬l¬k fonksiyonu

fj = P (X1 = j) , j = 0; 1; ::

ve da¼g¬l¬m fonksiyonu

F (x) = P (X1 � x) =

[x]X
j=0

fj

biçiminde verilsin. Bu durumda  (u) = P (T < 1jU0 = u) iken nihai i�as olas¬l¬¼g¬

için genel bir form, toplam hasar miktar¬n¬n hasar gelme ya da gelmeme durumuna

göre de¼gi̧simi düşünülerek elde edilebilir.

·Ilk zaman periyudunda (t = 1) gelen hasar büyüklü¼gü X1 r.d�ni ise, X1 > u olmas¬

durumunda U1 � 0 olaca¼g¬ndan i�as olay¬gerçekleşmi̧s olur. Ancak j = 0; 1; 2; :::; u

için X1 = j ise ilk zaman periyodunda rezerv u + 1 � j olaca¼g¬ndan yeni rezerv
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seviyesinde nihai i�as olas¬l¬¼g¬  (u + 1 � j) olur ve hasar büyüklü¼gü r.d�lerinin

ba¼g¬ms¬z ayn¬da¼g¬l¬ml¬olmas¬koşulu alt¬nda nihai i�as olas¬l¬¼g¬

 (u) = 1� F (u) +
uX
j=0

fj (u+ 1� j) (4.3)

ya da

 (u) =
u�1X
r=0

[1� F (r)] (u� j) +

1X
r=u

[1� F (r)] (4.4)

biçiminde elde edilir (Dickson 2005).

Benzer olarak sonlu zamanl¬i�as olas¬l¬¼g¬ (u; t) = P (T � tjU0 = u) ise, yinelemeli

formül yard¬m¬yla  (u; t)�nin mümkün olabilmektedir. De Vylder ve Goovaerts

(1988)�de klasik risk modelindeki zaman ölçe¼gini t � 0 yerine t = 0; 1; 2; ::: biçi-

minde ele al¬p kesikli zamanl¬risk modelinde sonlu zamanl¬i�as olas¬l¬klar¬ve yaşam

olas¬l¬klar¬için yaklaşt¬rmal¬yinelemeli formüller elde etmi̧slerdir. Özellikle yeterince

büyük kontrol zaman¬için bu yaklaşt¬rmal¬formüller çok iyi sonuçlar vermektedir.

Bu durumda ilk hasar¬n geli̧s zaman¬için hasar büyüklü¼gü X1 > u ise, i�as gerçek-

leşmi̧s olaca¼g¬ndan

 (u; 1) =
1X

j=u+1

fj = 1� F (u) (4.5)

biçiminde iken

 (u; t) =  (u; 1) +
uX
j=0

fj (u+ 1� j; t� 1), t = 2; 3; ::: (4.6)

biçiminde elde eldilir. Benzer olarak (4.2)�den �(u; t) = P (Un > 0; n = 1; 2; :::; t)

biçiminde de ifade edilebilir. Bu durumda �(u; 0) = 1 oldu¼gundan

�(u; t) =

uX
j=0

fj(1)�(u+ 1� j; t� 1), t = 1; 2; ::: (4.7)

biçiminde zaman periyodu t�ye göre yinelemeli bir formül elde etmi̧slerdir.

Dickson ve Waters (1991), taraf¬ndan De Vylder ve Goovaerts (1988)�deki çal¬̧s-

malar¬n¬temel alarak j = 0 durumunu ihmal ederek, sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬k-

lar¬n¬�(u� 1; t) için (4.7) eşitli¼gini u = 1; 2; ::: için

�(u; t) =
1

f0(1)

"
�(u� 1; t+ 1)�

u�1X
j=1

fj(1)�(u� j; t)

#
(4.8)
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biçiminde u0ya göre yinelemeli bir formül elde etmi̧slerdir.

Genellikle sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬için aç¬k bir form bulmak mümkün de¼gildir.

Ancak Seal (1969) taraf¬ndan u > 0 için P (T > t) = �(u; t) sonlu zamanl¬yaşam

(i�as etmeme) olas¬l¬¼g¬olmak üzere, n = 0; 1; ::: için fn(t) = P (St = n) iken

�(0; t) =
1

t

btcX
n=0

(t� n) fn(t) (4.9)

ve

�(u; t) =

u+btcX
j=0

fj(t)�
u+btcX
j=1

fu+j(j)�(0; t� j) (4.10)

biçiminde elde etmi̧stir.

Picard ve Lefevre (2003), taraf¬ndan (4.9) ifadesini kullanarak u > 0 için ve t < 0

iken P (St = n) = efn(t) ise
�(u; t) =

uX
j=0

0@fj(t) + efn(j � u)

u+btcX
n=u+1

u+ t� n

u+ t� j
fn�j(u+ t� j)

1A (4.11)

biçiminde elde etmi̧slerdir. Rulliere ve Loisel (2004)�de bu iki farkl¬yaşam olas¬l¬¼g¬n¬n

etkinli¼gini kaŗs¬laşt¬rm¬̧st¬rlar.

4.1 Bileşik Binomial Risk Modeli

Kesikli zamanl¬risk modelinde, Bileşik Binomial da¼g¬l¬m¬temel alarak sürekli za-

manl¬klasik risk modeline benzer şekilde bir sigorta şirketinin rezerv süreci için nihai

i�as olas¬l¬klar¬ilk kez Gerber (1988) taraf¬ndan önerilmi̧stir.

Bileşik Binomial risk modelinde zaman kesikli olarak düşünülür. Bu durumda bir

sigorta şirketinin rezerv süreci

Ut = u+ t�
tP
i=1

Yi, t = 1; 2; ::: (4.12)

biçiminde tan¬mlanabilir. Burada U0 = u başlang¬ç rezervi, periyodik prim getirisi

1 ve Yi; i: periyottaki hasar miktar¬d¬r. Ii; i � 1 için i: periyotta hasar meydana

gelmi̧s ise 1, gelmemi̧s ise 0 de¼gerlerini alan bir r.d olarak düşünüldü¼günde

Yi =

8<: Xi ; Ii = 1

0 ; Ii = 0
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biçiminde ifade edilebilir. Burada Xi bireysel hasar miktar¬ya da hasar büyüklü¼gü

r.d �ni olarak adland¬r¬lmaktad¬r. fXi; i � 1g olas¬l¬k fonksiyonu f(x) = P (Xi = x)

olan negatif de¼gerler almayan ba¼g¬ms¬z ayn¬da¼g¬l¬ml¬r.d.�lerin bir dizisi ise ve Nt, t

zaman¬na kadar meydana gelen hasarlar¬n say¬s¬iken (4.12) eşitli¼gi,

Ut = u+ t�
NtP
i=1

Xi, n = 1; 2; ::: (4.13)

biçiminde de ifade edilebilir. I1; I2; :: ba¼g¬ms¬z ve i � 1 için P (Ii = 1) = p, P (Ii =

0) = 1� p = q olsun. Bu durumda Nn rasgele de¼gi̧skenin da¼g¬l¬m¬

P (Nn = k) =

0@ n

k

1A pkqn�k , k = 0; 1; : : : ; n (4.14)

biçiminde klasik Binom da¼g¬l¬m¬d¬r. Dolay¬s¬yla (4.13) eşitli¼gi ile verilen risk rezerv

modeli bir Bileşik Binomal risk modelidir (Ery¬lmaz 2012). Bileşik Binomial risk

modelinde n � 1 için ba¼g¬ms¬z ayn¬da¼g¬l¬ml¬Wn r.d�leri (n � 1):hasar ile n:hasar

aras¬nda geçen zaman olmak üzere,

P (Wn = t) = P (I1 = 0; :::; It�1 = 0; It = 1) = pqt�1, t = 1; 2; ::: (4.15)

biçimindedir (Liu ve Zhao 2007).

(4.13) modeli için net karl¬l¬k koşullar¬, Tan¬m 2.19�den E(X) = � ve pozitif güven-

lik yüklemesi varsay¬m¬alt¬nda p� < 1 biçiminde ifade edilebilir. Birim zamandaki

prim getirisi sabit oldu¼gundan (c = 1), primler pozitif bir güvenlik yüklemesini içere-

cektir. Dolay¬s¬yla net karl¬l¬k koşullar¬üzerine yap¬lan bu varsay¬m (4.13)�de verilen

risk rezerv modeli için her zaman sa¼glamas¬gerekmemektedir. Bu tez çal¬̧smas¬nda

sigorta şirketinin periyodik prim getirisinin de¼gi̧smedi¼gi varsay¬lm¬̧st¬r.

Bileşik Binomial risk modelinde i�as zaman¬üzerine farkl¬ iki tan¬m kullan¬lmak-

tad¬r. T i�as zaman¬r.d�ni olmak üzere, Gerber (1988)�de i�as zaman¬n¬

T = inffUt � 0; t = 1; 2:::g (4.16)

biçiminde ifade etmi̧sken, Shiu (1989)�da

T = inffUt < 0; t = 1; 2:::g (4.17)
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biçiminde ifade etmi̧stir. Ancak her iki i�as zaman¬ tan¬mlamas¬ için nihai i�as

olas¬l¬¼g¬ (u) = P (T < 1jU(0) = u) benzer olarak yaşam (i�as etmeme) olas¬l¬¼g¬

ise � (u) = 1�  (u) iken, sonlu zamanl¬i�as olas¬l¬¼g¬ (u; n) = P (T � njU(0) = u)

olacakt¬r. Dolay¬s¬yla sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬¼g¬�(u; n) = P (T > njU(0) = u)

olaca¼g¬aç¬kt¬r. Ancak rezerv üzerinden bu tan¬mlamalar (4.16)�dan

 (u; n) = P (Ut � 0; t = 1; 2; :::; n) (4.18)

�(u; n) = P (Ut > 0; t = 1; 2; :::; n) (4.19)

biçiminde ifade edilebilir.

Gerber (1988)�de i�as olas¬l¬¼g¬n¬(4.16)�den p� < 1 ve U0 = u iken

 (u) = q (u+ 1) + p
uX
x=1

 (u+ 1� x)f(x) + p
1X

x=u+1

f(x), u = 1; 2; ::: (4.20)

biçiminde elde etmi̧stir. Ayr¬ca u = 0 iken  (0) = p� olmaktad¬r. Shui (1989)�da

I1; I2; : : : ba¼g¬ms¬z ayn¬da¼g¬l¬ml¬r.d.�ler yard¬m¬yla i � 1 için , P (Ii = 1) = q ve

P (Ii = 0) = 1 � q biçiminde tan¬mlay¬p, q� < 1 için, yaşam olas¬l¬¼g¬n¬(4.17) ile

verilen i�as zaman¬n¬dikkate alarak

�(u) = (1� q)�(u+ 1) + qE [� (u+ 1�X)] , u = 0; 1; 2; ::: (4.21)

biçiminde ifade ederek, u = 1; 2; 3; :: için

(1� q)�(u) = �(u� 1)� q

nX
x=1

�(u� x)f(x) (4.22)

biçiminde yinelemeli bir formül ile elde etmi̧stir. Ayr¬ca u = 0 iken �(0) = 1�q�
1�q

olmaktad¬r. Benzer olarak sonlu zamanl¬ yaşam olas¬l¬klar¬n¬ ise, u = 0; 1; 2::: ve

n = 1; 2; ::: için �(u; 0) = 1 iken

�(u; n) = (1� q)�(u+ 1; n� 1) + q
u+1X
x=1

�(u+ 1� x; n� 1)f(x) (4.23)

biçiminde elde etmi̧stir.

Bileşik Binomial risk modelinde meydana gelen hasarlar aras¬ndaki bekleme zaman¬

da¼g¬l¬m¬, (4.15) ile verilen Geometrik da¼g¬l¬ma sahiptir. Bu varsay¬mlar alt¬nda
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(4.16)�de verilen i�as zaman¬ kullan¬larak T r.d�nin yaşam fonksiyonu aşa¼g¬daki

yinelemeli formül yard¬m¬yla hesaplanabilir.

�(u; n) = Pu (T > n) =

8><>:
1 ; n = 0
nP
t=1

u+t�1P
x=1

f (x)�(u+ t� x; n� t)pqt�1 + qn ; n > 0

(4.24)

(Egido Dos Reis 2004).

Willmot (1993)�de Bileşik Binomial risk modelinde yaşam olas¬l¬¼g¬n¬i�as zaman¬n¬

(4.17) kabul ederek n � 1 için, hasar büyüklü¼gü r.d�lerinin o.f fn ve m � 0 için

gm(k) = P (St = m) alarak �(u; n) = P (Ut � 0; t = 0; 1; :::; n) biçiminde ifade

etmi̧stir. ·Ifade etti¼gi bu sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬¼g¬n¬Lagrange aç¬l¬m¬ve olas¬l¬k

üreten fonksiyon yard¬m¬yla

�(0; n) =

nP
k=0

(n� k + 1)gk(n+ 1)

1� q(n+ 1)
, n = 0; 1; ::: (4.25)

biçiminde ifade ederek u = 0; 1; ::: ve n = 1; 2; :: için,

�(u; n) = Gu+n(n)� (1� q)
n�1X
k=0

�(0; n� 1� k)gk+u+1(k) (4.26)

biçiminde genelleştirilmi̧s halini vermi̧stir.

Dickson (1994)�de yaklaşt¬rma yöntemleri kullanarak, Bileşik Binomial risk modelin-

deki i�as olas¬l¬klar¬yard¬m¬yla sürekli zamanl¬Klasik risk modelindeki i�as olas¬l¬k-

lar¬na geçi̧sleri incelemi̧stir. Cheng vd. (2000), Bileşik Binomial risk modelinde i�as

olas¬l¬klar¬n¬n baz¬karakteristikteri için sonuçlar elde etmi̧slerdir.

Li ve Garrido (2002)�de kesikli zamanl¬risk modelinde �(0; n) için genel bir form

elde etmi̧s ve Bileşik Binomial risk modeli için (4.24) eşitli¼gi ile benzer sonuçlar¬n

bulunabilece¼gini göstermi̧stir. Bu durumda sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬¼g¬n¬

�(0; 1) = q (4.27)

�(0; 2) = q2 + pqf(1) (4.28)

iken

�(0; n) = qn +
n�2X
t=1

pqt
tX

x=1

f(x)�(t+ 1� x;n� 1� t), n = 3; 4; ::. (4.29)

biçiminde elde etmi̧slerdir (Egido Dos Reis 2004).
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4.2 Kesikli Zamanl¬Sparre-Andersen Risk Modeli

Pavlova ve Willmot (2004)�de, Gerber (1988)�in önerdi¼gi Bileşik Binomial risk mo-

delini kullanarak kesikli zamanl¬ Sparre-Andersen risk modeli üzerinde ilk çal¬̧s-

malar¬ yapm¬̧slard¬r. Cosette vd. (2006) toplam hasar miktar¬n¬n da¼g¬l¬m¬, ni-

hai i�as olas¬l¬klar¬ ve sonlu zamanl¬ i�as olas¬l¬klar¬ için aç¬k formüller elde et-

mi̧slerdir. Li (2005)�de hasarlar¬n bekleme zaman¬n kesikli Km s¬n¬f¬ da¼g¬l¬m¬na

sahip oldu¼gu (olas¬l¬k üreten fonksiyonu ile da¼g¬l¬m fonksiyonu orant¬l¬) Sparre-

Andersen risk modelinde i�as karakteristiklerinin genel formlar¬n¬elde etmi̧stir. Liu

ve Zhao (2007)�de Bileşik Binomial risk modelinde yenileme yo¼gunluk fonksiyonunu

kullanarak, i�as zaman¬ve i�asla ilgili baz¬karakteristikeleri da¼g¬l¬mlar¬n¬elde et-

mi̧slerdir. Ery¬lmaz (2012)�de Bileşik Binomial risk modelinde sonlu zamanl¬yaşam

olas¬l¬klar¬n¬yenileme denklemi biçiminde ifade edip, tekrarlar¬n da¼g¬l¬mlar¬üzerine

nümerik hesaplamalar ve teorik sonuçlar elde etmi̧stir.

Kesikli zamanl¬Sparre-Andersen risk modeli u > 0 başlang¬ç rezervi, Xi i: hasar¬n

büyüklü¼günü göstermek üzere, bir sigorta şirketinin rezerv süreci

Ut = u+ n�
NnP
i=1

Xi (4.30)

biçiminde ifade edilebilir. x � 1 için f(x) = P (Xi = x) da¼g¬l¬m¬na sahip olup

fNn;n 2 Ng sayma süreci n:zamana kadar meydana gelen hasarlar¬n say¬s¬n¬göster-

mektedir veWi�ler ba¼g¬ms¬z ayn¬da¼g¬l¬ml¬hasar bekleme zaman¬iken Nn = maxfk :

W1 +W2 + : : : +Wk � ng biçimindedir. Ayr¬ca burada hasar bekleme zaman¬ile

hasar büyüklükleri birbirinden ba¼g¬ms¬zd¬r (Li 2005).

Teorem 4.1 ·I�as zaman¬olarak (4.17) düşünüldü¼günde n = 1; 2; :::, u 2 N ve c = 1

ise sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬için

�(u; n) =

8><>:
1 ; n = 0
nP
t=1

fW (t)
u+tP
x=1

f (x)�(u+ t� x; n� t) + FW (n) ; n > 0
(4.31)

biçiminde yinelemeli formülü elde edilir (Cosette vd. 2006).

Teorem 4.1�de Gerber (1988)�de verilen i�as zaman¬tan¬m¬n¬n kullan¬lmas¬yla (4.24)

ifadesi elde edilir.
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5. KES·IKL·I ZAMANLI R·ISK MODEL·INDE HOMOJEN OLMAYAN

HASAR OLUŞUMLARI

Bu tez çal¬̧smas¬nda kesikli zamanl¬risk modelinde I1; I2; : : : r.d�lerinin birbirinden

ba¼g¬ms¬z ancak farkl¬da¼g¬l¬ma sahip olmalar¬koşulu alt¬nda, yani i � 1 için P (Ii =

1) = pi ve P (Ii = 0) = 1�pi = qi oldu¼gu durum üzerinde çal¬̧s¬lacakt¬r. Bu varsay¬m

alt¬nda periyodlarda hasar oluşum olas¬l¬klar¬birbirinden farkl¬olabilmektedir. Bu

durumda Nn rasgele de¼gi̧skeninin da¼g¬l¬m¬

P (Nn = k) =

8>>>><>>>>:
pnP (Nn�1 = k � 1) + qnP (Nn�1 = k) ; 1 � k � n� 1
nQ
i=1

qi ; k = 0

nQ
i=1

pi ; k = n

(5.1)

yinelemeli formülü yard¬m¬yla elde edilebilmektedir.

(5.1) eşitli¼gini aşa¼g¬daki şekilde elde etmek mimkündür.

k = 0 için

P (Nn = 0) = P (I1 = 0; : : : ; In = 0)

= q1 : : : qn

=
nQ
i=1

qi (5.2)

ve k = n için

P (Nn = 1) = P (I1 = 1; : : : ; In = 1)

= p1 : : : pn

=
nQ
i=1

pi (5.3)

oldu¼gu aç¬kt¬r. 1 � k � n� 1 için son hasar üzerinden koşulland¬rma yap¬ld¬¼g¬nda

P (Nn = k) = P (Nn = kjIn = 1)P (In = 1) + P (Nn = kjIn = 0)P (In = 0)

= P (Nn�1 = k � 1)P (In = 1) + P (Nn�1 = k)P (In = 0)

= pnP (Nn�1 = k � 1) + qnP (Nn�1 = k) (5.4)
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biçiminde elde edilir.

Aşa¼g¬daki teorem hasar oluşum olas¬l¬klar¬n¬n birbirinden farkl¬olmas¬durumunda

T r.d.�nin yaşam fonksiyonu Gerber (1988) taraf¬ndan önerilen

T = inffUt � 0; t = 1; 2:::g (5.5)

biçiminde ifade edilen i�as zaman¬kullan¬larak elde edilmi̧stir.

Teorem 5.1 I1; I2; : : : birbirinden ba¼g¬ms¬z r.d.�ler, i � 1 için, P (Ii = 1) = pi ve

P (Ii = 0) = qi olmak üzere, T r.d.�nin yaşam fonksiyonu

Pu (T > n) =

8>>>>><>>>>>:
1 ;n = 0
nP
t=1

pt
t�1Q
i=1

qi
u+t�1P
x=1

f (x)Pu+t�x(T
(t+1;n) > n� t)

+

�
1�

nP
t=1

pt
t�1Q
i=1

qi

� ;n > 0
(5.6)

biçimindedir. Burada T (t+1;n), t: peryoddan sonra tan¬ml¬i�as zaman¬n¬göstermek-

tedir.

·Ispat. W1 r.d�ni ilk hasar¬n gerçekleşme zaman¬olmak üzere, hasar oluşum olas¬l¬k-

lar¬n¬n birbirinden farkl¬ya da homojen olmayan hasar oluşumlar¬yla Bileşik Bino-

mial risk modeli varsay¬m¬alt¬nda, W1 r.d�nin olas¬l¬k fonksiyonu

P (W1 = t) = P (I1 = 0; : : : ; It�1 = 0; It = 1)

= q1 : : : qt�1pt

= pt
t�1Q
i=1

qi

biçimindedir. ·Ilk hasar gerçekleşinceye kadar geçen zaman ve hasar¬n büyüklü¼gü

üzerinden koşulland¬rma yap¬ld¬¼g¬nda

Pu (T > n) =

1X
t=1

Pu(T > njW1 = t)P (W1 = t)

=

nX
t=1

Pu(T > njW1 = t)P (W1 = t) +

1X
t=n+1

Pu(T > njW1 = t)P (W1 = t)

=

nX
t=1

Pu (T > njW1 = t) pt
t�1Q
i=1

qi +
1X

t=n+1

P (W1 = t) (5.7)
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olmaktad¬r. (5.7) eşitli¼ginde eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki
1P

t=n+1

P (W1 = t) ifadesi

1X
t=n+1

P (W1 = t) = P (W 1 > n) = 1� P (W1 � n)

= 1�
nX
t=1

P (W1 = t)

biçiminde elde edilir. Pu (T > njW1 = t) olas¬l¬¼g¬n¬n

Pu (T > njW1 = t) =

1X
x=1

Pu+t�x
�
u+ t�X > 0; X = x; T (t+1;n) > n� t

�
=

u+t�1X
x=1

f (x)Pu+t�x(T
(t+1;n) > n� t) (5.8)

biçiminde yaz¬lmas¬yla

Pu (T > n) =
1X
t=1

Pu (T > njW1 = t)P (W1 = t)

=
nX
t=1

pt
t�1Q
i=1

qi

u+t�1X
x=1

f (x)Pu+t�x(T
(t+1;n) > n� t) (5.9)

+

 
1�

nX
t=1

pt
t�1Q
i=1

qi

!
genel formu elde edilir.

Aşa¼g¬da n = 1; 2; 3 de¼gerleri için Pu(T > n) olas¬l¬klar¬ Teorem 5.1�den yarar-

lan¬larak hesaplanm¬̧st¬r.

Pu(T > 0) = 1 olup n = 1 için X1 = x ve W1 = t üzerinden koşulland¬rma

yap¬ld¬¼g¬nda

Pu (T > 1) =
1X
t=1

Pu(T > 1jW1 = t)P (W1 = t) +

 
1�

1X
t=1

P (W1 = t)

!
= Pu (T > 1jW1 = 1) p1 + q1 (5.10)

biçiminde elde edilir. (5.10) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki Pu(T > 1jW = 1) olas¬l¬¼g¬

(5.8) eşitli¼ginden

Pu (T > 1jW1 = 1) =
uX
x=1

f (x)Pu
�
T (2;1) > 0

�
olur. Pu(T (2;1) > 0) = 1 oldu¼gundan

Pu(T > 1) =
uP
x=1

f(x)p1 + q1 (5.11)
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olup
uP
x=1

f(x) = P (X � u) = F (u) oldu¼gundan (5.11)�e denk olarak

Pu (T > 1) = P (X � u) p1 + q1

= F (u) p1 + q1 (5.12)

biçiminde de yaz¬labilir.

n = 2 için X1 = x, X2 = y ve W1 = t üzerinden koşulland¬rma yap¬ld¬¼g¬nda

Pu (T > 2) =
2X
t=1

Pu(T > 2jW1 = t)P (W1 = t) +

 
1�

2X
t=1

P (W1 = t)

!
= Pu (T > 2jW1 = 1) p1 + Pu (T > 2jW1 = 2) q1p2

+q1 � q1p2 (5.13)

biçiminde elde edilir. (5.13) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬nda q1 � q1p2 =q1q2 olmak üzere

Pu (T > 2jW1 = 1) olas¬l¬¼g¬

Pu (T > 2jW1 = 1) =
uP
x=1

Pu+1�x
�
T (1;1) > 1

�
f(x) (5.14)

ve benzer biçimde Pu (T > 2jW1 = 2) olas¬l¬¼g¬

Pu (T > 2jW1 = 2) =
u+1X
x=1

Pu+2�x
�
T (3;2) > 0

�
f (x)

= P (X � u+ 1)

= F (u+ 1) (5.15)

biçiminde yaz¬labilir. Bu durumda (5.13) eşitli¼gi

Pu (T > 2) =

2X
t=1

u+t�1X
x=1

f (x)Pu+t�x
�
T (2;2) > 1

�
P (W1 = t) +

 
1�

2X
t=1

P (W1 = t)

!

=

uX
x=1

f (x)Pu+1�x
�
T (2;2) > 1

�
p1

+
u+1X
x=1

f (x)Pu+2�x
�
T (3;2) > 0

�
q1p2 + q1q2 (5.16)

biçiminde elde edilir. (5.12) eşitli¼gindeki Pu (T > 1) olas¬l¬¼g¬Pu
�
T (2;2) > 1

�
olas¬l¬¼g¬na

göre yeniden düzenlenip, (t+1; n) aral¬¼g¬t: periyoddan sonra ilk hasar¬n geli̧s zaman¬

28



W a
1 r.d olsun. Bu durumda W

a
1 r.d�ni P (W

a
1 = t) = pt biçiminde ifade edilir.

Pu+1�x
�
T (2;2) > 1

�
=

u+1�xX
x=1

f (x)Pu+2�x
�
T (3;2) > 0

�
P (W a

1 = 2) + 1� P (W a
1 = 2)

=
u+1�xX
x=1

f (x)p2 + q2

= P (X � u+ 1� x) p2 + q2

= F (u+ 1� x) p2 + q2 (5.17)

biçiminde yaz¬labilir. Burada rezervin de¼gi̧simi dikkate al¬nd¬¼g¬nda

Pu (T > 2) =
uX
x=1

f (x) [P (X � u+ 1� x) p2+q2] p1

+

u+1X
x=1

f (x) + q1p2 + q1q2

= F (u) [F (u+ 1� x) p2+q2] p1

+F (u+ 1)q1p2 + q1q2

= p1p2F (u)F (u+ 1� x) + p1q2F (u)

+F (u+ 1)q1p2 + q1q2 (5.18)

olur.

n = 3 için, X1 = x, X2 = y, X3 = z veW1 = t üzerinden koşulland¬rma yap¬ld¬¼g¬nda

Pu (T > n) =

nX
t=1

Pu (T > njW1 = t)P (W1 = t) + 1�
nX
t=1

P (W1 = t) (5.19)

olmak üzere

Pu(T > 3) =

3X
t=1

Pu(T > 3jW1 = t)P (W1 = t) + 1�
nX
t=1

P (W1 = t) (5.20)

biçimindedir. (5.20) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki
3P
t=1

Pu(T > 3jW1 = t) ifadesi farkl¬

de¼gerler için

Pu (T > 3 jW1 = 1)P (W1 = 1) =
u+t�1X
x=1

f (x)Pu+1�x
�
T (2;3) > 2

�
p1

=
uX
x=1

f (x)Pu+1�x
�
T (2;3) > 2

�
p1 (5.21)
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Pu (T > 3 jW1 = 2)P (W1 = 2) =

u+t�1X
x=1

f (x)Pu+2�x
�
T (3;3) > 1

�
q1p2

=

u+1X
x=1

f (x)Pu+2�x
�
T (3;3) > 1

�
q1p2 (5.22)

Pu (T > 3jW1 = 3) P (W1 = 3) =
u+t�1X
x=1

f (x)Pu+3�x
�
T (4;3) > 0

�
q1q2p3

=

u+2X
x=1

f (x) q1q2p3 (5.23)

biçiminde yaz¬labilir. (5.23) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki ifade

1�
3X
t=1

P (W1 = t) = 1� [p1 + q1p2 + q1q2p3]

= 1� [p1 + p2 + p3 � p1p2 � p1p3 � p2p3 + p1p2p3]

= q1q2q3 (5.24)

olur. Bu durumda (5.20) eşitli¼gi yeniden düzenlendi¼ginde

Pu (T > 3) =
uX
x=1

f (x)Pu+1�x
�
T (2;3) > 2

�
p1 +

u+1X
x=1

f (x)Pu+2�x
�
T (3;3) > 1

�
q1p2

+
u+2X
x=1

f (x) q1q2p3 + q1q2q3 (5.25)

biçiminde elde edilir. (5.21) eşitli¼gindeki Pu+1�x
�
T (2;3) > 2

�
olas¬l¬¼g¬Pu(T > 2)

olas¬l¬¼g¬nda elde edilen sonuçlar için tekrar düzenlendi¼ginde

Pu+1�x
�
T (2;3) > 2

�
=

u+1�xX
x=1

f (y) [P (X � u+ 2� x� y) p3+q3]P (W
a
1 = 2)

+
u+2�xX
x=1

f (x)P (W a
1 = 3) + 1�

3X
t=2

pt

t�1Y
i=2

qi

=
u+1�xX
x=1

f (y) [P (X � u+ 2� x� y) p3+q3]p2

+

u+2�xX
x=1

f (x) q2p3 + q2q3 (5.26)
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olur. Burada 1 �
3P
t=2

pt
t�1Q
i=2

qi = 1 � [p2 + q2p3] = 1 � p2 � p3 + p2p3 = q2q3 olarak

yaz¬labilir. (5.22) eşitli¼gindeki Pu+2�x
�
T (3;3) > 1

�
olas¬l¬¼g¬, Pu

�
T (2;2) > 1

�
olas¬l¬¼g¬na

göre yeniden düzenlendi¼ginde

Pu+2�x
�
T (3;3) > 1

�
= P (X � u+ 2� x)P (W a

1 = 3) + 1� P (W a
1 = 3)

= P (X � u+ 2� x) p3 + q3 (5.27)

biçiminde elde edilir. Böylece Pu(T > 3) olas¬l¬¼g¬

Pu (T > 3) =
uX
x=1

f (x)

"
u+1�xX
y=m1

f (y) (P (X � u+ 2� x� y) p3+q3)p2

+
u+2�xX
x=1

f (x) q2p3 + q2q3

#
p1

+
u+1X
x=1

f (x) [P (X � u+ 2� x) p3+q3] q1p2

+
u+2X
x=1

f (x) q1q2p3 + q1q2q3

= F (u) [F (u+ 1� x) [F (u+ 2� x� y) p3+q3] p2

+F (u+ 2� x)q2p3 + q2q3] p1

+F (u+ 1) [F (u+ 2� x)p3+q3] q1p2

+F (u+ 2) q1q2p3 + q1q2q3 (5.28)

biçiminde elde edilir.

T r.d�ni bir sigorta şirketinin rezervinin i�as zaman¬oldu¼gu ( 4.16)�de verilmi̧sti. Bu

durumda sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬¼g¬ya da i�as etmeme olas¬l¬¼g¬, k¬saca Teorem

5.1 kullan¬larak

�(1;n) (u) =

8><>:
1 ; n = 0
nP
t=1

pt
t�1Q
i=1

qi
u+t�1P
x=1

f (x)�(t+1;n�t) (u+ t� x) +
nQ
i=1

qi ; n > 0
(5.29)

biçiminde de ifade edilebilir.

Yukar¬da (5.6) eşitli¼gi ile hesaplanm¬̧s olan Pu(T > n), n = 1; 2; 3 olas¬l¬klar¬�(1;n) (u)

gösterimi alt¬nda da elde edilebilir. Bu durumda (5.29)�den
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n = 1 için X1 = x ve W1 = t üzerinden koşulland¬rma yap¬ld¬¼g¬nda

�(1;1) (u) = p1

uX
x=1

f(x)�(2;0) (u+ 1� x) + q1

= p1

uX
x=1

f(x) + q1 (5.30)

biçimindedir.

n = 2 için X1 = x, X2 = y ve W1 = t üzerinden koşulland¬rma yap¬ld¬¼g¬nda

�(1;2) (u) = p1

uX
x=1

f(x)�(2;1) (u+ 1� x) + q1p2

u+1X
x=1

f(x)�(3;0) (u+ 2� x) + q1q2

= p1

uX
x=1

f(x)

"
p2

u+1�xX
y=1

f(y) + q2

#
+ q1p2

u+1X
x=1

f(x) + q1q2 (5.31)

biçimindedir. Burada, �(2;1) (u+ 1� x) olas¬l¬¼g¬ (5.30) eşitli¼gi kullan¬larak elde

edilmi̧stir.

n = 3 için, X1 = x, X2 = y, X3 = z veW1 = t üzerinden koşulland¬rma yap¬ld¬¼g¬nda

�(1;3) (u) = p1

uX
x=1

f(x)�(2;2) (u+ 1� x) + q1p2

u+1X
x=1

f(x)�(3;1) (u+ 2� x)

+q1q2p2

u+2X
x=1

f(x)�(4;0) (u+ 3� x) + q1q2q3

= p1

uX
x=1

f(x)

"
p2

u+1�xX
y=1

f(y)p3

u+2�x�yX
z=1

f(z) + p2q3

u+1�xX
y=1

f(y)

+q2p3

u+2�xX
y=1

f(y) + q2q3

#
+ q1p2

u+1X
x=1

f(x)

"
p3

u+2�xX
y=1

f(y) + q3

#

+q1q2p3

u+2X
x=1

f(x) + q1q2q3 (5.32)

biçimindedir. Burada �(2;2) (u+ 1� x) olas¬l¬¼g¬(5.31) eşitli¼ginden, �(3;1) (u+ 2� x)

olas¬l¬¼g¬ise, (5.30) eşitli¼gi kullan¬larak elde edilmi̧stir. Daha büyük n de¼gerleri içinde

benzer şekilde yukar¬daki sonuçlar elde edilebilir.

Aşa¼g¬da (5.6) eşitli¼gi ile hesaplanm¬̧s olan Pu(T > n), n = 1; 2; 3 olas¬l¬klar¬n¬n

do¼grulu¼gunu ve yinelemeli ili̧skiyi kontrol etmek için Pu(T > 1) , Pu(T > 2) ve
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Pu(T > 3) olas¬l¬klar¬, hasar büyüklü¼gü (miktar¬) r.d�ni fXi; i � 1g olas¬l¬k fonksi-

yonu f(x) = P (X = x) olan negatif de¼gerler almayan ba¼g¬ms¬z ayn¬ da¼g¬l¬ml¬

r.d.�lerin bir dizisi olmas¬koşulu alt¬nda Teorem 5.1�i kullanmadan rezervin de¼gi̧simi

dikkate al¬narak hesaplanm¬̧st¬r.

Pu (T > 1) = P (I1 = 1; X1 � u) + P (I1 = 0)

= p1F (u) + q1 (5.33)

biçiminde elde edilir. Böylece (5.11) ifadesi ile ayn¬sonuca ulaş¬lm¬̧s olur.

Pu (T > 2) = P (I1 = 0; I2 = 0)

+P (I1 = 0; I2 = 1; X1 � u+ 1)

+P (I1 = 1; I2 = 0; X1 � u)

+P (I1 = 1; I2 = 1; X1 � u;X1 +X2 � u+ 1) (5.34)

(5.34) eşitli¼ginde gerekli düzenlemeler yap¬ld¬¼g¬nda

Pu(T > 2) = q1q2 + q1p2P (X1 � u+ 1) + p1q2P (X1 � u)

+ p1p2P (X1 � u;X1 +X2 � u+ 1) (5.35)

biçiminde elde edilir. (5.35) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki p1p2P (X1 � u;X1 + X2 �

u+ 1) ifadesinde X1 = x üzerinden koşulland¬rma yap¬ld¬¼g¬nda

p1p2P (X1 � u;X1 +X2 � u+ 1) = p1p2

uX
x=1

f(x)P (X2 � u+ 1� x)

biçiminde elde edilir.

Pu(T > 2) = q1q2 + q1p2P (X1 � u+ 1) + p1q2P (X1 � u)

+ p1p2

uX
x=1

f(x)P (X2 � u+ 1� x) (5.36)
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Böylece (5.18) eşitli¼gi ile ayn¬sonuca ulaş¬lm¬̧s olur. Benzer şekilde

Pu (T > 3) = P (I1 = 0; I2 = 0; I3 = 0)

+P (I1 = 0; I2 = 0; I3 = 1; X1 � u+ 2)

+P (I1 = 0; I2 = 1; I3 = 0; X1 � u+ 1)

+P (I1 = 1; I2 = 0; I3 = 0; X1 � u)

+P (I1 = 0; I2 = 1; I3 = 1; X1 � u+ 1; X1 +X2 � u+ 2)

+P (I1 = 1; I2 = 0; I3 = 1; X1 � u;X1 +X2 � u+ 2)

+P (I1 = 1; I2 = 1; I3 = 0; X1 � u;X1 +X2 � u+ 1)

+P (I1 = 1; I2 = 1; I3 = 1; X1 � u;X1 +X2 � u+ 1;

X1 +X2 +X3 � u+ 2) (5.37)

(5.37) eşitli¼ginde gerekli düzenlemelerin yap¬ld¬¼g¬nda

Pu (T > 3) = q1q2q3 + q1q2p3P (X1 � u+ 2) (5.38)

+q1p2q3P (X1 � u+ 1) + p1q2q3P (X1 � u+ 2)

+q1p2p3P (X1 � u+ 1; X1 +X2 � u+ 2)

+p1q2p3P (X1 � u;X1 +X2 � u+ 2)

+p1p2q3P (X1 � u;X1 +X2 � u+ 1)

+p1p2p3P (X1 � u;X1 +X2 � u+ 1; X1 +X2 +X3 � u+ 2)

(5.38) eşitli¼ginde X1 = x üzerinden koşulland¬rma yap¬ld¬¼g¬nda

q1p2p3P (X1 � u+ 1; X1 +X2 � u+ 2) = q1p2p3

u+1X
x=1

P (X2 � u+2�x)f(x) (5.39)

p1q2p3P (X1 � u;X1 +X2 � u+ 2) = p1q2p3

uX
x=1

P (X2 � u+ 2� x)f(x) (5.40)

p1p2q3P (X1 � u;X1 +X2 � u+ 1) = p1p2q3

uX
x=1

P (X2 � u+ 1� x)f(x) (5.41)

biçimindedir.

Benzer olarak p1p2p3P (X1 � u;X1 +X2 � u+ 1; X1 +X2 +X3 � u+ 2) ifadesinde
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X1 = x; X2 = y üzerinden koşulland¬rma yap¬ld¬¼g¬nda

P (X1 � u;X1 +X2 � u+ 1; X1 +X2 +X3 � u+ 2) =
uX
x=1

u+1�xX
y=1

[f(x)f(y)

P (X3 � u+ 2� x� y)]

biçiminde elde edilir. Bu durumda

Pu (T > 3) = q1q2q3 + q1q2p3P (X1 � u+ 2) (5.42)

+q1p2q3P (X1 � u+ 1) + p1q2q3P (X1 � u+ 2)

+q1p2p3

u+1X
x=1

P (X2 � u+ 2� x)f(x)

+p1q2p3

uX
x=1

P (X2 � u+ 2� x)f(x)

+p1p2q3

uX
x=1

P (X2 � u+ 1� x)f(x)

+p1p2p3

uX
x=1

u+1�xX
y=1

P (X3 � u+ 2� x� y)f(x)f(y)

biçiminde elde edilir. Böylece (5.28) ile ayn¬sonuçlara ulaş¬lm¬̧s olur.

5.1 Homojen Olmayan Durum için Say¬sal Hesaplamalar

5.1.1 Sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬

Hasar büyüklü¼gü r.d.�nin da¼g¬l¬m¬n¬n Geometrik da¼g¬l¬ma sahip oldu¼gu varsay¬ls¬n.

Bu durumda X r.d�nin olas¬l¬k ve da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬s¬ras¬yla

f(x) = (1� �)�x�1 ; x = 1; 2; :::

F (x) = 1� �x ; x = 1; 2; :::

olmaktad¬r. Ayr¬ca

E(X) =
1

1� �
, 0 < � < 1

biçimindedir.

Bir sigorta şirketinin bir y¬l içerisindeki tüm aylarda hasar oluşum olas¬l¬klar¬n¬n

homojen olmad¬¼g¬ durumlar¬n ele al¬nd¬¼g¬ düşünülsün. Bu amaçla farkl¬� ve u
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de¼gerleri için sonlu zamanl¬ yaşam olas¬l¬klar¬n¬ hesaplamada birbirinden farkl¬ 4

durum üzerinde durulmuştur. Bu durumlara ili̧skin sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬

(�(1;n) (u)) aşa¼g¬daki çizelgelerde ve şekillerde verilmi̧stir.

i = 1; :::; 12 için P (Ii = 1) = pi olmak üzere

Durum1 (D1) :

pi = 0:01 � i , i = 1; :::; 12

Durum2 (D2) :

pi = 0:01 � (12� i+ 1) ,i = 1; :::; 12

Durum3 (D3) :

pi =

8<: 0:1 ,i = 1; :::; 6

0:2 ,i = 7; :::; 12

Durum4 (D4) :

pi =

8<: 0:2 ,i = 1; :::; 6

0:1 ,i = 7; :::; 12

biçiminde tan¬mlans¬n.
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Çizelge 5.1: u = 2 iken � = 1=5 ve � = 2=5 için sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬

� = 1=5 � = 2=5

Durum D1 D2 D3 D4 D1 D2 D3 D4

n u = 2 u = 2

1 0.9996 0.9952 0.9960 0.9920 0.9984 0.9808 0.9840 0.9680

2 0.9994 0.9936 0.9946 0.9882 0.9971 0.9721 0.9763 0.9501

3 0.9994 0.9930 0.9941 0.9863 0.9963 0.9679 0.9723 0.9393

4 0.9993 0.9928 0.9940 0.9854 0.9957 0.9659 0.9702 0.9324

5 0.9993 0.9928 0.9939 0.9849 0.9954 0.9649 0.9689 0.9279

6 0.9993 0.9928 0.9938 0.9847 0.9952 0.9644 0.9682 0.9248

7 0.9993 0.9928 0.9938 0.9846 0.9951 0.9642 0.9674 0.9237

8 0.9993 0.9928 0.9938 0.9846 0.9950 0.9641 0.9666 0.9231

9 0.9993 0.9928 0.9938 0.9846 0.9950 0.9640 0.9661 0.9227

10 0.9993 0.9928 0.9938 0.9846 0.9949 0.9640 0.9657 0.9225

11 0.9993 0.9928 0.9938 0.9846 0.9949 0.9640 0.9653 0.9224

12 0.9993 0.9928 0.9938 0.9846 0.9949 0.9640 0.9651 0.9223

u = 2 ve hasar büyüklü¼gü � parametreli Geometrik da¼g¬l¬ma sahip iken, seçilen �

parametrelerine kaŗs¬l¬k önceden belirlenen farkl¬4 durum için rezerv süreci (4.12)�de

tan¬mland¬¼g¬gibi düşünüldü¼günde, yaşam (i�as etmeme) olas¬l¬klar¬elde edilerek

Çizelge 5.1 oluşturulmuştur. Buna göre � = 1=5 iken her dönemde hasar oluşum

olas¬l¬klar¬Durum1�deki gibi düşünüldü¼günde, n = 2 zaman¬nda sigorta şirketinin

yaşam olas¬l¬¼g¬0:9994 iken bu olas¬l¬¼g¬n her dönemde hasar oluşum olas¬l¬klar¬Du-

rum2�deki gibi düşünüldü¼günde 0:9936 oldu¼gu görülmektedir. Benzer olas¬l¬klar � =

2=5 iken Durum1 için 0:9971, Durum2 için 0:9721 olarak hesaplanm¬̧st¬r. Ayr¬ca � =

1=5 iken her dönemde hasar oluşum olas¬l¬klar¬Durum3�deki gibi düşünüldü¼günde,

n = 2 zaman¬nda sigorta şirketinin yaşam olas¬l¬¼g¬ 0:9946 iken bu olas¬l¬¼g¬n her

dönemde hasar oluşum olas¬l¬klar¬Durum4�deki gibi düşünüldü¼günde 0:9882 oldu¼gu

görülmektedir. Benzer olas¬l¬klar � = 2=5 iken Durum3 için 0:9763, Durum4 için

0:9501 olarak hesaplanm¬̧st¬r.

Farkl¬zaman periyotlar¬ndaki sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬� parametreleri ile,

Şekil 5.1 ile Şekil 5.2�de Durum1 (mavi renkli düzgün çizgi) ve Durum2 (k¬rm¬z¬

renkli noktal¬çizgi) için gösterilmi̧stir.
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Şekil 5.1: u = 2 ve � = 1=5 iken Durum1 ve Durum2 için sonlu zamanl¬yaşam

olas¬l¬klar¬.

Şekil 5.1�de Durum1�in sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬Durum2�ye göre daha büyük-

tür. Her iki durum için de belirli bir periyotdan sonra bu olas¬l¬klar¬n sabit kald¬¼g¬

görülmektedir.
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Şekil 5.2: u = 2 ve � = 2=5 iken Durum1 ve Durum2 için sonlu zamanl¬yaşam

olas¬l¬klar¬.

Şekil 5.2�de Durum1�in sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬, Durum2�ye göre daha büyük-

tür. � parametresinin artmas¬ ile sonlu zamanl¬ yaşam olas¬l¬klar¬n¬n hem Du-

rum1�de hem de Durum2�de azald¬¼g¬görülmektedir.
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Çizelge 5.2: u = 2 iken � = 3=5 ve � = 4=5 için sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬

� = 3=5 � = 4=5

Durum D1 D2 D3 D4 D1 D2 D3 D4

n u = 2 u = 2

1 0.9964 0.9568 0.9640 0.9280 0.9936 0.9232 0.9360 0.8720

2 0.9921 0.9321 0.9417 0.8819 0.9834 0.8703 0.8874 0.7798

3 0.9881 0.9174 0.9271 0.8501 0.9712 0.8329 0.8495 0.7104

4 0.9848 0.9084 0.9172 0.8270 0.9583 0.8062 0.8194 0.6561

5 0.9820 0.9029 0.9103 0.8094 0.9452 0.7870 0.7949 0.6123

6 0.9798 0.8995 0.9053 0.7958 0.9323 0.7732 0.7748 0.5761

7 0.9780 0.8975 0.8979 0.7903 0.9199 0.7634 0.7410 0.5609

8 0.9765 0.8963 0.8913 0.7864 0.9079 0.7566 0.7107 0.5482

9 0.9752 0.8957 0.8855 0.7836 0.8963 0.7521 0.6835 0.5376

10 09740 0.8954 0.8804 0.7816 0.8850 0.7493 0.6590 0.5285

11 0.9730 0.8952 0.8760 0.7800 0.8740 0.7477 0.6368 0.5207

12 0.9721 0.8952 0.8721 0.7788 0.8632 0.7471 0.6166 0.5139

u = 2 ve hasar büyüklü¼gü � parametreli Geometrik da¼g¬l¬ma sahip iken, seçilen �

parametrelerine kaŗs¬l¬k önceden belirlenen farkl¬4 durum için rezerv süreci (4.12)�de

tan¬mland¬¼g¬gibi düşünüldü¼günde, yaşam ( i�as etmeme) olas¬l¬klar¬elde edilerek

Çizelge 5.2 oluşturulmuştur. Buna göre � = 3=5 iken her dönemde hasar oluşum

olas¬l¬klar¬Durum1�deki gibi düşünüldü¼günde, n = 2 zaman¬nda sigorta şirketinin

yaşam olas¬l¬¼g¬0:9921 iken bu olas¬l¬¼g¬n her dönemde hasar oluşum olas¬l¬klar¬Du-

rum2�deki gibi düşünüldü¼günde 0:9321 oldu¼gu görülmektedir. Benzer olas¬l¬klar � =

4=5 iken Durum1 için 0:9834, Durum2 için 0:8703 olarak hesaplanm¬̧st¬r. Ayr¬ca � =

3=5 iken her dönemde hasar oluşum olas¬l¬klar¬Durum3�deki gibi düşünüldü¼günde,

n = 2 zaman¬nda sigorta şirketinin yaşam olas¬l¬¼g¬ 0:9417 iken bu olas¬l¬¼g¬n her

dönemde hasar oluşum olas¬l¬klar¬Durum4�deki gibi düşünüldü¼günde 0:8819 oldu¼gu

görülmektedir. Benzer olas¬l¬klar � = 4=5 iken Durum3 için 0:8874, Durum4 için

0:7149 olarak hesaplanm¬̧st¬r.

Farkl¬zaman periyotlar¬ndaki sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬� parametreleri ile,

Şekil 5.3 ile Şekil 5.4�de Durum3 (mavi renkli düzgün çizgi) ve Durum4 (k¬rm¬z¬

renkli noktal¬çizgi) için gösterilmi̧stir.
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Şekil 5.3: u = 2 ve � = 3=5 iken Durum3 ve Durum4 için sonlu zamanl¬yaşam

olas¬l¬klar¬.

Şekil 5.3�de Durum3�ün sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬Durum4�e göre daha büyük-

tür.
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Şekil 5.4: u = 2 ve � = 4=5 iken Durum3 ve Durum4 için sonlu zamanl¬yaşam

olas¬l¬klar¬.

Şekil 5.4�de Durum3�in sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬Durum4�e göre daha büyük-

tür. � parametresinin artmas¬ ile sonlu zamanl¬ yaşam olas¬l¬klar¬n¬n hem Du-

rum3�de hem de Durum4�de azald¬¼g¬görülmektedir.
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Çizelge 5.3: u = 4 iken � = 3=5 ve � = 4=5 için sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬

� = 3=5 � = 4=5

Durum D1 D2 D3 D4 D1 D2 D3 D4

n u = 4 u = 4

1 0.9987 0.9844 0.9870 0.9741 0.9959 0.9508 0.9590 0.9181

2 0.9971 0.9742 0.9780 0.9533 0.9894 0.9148 0.9263 0.8525

3 0.9956 0.9674 0.9715 0.9368 0.9814 0.8881 0.8996 0.7988

4 0.9943 0.9630 0.9667 0.9234 0.9729 0.8682 0.8774 0.7538

5 0.9932 0.9601 0.9632 0.9124 0.9641 0.8534 0.8588 0.7155

6 0.9923 0.9583 0.9605 0.9033 0.9553 0.8426 0.8430 0.6824

7 0.9915 0.9572 0.9564 0.8995 0.9466 0.8347 0.8158 0.6679

8 0.9908 0.9565 0.9525 0.8968 0.9380 0.8292 0.7903 0.6557

9 0.9902 0.9562 0.9490 0.8948 0.9294 0.8255 0.7665 0.6453

10 0.9897 0.9560 0.9457 0.8932 0.9209 0.8231 0.7444 0.6363

11 0.9891 0.9559 0.9429 0.8920 0.9124 0.8218 0.7240 0.6285

12 0.9887 0.9559 0.9403 0.8911 0.9039 0.8213 0.7050 0.6216

u = 4 ve hasar büyüklü¼gü � parametreli Geometrik da¼g¬l¬ma sahip iken, seçilen �

parametrelerine kaŗs¬l¬k önceden belirlenen farkl¬4 durum için rezerv süreci (4.12)�de

tan¬mland¬¼g¬gibi düşünüldü¼günde, yaşam ( i�as etmeme) olas¬l¬klar¬elde edilerek

Çizelge 5.3 oluşturulmuştur. Buna göre � = 3=5 iken her dönemde hasar oluşum

olas¬l¬klar¬Durum1�deki gibi düşünüldü¼günde, n = 2 zaman¬nda sigorta şirketinin

yaşam olas¬l¬¼g¬0:9971 iken bu olas¬l¬¼g¬n her dönemde hasar oluşum olas¬l¬klar¬Du-

rum2�deki gibi düşünüldü¼günde 0:9742 oldu¼gu görülmektedir. Benzer olas¬l¬klar � =

4=5 iken Durum1 için 0:9894, Durum2 için 0:9148 olarak hesaplanm¬̧st¬r. Ayr¬ca � =

3=5 iken her dönemde hasar oluşum olas¬l¬klar¬Durum3�deki gibi düşünüldü¼günde,

n = 2 zaman¬nda sigorta şirketinin yaşam olas¬l¬¼g¬ 0:9780 iken bu olas¬l¬¼g¬n her

dönemde hasar oluşum olas¬l¬klar¬Durum4�deki gibi düşünüldü¼günde 0:9533 oldu¼gu

görülmektedir. Benzer olas¬l¬klar � = 4=5 iken Durum3 için 0:9263, Durum4 için

0:8525 olarak hesaplanm¬̧st¬r.

Farkl¬zaman periyotlar¬ndaki sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬� parametreleri ile,

Şekil 5.5 ile Şekil 5.6�da Durum1 (mavi renkli düzgün çizgi) ve Durum2 (k¬rm¬z¬

renkli noktal¬çizgi) için gösterilmi̧stir.
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Şekil 5.5: u = 4 ve � = 3=5 iken Durum1 ve Durum2 için sonlu zamanl¬yaşam

olas¬l¬klar¬.

Şekil 5.5�de Durum1�in sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬Durum2�e göre daha büyük-

tür.
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Şekil 5.6: u = 4 ve � = 4=5 iken Durum1 ve Durum2 için sonlu zamanl¬yaşam

olas¬l¬klar¬.

Şekil 5.6�da Durum1�in sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬Durum2�ye göre daha büyük-

tür. � parametresinin artmas¬ ile sonlu zamanl¬ yaşam olas¬l¬klar¬n¬n hem Du-

rum1�de hem de Durum2�de azald¬¼g¬görülmektedir.
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Çizelge 5.4: u = 6 iken � = 3=5 ve � = 4=5 için sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬

� = 3=5 � = 4=5

Durum D1 D2 D3 D4 D1 D2 D3 D4

n u = 6 u = 6

1 0.9995 0.9944 0.9953 0.9907 0.9974 0.9685 0.9738 0.9476

2 0.9990 0.9902 0.9917 0.9817 0.9932 0.9441 0.9518 0.9014

3 0.9984 0.9872 0.9889 0.9736 0.9880 0.9251 0.9330 0.8607

4 0.9979 0.9851 0.9867 0.9666 0.9824 0.9105 0.9170 0.8247

5 0.9975 0.9837 0.9849 0.9604 0.9765 0.8994 0.9030 0.7926

6 0.9971 0.9828 0.9836 0.9550 0.9705 0.8910 0.8908 0.7637

7 0.9967 0.9822 0.9815 0.9526 0.9644 0.8848 0.8694 0.7507

8 0.9964 0.9819 0.9794 0.9509 0.9582 0.8804 0.8485 0.7396

9 0.9961 0.9817 0.9773 0.9496 0.9520 0.8774 0.8258 0.7300

10 0.9959 0.9816 0.9755 0.9486 0.9457 0.8755 0.8094 0.7217

11 0.9956 0.9815 0.9737 0.9478 0.9392 0.8745 0.7913 0.7143

12 0.9954 0.9815 0.9721 0.9472 0.9326 0.8740 0.7742 0.7077

u = 6 ve hasar büyüklü¼gü � parametreli Geometrik da¼g¬l¬ma sahip iken, seçilen �

parametrelerine kaŗs¬l¬k önceden belirlenen farkl¬4 durum için rezerv süreci (4.12)�de

tan¬mland¬¼g¬gibi düşünüldü¼günde, yaşam ( i�as etmeme) olas¬l¬klar¬elde edilerek

Çizelge 5.4 oluşturulmuştur. Buna göre � = 3=5 iken her dönemde hasar oluşum

olas¬l¬klar¬Durum1�deki gibi düşünüldü¼günde, n = 2 zaman¬nda sigorta şirketinin

yaşam olas¬l¬¼g¬0:9990 iken bu olas¬l¬¼g¬n her dönemde hasar oluşum olas¬l¬klar¬Du-

rum2�deki gibi düşünüldü¼günde 0:9902 oldu¼gu görülmektedir. Benzer olas¬l¬klar � =

4=5 iken Durum1 için 0:9932, Durum2 için 0:9441 olarak hesaplanm¬̧st¬r. Ayr¬ca � =

3=5 iken her dönemde hasar oluşum olas¬l¬klar¬Durum3�deki gibi düşünüldü¼günde,

n = 2 zaman¬nda sigorta şirketinin yaşam olas¬l¬¼g¬ 0:9917 iken bu olas¬l¬¼g¬n her

dönemde hasar oluşum olas¬l¬klar¬Durum4�deki gibi düşünüldü¼günde 0:9817 oldu¼gu

görülmektedir. Benzer olas¬l¬klar � = 4=5 iken Durum3 için 0:9515, Durum4 için

0:9014 olarak hesaplanm¬̧st¬r.

Farkl¬zaman periyotlar¬ndaki sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬� parametreleri ile,

Şekil 5.7 ile Şekil 5.8�de Durum3 (mavi renkli düzgün çizgi) ve Durum4 (k¬rm¬z¬

renkli noktal¬çizgi) için gösterilmi̧stir.
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Şekil 5.7: u = 6 ve � = 3=5 iken Durum3 ve Durum4 için sonlu zamanl¬yaşam

olas¬l¬klar¬.

Şekil 5.7�de Durum3�in sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬Durum4�e göre daha büyük-

tür.
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Şekil 5.8: u = 6 ve � = 4=5 iken Durum3 ve Durum4 için sonlu zamanl¬yaşam

olas¬l¬klar¬.

Şekil 5.8�de Durum3�in sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬Durum4�e göre daha büyük-

tür. � parametresinin artmas¬ ile sonlu zamanl¬ yaşam olas¬l¬klar¬n¬n hem Du-

rum3�de hem de Durum4�de azald¬¼g¬görülmektedir.
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Çizelge 5.5: u = 8 iken � = 3=5 ve � = 4=5 için sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬

� = 3=5 � = 4=5

Durum D1 D2 D3 D4 D1 D2 D3 D4

n u = 8 u = 8

1 0.9998 0.9980 0.9983 0.9832 0.9983 0.9799 0.9966 0.9664

2 0.9996 0.9963 0.9969 0.9685 0.9956 0.9633 0.9929 0.9342

3 0.9994 0.9950 0.9957 0.9554 0.9923 0.9500 0.9891 0.9040

4 0.9992 0.9941 0.9947 0.9438 0.9886 0.9393 0.9856 0.8758

5 0.9990 0.9934 0.9939 0.9335 0.9846 0.9310 0.9823 0.8496

6 0.9989 0.9929 0.9932 0.9243 0.9805 0.9247 0.9793 0.8254

7 0.9987 0.9927 0.9922 0.9077 0.9763 0.9199 0.9780 0.8141

8 0.9986 0.9925 0.9911 0.8909 0.9719 0.9165 0.9770 0.8044

9 0.9985 0.9924 0.9900 0.8745 0.9674 0.9141 0.9762 0.7959

10 0.9984 0.9923 0.9889 0.8584 0.9627 0.9126 0.9756 0.7884

11 0.9982 0.9923 0.9880 0.8429 0.9579 0.9118 0.9751 0.7818

12 0.9981 0.9923 0.9870 0.8280 0.9529 0.9114 0.9747 0.7758

u = 8 ve hasar büyüklü¼gü � parametreli Geometrik da¼g¬l¬ma sahip iken, seçilen �

parametrelerine kaŗs¬l¬k önceden belirlenen farkl¬4 durum için rezerv süreci (4.12)�de

tan¬mland¬¼g¬gibi düşünüldü¼günde, yaşam ( i�as etmeme) olas¬l¬klar¬elde edilerek

Çizelge 5.5 oluşturulmuştur. Buna göre � = 3=5 iken her dönemde hasar oluşum

olas¬l¬klar¬Durum1�deki gibi düşünüldü¼günde, n = 2 zaman¬nda sigorta şirketinin

yaşam olas¬l¬¼g¬0:9996 iken bu olas¬l¬¼g¬n her dönemde hasar oluşum olas¬l¬klar¬Du-

rum2�deki gibi düşünüldü¼günde 0:9963 oldu¼gu görülmektedir. Benzer olas¬l¬klar � =

4=5 iken Durum1 için 0:9956, Durum2 için 0:9633 olarak hesaplanm¬̧st¬r. Ayr¬ca � =

3=5 iken her dönemde hasar oluşum olas¬l¬klar¬Durum3�deki gibi düşünüldü¼günde,

n = 2 zaman¬nda sigorta şirketinin yaşam olas¬l¬¼g¬ 0:9969 iken bu olas¬l¬¼g¬n her

dönemde hasar oluşum olas¬l¬klar¬Durum4�deki gibi düşünüldü¼günde 0:9685 oldu¼gu

görülmektedir. Benzer olas¬l¬klar � = 4=5 iken Durum3 için 0:9929, Durum4 için

0:9342 olarak hesaplanm¬̧st¬r.

Burada her bir durum için Çizelge 5.1-Çizelge 5.5�de elde edilmi̧s olan olas¬l¬klar¬n

(3.5) eşitli¼gini sa¼glad¬¼g¬yani zaman ilerledikçe sigorta şirketinin yaşam olas¬l¬¼g¬n¬n

azald¬¼g¬görülmektedir. Ayr¬ca Çizelge 5.1-Çizelge 5.5 sonuçlar¬incelendi¼ginde ayn¬
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� parametresi ve ayn¬dönem alt¬nda, u artt¬kça yaşam olas¬l¬¼g¬n¬n artt¬¼g¬yani sigorta

şirketinin i�as etmesi olas¬l¬¼g¬n¬n azald¬¼g¬gözlenmektedir.

Farkl¬zaman periyotlar¬ndaki sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬� parametreleri ile,

Şekil 5.9 ile Şekil 5.10�da Durum3 (mavi renkli düzgün çizgi) ve Durum4 (k¬rm¬z¬

renkli noktal¬çizgi) için gösterilmi̧stir.
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Şekil 5.9: u = 8 ve � = 3=5 iken Durum3 ve Durum4 için sonlu zamanl¬yaşam

olas¬l¬klar¬.

Şekil 5.9�da Durum3�in sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬Durum4�e göre daha büyük-

tür.
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Şekil 5.10: u = 8 ve � = 4=5 iken Durum3 ve Durum4 için sonlu zamanl¬yaşam

olas¬l¬klar¬.

Şekil 5.10�da Durum3�in sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬Durum4�e göre daha büyük-

tür. � parametresinin artmas¬ ile sonlu zamanl¬ yaşam olas¬l¬klar¬n¬n hem Du-
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rum3�de hem de Durum4�de azald¬¼g¬görülmektedir.

Aşa¼g¬da u ve ��n¬n belirli bir aral¬ktaki de¼gi̧simi için sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬

(�(1;n) (u)) Şekil 5.11-Şekil 5.14�de verilmi̧stir.
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Şekil 5.11: Durum1 için sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬ve kontur gösterimi.

Durum1 düşünüldü¼günde, u ve ��n¬n belirli bir aral¬ktaki de¼gi̧simi için sonlu zamanl¬

yaşam olas¬l¬klar¬ve bu yaşam olas¬l¬klar¬n¬n kontur gösterimi Şekil 5.11 verilmi̧stir.

u sabit olarak düşünüldü¼günde, Şekil 5.11�de � de¼geri artt¬kça yaşam olas¬l¬¼g¬n¬n

azald¬¼g¬görülmektedir. Benzer biçimde � sabit olarak düşünüldü¼günde, Şekil 5.11�de

u de¼geri azald¬kça yaşam olas¬l¬¼g¬n¬n da azald¬¼g¬görülmektedir.
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Şekil 5.12: Durum2 için sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬ve kontur gösterimi.

Durum2 düşünüldü¼günde, u ve ��n¬n belirli bir aral¬ktaki de¼gi̧simi için sonlu zamanl¬

yaşam olas¬l¬klar¬ve bu yaşam olas¬l¬klar¬n¬n kontur gösterimi Şekil 5.12 verilmi̧stir.
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u sabit olarak düşünüldü¼günde, Şekil 5.12�de � de¼geri artt¬kça yaşam olas¬l¬¼g¬n¬n

azald¬¼g¬görülmektedir. Benzer biçimde � sabit olarak düşünüldü¼günde, Şekil 5.12�de

u de¼geri azald¬kça yaşam olas¬l¬¼g¬n¬n da azald¬¼g¬görülmektedir.

Hasar oluşum olas¬l¬klar¬n¬n yap¬s¬ dikkate al¬nd¬¼g¬nda her u ve her � için Du-

rum1�deki sonlu zamanl¬ yaşam olas¬l¬klar¬n¬n Durum2�deki sonlu zamanl¬ yaşam

olas¬l¬klar¬ndan daha büyük oldu¼gu görülmektedir.
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Şekil 5.13: Durum3 için sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬ve kontur gösterimi.

Durum3 düşünüldü¼günde, u ve ��n¬n belirli bir aral¬ktaki de¼gi̧simi için sonlu zamanl¬

yaşam olas¬l¬klar¬ve bu yaşam olas¬l¬klar¬n¬n kontur gösterimi Şekil 5.13 verilmi̧stir.

u sabit olarak düşünüldü¼günde, Şekil 5.13�de � de¼geri artt¬kça yaşam olas¬l¬¼g¬n¬n

azald¬¼g¬görülmektedir. Benzer biçimde � sabit olarak düşünüldü¼günde, Şekil 5.13�de

u de¼geri azald¬kça yaşam olas¬l¬¼g¬n¬n da azald¬¼g¬görülmektedir.
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Şekil 5.14: Durum4 için sonlu zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬ve kontur gösterimi.
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Durum4 düşünüldü¼günde, u ve ��n¬n belirli bir aral¬ktaki de¼gi̧simi için sonlu zamanl¬

yaşam olas¬l¬klar¬ve bu yaşam olas¬l¬klar¬n¬n kontur gösterimi Şekil 5.14 verilmi̧stir.

u sabit olarak düşünüldü¼günde, Şekil 5.14�de � de¼geri artt¬kça yaşam olas¬l¬¼g¬n¬n

azald¬¼g¬görülmektedir. Benzer biçimde � sabit olarak düşünüldü¼günde, Şekil 5.14�de

u de¼geri azald¬kça yaşam olas¬l¬¼g¬n¬n da azald¬¼g¬görülmektedir.

Hasar oluşum olas¬l¬klar¬n¬n yap¬s¬ dikkate al¬nd¬¼g¬nda her u ve her � için Du-

rum3�deki sonlu zamanl¬ yaşam olas¬l¬klar¬n¬n Durum4�deki sonlu zamanl¬ yaşam

olas¬l¬klar¬ndan daha büyük oldu¼gu görülmektedir.

Nn ve T r.d.�lerinin ortak da¼g¬l¬m¬için Ery¬lmaz (2012)�de yinelemeli bir formül elde

etmi̧stir. Bu durumda

Teorem 5.2 u = 1; 2; : : : ve n � 0 ise, �(u;n; k) = Pu(Nn = k; T > n) olmak üzere

� (u;n; k) =

8>>>><>>>>:
1 ; n = 0 ve k = 0

qn ; n � k ve k = 0
nP
t=1

pqt�1
u+1�xP
x=1

f(x)� (u+ t� x;n� t; k � 1) ; n � k ve k > 0

(5.43)

biçiminde elde edilir. Ayr¬ca k = 0; 1; 2; :::; n için (4.24) ve (5.43) ifadelerinden

Pu(Nn = kjT > n) =
� (u;n; k)

�(u; n)
(5.44)

biçimindedir (Ery¬lmaz 2012).

Benzer olarak homojen olmayan hasar oluşumlar¬ için Nn ve T r.d.�lerinin ortak

da¼g¬l¬m¬için yinelemeli bir formül elde edilebilir.

Teorem 5.3 u = 1; 2; : : : ve n � 0 iken, �(1;n)(u; k) = Pu(Nn = k; T > n) olmak

üzere

�(1;n) (u; k) =

8>>>>><>>>>>:
1 ; n = 0, k = 0
nQ
i=1

qi ; n � k, k = 0

nP
t=1

pt
t�1Q
i=1

qi
u+t�1P
x=1

f (x)�(t+1;n�t) (u+ t� x; k � 1) : ;n � k, k > 0

(5.45)

biçimindedir. Ayr¬ca k = 0; 1; 2; :::; n için (4.24) ve (5.43) ifadelerinden

Pu(Nn = kjT > n) =
�(1;n) (u; k)

�(1;n)(u)
(5.46)
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biçiminde elde edilir.

·Ispat. n = 0 ve k = 0 için ispat aç¬kt¬r. n � k ve k = 0 için (5.1)eşitli¼ginden P (I1 =

0; :::; In = 0 ) =
nQ
i=1

qi elde edilir. n � k ve k > 0 için, t > n ve k > 0 iken Pu(Nn =

k; T > njW1 = t) = 0 olmaktad¬r. n: zamandan sonra i�as meydana geldi¼ginden ve

ilk hasar¬n geli̧s zaman¬ve büyüklü¼gü üzerinden koşulland¬rma yap¬ld¬¼g¬nda, t � n

için ilk hasar t zaman¬nda geldi¼gi için yani (W1 = t) rezerv Ut > 0 oldu¼gu aç¬kt¬r.

Pu (Nn = k; T > njW 1 = t) =
1X
t=1

1X
x=1

(Pu+t�xu+ t�X > 0; X = x;

N
(t+1;n)
n�t = k � 1; T (t+1;n) > n� t

�
P (W1 = t)

=
nX
t=1

u+t�1X
x=1

f (x)
�
Pu+t�x(N

(t+1;n)
n�t = k � 1;

T (t+1;n) > n� t
�
P (W1 = t) (5.47)

biçiminde elde edilir. Bu durumda

�(1;n) (u; k) =
nX
t=1

pt

t�1Y
i=1

qi

u+t�1X
x=1

f (x)�(t+1;n�t) (u+ t� x; k � 1) (5.48)

elde edilir.

Teorem (5.3)�de verilen yinelemeli formül n = 1; 2; 3 için aşa¼g¬da hesaplanm¬̧st¬r.

n = 0 ve k = 0; 1; 2; ::: �(1;0) (u; k) = 1; �(2;0) (u; k) = 1; �(3;0) (u; k) = 1; �(4;0) (u; k) =

1 olmaktad¬r.

n = 1 ve k = 0 için

�(1;1) (u; 0) = q1 (5.49)

olmak üzere,

n = 1 ve k = 1 için

�(1;1) (u; 1) = p1

uX
x=1

f(x)�(2;0) (u+ 1� x; k)

= p1

uX
x=1

f(x) (5.50)

biçiminde elde edilir.
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n = 2 ve k = 0 için

�(1;2) (u; 0) = q1q2 (5.51)

n = 2 ve k = 1 için

�(1;2) (u; 1) = p1

uX
x=1

f(x)�(2;1) (u+ 1� x; 0) + q1p2

u+1X
x=1

f(x)�(3;0) (u+ 2� x; 0)

= p1

uX
x=1

f(x) [q2] + q1p2

u+1X
x=1

f(x) (5.52)

ve n = 2, k = 2 için

�(1;2) (u; 1) = p1

uX
x=1

f(x)�(2;1) (u+ 1� x; 1) + q1p2

u+1X
x=1

f(x)�(3;0) (u+ 2� x; 1)

= p1

uX
x=1

f(x)

"
p2

u+1�xX
y=1

f(y)

#
+ q1p2

u+1X
x=1

f(x) (5.53)

biçiminde elde edilir.

n = 3 ve k = 0 için

�(1;3) (u; 0) = q1q2q3 (5.54)

n = 3 ve k = 1 için

�(1;3) (u; 1) = p1

uX
x=1

f(x)�(2;2) (u+ 1� x; 0) + q1p2

u+1X
x=1

f(x)�(3;1) (u+ 2� x; 0)

+q1q2p3

u+2X
x=1

f(x)�(4;0) (u+ 3� x; 0)

= p1

uX
x=1

f(x) [q2q3] + q1p2

u+1X
x=1

f(x) [q3] + +q1q2p3

u+2X
x=1

f(x) (5.55)

n = 3 ve k = 2 için

�(1;3) (u; 2) = p1

uX
x=1

f(x)�(2;2) (u+ 1� x; 1) + q1p2

u+1X
x=1

f(x)�(3;1) (u+ 2� x; 1)

+q1q2p3

u+2X
x=1

f(x)�(4;0) (u+ 3� x; 1)

= p1

uX
x=1

f(x)

"
p2q3

u+1�xX
y=1

f(y) + q2p3

u+2�xX
y=1

f(y)

#

+q1p2

u+1X
x=1

f(x)

"
p3

u+2�xX
y=1

f(y)

#
+ q1q2p3

u+2X
x=1

f(x) (5.56)
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n = 3 ve k = 3 iken, �(3;1) (u+ 2� x; 2) = 0 olaca¼g¬ndan

�(1;3) (u; 3) = p1

uX
x=1

f(x)�(2;2)u+ 1� x; 2) + q1p2

u+1X
x=1

f(x)�(3;1) (u+ 2� x; 2)

+q1q2p3

u+2X
x=1

f(x)�(4;0) (u+ 3� x; 2)

= p1

uX
x=1

f(x)

"
p2p3

u+1�xX
y=1

f(y)

u+2�x�yX
z=1

f(z) + q2p3

u+2�xX
y=1

f(y)

#

+q1q2p3

u+2X
x=1

f(x) (5.57)

biçimindedir.

5.1.2 Toplam hasar say¬s¬n¬n koşullu beklenen de¼geri

Hasar büyüklü¼gü r.d�nin da¼g¬l¬m¬n¬n Geometrik da¼g¬l¬ma sahip oldu¼gu varsay¬ls¬n.

Bu durumda X r.d�nin olas¬l¬k ve da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬s¬ras¬yla

f(x) = (1� �)�x�1 ; x = 1; 2; :::

F (x) = 1� �x ; x = 1; 2; :::

olmaktad¬r. Ayr¬ca

E(X) =
1

1� �
, 0 < � < 1

biçimindedir. Bu durumda n zaman¬na kadar meydana gelen hasar say¬s¬Nn r.d�nin

T > n verildi¼ginde koşullu beklenen de¼geri tan¬mlanan 4 farkl¬durum ve farkl¬�

parametleri için aşa¼g¬da Çizelge 5.6�da verilmi̧stir.
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Çizelge 5.6: Farkl¬� de¼gerleri ve farkl¬u de¼gerleri için E(NnjT > n)

u Durumlar � = 1=5 � = 3=5 � = 4=5

2 Durum1 0.7777 0.7463 0.6191

Durum2 0.7708 0.6642 0.4925

Durum3 1.7912 1.6399 1.2836

Durum4 1.7855 1.5294 1.1404

4 Durum1 0.7773 0.7670 0.6674

Durum2 0.7796 0.7320 0.5756

Durum3 1.8067 1.7110 1.4019

Durum4 1.7990 1.6581 1.3028

8 Durum1 0.7761 0.7730 0.7198

Durum2 0.7788 0.7712 0.6767

Durum3 1.7941 1.7687 1.5525

Durum4 1.7937 1.7594 1.4956

Çizelge 5.6�da elde edilen beklenen de¼gerler, bir sigorta şirketi için i�as¬n n zaman¬n-

dan sonra oldu¼gu bilindi¼ginde n:periyodun sonunda ortalama kaç hasar ile kaŗs¬la-

ca¼g¬hakk¬nda bilgi vermektedir. Çizelge 5.6 incelendi¼ginde, tan¬mlanan 4 farkl¬du-

rum için � parametresi art¬kça belirlenen periyodun sonunda ortalama kaŗs¬laş¬lacak

hasar say¬s¬n¬n azald¬¼g¬görülmektedir. u de¼geri art¬kça ortalama kaŗs¬laş¬lacak hasar

say¬s¬n¬n de¼gerinin birbirine çok yak¬n oldu¼gu görülmektedir. Hasar oluşum olas¬l¬k-

lar¬n¬n farkl¬ oldu¼gu varsay¬m¬ alt¬nda, Durum1 ile Durum2 kaŗs¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda,

n:periyodun sonunda ortalama kaŗs¬laş¬lacak hasar say¬s¬n¬n birbirine yak¬n oldu¼gu

ancak � parametresi art¬r¬ld¬kça hasar oluşum olas¬l¬klar¬n¬n yap¬s¬ndan dolay¬or-

talama kaŗs¬laş¬lacak hasar say¬s¬n¬n Durum2�de daha fazla azald¬¼g¬görülmektedir.

Benzer yorumlar Durum3 ve Durum4 için de yap¬labilir. Bu durumda bir sigorta

şirketi elde edilen bu beklenen de¼gerler yard¬m¬yla gelecekteki portföyünün yap¬s¬

hakk¬nda �kir sahibi olabilecektir.
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6. R·ISK REZERV SÜREÇLER·IN·IN UÇ DE¼GERLER·I

Önceki bölümde, hasar oluşum olas¬l¬klar¬n¬n homojen olmad¬¼g¬durumda, i�as et-

meme (yaşam) olas¬l¬¼g¬için yinelemeli bir formül elde edilmi̧stir. Bu bölümde i�as¬

etkileyen rezervin ulaşt¬¼g¬maksimum ve minimum seviyelerinin da¼g¬l¬m¬ve da¼g¬l¬m

özellikleri hasar oluşum olas¬l¬klar¬n¬n homojen oldu¼gu durum için tan¬t¬ld¬ktan

sonra homojen olmayan durumlar için incelenmi̧s ve say¬sal sonuçlar elde edilmi̧stir.

Aktüeryal risk teorisinde her sigorta şirketi kesikli ya da sürekli zamanlarda bir

rezerv politikas¬na sahiptir. Bu rezerv politakas¬n¬modelleyebilmek için stokastik

süreçler kullan¬l¬r ve buna rezerv süreci ad¬verilir. Bu rezerv süreci ile ilgili baz¬

risklerin minumum ve maksimum seviyeleri daima önemli olmuştur. Bileşik Binomial

risk modelinde, rezervin maksimum ve minumum seviyeleri üzerinde durulmuş ve

herhangi bir n zaman¬nda bir sigorta şirketinin i�as etmedi¼gi varsay¬m¬alt¬nda n

zamana kadar rezerv sürecinde gerçekleşen uç seviyeleri da¼g¬l¬mlar¬için sonuçlar elde

edilmi̧stir. Belirtilen uç seviyeleri aşa¼g¬daki gibi ifade edilmesiyle

Mn = max
1�t�n

(Ut) ; Kn = min
1�t�n

(Ut)

tan¬mlanan bu rasgele nicelikler herhangi bir sigorta şirketinin rezerv politikas¬n¬

belirlenmi̧s herhangi bir n zaman diliminde davran¬̧slan¬r¬n¬inceleyebilmek için kul-

lan¬̧sl¬d¬r. Bir sigorta şirketinin rezerv sürecinin de¼geri s¬f¬r¬n alt¬na düştü¼günde i�as¬

gerçekleşmesine ra¼gmen, pozitif bir eşik (threshold) de¼geriyle bu sigorta şirketinin

belirli (özel) bir stratejisi için rezerv seviyesine bir bariyer konulanabilir. Aç¬kcas¬

bir sigorta şirketi rezerv politakas¬aç¬s¬ndan belirli bir zaman dilimine kadar sabit

bir k eşi¼ginin alt¬na rezervinin asla düşmemesini yani yaşamas¬olas¬l¬¼g¬n¬her zaman

bilmek ister.

Rezerv seviyesinin da¼g¬l¬m¬üzerine Dufrense ve Gerber (1988), Dickson (1992), Ger-

ber ve Shiu (1997), Cheng ve Tang (2003), Dickson ve Drekic (2004) ve Ery¬lmaz

vd. (2012) çal¬̧smalar yay¬nlanm¬̧st¬r.
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Şekil 6.1: Sürecin basit bir gerçekleni̧si

6.1 Uç De¼gerlerin Da¼g¬l¬mlar¬

Bir sigorta şirketinin rezerv süreci için Bileşik Binomial modelinde uç de¼gerlerin

da¼g¬l¬m¬Ery¬lmaz vd. (2012) taraf¬ndan aşa¼g¬daki gibi ifade etmi̧slerdir. u = 1; 2; :::

ve n � 0 için

� (u; n) = Pu (T > n)

� (u;n; k) = Pu (Mn � k; T > n)

 (u;n; k) = Pu (Kn � k; T > n)

olmak üzere, ilk hasar¬n miktar¬ve geli̧s zaman¬üzerine koşulland¬rma yap¬ld¬¼g¬nda

� (u; n) =

8><>:
1 ; n = 0
nP
t=1

pqt�1
u+t�1P
x=1

f (x)�(u+ t� x; n� t) + qn ; n > 0
(6.1)

yinelemeli formül elde edilir (Egido Dos Reis 2004).

Teorem 6.1 u = 1; 2; ::: için

Pu (Mn � k jT > n) =
� (u;n; k)

� (u;n)

olmak üzere

(a) k � u+ n ve n � 0 ise, � (u;n; k) = � (u;n),

(b) u � k < u+ n ve n � 0 iken,

� (u;n; k) =

k�u+1X
t=1

pqt�1
u+t�1X

x=max(1;u+t�k)

f(x)� (u+ t� x;n� t; k) (6.2)
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Teorem 6.2 u = 1; 2; ::: için

Pu (Kn � k jT > n) =
 (u;n; k)

� (u;n)
(6.3)

olmak üzere

(a) k � n ve n = 0 ise,  (u;n; k) = 1,

(b) k � u+ 1 ve n � 0 iken,

 (u;n; k) =
nX

t=max(1;u+t�k)

pqt�1
u+t�kX
x=1

f(x) (u+ t� x;n� t; k) + qn (6.4)

Bu tez çal¬̧smas¬nda; uç de¼gerlerin da¼g¬l¬mlar¬n¬belirlemede homojen olmayan hasar

oluşumlar¬durumunda Bileşik Binomial risk modelinde rezervin maksimum ve min-

imum seviyelerinin da¼g¬l¬mlar¬için aşa¼g¬daki teoremler elde edilmi̧stir. u = 1; 2; :::

ve n � 0 için

�(1;n) (u) = Pu (T > n)

�(1;n) (u; k) = Pu (Mn � k; T > n)

(1;n) (u; k) = Pu (Kn � k; T > n)

Teorem 6.3 u = 1; 2; ::: için

Pu (Mn � k jT > n) =
�(1;n) (u; k)

�(1;n) (u)
(6.5)

olmak üzere

(a) k � u+ n ve n � 0 ise, �(1;n) (u; k) = �(1;n) (u),

(b) u � k < u+ n ve n � 0 iken,

�(1;n) (u; k) =
k�u+1X
t=1

pt

t�1Y
i=1

qi

u+t�1X
x=max(1;u+t�k)

f(x)�(t+1;n�t) (u+ t� x; k) (6.6)

biçimindedir.

·Ispat. k � u + n için Pu (Mn � k j T > n) = 1 olaca¼g¬ aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla

�(1;n) (u; k) = �(1;n) (u) kolayca elde edilebilir. E¼ger u � k < u + n ve n � 0 ise

ilk hasar¬n geliş zaman¬üzerinden koşulland¬rma yap¬ld¬¼g¬nda, burada P (W1 = t) =
t�1Q
i=1

qipt iken

Pu (Mn � k; T > n) =

1X
t=1

Pu (U1 � k; :::; Un � k jW1 = t)P (W1 = t) (6.7)
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t � n ise yani ilk hasar t zaman¬nda ya da daha önce gelmesi durumunda rezervin

alabilece¼gi de¼gerler Pu (U1 = u+ 1; :::; Ut�1 = u+ t� 1) = 1 biçiminde elde edilir.

Bu durumda ilk hasar¬n geliş zaman¬üzerinden koşulland¬rma yap¬ld¬¼g¬nda

Pu (U1 � k; :::; Un � k jW1 = t) = Pu (Ut � k; :::; Un � k; T > n� t) (6.8)

t � k � u+ 1 ise n: zamandan sonra i�as olay¬gerçekleşece¼gi için t � n olmas¬du-

rumunda Ut > 0 olaca¼g¬aç¬kt¬r. Bu durumda ilk hasar¬n geliş zaman¬ve büyüklü¼gü

üzerinden koşulland¬rma yap¬ld¬¼g¬nda

Pu (Ut � k; :::; Un � k; T > n� tjW1 = t) =
1X
x=1

Pu (u+ t�X > 0; X = x;

M
(t+1;n)
n�t � k; T (t+1;n) > n� t

�
=

u+t�1X
x=max(1;u+t�k)

f(x)Pu

�
M

(t+1;n)
n�t � k

T (t+1;n) > n� t
�

(6.9)

elde edilir. Böylece t � n için u+ t�k � 1 olur. Bu durumda x = 1) u+ t�k � 1

olaca¼g¬aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla alt s¬n¬r max(1; u + t� k) biçiminde ifade edilir. t > n

için P (Mn = u+ n) = 1 olaca¼g¬ndan P (Mn � k; T > n) = 0 biçimindedir. Böylece

(6.8) ve (6.9) eşitliklerinden

�(1;n) (u; k) =
k�u+1X
t=1

pt

t�1Y
i=1

qi

u+t�1X
x=max(1;u+t�k)

f(x)�(t+1;n�t) (u+ t� x; k) (6.10)

elde edilir.

Teorem 6.3�de verilen yenilemeli formül n = 1; 2; 3 zaman periyotlar¬ için aşa¼g¬da

hesaplanm¬̧st¬r.

n = 1 ve u � k < u+1 için

�(1;1) (u; k) =

p1
uP

x=u+1�k
f(x)

�(1;1) (u)
(6.11)

n = 2 ve u � k < u+ 2 için

�(1;2) (u; k) =

8<:
1

�(1;2)(u)
[A1] ; u = k

1

�(1;2)(u)
[A2] ; u+ 1 � k

(6.12)
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Eşitlik (6.12)�da verilen A1 ve A2 ifadelerinin aç¬k hali aşa¼g¬da belirtilmi̧stir.

A1 = p1p2

uX
x=max(1;u+1�k)

f(x)
u+1�xX

y=max(1;u+2�k�x)

f(y) + p1q2

uX
x=max(1;u+2�k)

f(x):

A2 = p1p2

uX
x=max(1;u+1�k)

f(x)
u+1�xX

y=max(1;u+2�k�x)

f(y)

+p1q2

uX
x=max(1;u+2�k)

f(x) + q1p2

u+1X
x=max(1;u+2�k)

f(x):

n = 3 ve u � k < u+ 3 için

�(1;3) (u; k)=

8>>>><>>>>:
1

�(1;3)(u)
[A3] ; u = k

1

�(1;3)(u)
[A4] ; k � u+ 1

1

�(1;3)(u)
[A5] ; k � u+ 2

(6.13)

(6.13)�de verilen A3 ifadesi

A3 = p1p2p3
uP

x=max(1;u+1�k)
f(x)

u+1�xP
y=max(1;u+2�k�x)

f(y)
u+2�x�yP

z=max(1;u+3�k�x�y)
f(z)

+p1p2q3
uP

x=max(1;u+1�k)
f(x)

u+1�xP
y=max(1;u+3�k�x)

f(y)

+p1q2p3
uP

x=max(1;u+2�k)
f(x)

u+2�xP
y=max(1;u+2�k�x)

f(y)

+p1q2q3
uP

x=max(1;u+3�k)
f(x):

biçiminde iken A4 ifadesi

A4 = p1p2p3
uP

x=max(1;u+1�k)
f(x)

u+1�xP
y=max(1;u+2�k�x)

f(y)
u+2�x�yP

z=max(1;u+3�k�x�y)
f(z)

+p1p2q3
uP

x=max(1;u+1�k)
f(x)

u+1�xP
y=max(1;u+3�k�x)

f(y)

+p1q2q3
uP

x=max(1;u+3�k)
f(x) + q1p2q3

u+1P
x=max(1;u+3�k)

f(x)

+p1q2p3
uP

x=max(1;u+2�k)
f(x)

u+2�xP
y=max(1;u+2�k�x)

f(y)

+q1p2p3
u+1P

x=max(1;u+2�k)
f(x)

u+2�xP
y=max(1;u+3�k�x)

f(y):

biçiminde ve A5 ifadesi ise
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A5 = p1p2p3
uP

x=max(1;u+1�k)
f(x)

u+1�xP
y=max(1;u+2�k�x)

f(y)
u+2�x�yP

z=max(1;u+3�k�x�y)
f(z)

+p1q2q3
uP

x=max(1;u+3�k)
f(x) + q1p2q3

u+2P
x=max(1;u+2�k)

f(x)

+p1q2p3
uP

x=max(1;u+2�k)
f(x)

u+2�xP
y=max(1;u+2�k�x)

f(y)

+q1p2p3
u+1P

x=max(1;u+2�k)
f(x)

u+2�xP
y=max(1;u+3�k�x)

f(y)

+p1p2q3
uP

x=max(1;u+1�k)
f(x)

u+1�xP
y=max(1;u+3�k�x)

f(y):

biçiminde elde edilir.

Teorem 6.4 u = 1; 2; ::: için

Pu (Kn � k j T > n) =
(1;n) (u; k)

�(1;n) (u)
(6.14)

olmak üzere

(a) k � n ve n = 0 ise, (1;n) (u; k) = 1,

(b) k � u+ 1 ve n � 0 iken,

(1;n) (u; k) =
u+t�kX
t=1

pt

t�1Y
i=1

qi

nX
x=max(1;k�u+1)

f(x)(t+1;n�t) (u+ t� x; k)

+
1X

t=n+1

pt

t�1Y
i=1

qi (6.15)

biçimindedir.

·Ispat. k � n ve n = 0 için ispat aç¬kt¬r. k � u + 1 ise ilk hasar¬n geliş zaman¬

üzerinden koşulland¬rma yap¬ld¬¼g¬nda P (W1 = t) =
t�1Q
i=1

qipt olmak üzere

Pu (Kn � k jT > n) =

1X
t=1

Pu (U1 � k; :::; Un � kjW1 = t)P (W1 = t) (6.16)

t � n ve k � u+ 1 ise

Pu (U1 � k; :::; Ut�1 � k jW1 = t) = 1 (6.17)

ve Pu (U1 � k; :::; Ut�1 � k; T > njW1 = t) = Pu (Ut � k; :::; Un � k; T > n� tjW1 = t)

biçiminde ifade edilebilir. E¼ger t > n ve k � u+ 1 için

Pu (U1 � k; :::; Un � k jW1 = t) = 1 (6.18)
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olaca¼g¬aç¬kt¬r. t � n ve k � u + 1 için ilk hasar¬n geliş zaman¬üzerinden koşul-

land¬rma yap¬ld¬¼g¬nda

Pu (Ut � k; :::; Un � k; T > n� t jW1 = t) =
u+t�kX
x=1

Pu

�
K
(t+1;n)
n�t � k; T (t+1;n) > n� t

�
(6.19)

Bu durumda (6.17),(6.18),(6.19) eşitliklerinden

(1;n) (u; k) =
u+t�kX
t=1

pt

t�1Y
i=1

qi

nX
x=max(1;k�u+1)

f(x)(t+1;n�t) (u+ t� x; k)

+

1X
t=n+1

pt

t�1Y
i=1

qi (6.20)

elde edilir.

Teorem 6.4�de verilen yinelemeli formül n = 1; 2; 3 zaman periyotlar¬ için aşa¼g¬da

hesaplanm¬̧st¬r.

n = 1 için

(1;1) (u; k) =

8<: 1 ; k = u+ 1

1

�(1;1)(u)
[a1] ; k < u+ 1

(6.21)

(6.21)�de verilen a1 ifadesi

a1= p1
u+1�kP
x=1

f(x) + q1

n = 2 için

(1;2) (u; k) =

8<:
1

�(1;2)(u)
[a2] ; k = u+ 1

1

�(1;2)(u)
[a3] ; k < u+ 1

(6.22)

(6.22)�de verilen a2 ifadesi

a2 = q1p2
u+2�kP
x=1

f(x) + q1q2:

biçiminde iken a3 ifadesi

a3 = p1p2
u+1�kP
x=1

f(x)
u+2�x�kP
y=1

f(y) + p1q2
u+1�kP
x=1

f(x) + q1p2
u+2�kP
x=1

f(x) + q1q2:

biçiminde elde edilebilir.

n = 3 için

(1;3) (u; k) =

8<:
1

�(1;3)(u)
[a4] ; k = u+ 1

1

�(1;3)(u)
[a5] ; k < u+ 1

(6.23)
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(6.23)�de verilen a4 ifadesi

a4 = q1q2p3
u+3�k�xP
y=1

f(y) + q1p2p3
u+2�kP
x=1

f(x)
u+3�k�xP
y=1

f(y)

+q1q2q3 + q1p2q3
u+2�kP
y=1

f(y):

biçiminde iken a5 ifadesi

a5 = p1p2p3
u+1�kP
x=1

f(x)
u+2�k�xP
y=1

f(y)
u+3�k�x�yP

z=1

f(z)

+p1q2q3
u+1�kP
x=1

f(x) + p1q2p3
u+1�kP
x=1

f(x)
u+3�k�xP
y=1

f(y)

+p1p2q3
u+1�kP
x=1

f(x)
u+2�k�xP
y=1

f(y) + q1q2p3
u+3�kP
y=1

f(y)

+q1p2q3
u+2�kP
x=1

f(x) + q1p2p3
u+2�kP
x=1

f(x)
u+3�k�xP
y=1

f(y)

+q1q2q3:

biçiminde elde edilebilir.

6.2 Homojen Olmayan Durumda Rezervin Uç De¼gerleri için Say¬sal

Hesaplamalar

Hasar büyüklü¼gü r.d�nin da¼g¬l¬m¬n¬n Geometrik da¼g¬l¬ma sahip oldu¼gu varsay¬ls¬n.

Bu durumda X r.d�nin olas¬l¬k ve da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬s¬ras¬yla

f(x) = (1� �)�x�1 ; x = 1; 2; :::

F (x) = 1� �x ; x = 1; 2; :::

olmaktad¬r. Ayr¬ca

E(X) =
1

1� �
, 0 < � < 1

biçimindedir. Mn ve Kn r.d�lerinin farkl¬� de¼gerleri ve tan¬mlanan 4 farkl¬ du-

rum için koşullu beklenen de¼gerleri ve koşullu varyanslar¬ aşa¼g¬daki çizelgelerde

verilmi̧stir. �1 = E (MnjT > n) ; �21 = V ar (MnjT > n) ; �2 = E (KnjT > n) ;

�22 = V ar (KnjT > n) ve n = 12.

Mn ve Kn r.d�lerinin farkl¬ � de¼gerleri ve farkl¬ durumlar için aşa¼g¬da birikimli

da¼g¬l¬m fonsiyonlar¬n¬n gra�kleri verilmi̧stir. Tüm gra�klerde düz çizgili (Mavi) ile

u = 4, kesikli çizgili (K¬rm¬z¬) ile u = 8 başlang¬ç rezervleri ele al¬nm¬̧st¬r.
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Çizelge 6.1: � = 1=5 iken Mn ve Kn�nin Beklenen de¼ger ve Varyans de¼gerleri

u Durumlar �1 �21 �2 �22

4 Durum1 15.0645 1.1997 4.9845 0.0224

Durum2 15.0330 1.3289 4.9846 0.0225

Durum3 13.8277 2.5608 4.8412 0.2180

Durum4 13.7895 2.7325 4.8409 0.2185

8 Durum1 19.0685 1.1925 8.9943 0.0233

Durum2 19.0310 1.3353 8.9842 0.0232

Durum3 17.8338 2.5555 8.8389 0.2283

Durum4 17.7841 2.7568 8.8406 0.2244

u = 4 ve u = 8 için hasar büyüklü¼gü � parametreli Geometrik da¼g¬l¬ma sahip iken,

seçilen � parametresine kaŗs¬l¬k önceden belirlenen farkl¬4 durum için rezerv süreci

(4.12)�deki gibi düşünüldü¼günde, rezerv seviyesinin uç de¼gerlerinin Beklenen deger

ve Varyans¬ hesaplanarak Çizelge 6.1 oluşturulmuştur. Buna göre � = 1=5 iken

her dönemde hasar oluşum olas¬l¬klar¬Durum1�deki gibi düşünüldü¼günde, u = 4

iken �1 = 15:0645; �21 = 1:1997; �2 = 4:9845; �22 = 0:0224 olarak hesaplan¬rken

u = 8 için �1 = 19:0685; �21 = 1:1925; �2 = 8:9943; �22 = 0:0233 olmaktad¬r.

Bu durumda � = 1=5 iken rezervin uç seviyelerinin Beklenen de¼ger ve Varyans

de¼gerlerinin Durum1�deki gibi hasar oluşumlar¬düşünüldü¼günde, başlang¬ç rezervi

(u) artt¬kça hesaplanan de¼gerlerin artt¬¼g¬gözlenmektedir. Benzer yorumlar di¼ger

durumlar için de yap¬labilir.
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Şekil 6.2: � = 1=5 iken Durum1 ve Durum3 için T > n verildi¼ginde Mn�in birikimli

da¼g¬l¬m fonksiyonu

Şekil 6.2�de T > n verildi¼ginde Mn r.d�lerinin � = 1=5 iken Durum1 ve Durum3

için birikimli da¼g¬l¬m fonsiyonlar¬n¬n gra�kleri verilmi̧stir. Düz çizgili (Mavi) ile

u = 4, kesikli çizgili (K¬rm¬z¬) ile u = 8 başlang¬ç rezervleri ele al¬narak gra�kler

oluşturulmuştur.
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Şekil 6.3: � = 1=5 iken Durum2 ve Durum4 için T > n verildi¼ginde Kn�in birikimli

da¼g¬l¬m fonksiyonu

Şekil 6.3�de T > n verildi¼ginde Kn r.d�lerinin � = 1=5 iken Durum2 ve Durum4

için birikimli da¼g¬l¬m fonsiyonlar¬n¬n gra�kleri verilmi̧stir. Düz çizgili (Mavi) ile

u = 4, kesikli çizgili (K¬rm¬z¬) ile u = 8 başlang¬ç rezervleri ele al¬narak gra�kler

oluşturulmuştur.
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Çizelge 6.2: � = 3=5 iken Mn ve Kn�nin Beklenen de¼ger ve Varyans de¼gerleri

u Durumlar �1 �21 �2 �22

4 Durum1 14.5800 3.1814 4.9586 0.0994

Durum2 14.4732 3.8472 4.9588 0.0987

Durum3 12.8765 5.5644 4.5876 0.8871

Durum4 12.7588 6.3035 4.5831 0.8899

8 Durum1 18.5219 3.5360 8.9403 0.2077

Durum2 18.2375 5.2603 8.9411 0.2038

Durum3 16.6304 6.8058 8.3714 2.0373

Durum4 16.2703 8.7238 8.3705 2.0378

u = 4 ve u = 8 için hasar büyüklü¼gü � parametreli Geometrik da¼g¬l¬ma sahip iken,

seçilen � parametresine kaŗs¬l¬k önceden belirlenen farkl¬4 durum için rezerv süreci

(4.12)�deki gibi düşünüldü¼günde, rezerv seviyesinin uç de¼gerlerinin Beklenen deger

ve Varyans¬ hesaplanarak Çizelge 6.2 oluşturulmuştur. Buna göre � = 3=5 iken

her dönemde hasar oluşum olas¬l¬klar¬Durum1�deki gibi düşünüldü¼günde, u = 4

iken �1 = 14:5800; �21 = 3:1814; �2 = 4:9586; �22 = 0:0994 olarak hesaplan¬rken

u = 8 için �1 = 18:5219; �21 = 3:5360; �2 = 8:9403; �22 = 0:2077 olmaktad¬r. Bu

durumda � = 3=5 iken rezervin uç seviyelerinin Beklenen de¼ger Varyans de¼gerlerinin

Durum1�deki gibi hasar oluşumlar¬düşünüldü¼günde, başlang¬ç rezervi (u) artt¬kça

hesaplanan de¼gerlerin artt¬¼g¬gözlenmektedir. Benzer yorumlar di¼ger durumlar için

de yap¬labilir.
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Şekil 6.4: � = 3=5 iken Durum1 ve Durum3 için T > n verildi¼ginde Mn�in birikimli

da¼g¬l¬m fonksiyonu

Şekil 6.4�de T > n verildi¼ginde Mn r.d�lerinin � = 3=5 iken Durum1 ve Durum3

için birikimli da¼g¬l¬m fonsiyonlar¬n¬n gra�kleri verilmi̧stir. Düz çizgili (Mavi) ile

u = 4, kesikli çizgili (K¬rm¬z¬) ile u = 8 başlang¬ç rezervleri ele al¬narak gra�kler

oluşturulmuştur.
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Şekil 6.5: � = 3=5 iken Durum2 ve Durum4 için T > n verildi¼ginde Kn�in birikimli

da¼g¬l¬m fonksiyonu

Şekil 6.5�de T > n verildi¼ginde Mn r.d�lerinin � = 3=5 iken Durum2 ve Durum4

için birikimli da¼g¬l¬m fonsiyonlar¬n¬n gar�kleri verilmi̧stir. Düz çizgili (Mavi) ile

u = 4, kesikli çizgili (K¬rm¬z¬) ile u = 8 başlang¬ç rezervleri ele al¬narak gra�kler

oluşturulmuştur.
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Çizelge 6.3: � = 4=5 iken Mn ve Kn�nin Beklenen de¼ger ve Varyans de¼gerleri

u Durumlar �1 �21 �2 �22

4 Durum1 14.4605 4.0251 4.9394 0.1647

Durum2 14.4218 4.8037 4.9396 0.1640

Durum3 12.9006 6.0185 4.4423 1.2766

Durum4 12.8067 7.1019 4.4491 1.2596

8 Durum1 18.2113 5.2758 8.8705 0.5979

Durum2 17.8063 8.1536 8.8708 0.5945

Durum3 16.2392 8.4067 7.7815 4.6474

Durum4 15.7435 11.0184 7.7872 4.6236

u = 4 ve u = 8 için hasar büyüklü¼gü � parametreli Geometrik da¼g¬l¬ma sahip iken,

seçilen � parametresine kaŗs¬l¬k önceden belirlenen farkl¬4 durum için rezerv süreci

(4.12)�deki gibi düşünüldü¼günde, rezerv seviyesinin uç de¼gerlerinin Beklenen deger

ve Varyans¬ hesaplanarak Çizelge 6.3 oluşturulmuştur. Buna göre � = 4=5 iken

her dönemde hasar oluşum olas¬l¬klar¬Durum1�deki gibi düşünüldü¼günde, u = 4

iken �1 = 14:4605; �21 = 4:0251; �2 = 4:9394; �22 = 0:1647 olarak hesaplan¬rken

u = 8 için �1 = 18:2113; �21 = 5:2758; �2 = 8:8705; �22 = 0:5979 olmaktad¬r.

Bu durumda � = 4=5 iken rezervin uç seviyelerinin Beklenen de¼ger ve Varyans

de¼gerlerinin Durum1�deki gibi hasar oluşumlar¬düşünüldü¼günde, başlang¬ç rezervi

(u) artt¬kça hesaplanan de¼gerlerin artt¬¼g¬gözlenmektedir. Benzer yorumlar di¼ger

durumlar içinde yap¬labilir.
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Şekil 6.6: � = 4=5 iken Durum1 ve Durum3 için T > n verildi¼ginde Mn�in birikimli

da¼g¬l¬m fonksiyonu

Şekil 6.6�da T > n verildi¼ginde Mn r.d�lerinin � = 4=5 iken Durum1 ve Durum3

için birikimli da¼g¬l¬m fonsiyonlar¬n¬n gar�kleri verilmi̧stir. Düz çizgili (Mavi) ile

u = 4, kesikli çizgili (K¬rm¬z¬) ile u = 8 başlang¬ç rezervleri ele al¬narak gra�kler

oluşturulmuştur.
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Şekil 6.7: � = 4=5 iken Durum2 ve Durum4 için T > n verildi¼ginde Kn�in birikimli

da¼g¬l¬m fonksiyonu

Şekil 6.7�de T > n verildi¼ginde Mn r.d�lerinin � = 4=5 iken Durum2 ve Durum4

için birikimli da¼g¬l¬m fonsiyonlar¬n¬n gra�kleri verilmi̧stir. Düz çizgili (Mavi) ile

u = 4, kesikli çizgili (K¬rm¬z¬) ile u = 8 başlang¬ç rezervleri ele al¬narak gra�kler

oluşturulmuştur.
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Çizelge 6.1, Çizelge 6.2 ve Çizelge 6.3�de n zaman¬nda i�as¬n gerçekleşece¼gi koşulu

alt¬nda, rezervin ulaşabilece¼gi maksimum ve minimum seviylerinin Beklenen de¼ger ve

Varyans¬önceden belirlenen 4 farkl¬durum için hesaplanm¬̧st¬r. Bu de¼gerler sigorta

şirketinin mali durumunu incelemesi için elindeki rezerv ile kaŗs¬laşt¬rma yapmas¬n¬

olanak sa¼glamaktad¬r.

Şekil 6.2, Şekil 6.4 ve Şekil 6.6�da farkl¬� parametreleri ve farkl¬u de¼gerleri için

belirli bir n zaman¬ndan sonra i�as¬n gerçekleşti¼gi bilindi¼ginde n zaman¬nda rez-

ervin maksimum seviyesinin k eşi¼ginin alt¬nda kalmas¬n¬n birikimli da¼g¬l¬m fonksi-

yonlar¬n¬n gra�kleri verilmi̧stir.

Şekil 6.3, Şekil 6.5 ve Şekil 6.7�de farkl¬� parametreleri ve farkl¬u de¼gerleri için be-

lirli bir n zaman¬ndan sonra i�as¬n gerçekleşti¼gi bilindi¼ginde n zaman¬nda rezervin

minumum seviyesinin k eşi¼ginin üzerinde kalmas¬n¬n birikimli da¼g¬l¬m fonksiyon-

lar¬n¬n gra�kleri verilmi̧stir.
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7. SONUÇ VE TARTIŞMA

Bir sigorta şirketinin yaşamas¬n¬sürdürmesi her bir dönem elinde bulunan rezervine

ba¼gl¬d¬r. Sigorta şirketi bu sebepten dolay¬elindeki rezervi çeşitli yat¬r¬m araçlar¬

yard¬m¬yla art¬rmaya çal¬̧smaktad¬r. Sigorta şirketinin rezerv seviyesi hem şirketin

sigorta i̧sine başlamadan önceki başlang¬ç rezervine hem müşterilerinden toplam¬̧s

oldu¼gu prime hem de müşterilerine yapm¬̧s oldu¼gu ödemelere ba¼gl¬d¬r. Başlang¬ç

rezervinin ve toplad¬¼g¬ primlerin sabit oldu¼gu varsay¬m¬ alt¬nda rezerv seviyesini

etkileyen en önemli faktör müşterilerine yapm¬̧s oldu¼gu hasar ödemeleri olmaktad¬r.

Genellikle sigorta şirketinin portföyündeki risklerin sigorta şirketine hasar gelmesi

olas¬l¬klar¬yani hasar oluşum olas¬l¬klar¬her bir dönem için ayn¬oldu¼gu varsay¬l-

maktad¬r. Ancak bu çok da gerçekci bir yaklaş¬m olmamaktad¬r. Örne¼gin araçlar¬n

mevsimlere göre hasar yapmas¬ farkl¬ olas¬l¬klar ile meydana gelmektedir. Böyle

bir durumda kasko sigortas¬satan sigorta şirketinin, mevisimlere göre hasar oluşum

olas¬l¬klar¬n¬sabit olarak düşünmesi rezervini �nansal olarak iyi yönetememesine se-

bep olmaktad¬r. Dolay¬s¬yla sigorta şirketinin i�as etmesi veya buna ba¼gl¬olarak

yaşam¬n¬sürdürmesi olas¬l¬¼g¬do¼gru bir şekilde hesaplanamamaktad¬r.

Bu çal¬̧smada; kesikli zamanl¬ risk modelinin özel hali olan Bileşik Binomial risk

modelinde, homojen olmayan hasar oluşum olas¬l¬klar¬ ile farkl¬başlang¬ç rezerv-

leri ile sabit prim getirisi varsay¬m¬ alt¬nda sonlu zamanl¬ yaşam olas¬l¬klar¬ için

yinelemeli bir formül elde edilmi̧stir. Elde edilen bu yinelemeli formül yard¬m¬yla,

homojen olmayan hasar oluşum olas¬l¬klar¬n¬n oldu¼gu dört farkl¬durum için sonlu

zamanl¬yaşam olas¬l¬klar¬çizelgelerde verilerek, sigorta şirketinin �nansal durumunu

de¼gerlendirmesi için çeşitli imkanlar sa¼glanm¬̧st¬r. Ayr¬ca kesikli zamanl¬risk mod-

elinin özel hali olan Bileşik Binomial risk modelinde, homojen olmayan hasar oluşum

olas¬l¬klar¬ için sigorta şirketinin rezerv seviyesinin uç de¼gerlerinin da¼g¬l¬m¬ve bu

da¼g¬l¬mlar¬n çeşitli karakteristikleri elde edilmi̧stir.

Bundan sonra yap¬lacak olan çal¬̧smalarda, toplanan primlerden elde edilecek olan

getirinin stokastik olarak ele al¬n¬p Bileşik Binomial risk modelinde, homojen ol-

mayan hasar oluşum olas¬l¬klar¬incelenebilir.
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