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Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir.

Ik boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, tezde gerekli olan bazi temel kavramlara yer verilmistir.

Uciincii boliimde, dual déniisiimiin tanimi yapilarak drnekler verilmistir.

Dordiincii boliimde, dual uzaylarda dual doniigiimiin tanimi yapilmis ve uygula-
malara yer verilmigtir.

Beginci boliimde, dual doniisiim yardimiyla kiiresel hareketlerin dénme eksenleri ve
ani donme eksenleri incelenmigtir, donel yiizeylere 6rnekler verilmistir.

Altinc boliimde, uzay hareketlerinin vida eksenleri dual doniisiim yardimiyla ince-

lenmistir ve son boliimde tezde elde edilen sonuglar tartigilmigtir.
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1. GIRIS

Oklid uzay1 ve Lorentz-Minkowski uzayimdaki ortogonal catilarmn goriiniimlerini mu-
kayese etmek amaciyla, kutu ve egik kutu resimleri bir dual doniigiim yardimiyla
incelenmigtir (Dohi vd. 2010). Dual déniigiim bu iki uzay arasinda bir koprii gorevi
gormektedir. Bu ¢aligmada, dual doniisiim ve uygulamalar: dual uzaylara genisletile-

cektir.

S@(n)\{am =0} ve S@(n —1,1) dual uzaylar arasinda bir dual doéniigiim vardir.
Bu doniisiim, Oklid uzay1 ve Lorentz-Minkowski uzayimm dual uzaylar: arasindaki
iligkiyi gormemize yardimci olacaktir. Bu boliimde 6nemli rol oynayacak 3x3-liik

dual matrislerin iki kiimesi agagidaki gibidir.

SO(n) = {A € GL(n,D)|ATA = AAT = I, det A = 1},

SO(n —1,1) = {A € GL(n, D)|ATGA = AGAT = G, det A = 1},

ve I,—1, (n-1)x(n-1)-lik birim matris ve I dual sayilar halka-

sidir. Burada, D yerine R-reel sayilar kullanilirsa,

SO(n) = SO(n),

-~

SO(n—1,1) = SO(n—1,1)

olur.

Bu ¢alismada, ¢nce dual doniigtimiin tanimi yapilarak érnekler verilecektir, sonra
dual doniigiim dual uzaylara genisletilecektir. Dual doniigiim yardimiyla kiiresel
hareketlerin dénme ekseni ve ani dénme ekseni {iizerine, uzay hareketlerinin vida
ekseni iizerine geometrik uygulamalar yapilacaktir. Ayrica iki uzay arasindaki ben-
zerlikleri incelemek amaciyla dual doniistim kullanilarak elde edilen donel yiizeyler

Mapple 13 yardimiyla gizdirilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

R™, bilinen vektor yapisi ile n boyutlu reel vektor uzay1 olsun. R™ uzayinda bir
vektoriin bilinen koordinatlari (z1, . .., z,) olarak verilir. Burada, R™ uzayinda iken
R"™ nin genel yapisi diisiiniilecektir ve bilinen anlamdaki "yatay" veya "dikey" ler ile

ifade edilecektir.
2.1 Oklid Uzay1

Tanim 2.1.1 Bog olmayan bir A ciimlesi ve bir K cismi iistiinde bir vektoér uzay:

V olsun. Asagidaki énermeleri dogrulayan bir
f:AXA—YV

fonksiyonu varsa A ya V ile birlegtirilmis bir afin uzay denir:

(1) YP,Q,Re Aicin f(P,Q) + f(Q, R) = f(P, R)

(2) VP € AveVa €V igin f(P,Q) = «a olacak bicimde bir tek € A noktasi
vardir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.1.2 R3, 3-boyutlu standart reel vektor uzay ile birlestirilmis afin uzay ele
alalim. z = (21, 79, 73) ve y = (1, ¥2, y3) iki vektor olsun. R? vektor uzaymda Oklid

i¢ carpimi
3
i=1

biciminde tanimlanirsa boylece R? afin uzay: 3-boyutlu Oklid uzay1 olur ve E? ile

gosterilir.

Bir reel afin uzayda tammlanabilen biitiin kavramlar, bir Oklid uzaymda anlam
kazanirlar. Bununla beraber reel afin uzayi ile Oklid uzay: farkhdirlar. Ciinkii, bir V
reel vektor uzayi ile birlegen A afin uzaydaki metrik 6zellikler V' de secilecek olan ig
carpimdan dogarlar, bu nedenle Oklid uzaymdaki 6zeliklerle diger afin uzaylardakiler

farkl olurlar (Hacisalihoglu 2000).



Tamm 2.1.3 © = (z1, 79, 73) ve y = (y1, Y2, y3) € E> olmak {izere,

d: EPxE — R

(z,y) — Z(yz — z;)?

olarak tamimlanan d fonksiyonuna Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(x, %) reel

sayisina da z,y € E? noktalar arasindaki uzaklhk denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.4
d: E*xE — R

(w,y) — dla,y) = ||z7]

biciminde tanimlanan d fonksiyonuna E? de Oklid metrigi denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.1.5 Vz,y, 2 € E? icin Zyz agisin olgiisii
{yz,y2)

cosf = T =
152 ][ [yl

den hesaplanan 6 reel sayisidir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.6 E? de sirali bir { P, Py, P5, P;} nokta dortliisiine, R® de kargilik gelen

{PyPy, PyPy, PyPs} vektor iigliisii, R3 igin bir ortonormal baz ise {Py, Py, P», P3}
sistemine E? iin bir dik catis1 veya Oklid catis1 denir (Hacisalihoglu 2000).

Sonug 2.1.1 E? de Ey = (0,0,0), £y = (1,0,0), E; = (0,1,0) ve E; = (0,0,1)
—_——
noktalar1 standart bir dik cati1 olustururlar. <E0EZ-, EOEJ-> = 0;; oldu gundan,

{EyE,, EyEs, EgE3} sistemi R3 vektor uzay igin bir ortonormal bazdir. Burada

1, i=j
0, 17#J

§ij -

dir (Hacisalihoglu 2000).



Tamim 2.1.7 E3 deki {Ey, B, By, E3} catisima standart Oklid catist denir (Hacisa-
lihoglu 2000).

2.2 Lorentz Uzay:

Tanim 2.2.1 Lorentz-Minkowski uzay1 E} = (R”, (,)) metrik uzayidir, (,) metrigi

ile agagidaki gekilde tanimlanir:

n—1
(u,v) = Zuivi — UpUp, U= (U, ooy Up), 0 = (V1 ey Up).
i=1

(,) metrigi, Lorentz metrigi olarak adlandirilir, indeksi 1 olan non-dejenere metrik
olarak yorumlanir. E} Minkowski uzay1 ve (,) Minkowski metrigi olarak da ad-
landirthir. Burada, R" uzayinda iken Oklid metrigi diisiiniilecek ve Oklid uzayini

karsilayan E™ ifadesi kullanilacaktir.

Ayni zamanda agagidaki gibi yazilabilir,

10 0

101 o |v=4"Gw.

(u,v) =u

00 -1

Lorentz-Minkowski uzayimin alt boyutlar1 agagidaki gibi gosterilir:
n=1,E = (R,(), (u,v) = —uv.

n =2, B2 = (R%)), (u,v) = ujv; — usvy. B2, Lorentz-Minkowski diizlemi olarak

ifade edilecektir (Lopez 2008).

Tanim 2.2.2 Bir v € E} vektort,
(i) (v,v) > 0 veya v = 0 ise spacelike,
(ii) (v,v) < 0 ise timelike,

(iii) (v,v) =0 ve v # 0 ise lightlike



olarak adlandirilir.

Burada, v = 0 olmasi durumunda (v, v) = 0 saglanmasina ragmen vektoriin spacelike

oldugu belirtilir(Lopez 2008).

Tanim 2.2.3 Verilen v € E? vektorii igin /|(u,u)| ifadesi u vektériiniin normu
olarak adlandirilir ve |u| ile gosterilir. w vektdriiniin normu 1 ise bu vektore birim

denir.

Sonug 2.2.1

i) u bir spacelike vektor ise |u| = /(u, u),

ii) timelike vektor ise |u| = \/—(u,u) olur (Lopez 2008).

Tanim 2.2.4 E} uzayma ait light koni, E} uzaymin tiim lightlike vektorlerinin

kiimesidir ve agagidaki sekilde tanimlanir:
C = {v € By (0,0) = 0} — {(0,..,0)}

C, alt boyutlarda asagidaki gibi hesaplanir:

n=2ign, C ={ (z,y) € B} 2> —y*=0}—-{(0,0) } biriz—y =0digeriz+y =0

olan iki dogrudan olusur.

n=31ign, C ={ (z,y,2) € E} 2> +4y*>—22=0} —{(0,0,0) } tepe noktas: orijin

olan konidir.

Timelike vektorlerinin kiimesi 7' ile gosterilir ve agagidaki sekilde verilir:

T = {v € E}; (v,v) < 0}.



T timelike vektorlerin kiimesinin iki bileseni {v € T;v, > 0} ve {v € T;v, < 0},
birbiri ile tam olarak baglantili degildir. Spacelike vektorler kiimesi daima baglan-
tilidir.  C' light konisi, n = 2 durumunda birbirleri ile baglantili dért bilegenden

olugurken n > 2 olmasi durumunda iki bilegsenlidir (Sekil 2.1).

timelike

spacelike spacelike

timelike

Sekil 2.1 Light koni

Tanim 2.2.5 U C E7 bir alt vektor uzay: olsun. U daki indirgenmis metrik pozitif
tamuml ise U spacelike, indeksi 1 olan non-dejenere ise timelike ve U # {0} ise

lightlike olarak adlandirilir.

Bir vektoriin veya bir alt uzayin spacelike, timelike veya lightlike bir causal karaktere

sahip olmas1 beklenir.

Bir alt uzay ve bu alt uzayin causal karakteri ile ilgili 6rnekler agagida verilmigtir:

1. (1,0,0) ve (0, 1,0) spacelike vektorlerdir. (0,0, 1) bir timelike vektordiir. (1,0,1)
ve (0,1, 1) lightlike vektorlerdir.



2. < (1,0,0),(0,1,0) > spacelike bir diizlemdir. < (1,0,0), (0,0,1) > ve
< (0,1,0),(0,0,1) > timelike diizlemlerdir. < (1,0,0), (0,1,1) > lightlike bir
diizlemdir. Yukarida verilen alt uzaylarin her birindeki metrige ait matrisler,

verilen bazlara gore sirasiyla asagidaki sekilde verilir:

3. <(1,0,0),(1,1,1) > lightlike bir diizlemdir fakat {(1,0,0),(1,1,1)} spacelike

vektorlerdir. Metrige ait matris asagidaki sekilde verilir:

4. < (0,1,0),(0,2,1) > timelike bir diizlemdir fakat {(0, 1,0), (0,2,1)} spacelike

vektorlerdir. Metrik su sekilde verilir:

5. (0,1,0) spacelike bir vektordiir, (0,1, 1) lightlike bir vektordiir fakat
< (0,1,0),(0,1,1) > timelike bir diizlemdir. Metrik agagidaki sekilde verilir:

Onerme 2.2.1 E} uzaymin her alt uzay: spacelike, timelike veya lightlike olmak

zorundadair.

Ispat n boyut tizerinde tiimevarim uygulansmn. n = 2 ise non-trivial alt uzaylar 1

boyutludur ve sonug asikardir.

1. U non-dejenere ise U+ de non-dejenere olur. O halde U nun ortonormal baz

7



ve U+ in ortonormal bazi, E} in ortonormal bazlarimi verir. Dolayisiyla U daki —1
lerin sayisi, 1 veya 1 den az olur. Boylece U daki metrige ait matrisler agagidaki

gibidir, U timelike veya pozitif taniml olur.

+1 ... +1

+1 +1

2. U dejenere ise U nun bazinda bulunan sayilar: +1, —1, ve 0 dir.
W C U alt uzayi, bazlarinda +1 ve —1 sayilar1 bulunan non-dejenere bir alt uzaydir.

Dolayisiyla W, Lorentzian veya pozitif tanimlhidir. Bu, U daki metrige ait matrislerin

asagidaki gibi olduklar1 anlamina gelir.

+1 ... +1

+1 -1

O halde W nin ortonormal altuzayn W+ ve W+ C E7 oldugu diistiniilerek, W+
iki durumda asagidaki gibi gosterilir. Ilk durum, W+ spacelike oldugunda; ikinci

durum, W+ timelike oldugundadr.

Ilk durum icin: W+ spacelike ise, bir ortonormal baz diisiiniilsiin, U C W+ icinde

bir lightlike vektor vardir ki bu da imkansizdir.



Ikinci durum igin: W+ timelike ise boyutu E? in boyutundan bir eksik olur,

yani boy(W+) = n — 1 olur ve tiimevarim hipotezi kullanilir. Bunun igin U ile W+
nin arakesiti diisiiniiliir, bu da W C U nin ortogonali olan bir W’ olur. Bu alt
uzay W+ icindedir, dolayisiyla spacelike, timelike veya lightliketir. W’ deki metrik
dejenere oldugundan lightlike’tir. Boylelikle, ortonormal baza gore verilen W' deki

metrigin matrisi +1,...,+1,0 dir.

+1

+1

Bu baz ve W nin bir bazi birlikte, U nun bir bazini olusturur. Olusturulan baz

(+1,...,+1)+ (+1,...,4+1,0) dir ve bu baza gore verilen metrige ait matris agagidaki

gibidir:

+1 ... +1

+1
+1 ... 0

U nun lightlike oldugu anlamina gelir.

Simdi, causal karakterine bagh olarak alt uzaylarin karakterizasyonlari verilecektir.

Onerme 2.2.2

1. v € E} olsun. < v > timelike (sirasiyla spacelike, lightlike) < v spacelike

(sirasiyla timelike, lightlike) vektor olur.



2. U C E? bir alt uzay olsun. U+t timelike (sirasiyla spacelike, lightlike) < U
spacelike (sirasiyla timelike, lightlike) alt uzaydir.

ispat

1. v spacelike veya timelike bir vektor olsun ve ¢ = +1 oldugunda (v,v) = €

oldugu varsayilsin. E} in ortonormal bazi, bir elemam v olacak sekilde genisletilirse,

(en,€,) = —e oldugunda B = {v,ey,...,e,} olur. O halde < v >t=<e,,..., e, >
dir, ki bu alt uzay € = 1 ise timelike, ¢ = —1 ise spacelike bir alt uzaydir. Diger
taraftan {es, ..., e,} baz, (e,,e,) = £1 oldugunda < v > nin ortonormal bir baz
olsun.
B ={v,es,...,e,} ye bagh olarak verilen metrige ait matris goyledir:
(v,v) 0 0

0 1 0

0 0 . €
Lorentz metriginin indeksi 1 dir, o halde (v,v) = —e olur ve bu da sonucu gosterir.

v bir lightlike vektor olsun. Yukaridaki dii siince ile, v €< v > alt uzay1 lightlike
olmak zorundadir. < v > lightlike ise, yine yukaridaki diisiince ile, v vektorii

spacelike veya timelike olamaz, v lightlike olmak zorundadir.

2. U timelike iken v € U bir timelike vektor olsun. O halde U+ Cc< v > olur.
Yukaridaki madde ile, < v > spacelike oldugu goriiliir ve spacelike alt uzaym her

alt uzay1 da spacelike oldugu icin U~ spaceliketir.
U spacelike ise ve E? = U @ Ut oldugundan U+ alt uzay1 spacelike olamaz. U+

lightlike ise Lorentz metrigi dejenere olmalidir. O halde, énerme 2.2.1 ile U~ timelike

olur.

10



Sonugc olarak U lightlike ise, yukaridaki yukaridaki diisiince ile, U+ spacelike veya
timelike olamaz. O halde U+ lightlike olur.

Onerme 2.2.3
1. u,v € B} olsun. u ve v timelike vektorler ise (u,v) # 0 dir.

2. u ve v iki lightlike vektor ise, ancak ve ancak (u,v) = 0 olursa lineer bagimh

olurlar.
ispat

1. Genel durumu bozmadan, |u| = 1 oldugu varsayilsmm. B = {e1,...,e,}, u = e,
gibi, E} in ortonormal bir baz1 oldugu diisiiniilsiin. v = > x;e; olsun. (u,v) = 0 ise
i=1
n—1
zp(u,u) = 0 olur. O halde x,, = 0 dir. Dolayisiyla v = x;e; dir ve bu nedenle
=1

7

n—1
(v,v) = > 2 > 0 olur, ki bu bir geligkidir.
i=1

2. u ve v lineer bagiml ise ortogonaldirler. Simdi, bu vektérlerin ortogonal olduklar:
diigiiniilsiin. e, = (0,...,—1) olsun. E} =< ¢, >+ @& < ¢, > ifadesi iginde
u=z+ e, ve v =1y + pe, yazilsin. (u,v) = 0 iken ve bunlar lightlike vektorler

olacak sekilde, asagidaki esitlikler elde edilir.

(z,y) — A= 0.
|z — A% = 0.
ly|* — u® = 0.

Ug esitligin toplamu ile,

(@,y)* = |z[*lyf?

elde edilir. = ve y spacelike vektor olduklar: i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi « ve y

11



nin lineer bagimh oldugunu garanti eder. O halde u ve v vektorleri icin de ayni sey

soz konusudur.

Simdi, timelike alt uzaylarda galisilacaktir.

Onerme 2.2.4 U C E? bir alt uzay ve boy(U) > 2 olsun. Asgagida verilen ifadeler

birbiri ile esdegerdir:

1. U bir timelike alt uzaydir.

2. U lineer bagimsiz iki lightlike vektor igerir.

3. U bir timelike vektor icerir.

ispat

1=2 {eq, ..., ey} ban, e, timelike vektorii ile, U nun bir ortonormal baz olsun. O

halde e; + e, ve e; — e, lineer bagimsiz lightlike vektorler olurlar.

2=3 u ve v lineer bagimsiz iki lightlike vektor ise u+v veya u — v bir timelike vektor
olur, ¢iinkii

(utv,utv)==22(u,v)

ve (u,v) # 0 dir (Onerme 2.2.3).

3=1 v vektorii U ya ait bir timelike vektor olsun. O halde U+ Cc< v >* dir ve
< v > bir spacelike alt uzaydir. Sonuc olarak U+ spacelike tir ve bu nedenle U

timelike olur (Onerme 2.2.2).

Yukaridaki sonug, bir alt uzayin timelike olup olmadigini bilmek i¢in, o alt uzayda
yalniz bir timelike vektor bulmanin yeterli olacagini séylemektedir. Bu durum diger

alt uzaylar icin gecerli degildir. Ornegin E? uzayinda x = 0 diizlemi (0, 1, 0) spacelike
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vektoriinii ve (0,1, 1) lightlike vektoriinii barindirir fakat diizlem ne spacelike ne de
lightlike bir diizlemdir. Buna ek olarak, y — 2z = 0 bir lightlike diizlemdir ve lightlike
vektorler igermektedir. Fakat diizlemdeki tiim lightlike vektorler (0, 1, 1) vektoriiniin

bir kat1 olan, diger bir deyisle bu vektor ile lineer bagimli olan vektorlerdir.

Lightlike alt uzaylar ile devam edilecektir.

Onerme 2.2.5 U, E? de bir alt uzay olsun. Asagida verilen ifadeler birbiri ile

esdegerdir:

1. U bir lightlike alt uzaydir.

2. U bir lightlike vektor igerir fakat timelike vektor igermez.

3.UNC=L-{0} ve (L) = 1.

boy(U N Ut) = 1 oldugu durumdadir.

ispat

1=2 U daki metrik dejenere oldugu icin U da bir lightlike vektor vardir. Timelike
vektor yoktur (Onerme 2.2.4).

2=3 Lightlike vektorler bulundugu icin U N C' arakesiti bog kiime degildir. Tekrar
onerme 2.2.4 ile, eger iki lineer bagimsiz lightlike vektor olsaydi bir timelike vektor
var olurdu, ki bu imkansizdir. Dolaysiyla, U daki tiim lightlike vektorler lineer

bagimhdir.

3=-1 Lightlike vektorler var oldugundan alt uzay spacelike degildir. Hipotez ile,
U daki tiim lightlike vektorler lineer bagimhdir ve énerme 2.2.4 U nun timelike

olmadigim belirtir. Sonug itibariyle, Onerme 2.2.1 U nun lightlike oldugunu soyler.
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Alt uzaylarin hiper diizlemler icin olan daha yiiksek boyutlu oldugu hallerde, R™

deki Oklid metrigini kullanarak causal karakteri ayirt etmek miimkiindiir.

Onerme 2.2.6 P, E? in bir hiperdiizlemi olsun. v de Oklid metrigi ile bir ortogonal
vektor olsun. Bu durumda, v bir timelike (sirasiyla spacelike, lightlike) vektor < P

bir spacelike (sirasiyla timelike, lightlike) diizlem olur.
Ispat P,
P={(z1,...,2,) e R a2 + ... + apz, =0}

olarak yazilirsa v vektorii (ag, . . ., a,) vektorii ile lineer bagimlh olur. P ayni zamanda

su sekilde de yazilir:

P = {(x1,...,2,) € BY; ((x1,...,20), (a1,...,—ay))
= 0
= <(ay,...,—a,) > .
(ay,...,—ay,) in causal karakteri v ninki ile aymidir, ¢iinkii
((a1,...,—ay), (as,...,—ap)) =aj+...—a = {v,v)

olur ki bu sonucu ispatlar.

ET de hiperdiizlemler tizerine ¢alisilmaya devam edilecektir. Burada, hiperdiizleme
ait bir normal vektorii diisiiniilsiin ve bu vektoriin normu Lorentz ve Oklid metrigi

ile ayr1 ayr1 hesaplanarak bir kargilagtirma yapilsin.

Onerme 2.2.7 P spacelike veya timelike bir hiperdiizlem ve P =< v > ise, |v] = 1
iken,

lvle >1

olur, e alt indeksi oldugunda hesaplama E" nin Oklid metrigi ile yapildigim gosterir.
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ispat
P=A{(zy,...,2,) € R a2 + ... + apz, = 0}
seklinde yazilsin. Genel durumu bozmadan, v = (a4, ..., —a,) oldugu varsayilsin.

ai+...—a2 = e ve (v,v) = € oldugunu bilinir. Burada, ¢ = —1 ise P timelike, € = 1

ise P spacelike’tir. v nin normu Oklid metrigi ile hesaplansm. € = 1 ise sonuc,

2 2 2 2 2 2 2
vl = ai+...4a;_+a, >ai+...+a;_, —a,

= €

=1

seklinde olur. Eger ¢ = —1 ve (v,v) = —lisea®? =1+al+...+a? ;> 1olur. O

halde a? + ...+ a2 | =a? — 1 ve
wZ=al+...+a’ +a:=2d2-1>1

elde edilir.

Yansimalar (Oklid anlamdaki) ile E? deki ortogonalligin iligkilendirilmesi agagidaki

gibidir. Bu iligkilendirme E? de yapilacaktir.

Onerme 2.2.8 E? Lorentz-Minkowski diizlemi diisiiniilsiin. v € E? ise u nun orto-

gonal bir vektorii C' light konisine gére u nun bir yansimasidir (Sekil 2.2)
Ispat u = (x,y) olsun. ax — by = 0 ise (a,b) € u* olur. u nun zy = x; dogrusuna

gore yansimasi e igindedir ve (y, x) tir. Dogrunun denklemi (y, z) noktasim saglar,

xr.x1 — Y.y = 0 olur. Sonug olarak, (a,b) vektorii denklemi saglar.
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Sekil 2.2 Lorentz uzayinda w nin ortogonal vektorleri u ve v

Bu boltimde son olarak, ET in timelike vektorlerinin 7" kiimesinde bir denklik bagin-
tis1 tanimlanacaktir. V w € T icin, v nun agagidaki kiime ile verilen timelike konisi
tanimlanir.

C(u) ={v e T;{u,v)y <0}

Bu kiime u € C(u) oldugundan bog kiime degildir. Buna ek olarak T', C'(u) ve
C(—w) nun ayrik birlegimidir: v € T ise (u,v) # 0 olur ve bu nedenle v € C(u)
veya v € C'(—u) dur. Bundan bagka, C'(u) NC'(—u) = () dir. Timelike konilerin baz
ozellikleri agagidaki gibidir.

Onerme 2.2.9

1. (u,v) <0 < u ve v aym timelike konide yatan iki timelike vektordiir.

2. C(u) =C(v) & uel(v)

Ispat 1. (u,v) < 0ise u € C(v) dir. u,v € C(w) oldugu varsayilsm. (w,w) = —1

oldugu diisiiniilebilir. z,y €< w >* ve (a,b) den, u = x + aw ve v = y + bw olsun.
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< w > bir spacelike alt uzay oldu gundan, |(x,y)| < |z||y| ve

(u,v) = —ab+ (z,y) < —ab+ |z[ly] (2.1)

olur. Fakat (x,z) < a? and (y,y) < b* dir. O halde |z| < |al,|y| < |b] ve esitlik 2.1

in sonucu olarak (u,v) < 0 olur.

2. u € C(v) ise (u,v) < 0 olur, yani v € C'(u) dir (Lopez 2008).

Simdi timelike vektorler icin Cauchy-Schwarz esitsizligi yardimiyla iki timelike vek-

tor arasindaki ag1 tanimlanacaktir.

Teorem 2.2.1 u ve v timelike vektorler olsun. Bu takdirde

[{u,0)| > /= (u, u) /= (v,v)

dir ve egitlik durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter kosul v ve v vektorlerinin

lineer bagimli olmasidir. v ve v vektorleri ayni zaman konisi i¢inde ise
(u,v) = — |ul [v] cosh

olacak bicimde bir tek ¢ > 0 sayis1 vardir. ¢ sayisina u ve v vektorleri arasindaki

hiperbolik agi denir (O’Neill 1983).

Sonug 2.2.2 u, v ayn1 zaman konisinde yatan iki timelike vektor olsun. Bu takdirde
lu+v| > |u| + |v]

dir ve egitlik durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter kosul u ve v vektorlerinin

lineer bagiml olmasidir (Lopez 2008).

Tanim 2.2.6 v ve v, E3 uzaymmn vektorleri olsun. wu = (ui,us, u3) ve
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v = (v, ve, v3) olmak iizere,
u X v = (—(ugvz — ugvy), —(u1v3 — uzvy), U1V9 — UV )

esitligi ile belirli u x v vektorlerine u ile v nin vektorel ¢arpimi denir (Lopez 2008).

1€ {]_, 27 3} lQlIl €; = (51‘17 52'27 5@3) olmak lzere,

€1 €2 €3
UXV=|u; U Usg

U1 V2 Vs

determinant1 acilarak eq, e5, —eg vektorlerine gore diizenlenirse elde edilen vektoriin

u x v vektoriine egit oldugu kolayca goriiliir (Lopez 2008).

Tanim 2.2.7 u,v,w € B3 olmak iizere (u x v,w) = det(u,v,w) sayisma u,v,w

vektorlerinin karma garpim denir (Lopez 2008).
Onerme 2.2.10 u,v € E? olmak iizere,
i) Vu,v € B3 uxv=—vXu.

(
(i) u x v vektorii u ve v vektorlerine diktir.

(iii) u x v = 0 olmas i¢in gerek ve yeter kogul {u, v} nin lineer bagimli olmasidir.
(iv) u x v # 0 vektoriiniin P = (u,v) diizleminde olmasi i¢in gerek ve yeter kogul P

diizleminin null olmasidir (Lopez 2008).

E?  Lorentz-Minkowski uzayma ait izometriler ile devam edilecektir.
f: Bt — E7, E} in bir izometrisi olsun, V u,v € E} icin (f(u), f(v)) = (u,v) dir.
E} e ait bir B = {ey, ..., e,} ortonormal baza gore f nin matrisi A olsun. g = (,)
oldugunda G = M (B, B) olur. u = (21,%a,...,2,) =2 ve v = (Y1,Y2, .-, Yn) =Y

olsun.
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O halde, f(u) = M(f, B, B)z, f(v) = M(f, B, B)y ve

(f(u), f(v)) =2"ATGA

(u,v) = 2" Gy

olur. Ciinkii bu, V z, y i¢in saglanir. Dolayisiyla A matrisi,

iken, ATGA = G yi saglar.

Herhangi bir izometriye ait eigen degerler 1 veya —1 oldugu i¢in, E} in ortonormal
bir baz1 su durumda secilebilir: A ya karsilik gelen matris, esas kosegende sadece 1,
—1 ve 2 x 2-lik bloklar (her biri kigegenlegtirilebilir olmayan) ile olugturuldugunda,
2 x 2-lik bloklarin her biri bir vektor uzaymin izometrilerine kargilik gelmektedir. E?

deki izometrilere drnekler ile devam edilecektir.

f : E? — E2, E? de bir izometri olsun. B = {e;, ey} ortonormal baz ise, f nin

matrisi A, ATGA = G yi saglar.

a b 1 0
A= LG =
c d 0 -1
ATCA a ¢ 1 0 a b a?—c* ab—cd
b d 0 -1 c d ab—cd b — d?
O halde,
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ab—cd=0

olur. Ilk iki denkleme gore durumlar ayirt edilecektir.

1. a = coshf, b = sinhy, ¢ = sinhf ve d = coshep.
O halde tigiincii deklem —sinh(6 — @) = 0 dir. Dolaysiyla, § = ¢ olur. A ma-

trisinin gosterimi de agagidaki gibidir:

coshf sinh@
A= ,detA =1
sinhf cosh6

2. a = —coshf, b = sinhp, ¢ = sinhf# and d = coshop.
O halde iigiincii deklem sinh(f 4+ ¢) = 0 dir. Dolayisiyla, ¢ = —6 olur. A ma-

trisinin gosterimi de agagidaki gibidir:

—coshf —sinh@
A= ,detA = —1
sinh cosh 6

3. a = coshf, b = sinhy, ¢ = sinhf and d = —coshe.
O halde iigiincii deklem sinh(f 4+ ¢) = 0 dir. Dolayisiyla, ¢ = —6 olur. A ma-

trisinin gosterimi de agagidaki gibidir:

coshf —sinh6
A= ,detA = —1
sinhf — cosh#f

4. o = —coshf, b = sinhy, ¢ = sinhf and d = —cosho.
O halde iigiincii deklem —sinh(f — ¢) = 0 dir. Dolayisiyla, 6 = ¢ olur. A ma-

trisinin gosterimi de agagidaki gibidir:
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—coshf® sinh@
A= ,detA =1
sinhf —cosh®

Teorem 2.2.1 f, E} in bir izometrisi ise, f(u) ve f(v) arasindaki agt A(u) ve A(v)

arasindaki aci ile aynidir.

Ispat Sadece timelike vektorler icin ispat yapilacaktir.

Eger u birim vektorii timelike ise, f(u) birim timelike vektor olur. Bundan bagka,

u ve v ayni timelike konide yatiyorsa,

(f(w), f(v)) = (u,v) <0

olur. u ve v arasindaki ¢ acis1 ¢ € [0, 00) iken goyledir:

= Y osh ©.
Sonug olarak, ¢ = @ dir.

R"in her B baz i¢in pozitif yénlendirilme yapildiginda, bir f : R” — R" izomor-
fizminin yonii korudugu hatirlanir, o halde f(B) pozitif yonlendirilmigtir. Bu, f nin
determinantinin pozitif oldugunu soylemek ile esdegerdir. E} in izometrilerinin de-

terminant1 +1 veya —1 oldugundan, determinanti +1 olan izometriler yonii korurlar.

B = {ey,...,en}, e, timelike vektor iken, EY in bir ortogonal bazi olsun. e,,
(0,...,0,1) vektorii ile ayn1 timelike konide yatiyorsa, B ye gelecege yonlendirilmis

(future-directed) baz denir.
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Tanim 2.2.8 f : E} — E} bir izometri olsun. Eger her ortogonal gelecege yon-
lendirilmig B bazi i¢in f(B) de gelecege yonlendirilmis bir baz oluyor ise, f timelike

yonlendirmeyi korur denir.

Onerme 2.2.11 f : B — E} bir izometri olsun ve A = (a;;), E} in bir olagan
bazina gore f nin matris gosterimi olsun. a,, > 0 < f timelike yonlendirmeyi

korur.

Ispat f doniigtimii,

<f(€7L)767L> = <f(en)7 (0’ s 0, 1)> <0

timelike yonlendirmesini korur. Ciinkii

n

flen) = Z Winn; (f(€n), €n) = —nn

i=1

dir. O halde a,,, > 0= (f(e,),e,) <0 olur.

O1(n), E? in tiim vektor izometrilerin kiimesini ifade etsin ve O;(3) ile gosterilsin.
0:(3) = {A € GI(3,R"); ATGA = G}.
Siradaki dort kiime su sekilde olacaktir:
O (n) ={A € Oy(n) : an, > 0,det(A) =1}

O~ (n) ={A € O01(n) : apn, > 0,det(A) = -1}
O (n)={A € 01(n) : ap, < 0,det(A) =1}

07 (n) ={A € 01(n) : ap, <0,det(A) = —1}.
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2.3 Oklid Uzay1 ve Lorentz Uzayinda Anti-Simetrik Matrislerin Gésterimi

Tanim 2.3.1 3x3-liikk anti-simetrik matris [B] nin ii¢ bagimsiz elemani vardir.

0 —bs b
[B] = | bs 0 —b (2.2)
—by by O

Bu elemanlar bir vektor temsil eder, b = (by, by, b3) (McCarthy 1990).

Tanim 2.3.2 E? de, her 3x3-liikk semi anti-simetrik matris ¢ izomorfizmi altinda bir

vektor belirler:
o:01(3) — Ef
0 —wWs Wa
W = w3 0 —wr| — Qb(W) =W"= (wl, wz,wg). (23)

Wweo —W1 0

Burada ¢1(3), 3x3-liik semi ortogonal matrislerin grubu O;(3,R) in Lie cebiridir.

Not: Burada, R- reel sayilar yerine D dual sayilar halkas1 kullanilirsa, matrislerin

elemanlan esitlik 2.2 ve esitlik 2.3 te oldugu gibi bir vektore karsilik gelir.

2.4 Dual Uzay

Tanim 2.4.1 R-reel sayilar ciimlesi (+) toplama ve (.) ¢arpma iglemlerine gore bir
cisimdir. Reel sayilar cismi de R ile gosterilsin.

V a,a* € R olmak iizere, A = (a,a*) ikilisine bir swrali ikili denir. Bu sekilde
tanimlanan R x R ciimlesi D ile gosterilsin.

D ={(a,a*) : a,a* € R} iizerinde iki i¢ igslem ve egitlik agagidaki gekilde tanimlanir
(Hacisalihoglu 1983).
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Tanmim 2.4.2 @ : D x D — D ig islemi, A = (a,a*) ve B = (b, b*) olmak iizere,
A® B = (a,a*) @& (b,0*) = (a + b,a* + b*) geklinde tanimlanir ve D deki toplama
olarak adlandirilir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.4.3. © : D x D — D i¢ islemi, A = (a,a*) ve B = (b,b*) € D olmak
lzere,

AGOB = AB = (a,a*)®(b,b*) = (ab, ab*+a*b) seklinde tanimlanir ve ) deki garpma
olarak adlandirihir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.4.4. A= (a,a*) ve B = (b,b*) € D igin, a = b, a* = b* ise A ile B esittir
denir ve A = B geklinde gosterilir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.4.5 D = R x R ciimlesi ilizerinde toplama, carpma ve esitlik islemleri
yukaridaki gibi tamimlanmig ise D ciimlesine dual sayilar sistemi ve V(a,a*) € D
elemanina da bir dual say1 denir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.4.1 (D, ®, ®) tigliisti birimli degigimli bir halkadir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.4.6 A® X = A denkleminin ¢oziimii olarak tanimlanan dual sayiya ID nin

sifir1 denir ve 0 = (0, 0) ile gosterilir (Hacisalihoglu 1983).
Tanmim 2.4.7 Bir A = (a,a*) € D dual sayisinda "a" reel sayisina A nin reel kismu,
"a*" reel sayisina da A nin dual kismi denir ve ReA = a, DuA = a* geklinde yazilir

(Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.4.8 (1,0) = 1 dual sayisina D deki ¢arpma igleminin birim eleman1 veya

D deki reel birim denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.4.9 (0,1) dual sayis: kisaca ¢ ile gosterilecektir. Yani (0,1) = ¢ alinacak

ve dual birim olarak adlandirlacaktir (Hacisalihoglu 1983).
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Sonug 2.4.1 ¢ ® e = £? = (0,0) oldugu goriiliir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.4.2 A = (a,a*) € D dual sayis1, A = a + ea* seklinde yazilabilir. Yani
(a,a*) = a+ ea* dir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.4.3 A = (a,a*) bir dual say1 ve A € R ise A ile A nin garpimu,
AA = (Aa, A\a*) dir. (Hacisalihoglu 1983).

Tanmim 2.4.10
DxDx ]D):{/a\:(Al,AQ,Ag)’AiG ]D),l §Z§3}

kartezyen carpim ciimlesi D halkas: iizerinde bir modiildiir, D—modiil veya dual

uzay olarak isimlendirilir. D iin bilegenleri dual vektorlerdir.

Tanim 2.4.11 D-Modiil’iin elemanlar: olan sirali dual tigliilere dual vektorler denir

(Hacisalihoglu 1983).
— % . =
Teorem 2.4.4 @, a* € R?® olmak iizere D—Modiil’de her bir A dual vektorii,
A=T+ea’ [£=(0,1) €D

seklinde yazilabilir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.4.5
A=7+ed" = (a, E?) dual vektoriiniin A € I skaleri ile ¢arpimi

A = (\T, A

dir (Hacisalihoglu 1983).
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Teorem 2.4.6

- — — =
a b

) ve B =(b, b*) e D-Modiil icin,

A =(a,

—_ _*)
a

—Bed=1, b

|

dir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.4.7 R? vektor uzayr D-Modiil’iin, elemanlar1 (@, 0) seklinde olan bir alt

ciimlesine izomorftur (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.4.12 A = ad +ea*, B = b + cb* € D-Modiil dual vektorlerinin ig
garpimi,

FD¥x D3 — D

seklinde bir lineer doniigimdiir ve

f(A,B) =

olarak tamimlanir.

Tipkr bir vektor uzay: tizerinde oldugu gibi i¢ ¢arpim aksiyomlarini D-Modiil {ize-

rinde de kabul edebiliriz. Bu aksiyomlar sunlardir:
. — —
I;: VA, B € D-Modiil ig¢in,

<Z’, §> - <§, Z> (degigim ozelligi)
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. — —
Io: VA, B € D-Modiil ve a € D igin,

— — - = — —
<aA, B > = <A , aB> =« <A, B > (skaler ile ¢arpimin birlesme 6zelligi)

(Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.4.13 Bir A = @ +ea* dual vektdriiniin normu diye (@ # 6),

] (33" = oA

e’

dual sayisina denir. Bundan sonra bu dual sayi,

— 3
a,a

a=|d| ve a*= Tz

olmak iizere,

ﬁ
HAH:aJrsa*

olarak yazilacaktir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.4.14 Normu reel birime kargilik gelen (1,0) dual sayisi olan dual vektore
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birim dual vektor denir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.4.8 A = @ + ca* birim dual vektor ve @ # 0 ise,
1) =1, <7,§> —0

dir (Hacisalihoglu 1983).

- —
Teorem 2.4.9 A # (0, @) € D-Modiil olmak iizere,

—
U:

birim dual vektordiir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.4.15

—

(X =7 +ea | H)_f“ = (1,0 7,2 € R%}
ciimlesine D-Modiil’de birim dual kiire denir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.4.10 (E.Study doniistimii) A # (0,7@) € D-Modiil olmak tizere D-
Modiil’de denklemi

H

[4]]= 0.0

olan birim dual kiirenin dual noktalar1, R*'teki yonlii dogrulara birebir karsilik gelir

(Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.4.16 Z =a + 5? € D-Modiil olmak iizere,
ﬁ
U =

birim dual vektoriine A vektoriintin ekseni denir (Hacisalihoglu 1983).
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Tamim 2.4.17 A;, Ay, A3 birim dual vektorlerinin R*’teki temsil ettikleri yonlii
dogrular bir noktada dik olarak kesisirlerse z,@ ve 1?; birim dual vektorlerine

ortonormal dual vektorler denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanmim 2.4.18 Elemanlar1 dual sayilar olan bir A matrisine dual matris denir ve
A= [Aij}v A,‘j = Q4 + 8&;}

seklinde gosterilir. Reel matrisler icin gegerli olan islemler dual matrisler i¢in de

gegerlidir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.4.19 A dual matrisi icin AAT = AT A = I, ise A dual matrisine ortogonal
dual matris denir (Hacisalihoglu 1983).
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3. DUAL DONUSUM

Bu boliimde, bu tezin baglangi¢ noktasi olan ¢alismanmn (Dohi vd. 2010) aciklamast

yapilacaktir. Kullanilacak n x n-lik matrislerin iki kiimesi agagidaki gibidir.
SO(n) = {A € GL(n,R)|ATA = AAT = I,,,detA = 1},
SO(n—1,1) = {A € GL(n,R)|ATGA = AGAT = G, detA = 1},

buradaki G matrisi, G = dir ve I,,, n x n-lik birim matristir.

Birinci kiime, E* Oklid uzayindaki izometriler ile olusturulmustur ve bu izometriler
R™ deki yonlendirmeyi korurlar. Ikinci kiime olarak ifade edilen SO(n — 1,1), E}

Minkowski uzayindaki determinant1 1 olan izometrilerdir.

Bu ve bundan sonraki boliimde, n x n-lik matrisler agsagida verilen A matrisi gibi

bloklara boliinmiis sekilde yazilacaktir,

B| C
A= ,
D | any,

Unpn 7 0 dir. Buradaki B matrisi, (n—1) x (n—1)-lik bir kare matris; C, (n—1) x 1-lik

bir siitun matrisi ve D bir satir matrisidir. Bu matriste, a,,, # 0 oldugu igin,

X ={A € SO(n);an, # 0}

Y ={Ae€SO(n—-1,1);an, # 0}

kiimeleri kullanilacaktir.

X ={A€S0(n);am #0}veY ={A € SO(n—1,1);a,, # 0} kiimeleri arasinda,
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f X — Y olacak sekilde bir doniisiim tanimlanir ve asagidaki gibi ifade edilir.

fidm f4) = — (_BD) (f

buradaki T iist indisi matristeki transpozdur.

Simdi, f nin iyi tanimh oldugu gosterilmelidir. Oncesinde, siradaki bir énerme ve

iki yardimer 6nerme ispat edilecektir.

Onerme 3.1 A € X ise, f(A) €Y olur.

Ispat f(A)'Gf(A) = G ve f(A)Gf(A)T = G oldugu ispatlanacaktir. A matrisi,
SO(n) kiimesinin icindedir. Bundan dolay1 A, ATA = AAT = I esitligini saglar.
Bu ifade,

(Bl ) (B BB +CC' | BD" +anC | _
D ‘ Qnn cT ‘ Gnn DBT +a,,CT ‘ DDT + a,,?
oldugu anlamina gelir.
Bu carpim sonucunda elde edilen esitlikler agsagidaki gibi yazilir.
BB +CC" =1, , (3.1)
BD" + a,,C = DB +a,,C" =0 (3.2)
DD" +a,,* =1 (3.3)
Esitlik 3.2 den
BDT
C=- )
ann
oT _ _ DBT
ann

elde edilir.
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Esitlik 3.1 kullanilarak,

BDTDBT DTDBT
BBT + == = B(B" + =),

2
QApp Ann

DTDBT

BB =I=B"'=B"+ .

a’TLTL
elde edilir.
Esitligin diger tarafi ele alindiginda,

AT A BT ‘ DT B ‘ C BB+ DTD ‘ BTC + a,, DT ;
cT ‘ Unn, D ‘ Ann, C*'B +a,,D ‘ CTC + ayp,,?
oldugu goriiliir.
Bu carpim sonucunda agagidaki esitlikler yazilir.
B'B+D'D=1,, (3.4)
B'C + a,,D"B + a,,D =0 (3.5)
CTO+ an? =1 (3.6)
Esitlik 3.5 ten
DT — _BTC
nn
CT'B
D=—
ann
elde edilir.
Esitlik 3.4 kullanilarak,
BTCCTB BTccT
BTB + B - ( r 2 )B7
a’nn ann
BTCCT
B'B=1=B"'=B" >
ann

elde edilir.
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A matrisinin, ATA = AAT = I esitligini sagladig goriiliir. Simdi, f(A4)'Gf(A) = G

ve f(A)Gf(A)T = G oldugu ispatlanmalhidir.

. ) (o) (e s
FATGHA) = | — e
ol W 0] -1 an | @
_1| =DT —1I\T C

cr | 1 D ‘_L

Ann ann Ann Ann

B—I(B—l)T __DTp | BTlC DT

| ey Zn oo aZnQ

+ann2 aan_aan

Ann

Bu carpim sonucunda elde edilen esitlikler su sekilde gosterilmelidir

1 DTD
B HBHT - - =1, (3.7)
B~'c DT CcT(B™HT D
+—= B, 5 =0 (3.8)
Qnn Ann Qnn Qnn
cre 1
i -1 (3.9)

Esitlik 3.7 nin ispatinda, B~! kullamilmaldar.

Unn 2 BT + DTBT)(ann2B + BDTD) DTD

DTDBT BD'D_  DTD
(B"+——5—)( ) —— = 3 2 2
BT B + a,,’BT"BD"D + a,,,’D"DB"B + D" DBTBDT D DTD
= U )~ nn*
Esitlik 3.3. ve 3.4 ten,
BTB=1-DTD,
DDT =1 — a,,*
kullanilarak,
ann*I + DT Da,y,,? DTD
= A )~ n? !
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oldugu goriiliir. B!, esitlik 3.8 in ispatinda kullanilir.

B-'c pr (BT+ECS)c  pr
+ = m? T 2

2
Qnn Qnn QAnn Qnn

p’c BTcc'c DT B'C B'C B'C D'
= +— = + — +—

Esitlik 3.5 ve 3.6 dan,
ctc =1-a,2
pr_ BTC
ann
kullanilarak,
BT'Cc BTC BTC B'C
- T T~ + 5 =0

elde edilir.
Esitlik 3.9 un, 3.6 dan elde edildigi aciktir.

( —1)T C I ‘ 0 -1 | =DT
f(A)Gf(A)T — Ann - ann
=D 1 0l =1 o 1
ann ann ann ann
T
(B—l)T C B! ‘ D
— Ann Ann
—-D 1 -cT | _ 1
ann Ann Gnn ann
~-I\Tp-1 _ cc” B-_HTDT c
(B ) B - 2 | T - 2
— (ann) ann Ann
—DB1 . cT DDT 1
2 ann2 ann2

Ann ann

Bu carpim sonucunda elde edilen esitlikler su sekilde gosterilmelidir.

B ., ccT
(B™H)'B™ — 7 =T (3.10)
B~—HT'DT C -DB~t  (C7T
B ¢ _ Y (3.11)
ann a'nn2 ann a’nn2
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DDT 1

PR =—-1 (3.12)
Esitlik 3.10 un ispatinda B~! kullanilir.
cc'B,, . BfccT ccr
(B+ A BT A )~ G

ann’B+CTCB . a,,’BT + B"CC” cct
= ( 2 >( 2 ) B 2

ann ann

_ (am“BBT + a2 BBTCCT + a,,2CCT"BBT + CCTBBTCCT) ccr
— d -

ann a’I’LTL

Esitlik 3.1 ve esitlik 3.6 dan,

BBT =1 -CCT",

CTC =1-ay*
kullanilarak,
anntl + a,,2CCT . CCT
B i )= aw?

oldugu goriiliir.

B, esitlik 3.11 in ispatinda kullanilir.

—DB' T -D(BT+EZRE)  or

ann a’TL?"L

Esitlik 3.4 ve 3.2 den,
B'B=1-D'D,
DBT

ann

cr = -

kullanilarak
—a,, 2 DBT — DDTDBT + DBT
3

ann

elde edilir.
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Esitlik 3.12 nin, 3.3 ten geldigi aciktir.

Ispatin tamamlanmasi icin, f(A) nin determinantinin +1 oldugu gosterilmelidir.

Bunun icin asagidaki iki yardimci énermeye ihtiyag vardir.

Yardimci Onerme 3.1 A matrisi SO(n) kiimesinde ise, a,, # 0 olmak iizere,

det(B) 1
U
olur.
Ispat A matrisi agagidaki sekilde yazilir.
Bl C B | =BD”
A pum pu— ann
D (07 D Ann

Bu matris, det(A) min hesabi igin, iki matrisin ¢arpimi seklinde de yazilabilir.

B \ 0 I ;f:

D ‘ 1 0 L
1

det(A) = det(B)a—

O halde, det(A) = 1 dir. Sonug olarak, det(B) = a,, olarak elde edilir.

Yardimci Onerme 3.2 A € SO(n — 1,1) ise, an, # 0 olmak tizere,
1
det(B)— =1

a’TLTL

dir.
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Ispat A matrisi agagidaki sekilde yazilr.

B| C B | 8D
A:

D Apn D Ann
Bu matris, det(A) min hesabi igin, iki matrisin ¢arpimi seklinde de yazilabilir.

DT
ann

1

B‘O l
D‘l 0

Ann

Buradan,

det(A) = det(B)——
ann

oldugu goriiliir.

Yardimc: Onerme 3.1%in ispatinim devamu igin, det(A) = 1, dztrff) = 1 ve yardimc1
onerme 3.2 kullanilir.

det(f(4)) = det(B~)T) 1 = i

1

ann

f nin iyi tanimh oldugunun ispatindan hemen sonra, 1-1 ve érten oldugu gosteril-

melidir. Bunun i¢in f~!:Y — X, asagidaki gibi tanimlanir.

(Bl 1 { aw(BY|C

D | an, Unn

> |
Onerme 3.2 f, 1-1 ve ortendir; f~!, f nin inversidir.

Ispat f nin 1-1 ve érten olmasi, f~! in iyi tammh oldugu anlamna gelir. Ciinkii ,
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flof=1Ix
dir.

O halde, asagidaki esitlikler elde edilir.

fof™(A)=Iv(4)

f(A) ve f71(A) igin ornek verilebilecek 6zel matrisler agagidaki gibidir.

Ornek 3.1.

1. A matrisi,

cosSs sins
A=

—sins coss

SO(2) kiimesine aittir. A € X olmasi icin ag = coss # 0 olmahdir. Yani, s # £7
olur.
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A matrisinin f dual doniigiimii altindaki goriintiisii f(A),

1 1 sins sec(s) tan(s)

sins 1 tan(s) sec(s)

olarak elde edilir.

Elde edilen bu matris SO(1,1) kiimesine aittir. Onceki boliimden hatirlanacak
olursa, SO(1,1) = OF(2) U O;*(2) olarak ifade edilir. O halde § € R acisina
bagl olarak f(A),
cosh(f) sinh(0)
sinh(0) cosh(0)
veya
—cosh(f)  sinh(0)
sinh(f)  — cosh(0)

olarak yazilir.

6 acismin secimi, cos(s) degerinin pozitif veya negatif olusuna baghdir. ilk durumda,
0 agst cosh(f) =sec(s) ve sinh(f) = tan(s) esitliklerini saglamaldir.

sec(s)” — tan(s)® = 1 oldugundan, tek bir 6 acisim varhgmdan soz edilir.

2. B matrisi,

+cosht sinht
B =
sinht Zcosht

SO(1,1) kiimesine aittir. f dual doniigtimii ile f(B),

1 1 sinh ¢
4+ cosht _sinht 1

f(B)

(t € R)

olarak elde edilir, SO(2) kiimesine aittir.

Not: [ doniigtimii lineer degildir. f(A+ B) # f(A) + f(B)
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Ornek 3.2 3x3-liik bir ortogonal A matrisi agagidaki gibi verilsin.

f dual doniigtimii altindaki goriintiisii,

f(A)

semi-ortogonal matrisi olur.

f(A) € SO(2,1) oldugu asagidaki gibi gosterilir.

() -
(3) (7)) -
(1) + (1)° - (Vﬁf

Ayni zamanda f(A) satirlarinin ve siitunlarinin kendi aralarinda i¢ garpim sifirdir.

Ornek 3.3 3x3-liik bir ortogonal B matrisi agagidaki gibi verilsin.

g sl g
= ST
5l - g
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f dual doniistimii altindaki goriintiisii,

f(B)

—V11

2L Bl sl
g e 5
- & §|q

semi-ortogonal matrisi elde edilir ve saglamasi 6rnek 3.2’dekine benzer sekilde yapilir.

41



4. DUAL UZAYLARDA DUAL DONUSUM
4.1 Dual Uzaylarda Dual Doniisiim

Tanimm 4.1.1 A = [@ij]nan, a;; € D olmak {izere AAT = ATA = I, ise A ya dual

ortogonal matris denir.

Sonug 4.1.1 A € 5(71) olmak iizere A = A 4 A* dual ortogonal matrisinde A* =
WA ve Ae O(n) dir. Burada W, nxn-lik anti-simetrik matristir. Gergekten,

AAT = 1,
esitliginden,
(A4 eANAT + ATy =1, + 2.0
AAT 4 (AAT + A AT =1,
AAT =1,, A€ O(n)
AAT + A*AT =0

elde edilir.
A AT =W

olsun.

WE+W =0
A*=WA

elde edilir. O halde,
AAT — 1, ise det A = +1 dir.

Bu ve bundan sonraki kisimlarda, 3x3-liik matrisler, asagida verilen A matrisi gibi
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bloklara boliinmiis sekilde yazilacaktir,

@pn in reel kismu sifirdan farkhdir. Burada, B bir (n-1)x(n-1)-lik dual matris, C
bir (n-1)x1-lik dual siitun matrisi ve D bir satir matrisidir. Bu matriste Gy, # 0
oldugundan, X = {A € SO(n):Gp, # 0} ve Y = {A € SO(n — 1,1);Gpp # 0}

kiimeleri kullanilacaktir. Bu kiimeler arasinda bir dual déniigiim tanimlanir.

Teorem 4.1.1. X ve Y arasinda bir dual doniisiim vardir.

f XY
~ @B | C (4.1)

buradaki T', tranpozunu gostermektedir.

n = 3 icin SO(3)\{ass = 0} ve SO(2,1) arasindaki dual doniisiim agagidaki gibidir.

a11 daiz2 A3 Q22  —Q21 Q13

T |~ ~ —~ ™ 1 ~ ~ ~

A= |Gy Gy G| [f(A)= Fs | Q12 a1 a3 (4.2)
a31 daz2 G33 —as3; —azy 1

Ispat Teoremin ispat icin f (A\) es 5(2, 1) oldugunu gostermeliyiz. € igaret matrisi

ve B=f (ﬁ) dual semi-ortogonal matris olsun.
BT =B e (4.3)
Esitlik 4.3 iin her iki tarafi, soldan Be ve sagdan ¢ ile garpilirsa,

BeBTe = Iy (4.4)
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elde edilir. Egitlik 4.4 iin saglamas1 yapilirsa,

622 _621 613 1 0 O aQQ _612 _631
BeB'e = - |—Gi Gn G| |01 0|z; |—Gun an  —as
—631 —agg 1 00 -1 /dlg 623 1
100
= 010|=5h
00 1

elde edilir.

4.2 Dual Uzaylarda Dual Doniisiim Uygulamalar:

Tanimi verilen dual doniisiim i¢in bu béliimde uygulamalar yapilacaktir.

Ornek 4.2.1. ﬁ, 2x2-lik 6zel bir dual matris olsun.

- cosf) sinf
)

—sinf cosf

10
01
0 0

burada A € X ve Gas = cosf £ 0 (0 # £7) dur. A matrisinin  f dual doniistimii

altindaki goriintiisii f (ﬁ) asagidaki gibidir.

f(A) _ 1 sinf secl tanf

’é BN o~ o~
o8 sinf 1 tanf sect

0 =% ve 0" =1 alnirsa,

flx+ex®) = f(x) +ef (z)z
cos(0 + €6*) = cos — esin 0.6"
sin(f + €0*) = sin @ — e cos 0.0*
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tan(f + €0*) = tan @ + ¢(1 + tan®0).0"
elde edilir. Bulunan degerler matriste yerine yazilirsa,

™

=

— :} —
T pis V3 1 1 _ V3
sin 3 cos 3 2+52 5 — €%

elde edilir. A matrisinin dual ortogonal matris oldugu asagidaki gibi gosterilir.
2 2
1 V3 V3 o1
——e— | +|—F -z =1
2 2 2 2
Vi 1Y (1 B
e Hlz-em) =1
2 2 2 2
Ayni zamanda satirlarin ve siitunlarin kendi aralarinda i¢ ¢arpimlar: sifirdir.
1 V3 V3 1 V3 1\ (1 V3
el e I R e B - I
2 2 2 2 2 2 2 2
1 V3\ (V3 1 V3 1\ (1 V3
e R R - I p-Riuy I
2 2 2 2 2 2 2 2

A dual ortogonal matrisinin f dual doniigiim altindaki goriintiisii agagidaki gibidir.

~ 1 1 —\/754—5 2+2\/§€ \/§+4€
f(A) = g =

1B\ B 1 V344 2+ 2V3e

N |—

f (ﬁ) matrisinin dual semi-ortogonal matris oldugu asagidaki gibi gosterilir.
2 2
<2+2\/§s> = (\/§+4€> ~1

<x/§+4s)2 _ (2+2\/§e>2 — 1.

Satirlarin ve siitunlarin kendi aralarinda i¢ ¢arpimlar: da sifirdir.

(2+2v3e) (VB+42) = (VB+42) (2+2v3e) =0
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(2+2\/§a) <\/§+45) - <2+2\/§s) <\/§+45) —0

Ornek 4.2.2 A\, 3x3-liikk dual ortogonal bir matris olsun.

1 2 1 (142 —24++/2

2 5(1“‘\/3) 2 5(\/(;) e( /6 )

A— | L V3Hv2y L —V3+v2) 2 _\2

A= FTeRY) BT 0%

Ly (=B 1y By 1, 2

AT —uteE) Bte

Dual doniistim yardimiyla f (121\) hesaplanirsa,

Goeld)  —hedd) <0V
f(A) = \%4_5(\/5%\//6673\/5) %_€<ﬁ+@+3ﬂ) V2 — 3¢

—_

L4 e(¥8522) D BRVE R

-~

elde edilir. f(A) matrisinin dual semi-ortogonal matris oldugu asagidaki gibi gos-

erilir.
T ) ) o

3, VBrvE-3v2) (3 VBrVBi3va) 2
<%+e( 7 )) +<%—s< v )) —(V2-3) =1

(1 +E(W)) 4 (1 +5(M)> ~(VB-evE) = 1

2

Ayrica, matrisin satirlarinin ve siitunlarinin kendi aralarinda i¢ ¢arpimlar: sifirdir.

(L_ (i)) (_L_ (i)>+ BB VOoavEN (3 VEHVEEaVZ [ VEoavEN () Ve 3vE
vz G NN Ve < NG Ve © V6 ST © 2

(25 o) (- \/i))+<% ; E<W)> (va- 35),<1 ; Edéjﬁ)) (V3 - ev8)=0

(7% - 5(%)) (8(1 - \/5)) + <% - 5(7‘/5+ ‘/\/g; 3\/§)> (\/57 35) - (1 +s(‘/6;3‘/§)> (\/57 s\/é)zo

(G~ e@) (o + ) + (o) (G 50 - o) (-390
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(% - s(%)) <1 +e(@)>+(7% 75(%)) (1 +a(ﬂ))—(s(l -v) (VB - =v6)=0

3 V3 + V6 —3v2 V6 —3v2 3 V3+ V6 +3V2 -6 —3v2
(% +E(T)> (1 +e(f)>+<% - S(T)) <1+5(f)>-(\/§7 3¢) (V3 - ev6)=0
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5. KURESEL HAREKETLER

5.1 Kiiresel Hareketlerin D6nme Ekseninin Dual Do6niisiim Yardimiyla

Incelenmesi

Bu boliimde, déonme matrisleri eksenlerinin dual doniisiim altinda degismezveya

paralel kaldig1 gosterilecektir.

Teorem 5.1.1 f dual doniisiimii agagidaki gibi verilsin.

f : SO(3) — SO(2,1)
A f(A) =B

Doénme matrisi A nin ekseni ile boost matrisi B nin ekseni, dual doniisiim altinda

degismez veya paralel kalir.

Ispat. A € SO(3) bir ortogonal matris olmak iizere,

11 a2 Q13

A= Q21 d22 G23

a31 daszz G33

A — AT ile A nin dénme ekseni hesaplanir (Ramis ve Yayh 2010).

11 Qa2 Q13 ailp ag1 G31 0 Q12 — Q21 G13 — 31
T _ _
A-A" = G21 Q22 Q23| — [G12 Q422 (32| — |[A21 — Q12 0 Q23 — 432
az1 asz G33 13 a23 (33 ag1 — 13 Az2 — 423 0

Esitlik 2.2 den, désnme ekseninin dogrultman vektorii w0 asagidaki gibidir:

ﬁ —
u = (a32 — Q23,0d13 — A31, Q21 — a12)-
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AW = U esitliginin saglamas: agagidaki gibidir.

11 Q12 413 a3z — Q23 azz — Q23
A—) _ _ o —
U = lag1 a9 a23 aig—ag; | — | a3z —az [ = U
a3z; aszz ass Q21 — Q12 a21 — Q12

Simdi, bu hesaplamalar E$ e tagimmacaktir. Bunun i¢in éncelikle

f(A) = B € SO(2,1) nin dénme ekseni bulunmalidir.

O1(3) iin bilegenlerinden biri O} (3),
07+(3) = {A € O\(3): det(A) = Lagy > 0]}

seklinde ifade edilir. O (3) {in sabit biraktigi eksen L olmak iizere, bu tiir izometrilere

boost adi verilir (Lopez 2008).

olmak {izere, B — B~! matrisi ile B nin dénme ekseni hesaplanir.

a2 —a12 Aa3s1

-1 _ T. — L
B™ =eB'e = ass | —@21 Qi1 (32

—a13 —agz 1

0 —G21 + Q12 Q13 — 431
1 1
B-B = ass | Q12+ a21 0 (23 — A32
—ag1 + a3 —agy + ass 0

E3 de, donme ekseninin dogrultman vektorii w asagidaki gibidir.

— 1
w = —(a32 — Q23,013 — Q31,021 — Cl12)
a33
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Boylelikle,

ass
oldugu goriiliir.

Sp{w} = Sp{w}

oldugundan, A ve B nin dénme eksenleri paraleldir.

Ornek 5.1.1 A € SO(3) matrisi agagidaki gibi verilsin.

1 sint 0
\/sin2 t+1 \/Sin2 t+1
At = | — sintcost cost sint
( ) \/sin2 t+1 \/sin2 t+1
sin? ¢ o sin ¢ cost

\/sinz t+1 \/sin2 t+1

Bir eliptik harekete karsilik gelen bu ortogonal A matrisinin ve f doéniigimii altindaki
f(A) matrisinin donme eksenleri hesaplanacaktir (Ornek 3.26, Karger ve Novak
1985).Oncelikle E®’teki hesaplamalar yapilacaktir. A(t) — A(t)”, matrisin donme

ekseninin bulunmasina yardimci olacaktir.

1 sint 1 __ _sintcost sin® ¢
\/sin2 t+1 \/sin2 t+1 \/sinz t+1 \/sinz t+1 \/sin2 t+1
A(t) o A(t)T — _ _sintcost cost sint| — sint cost __ sint
\/sin2 t+1 \/Sin2 t+1 \/sin2 t+1 \/sin2 t+1 \/sin2 t+1
.92 .
sin“ ¢ sint .
st St cost 0 sint cost
| \/sin? t+1 v/ sin? t41
§ 0 sin t(14-cost) __ sin®t

v/ sin? t+1 \/sin? t4+1

. N sin t(1+cost) . sint
= — 0 sint + —=—=
\/ sin® t+1 sin“ t+1
sin? ¢ __ sint

—sint 0
| \/sin?t+1 v/sin? t+1
Doénme ekseninin dogrultman vektorii o,

_ sin ¢ sint sint(1 + cost)

a = sint, — ,—
Vsin?t + 1 Vsin?t + 1 )

CVsinlt+1l
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olur. Simdi f(A) = B’nin dénme ekseni, igin B — B~! matrisi hesaplanacaktir.

cost sintcost 0
\/sin2 t+1 \/Sin2 t+1
1 .
1 .
B(t) = — —sint sint
®) cost | /sin2t4+1  \/sin?t41
__ sin®t sin ¢ 1
-2 2
\/Sln t+1 \/sm t+1
cost __ sint sin® ¢
1 \/sin2 t+1 \/Sin2 t+1 \/Sin2 t+1
B(t)—l — sintcost 1 - sint
cost \/sin2 t+1 \/Sin2 t+1 \/sin2 t+1
0 —sint 1
0 sin t(14-cost) __ sin®t
v/ sin? t+1 v/ sin? t+1
1 int(1 t : i
B(t)— B(t)™! = —gndltcos) 0 sint 4+ —Snl__
cost \/sin2 t+1 4/ sin? t+1
sin? ¢ sint + sint 0

B \/sin2 t+1 \/sin2 t+1

ﬁ
Donme ekseninin dogrultman vektorii b,

7 1 sin ¢ - sin? ¢ sint(1 + cos t))
= — —sint, — , —
cost’ +/sin?t + 1 Vsin?t + 1 Vsin?t + 1
olur.
— 1
b =—a
cost

Sp{a@} = Sp{b}

elde edilir. O halde, bu iki eksen birbirine paraleldir.

5.2 Kiiresel Hareketlerin Ani D6nme Ekseninin Dual Déniisiim Yardimyla

Incelenmesi

Bu boliimde, dual doniisiim yardimiyla ani donme hareketi ile ilgili uygulamalar
yapilacaktir. Hareketin ani donme ekseni énce Oklid uzayinda sonra Lorentz uza-
yinda incelenecektir.

A bir ortogonal matris olsun. Oyleyse A’ AT, Oklid uzayinda bir anti-simetrik matris

olmalidir (Karger ve Novak 1985). Benzer sekilde A bir semi-ortogonal matris olsun.
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O halde A’A™! Lorentz uzaymda bir antisimetrik matris olmalidir.

Y = AX (4.1)

Esitlik 4.1 in her iki tarafi A=! ile carpilirsa,

ATlY = ATTAX

A7lY = X,

elde edilir. Esgitlik 4.1’min tiirevi alinirsa,

Y = A'X.
Y = AAYY
Y =WY

elde edilir, burada W Lorentz uzayinda anti-simetrik bir matristir ve kiiresel hareketin

ani donme eksenini verir (Sekil 5.1).

Sekil 5.1 Ani donme hareketi
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Teorem 5.2.1 f dual doniisiimii agsagidaki gibi verilsin.

f i SO(3) — SO(2,1)
A f(A) =B

Bir parametreli hareket matrisi A’nin ani dénme ekseni ile B’nin ani dénme ekseni

dual doniigiim altinda ayni kalmaz.

Ispat A € SO(3) ortogonal matrisi asagidaki gibi verilsin.

aix aiz2 A3
A= Q21 Q22 Q23

a31 Q32 a3z

A matrisinin ani dénme ekseni, A’ AT matrisinin hesaplanmasiyla elde edilir. Burada

A’ matrisi, A nmin tiirevidir.

i ! !
ay1 A1p Qg 11 dg21 G31
AT / / /
AAT = Qg1 Gyp Qo3| |Q12 G22 A32

! ! !
a3; Q39 QA3 | [G13 (23 A33

’ ’ ’ ’ ’ ’
0 (11021 + Q15022 + Q13023 Q17031 + Q15032 + Q13033
_ ’ ’ ’ ’ ’ ’
= |ag1a11 + Ay0a12 + Q53013 0 (51031 + Q9032 + Ay3033
’ ’ ’ / / / 0

Anti-simetrik matrisi elde edilir. Esitlik 2.2 den, ani donme ekseninin dogrultman

vektorii o,

— ! ! ! i i i ! ! !
U = (a3,a91 + a5y00 + A33093, 1, a31 + a19a32 + A)3a33, A5 11 + AyG12 + Ao3013)

olarak ifade edilir.

Bu hesaplamalar E? e tagiacaktir. B’B~! matrisi, f(A) = B € SO(2, 1) matrisinin
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ani donme eksenini verir.

G2  —da12 0431
B! =¢eBTe = s | —021 Q11 a32
—aiz —ag 1
, 0 —a12hy — A1105) — G23Y3 (5031 — G51a32 + a3
B'B'= @ —a)9a20 — ayyaz1 — abhgais 0 —a)9a31 — a}az2 — abs

!/ / / !/
—a310a22 + a390a21 a31a12 — Q39011 0

Anti-simetrik matrisi elde edilir. Esitlik 2.2 den, F}’deki ani dénme ekseninin

dogrultman vektorii w,

ﬁ
w =

/ ! / / / / / /
P (—a31a12 T 39011, U031 — Ug1A32 + A3, —A1p022 — Aq1021 — a23a13)
33

olarak elde edilir. @ # w olur. O halde, f dual doniisiimii A ve B matrislerinin

ani donme eksenlerini sabit birakmamigtir.

Ornek 5.2.1 Bir eliptik harekete karsilik gelen érnek 5.1.1 deki A € SO(3) ve

f(A) € SO(2,1) matrislerinin ani dénme eksenleri hesaplanacaktir.

1 sin ¢ 0
\/sinz t+1 \/sinz t+1
A(t) _ | _ _sintcost cost sint
\/sin2 t+1 \/sin2 t+1
. 2 .
sin“t o sint cost
\/sin2 t4+1 /sin? 141
Oncelikle A’ AT matrisi hesaplanmalidir.
sintcost cost 0
3 3
(sin? t4-1)2 (sin? t4-1)2
.4 2, 2 .
A,(t) — | sin®¢4sin®? (;)os t _ _ 2sint - cost
(sin? t4+1)2 (sin? t4+1)2
sin t(sin2 t+2) cost cost _sint

3
(sin? t41)2

o4

3
(sin? t41)2



0 cos? t __sintcost

sin? t+1 sin? ¢t+1
! T __ 2¢
ABA[M) = |- sifl%st—l—l 0 1
sintcost -1 0

sin? t+1
Elde edilen anti-simetrik matris yardimiyla ani dénme ekseninin dogrultman vektorii

0, asagidaki sekilde ifade edilir.

. 2
- sintcost cos“t

= (_L )

Csin2t+ 1 sin?t+1

Simdi f(A) = B’nin ani dénme ekseni igin B’B~! matrisi hesaplanacaktir.

sintcost cost 0
- 3 3
(sin? t+1)2 (sin? t4+1)2
’ Cemr2 4 ain2 2 : 2
B (t) — sec 't 2sm t;an t 4\/§smttan§ t S€C2t
(sin®t+1)2 (83—cos 2t)2
2 i02 2
. 2tantsec§ sec” t+sin ttgn t secttant
(sin?t+1)2 (sin?t+1)2
0 cost __sintcost
sin? t+1 sin? t+1
B'(t)B(t)! = _ _cost
(1)B(1) e |
sintcost
sin? t4+1 1 0

Ani donme ekseninin dogrultman vektorii w,

N sint cost cost
w :(_]—a_ ) )
sin“t+1 sin“t+1

)

olur. @ # w olur. O halde, A ve B matrislerinin ani dénme eksenleri, f dual

doniigtimii altinda ayni kalmamigtir.

5.3 Dual Déniigiim Ile Elde Edilen Dénel Yiizeyler

Bu boliimde, dual déniisiim yardimiyla elde edilen dénel yiizeylerin Lorentz ve Ok-
lid uzaylarindaki goriiniimleri incelenecektir. Bir donme matrisi, bir egriye etki

ettirilerek donel yiizey elde edilecektir. Elde edilen donel yiizeylerin goriintimleri

kargilagtirilacaktir. Yiizeyler, Mapple 13 yardimiyla ¢izdirilmistir.
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Ornek 5.3.1 A matrisi agagidaki gibi verilsin.

1 0 —0

— 62 02
A=1-0 1-5 5
- - 14+

A matrisi, a(s) = (coss,0,sins) (gember) egrisine etki ettirilirse agagidaki matris

elde edilir.

1 0 —0 COS 8 coss —0sin s
2 2 2 .
Aa(s)=|-0 1-% © 0 = —fcoss+ L sins
2 2 . . 2 .
—0 —% 1—|—% sin s —Hcoss—l—sms—l—%sms

Elde edilen donel yiizey, sekil 5.2 de sol taraftaki resimdir. Simdi bu resmin Lorentz
uzayindaki goriintimiinii incelemek i¢in A matrisinin dual déniigiim altindaki goriin-

tiisii hesaplanacaktir.

1-2 6 -9

2
A= —"_| _ 02
0 £ 1

02

1—% 6 —0 COS S Coss—?coss—ﬁsins
2
f(A).a(s) 31 6 0 12 5 0 S fcos s + % sin s
0 £ 1 sin s 0 cos s + sin s

elde edilir. Bu donel yiizey sekil 5.2 de sag taraftaki resime kargilik gelmektedir.
Iki resim mukayese edildiginde birbirine benzer gériiniimlere sahip olduklar: dikkat

cekmektedir.
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Sekil 5.2 Cemberin dondiiriilmesiyle elde edilen 1. donel yiizey

Ornek 5.3.2 Donel yiizey elde etmek icin secilen A matrisi, x-ekseni etrafinda

donme yaptiran matris olsun.

1 0 0
A= |0 cost —sint

0 sint cost

Simdi, A matrisi a(s) = (cos s, 0,sin s) (gember) egrisine etki ettirilirse,

1 0 0 CoS S CcoS S
Aa(s)= |0 cost —sint 0 = | —sintsins
0 sint cost sin s costsin s

elde edilir. Bu, sekil 5.3 te soldaki resim yani kiiredir. Islemler Lorentz uzaymna

tasinirsa,

f(A) = 0 1 —sint
0 —sint 1
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matrisi elde edilir. f(A) matrisi yine ¢cembere etki ettirilirse,

cost 0 0 COS S costcoss
1 1
A . = — Q] e Tt 1
f(A).a(s) cost 0 1 sint 0 P sintsin s
0 —sint 1 sin s sin s

matrisi hesaplanir. Sonug olarak, sekil 5.3 te sagdaki resim elde edilmis olur.

Sekil 5.3 Cemberin dondiiriilmesiyle elde edilen 2. donel yiizey

Sekil 5.3 incelendiginde, iki resmin birbirine benzedigi goriiliir. Sagdaki resim sol-
dakinin acilmig hali gibi goriinmektedir. Ayni matris farkli egrilere etki ettirilerek

¢ikan sonugclar incelenmeye devam edilecektir.

Ornek 5.3.3 A, x-ekseni etrafinda dénme yaptiran matris olsun.

1 0 0
A= |0 cost —sint

0 sint cost
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4 5sins
coss’ "7 coss

A matrisine a(s) = ( ) (hiperbol) egrisi etki ettirilirse,

1 0 0 4 4
cos s cos s

A'a(s) = |0 cost —sint 0 — —5sinssint
cos s

1 5sin s 5sin scost
0 sint cost o nsc

olur. Boylece, sekil 5.4 te soldaki resim elde edilir. A min dual doniisiim altindaki

goriintiisii ile resim Lorentz uzayma tasimacaktir.

cost 0 0
f(A) = — 0 1 —sint
0 —sint 1

olur. §imdi, f(A) matrisi ayni egriye etki ettrilirse, sekil 5.4 te sagdaki resim elde

edilir.
4 4cost
1 cost 0 0 cos s 1 cos s
f(A)Oé(S) = 0 1 —sint 0 R —5sintsins
cost cost cos s
1 5sin s 5sin s
0 sint 1 S sin.

Sekil 5.4 Hiperboliin déndiiriilmesiyle elde edilen donel yiizey

Bir onceki 6rnekte oldugu gibi sekil 5.4 te de iki resmin birbirine benzedigi goriilmek-
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tedir. Yine sagdaki resim soldakinin agilmig halini amimsatmaktadir.

Ornek 5.3.4 A, x-eksenini sabit birakan dénme matrisi olsun.

1 0 0
A:

0 cost —sint

0 sint cost

A matrisi a(s) = (s, s?,0) (parabol) egrisine etki ettirilsin.

1 0 0

s s
Aa(s) = |0 cost —sint| | s? s? cost
0 sint cost 0 s?sint

elde edilir. Sonug olarak sekil 5.5 te soldaki resim elde edilmis olur.

cost 0 0
= 0 1 —sint
cost

0 —sint 1

matrisi ile Lorentz uzaymdaki goriiniimiinii incelemek ic¢in f(A) aym egriye etki
ettirilir.

cost 0 0 s %
1
A).als) = — — i 2 52
f( ) ( ) COSt O 1 Slnt S cost
0 —sint 1 0 gsint

olarak hesaplanir.
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Sekil 5.5 Paraboliin dondiiriilmesiyle elde edilen donel yiizey

Elde edilen resim gekil 5.5 te sagdaki resimdir ve soldaki resimle benzer goriiniime
sahiptir. Farkli uzaylarda benzer goriiniime sahip olmalar ilgi ¢ekicidir. Yukarida
verilen ornekler diigiiniildiigiinde, dual doniisiimiin bu iki uzay arasinda képrii vazi-

fesi yaptig1 goriilmektedir.
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6. UZAY HAREKETLERI

6.1 Uzay Hareketlerinin Vida Ekseninin Dual Doniisiim Yardimiyla

Incelenmesi

E3 de, dual ortogonal matris Ace 56(3) bir uzay hareketine karsilik gelir ve bu
hareketin ekseni vida eksenidir. Benzer gekilde, dual semi-ortogonal matris

f(A) = B € SO(2,1), E3 de bir kat1 harekete karsihk gelir ve bu hareketin ek-
seni vida eksenidir. Teorem 6.1.1’de, bu vida eksenlerinin ayni1 veya paralel oldugu

gosterilecektir.

Teorem 6.1.1 f dual doniigiimii, kat1 cisim hareketi matrisleri A ve f (ﬁ) nin vida
eksenlerini paralel ya da degismez birakir. (Bu, timelike ve spacelike durumlarda

gecerlidir.)

ispat. A € SO(3) dual ortogonal matrisi verilsin.

@11 a2 Q13
A= Q21 dg22 G23

a31 daszz2 G33

~

A — AT matrisi ile E3 deki vida ekseni hesaplanir (Ramis ve Yayh 2010).

0 (12 — A1 Q13 — A3
n AT ~ ~ ~ ~
A-A" = Q21 — Q12 0 A23 — 432
ag; — (13 A3z — (23 0

= A o o~ ~ o~ ~
u = (a32 — Q23, Q13 — 31, Q21 — 6112)

elde edilir. Vida ekseni,  vektoriiniin birim formu olarak hesaplanir.

=
Uy =

1)

=)
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1/7; birim dual vektorii E? de bir dogruya karsilik gelir. (E. Study doniistimii). Bu

dogru, hareketin vida eksenidir.

Bu hesaplamalarn E? in dual uzayma tagimak igin, f (A\) =BeS 6(2, 1) nin vida

ekseni bulunmalidir.

Qgy —Q21 Q13
~ 1
f(A):A_ —Q12 Q11 Aa23
a33

—asz; —azy 1

B — B! matrisi ile B nin vida ekseni elde edilir. Oncelikle B~ matrisi hesaplana-

caktir.

10 0 622 —612 —531 1 0 0
n-1_ _pT. _ 1 ~ ~ —~
B™ =¢eB'e = o 01 O —Q21 Q11 —A32 01 O
00 -1 13 a3 1 00 -1
0 —ag1 + @12 Q13 — A31
o) -1 1 |~ ~ ~ ~
B-B = 33 @21 — Q12 0 Q23 — (32
(13 — 31 (23 — U3 0
=
w = (6132 — Q23, Q13 — Q31,021 — a12>

vektorii elde edilir.

‘ =)

i
Wy =

birim dual vektorii, hareketin vida eksenidir.

&)

H

o~

—
Wy =

sl)

oldugu goriiliir. O halde, birim dual vektorlerin dogrultman vektorleri aynmidir, fakat

gegtigi noktalar farkh olabilir (E.Study doniigiimii.).

63



Ornek 6.1.1. A ¢ 56(3) dual ortogonal matrisi agagidaki gibi olsun.

1 e _1 _ e ¢
V2 V2 V2 V2
— | 1
A=1h+7 By
2
0 2 1

V2T V2 ¢
T_ AT _ | 2 2 2.2
A A" = 7§+7% 0 8( 72 )
—€ 5(‘/\552) 0

O halde,

elde edilir.

7= @7 = foros (e 2) =var 2

- VE+2 TS _
=0 f+f>—<<f“> 5

uO(f# S V2+ BV % V2 VR

birim dual vektoérii bulunur. Simdi bu hesaplamalar £ in dual uzayma tagimacaktir.

A matrisinin dual déniigiim altindaki goriintiisii olan f(A) = B € SO(2,1) matrisi,

L

1 _ e _1_ e ¢
V2 V2 V2 V2
— | 1
JA=15+7% %
2
0 —\é 1
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olur. B — B~ ! matrisi ile B nin vida eksenini verecektir.

1 1
i v owtyw !
Afl_ nT 1 1 2
B =eBe = |-%-% 5% %
—& € 1
2 2
0 -%-%B ¢
B-B7 = 15+% 0 =3
€ 5(’\/\/5{2) 0
p— 2—2 2 2¢e
=& 7€a_+—
(e( 7 ) 7 \/5)
- E(x/i+2) 2 4 2 \/_
— ( V2 £ V2 V2 241 c

V2+EV2+ B V24 2 )_<(f)f1)

elde edilir. Bu 6rnekte, dual vektorlere karsilik gelen vektorler ¢akisiktir. Dogrunun

gectigi nokta (—\%, 1?2/5, 0) ve dogrultmam (0,0, 1) dir. Bu dogrular, £ deki A ve

E3} deki f (121\) kat1 cisim hareketi matrislerinin vida eksenleridir.
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7. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde, Lorentz uzay1 ve Oklid uzay: arasinda bir képrii gorevi goren dual doniisiim-
ler ¢alisgtlmigtir. Bu doniigiimlerin dual uzayda tanimi yapilmig, reel ve dual uzay-
lardaki uygulamalarina yer verilmigtir. Dual doniigtimlerin invaryant biraktigi 6zel-
likler incelenmigtir. Kiiresel hareketlerin donme ve ani dénme eksenleri ile uzay
hareketlerinin vida eksenleri iizerinde durulmustur. Dual doniisiimlerin dénme ve
vida eksenlerini invaryant birakirken ani donme eksenini birakmadigi gozlemlen-
mistir. Maple 13 yardimiyla ¢izilen donel yiizey sekilleri ilgi ¢ekici olmustur. Sekil-
lerin goriintimlerinin benzerligi bu doniisiimiin iki uzay arasinda bir koprii gorevi

iistlendigine 151k tutmaktadir.
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