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ÖZET

Doktora Tezi

DUAL UZAYLARDA DUAL DÖNÜŞÜMLER VE GEOMETR·IK UYGULAMALARI

Gülsüm YÜCA

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

Bu tez alt¬bölümden oluşmaktad¬r.

·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, tezde gerekli olan baz¬temel kavramlara yer verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, dual dönüşümün tan¬m¬yap¬larak örnekler verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, dual uzaylarda dual dönüşümün tan¬m¬ yap¬lm¬̧s ve uygula-

malara yer verilmi̧stir.

Beşinci bölümde, dual dönüşüm yard¬m¬yla küresel hareketlerin dönme eksenleri ve

ani dönme eksenleri incelenmi̧stir, dönel yüzeylere örnekler verilmi̧stir.

Alt¬nc¬bölümde, uzay hareketlerinin vida eksenleri dual dönüşüm yard¬m¬yla ince-

lenmi̧stir ve son bölümde tezde elde edilen sonuçlar tart¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Kas¬m 2014, 70 sayfa

Anahtar Kelimeler: Dual dönüşüm, dönme ekseni, ani dönme ekseni, vida ekseni.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis
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AND THEIR GEOMETRIC APPLICATIONS
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Supervisor: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

This thesis consists of six chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

The second chapter contains basic de�nitions and theorems needed in the thesis.

In the third chapter, dual transformation has been de�ned, exercises have been

given.

In the fourth chapter, dual transformation in dual spaces has been de�ned and app-

lications have been given.

In the �fth chapter, rotation axes and instantaneous rotation axes of spherical mo-

tions have been examined with the help of dual transformation, rotational surfaces

has been drawn under this dual transformation.

In the sixth chapter, screw axes of space motions have been examined, the results

obtained in the thesis have been discussed.

November 2014, 70 pages

Key Words: Dual transformation, rotation axis, instantaneous rotation axis, screw

axis.
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Yard¬m¬yla ·Incelenmesi........................................................ 62
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Şekil 5.5 Parabolün döndürülmesiyle elde edilen dönel yüzey 61

vii



1. G·IR·IŞ

Öklid uzay¬ve Lorentz-Minkowski uzay¬ndaki ortogonal çat¬lar¬n görünümlerini mu-

kayese etmek amac¬yla, kutu ve e¼gik kutu resimleri bir dual dönüşüm yard¬m¬yla

incelenmi̧stir (Dohi vd. 2010). Dual dönüşüm bu iki uzay aras¬nda bir köprü görevi

görmektedir. Bu çal¬̧smada, dual dönüşüm ve uygulamalar¬dual uzaylara geni̧sletile-

cektir.

S bO(n)nfann = 0g ve S bO(n� 1; 1) dual uzaylar¬aras¬nda bir dual dönüşüm vard¬r.

Bu dönüşüm, Öklid uzay¬ve Lorentz-Minkowski uzay¬n¬n dual uzaylar¬aras¬ndaki

ili̧skiyi görmemize yard¬mc¬olacakt¬r. Bu bölümde önemli rol oynayacak 3x3-lük

dual matrislerin iki kümesi aşa¼g¬daki gibidir.

S bO(n) = f bA 2 GL(n;D)j bAT bA = bA bAT = In; det bA = 1g;
S bO(n� 1; 1) = f bA 2 GL(n;D)j bATG bA = bAG bAT = G; det bA = 1g;

G =

0@ In�1 0

0 �1

1A ve In�1, (n-1)x(n�1)-lik birim matris ve D dual say¬lar halka-

s¬d¬r. Burada, D yerine R-reel say¬lar kullan¬l¬rsa,

S bO(n) = SO(n);
S bO(n� 1; 1) = SO(n� 1; 1)

olur.

Bu çal¬̧smada, önce dual dönüşümün tan¬m¬yap¬larak örnekler verilecektir, sonra

dual dönüşüm dual uzaylara geni̧sletilecektir. Dual dönüşüm yard¬m¬yla küresel

hareketlerin dönme ekseni ve ani dönme ekseni üzerine, uzay hareketlerinin vida

ekseni üzerine geometrik uygulamalar yap¬lacakt¬r. Ayr¬ca iki uzay aras¬ndaki ben-

zerlikleri incelemek amac¬yla dual dönüşüm kullan¬larak elde edilen dönel yüzeyler

Mapple 13 yard¬m¬yla çizdirilecektir.

1



2. TEMEL KAVRAMLAR

Rn, bilinen vektör yap¬s¬ ile n boyutlu reel vektör uzay¬ olsun. Rn uzay¬nda bir

vektörün bilinen koordinatlar¬(x1; : : : ; xn) olarak verilir. Burada, Rn uzay¬nda iken

Rn nin genel yap¬s¬düşünülecektir ve bilinen anlamdaki "yatay" veya "dikey" ler ile

ifade edilecektir.

2.1 Öklid Uzay¬

Tan¬m 2.1.1 Boş olmayan bir A cümlesi ve bir K cismi üstünde bir vektör uzay¬

V olsun. Aşa¼g¬daki önermeleri do¼grulayan bir

f : A� A �! V

fonksiyonu varsa A ya V ile birleştirilmi̧s bir a�n uzay denir:

(1) 8P;Q;R 2 A için f(P;Q) + f(Q;R) = f(P;R)

(2) 8P 2 A ve 8� 2 V için f(P;Q) = � olacak biçimde bir tek Q 2 A noktas¬

vard¬r (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.2 R3; 3-boyutlu standart reel vektör uzay¬ile birleştirilmi̧s a�n uzay¬ele

alal¬m. x = (x1; x2; x3) ve y = (y1; y2; y3) iki vektör olsun. R3 vektör uzay¬nda Öklid

iç çarp¬m¬

hx; yi =
3X
i=1

xiyi

biçiminde tan¬mlan¬rsa böylece R3 a�n uzay¬3-boyutlu Öklid uzay¬olur ve E3 ile

gösterilir.

Bir reel a�n uzayda tan¬mlanabilen bütün kavramlar, bir Öklid uzay¬nda anlam

kazan¬rlar. Bununla beraber reel a�n uzay¬ile Öklid uzay¬farkl¬d¬rlar. Çünkü, bir V

reel vektör uzay¬ile birleşen A a�n uzaydaki metrik özellikler V de seçilecek olan iç

çarp¬mdan do¼garlar, bu nedenle Öklid uzay¬ndaki özeliklerle di¼ger a�n uzaylardakiler

farkl¬olurlar (Hac¬saliho¼glu 2000).
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Tan¬m 2.1.3 x = (x1; x2; x3) ve y = (y1; y2; y3) 2 E3 olmak üzere,

d : E3 � E3 �! R

(x; y) �!

s
3P
i=1

(yi � xi)2

olarak tan¬mlanan d fonksiyonuna Öklid uzay¬nda uzakl¬k fonksiyonu ve d(x; y) reel

say¬s¬na da x; y 2 E3 noktalar¬aras¬ndaki uzakl¬k denir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.4
d : E3 � E3 �! R

(x; y) �! d(x; y) = k�!xyk

biçiminde tan¬mlanan d fonksiyonuna E3 de Öklid metri¼gi denir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.5 8x; y; z 2 E3 içindxyz aç¬s¬n¬n ölçüsü
cos � =

h�!yx;�!yzi
k�!yxk k�!yzk

den hesaplanan � reel say¬s¬d¬r (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.6 E3 de s¬ral¬bir fP0; P1; P2; P3g nokta dörtlüsüne, R3 de kaŗs¬l¬k gelen

f��!P0P1;
��!
P0P2;

��!
P0P3g vektör üçlüsü, R3 için bir ortonormal baz ise fP0; P1; P2; P3g

sistemine E3 ün bir dik çat¬s¬veya Öklid çat¬s¬denir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Sonuç 2.1.1 E3 de E0 = (0; 0; 0); E1 = (1; 0; 0); E2 = (0; 1; 0) ve E3 = (0; 0; 1)

noktalar¬standart bir dik çat¬oluştururlar.
D���!
E0Ei;

���!
E0Ej

E
= �ij oldu ¼gundan,

f���!E0E1;
���!
E0E2;

���!
E0E3g sistemi R3 vektör uzay¬için bir ortonormal bazd¬r. Burada

�ij =

8<: 1; i = j

0; i 6= j

d¬r (Hac¬saliho¼glu 2000).
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Tan¬m 2.1.7 E3 deki fE0; E1; E2; E3g çat¬s¬na standart Öklid çat¬s¬denir (Hac¬sa-

liho¼glu 2000).

2.2 Lorentz Uzay¬

Tan¬m 2.2.1 Lorentz-Minkowski uzay¬En1 = (Rn; h; i) metrik uzay¬d¬r, h; i metri¼gi

ile aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬r:

hu; vi =
n�1X
i=1

uivi � unvn u = (u1; :::; un); v = (v1; :::; vn):

h; i metri¼gi, Lorentz metri¼gi olarak adland¬r¬l¬r, indeksi 1 olan non-dejenere metrik

olarak yorumlan¬r. En1 Minkowski uzay¬ ve h; i Minkowski metri¼gi olarak da ad-

land¬r¬l¬r. Burada, Rn uzay¬nda iken Öklid metri¼gi düşünülecek ve Öklid uzay¬n¬

kaŗs¬layan En ifadesi kullan¬lacakt¬r.

Ayn¬zamanda aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir,

hu; vi = uT

26664
1 0 0

0 1 0

0 0 �1

37775 v = uTGv:

Lorentz-Minkowski uzay¬n¬n alt boyutlar¬aşa¼g¬daki gibi gösterilir:

n = 1; E11 = (R; hi); hu; vi = �uv.

n = 2; E21 = (R2; hi); hu; vi = u1v1 � u2v2. E21, Lorentz-Minkowski düzlemi olarak

ifade edilecektir (Lopez 2008).

Tan¬m 2.2.2 Bir v 2 En1 vektörü,

(i) hv; vi > 0 veya v = 0 ise spacelike,

(ii) hv; vi < 0 ise timelike,

(iii) hv; vi = 0 ve v 6= 0 ise lightlike

4



olarak adland¬r¬l¬r.

Burada, v = 0 olmas¬durumunda hv; vi = 0 sa¼glanmas¬na ra¼gmen vektörün spacelike

oldu¼gu belirtilir(Lopez 2008).

Tan¬m 2.2.3 Verilen u 2 E31 vektörü için
p
jhu; uij ifadesi u vektörünün normu

olarak adland¬r¬l¬r ve juj ile gösterilir. u vektörünün normu 1 ise bu vektöre birim

denir.

Sonuç 2.2.1

i) u bir spacelike vektör ise juj =
p
hu; ui,

ii) timelike vektör ise juj =
p
�hu; ui olur (Lopez 2008).

Tan¬m 2.2.4 En1 uzay¬na ait light koni, En1 uzay¬n¬n tüm lightlike vektörlerinin

kümesidir ve aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬r:

C = fv 2 En1 ; hv; vi = 0g � f(0; :::; 0)g

C, alt boyutlarda aşa¼g¬daki gibi hesaplan¬r:

n = 2 için, C = f (x; y) 2 E21; x2�y2 = 0 g�f (0; 0) g biri x�y = 0 di¼geri x+y = 0

olan iki do¼grudan oluşur.

n = 3 için, C = f (x; y; z) 2 E31; x2 + y2 � z2 = 0 g � f (0; 0; 0) g tepe noktas¬orijin

olan konidir.

Timelike vektörlerinin kümesi T ile gösterilir ve aşa¼g¬daki şekilde verilir:

T = fv 2 En1 ; hv; vi < 0g:
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T timelike vektörlerin kümesinin iki bileşeni fv 2 T ; vn > 0g ve fv 2 T ; vn < 0g,

birbiri ile tam olarak ba¼glant¬l¬de¼gildir. Spacelike vektörler kümesi daima ba¼glan-

t¬l¬d¬r. C light konisi, n = 2 durumunda birbirleri ile ba¼glant¬l¬ dört bileşenden

oluşurken n > 2 olmas¬durumunda iki bileşenlidir (Şekil 2.1).

Şekil 2.1 Light koni

Tan¬m 2.2.5 U � En1 bir alt vektör uzay¬olsun. U daki indirgenmi̧s metrik pozitif

tan¬ml¬ ise U spacelike, indeksi 1 olan non-dejenere ise timelike ve U 6= f0g ise

lightlike olarak adland¬r¬l¬r.

Bir vektörün veya bir alt uzay¬n spacelike, timelike veya lightlike bir causal karaktere

sahip olmas¬beklenir.

Bir alt uzay ve bu alt uzay¬n causal karakteri ile ilgili örnekler aşa¼g¬da verilmi̧stir:

1. (1; 0; 0) ve (0; 1; 0) spacelike vektörlerdir. (0; 0; 1) bir timelike vektördür. (1; 0; 1)

ve (0; 1; 1) lightlike vektörlerdir.
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2. < (1; 0; 0); (0; 1; 0) > spacelike bir düzlemdir. < (1; 0; 0); (0; 0; 1) > ve

< (0; 1; 0); (0; 0; 1) > timelike düzlemlerdir. < (1; 0; 0); (0; 1; 1) > lightlike bir

düzlemdir. Yukar¬da verilen alt uzaylar¬n her birindeki metri¼ge ait matrisler,

verilen bazlara göre s¬ras¬yla aşa¼g¬daki şekilde verilir:0@ 1 0

0 1

1A ;
0@ 1 0

0 �1

1A ;
0@ 1 0

0 �1

1A ;
0@ 1 0

0 0

1A :
3. < (1; 0; 0); (1; 1; 1) > lightlike bir düzlemdir fakat f(1; 0; 0); (1; 1; 1)g spacelike

vektörlerdir. Metri¼ge ait matris aşa¼g¬daki şekilde verilir:0@ 1 1

1 1

1A :
4. < (0; 1; 0); (0; 2; 1) > timelike bir düzlemdir fakat f(0; 1; 0); (0; 2; 1)g spacelike

vektörlerdir. Metrik şu şekilde verilir:0@ 1 2

2 3

1A :
5. (0; 1; 0) spacelike bir vektördür, (0; 1; 1) lightlike bir vektördür fakat

< (0; 1; 0); (0; 1; 1) > timelike bir düzlemdir. Metrik aşa¼g¬daki şekilde verilir:

0@ 1 1

1 0

1A :

Önerme 2.2.1 En1 uzay¬n¬n her alt uzay¬spacelike, timelike veya lightlike olmak

zorundad¬r.

·Ispat n boyut üzerinde tümevar¬m uygulans¬n. n = 2 ise non-trivial alt uzaylar 1

boyutludur ve sonuç aşikard¬r.

1. U non-dejenere ise U? de non-dejenere olur. O halde U nun ortonormal baz¬

7



ve U? in ortonormal baz¬, En1 in ortonormal bazlar¬n¬verir. Dolay¬s¬yla U daki �1

lerin say¬s¬, 1 veya 1 den az olur. Böylece U daki metri¼ge ait matrisler aşa¼g¬daki

gibidir, U timelike veya pozitif tan¬ml¬olur.

0BBBBBB@
+1 : : :
...

. . .

+1
...

: : : �1

1CCCCCCA ;
0BBBBBB@
+1 : : :
...

. . .

+1
...

: : : +1

1CCCCCCA :

2. U dejenere ise U nun baz¬nda bulunan say¬lar: +1, �1, ve 0 d¬r.

W � U alt uzay¬, bazlar¬nda +1 ve �1 say¬lar¬bulunan non-dejenere bir alt uzayd¬r.

Dolay¬s¬ylaW , Lorentzian veya pozitif tan¬ml¬d¬r. Bu, U daki metri¼ge ait matrislerin

aşa¼g¬daki gibi olduklar¬anlam¬na gelir.

0BBBBBBBBBBBB@

+1 : : :
...

. . .

+1

0
. . .

...

: : : 0

1CCCCCCCCCCCCA
;

0BBBBBBBBBBBB@

+1 : : :
...

. . .

�1

0
. . .

...

: : : 0

1CCCCCCCCCCCCA
:

O halde W nin ortonormal altuzay¬W? ve W? � En1 oldu¼gu düşünülerek, W?

iki durumda aşa¼g¬daki gibi gösterilir. ·Ilk durum, W? spacelike oldu¼gunda; ikinci

durum, W? timelike oldu¼gundad¬r.

·Ilk durum için: W? spacelike ise, bir ortonormal baz düşünülsün, U � W? içinde

bir lightlike vektör vard¬r ki bu da imkans¬zd¬r.
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·Ikinci durum için: W? timelike ise boyutu En1 in boyutundan bir eksik olur,

yani boy(W?) = n� 1 olur ve tümevar¬m hipotezi kullan¬l¬r. Bunun için U ile W?

nin arakesiti düşünülür, bu da W � U nin ortogonali olan bir W 0 olur. Bu alt

uzay W? içindedir, dolay¬s¬yla spacelike, timelike veya lightlike�t¬r. W 0 deki metrik

dejenere oldu¼gundan lightlike�t¬r. Böylelikle, ortonormal baza göre verilen W 0 deki

metri¼gin matrisi +1; :::;+1; 0 d¬r.

0BBBBBB@
+1 : : :
...

. . .

+1
...

: : : 0

1CCCCCCA :

Bu baz ve W nin bir baz¬birlikte, U nun bir baz¬n¬oluşturur. Oluşturulan baz

(+1; :::;+1)+(+1; :::;+1; 0) d¬r ve bu baza göre verilen metri¼ge ait matris aşa¼g¬daki

gibidir:

0BBBBBB@
+1 : : :
...

. . .
. . .

...

: : : +1

1CCCCCCA+
0BBBBBB@
+1 : : :
...

. . .

+1
...

: : : 0

1CCCCCCA ;

U nun lightlike oldu¼gu anlam¬na gelir.

Şimdi, causal karakterine ba¼gl¬olarak alt uzaylar¬n karakterizasyonlar¬verilecektir.

Önerme 2.2.2

1. v 2 En1 olsun. < v >? timelike (s¬ras¬yla spacelike, lightlike) , v spacelike

(s¬ras¬yla timelike, lightlike) vektör olur.
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2. U � En1 bir alt uzay olsun. U? timelike (s¬ras¬yla spacelike, lightlike) , U

spacelike (s¬ras¬yla timelike, lightlike) alt uzayd¬r.

·Ispat

1. v spacelike veya timelike bir vektör olsun ve � = �1 oldu¼gunda hv; vi = �

oldu¼gu varsay¬ls¬n. En1 in ortonormal baz¬, bir eleman¬v olacak şekilde geni̧sletilirse,

hen; eni = �� oldu¼gunda B = fv; e2; : : : ; eng olur. O halde < v >?=< e2; : : : ; en >

dir, ki bu alt uzay � = 1 ise timelike, � = �1 ise spacelike bir alt uzayd¬r. Di¼ger

taraftan fe2; : : : ; eng baz¬, hen; eni = �1 oldu¼gunda < v >? nin ortonormal bir baz¬

olsun.

B = fv; e2; : : : ; eng ye ba¼gl¬olarak verilen metri¼ge ait matris şöyledir:0BBBBBB@
hv; vi 0 : : : 0

0 1 : : : 0
...

. . .

0 0 : : : �

1CCCCCCA :

Lorentz metri¼ginin indeksi 1 dir, o halde hv; vi = �� olur ve bu da sonucu gösterir.

v bir lightlike vektör olsun. Yukar¬daki dü şünce ile, v 2< v >? alt uzay¬lightlike

olmak zorundad¬r. < v >? lightlike ise, yine yukar¬daki düşünce ile, v vektörü

spacelike veya timelike olamaz, v lightlike olmak zorundad¬r.

2. U timelike iken v 2 U bir timelike vektör olsun. O halde U? �< v >? olur.

Yukar¬daki madde ile, < v >? spacelike oldu¼gu görülür ve spacelike alt uzay¬n her

alt uzay¬da spacelike oldu¼gu için U? spaceliket¬r.

U spacelike ise ve En1 = U � U? oldu¼gundan U? alt uzay¬spacelike olamaz. U?

lightlike ise Lorentz metri¼gi dejenere olmal¬d¬r. O halde, önerme 2.2.1 ile U? timelike

olur.
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Sonuç olarak U lightlike ise, yukar¬daki yukar¬daki düşünce ile, U? spacelike veya

timelike olamaz. O halde U? lightlike olur.

Önerme 2.2.3

1. u; v 2 En1 olsun. u ve v timelike vektörler ise hu; vi 6= 0 d¬r.

2. u ve v iki lightlike vektör ise, ancak ve ancak hu; vi = 0 olursa lineer ba¼g¬ml¬

olurlar.

·Ispat

1. Genel durumu bozmadan, juj = 1 oldu¼gu varsay¬ls¬n. B = fe1; : : : ; eng, u = en
gibi, En1 in ortonormal bir baz¬oldu¼gu düşünülsün. v =

nP
i=1

xiei olsun. hu; vi = 0 ise

xnhu; ui = 0 olur. O halde xn = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla v =
n�1P
i=1

xiei dir ve bu nedenle

hv; vi =
n�1P
i=1

x2i � 0 olur, ki bu bir çeli̧skidir.

2. u ve v lineer ba¼g¬ml¬ise ortogonaldirler. Şimdi, bu vektörlerin ortogonal olduklar¬

düşünülsün. en = (0; : : : ;�1) olsun. En1 =< en >
? � < en > ifadesi içinde

u = x + �en ve v = y + �en yaz¬ls¬n. hu; vi = 0 iken ve bunlar lightlike vektörler

olacak şekilde, aşa¼g¬daki eşitlikler elde edilir.

hx; yi � �� = 0:

jxj2 � �2 = 0:

jyj2 � �2 = 0:

Üç eşitli¼gin toplam¬ile,

hx; yi2 = jxj2jyj2

elde edilir. x ve y spacelike vektör olduklar¬için Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi x ve y
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nin lineer ba¼g¬ml¬oldu¼gunu garanti eder. O halde u ve v vektörleri için de ayn¬şey

söz konusudur.

Şimdi, timelike alt uzaylarda çal¬̧s¬lacakt¬r.

Önerme 2.2.4 U � En1 bir alt uzay ve boy(U) � 2 olsun. Aşa¼g¬da verilen ifadeler

birbiri ile eşde¼gerdir:

1. U bir timelike alt uzayd¬r.

2. U lineer ba¼g¬ms¬z iki lightlike vektör içerir.

3. U bir timelike vektör içerir.

·Ispat

1)2 fe1; : : : ; emg baz¬, em timelike vektörü ile, U nun bir ortonormal baz olsun. O

halde e1 + em ve e1 � em lineer ba¼g¬ms¬z lightlike vektörler olurlar.

2)3 u ve v lineer ba¼g¬ms¬z iki lightlike vektör ise u+v veya u�v bir timelike vektör

olur, çünkü

hu� v; u� vi = �2hu; vi

ve hu; vi 6= 0 d¬r (Önerme 2.2.3).

3)1 v vektörü U ya ait bir timelike vektör olsun. O halde U? �< v >? dir ve

< v >? bir spacelike alt uzayd¬r. Sonuç olarak U? spacelike t¬r ve bu nedenle U

timelike olur (Önerme 2.2.2).

Yukar¬daki sonuç, bir alt uzay¬n timelike olup olmad¬¼g¬n¬bilmek için, o alt uzayda

yaln¬z bir timelike vektör bulman¬n yeterli olaca¼g¬n¬söylemektedir. Bu durum di¼ger

alt uzaylar için geçerli de¼gildir. Örne¼gin E31 uzay¬nda x = 0 düzlemi (0; 1; 0) spacelike
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vektörünü ve (0; 1; 1) lightlike vektörünü bar¬nd¬r¬r fakat düzlem ne spacelike ne de

lightlike bir düzlemdir. Buna ek olarak, y� z = 0 bir lightlike düzlemdir ve lightlike

vektörler içermektedir. Fakat düzlemdeki tüm lightlike vektörler (0; 1; 1) vektörünün

bir kat¬olan, di¼ger bir deyi̧sle bu vektör ile lineer ba¼g¬ml¬olan vektörlerdir.

Lightlike alt uzaylar ile devam edilecektir.

Önerme 2.2.5 U , En1 de bir alt uzay olsun. Aşa¼g¬da verilen ifadeler birbiri ile

eşde¼gerdir:

1. U bir lightlike alt uzayd¬r.

2. U bir lightlike vektör içerir fakat timelike vektör içermez.

3. U \ C = L� f0g ve (L) = 1.

boy(U \ U?) = 1 oldu¼gu durumdad¬r.

·Ispat

1)2 U daki metrik dejenere oldu¼gu için U da bir lightlike vektör vard¬r. Timelike

vektör yoktur (Önerme 2.2.4).

2)3 Lightlike vektörler bulundu¼gu için U \ C arakesiti boş küme de¼gildir. Tekrar

önerme 2.2.4 ile, e¼ger iki lineer ba¼g¬ms¬z lightlike vektör olsayd¬bir timelike vektör

var olurdu, ki bu imkans¬zd¬r. Dolay¬s¬yla, U daki tüm lightlike vektörler lineer

ba¼g¬ml¬d¬r.

3)1 Lightlike vektörler var oldu¼gundan alt uzay spacelike de¼gildir. Hipotez ile,

U daki tüm lightlike vektörler lineer ba¼g¬ml¬d¬r ve önerme 2.2.4 U nun timelike

olmad¬¼g¬n¬belirtir. Sonuç itibariyle, Önerme 2.2.1 U nun lightlike oldu¼gunu söyler.
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Alt uzaylar¬n hiper düzlemler için olan daha yüksek boyutlu oldu¼gu hallerde, Rn

deki Öklid metri¼gini kullanarak causal karakteri ay¬rt etmek mümkündür.

Önerme 2.2.6 P , En1 in bir hiperdüzlemi olsun. v de Öklid metri¼gi ile bir ortogonal

vektör olsun. Bu durumda, v bir timelike (s¬ras¬yla spacelike, lightlike) vektör, P

bir spacelike (s¬ras¬yla timelike, lightlike) düzlem olur.

·Ispat P;

P = f(x1; : : : ; xn) 2 Rn; a1x1 + : : :+ anxn = 0g

olarak yaz¬l¬rsa v vektörü (a1; : : : ; an) vektörü ile lineer ba¼g¬ml¬olur. P ayn¬zamanda

şu şekilde de yaz¬l¬r:

P = f(x1; : : : ; xn) 2 En1 ; h(x1; : : : ; xn); (a1; : : : ;�an)i

= 0

= < (a1; : : : ;�an) >? :

(a1; : : : ;�an) in causal karakteri v ninki ile ayn¬d¬r, çünkü

h(a1; : : : ;�an); (a1; : : : ;�an)i = a21 + : : :� a2n = hv; vi

olur ki bu sonucu ispatlar.

En1 de hiperdüzlemler üzerine çal¬̧s¬lmaya devam edilecektir. Burada, hiperdüzleme

ait bir normal vektörü düşünülsün ve bu vektörün normu Lorentz ve Öklid metri¼gi

ile ayr¬ayr¬hesaplanarak bir kaŗs¬laşt¬rma yap¬ls¬n.

Önerme 2.2.7 P spacelike veya timelike bir hiperdüzlem ve P =< v >? ise, jvj = 1

iken,

jvje � 1

olur, e alt indeksi oldu¼gunda hesaplama En nin Öklid metri¼gi ile yap¬ld¬¼g¬n¬gösterir.
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·Ispat

P = f(x1; : : : ; xn) 2 Rn; a1x1 + : : :+ anxn = 0g

şeklinde yaz¬ls¬n. Genel durumu bozmadan, v = (a1; : : : ;�an) oldu¼gu varsay¬ls¬n.

a21+ : : :�a2n = � ve hv; vi = � oldu¼gunu bilinir. Burada, � = �1 ise P timelike, � = 1

ise P spacelike�t¬r. v nin normu Öklid metri¼gi ile hesaplans¬n. � = 1 ise sonuç,

jvj2e = a21 + : : :+ a
2
n�1 + a

2
n � a21 + : : :+ a2n�1 � a2n

= �

= 1

şeklinde olur. E¼ger � = �1 ve hv; vi = �1 ise a2n = 1 + a21 + : : : + a2n�1 � 1 olur. O

halde a21 + : : :+ a
2
n�1 = a

2
n � 1 ve

jvj2e = a21 + : : :+ a2n�1 + a2n = 2a2n � 1 � 1

elde edilir.

Yans¬malar (Öklid anlamdaki) ile En1 deki ortogonalli¼gin ili̧skilendirilmesi aşa¼g¬daki

gibidir. Bu ili̧skilendirme E21 de yap¬lacakt¬r.

Önerme 2.2.8 E21 Lorentz-Minkowski düzlemi düşünülsün. u 2 E21 ise u nun orto-

gonal bir vektörü C light konisine göre u nun bir yans¬mas¬d¬r (Şekil 2.2)

·Ispat u = (x; y) olsun. ax � by = 0 ise (a; b) 2 u? olur. u nun x2 = x1 do¼grusuna

göre yans¬mas¬e içindedir ve (y; x) tir. Do¼grunun denklemi (y; x) noktas¬n¬sa¼glar,

x:x1 � y:x2 = 0 olur. Sonuç olarak, (a; b) vektörü denklemi sa¼glar.
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Şekil 2.2 Lorentz uzay¬nda w n¬n ortogonal vektörleri u ve v

Bu bölümde son olarak, En1 in timelike vektörlerinin T kümesinde bir denklik ba¼g¬n-

t¬s¬tan¬mlanacakt¬r. 8 u 2 T için, u nun aşa¼g¬daki küme ile verilen timelike konisi

tan¬mlan¬r.

C(u) = fv 2 T ; hu; vi < 0g:

Bu küme u 2 C(u) oldu¼gundan boş küme de¼gildir. Buna ek olarak T , C(u) ve

C(�u) nun ayr¬k birleşimidir: v 2 T ise hu; vi 6= 0 olur ve bu nedenle v 2 C(u)

veya v 2 C(�u) dur. Bundan başka, C(u)\C(�u) = ; d¬r. Timelike konilerin baz¬

özellikleri aşa¼g¬daki gibidir.

Önerme 2.2.9

1. hu; vi < 0 , u ve v ayn¬timelike konide yatan iki timelike vektördür.

2. C(u) = C(v) , u 2 C(v)

·Ispat 1. hu; vi < 0 ise u 2 C(v) dir. u; v 2 C(w) oldu¼gu varsay¬ls¬n. hw;wi = �1

oldu¼gu düşünülebilir. x; y 2< w >? ve (a,b) den, u = x+ aw ve v = y + bw olsun.
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< w >? bir spacelike alt uzay oldu ¼gundan, jhx; yij � jxjjyj ve

hu; vi = �ab+ hx; yi � �ab+ jxjjyj (2.1)

olur. Fakat hx; xi < a2 and hy; yi < b2 dir. O halde jxj < jaj; jyj < jbj ve eşitlik 2.1

in sonucu olarak hu; vi < 0 olur.

2. u 2 C(v) ise hu; vi < 0 olur, yani v 2 C(u) dir (Lopez 2008):

Şimdi timelike vektörler için Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi yard¬m¬yla iki timelike vek-

tör aras¬ndaki aç¬tan¬mlanacakt¬r.

Teorem 2.2.1 u ve v timelike vektörler olsun. Bu takdirde

jhu; vij �
p
�hu; ui

p
�hv; vi

dir ve eşitlik durumunun sa¼glanmas¬için gerek ve yeter koşul u ve v vektörlerinin

lineer ba¼g¬ml¬olmas¬d¬r. u ve v vektörleri ayn¬zaman konisi içinde ise

hu; vi = � juj jvj cosh'

olacak biçimde bir tek ' � 0 say¬s¬vard¬r. ' say¬s¬na u ve v vektörleri aras¬ndaki

hiperbolik aç¬denir (O�Neill 1983).

Sonuç 2.2.2 u; v ayn¬zaman konisinde yatan iki timelike vektör olsun. Bu takdirde

ju+ vj � juj+ jvj

dir ve eşitlik durumunun sa¼glanmas¬için gerek ve yeter koşul u ve v vektörlerinin

lineer ba¼g¬ml¬olmas¬d¬r (Lopez 2008):

Tan¬m 2.2.6 u ve v, E31 uzay¬n¬n vektörleri olsun. u = (u1; u2; u3) ve
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v = (v1; v2; v3) olmak üzere,

u� v = (�(u2v3 � u3v2);�(u1v3 � u3v1); u1v2 � u2v1)

eşitli¼gi ile belirli u� v vektörlerine u ile v nin vektörel çarp¬m¬denir (Lopez 2008):

i 2 f1; 2; 3g için ei = (�i1; �i2; �i3) olmak üzere,

u� v =

���������
e1 e2 e3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

���������
determinant¬aç¬larak e1; e2;�e3 vektörlerine göre düzenlenirse elde edilen vektörün

u� v vektörüne eşit oldu¼gu kolayca görülür (Lopez 2008):

Tan¬m 2.2.7 u; v; w 2 E31 olmak üzere hu� v; wi = det(u; v; w) say¬s¬na u; v; w

vektörlerinin karma çarp¬m¬denir (Lopez 2008):

Önerme 2.2.10 u; v 2 E31 olmak üzere,

(i) 8u; v 2 E31; u� v = �v � u:

(ii) u� v vektörü u ve v vektörlerine diktir.

(iii) u� v = 0 olmas¬için gerek ve yeter koşul fu; vg nin lineer ba¼g¬ml¬olmas¬d¬r.

(iv) u� v 6= 0 vektörünün P = hu; vi düzleminde olmas¬için gerek ve yeter koşul P

düzleminin null olmas¬d¬r (Lopez 2008):

En1 Lorentz-Minkowski uzay¬na ait izometriler ile devam edilecektir.

f : En1 ! En1 , En1 in bir izometrisi olsun, 8 u; v 2 En1 için hf(u); f(v)i = hu; vi dir.

En1 e ait bir B = fe1; : : : ; eng ortonormal baza göre f nin matrisi A olsun. g = h; i

oldu¼gunda G = Mg(B;B) olur. u = (x1; x2; : : : ; xn) � x ve v = (y1; y2; : : : ; yn) � y

olsun.
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O halde, f(u) =M(f;B;B)x, f(v) =M(f;B;B)y ve

hf(u); f(v)i = xTATGA

hu; vi = xTGy

olur. Çünkü bu, 8 x, y için sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla A matrisi,

G =

0BBBBBB@
1

1
. . .

�1

1CCCCCCA :

iken, ATGA = G yi sa¼glar.

Herhangi bir izometriye ait eigen de¼gerler 1 veya �1 oldu¼gu için, En1 in ortonormal

bir baz¬şu durumda seçilebilir: A ya kaŗs¬l¬k gelen matris, esas köşegende sadece 1,

�1 ve 2� 2-lik bloklar (her biri köşegenleştirilebilir olmayan) ile oluşturuldu¼gunda,

2�2-lik bloklar¬n her biri bir vektör uzay¬n¬n izometrilerine kaŗs¬l¬k gelmektedir. E21
deki izometrilere örnekler ile devam edilecektir.

f : E21 ! E21, E21 de bir izometri olsun. B = fe1; e2g ortonormal baz ise, f nin

matrisi A, ATGA = G yi sa¼glar.

A =

0@ a b

c d

1A ; G =
0@ 1 0

0 �1

1A

ATGA =

0@ a c

b d

1A0@ 1 0

0 �1

1A0@ a b

c d

1A =

0@ a2 � c2 ab� cd

ab� cd b2 � d2

1A :
O halde,

a2 � c2 = 1

b2 � d2 = �1
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ab� cd = 0

olur. ·Ilk iki denkleme göre durumlar ay¬rt edilecektir.

1. a = cosh �, b = sinh', c = sinh � ve d = cosh'.

O halde üçüncü deklem � sinh(� � ') = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla, � = ' olur. A ma-

trisinin gösterimi de aşa¼g¬daki gibidir:

A =

0@ cosh � sinh �

sinh � cosh �

1A ; detA = 1

2. a = � cosh �, b = sinh', c = sinh � and d = cosh'.

O halde üçüncü deklem sinh(� + ') = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla, ' = �� olur. A ma-

trisinin gösterimi de aşa¼g¬daki gibidir:

A =

0@ � cosh � � sinh �

sinh � cosh �

1A ; detA = �1

3. a = cosh �, b = sinh', c = sinh � and d = � cosh'.

O halde üçüncü deklem sinh(� + ') = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla, ' = �� olur. A ma-

trisinin gösterimi de aşa¼g¬daki gibidir:

A =

0@ cosh � � sinh �

sinh � � cosh �

1A ; detA = �1

4. a = � cosh �, b = sinh', c = sinh � and d = � cosh'.

O halde üçüncü deklem � sinh(� � ') = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla, � = ' olur. A ma-

trisinin gösterimi de aşa¼g¬daki gibidir:
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A =

0@ � cosh � sinh �

sinh � � cosh �

1A ; detA = 1

Teorem 2.2.1 f , En1 in bir izometrisi ise, f(u) ve f(v) aras¬ndaki aç¬A(u) ve A(v)

aras¬ndaki aç¬ile ayn¬d¬r.

·Ispat Sadece timelike vektörler için ispat yap¬lacakt¬r.

E¼ger u birim vektörü timelike ise, f(u) birim timelike vektör olur. Bundan başka,

u ve v ayn¬timelike konide yat¬yorsa,

hf(u); f(v)i = hu; vi < 0

olur. u ve v aras¬ndaki ' aç¬s¬' 2 [0;1) iken şöyledir:

cosh' = �hu; vijujjvj :

f(u) ve f(v) aras¬ndaki aç¬� d¬r,

cosh � = �hf(u); f(v)ijf(u)jjf(v)j = �
hu; vi
jujjvj = cosh':

Sonuç olarak, ' = � d¬r.

Rnin her B baz¬için pozitif yönlendirilme yap¬ld¬¼g¬nda, bir f : Rn ! Rn izomor-

�zminin yönü korudu¼gu hat¬rlan¬r, o halde f(B) pozitif yönlendirilmi̧stir. Bu, f nin

determinant¬n¬n pozitif oldu¼gunu söylemek ile eşde¼gerdir. En1 in izometrilerinin de-

terminant¬+1 veya �1 oldu¼gundan, determinant¬+1 olan izometriler yönü korurlar.

B = fe1; : : : ; eng, en timelike vektör iken, En1 in bir ortogonal baz¬ olsun. en,

(0; : : : ; 0; 1) vektörü ile ayn¬timelike konide yat¬yorsa, B ye gelece¼ge yönlendirilmi̧s

(future-directed) baz denir.
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Tan¬m 2.2.8 f : En1 ! En1 bir izometri olsun. E¼ger her ortogonal gelece¼ge yön-

lendirilmi̧s B baz¬için f(B) de gelece¼ge yönlendirilmi̧s bir baz oluyor ise, f timelike

yönlendirmeyi korur denir.

Önerme 2.2.11 f : En1 ! En1 bir izometri olsun ve A = (aij), En1 in bir ola¼gan

baz¬na göre f nin matris gösterimi olsun. ann > 0 , f timelike yönlendirmeyi

korur.

·Ispat f dönüşümü,

hf(en); eni = hf(en); (0; : : : ; 0; 1)i < 0

timelike yönlendirmesini korur. Çünkü

f(en) =
nX
i=1

ainen; hf(en); eni = �ann

dir. O halde ann > 0) hf(en); eni < 0 olur.

O1(n), E31 in tüm vektör izometrilerin kümesini ifade etsin ve O1(3) ile gösterilsin.

O1(3) = fA 2 Gl(3;Rn);ATGA = Gg:

S¬radaki dört küme şu şekilde olacakt¬r:

O++1 (n) = fA 2 O1(n) : ann > 0; det(A) = 1g

O+�1 (n) = fA 2 O1(n) : ann > 0; det(A) = �1g

O�+1 (n) = fA 2 O1(n) : ann < 0; det(A) = 1g

O��1 (n) = fA 2 O1(n) : ann < 0; det(A) = �1g:
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2.3 Öklid Uzay¬ve Lorentz Uzay¬nda Anti-Simetrik Matrislerin Gösterimi

Tan¬m 2.3.1 3x3-lük anti-simetrik matris [B] nin üç ba¼g¬ms¬z eleman¬vard¬r.

[B] =

26664
0 �b3 b2

b3 0 �b1
�b2 b1 0

37775 (2.2)

Bu elemanlar bir vektör temsil eder, b = (b1; b2; b3) (McCarthy 1990).

Tan¬m 2.3.2 E31 de, her 3x3-lük semi anti-simetrik matris � izomor�zmi alt¬nda bir

vektör belirler:

� : �1(3)! E31

W =

26664
0 �w3 w2

w3 0 �w1
w2 �w1 0

37775! �(W ) =W v = (w1; w2; w3): (2.3)

Burada �1(3), 3x3-lük semi ortogonal matrislerin grubu O1(3;R) in Lie cebiridir.

Not: Burada, R- reel say¬lar yerine D dual say¬lar halkas¬kullan¬l¬rsa, matrislerin

elemanlar¬eşitlik 2.2 ve eşitlik 2.3 te oldu¼gu gibi bir vektöre kaŗs¬l¬k gelir.

2.4 Dual Uzay

Tan¬m 2.4.1 R-reel say¬lar cümlesi (+) toplama ve (.) çarpma i̧slemlerine göre bir

cisimdir. Reel say¬lar cismi de R ile gösterilsin.

8 a,a� 2 R olmak üzere, A = (a; a�) ikilisine bir s¬ral¬ ikili denir. Bu şekilde

tan¬mlanan R� R cümlesi D ile gösterilsin.

D = f(a; a�) : a; a� 2 Rg üzerinde iki iç i̧slem ve eşitlik aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬r

(Hac¬saliho¼glu 1983).
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Tan¬m 2.4.2 � : D� D �! D iç i̧slemi, A = (a; a�) ve B = (b; b�) olmak üzere,

A � B = (a; a�) � (b; b�) = (a + b; a� + b�) şeklinde tan¬mlan¬r ve D deki toplama

olarak adland¬r¬l¬r (Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.4.3. � : D � D �! D iç i̧slemi, A = (a; a�) ve B = (b; b�) 2 D olmak

üzere,

A�B = AB = (a; a�)�(b; b�) = (ab; ab�+a�b) şeklinde tan¬mlan¬r ve D deki çarpma

olarak adland¬r¬l¬r (Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.4.4. A = (a; a�) ve B = (b; b�) 2 D için, a = b, a� = b� ise A ile B eşittir

denir ve A = B şeklinde gösterilir (Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.4.5 D = R � R cümlesi üzerinde toplama, çarpma ve eşitlik i̧slemleri

yukar¬daki gibi tan¬mlanm¬̧s ise D cümlesine dual say¬lar sistemi ve 8(a,a�) 2 D

eleman¬na da bir dual say¬denir (Hac¬saliho¼glu 1983).

Teorem 2.4.1 (D;�;�) üçlüsü birimli de¼gi̧simli bir halkad¬r (Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.4.6 A�X = A denkleminin çözümü olarak tan¬mlanan dual say¬ya D nin

s¬f¬r¬denir ve 0 = (0; 0) ile gösterilir (Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.4.7 Bir A = (a; a�) 2 D dual say¬s¬nda "a" reel say¬s¬na A n¬n reel k¬sm¬,

"a�" reel say¬s¬na da A n¬n dual k¬sm¬denir ve ReA = a; DuA = a� şeklinde yaz¬l¬r

(Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.4.8 (1; 0) = 1 dual say¬s¬na D deki çarpma i̧sleminin birim eleman¬veya

D deki reel birim denir (Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.4.9 (0; 1) dual say¬s¬k¬saca " ile gösterilecektir. Yani (0; 1) = " al¬nacak

ve dual birim olarak adland¬r¬lacakt¬r (Hac¬saliho¼glu 1983).
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Sonuç 2.4.1 "� " = "2 = (0; 0) oldu¼gu görülür (Hac¬saliho¼glu 1983).

Teorem 2.4.2 A = (a; a�) 2 D dual say¬s¬, A = a + "a� şeklinde yaz¬labilir. Yani

(a; a�) = a+ "a� d¬r (Hac¬saliho¼glu 1983).

Teorem 2.4.3 A = (a; a�) bir dual say¬ve � 2 R ise � ile A n¬n çarp¬m¬,

�A = (�a; �a�) d¬r. (Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.4.10

D� D� D = fba = (A1; A2; A3)jAi 2 D; 1 � i � 3g
kartezyen çarp¬m cümlesi D halkas¬ üzerinde bir modüldür, D�modül veya dual

uzay olarak isimlendirilir. D3 ün bileşenleri dual vektörlerdir.

Tan¬m 2.4.11 D-Modül�ün elemanlar¬olan s¬ral¬dual üçlülere dual vektörler denir

(Hac¬saliho¼glu 1983).

Teorem 2.4.4 �!a , �!a� 2 R3 olmak üzere D�Modül�de her bir �!A dual vektörü,

�!
A = �!a + "

�!
a� [" = (0; 1) 2 D]

şeklinde yaz¬labilir (Hac¬saliho¼glu 1983).

Teorem 2.4.5

�!
A = �!a + "�!a� = (�!a , �!a�) dual vektörünün � 2 D skaleri ile çarp¬m¬

�
�!
A = (��!a ; �

�!
a�)

d¬r (Hac¬saliho¼glu 1983).
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Teorem 2.4.6

�!
A = (�!a , �!a�) ve �!B = (

�!
b ,
�!
b� ) 2 D-Modül için,

�!
A =

�!
B , �!a = �!b ,

�!
a� =

�!
b�

dir (Hac¬saliho¼glu 1983).

Teorem 2.4.7 R3 vektör uzay¬D-Modül�ün, elemanlar¬(�!a ; 0) şeklinde olan bir alt

cümlesine izomorftur (Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.4.12
�!
A = �!a + "�!a� ;�!B =

�!
b + "

�!
b� 2 D-Modül dual vektörlerinin iç

çarp¬m¬,

f : D3 � D3 �! D

şeklinde bir lineer dönüşümdür ve

f(
�!
A;
�!
B ) =

D�!
A;
�!
B
E

=
D�!a + "�!a� ;�!b + "�!b�E

=
D�!a ;�!b E+ "[D�!a� ;�!b E+ D�!a ;�!b�E]

olarak tan¬mlan¬r.

T¬pk¬bir vektör uzay¬üzerinde oldu¼gu gibi iç çarp¬m aksiyomlar¬n¬D-Modül üze-

rinde de kabul edebiliriz. Bu aksiyomlar şunlard¬r:

·I1: 8
�!
A;
�!
B 2 D-Modül için,

D�!
A;
�!
B
E
=
D�!
B ;
�!
A
E
(de¼gi̧sim özelli¼gi)
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·I2: 8
�!
A;
�!
B 2 D-Modül ve � 2 D için,

D
�
�!
A;
�!
B
E
=
D�!
A;�

�!
B
E
= �

D�!
A;
�!
B
E
(skaler ile çarp¬m¬n birleşme özelli¼gi)

·I3: 8
�!
A;
�!
B ;
�!
C 2 D-Modül için,

D�!
A +

�!
B ;
�!
C
E
=
D�!
A;
�!
C
E
+
D�!
B ;
�!
C
E

D�!
A;
�!
B +

�!
C
E
=
D�!
A;
�!
B
E
+
D�!
A;
�!
C
E
(da¼g¬l¬m özelli¼gi)D�!

A +
�!
B ;
�!
C
E
=
D�!
A;
�!
C
E
+
D�!
B ;
�!
C
E

·I4: 8
�!
A 2 D-Modül için,

�!
A =

�!
0 )

D�!
A;
�!
A
E
= 0

(Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.4.13 Bir
�!
A = �!a + "�!a� dual vektörünün normu diye ( �!a 6= �!0 );




�!A


 = �D�!A;�!AE� 1
2
= (k�!a k ; "

D�!a ;�!a�E
k�!a k

dual say¬s¬na denir. Bundan sonra bu dual say¬,

a = k�!a k ve a� =

D�!a ;�!a�E
k�!a k

olmak üzere, 


�!A


 = a+ "a�
olarak yaz¬lacakt¬r (Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.4.14 Normu reel birime kaŗs¬l¬k gelen (1; 0) dual say¬s¬olan dual vektöre
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birim dual vektör denir (Hac¬saliho¼glu 1983).

Teorem 2.4.8
�!
A = �!a + "�!a� birim dual vektör ve �!a 6= 0 ise,

k�!a k = 1;
D�!a ;�!a�E = 0

d¬r (Hac¬saliho¼glu 1983).

Teorem 2.4.9
�!
A 6= (0;�!a ) 2 D-Modül olmak üzere,

�!
U =

�!
A


�!A




birim dual vektördür (Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.4.15

f�!X = �!x + "
�!
x� j




�!X


 = (1; 0);�!x ;�!x� 2 R3g
cümlesine D-Modül�de birim dual küre denir (Hac¬saliho¼glu 1983).

Teorem 2.4.10 (E.Study dönüşümü)
�!
A 6= (0;�!a ) 2 D-Modül olmak üzere D-

Modül�de denklemi 


�!A


 = (1; 0)
olan birim dual kürenin dual noktalar¬, R3�teki yönlü do¼grulara birebir kaŗs¬l¬k gelir

(Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.4.16
�!
A = �!a + "�!a� 2 D-Modül olmak üzere,

�!
U =

�!
A


�!A




birim dual vektörüne
�!
A vektörünün ekseni denir (Hac¬saliho¼glu 1983).
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Tan¬m 2.4.17
�!
A1;

�!
A2;

�!
A3 birim dual vektörlerinin R3�teki temsil ettikleri yönlü

do¼grular bir noktada dik olarak kesi̧sirlerse
�!
A1;

�!
A2 ve

�!
A3 birim dual vektörlerine

ortonormal dual vektörler denir (Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.4.18 Elemanlar¬dual say¬lar olan bir A matrisine dual matris denir ve

A = [Aij]; Aij = aij + "a
�
ij

şeklinde gösterilir. Reel matrisler için geçerli olan i̧slemler dual matrisler için de

geçerlidir (Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.4.19 A dual matrisi için AAT = ATA = In ise A dual matrisine ortogonal

dual matris denir (Hac¬saliho¼glu 1983).
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3. DUAL DÖNÜŞÜM

Bu bölümde, bu tezin başlang¬ç noktas¬olan çal¬̧sman¬n (Dohi vd. 2010) aç¬klamas¬

yap¬lacakt¬r. Kullan¬lacak n� n-lik matrislerin iki kümesi aşa¼g¬daki gibidir.

SO(n) = fA 2 GL(n;R)jATA = AAT = In; detA = 1g;

SO(n� 1; 1) = fA 2 GL(n;R)jATGA = AGAT = G; detA = 1g;

buradaki G matrisi, G =

0@ In�1 0

0 �1

1A dir ve In, n� n-lik birim matristir.

Birinci küme, En Öklid uzay¬ndaki izometriler ile oluşturulmuştur ve bu izometriler

Rn deki yönlendirmeyi korurlar. ·Ikinci küme olarak ifade edilen SO(n � 1; 1), En1
Minkowski uzay¬ndaki determinant¬1 olan izometrilerdir.

Bu ve bundan sonraki bölümde, n � n-lik matrisler aşa¼g¬da verilen A matrisi gibi

bloklara bölünmüş şekilde yaz¬lacakt¬r,

A =

0@ B C

D ann

1A ;
ann 6= 0 d¬r. Buradaki B matrisi, (n�1)�(n�1)-lik bir kare matris; C, (n�1)�1-lik

bir sütun matrisi ve D bir sat¬r matrisidir. Bu matriste, ann 6= 0 oldu¼gu için,

X = fA 2 SO(n); ann 6= 0g

Y = fA 2 SO(n� 1; 1); ann 6= 0g

kümeleri kullan¬lacakt¬r.

X = fA 2 SO(n); ann 6= 0g ve Y = fA 2 SO(n� 1; 1); ann 6= 0g kümeleri aras¬nda,

30



f : X ! Y olacak şekilde bir dönüşüm tan¬mlan¬r ve aşa¼g¬daki gibi ifade edilir.

f : A 7! f(A) =
1

ann

0@ ann(B
�1)T C

�D 1

1A ;
buradaki T üst indisi matristeki transpozdur.

Şimdi, f nin iyi tan¬ml¬oldu¼gu gösterilmelidir. Öncesinde, s¬radaki bir önerme ve

iki yard¬mc¬önerme ispat edilecektir.

Önerme 3.1 A 2 X ise, f(A) 2 Y olur.

·Ispat f(A)TGf(A) = G ve f(A)Gf(A)T = G oldu¼gu ispatlanacakt¬r. A matrisi,

SO(n) kümesinin içindedir. Bundan dolay¬A, ATA = AAT = I eşitli¼gini sa¼glar.

Bu ifade,

AAT =

0@ B C

D ann

1A0@ BT DT

CT ann

1A =

0@ BBT + CCt BDT + annC

DBT + annC
T DDT + ann

2

1A = I

oldu¼gu anlam¬na gelir.

Bu çarp¬m sonucunda elde edilen eşitlikler aşa¼g¬daki gibi yaz¬l¬r.

BBT + CCT = In�1 (3.1)

BDT + annC = DB
T + annC

T = 0 (3.2)

DDT + ann
2 = 1 (3.3)

Eşitlik 3.2 den

C = �BD
T

ann
,

CT = �DB
T

ann

elde edilir.
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Eşitlik 3.1 kullan¬larak,

BBT +
BDTDBT

ann2
= B(BT +

DTDBT

ann2
),

BB�1 = I ) B�1 = BT +
DTDBT

ann2

elde edilir.

Eşitli¼gin di¼ger taraf¬ele al¬nd¬¼g¬nda,

ATA =

0@ BT DT

CT ann

1A0@ B C

D ann

1A =

0@ BTB +DTD BTC + annD
T

CTB + annD CTC + ann
2

1A = I

oldu¼gu görülür.

Bu çarp¬m sonucunda aşa¼g¬daki eşitlikler yaz¬l¬r.

B
T

B +DTD = In�1 (3.4)

BTC + annD
TB + annD = 0 (3.5)

CTC + ann
2 = 1 (3.6)

Eşitlik 3.5 ten

DT = �B
TC

ann
,

D = �C
TB

ann

elde edilir.

Eşitlik 3.4 kullan¬larak,

BTB +
BTCCTB

ann2
= (BT +

BTCCT

ann2
)B,

B�1B = I ) B�1 = BT +
BTCCT

ann2

elde edilir.
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A matrisinin, ATA = AAT = I eşitli¼gini sa¼glad¬¼g¬görülür. Şimdi, f(A)TGf(A) = G

ve f(A)Gf(A)T = G oldu¼gu ispatlanmal¬d¬r.

f(A)TGf(A) =

0@ B�1 �DT

ann

CT

ann
1
ann

1A0@ I 0

0 �1

1A0@ (B�1)T C
ann

�D
ann

1
ann

1A

=

0@ B�1 �DT

ann

CT

ann
1
ann

1A0@ (B�1)T C
ann

D
ann

� 1
ann

1A

=

0@ B�1(B�1)T � DTD
ann2

B�1C
ann

+ DT

ann2

C
T
(B�1)T

ann
+ D

ann2
CTC
ann2

� 1
ann2

1A
Bu çarp¬m sonucunda elde edilen eşitlikler şu şekilde gösterilmelidir.

B�1(B�1)T � D
TD

ann2
= In�1 (3.7)

B�1C

ann
+
DT

ann2
=
CT (B�1)T

ann
+

D

ann2
= 0 (3.8)

CTC

ann2
� 1

ann2
= �1 (3.9)

Eşitlik 3.7 nin ispat¬nda, B�1 kullan¬lmal¬d¬r.

(BT+
DTDBT

ann2
)(B+

BDTD

ann2
)�D

TD

ann2
= (

ann
2BT +DTBT

ann2
)(
ann

2B +BDTD

ann2
)�D

TD

ann2

= (
ann

4BTB + ann
2BTBDTD + ann

2DTDBTB +DTDBTBDTD

ann4
)� D

TD

ann2

Eşitlik 3.3. ve 3.4 ten,

BTB = I �DTD,

DDT = 1� ann2

kullan¬larak,

= (
ann

4I +DTDann
2

ann4
)� D

TD

ann2
= I

33



oldu¼gu görülür. B�1, eşitlik 3.8 in ispat¬nda kullan¬l¬r.

B�1C

ann
+
DT

ann2
=
(BT + BTCCT

ann2
)C

ann
+
DT

ann

=
BTC

ann
+
BTCCTC

ann3
+
DT

ann
=
BTC

ann
+
BTC

ann3
� B

TC

ann
+
DT

ann2

Eşitlik 3.5 ve 3.6 dan,

CTC = 1� ann2,

DT = �B
TC

ann

kullan¬larak,

=
BTC

ann
+
BTC

ann3
� B

TC

ann
+
BTC

ann3
= 0

elde edilir.

Eşitlik 3.9 un, 3.6 dan elde edildi¼gi aç¬kt¬r.

CCT � 1
ann2

= �1:

f(A)Gf(A)T çarp¬m¬aşa¼g¬daki gibi yaz¬l¬r.

f(A)Gf(A)T =

0@ (B�1)T C
ann

�D
ann

1
ann

1A0@ I 0

0 �1

1A0@ B�1 �DT

ann

CT

ann
1
ann

1A

=

0@ (B�1)T C
ann

�D
ann

1
ann

1A0@ B�1 �DT

ann

�CT
ann

� 1
ann

1A

=

0@ (B�1)TB�1 � CCT

(ann)2
� (B�1)TDT

ann
� C

ann2

�DB�1
ann

� CT

ann2
DDT

ann2
� 1

ann2

1A :
Bu çarp¬m sonucunda elde edilen eşitlikler şu şekilde gösterilmelidir.

(B�1)TB�1 � CC
T

ann2
= In�1 (3.10)

�(B
�1)TDT

ann
� C

ann2
=
�DB�1
ann

� CT

ann2
= 0 (3.11)
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DDT

ann2
� 1

ann2
= �1 (3.12)

Eşitlik 3.10 un ispat¬nda B�1 kullan¬l¬r.

(B +
CCTB

ann2
)(BT +

BTCCT

ann2
)� CC

T

ann2
=

= (
ann

2B + CTCB

ann2
)(
ann

2BT +BTCCT

ann2
)� CC

T

ann2

= (
ann

4BBT + ann
2BBTCCT + ann

2CCTBBT + CCTBBTCCT

ann4
)� CC

T

ann2

Eşitlik 3.1 ve eşitlik 3.6 dan,

BBT = I � CCT ,

CTC = 1� ann2

kullan¬larak,

= (
ann

4I + ann
2CCT

ann4
)� CC

T

ann2
= I

oldu¼gu görülür.

B�1, eşitlik 3.11 in ispat¬nda kullan¬l¬r.

�DB�1
ann

� CT

ann2
=
�D(BT + DTDBT

ann2
)

ann
� CT

ann2

Eşitlik 3.4 ve 3.2 den,

BTB = I �DTD,

CT = �DB
T

ann

kullan¬larak
�ann2DBT �DDTDBT +DBT

ann3
= 0

elde edilir.
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Eşitlik 3.12 nin, 3.3 ten geldi¼gi aç¬kt¬r.

DDT � 1
ann2

= �1:

·Ispat¬n tamamlanmas¬ için, f(A) n¬n determinant¬n¬n +1 oldu¼gu gösterilmelidir.

Bunun için aşa¼g¬daki iki yard¬mc¬önermeye ihtiyaç vard¬r.

Yard¬mc¬Önerme 3.1 A matrisi SO(n) kümesinde ise, ann 6= 0 olmak üzere,

det(B)

ann
= 1

olur.

·Ispat A matrisi aşa¼g¬daki şekilde yaz¬l¬r.

A =

0@ B C

D ann

1A =

0@ B �BDT

ann

D ann

1A
Bu matris, det(A) n¬n hesab¬için, iki matrisin çarp¬m¬şeklinde de yaz¬labilir.

=

0@ B 0

D 1

1A0@ I �DT

ann

0 1
ann

1A

det(A) = det(B)
1

ann

O halde, det(A) = 1 dir. Sonuç olarak, det(B) = ann olarak elde edilir.

Yard¬mc¬Önerme 3.2 A 2 SO(n� 1; 1) ise, ann 6= 0 olmak üzere,

det(B)
1

ann
= 1

dir.
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·Ispat A matrisi aşa¼g¬daki şekilde yaz¬l¬r.

A =

0@ B C

D ann

1A =

0@ B BDT

ann

D ann

1A
Bu matris, det(A) n¬n hesab¬için, iki matrisin çarp¬m¬şeklinde de yaz¬labilir.

=

0@ B 0

D 1

1A0@ I DT

ann

0 1
ann

1A
Buradan,

det(A) = det(B)
1

ann

oldu¼gu görülür.

Yard¬mc¬Önerme 3.1�in ispat¬n¬n devam¬için, det(A) = 1, det(B)
ann

= 1 ve yard¬mc¬

önerme 3.2 kullan¬l¬r.

det(f(A)) = det((B�1)T )
1
1
ann

=
ann
det(B)

= 1

f nin iyi tan¬ml¬oldu¼gunun ispat¬ndan hemen sonra, 1-1 ve örten oldu¼gu gösteril-

melidir. Bunun için f�1 : Y ! X, aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r.

f�1

0@ B C

D ann

1A =
1

ann

0@ ann(B
�1)T C

�D 1

1A

Önerme 3.2 f , 1-1 ve örtendir; f�1, f nin inversidir.

·Ispat f nin 1-1 ve örten olmas¬, f�1 in iyi tan¬ml¬oldu¼gu anlam¬na gelir. Çünkü ,

f � f�1 = IY
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f�1 � f = IX

dir.

O halde, aşa¼g¬daki eşitlikler elde edilir.

f � f�1(A) = IY (A)

f�1 � f(A) = IX(A)

(B0�1)t = B;B0�1 = Bt; (B0t)�1 = (B�1)t;

C =
C 0

x

D =
�D0

x

ann =
1

x

C 0 =
C

ann

D0 = �xD = � 1

ann
D

x =
1

ann

f(A) ve f�1(A) için örnek verilebilecek özel matrisler aşa¼g¬daki gibidir.

Örnek 3.1.

1. A matrisi,

A =

0@ cos s sin s

� sin s cos s

1A
SO(2) kümesine aittir. A 2 X olmas¬için a22 = cos s 6= 0 olmal¬d¬r. Yani, s 6= ��

2

olur.
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A matrisinin f dual dönüşümü alt¬ndaki görüntüsü f(A),

f(A) =
1

cos s

0@ 1 sin s

sin s 1

1A =

0@ sec(s) tan(s)

tan(s) sec(s)

1A
olarak elde edilir.

Elde edilen bu matris SO(1; 1) kümesine aittir. Önceki bölümden hat¬rlanacak

olursa, SO(1; 1) = O++1 (2) [ O�+1 (2) olarak ifade edilir. O halde � 2 R aç¬s¬na

ba¼gl¬olarak f(A), 0@ cosh(�) sinh(�)

sinh(�) cosh(�)

1A
veya 0@ � cosh(�) sinh(�)

sinh(�) � cosh(�)

1A
olarak yaz¬l¬r.

� aç¬s¬n¬n seçimi, cos(s) de¼gerinin pozitif veya negatif oluşuna ba¼gl¬d¬r. ·Ilk durumda,

� aç¬s¬ cosh(�) = sec(s) ve sinh(�) = tan(s) eşitliklerini sa¼glamal¬d¬r.

sec(s)2 � tan(s)2 = 1 oldu¼gundan, tek bir � aç¬s¬n¬n varl¬¼g¬ndan söz edilir.

2. B matrisi,

B =

0@ � cosh t sinh t

sinh t � cosh t

1A
SO(1; 1) kümesine aittir. f dual dönüşümü ile f(B),

f(B) =
1

� cosh t

0@ 1 sinh t

� sinh t 1

1A (t 2 R)
olarak elde edilir, SO(2) kümesine aittir.

Not: f dönüşümü lineer de¼gildir. f(A+B) 6= f(A) + f(B)
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Örnek 3.2 3x3-lük bir ortogonal A matrisi aşa¼g¬daki gibi verilsin.

A =

0BBB@
1p
2

�1p
2

0

1p
6

1p
6

2p
6

�1p
3

�1p
3

1p
3

1CCCA
f dual dönüşümü alt¬ndaki görüntüsü,

f(A) =
p
3

0BBB@
1p
6

�1p
6

0

1p
2

1p
2

2p
6

1p
3

1p
3

1

1CCCA
semi-ortogonal matrisi olur.

f(A) 2 SO(2; 1) oldu¼gu aşa¼g¬daki gibi gösterilir.

�
1p
2

�2
+

�
� 1p

2

�2
� 0 = 1 p

3p
2

!2
+

 p
3p
2

!2
�
�
2p
2

�2
= 1

(1)2 + (1)2 �
�p
3
�2

= �1

Ayn¬zamanda f(A) sat¬rlar¬n¬n ve sütunlar¬n¬n kendi aralar¬nda iç çarp¬m¬s¬f¬rd¬r.

Örnek 3.3 3x3-lük bir ortogonal B matrisi aşa¼g¬daki gibi verilsin.

B =

0BBB@
4p
66

�1p
66

7p
66

�2p
6

�1p
6

1p
6

1p
11

�3p
11

�1p
11

1CCCA
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f dual dönüşümü alt¬ndaki görüntüsü,

f(B) = �
p
11

0BBB@
�1p
6

2p
6

7p
66

1p
66

4p
66

1p
6

�1p
11

3p
11

1

1CCCA
semi-ortogonal matrisi elde edilir ve sa¼glamas¬örnek 3.2�dekine benzer şekilde yap¬l¬r.
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4. DUAL UZAYLARDA DUAL DÖNÜŞÜM

4.1 Dual Uzaylarda Dual Dönüşüm

Tan¬m 4.1.1 bA = [baij]nxn; baij 2 D olmak üzere bA bAT = bAT bA = In ise bA ya dual
ortogonal matris denir.

Sonuç 4.1.1 bA 2 bO(n) olmak üzere bA = A + "A� dual ortogonal matrisinde A� =
WA ve A 2 O(n) d¬r. Burada W; nxn-lik anti-simetrik matristir. Gerçekten,

bA bAT = In
eşitli¼ginden,

(A+ "A�)(AT + "A�T ) = In + ":0

AAT + "(AA�T + A�AT ) = In

AAT = In; A 2 O(n)

AA�T + A�AT = 0

elde edilir.

A�AT = W

olsun.

W T +W = 0

A� = WA

elde edilir. O halde, bA bAT = In ise det bA = �1 dir.
Bu ve bundan sonraki k¬s¬mlarda, 3x3-lük matrisler, asa¼g¬da verilen bA matrisi gibi
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bloklara bölünmüş şekilde yaz¬lacakt¬r,

bA =
0@ bB bCbD bann

1A
bann in reel k¬sm¬s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Burada, bB bir (n-1)x(n-1)-lik dual matris, bC
bir (n-1)x1-lik dual sütun matrisi ve bD bir sat¬r matrisidir. Bu matriste bann 6= 0

oldu¼gundan, bX = f bA 2 S bO(n);bann 6= 0g ve bY = f bA 2 S bO(n � 1; 1);bann 6= 0g

kümeleri kullan¬lacakt¬r. Bu kümeler aras¬nda bir dual dönüşüm tan¬mlan¬r.

Teorem 4.1.1. bX ve bY aras¬nda bir dual dönüşüm vard¬r.

f : bX ! bY
bA 7! f( bA) = 1bann

0@ bann( bB�1)T bC
� bD 1

1A (4.1)

buradaki T , tranpozunu göstermektedir.

n = 3 için S bO(3)nfa33 = 0g ve S bO(2; 1) aras¬ndaki dual dönüşüm aşa¼g¬daki gibidir.
bA =

26664
ba11 ba12 ba13ba21 ba22 ba23ba31 ba32 ba33

37775 7! f( bA) = 1ba33

26664
ba22 �ba21 ba13
�ba12 ba11 ba23
�ba31 �ba32 1

37775 (4.2)

·Ispat Teoremin ispat¬için f( bA) 2 S bO(2; 1) oldu¼gunu göstermeliyiz. " i̧saret matrisi
ve B = f( bA) dual semi-ortogonal matris olsun.

BT = "B�1": (4.3)

Eşitlik 4.3 ün her iki taraf¬, soldan B" ve sa¼gdan " ile çarp¬l¬rsa,

B"BT " = I3 (4.4)
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elde edilir. Eşitlik 4.4 ün sa¼glamas¬yap¬l¬rsa,

B"BT " = 1ba33

26664
ba22 �ba21 ba13
�ba12 ba11 ba23
�ba31 �ba32 1

37775
26664
1 0 0

0 1 0

0 0 �1

37775 1ba33

26664
ba22 �ba12 �ba31
�ba21 ba11 �ba32ba13 ba23 1

37775
26664
1 0 0

0 1 0

0 0 �1

37775

=

26664
1 0 0

0 1 0

0 0 1

37775 = I3
elde edilir.

4.2 Dual Uzaylarda Dual Dönüşüm Uygulamalar¬

Tan¬m¬verilen dual dönüşüm için bu bölümde uygulamalar yap¬lacakt¬r.

Örnek 4.2.1. bA, 2x2-lik özel bir dual matris olsun.
bA =

0@ cosb� sinb�
� sinb� cosb�

1A ;
burada bA 2 bX ve ba22 = cosb� 6= 0 (� 6= ��

2
) d¬r. bA matrisinin f dual dönüşümü

alt¬ndaki görüntüsü f
� bA� aşa¼g¬daki gibidir.

f
� bA� = 1

cosb�
0@ 1 sinb�
sinb� 1

1A =

0@ secb� tanb�
tanb� secb�

1A
� = �

3
ve �� = 1 al¬n¬rsa,

f(x+ "x�) = f(x) + "f 0(x)x�

cos(� + "��) = cos � � " sin �:��

sin(� + "��) = sin � � " cos �:��
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tan(� + "��) = tan � + "(1 + tan2 �):��

elde edilir. Bulunan de¼gerler matriste yerine yaz¬l¬rsa,

A =

0@ cos �
3
� sin �

3

sin �
3

cos �
3

1A ) bA =
0@ 1

2
� "

p
3
2

�
p
3
2
� "1

2
p
3
2
+ "1

2
1
2
� "

p
3
2

1A
elde edilir. bA matrisinin dual ortogonal matris oldu¼gu aşa¼g¬daki gibi gösterilir.

 
1

2
� "

p
3

2

!2
+

 
�
p
3

2
� "1

2

!2
= 1

 p
3

2
+ "

1

2

!2
+

 
1

2
� "

p
3

2

!2
= 1

Ayn¬zamanda sat¬rlar¬n ve sütunlar¬n kendi aralar¬nda iç çarp¬mlar¬s¬f¬rd¬r. 
1

2
� "

p
3

2

! 
�
p
3

2
� "1

2

!
+

 p
3

2
+ "

1

2

! 
1

2
� "

p
3

2

!
= 0

 
1

2
� "

p
3

2

! p
3

2
+ "

1

2

!
+

 
�
p
3

2
� "1

2

! 
1

2
� "

p
3

2

!
= 0

bA dual ortogonal matrisinin f dual dönüşüm alt¬ndaki görüntüsü aşa¼g¬daki gibidir.

f( bA) = 1
1
2
� "

p
3
2

0@ 1 �
p
3
2
+ "1

2
p
3
2
+ "1

2
1

1A =

0@ 2 + 2
p
3"

p
3 + 4"

p
3 + 4" 2 + 2

p
3"

1A
f( bA) matrisinin dual semi-ortogonal matris oldu¼gu aşa¼g¬daki gibi gösterilir.

�
2 + 2

p
3"
�2
�
�p
3 + 4"

�2
= 1

�p
3 + 4"

�2
�
�
2 + 2

p
3"
�2
= �1:

Sat¬rlar¬n ve sütunlar¬n kendi aralar¬nda iç çarp¬mlar¬da s¬f¬rd¬r.

�
2 + 2

p
3"
��p

3 + 4"
�
�
�p
3 + 4"

��
2 + 2

p
3"
�
= 0
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�
2 + 2

p
3"
��p

3 + 4"
�
�
�
2 + 2

p
3"
��p

3 + 4"
�
= 0

Örnek 4.2.2 bA, 3x3-lük dual ortogonal bir matris olsun.
bA =

26664
1p
2
� "(1 + 2p

6
) � 1p

2
� "(1+

p
2p
6
) "(�2+

p
2p

6
)

1p
6
+ "(

p
3+
p
2p

6
) 1p

6
+ "(�

p
3+
p
2p

6
) 2p

6
� "

p
2p
6

� 1p
3
+ "(�

p
3+1p
6
) � 1p

3
+ "(

p
3+1p
6
) 1p

3
+ " 2p

6

37775
Dual dönüşüm yard¬m¬yla f( bA) hesaplan¬rsa,

f( bA) =
26664

1p
2
� "( 3p

6
) � 1p

2
� "( 3p

6
) "(1�

p
2)

3p
6
+ "(

p
3+
p
6�3

p
2p

6
) 3p

6
� "(

p
3+
p
6+3

p
2p

6
)

p
2� 3"

1 + "(
p
6�3

p
2

2
) 1 + "(�

p
6�3

p
2

2
)

p
3� "

p
6

37775

elde edilir. f( bA) matrisinin dual semi-ortogonal matris oldu¼gu aşa¼g¬daki gibi gös-
terilir. �

1p
2
� "( 3p

6
)

�2
+

�
� 1p

2
� "( 3p

6
)

�2
�
�
"(1�

p
2)
�2
= 1

 
3p
6
+ "(

p
3 +

p
6� 3

p
2p

6
)

!2
+

 
3p
6
� "(

p
3 +

p
6 + 3

p
2p

6
)

!2
�
�p
2� 3"

�2
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1 + "(

p
6� 3

p
2

2
)

!2
+

 
1 + "(

�
p
6� 3

p
2

2
)

!2
�
�p
3� "

p
6
�2
= �1

Ayr¬ca, matrisin sat¬rlar¬n¬n ve sütunlar¬n¬n kendi aralar¬nda iç çarp¬mlar¬s¬f¬rd¬r.
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5. KÜRESEL HAREKETLER

5.1 Küresel Hareketlerin Dönme Ekseninin Dual Dönüşüm Yard¬m¬yla

·Incelenmesi

Bu bölümde, dönme matrisleri eksenlerinin dual dönüşüm alt¬nda de¼gi̧smezveya

paralel kald¬¼g¬gösterilecektir.

Teorem 5.1.1 f dual dönüşümü aşa¼g¬daki gibi verilsin.

f : SO(3)! SO(2; 1)

A 7! f(A) = B

Dönme matrisi A n¬n ekseni ile boost matrisi B nin ekseni, dual dönüşüm alt¬nda

de¼gi̧smez veya paralel kal¬r.

·Ispat. A 2 SO(3) bir ortogonal matris olmak üzere,

A =

26664
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

37775
A� AT ile A n¬n dönme ekseni hesaplan¬r (Ramis ve Yayl¬2010).

A� AT =

26664
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

37775�
26664
a11 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33

37775 =
26664

0 a12 � a21 a13 � a31
a21 � a12 0 a23 � a32
a31 � a13 a32 � a23 0

37775 :

Eşitlik 2.2 den, dönme ekseninin do¼grultman vektörü �!u aşa¼g¬daki gibidir:

�!u = (a32 � a23; a13 � a31; a21 � a12):
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A�!u = �!u eşitli¼ginin sa¼glamas¬aşa¼g¬daki gibidir.

A�!u =

26664
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

37775
26664
a32 � a23
a13 � a31
a21 � a12

37775 =
26664
a32 � a23
a13 � a31
a21 � a12

37775 = �!u

Şimdi, bu hesaplamalar E31 e taş¬nacakt¬r. Bunun için öncelikle

f(A) = B 2 SO(2; 1) nin dönme ekseni bulunmal¬d¬r.

O1(3) ün bileşenlerinden biri O++1 (3),

O++1 (3) = fA 2 O1(3); det(A) = 1; a33 > 0]g

şeklinde ifade edilir. O++1 (3) ün sabit b¬rakt¬¼g¬eksen L olmak üzere, bu tür izometrilere

boost ad¬verilir (Lopez 2008).

f(A) = B =
1

a33

26664
a22 �a21 a13

�a12 a11 a23

�a31 �a32 1

37775
olmak üzere, B �B�1 matrisi ile B nin dönme ekseni hesaplan¬r.

B�1 = "BT " = 1
a33

26664
a22 �a12 a31

�a21 a11 a32

�a13 �a23 1

37775

B �B�1 = 1
a33

26664
0 �a21 + a12 a13 � a31

�a12 + a21 0 a23 � a32
�a31 + a13 �a32 + a23 0

37775
E31 de, dönme ekseninin do¼grultman vektörü

�!w aşa¼g¬daki gibidir.

�!w =
1

a33
(a32 � a23; a13 � a31; a21 � a12)
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Böylelikle,
�!w =

1

a33

�!u

oldu¼gu görülür.

Spf�!u g = Spf�!w g

oldu¼gundan, A ve B nin dönme eksenleri paraleldir.

Örnek 5.1.1 A 2 SO(3) matrisi aşa¼g¬daki gibi verilsin.

A(t) =

266664
1p

sin2 t+1

sin tp
sin2 t+1

0

� sin t cos tp
sin2 t+1

cos tp
sin2 t+1

sin t

sin2 tp
sin2 t+1

� sin tp
sin2 t+1

cos t

377775
Bir eliptik harekete kaŗs¬l¬k gelen bu ortogonal Amatrisinin ve f dönüşümü alt¬ndaki

f(A) matrisinin dönme eksenleri hesaplanacakt¬r (Örnek 3.26, Karger ve Novak

1985).Öncelikle E3�teki hesaplamalar yap¬lacakt¬r. A(t) � A(t)T , matrisin dönme

ekseninin bulunmas¬na yard¬mc¬olacakt¬r.

A(t)� A(t)T =

266664
1p

sin2 t+1

sin tp
sin2 t+1

0

� sin t cos tp
sin2 t+1

cos tp
sin2 t+1

sin t

sin2 tp
sin2 t+1

� sin tp
sin2 t+1

cos t

377775�
266664

1p
sin2 t+1

� sin t cos tp
sin2 t+1

sin2 tp
sin2 t+1

sin tp
sin2 t+1

cos tp
sin2 t+1

� sin tp
sin2 t+1

0 sin t cos t

377775

=

266664
0 sin t(1+cos t)p

sin2 t+1
� sin2 tp

sin2 t+1

� sin t(1+cos t)p
sin2 t+1

0 sin t+ sin tp
sin2 t+1

sin2 tp
sin2 t+1

� sin tp
sin2 t+1

� sin t 0

377775 :

Dönme ekseninin do¼grultman vektörü �!a ,

�!a = (� sin tp
sin2 t+ 1

� sin t;� sin2 tp
sin2 t+ 1

;�sin t(1 + cos t)p
sin2 t+ 1

)
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olur. Şimdi f(A) = B�nin dönme ekseni, için B �B�1 matrisi hesaplanacakt¬r.

B(t) =
1

cos t

266664
cos tp
sin2 t+1

sin t cos tp
sin2 t+1

0

� sin tp
sin2 t+1

1p
sin2 t+1

sin t

� sin2 tp
sin2 t+1

sin tp
sin2 t+1

1

377775

B(t)�1 =
1

cos t

266664
cos tp
sin2 t+1

� sin tp
sin2 t+1

sin2 tp
sin2 t+1

sin t cos tp
sin2 t+1

1p
sin2 t+1

� sin tp
sin2 t+1

0 � sin t 1

377775

B(t)�B(t)�1 = 1

cos t

266664
0 sin t(1+cos t)p

sin2 t+1
� sin2 tp

sin2 t+1

� sin t(1+cos t)p
sin2 t+1

0 sin t+ sin tp
sin2 t+1

� sin2 tp
sin2 t+1

sin tp
sin2 t+1

+ sin t 0

377775
Dönme ekseninin do¼grultman vektörü

�!
b ,

�!
b =

1

cos t
(� sin tp

sin2 t+ 1
� sin t;� sin2 tp

sin2 t+ 1
;�sin t(1 + cos t)p

sin2 t+ 1
)

olur.
�!
b =

1

cos t
�!a

Spf�!a g = Spf�!b g

elde edilir. O halde, bu iki eksen birbirine paraleldir.

5.2 Küresel Hareketlerin Ani Dönme Ekseninin Dual Dönüşüm Yard¬m¬yla

·Incelenmesi

Bu bölümde, dual dönüşüm yard¬m¬yla ani dönme hareketi ile ilgili uygulamalar

yap¬lacakt¬r. Hareketin ani dönme ekseni önce Öklid uzay¬nda sonra Lorentz uza-

y¬nda incelenecektir.

A bir ortogonal matris olsun. Öyleyse A0AT , Öklid uzay¬nda bir anti-simetrik matris

olmal¬d¬r (Karger ve Novak 1985). Benzer şekilde A bir semi-ortogonal matris olsun.
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O halde A0A�1 Lorentz uzay¬nda bir antisimetrik matris olmal¬d¬r.

Y = AX (4.1)

Eşitlik 4.1 in her iki taraf¬A�1 ile çarp¬l¬rsa,

A�1Y = A�1AX

A�1Y = X:

elde edilir. Eşitlik 4.1�n¬n türevi al¬n¬rsa,

Y 0 = A0X:

Y = A0A�1Y

Y 0 = WY

elde edilir, buradaW Lorentz uzay¬nda anti-simetrik bir matristir ve küresel hareketin

ani dönme eksenini verir (Şekil 5.1).

Şekil 5.1 Ani dönme hareketi
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Teorem 5.2.1 f dual dönüşümü aşa¼g¬daki gibi verilsin.

f : SO(3)! SO(2; 1)

A 7! f(A) = B

Bir parametreli hareket matrisi A�n¬n ani dönme ekseni ile B�nin ani dönme ekseni

dual dönüşüm alt¬nda ayn¬kalmaz.

·Ispat A 2 SO(3) ortogonal matrisi aşa¼g¬daki gibi verilsin:

A =

26664
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

37775
Amatrisinin ani dönme ekseni, A0AT matrisinin hesaplanmas¬yla elde edilir. Burada

A0 matrisi, A n¬n türevidir.

A0AT =

26664
a011 a012 a013

a021 a022 a023

a031 a032 a033

37775
26664
a11 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33

37775

=

26664
0 a011a21 + a

0
12a22 + a

0
13a23 a011a31 + a

0
12a32 + a

0
13a33

a021a11 + a
0
22a12 + a

0
23a13 0 a021a31 + a

0
22a32 + a

0
23a33

a031a11 + a
0
32a12 + a

0
33a13 a031a21 + a

0
32a22 + a

0
33a23 0

37775
Anti-simetrik matrisi elde edilir. Eşitlik 2.2 den, ani dönme ekseninin do¼grultman

vektörü �!u ,

�!u = (a031a21 + a032a22 + a033a23; a011a31 + a012a32 + a013a33; a021a11 + a022a12 + a023a13)

olarak ifade edilir.

Bu hesaplamalar E31 e taş¬nacakt¬r. B
0B�1 matrisi, f(A) = B 2 SO(2; 1) matrisinin
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ani dönme eksenini verir.

B�1 = "BT " = 1
a33

26664
a22 �a12 a31

�a21 a11 a32

�a13 �a23 1

37775

B0B�1 =
1

a332

26664
0 �a12a022 � a11a021 � a23a013 a022a31 � a021a32 + a013

�a012a22 � a011a21 � a023a13 0 �a012a31 � a011a32 � a023
�a031a22 + a032a21 a031a12 � a032a11 0

37775

Anti-simetrik matrisi elde edilir. Eşitlik 2.2 den, E31�deki ani dönme ekseninin

do¼grultman vektörü �!w ;

�!w =
1

a332
(�a031a12 + a032a11; a022a31 � a021a32 + a013;�a012a22 � a011a21 � a023a13)

olarak elde edilir. �!u 6= �!w olur. O halde, f dual dönüşümü A ve B matrislerinin

ani dönme eksenlerini sabit b¬rakmam¬̧st¬r.

Örnek 5.2.1 Bir eliptik harekete kaŗs¬l¬k gelen örnek 5.1.1 deki A 2 SO(3) ve

f(A) 2 SO(2; 1) matrislerinin ani dönme eksenleri hesaplanacakt¬r.

A(t) =

266664
1p

sin2 t+1

sin tp
sin2 t+1

0

� sin t cos tp
sin2 t+1

cos tp
sin2 t+1

sin t

sin2 tp
sin2 t+1

� sin tp
sin2 t+1

cos t

377775
Öncelikle A0AT matrisi hesaplanmal¬d¬r.

A0(t) =

266664
� sin t cos t

(sin2 t+1)
3
2

cos t

(sin2 t+1)
3
2

0

sin4 t+sin2 t�cos2 t
(sin2 t+1)

3
2

� 2 sin t

(sin2 t+1)
3
2

cos t

sin t(sin2 t+2) cos t

(sin2 t+1)
3
2

� cos t

(sin2 t+1)
3
2
� sin t

377775
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A0(t)A(t)T =

26664
0 cos2 t

sin2 t+1
� sin t cos t
sin2 t+1

� cos2 t
sin2 t+1

0 1

sin t cos t
sin2 t+1

�1 0

37775
Elde edilen anti-simetrik matris yard¬m¬yla ani dönme ekseninin do¼grultman vektörü
�!u , aşa¼g¬daki şekilde ifade edilir.

�!u = (�1;� sin t cos t
sin2 t+ 1

;� cos2 t

sin2 t+ 1
)

Şimdi f(A) = B�nin ani dönme ekseni için B0B�1 matrisi hesaplanacakt¬r.

B0(t) =

266664
� sin t cos t

(sin2 t+1)
3
2

cos t

(sin2 t+1)
3
2

0

� sec2 t�sin2 t tan2 t
(sin2 t+1)

3
2

4
p
2 sin t tan2 t

(3�cos 2t)
3
2

sec2 t

� 2 tan t sec t

(sin2 t+1)
3
2

sec2 t+sin2 t tan2 t

(sin2 t+1)
3
2

sec t tan t

377775

B0(t)B(t)�1 =

26664
0 cos t

sin2 t+1
� sin t cos t
sin2 t+1

� cos t
sin2 t+1

0 1

� sin t cos t
sin2 t+1

1 0

37775
Ani dönme ekseninin do¼grultman vektörü �!w ,

�!w = (�1;� sin t cos t
sin2 t+ 1

;� cos t

sin2 t+ 1
)

olur. �!u 6= �!w olur. O halde, A ve B matrislerinin ani dönme eksenleri, f dual

dönüşümü alt¬nda ayn¬kalmam¬̧st¬r.

5.3 Dual Dönüşüm ·Ile Elde Edilen Dönel Yüzeyler

Bu bölümde, dual dönüşüm yard¬m¬yla elde edilen dönel yüzeylerin Lorentz ve Ök-

lid uzaylar¬ndaki görünümleri incelenecektir. Bir dönme matrisi, bir e¼griye etki

ettirilerek dönel yüzey elde edilecektir. Elde edilen dönel yüzeylerin görünümleri

kaŗs¬laşt¬r¬lacakt¬r. Yüzeyler, Mapple 13 yard¬m¬yla çizdirilmi̧stir.
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Örnek 5.3.1 A matrisi aşa¼g¬daki gibi verilsin.

A =

26664
1 � ��

�� 1� �2

2
�2

2

�� � �2

2
1 + �2

2

37775 :

A matrisi, �(s) = (cos s; 0; sin s) (çember) e¼grisine etki ettirilirse aşa¼g¬daki matris

elde edilir.

A:�(s) =

26664
1 � ��

�� 1� �2

2
�2

2

�� � �2

2
1 + �2

2

37775
26664
cos s

0

sin s

37775 =
26664

cos s� � sin s

�� cos s+ �2

2
sin s

�� cos s+ sin s+ �2

2
sin s

37775
Elde edilen dönel yüzey, şekil 5.2 de sol taraftaki resimdir. Şimdi bu resmin Lorentz

uzay¬ndaki görünümünü incelemek için A matrisinin dual dönüşüm alt¬ndaki görün-

tüsü hesaplanacakt¬r.

f(A) =
2

2 + �2

26664
1� �2

2
� ��

�� 1 �2

2

� �2

2
1

37775 :

Elde edilen f(A) matrisi �(s) = (cos s; 0; sin s) e¼grisine etki ettirilirse,

f(A):�(s) =
2

2 + �2

26664
1� �2

2
� ��

�� 1 �2

2

� �2

2
1

37775
26664
cos s

0

sin s

37775 = 2

2 + �2

26664
cos s� �2

2
cos s� � sin s

�� cos s+ �2

2
sin s

� cos s+ sin s

37775
elde edilir. Bu dönel yüzey şekil 5.2 de sa¼g taraftaki resime kaŗs¬l¬k gelmektedir.

·Iki resim mukayese edildi¼ginde birbirine benzer görünümlere sahip olduklar¬dikkat

çekmektedir.
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Şekil 5.2 Çemberin döndürülmesiyle elde edilen 1. dönel yüzey

Örnek 5.3.2 Dönel yüzey elde etmek için seçilen A matrisi, x-ekseni etraf¬nda

dönme yapt¬ran matris olsun.

A =

26664
1 0 0

0 cos t � sin t

0 sin t cos t

37775
Şimdi, A matrisi �(s) = (cos s; 0; sin s) (çember) e¼grisine etki ettirilirse,

A:�(s) =

26664
1 0 0

0 cos t � sin t

0 sin t cos t

37775
26664
cos s

0

sin s

37775 =
26664

cos s

� sin t sin s

cos t sin s

37775
elde edilir. Bu, şekil 5.3 te soldaki resim yani küredir. ·I̧slemler Lorentz uzay¬na

taş¬n¬rsa,

f(A) =
1

cos t

26664
cos t 0 0

0 1 � sin t

0 � sin t 1

37775 :
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matrisi elde edilir. f(A) matrisi yine çembere etki ettirilirse,

f(A):�(s) =
1

cos t

26664
cos t 0 0

0 1 � sin t

0 � sin t 1

37775
26664
cos s

0

sin s

37775 = 1

cos t

26664
cos t cos s

� sin t sin s

sin s

37775 :

matrisi hesaplan¬r. Sonuç olarak, şekil 5.3 te sa¼gdaki resim elde edilmi̧s olur.

Şekil 5.3 Çemberin döndürülmesiyle elde edilen 2. dönel yüzey

Şekil 5.3 incelendi¼ginde, iki resmin birbirine benzedi¼gi görülür. Sa¼gdaki resim sol-

dakinin aç¬lm¬̧s hali gibi görünmektedir. Ayn¬matris farkl¬e¼grilere etki ettirilerek

ç¬kan sonuçlar incelenmeye devam edilecektir.

Örnek 5.3.3 A; x-ekseni etraf¬nda dönme yapt¬ran matris olsun.

A =

26664
1 0 0

0 cos t � sin t

0 sin t cos t

37775
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A matrisine �(s) = ( 4
cos s
; 0; 5 sin s

cos s
) (hiperbol) e¼grisi etki ettirilirse,

A:�(s) =

26664
1 0 0

0 cos t � sin t

0 sin t cos t

37775
26664

4
cos s

0

5 sin s
cos s

37775 =
26664

4
cos s

�5 sin s sin t
cos s

5 sin s cos t
cos s

37775
olur. Böylece, şekil 5.4 te soldaki resim elde edilir. A n¬n dual dönüşüm alt¬ndaki

görüntüsü ile resim Lorentz uzay¬na taş¬nacakt¬r.

f(A) =
1

cos t

26664
cos t 0 0

0 1 � sin t

0 � sin t 1

37775
olur. Şimdi, f(A) matrisi ayn¬e¼griye etki ettrilirse, şekil 5.4 te sa¼gdaki resim elde

edilir.

f(A):�(s) =
1

cos t

26664
cos t 0 0

0 1 � sin t

0 � sin t 1

37775
26664

4
cos s

0

5 sin s
cos s

37775 = 1

cos t

26664
4 cos t
cos s

�5 sin t sin s
cos s

5 sin s
cos s

37775

Şekil 5.4 Hiperbolün döndürülmesiyle elde edilen dönel yüzey

Bir önceki örnekte oldu¼gu gibi şekil 5.4 te de iki resmin birbirine benzedi¼gi görülmek-
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tedir. Yine sa¼gdaki resim soldakinin aç¬lm¬̧s halini an¬msatmaktad¬r.

Örnek 5.3.4 A; x-eksenini sabit b¬rakan dönme matrisi olsun.

A =

26664
1 0 0

0 cos t � sin t

0 sin t cos t

37775
A matrisi �(s) = (s; s2; 0) (parabol) e¼grisine etki ettirilsin.

A:�(s) =

26664
1 0 0

0 cos t � sin t

0 sin t cos t

37775
26664
s

s2

0

37775 =
26664

s

s2 cos t

s2 sin t

37775
elde edilir. Sonuç olarak şekil 5.5 te soldaki resim elde edilmi̧s olur.

f(A) =
1

cos t

26664
cos t 0 0

0 1 � sin t

0 � sin t 1

37775
matrisi ile Lorentz uzay¬ndaki görünümünü incelemek için f(A) ayn¬ e¼griye etki

ettirilir.

f(A):�(s) =
1

cos t

26664
cos t 0 0

0 1 � sin t

0 � sin t 1

37775
26664
s

s2

0

37775 =
26664

s cos t
cos t

s2

cos t

� s2 sin t
cos t

37775
olarak hesaplan¬r.
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Şekil 5.5 Parabolün döndürülmesiyle elde edilen dönel yüzey

Elde edilen resim şekil 5.5 te sa¼gdaki resimdir ve soldaki resimle benzer görünüme

sahiptir. Farkl¬uzaylarda benzer görünüme sahip olmalar¬ilgi çekicidir. Yukar¬da

verilen örnekler düşünüldü¼günde, dual dönüşümün bu iki uzay aras¬nda köprü vazi-

fesi yapt¬¼g¬görülmektedir.
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6. UZAY HAREKETLER·I

6.1 Uzay Hareketlerinin Vida Ekseninin Dual Dönüşüm Yard¬m¬yla

·Incelenmesi

E3 de, dual ortogonal matris bA 2 S bO(3) bir uzay hareketine kaŗs¬l¬k gelir ve bu
hareketin ekseni vida eksenidir. Benzer şekilde, dual semi-ortogonal matris

f( bA) = bB 2 S bO(2; 1), E31 de bir kat¬harekete kaŗs¬l¬k gelir ve bu hareketin ek-
seni vida eksenidir. Teorem 6.1.1�de, bu vida eksenlerinin ayn¬veya paralel oldu¼gu

gösterilecektir.

Teorem 6.1.1 f dual dönüşümü, kat¬cisim hareketi matrisleri bA ve f( bA) n¬n vida
eksenlerini paralel ya da de¼gi̧smez b¬rak¬r. (Bu, timelike ve spacelike durumlarda

geçerlidir.)

·Ispat. bA 2 S bO(3) dual ortogonal matrisi verilsin.
bA =

26664
ba11 ba12 ba13ba21 ba22 ba23ba31 ba32 ba33

37775
bA� bAT matrisi ile E3 deki vida ekseni hesaplan¬r (Ramis ve Yayl¬2010).

bA� bAT =
26664

0 ba12 � ba21 ba13 � ba31ba21 � ba12 0 ba23 � ba32ba31 � ba13 ba32 � ba23 0

37775
c�!u = (ba32 � ba23;ba13 � ba31;ba21 � ba12)

elde edilir. Vida ekseni, �!u vektörünün birim formu olarak hesaplan¬r.

c�!u0 = c�!u


c�!u 
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c�!u0 birim dual vektörü E3 de bir do¼gruya kaŗs¬l¬k gelir. (E. Study dönüşümü). Bu

do¼gru, hareketin vida eksenidir.

Bu hesaplamalar¬E31 in dual uzay¬na taş¬mak için, f( bA) = bB 2 S bO(2; 1) nin vida
ekseni bulunmal¬d¬r.

f( bA) = 1ba33
26664
ba22 �ba21 ba13
�ba12 ba11 ba23
�ba31 �ba32 1

37775
bB � bB�1 matrisi ile bB nin vida ekseni elde edilir. Öncelikle bB�1 matrisi hesaplana-
cakt¬r.

bB�1 = " bBT " = 1
a33

26664
1 0 0

0 1 0

0 0 �1

37775
26664
ba22 �ba12 �ba31
�ba21 ba11 �ba32ba13 ba23 1

37775
26664
1 0 0

0 1 0

0 0 �1

37775

bB � bB�1 = 1ba33

26664
0 �ba21 + ba12 ba13 � ba31ba21 � ba12 0 ba23 � ba32ba13 � ba31 ba23 � ba32 0

37775
c�!w = (ba32 � ba23;ba13 � ba31;ba21 � ba12)

vektörü elde edilir. c�!w0 = c�!w


c�!w



birim dual vektörü, hareketin vida eksenidir.

c�!w0 =c�!u0
oldu¼gu görülür. O halde, birim dual vektörlerin do¼grultman vektörleri ayn¬d¬r, fakat

geçti¼gi noktalar farkl¬olabilir (E.Study dönüşümü.).
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Örnek 6.1.1. bA 2 S bO(3) dual ortogonal matrisi aşa¼g¬daki gibi olsun.
bA =

26664
1p
2
� "p

2
� 1p

2
� "p

2
"

1p
2
+ "p

2
1p
2
� "p

2
�"

0 2"p
2

1

37775
Vida eksenini hesaplamak için, bA� bAT matrisi hesaplanmal¬d¬r.

bA� bAT =
26664

0 � 2p
2
� 2"p

2
"

2p
2
+ 2"p

2
0 "(�2�

p
2p

2
)

�" "(
p
2+2p
2
) 0

37775
O halde, c�!u = ("(p2 + 2p

2
); ";

2p
2
+
2"p
2
);

c�!uo = c�!u


c�!u 


 = (cA1;cA2;cA3);



c�!uo


 = 1

elde edilir.




c�!u 


 =rDc�!u ;c�!u E =
s
0 + 0 +

�
2p
2
+
2"p
2

�2
=
p
2 +

2"p
2

c�!uo = ( "(
p
2+2p
2
)

p
2 + 2"p

2

;
"p

2 + 2"p
2

;

2p
2
+ 2"p

2p
2 + 2"p

2

) = ("(

p
2 + 1p
2
);
"p
2
; 1)

birim dual vektörü bulunur. Şimdi bu hesaplamalar E31 in dual uzay¬na taş¬nacakt¬r.bA matrisinin dual dönüşüm alt¬ndaki görüntüsü olan f( bA) = bB 2 S bO(2; 1) matrisi,

f( bA) =
26664

1p
2
� "p

2
� 1p

2
� "p

2
"

1p
2
+ "p

2
1p
2
� "p

2
�"

0 � 2"p
2

1

37775
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olur. bB � bB�1 matrisi ile bB nin vida eksenini verecektir.
bB�1 = " bBT " =

26664
1p
2
� "p

2
1p
2
+ "p

2
0

� 1p
2
� "p

2
1p
2
� "p

2
2"p
2

�" " 1

37775

bB � bB�1 =

26664
0 � 2p

2
� 2"p

2
"

2p
2
+ 2"p

2
0 "(�2�

p
2p

2
)

" "(�
p
2�2p
2
) 0

37775
c�!w = ("(

�
p
2� 2p
2

); ";
2p
2
+
2"p
2
)

c�!wo = ( "(
p
2+2p
2
)

p
2 + 2"p

2

;
"p

2 + 2"p
2

;

2p
2
+ 2"p

2p
2 + 2"p

2

) = ("(

p
2 + 1p
2
);
"p
2
; 1)

elde edilir. Bu örnekte, dual vektörlere kaŗs¬l¬k gelen vektörler çak¬̧s¬kt¬r. Do¼grunun

geçti¼gi nokta (� 1p
2
; 1+

p
2p
2
; 0) ve do¼grultman¬(0; 0; 1) dir. Bu do¼grular, E3 deki bA ve

E31 deki f( bA) kat¬cisim hareketi matrislerinin vida eksenleridir.
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7. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tezde, Lorentz uzay¬ve Öklid uzay¬aras¬nda bir köprü görevi gören dual dönüşüm-

ler çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu dönüşümlerin dual uzayda tan¬m¬yap¬lm¬̧s, reel ve dual uzay-

lardaki uygulamalar¬na yer verilmi̧stir. Dual dönüşümlerin invaryant b¬rakt¬¼g¬özel-

likler incelenmi̧stir. Küresel hareketlerin dönme ve ani dönme eksenleri ile uzay

hareketlerinin vida eksenleri üzerinde durulmuştur. Dual dönüşümlerin dönme ve

vida eksenlerini invaryant b¬rak¬rken ani dönme eksenini b¬rakmad¬¼g¬ gözlemlen-

mi̧stir. Maple 13 yard¬m¬yla çizilen dönel yüzey şekilleri ilgi çekici olmuştur. Şekil-

lerin görünümlerinin benzerli¼gi bu dönüşümün iki uzay aras¬nda bir köprü görevi

üstlendi¼gine ¬̧s¬k tutmaktad¬r.
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