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Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

[k béliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci béliimde, temel tanimlar ve &nbilgiler verilmistir.

Ucgiincii boliimde, altin oran ve 6zeliklerinden bahsedilmistir.

Dérdiincii boliimde, manifoldlar iistiinde altin yap1 ve 6zelikleri hatirlatildi.

Besinci boliimde, altin Rieamann manifoldlarin alt manifoldlarinin {istiine indirgenmis
yapilarin 6zelikleri verilip; lokal ¢arpim altin Riemann manifoldun alt manifoldlarinin
istiine indirgenmis yapinin normal olmasi i¢in gerek sartlar incelenmistir. Normal yapili
(9, gu,, <&, ,(a,), ) alt manifoldlar istinde ¢ ve A, defisimli olmalari durumu
incelenmistir. Ayrica 1 esboyutlu alt manifoldlar iistiinde (¢, 9, U, , &, , (a,,), )

indirgenmis yapilarin bazi 6zelikleri gosterilmistir.
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1. GIRIS

Insanlik tarihinde rasyonel sayilar kadar irrasyonel sayilarda biiyiileyici bir etkiye

sahiptir. Bu sayilardan biri ve belki de en onemlilerinden biri %ﬁ

irrasyonel
sayisiyla tanmimlanan altin orandir. Eski caglardan beri bu oranla matematikgiler,

fizikciler, mimarlar, ressamlar hatta miizisyenler yogun bir sekilde ilgilendiler.

Altm orana iliskin matematik bilgisinin ilk kez M.O. 3. yiizyilda Euclid’in ( M.O.
325 — 2657 ) “Elementler”isimli 13 kitaptan olugan ¢aligmalarinda ilk kez ortaya
atildigr diisiiniilmektedir. Euclid burada bir dogruyu 0.618... noktasindan bslmek-
ten bahsetmis ve bunu bir dogruyu ekstrem ve 6nemli oranda bolmek diye adlandir-
mistir. Bununla birlikte, bu bilginin gecmisinin eski Misir’da M.O. 3 bin y1l 6ncesine
dayandigim1 gosteren bilgilere rastlanmigtir. Eski Yunan diinyasina da Pythagoras
( M.O. 569 — 475 ) ve izleyenleri tarafindan tamtildig: ileri siiriilmektedir (Akdeniz
2007).

Kentaro Yano (1983) bir manifold iizerinde f—yapiy1 tanimlamigtir daha sonra
Goldberg ve Yano (1970) bu yapiy1 geligtirerek bir manifold iizerinde polinom yap1
kavramini tanimlamiglardir. Bu polinom yapisindan yola ¢ikarak Crasmareanu ve
Hretcanu (2008) diferensiyellenebilir bir manifold iizerinde yapi polinomu Q(z) =
22 — x — I olan altin yap1 denilen bir polinom yap:1 tammlayarak altin oranin dife-
rensiyel geometriye girmesini saglamiglardir. Diferensiyel geometride altin yapi cok

yeni bir kavramdir. Bu konu iizerinde yapilmig ¢alismalar ¢ok az sayidadir.

Slant alt manifoldlar, ilk kez Chen (1990) tarafindan hemen hemen Hermitian bir
manifoldun hem holomorphic hem de total real alt manifoldlarinin bir genellesti-
rilmesi olarak tanmimlanmistir. Daha sonra bir¢cok matematikgi farkli uzaylarda bu
alt manifoldlar1 inceleyerek, slant alt manifoldlar diferensiyel geometride hizla iler-
lemistir. Ozellikle Papaghiuc (1994) tarafindan hemen hemen Hermitian bir mani-
foldun alt manifoldunun bir sinifi olarak semi-slant alt manifoldlar1 tanimlanmigtir.

Lotta (1996) hemen hemen kontakt metrik bir manifoldda Riemannian bir mani-



foldun slant immersion kavraminmi tanimlamistir.

Calismamiz1 kisaca goyle ozetliyebiliriz: Calismamizin birinci boliimii giris kismina
ayrilmustir. ikinci boliimiinde temel kavramlar verilmistir. Uciincii boliimde altin
oranin tarihcesinden, tanim ve 6zelliklerinden bahsedilmigtir. Dérdiincii boliimde
manifoldlar iistiinde altin yap1 ve o6zellikleri hatirlatildi.  Besinci boliimde altin
Riemann manifoldlarin alt manifoldlarinin tistiine indirgenmis yapilarin 6zelikleri
verildi. Lokal carpim altin Riemann manifoldlarin alt manifoldlarin {istiine in-
dirgenmis yapinin normal olmasi icin gerek sartlar incelenmigtir. Normal yapili
(0, 9, Ua, &y (aap)r) alt manifoldlar tistiinde ¢ ve A, degisimli olmalar: durumu ince-
lenmistir. Ayrica 1 esboyutlu alt manifoldlar iistiinde (¢, ¢, . €4, (@ag)r) indirgen-
mis yapi incelenmistir. Son olarak altnci boliimde altin Riemann manifoldlarinin

slant alt manifoldlar1 ve slant dagilimlar ile bi-slant alt manifoldlar incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ilerleyen boliimlerde sik¢a kullanacagimiz bazi temel tanim ve sembol-

leri tanitacagiz.

Tamim 2.1: (Oran) Aym tiirden iki seyin nicelik agisindan kargilagtirilmas: olarak
tanimlayabiliriz. Ornegin dogru parcalariyla ilgileniyorsak, AB ve C'D gibi iki dogru
parc¢asinin oranini é—g ya da bunlarin ayni birimle ol¢iilmiis uzunluklar, sirasiyla, a

ve b ise § ile sembolize ederiz (Cakar 1992).
2.1 Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanim 2.1.1: (Topolojik Manifold) M bir topolojik uzay olsun. M i¢in agagidaki
onermeler dogru ise M bir n—boyutlu topolojik manifold (veya kisaca topolojik

n—manifold) dur denir.
(1) M bir Hausdorff uzayidir.

(79) M nin her bir agik alt ciimlesi E™ e veya E™ nin bir agik alt ciimlesine homeo-

morftur.
(7i1) M sayilabilir ¢coklukta agik ciimlelerle ortiilebilir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.2: (Koordinat komsulugu=Harita) M bir n boyutlu topolojik man-
ifold ve U da M nin bir agik bir alt ciimlesi olsun. Eger U bir ¥ homeomorfizimi ile

E™ nin bir W alt ciimlesine eslenebiliyorsa:

U : U homeorfizm W C E"

[

(U, ) ikilisine M de bir koordinat komsulugu (harita) denir. p € U igin ¥(p) €
E™ dir ve ¥(p) = (z1(p),...,xi(p)), zn(p) € R, 1 < i < n dir. Burada z;(p)



reel sayisina W(p) noktasinin ¢—yinci koordinat1 ve z; : U — R fonksiyonuna da

koordinat fonksiyonu denir (Sekil 2.1).

u > WcE"

Sekil 2.1 Koordinat Fonksiyonlar:

U fonksiyonu bir homeomerfizm oldugundan siireklidir ve dolayisiyla x; : U — R,

1 <i < n fonksiyonlar: da siireklidirler.
z1(p), .., o (p) reel sayilarina p € U noktasmin, (U, ¥) koordinat komguluguna gore,

lokal koordinatlar: ve U iizerinde tamiml olan (z1,...x,) reel degerli fonksiyon

n—lisine de (U, ¥) iizerindeki lokal koordinat sistemi denir (Hacisalihoglu 2006).

Haritanin bir bagka tanimi da su sekilde yapilmaktadir:

Bos olmayan bir kiime M, M nin bos olmayan bir alt kiimesi U ve

v:U — R"

bir doniigiimii olsun. Eger

(1) ¥ bire-bir

(17) W(U), R™ de bir agik alt ciimle



ise, (U, V) ikilisine, M icin bir n—boyutlu bir harita denir (Brickell ve Clark
1970).

Tamim 2.1.3: (Atlas) M bir n boyutlu topolojik manifold ve M nin bir acik ortiisii
{U,} olsun. U, agik ciimlelerinin « indislerinin ctimlesi A olmak tizere {U,} ortiisii

icin {U,} a € A yazahm. E™ de U, ya homeorf olan bir acik ciimle E, ve

v, : U, homeomorfizm E,

olsun. Koordinat komsuluklarmm {(U,, ¥,)},. 4 koleksiyonuna bir atlas (koordi-

acA

nat komsulugu sistemi) denir (Hacisalihoglu 2006).

Tanim 2.1.4: (Diferensiyellenebilir Yapi) Bir topolojik n—manifold M ve M
nin bir atlast S = {(Ua, ¥4)},c4 Olsun. Eger S atlasi asagidaki ozellige sahip ise S

ye C", r > 1, smfindandir denir. U, N Up # & olmak tizere Vo, f € A icin
q)aﬁ U, o0 \Ifgl : \Ifﬁ(Ua N Ug) — \Ifa(Ua N Ug)

ve

Ppo 1 UgoWa ™t U, (U, NU) — V(U NUp)
fonksiyonlar1 C" sinifindandir. Eger S atlasi M iizerinde C" sinifindan ise S ye M

tizerinde bir C" simifindan diferensiyellenebilir yap1 denir (Hacisalihoglu 2006).

Tanim 2.1.5: (Diferensiyellenebilir Manifold) M bir n boyutlu topolojik man-
ifold ve M nin S atlast C" smifindan olsun. O zaman M ye bir n—boyutlu difer-

ensiyellenebilir manifolddur denir (Hacisalihoglu 2006).

Tanim 2.1.6: (Diffeomorfizm) Ayni boyutlu iki C*° manifold M, N ve F' : M —

N birebir ve orten bir doniisiim olsun. Eger:

i) F € C*(M, N)



i) F~t e C*(M, N)

ise, F' doniistimiine bir C* diffeomorfizm ve bu durumda M ile N manifoldlarina da

C* diffeomorfiktirler denir (Brickell ve Clark 1970).

Tanim 2.1.7: (M Diferensiyellenebilir manifoldunun tanjant vektorii) M

diferensiyellenebilir manifold ve bir noktas1 p € M olsun. Bir
X, : C®(M,R) - R

fonksiyonu, M {tizerinde en az bir egrinin p noktasindaki tanjant vektorii ise X, ye

M nin p noktasindaki bir tanjant vektorii denir (Hacisalihoglu 2000).

M tstiindeki tanjant vektorlerinin ctimlesi 7,M ile gosterilir. T,M, bir reel vek-
tor uzayidir. Bu T,M vektor uzayna, M nin p noktasinda ki tanjant uzay1 denir

(Hacisalihoglu 2000).

p noktasinda bir harita (U, ¥ = (x;)), 1 < i < n ise T,M nin bir baz

8| 1< <
az, " <i<n

kiimesidir. Bu baza 7T,,M nin dogal (veya koordinat) bazi denir (Brickell ve Clark
1970).

Tanim 2.1.8: (Vektor Alani) M bir manifold ve M de bir komsuluk V' olsun. Bir
p € V noktasinda ki tanjant uzay1 7,V olsun. V' nin biitiin p noktalar: tizerindeki

tanjant uzaylarinin birlesimi U T,V ile gosterilsin. Bir
peV

W:UTPV—>V

peV



doniistimii V¢, € T,V tanjant vektorti icin

m(ty) =p
bigiminde tanimlansin. O zaman V' C M {izerindeki bir vektor alan1 operatorii

X:v-|Jnv

peV

bi¢iminde bir fonksiyondur, tyle ki
ToX=1:V->V

doniisiimii bir 6zdeglik fonksiyonudur. M {izerindeki vektor alanlarinin ciimlesini

X(M) ile gosterecegiz (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.9: (Cok Lineer Doniisiimler) Vi, V5, ...V, ve W uzaylar aym K
cismi tizerinde tanimh birer vektor uzay: ve kartezyen carpimlarida V4 x Vo x ... x V,
olsun. Bir

L:VixVoax .. xV,—-W

doniisiimii i¢in agagida ki ¢zelik varsa bu doniisiime :—yinci yere gore lineerdir
denir.
€ ‘/17 Qg € ‘/27 ceey Q1 € ‘/1:—17 g, S ‘/iaoéi-i-l S ‘/Z'+17 ey Qi € VTL ve ‘V’a,b € K IQIH

L(ag, g, oy q,a8 + bty qvin, ooy ) = aL(aq, gy ooy 01,8, Qg 1y oey Q)

—i—bL(Ozl, Ay eeey O 1, by Qi1 1,y ..., an)

Vi =1, 2,...,n icin bu tzellik saglaniyorsa L fonksiyonuna n—lineer déniisiim denir

(Hacisalihoglu 2006).

L Vi xVyx..xV, — W seklindeki biitiin n—lineerdoniisiimlerin ciimlesini



LV, Vo, ...,V W) ile gosterelim.
a%&%wmﬂm:{ﬂLﬂﬁx%xmen—meWq
n—Ilineer doniisiimlerinin ciimlesi bir vektor uzayi olup,
boyL(V1, Vo, ..., Vi W) = boyVi - boyVs - ... - boyV,, - boyW

dir (Hacisalihoglu 2006).

Tanim 2.1.10: (Riemann Metrigi) M bir manifold olsun. Eger M {izerinde bir
p € M noktasi i¢in

g : M — L(T,M,T,M;R)
p — Gp:IT,M xT,M — R

seklinde simetrik, pozitif tanimli bir lineer form tanimlanmis ise g ye M de Riemann

metrigi denir (Hacisalihoglu 2006).

Tanim 2.1.11: (Riemann manifoldu) Bir M manifoldu iizerinde bir ¢ Riemann
metrigitanimlanmusg ise bu (M, g) iklisine bir Riemann manifoldu denir (Hacisal-

ihoglu 2006).

Tanim 2.1.12: (Vektoér Uzay: tizerinde Tensor) Bir reel vektor uzayr V ve V

nin dual uzay1 V* olsun.

T:yx...xVJxV*x...xV*—JR

vV Vv
r—tane s—tane

seklinde herbir (r + s)—lineer doniigiimiine V' {izerinde r. dereceden kovaryant ve
s. dereceden kontravaryant tensor (veya kisaca (s,r) tipinde bir tensor)

denir (Okubo 1987).

Bir vektor uzay: tizerinde tanimli (s, 7) tipinde tensorlerin kiimesi 77 (V) ile goster-

8



ilir. T7(V), R iizerinde bir vektor uzay1 olup boyV = n ise boyT: (V) = n'** dir
(Hacisalihoglu ve Ekmekgi 2003).

Teorem 2.1.1: 77 (V) uzayr L(V,V,...,V;V) uzayma izomorftur (Hacisalihoglu ve
————

s tane

Ekmekgei 2003).

V' vekor uzay1 yerine M manifoldunun p noktasindaki tanjant uzay1 7),(M) alinirsa,
M nin p noktasinda bir tensor uzay1 17 (7,(M)) elde edilir ve bu uzayn her bir

elemanina p noktasinda bir (s,r) tipinde tensér denir (Okubo 1987).

Tanum 2.1.13: (Tens6r Alani) Bir € manifold M olsun. M nin her bir nok-
tasma (s,7) tipinde tensor kargilik getiren doniigiime M iizerinde (s, r) tipinden bir

tensdr alani denilir (Okubo 1987).

O halde M iizerinde taniml bir tensor alani,

T M — | JTHT(M))

peEM

p — T(p) € T{(T,(M))
seklinde tanimli bir doniigiimdiir.
Ayrica wy, ..., ws € X*(M), X1,..., X, € x(M) ve p € M olmak iizere;
(T(X1, .oy Xoywi, ooy ws))(P) = Tp(Xip, ooy Xip, Wipy ooy Wp)
seklinde tanimlanirsa,

T x(M) x ... x x(M) x x*(M) x ... x x*(M) — C*(M)

J

TV TV
r—tane s—tane

seklinde C*°(M) degerli bir (r + s) lineer doniigiim olur (Lee 1997).



M tiizerinde taniml tensor alanlarimin kiimesi, 3% (M) ile gosterilir. % (M), C°(M)

iizerinde bir modiildiir.

Ozel olarak

I = C®(M)
Sy = X"(M)
) = x(M)

dir.

Dolayisiyla (1,1) tipindeki bir tensér alanim Teorem 2.1.1 den
T s x(M) ™57 (M)

seklinde bir doniigiim olarak gorebiliriz.

Tanim 2.1.14: (Nijenhuis torsiyon tensorii) M diferensiyellenebilir bir mani-

fold olmak iizere F), (1, 1) tipinde tensor alam olsun.

VX,Y € x(M) igin

olmak tizere
Np(X,Y) = FX([X,Y]) + [F(X), F(Y)] = F([F(X),Y]) = F([X, F(Y)])

seklinde tanimlanan (1,2) tipindeki N tensor alanina F' nin Nijenhuis torsiyon

tensorii denir (Yano ve Kon 1983).

Sonug 2.1.1: Ny Nijenhuis torsiyon tensorii bi-lineer ve anti-simetrik tensordiir

10



(Oztiirk 2006).

Tanim 2.1.15 : (Lineer Konneksiyon) M diferensiyellenebilir bir manifold ol-

mak lizere

Voo x(M)xx(M) — x(M)
(X,Y) — VyY

déniigiimii, Vf, g € C*°(M) ve VX,Y, Z € x(M) igin

(1) VixigvZ = fVxZ + gVy Z
(i1) Vi [Y = [VxY + (XY
(i1i) V(Y + Z) = VxY + VxZ

ozelliklerini sagliyorsa, V doniisiimiine M iizerinde bir lineer konneksiyon denir

(Brickell ve Clark 1970).

Tanim 2.1.16: (Lie parantez operatorii) Bir €™ manifold M olsun. XY €
X(M),pe M veVfeC®M)igin

(X, Y], () = X,(Y(f)) = V(X ()

seklinde tanimli

L] x(M) x x(M) — x(M)

doniigiimiine Lie parantez operatorii denir (Brickell ve Clark 1970).
2.2 Diferensiyellenebilir Lif Demet Yapilar:

Tanim 2.2.1: (Carpim Manifoldlar1) M ve N sirasiyla m ve n boyutlu birer C”

manifoldlar ve

Sm = {(Ui, Wi}y ile S, = {(‘G’¢j}jeJ

de, sirasi ile, M ve N manifoldlarinin atlaslar1 olsunlar.
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(4) {Ui};eq ve {V}}jeJ, sirasi ile, M ve N nin birer agik ortiisii iseler {U; x Vj}(i’j)elx‘]

de M x N nin bir acik ortistidiir.

U; X 4,

(i) j oo UixV; — o Emin
i

(p,q) — (Wilp),v;(q))

olarak tammlanan W; X ¢; doniigiimii

U X,

J

UixVy = O(U;) x ¢(V))

acik ciimle acik ciimle

seklinde bir homeomorfizmdir.

Dolayisiyla M x N nin bir atlasi

Smin = {(Us x V), (¥; x ¢j)}(i,j)eIXJ

olur ve Sy, de C" smfindandir. Boylece M x N ciimlesi de bir (m + n) boyutlu
topolojik manifold olur. Bu manifolda M ve N manifoldlarinin garpim manifoldu

denir (Hacisalihoglu 2006).

M x N ¢arpim manifoldundaki bir nokta (p,q) seklinde ifade edilir ve p € M ve
q € N dir (Nakahara 2003).

Onerme 2.2.1: 7, : M x N — M ve ms : M x N — N projeksiyonlar1 diferensiyel-
lenebilirdir (Greub vd. 1972).

Tanim 2.2.2: (Lokal ¢arpim 6zelligi ve lokal trivialisation) F, M, F sirasiyla
(m +n), m, n boyutlu C*° manifoldlar, 7 : £ — M orten, C*° bir déniigiim ve M

nin bir agik ortiisii {Us},c; ve YU, icin

T=m oV, m:U,xXF —U,

12



olacak bicimde

U, :m (Uy) = Uy x F

diffeomrfizimlerinin bir {¥,} ., smifi varsa, (F' ye gore) 7 lokal garpim 6zelligine
veya lokal trivialisationa sahiptir denir (Greub vd. 1972, Morita 2001) (Sekil
2.2).

m = m o ¥, kosulu,

Wy
H'l{U:} UaXF

Ua

Sekil 2.2 7 = m 0 ¥, diyagram

diyagraminin degismeli olmas ile ayni anlama sahiptir.

Tanmim 2.2.3: (Diferensiyellenebilir 1lif demeti) Bir 7 : £ — M orten, C*
doniigiimii lokal trivialisation ¢zelligine sahip olsun. Bu durumda & = (E, 7, M, F)
dortliisiine M manifoldu iizerinde F' lif modeli ile bir diferensiyellenebilir lif

demeti denir (Greub vd. 1972).

Tanim 2.2.4: ¢ = (E,m, M, F) bir C* lif demeti olsun. O zaman {(U,, V,)}

ael

sistemine ¢ lif demetinin bir lokal koordinat gésterimi veya charti denir (Greub

vd. 1972).

Bir ¢ = (E,m, M, F) lif demetinde E ye £ lif demetinin total (demet) uzayi, M
ye baz (taban) uzayi, F' ye lif modeli (veya standart lif) ve 7 ye projeksiyon
ad1 verilir. Ayrica, rank& = boyF' olarak tammmlamr (Greub vd. 1972).

¢ = (E,n, M, F) lif demeti bazen E total uzay: ile, bazen de 7 : E — M,C*

doniisiimii ile gosterilir.
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Tanim 2.2.5: (Lif) ¢ = (E, 7, M, F) lif demeti olsun. Vz € M igin
n(z) = Fy = {p € Eln(p) = «}
kiimesine = € M iizerinde bir lif denir (Greub vd. 1972).

Tiim F, lerin ayrik birlegimi E total (demet) uzayim verir; yani,

E:UFx

zeM

dir (Greub vd. 1972).
boyF, = boyE — boyM sayisina ¢ lif demetinin boyutu denir (Greub vd. 1972).

¢ = (E,m,M,F) lif demeti ve {(U,, ¥4)},,o; lokal koordinat temsilcisi olsun. Vz €

acl

U, icin

U, : 7 YU, — U, x F olmak iizere
Voo = @ule: Fo = {a}xF=F

veV,, : F,—F

diffeomorfizmini elde ederiz (Nicola 2000).

Tanim 2.2.6: (Lif demetinin (diferensiyellenebilir) capraz kesiti ) & =
(E, 7, M, F) herhangi bir lif demeti olsun.

moo =1y

olacak bi¢imde tanimh ¢ : M — E, C*° doniigtimiine ¢ lif demetinin bir capraz

kesiti denir (Lee 2009).

Yani, Vo € M igin o(x) € F, dir (Lee 2009).
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U C M acik bir alt kiime

moo =1y

olacak bicimde tamimh ¢ : U — F, C'° doniisiimiine U acik alt kiimesi iizerinde &

lif demetinin lokal diferensiyellenebilir kesiti denir (Lee 2009) (Sekil 2.3).

¢ lif dmetinin (diferensiyellenebilir) ¢apraz kesitlerinin kiimesi I'(£), I'(F) veya I'(7)
seklinde gosterilir (Lee 2009).

|
-"\,,;'--»-__ r.rl.:UJ

Ay K EEEAPE

Sekil 2.3 M manifoldu uzerinde lokal kesit

Tanmim 2.2.7: (Vektor demeti) ¢ = (E, 7, M, F) bir C* lif demeti olsun. Eger

agagidaki iki ozellik saglaniyorsa, £ ye bir vektor demeti denir.

(i) Vo € M igin 7 !(z) = F, ve F reel vektor uzayidir.

(ii) Vo € M, ¢, : F, — F doniistimleri lineer izomorfizm olacak bicimde £ nin

{(Ua, ¥y}, e; lokal koordinat gosterimi vardir (Greub vd. 1972).

M, m boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olmak iizere M nin tiim noktalarin-
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daki tanjant uzaylarinin ayrik birlesimi 7'M = U T,M ve T'M {izerinde
peEM

m:TM — M

dontigiimii, 7(v,) = p, (v, € T,M) seklinde tammlansi. (7'M, w, M, R™) dortiisiiniin
bir vektor demeti oldugu kolayca gosterilebilir. Bu demete M nin tanjant demeti,
7w : TM — M siirekli, 6rten, C* doniigiimiine de dogal (kanonik) projeksiyon

denir (Ozkan 2006).

Diferensiyellenebilir bir M manifoldu i¢cin 7'M tanjant demetinin kesitleri, M man-

ifoldu tizerinde vektor alanlaridir (Lee 2003).

Tanim 2.2.8: (Altvektor demeti) ¢, = (E,m, M, F) ve £ = (B, 7|y, M, F)

iki vektor demeti olsun. Eger,
(i) Vo € M icin F, lifi F,, lifinin bir alt vektor uzay1,

(77) Uy, M nin bir agig1 olmak tizere
U (m Y U)NE)=Uyx F CUyx F

olacak sekilde (U,, ¥,) haritas1 var ve bu ozellik ile ' C E bir alt manifold ise &
vektor demetine ¢ vektor demetinin bir altvektor demeti denir. (771(U,) N E =

7| (Ua)) (Lee 2009).

Tanim 2.2.9: (Whitney Toplam) Vektor uzaylarmin (ya da modiillerin) direkt
toplamina benzer bir kavramda vektor demetlerinin Whitney toplami adi verilen
toplamidir. &, ve &, bir M manifoldu itizerinde iki vektor demeti ve £ de bu iki

demetin Whitney toplami olan

§=8®&

M manifoldu {izerinde yeni bir vektor demetidir. Bu durumda F, F¢ , F, sirasiyla
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&, &, & nin lifleri olmak iizere
Fe = Fe, © F, (2.2.1)

dir. Burada (2.2.1) ifadesindeki @ isareti adi direkt toplami gostermektedir (Turgut
1989).

Tanim 2.2.10: (Dagilim) m = (n+k)—boyutlu M manifoldu iizerinde n—boyutlu
diferensiyellenebilir bir dagilim, T'M tanjant demetinin rank n olan bir E

altvektor demetidir (Lee 2009).

O halde M manifoldu iizerindeki n—boyutlu diferensiyellenebilir bir dagihm, Vz €
M ye kargihik n—boyutlu bir A, C T, M altvektor uzayim kargilik getirir (Lee 2009).

A M = UTxM
xeM
r — N, CT,M

E, M manifoldu iizerinde bir dagilim ve X de U C M acik kiimesi iizerinde taniml
bir vektor alan olsun. Eger, Vp € U icin X, € A, ise X vektor alan1 £ dagilimina
aittir denir ve X in E dagilmina ait oldugunu gostermek igin X € I'(E) seklinde

gosterilir (Baz kaynaklarda X € F geklinde de gosterilir) (Bejancu ve Farran 2006).

Tanim 2.2.11: (involutive) TM nin bir F altvektér demetinde X,Y € I'(E) igin
[X,Y] € I'(F) ise E altvektor demetine involutive denir (Bejancu ve Farran 2006).

E dagilimi integrallenebilir < E dagilimi involutive (Bejancu ve Farran 2006).
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Tanim 2.2.12: (Tamamlayan dagilim ) M diferensiyellenebilir bir manifold ve

R, S de M manifoldu tistiinde iki tamamlayan dagilim, yani Vo € M icin

yant

TM = R®S

dir (Ozdemir 2010).

r ve s sirasiyla R ve S dagilimlarina kargilik gelen projeksiyonlar olmak iizere r ve

s yi (1,1) tipinde bir tensor alam olarak gorebiliriz. Ayrica,

rs = sr=0 ve r+s=Iry

ozellikleri vardir (Ozdemir 2010).

Tanim 2.2.13: (Hemen hemen paracontact yapi) Bir M manifoldu iistiindeki

hemen hemen paracontact yap: (U, &, n) tigliisiidiir. Burada

nE) =1, ¥(E) =0, no¥ =0, V=7-n®¢

olacak gekilde ¥, M manifoldu iistiinde (1,1) tipinde bir vektér alani, £ bir vek-
tor alam ve ) de bir formdur (I, M manifoldu iistiinde vaktor alanlarimin 6zdeglik

doniigiimiidiir.) (Peyghan ve Tayebi 2011).
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3. ALTIN ORAN

Altin oran, matematik ve sanatta, bir biitiiniin parcalar1 arasinda gozlemlenen,
uyum acisindan en yetkin boyutlari verdigi sanilan geometrik ve sayisal bir oran
bagintisidir. Altin Oran, pi (7) gibi irrasyonel bir sayidir ve ondalik sistemde yaziligi;

1,618033988749894...’tiir. Bu oranin kisaca gosterimi: %5 olur. Altin Oranin ifade

edilmesi icin kullanilan sembol, Fi yani ¢ veya ¢ dir.

Altin Oran, matematikte ve fiziksel evrende ezelden beri var olmasina ragmen, in-
sanlar tarafindan ne zaman kesgfedildigine ve kullanilmaya baslandigina dair kesin bir
bilgi mevcut degildir. Tarih boyunca birgok defa yeniden kesfedilmis olma olasiligi
kuvvetlidir. Euclid (M.O. 365 — M.O. 300), "Elementler" adh kitabinda, bir dogruyu
1.6180339... noktasindan bolmekten bahsetmis ve bunu, bir dogruyu ekstrem ve
onemli oranda bolmek diye adlandirmigtir. Misirhlar keops Piramidi’nin tasariminda
hem pi sayisin1 hem de altin oram1 kullanmiglardir. Yunanhlar, Parthenon’un tiim
tasarimini Altin Oran’a dayandirmiglardir. Bu oran, iinlii Yunanl heykeltrag Phidias
tarafindan da kullamlmstir. Leonardo Fibonacci adindaki Italyan matematikei,
adiyla anilan niimerik serinin olaganiistii 6zelliklerini kegfetmistir fakat bunun Al-
tin Oran ile iligkisini kavrayip kavramadigr bilinmemektedir. Altin Oran’in Latince
karsihigimi ilk kullanan muhtemelen Leonardo da Vinci ’dir. Ronesans sanatcilari
Altin Oran1 tablolarinda ve heykellerinde denge ve giizelligi elde etmek amaciyla
siklikla kullanmiglardir. Ornegin Leonardo da Vinci, Son Yemek adli tablosunda,
Isa’nin ve havarilerin oturdugu masanin boyutlarindan, arkadaki duvar ve pencerelere
kadar Altin Oran’1 uygulamistir. Giines etrafindaki gezegenlerin yoriingelerinin elip-
tik yapisimi kegfeden Johannes Kepler (1571-1630), Altin Oran1 su sekilde belirt-
migtir: "Geometrinin iki biiyiik hazinesi vardir; biri Pythagoras’in teoremi, digeri,

bir dogrunun Altin Oran’a gore boliinmesidir."

Altin oran, dogada sayisiz canlinin ve cansizin seklinde ve yapisinda bulunan ¢zel bir
orandir. Dogada en belirgin érneklerine insan viicudunda, deniz kabuklarinda, DNA

sarmalllarinda, galaksilerde, aga¢ dallarinda, tavsanlarin {iremesinde, Misir piramit-
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lerinde, geometrik gekillerde (dikdoértgen, iiggen, besgen), fraktallarda... goriilmek-
tedir.

Altin oran, bir saymin insanlik, bilim ve sanat tarihinde oynadigi inanilmaz bir
roldiir. Altin oran, evren ve yagsami anlama konusunda bizlere yeni kapilar ag-
maya devam etmektedir. 1970’lerde Roger Penrose, o giine kadar imkansiz oldugu
diisiiniilen, "yiizeylerin begli simetri ile katlanmasi"n1 Altin oran sayesinde bulmus-

tur (vikipedi).

Altin oranin tarihgesine degindikten sonra gimdi de altin oranin tanimina ve degerine

goz atalim.
Tanmim 3.1: Herhangi bir AB dogru parcasinin iizerindeki bir C' noktasi i¢in %
oranina asit oran, % oranina da ortalama oran denir (Yagc: 2005).

Sekil 3.1 Asit ve Ortalama Oran

Tanim 3.2: Eger AB dogru parcasinin iizerindeki bir C' noktasi i¢in agit oran ile

ortalama oran esit oluyorsa, yani

|AB|  |AC|

|AC| — |CB]

ise C' ye AB dogru parcasinin altin boliimii veya altin noktasi denir. Bu oram

olusturan % veya % oranina da altin oran denir (Yagc: 2005).
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3.1 Altin Oranin Degeri

Yukarida ¢izdigimiz (Sekil 3.1) AB dogru parcasinda |AC| = x ve |CB| = y olsun.
Simdi 1‘3—3‘ ve % oranlarimi z ve y cinsinden hesaplayip bu oranlar: esitleyelim,

bakalim ne zaman esit ¢ikacaklar. Sekilden hemen

AB| z+y
lAC| @
|AC|

[CB] — y

esitlikleri ¢ikar. Demek ki, bu iki oranin esit olmalari i¢in x ve y uzunluklar:

r+y
T

denklemini saglamali. Paydalar: esitlersek

Ty + y2 = 22
denklemini elde ederiz. Simdi de denklemin her iki tarafin1 y? ye bolelim:
Ti1=(0) (3.1)
Bu agamada § = ¢ tanimmm yaparsak (3.1) denklemi

P> —p—1=0

doniisiir. Bu denklemin kokleri ise

B
S

1 —
2

1+

¢ = 5 ve ¢y =

dir. x ve y > 0 oldugundan ¢ = % > 0. Dolayisiyla ¢ i¢in negatif olan ifadeyi degil,
pozitif olan ifadeyi almaliyiz. O halde

1++5
2

Q= = 1,6180339...
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= g = ¢ oldugundan altin oran1 buluruz (Yagc1 2005).
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4. RIEMANN MANIFOLDLARI USTUNDE ALTIN YAPI

Tanim 4.1: M, diferensiyellenebilir bir reel manifold ve F, M iistiinde (1, 1) tipinde

bir tensor alani olsun. Eger F' tensor alani

Qr)=2"4+ax" '+ .. +ax+al=0

cebirsel denklemini saglarsa ve Vp € M icin F"1(p), F"%(p),..., F(p),I lineer
bagimsiz ise F' ye bir polinom yapi denir. Burada I, (1,1) tipli 6zdeslik tensor

alanidir.

Q(z) polinomuna ise yap1 polinomu denir. Ornegin;

(i) Q(z) = 2% + I = 0 yap1 polinomunu saglayan F tensor alan J ile gosterilir ve J
ye hemen hemen kompleks yapi adi verilir. Buna gore J24+1 =0« J?2 = -1

olur.

(it) Q(x) = 22 — I = 0 yap1 polinomunu saglayan F' tensor alam P ile gosterilir ve
P ye hemen hemen ¢arpim yap1 adi verilir. Buna gore P? — [ =0« P2 =1

olur.

(i17) Q(z) = 22 —x — I = 0 yap1 polinomunu saglayan F' tensor alam ® ile gosterilir
ve ® ye altin yapi adi verilir. Buna gore ® — & — ] = 0 & &2 = & + ] olur

(Crasmareanu ve Hretcanu 2008).

Tanmim 4.2: (M, g) m—boyutlu bir Riemann manifoldu ve P de M iistiinde sifirdan
farkh (1,1) tipinde bir tensér alam olsun. Eger P? = I ve VX,Y € (M) olmak
lizere

g(PX,PY)=g(X,Y)

ise P ye M iistiinde bir Riemann hemen hemen c¢arpim yap1 ve (M, g, P)

tiliisiine de Riemannian hemen hemen ¢arpim manifoldu denir (Hretcanu ve
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Crasmareanu 2009)

Tanmim 4.3: (M, g) bir Riemann manifoldu ve M iistiinde tanimh (1, 1) tipli tensor
alan1 ® olsun. Eger ® tensor alanm, Q(z) = 2*> — 2 — I = 0 yap1 polinomunu saglarsa
® tensor alanina (M, g) Riemann manifoldu iistiinde bir altin yapi denir.

Burada I, (1, 1) tipli 6zdeslik tensor alamdir (Hretcanu ve Crasmareanu 2009).

Teorem 4.1: (M, g) m—boyutlu bir Riemann manifoldu iistiindeki her P hemen

hemen ¢arpim yapisindan (M, g) iistiinde agagidaki gibi iki altin yap1 elde edilir.

I++5P o I — /5P
S —— 2 = —  ~

P
! 9 9

Tersine (M, g) iistiindeki her ® altin yapisindan hemen hemen garpim yapisi elde

edilir (Hretcanu ve Crasmareanu 2009).

Tanim 4.4: (M, g) bir Riemann manifoldu ve ® de M iistiinde bir altin yap1 olsun.
VX,Y € x(M) igin
9(®X,Y) = g(X, ®Y)

esitligi saglaniyorsa ® ye ¢ Riemann metrigi ile uyumludur denir. Bu durumda
(g, ®) ikilisine M manifoldu iistiinde bir altin yapi, (M, g, ®) iicliisiine de al-
tin Riemannian manifoldu denir (Crasmareanu ve Hretcanu 2008, Hretcanu ve

Crasmareanu 2009).
Bu tanima denk olarak agagidaki onermeyi verebiliriz.
Onerme 4.1: (M, g, ®) bir altin Riemann manifoldu olsun. Bu durumda ¥X,Y €

X(M) igin
g(BX, PY) = g(®X,Y) + g(X,Y)

esitligi saglanir (Hretcanu ve Crasmareanu 2009).
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Onerme 4.2: (M, g, ®) bir altin Riemann manifoldu olsun. Bu durumda &

altin

yapist Vp € M noktasi i¢in 7, M tanjant uzay: tistiinde bir izomorfizmdir (Hretcanu

ve Crasmareanu 2009).

Onerme 4.3: (M, g, ®) bir altin Riemann manifoldu olsun. ® altin yapisinin eigen

(6z) degerleri ¢ ve (1 — ¢) dir (Hretcanu ve Crasmareanu 2009).

Ornek 4.1: (p+ q) boyutlu EP+9 Oklid uzaymi diistinelim (p, q € N*). ® : EPHa —

EPT1 agagidaki gibi tamimh (1,1) tipinde bir tensér alani olsun.

Ozt .. 2Pyt Lyt = (ot ., 2P, (1 — @)y, ..., (1 — @)y?)

S

burada ¢ = Y5 ve (1 — ¢) = 2575, 22 = z + 1 denkleminin kokleridir.

Diger taraftan, (x!,..., 2P, y', ... y?), (21, ..., 2P, ¢}, ..., t9) € EP*9 icin,

O (2, aP oyt Lyt = (2., %P, (1 — )%yt L (1 — ¢)%yY)
= ((bxl’"'v(bxp?(l_¢)y17"'7(1_¢)yq)

1

+(z 2Pyl v y?)

= O(2t, .. 2Pyt YY) (2t 2Pyt )

sahip oluruz. Boylece ®* = @ + I elde edilir. Ayrica V(z!,..., 27, y!, ..., y%),

(21, ..., 2P th .. t9) € EPT igin,

<‘I>(3:l, 2Pyt oy D), (2 2Pt ...,tq)>
= <(¢x1, s 02 (1= @)y, ., (1= 0)y9), (24, ..., 22, ¢, ...,tq)>
= ¢r'2t 4+ gl 4+ (1 — @)yt 4 .+ (1 — @)yt?
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ve

<(m1, 2Pyt Ly D), B2 L ...,tq)>

= <(x1,...,:L‘p,yl,...,yq),(qbzl,...,gbzp,(l—gb)tl,...,(l—(b)tq)>
= ¢x'2t . gl 4+ (1 — @)yt 4+ .+ (1 — @)y t? (4.2)

dir. Buradan (4.1) = (4.2) oldugunu goriiriiriiz. Boylece, EP* iistiindeki (, ) skalar
carpim @ ile uyumludur. Bu sebeple, (EPT? (,)) iistiinde ® bir altmn yap1 ve

(EPte (), ®) bir altin Riemannian manifolddur (Hretcanu ve Crasmareanu 2009).
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5. ALTIN RIEMANN MANIiFOLDLARIN ALT MANIiFOLDLARI

5.1 Altin Riemann Manifoldlarin Alt Manifoldlarimin Ustiine Indirgenmis
Yapilarin Ozellikleri

M bir (]\7 , g, ®) altin Riemann manifoldunun, r—egboyutlu n—boyutlu bir alt man-
ifoldu olsun. Vx € M icin x € M de sirasiyla M nin tanjant uzaym T,M ve
normal uzaym da (T, M)* ile gosterelim. M distiine indirgenmis Riemann metrigi
VXY € x(M) igin,

9(X,Y) = g(X,Y) (5.1)

ile verilir. Vo € M noktasinda (7, M)+ normal uzayimnmn bir { Ny, ..., N, } ortonormal

bazi diigtinelim. «, 8, v € {1,2,...,r} ve i, j, k € {1,2,....,n}.

Herhangi bir X € x(M) igin X ve N, min M de sirasiyla teget ve normal bilegen-
leri agagidaki gibidir:

X = X+ ug(X)Na, VX € x(M) (5.2)
DNy = &4+ Y aasNs, (5.3)
B

burada ¢, M iistiinde (1, 1) tipinde bir tensér alani, £, M alt manifoldu iistiinde
teget vektor alanlari, u,, M iistiinde 1—formlar ve a := (aqp),, M istiinde reel
fonksiyonlarin 7 x r tipinde bir matrisidir. Boylece, (®, ) ile M iistiinde

(0, 9,Uqa €y (anp)r) indirgenmis yapist elde edilir (Hretcanu ve Crasmareanu 2007).

Ornek 5.1.1: & : EP*9 — EPH9 agagidaki gibi tammb (1, 1) tipinde bir tensor alam

olsun.

Ot ... 2Py, wnyl) = (pzt, ..., paP, (1 — ¢)y1, o (L= 0)y?)

burada ¢ = 1+2‘/5 ve (1 —¢) = %g, 2?2 = x + 1 denkleminin kokleridir. EP*t4 =
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EP x E9 oldugu acgiktir ve sirasiyla EP ve FY uzaylarindaki hiperkiireler

St = {(xl, ey @P))| Z(xi)2 = rf}

ve

STt = {(yl, ) Z(yj)2 = 7’3}

seklindedir. Burada 7% + r3 = r? dir.

SP=L(ry) x S971(ry) carpim manifoldlar:

(5.4)

olacak sekilde (x!,....2P y', ... ,y?) = (2',9y/) (i € {1,...,p}, 7 € {1,...,q}) ko-

ordinatlara sahiptir. Boylece, SP~1(r;) x S%7!(ry) garpim manifoldu EP*? da 2

egboyutlu bir alt manifold ve SPT4~1(r) de 1 egboyutlu bir alt manifolddur. Ayrica;

SP=1(ry) x S971(ry) garpim kiirelerinde bir noktadaki (x!, ..., 2P, y', ..., y?) := (2, %)

tanjant uzay,

.....

-----

i X =0.
i=1

(X1, ..., X7P) vektoriinii EP™ den (z!, ..., 27,0, ...,0) ile dzdeslestirebiliriz.
——

g—tane
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77777

q
D yvI =0 (5.7)
j=1

(Y1 .. YY) vektoriinii EPT den (0, ...,0,y%, ..., y?) ile 6zdeslestirebiliriz.
——

p—tane

Sonug olarak V(z,y?) € SP~1(r;) x S77!(ry) noktas: igin (5.6) ve (5.7) denklemleri

saglaniyorsa
(X XE YY) = (XL YY) € Ty 1y (SPHr) x 897 ()

dir.

V(a',y7) € 8771 (r1) x 8971 (ry) noktasmda Ty ) (SP~!(r1) x S971(r2)) uzaymmn bir

lokal ortonormal bazimi (N7, N»)

1, ., 1 ,
Nl:;(xlvy]>7 NQ:_(Ele_E

y)
T T T

diigiinelim.  SP7*(r;) x S97(ry) da ®(N,) (a € {1,2}) nin tanjant ve normal
bilegenlerini

B(N,) =&, + aa1 N + an2Na, a € {1,2}) (5.8)

formiiliinden elde ederiz. a,s = (P(N,), Ng) (o € {1,2}) den

or2 + (1— 9)r3 a6 —1) g3+ (1—g)rs

A2 =021 = —5 ——, Q22
r? ’ r2 ’ r2

elde ederiz. Boylece

./4 = (aa/ﬁ)Q
matrisi
dri+(1—¢)r3 r172(26—1)
r2 r2
— 59
A T‘17’2(2¢>*1) ¢T§+(1*¢)T% ( )
r2 T2
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olur. (5.8) den
51 = 52 = 0p+q (510)

dir. (5.9) ve (5.10) dan
(I)(Na) = aalNl + aa2N2a o€ {17 2}
sahibiz. Ayrica, ®(T%, . (SP71(ry) x S971(ry))) C Tti’y‘j)(Spfl(rl) X S971(ry)) dir.

(=*,97) (

SP7l(ry) x ST (ry) da (X1, .., XT Y1 YY) = (X YY) teget vektor alam igin
®(X*,Y7) nin SP71(r) x S771(ry) da teget ve normal bilesenlerini

B(XLYT) = (X YT+ uy (X7 YI)NL 4 up (X', YN,y (5.11)
formiiliinden elde ederiz. u,(X;,Y;) = ((X;,Y;),&,) (o €{1,2}) ve (5.10) dan
u (X, Y;) = ua(X;,Y;) =0 (5.12)
elde ederiz. (5.11) ve (5.12) den
DX, YT) = (X' YY) (5.13)

dir. O halde ®(T2, , (57 (1) x S91(r3))) C Tk sy (8771 (1) x ST (rz)) ve @2 =

® + I dir. Boylece EP iistiinde (®, (,)) altin yapisi ile SP7(r1) x S?77!(ry) garpim
kiireleri tistiinde (5.9),(5.10),(5.12) ve (5.13) den (¢, (,),&, = Opiqs o = 0,.A)
indirgenmis yapiy1 elde ederiz. Hemde burada SP~!(r;) x S%7!(ry) tistiinde (¢, (,))

altin Riemann yapidir (Hretcanu ve Crasmareanu 2007).

Onerme 5.1.1: Bir (M ,g,®) altm Riemann manifoldunda M, r codimension-l

n—boyutlu bir alt manifold ise, (5.2) ve (5.3) den ® altin yapisi ile M iistiine
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indirgenmis yapimin ¢, g, us, &, (Gas)- elemenlar: agagidaki denklemleri saglarlar:

0’ X ¢X+X—Zua(X
ua(SOX) = (1_aaa)ua(X)a

o = QBa,

us(6a) = Oap+Gap— Y Gaylgs,
Y

Pla = Eo— Y Gass
B

(5.14)

(5.15)
(5.16)

(5.17)

(5.18)

ve M iistiindeki (1,1) tensor alami ¢ ile M Alt manifoldu iistiindeki indirgenmis

g metrigi arasindaki ozellikler VXY € y(M) i¢in agagidaki gibidir (Hretcanu ve

Crasmareanu 2007).

ua(X) = 9<X:£a)>
g(@X,Y) = g(X,¢Y),

9(pX,9Y) = g(0X,Y) +g(X,Y) Zua
Ispat: (5.2) esitligine ® yi uygulayarak VX € y(M) icin

P2 = B(pX) + iua(X)é(Na)

a=1

PX +X = ¢2X+Zu5 oX N5+Zua
B

Eat Y aaﬁNB]

X+ ua(X)No + X = @2X + > ug(0X)Ns+ Y ua(X)E
« B e’

+ZUQ(X) ZaagNg
a B
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P2X = X+ X =) ua(X)E,+ ) [us(X) — up(pX) — Zua )aas
a B

= X =X + X =) ua(X)¢

P=p+I=) ua®E,

dir. O halde (5.14) esitligi ispatlanmig olur. Ayrica;

Ua(pX) = ua(X) = 3 us(X)as,
B

= (1 = taa)ua(X)
olur. Boylece (5.15) esitligi ispatlanmig olur.

N, ve N normal vektor alanlar: olmak iizere g(®N,, Ng) = g(N,, PN3) oldugunu
biliyoruz. Sirasiyla (5.3) esitligini kullanirsak

9(&, +Zaa'y NB —g(Na7§B+Za/3’7

Y

elde ederiz. O halde

§<£a>N6)+§(ZaavaaNﬂ) = g(Naagﬁ)+§<Navza57N7)a
Y —0 Y

= g(z ay Ny, Ng) = g(Na, Z agyNy)
y v
= Zaavg(NwNﬁ) = Zaﬁvg(Naan)

o

=0

= Qqp = ABa

olur ve boylece (5.16) esitligi elde edilmis olur.
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P2N, = PN, + N, dan (5.2) ve (5.3) esitliklerini kullanarak

BN, + Ny = BNy =0(E,+ D aasNp) = B(E,) + Y aap®(Ny)

B B

) Y )N+ S sﬁ+zam]
B8 B8 vy

— (gp(fa) + Zaaﬁgﬁ) + Z ug(&,) + Zaavavﬁ
B 8 gl -

§at D aasNp + No = (90(5“)+Z%556)+Z
B B

ug(€,) + Z Gaylyp
B v J

elde ederiz. Buradan;

No = Y |usléa) + Zaavaw] Np =Y aapNs,

B8 L Y B

Na = Z uﬁ(ga) + ZCLOWCLWB - aaﬁ] Nﬁ’

B L ol

= up(€,) =0ag + tap — Y _ Gayllsg
Y

ve

(p(ga) = ga - Z aa6€5
B

elde etmis oluruz. O halde (5.17) ve (5.18) esitliklerini ispatlamig oluruz.

X ve N, vektor alanlari icin

g(PX, N,) =g(X,PN,)
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oldugunu biliyoruz. Burada sirasiyla (5.2) ve (5.3) esitliklerini kullanirsak;

gpX + Zuﬁ )Ng, No) = 9(X,&, +Z%5N6)
B
g(eX,No) +9( ) ug(X)Ng,No) = g(X,&,) +9(X, ) aasNp)
%: 5(X)Ns zﬁ: 5Ns

=0 N /
-~

=0

= Zuﬁ NB) §<X7 ga)

= Zuﬁ 9(Ng, No) = 9(X,&,)

= Ua(X) = 9(X,&,)
sonucuna ulagiriz ki (5.19) egitligine ulagiriz.
X,Y € x(M) igin
9(@X,Y) = g(¢X,Y) = g(2X,Y) = g(X, ®Y) = g(X, V) = g(X, oY)
olur boylece (5.20) esitligi elde edilir. Ayrica (5.14) esitligini kullanarak

g(pX,0Y) = g(X, %) = g(X, ¢Y+Y—Zua £.)

= g(X,9Y) +g(X,Y) - g(X Zua
H,_/

=g(pX,Y)
= g(pX,Y) +g(X,Y) - Zua 9(X,€,)
(X)

= g(pX,Y)+g(X,Y) — Zua

(5.21) esitligini ispatlamig oluruz.

Onerme 5.1.2: &y -y &,y M tistiinde lineer bagimsiz vektor alanlari ise wuy, ...

1-formlarida lineer bagimsizidir (Hretcanu ve Crasmareanu 2007).
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O—Zngé* =g(X Zu“ﬁ VX € x(M)

= Z u*€, =0=u*=0= uy,...,u, 1—formlarida lineer bagimsizdir.

Gauss ve Weingarten formiilleri sirasiyla:

ViV = V¥ + Y hao(X,Y)Na, (5.22)
a=1
VxNy = —AuX + VN,

burada VX,Y € x(M) igin, ho(X,Y) = g(A,X,Y) dir. V ve V sirasiyla M ve M

tistiindeki Levi-civita konneksiyonlaridir.

Aciklama 5.1.1: V§Na normal konneksiyonu igin VX € x(M) igin

ENw = S las(X)N, (5.23)
ps=1

dir. G(Na, Ng) = 6ap dan §(VxN,, N3) + G(N,, Vi Ng) = 0 olur (5.23) esitligini
de kullamrsak VX € x(M) igin GO lay(X)N;, Ng) +G(Na, ¥ _ Lso(X)N,) = 0 elde

ederiz. Boylece; buradan «, § € {1,...,r} icin
laﬁ - _lﬁoa (524)

oldugunu goriiriiz (Hretcanu ve Crasmareanu 2007).

® nin Nijenhuis torsiyon tensor alani Ng(X,Y) olsun. Ng(X,Y) asagidaki gibi

tanimlanmaktadir:
No(X,Y) = [BX, Y] + P2 [X,Y] — & [®X,Y] — [ X, DY] (5.25)
dir (Hretcanu ve Crasmareanu 2008).
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Acgiklama 5.1.2: (M ,g), (1,1) tipindeki ® tensor alanina sahip bir Riemann man-

—~

ifoldu olsun. Bu takdirde VX,Y € x(M) i¢in ® nin Nijenhuis tensorii
No(X,Y) = (Vax®)(¥) = (Vay @)(X) — @ [(Vx@)(¥) = (Vy0)(X)|,  (5.26)

seklindedir. Burada %, M tistiindeki Levi-Civita konneksiyonudur (Crasmareanu ve

Hretcanu 2007).

Tanim 5.1.1: Bir (]TJ , g, ®) altin Riemann manifoldunda & tensor alam Levi Civita
konneksiyonuna gore paralel ise yani; VX,Y € X(]TJ ) igin (% xP)Y =0 (6@ =
0) ise, M ya lokal g¢arpim altin Riemann manifoldu denir (Crasmareanu ve

Hretcanu 2007).

Aciklama 5.1.3: Bir lokal carpim altin Riemann manifoldunda (]/\Z ,g,®), ¢ altin
yapisi integrallenebilirdir yani; Ng = 0 dir.

Ayrica;
P(X,Y) = (Vx®)(Y):= (VxPY) — ®(VyY) (5.27)
olacak sekilde M iistiinde (1,2) tipindeki tensor alanin @ ile gosterelim.

—~

H(X,Y)" ve ¢(X,Y)* sirasi ile VX, Y € y(M) igin #(X,Y) nin teget ve normal

bilegenleridir (Crasmareanu ve Hretcanu 2007).
Teorem 5.1.1: Bir (ZT] , g, @) altin Riemann manifoldunda M, r—esboyutlu, n—boyutlu

bir alt manifold ise bu takdirde ® yapisi ile M iistiine indirgenmis yapi (¢, g, ta, €y, (Gap)r)s
VX,Y € x(M) igin agagidaki ozellikleri saglarlar (Crasmareanu ve Hretcanu 2007).
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() (Vx@)V = S(X, V)" + ) ha(X,Y)E0 + > ua(Y)ALX,

(1) (Vxua)(Y) = g(@(X,Y), Na) = ha(X, 9Y )+

Z(uﬁ(y)laﬁ(*x) + hﬂ(X7 Y)aﬁa)’

7 (5.28)
(i1i) Vx&o = (X, No)T = @(AaX) + Y aasAsX + Y lap(X)Es,
B B
(iv) X(aag) = g(2(X, Na), Ng) — ua(AsX) — ug(AaX)+

Z [lar(X)ays + lgy(X)aas] |

\ Y

Ispat: (Vx@Y) = (Vx(o¥ + ) ua(Y)N,))
= VxpY + Y X(ua(Y))Na + D ua(Y)Vx N,

= VxoV + D ho(X,0Y)No + Y X(ua(Y))N,

= VeV =) ua(Y)AuX

37 el X0V ) + X (ua(Y) + D us(Y)lga(X) | Ny
(0% 6

ve
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O(VyY) =

O(VxY + > ha(X,Y)N,)

= OVxY + ) ha(X,Y)B(N,)

= OVxY + ) ua(VxY)No + > ho(X,Y)(E, + Y aapNg)

= VXY + Y ha(X, V)6, + Y

dir. Boylece;

(X,Y) =

(Vxp)Y =

B

ua(VxY) + > hs(X,Y)asa
B

Na

ViV =Y ua(Y)AuX
2|
—VxY =) ha(X,Y)E, =)

«

o(X, 0Y) + X (ua(Y —|—Zu5 ) ga(X ]N

ua(VxY) + > h(X,Y)ag,
B

Na

(Vx@)Y = ua(Y)AuX =D ha(X,Y)E,

+Z (X, 0Y) + (Vxta)V + Y us(Y)lga(X) = > ha(X,Y)aga| N
B B
—@(;Y)

B(X,Y) - &(X,Y) +Zua AX+Zh (X,Y)E,

=&(X, Y)T

elde edilir. Buradan da (5.28) (i) esitligini

(Vxe)V = &(X. V)T + ) ha(X, V)€, + D ua(Y)AX

ve yukaridaki ifade de @(X,Y’) nin her iki tarafin1 N, ile i¢ garpima sokarsak (5.28)

(17) esitligini

(Vxua)Y = G(2(X,Y), Na) = ha(X,0Y) + D (ug(Y)las(X) + hs(X,Y )asa)
E
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elde ederiz. Ayrica

Vx(®N,) = Vx(6, + Y aasN5s)

+Zaa5 —AgX + V;}Nﬁj
——

= E :lB’Y(X)N’y

=Vxéy— Y aapAsX

| X (aag) + hs(X,6,) + D aylys(X) | N
ve
O(VyN,) = B(—AuX + VL N,)
= (A X) + ®(VN,)

= —pAuX = ) ug(AaX)Ns + 0D las(X)Ns)
B B

= —pAaX =) Jug(AaX)Ng+ ) lap(X)
B B

§s+ Z aﬁva]
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dir. Boylece;

B(X,N,) =

vXgoz =

AKX+ lag(X)Es = > |us(AuX)
B B

—pAX =) ug(AaX)Ng + Y lap(X)Es+ D lap(X) D ag, N,
B v

B B

=D apla (X )] Ny

Vx€o — Z aapAsX
B
+Z (lalg +hg(X§ +Zaa7w X)
¥
+oAX =Y las(X)Es + Z
B
V)(f + (,DA X — Z laﬁ ﬁ Z aagAgX

Ng +

ug(AaX) =Y %ﬁlaw(X)] Ng

Y

B
+Z aag + hﬂ(X 5 )“"Uﬁ A X ZGWBZQ’Y awlwg(X)] NB
_@()}’Na)
B(X,Ny) = (X, N)" = A X+ lap(X)E5+ ) anpAsX
¢()EFN )T B ,8

elde edilir. Buradan da (5.28) (i) esitligi

Vx€o = (X, No)T = 0(AaX) + > aagAsX + ) las(X)Es
B B

ve yukaridaki ¢(X, N,) nin her iki tarafim Nj ile i¢ carpima sokarsak da (5.28) (iv)

esitligini

X(aap) = G(S(X, Na), No) — ua(AsX) = ug(AaX) + D [lay(X)ays + lsy(X)aa,]

elde etmis oluruz.

Teorem 5.1.2: Bir (]\7 , g, @) altin Riemann manifoldunda M, r—egboyutlu, n—boyutlu
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bir alt manifold olsun. ®, g nin Levi-Civita konneksiyonuna gore paralel ise yani;
Vo = 0, bu takdirde M tistiine indirgenmis yap1 (¢, g, Ua, &y, (Gap)r), VX, Y € x (M)

icin agagidaki ozellikleri saglar:

[ (1) (Vx@)Y =D ha(X, V), + D ua(Y)AuX,

(id) (Vxua)(Y) = =ha(X,0Y) + D (us(V)las(X) + hs(X, Y )asa),

7 (5.29)
(iti) Vx€, = —p(AaX) + Y aasAsX + Y las(X)Es,
B B

(iv) X(aap) = —tta(AsX) = us(AaX) + Y [lay(X)ays + gy (X)ar]

\ v

Ispat: Bu teoremin ispati1 Teorem 5.1.1 in ispatindan kolayca yapilabilir.

Rahatlikla goriilecegi iizere V® = 0 olacak sekilde bir (]Tj ,g,®) altin Riemann
manifoldunun bir M alt manifoldu total geodezik ise (h = 0), Vi = 0 olacag:

agikardir. Kargit olarak agagidaki teoremi soyleyebiliriz:

Teorem 5.1.3: M, bir (]/\\/[/ , g, ®) altin Riemann manifoldunun bir alt manifoldu,
(0, 9, Ua, €y (aap)r), M iistiine indirgenmis yap: ve @, g nin Levi-Civita konneksiy-
onuna gore paralel ise yani; Vo = 0, olsun. Eger £, (o =1, ...,7) lineer bagimsiz ve

Vi =0 ise, M total geodeziktir.

Ispat: (5.29) (i) den Vi = 0 oldugundan Zha(X, Y)E, + Zua(Y)AaX =0
olur ve VX,Y, Z € x(M) i¢in i ’
> [ha(X.Y)g(6a 2) + ua(Y)g(AaX, Z)] = 0

elde edilir. Buradan
D ua(V)ha(X,Z) = = ta(Z)ha(X,Y)

41



sonucuna ulagilir ve sonug olarak

Y uaMha(X,2) = = ua(Z)ha(X,Y) = =D ua(Z)ha(Y, X)
= Y ua(XN)ha(Y,2) = > ua(X)ha(Z,Y)
= — Zua(Y)ha(Z,X) = — Zua(Y)ha(X, Z)

elde edilir. Hipotezde ¢, (o = 1, ..., 7) lineer bagimsiz verildiginden Onerme 5.1.2 den
uo (0 = 1,...,7) da lineer bagimsizdir. Dolaywsiyla (« = 1,...,7) igin ho(X,Z) =0
olur ve M total geodeziktir.

5.2 (¢, 9, Uas €y, (@ap)r) Yapisimn Normallik Durumu

M bir (M , g, ®) altin Riemann manifoldunun, r—codimension Ii n—boyutlu bir alt

manifoldu olsun.

Tamim 5.2.1: Eger VX, Y € x(M) icin

No(X,Y) =2 dug(X,Y)E, =0, (5.30)

esitligi var ise (]\7 , g, ®) altin Riemann manifoldunda M alt manifoldu iistiine in-

dirgenmis yapiya (¢, ¢, ta, €4, (@as)r) normal denir.

Onerme 5.2.1: (M, g, ®) altin Riemannian manifold ve (¢, g, uq, &, (@ag)r), M
iistiine indirgenmis yap1 ise, bu takdirde VX, Y € x(M) igin ¢ nin Nijenhuis tensor

alani
No(X,Y) = (Vexo)(Y) = (Veye)(X) — o [(Vxp)(Y) = (Vye)(X)]  (5.31)

seklindedir.
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Teorem 5.2.1: M, bir (M , g, ®) lokal carpim altin Riemann manifoldunun bir alt
manifoldu, V, M tistiinde g ye gore Levi-Civita konneksiyonu ve (¢, ¢, ta, €4, (@ap)r),
M iistiine indirgenmis yap1 ise, bu takdirde VX,Y € x(M) igin ¢ nin Nijenhuis

tensor alani

NSD(X7 Y) = - Zg((goAa — Aap)(X),Y)E,
=D 9(Y.6) (pAn — Aa)(X) (5.32)

£ 39X, E) (0 An — Aup)(Y)
formundadir (Hretcanu ve Crasmareanu 2007).
Ispat: Teorem 5.1.2 (i) den
(Vx@)Y = g(AaX,Y)E+ D g(Y,6)AuX (5.33)
esitligine sahibiz ve X ile Y yi yer degistirirsek
(Vy@)X = g(AY, X)E, + > 9(X,6,)AY (5.33))
esitligini elde ederiz. (5.33) egitliginde X yerine ¢ X i koyarsak
(Vox)Y =Y g(Aa(9X), V)6, + Y 9(V,€,) Aa(pX) (5.34)
elde ederiz. (5.34) esitliginde X ve Y yi yer degistirirsek
(Var@)X = g(Aa(pY), X)o + > 9(X,€,) AulpY) (5.34')

esitligini elde ederiz. Boylece, (5.81) denkleminde (5.33),(5.33 ), (5.34), (5.34')
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esitliklerini yerlestirirsek

No(X,Y) = ) [9(Au(9X),Y) = g(Aa(pY), X)] €,

o

9(Y,€,)Aa(pX) — 9(X,&,) Aa(0Y)

] SgAaXY) — gAY X)pe, (5.35)
- > 9(Y € pAa(X) —(;(X, a)pAa(Y)]
sonucuna varirz. Ayrica
9(AapY, X) = g(pY, A X) = g(Y, A X) = g(pA.X,Y) (5.36)

oldugundan (5.35) ve (5.36) denklemlerini kullanarak (5.32) denklemini yani;

No(X,Y) = =) gl(pAa = Aa)(X), Y)E0 = D 9(Y,€)(pAn — Aapp)(X)

+ Z g<X7 fa)(SOAa - Aago)(Y>

elde ederiz.

Sonug 5.2.1: M, bir (]\7 , g, @) lokal carpim altin Riemann manifoldunun n—boyutlu
r—codimension I bir alt manifoldu olsun. M iistiinde (1, 1) tipindeki ¢ tensor alam
A, Weingarten operatorii ile degismeli ise yani; pA, = Asp, a € {1,...,1}, ¢
nin Nijenhuis tensor alam VXY € x(M) igin N,(X,Y) = 0 dir (Hretcanu ve

Crasmareanu 2007).
Onerme 5.2.2: M, bir (M , g, ®) lokal garpim altin Riemann manifoldunun bir alt

manifoldu olsun. (¢, g, uq, &, (@ap)r), M tstiine indirgenmis yapisi ve V, M dan

V ile M iistiine indirgenmis Levi-Civita konneksiyonu ise, u,, 1—formlar1 VX,Y €
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X (M) icin agagidaki denklemi dogrular.

2a(X,Y) = —gl(pAs — Aup)(X).Y) (5.37)
+ Z [laﬁ(X>g(Y7 55) - lag(Y>g(X, 55)]
B

Burada, [,z lar T+ (M) normal demetinde normal konneksiyonun bilegenleridir.

Ispat: Bu teoremin ispati Cristina-Elena Hretcanu'nun "Induced structures on sub-
manifolds in almost product Riemannian manifolds" makalesinde Proposition 3.2.

nin ispati ile aymdir.

Sonug 5.2.2: Onerme 5.2.2 nin kabulleri altinda M nin normal konneksiyonu sifir
ise yani; l,3 = 0,

du, =0 & A, = Ay
dur.
Onerme 5.2.3: M, bir (M , g, ®) lokal ¢garpim altin Riemann manifoldunun bir alt

manifoldu olsun. (¢, g, ua,&,, (aap)r), M iistiine indirgenmis yapist ve V, M dan V

ile M iistiine indirgenmig Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere VX, Y € x(M) i¢in

No(X,Y) =2 dua(X,Y)E, = D g(X,€)(pAx — Aap)(Y) (5.38)
=Y (Y .)(pAs — Aup)(X)

+ Y (lap(Y)g(X, €5) = lag(X)g(Y, €5))0
B
dir.
Ispat: Teorem 5.2.1 ve Onerme 5.2.2 ile ispat rahatlikla yapilir.

Sonug 5.2.3: M, bir (M , g, ®) lokal carpim altin Riemann manifoldunun bir alt

manifoldu olsun. (¢, g, ua,&,, (Gap)r), M iistiine indirgenmis yapisi normal ise,
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VX,Y € x(M) icin

D 9(X,E)(PA— Aap)(Y) = Y g(Y,€,) (A0 — Aap)(X)

+ 3 (s (V)X €5) = Lap(X)g(Y,5))€, = 0
B

(5.39)

dir.

Sonug 5.2.4: M, bir (M , g, ®) lokal carpim altin Riemann manifoldunun bir alt
manifoldu olsun. (¢, g, ua,&,, (a@ap),), M iistiine indirgenmis yapisi normal ve M

nin normal konneksiyonu sifir ise yani; l,5 = 0, bu takdirde V.X,Y € x (M) icin

D (X, ) (PAx— Aap)(Y) = D g(Y,£)(9Aa — Aap)(X) (5.40)

dir.

VX.,Y € x(M) icin
) By = pAs — A,
Q 4 4 (5.41)
(it) Ca(X,Y) = g(BX,Y)

ile gosterelim.

Lemma 5.2.1: M, bir (]Tj , g, ®) lokal ¢arpim altin Riemann manifoldunun bir alt
manifoldu ve (¢, g, Ua, &, (aap)r), M istiine indirgenmis yapist olsun. O halde M
tistiindeki (1,1) tipindeki C,, tensor alani antisimetriktir (Crasmareanu ve Hretcanu
2007).

O (X,Y) = —C(Y, X), VX,Y € y(M). (5.42)
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5.3 Lokal Carpim Altin Riemann Manifoldlarinin Normal Yapili
(©, 9, Uq, €y (anp),) Alt Manifoldlar Ustiinde ¢ ve A, Degisimli Olmalar1

Onerme 5.3.1: M, bir (M , g, ®) lokal carpim altin Riemann manifoldunun n—boyutlu

r—codimension 1 (r > 2) bir alt manifoldu olsun.
{£,,...,€,} teget vektor alanlan lineer bagimsiz < det(I, + A — A%) # 0

dir.

Ispat: Herhangi bir # € M noktasinda
k&, + ...+ k. =0 (5.43)

olacak gekilde ki, ..., k. € R olsun. (5.17) esitliginden

g(gom 56) = 604,3 + Qop — Z AaryQyp (544)
v

oldugunu biliyoruz. (5.43) esitligini &, (a € {1,...,7}) ile i¢ ¢arpimim alirsak ve
(5.44) esitligini kullanirsak

(

k?l(l +ai — Z alvavl) + ]{72(0,12 - Z ahaﬂ) + ...+ kr(alr - Z alwaw) =0

Y Y il
k?l((lgl — Z agyaﬂ) + l{ig(l “+ 99 — Z CLQ,YGA/Q) + ...+ k’r(agr - Z CLQVCI,W«) =0
Y Y Y

ki(ar — Z Aryay1) + ka(are — Z AryQy2) + oo + k(1 4+ app — Z Ay y) = 0
\ vy il il

(5.45)
lineer denklem sistemini elde ederiz. Bu lineer denklem sisteminin k; = ... =k, =0
olacak sekilde bir tek agikar ¢oziimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul katsayilar

matrisinin determinant: sifirdan farkli olmalidir. (5.45) lineer denklem sisteminin
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katsayilar matrisi de

11 diz2 ... A1p
11 a2 Aapz ... Aair a;ix a2 Aaiz ... Qair

21 Q22 ... Qgr
Q21 Q22 A23 ... Qg G21 Q22 Q23 ... Qg

It . o . asy Gz2 ... A3y
Qry Qr2 Qp3 ... Qprp Qry Qr2  Qp3 ... Qpp

Ar1 Qro ... Qpp

seklindedir. O halde det(/, + A — A?) olmal.

Teorem 5.3.1: M, bir (]/\Z , g, @) lokal carpim altin Riemann manifoldunun n—boyutlu
r—codimension Ii bir alt manifoldu ve (¢, g, uqa,&,, (aag)r), M istiine indirgenmis
yapist normal olsun. Eger M nin normal konneksiyonu sifir yani; l,3 = 0, ve her-
hangi bir # € M noktasinda det([. + A — A?) # 0 ise bu takdirde (1,1) tipindeki ¢
tensor alani herhangi bir X € x(M) ve a € {1,...,r} i¢in A, Weingarten operatorii
ile degismelidir; yani

Ao = Any (5.46)

dir.

Ispat: Eger (¢, 9, ua,&,, (Gas)r), M iistiine indirgenmis yapist normal ve normal

konneksiyon sifir ise yani; l,g = 0, VX,Y € x(M) icin Sonug 5.2.4 den
D (X, ) (PA— Aap)(Y) = D 9(Y,£)(9Ax — Aap)(X)
oldugunu biliyoruz. (5.41) (i) kullanrsak,
S 90X, €)Ba(Y) = 3 (Vi) BalX) (5.47)

elde ederiz. (5.47) denkleminde Z € (M) ile i¢ garpimm alirsak ve (5.12) (i7) yi

kullanirsak

Y 9N E)CY, Z2) =) g(Y.E,)Ca(X, 2) (5.48)
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elde ederiz. (5.48) esitliginde Y ve Z yi yer degistirirsek,
Y 9(X,E)C(Z,Y) =Y g(Z,€,)Ca(X,Y) (5.48')
sahip oluruz. (5.48) ve (5.48') denklemlerini taraf tarafa toplarsak,
D 9V, €)Cu(X, 2) + Y 9(Z2,€,)Ca(X,Y) =0 (5.49)
olur. (Co(Y,Z) + Co(Z,Y) =0, C, antisimetrik oldugundan) (5.49) esitligi
Y 9(9(Y.0)BalX) + g(Ba(X). Y)E,, Z) =0, VXY, Z € x(M)
bu ifadeye denktir. Boylece

D gV, €)Ba(X) + > g(Ba(X),Y)E, =0, VXY, Z € x(M) (5.50)

—Ca(X,Y)

dir ve (5.50) esitligi
S g(Vi€)BalX) + 3 CalX, Ve, =0 (5.51)
esitligine doniigiir. (5.51) esitliginde X ve Y yi yer degistirirsek
D 9(X.E)Ba(Y) + D CalY, X)E, =0 (5.51')
elde ederiz. (5.51) ve (5.51/) taraf tarafa toplarsak,
D 9V, €)Ba(X) + > g(X,£)Ba(Y) =0, VX,Y,Z € x(M) (5.52)

sonucuna ulaginz. (C, (Y, Z) + Co(Z,Y) = 0, C,, antisimetrik oldugundan)
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Boylece (5.47) ve (5.52) bagintilarindan

D 9(Y,€,)Ba(X) =0, VX.Y,Z € x(M) (5.53)

sonucuna ulagiriz. det(I, + A — A?) # 0 oldugundan r > 2 igin &, ..., tanjant
vektorleri herhangi bir 2 € y(M) noktasi igin lineer bagimsizdir. M iistiinde r
tane lineer bagimsiz tanjant vektor alani oldugundan r < n bilgisine sahibiz ve bu
da sunu ifade eder dyle bir Y € x(M) vektor alami vardir ki Y € x (M) vektor
alam {{;,....§,.} — {¢,} tarafindan gerilen uzaya dik ve g(Y,¢,) # 0. O halde
(5.53) esitliginden VX € x(M) icin B,(X) =0ve a € {1,...,7} (r > 1) oldugunu
soyleyebiliriz. Dolayisiyla
YAy — Axp =0

olup,

PAL = Ay

dir.

r = 1 igin, (5.53) denkleminden ¢(Y,&)B(X) = 0 sahibiz. Y = £ i¢in ¢g(&,£)B(X) =
0 elde ederiz. Fakat g(¢,€) =1+ a—a® ve 1 +a — a® # 0 oldugundan B(X) = 0
olur. O halde,

pA = Ap

sonucuna ulagiriz.
Sonug 5.2.4 ve Teorem 5.3.1 den agagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 5.3.2: M, bir (M , g, @) lokal carpim altin Riemann manifoldunun n—boyutlu
r—codimension l1, normal konneksiyonu sifir yani; /o3 = 0 olan bir Alt manifoldu
olsun. Eger herhangi bir z € M noktasinda det(I, + A — A?) # 0 ise, bu takdirde M
tistiine indirgenmis yap1 (¢, g, Ua, &, (aap),) normaldir < (1,1) tipindeki ¢ tensor

alan1 A, Weingarten operatorii ile degismelidir.
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5.4 1 Esboyutlu Alt Manifoldlar Ustiinde (o, g, u_,&,,, (a,5),) Indirgenmis

Yap1

M, bir (]\7 , g, ®) altin Riemann manifoldunun 1 esboyutlu bir alt manifoldu olsun.
Av = A, ui:=u
61 = 57 Qap = Q

ile gosterelim.
(5.2) ve (5.3) den VX € x(M) igin
OX =X +u(X)N, (5.54)

ve

ON = ¢ +aN (5.55)

elde ederiz. Burada ¢, M fiistiinde (1,1) tipinde bir tensor alam, u, M iistiinde
1—form, a, M iistiinde reel bir fonksiyon ve &, M iistiinde bir teget vektor alanidir.

M iistiine indirgenmis yap1 da bir (p, g, u, &, a) Riemannian yapidir.

Onerme 5.1.1 den VX € y(M) igin

(z) 2X = X + X —u(X)¢,

(ii) u(eX) = (1 — a)u(X), (5.56)
(i) u()=1+a—a®>=1—(—a+a?),

| (

w) ¢§ =& —af = (1 - a)g,

sahip oluruz. Ayrica; VX,Y € x(M) igin de

(1) w(X) = g(X,§)
(i1) g(eX,0Y) = g(pX,Y) + g(X,Y) — u(X)u(Y)

(5.57)

elde ederiz.
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Acgiklama 5.4.1: (a = 0 veya a = 1 ve ¢ sifir doniigiimii oldugu takdirde (¢, u, £),
M iistiinde bir hemen hemen parakontakt yapi, (¢, u,&, g) de Riemannian hemen

hemen parakontakt yapidir. Yani; VX € y(M) igin

(1) X = X —u(X)¢ = X =u(X)¢

(17) u(pX) =0 (5.58)
(iid) u(§) =1

(1v) p(§) =0

dir.
Teorem 5.4.1: M, bir (]\7 , g, ®) altin Riemann manifoldunun bir hiperyiizeyi olsun.
Eger ®N, M ye teget ve ¢ sifir doniigiimii ise, (¢, u, &, g) de Riemannian hemen

hemen parakontakt yapidir.

M de M hiperyiizeyi iistiinde Gauss ve Weingarten doniigiimleri VX, Y € y(M) igin

sirasiyla,
VxY = VxY + g(AX,Y)N, (5.59)
ve
VN = —AX (5.60)
dir.

Eger, (]Tj , g, ®) lokal carpim altin Riemann manifoldu ise Teorem 5.1.2 den VX, Y €
X (M) igin

[ (i) (Vxp)Y = u(Y)AX + g(AX. V)¢

(i1) (Vxu)Y = —g(AX, oY) + ag(AX,Y) (5.61)
(1i1) Vx& = —p(AX) + aAX

(

) X(a) = —2u(AX) = —29(AX, ) = —29(X, A¢)

\

elde ederiz.
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Aciklama 5.4.2: (5.56) (iii) ve (5.57) (i) bagmntilarindan £ # 0 igin

9(&€) = 1—(—a+ad®)#0
1-v5 1++5
2 ’ 2

= ac

)

dir.

Aciklama 5.4.3: (]V[ , g, ®) altin Riemann manifoldunda M bir hiperyiizey olsun.
a’ —a = 1 igin (5.56) (iii) ve (5.57) (i) bagmtilarindan u(£) = g(¢,£) = 0 olur.
Dolayisiyla, £ = 0 dir. O halde (5.55) bagmtisindan ®N = aN ve ¢*X = X + X
elde ederiz. Boylece, M iistiine indirgenmis ¢ yapisi bir altin yap1 ve ® nin bir eigen

degeri de a olur.

Aciklama 5.4.4: (]\7 , g, ®) altin Riemann manifoldunda M bir hiperyiizey olsun.
(5.56) (1v) den &, ¢ nin (1 — a) eigen degerine kargilik gelen eigen vektorii olur.

& ={Xex(M)|xLe
ile gosterelim.
Aciklama 5.4.5: u(pX) = g(¢X,§) ve (5.56) (ii) den

u(@X) = (1 - a)u(X) = (1 -a)g(X,¢)

dir. Boylece

g(@ng) = (l_a)g(ng)
geX +(a-1)X.§) = 0

= (pX+(a—1X) LE VX ex(M)

dir. O halde;
X =V+(1-a)X
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olacak sekilde V € ¢+ vardr.

Onerme 5.4.1: M, bir (M ,g,®) lokal carpim altin Riemann manifoldunda bir
hiperyiizey ve (¢, g,&,u,a), M iistiinde indirgenmis yap1 olsun. Bu takdirde agagi-
daki denklemler denktir

Vxu=0 & Vx{=0.

Ispat: Vxu = Oise (5.61) (i) den g(AX, ¢Y) = ag(AX,Y) elde ederiz. g(AX, oY) =
g(p(AX),Y) dir. Ohalde, g(p(AX),Y) = ag(AX,Y) olur ki g(p(AX)—aAX,Y) =
0 sahip oluruz. Boylece ¢(AX) —aAX = 0 olur (5.61) (iii) den de Vx& = 0 sonu-

cuna ulagiriz.

Kargit olarak, Vx& = 0 olsun. O halde ¢(Vx&,Y) = 0 olur. (5.61) (iii) den
VX,Y € x(M) icin

9(p(AX) —aAX,Y) =0 < g(AX,pY) —ag(AX,Y) =0
dir. Boylece, (5.61) (ii) den Vxu = 0 elde etmis oluruz.

Teorem 5.3.2 den asagidaki 6nermeye sahibiz:

Onerme 5.4.2: M, bir (M ,g,®) lokal carpim altin Riemann manifoldunda bir
hiperyiizey ve (¢, g,&,u,a), M iistiinde indirgenmis yap1 olsun. a # %5 oldugunu
kabul edelim. O halde

¢ normal & @A = Ap.

Sonuc 5.2.2 den asagida ki Onermeyi elde edebiliriz.

Onerme 5.4.3: M, bir (]\7[/ , g, ®) lokal carpim altin Riemann manifoldunda bir

hiperyiizey ve (¢, g,&,u,a), M iistiinde indirgenmis yap1 olsun.

du=0 & pA=Ap.
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Onerme 5.4.4: M, bir (M ,g,®P) lokal carpim altin Riemann manifoldunda bir
hiperyiizey ve (¢, ¢,&,u,a), M iistiinde indirgenmis yap1 olsun. M iistiinde g ye

gore & vektor alanmi bir killing vektor alanidir <
2aA = pA + Ap. (5.62)
Ispat: M iistiinde &, bir killing vektor alan <

(Leg)(Y, Z) = 0, VY, Z e x(M)

And §g(Y,Z)—g(VgY,Z)—g(Y,VgZ)—f—g(Vyf,Z)
=0
& 9(VvE,Z)+9(Y,Vz§) =0, VY.Z e x(M)

dir. (5.61) (i2) kullanirsak

9(—pAY +aAY,Z) + g(—pAZ + aAZ)Y) = 0

& g(2aAY — pAY — A(pY), Z) =0
& 20AY — pAY — A(pY) =0
=

20A = pA+ Ap

Boylece ispat tamamlanmig olur.
Onerme 5.4.3 ve Onerme 5.4.5 den asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 5.4.1: M, bir (M , g, @) lokal carpim altin Riemann manifoldunda bir hiperyiizey
ve (¢, 9,&,u,a), M iistiinde normal indirgenmis yap1 olsun. Oyleyse M iistiinde g

ye gore ¢ Killing vektor alan1 <

aA =pA=Ap
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dir.

Onerme 5.4.5: M, bir (M ,g,®) lokal carpim altin Riemann manifoldunda bir

hiperyiizey, (p, g,&,u,a), M iistiinde normal indirgenmis yap1 ve £, Killing vektor

£(a)

alam olsun. a? —a # 1 ise rankA = 1 ve ¢, A Weingarten operatoriiniin @ —a D)

eigen degerine kargilik gelen eigen vektoriidiir.

Ispat: Sonuc 5.4.1 den pA = aA dir. Boylece, 0*A = apA = a?A ve
O (AX) = a®?AX, VX € x(M)
olup, ayrica (5.56) (i) den
O’ X = pX + X —u(X)¢
oldugunu biliyoruz. O halde
P(AX) + AX — u(AX)E = a®AX
dir. Buradan da

—u(AX)¢ = (a® - 1)AX — p(AX), @A=aA
= —u(AX)¢ = (a®—a—-1)AX (5.63)
olur. (5.63) denkleminde (5.61) (iv) kullanirsak,

X(a)

5 ¢ = (a®>—a—-1)AX, a®—a#1

&, (5.64)

elde ederiz. Burada sunu soyliyebiliriz ki, rankA = 1 dir. Ayrica, (5.64) denkle-
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minde X = ¢ alirsak

= ﬁf, VX € x(M)

elde ederiz. O halde, £, A Weingarten operatoriiniin bir eigen vektorii ve 2(a§(_aa)_1)

da bir eigen degeri olur.

Aciklama 5.4.7: Onerme 5.4.5 in kabulleri altinda

§

e = ——, 5.65
Y e (5.65)
ise
§ 1 £(a §
Aler) = A( ) = I p— :
Vi+a—a Vid+a—a 2@ —a—-1)1+a—a
_ §(a)
= —e
2(a®? —a—1)
dir. Bu yiizden, e;, A nin bir eigen vektorii ve 2(a§£“371) bir eigen degeridir.

Herhangi bir © € M igin T, M nin bir ortonormal baz {ey, ..., e, } olsun. (5.64) den
KerA=n—1vei € {2,...,n} ic¢in A(e;) = 0 dir. Boylece Weingarten operatériiniin

ilk eigen degeri

§(a)
k= —2>71 5.66
ve digerleri
ko=..=k,=0 (5.67)
dir. Ayrica, M da M hiperytiizeyinin ortalama vektér alany H
1 1
H = —traceA.N = —k1N
n n
ve
1 &(a)
H=—-——-—>-"—"_N 5.68
n2(a®—a—1) ( )
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dir.

Onerme 5.4.6: M, bir (M ,g,®) lokal carpim altin Riemann manifoldunda bir
hiperyiizey ve (¢, g, &, u,a), M iistiinde normal indirgenmis yap1 olsun. a® —a # 1

ve £(a) =0 ise M, M da total geodeziktir.

Ispat: (5.66) den (£(a) = 0) ve (5.67) den
k1:k2:...:k’n:0,

olur boylece Weingarten operatorii A = 0 ve M, M da total geodezik olur.

Onerme 5.4.7: M, bir (]\7 , g, ®) lokal ¢arpim altin Riemann manifoldunda bir total
umbilik hiperyiizey (A = AI) ve (¢, g,&,u,a), M iistiinde indirgenmis yap1 olsun.
Bu takdirde VX, Y € x(M) i¢in

(1) (Vxp)(Y) = Ag(Y, )X + Ag(X, Y)¢,
(i) (Vxu)(Y) = =Ag(X,9Y) + arg(X,Y), (5.69)
( ) == ApX +arX, V(&) =2al,

(

) X(a) = =2Xg(X,¢)

dir.

Onerme 5.4.8: M, bir (]Vf , g, @) lokal ¢arpim altin Riemann manifoldunda bir total
umbilik hiperyiizey ve (p,¢,&,u,a), M iistiinde indirgenmis yapi ise u, 1—formu

kapalidir.
Ispat: du(X,Y) = (Vxu)(Y) — (Vyu)(X) dir. (5.69) (i1) esitligini kullanirsak,
du(X,Y) = (Vxu)(Y) = (Vyu)(X) = Ag(pX,Y) = g(X,9Y)) =0

olur. Bu ise u, 1—formunun kapali olmas1 demektir.
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Sonug 5.4.2: M, bir (M , g, ®) lokal ¢arpim altin Riemann manifoldunda bir total
umbilik hiperytizey ve (¢, g, &, u, a), M iistiinde indirgenmis yap1 olsun. Bu takdirde
VX € x(M) igin
1) (V X) =2X\g(X,&)E,
(i) (Vep)(X) = 2Ag(X, )¢ 570

(@i1) (Vxu)(§) = A(2a — 1)g(X,§),

elde ederiz.

Sonug 5.4.3: M, bir (M , g, @) lokal ¢arpim altin Riemann manifoldunda bir total
umbilik hiperytizey, (p, g,¢&, u,a), M iistiinde indirgenmis yap1 ve X € ¢+ olsun. O

halde asagidaki denklemler saglanir:

(1) (Vep)(X) =0
(i) (Vxu)(§) =0 (5.71)
(i7i) X(a) =0 = a, sbt
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6. ALTIN MANIFOLDLARIN SLANT ALT MANIFOLDLARI

Bir altin Riemann manifoldunun (M , g, ®) bir alt manifoldu M olsun. M fistiinde
Riemann metrigi g ve Levi-Civita konneksiyonu V olmak tizere Gauss ve Weingarten

formiilleri; VX, Y € x(M) ve VN € x(M)?* igin,
VxY = VxV +h(X,Y), (6.1)

VxN = —AyX + VEN (6.2)

dir. Burada V, M iistiine indirgenmis konneksiyon, V*, M nin TM* normal demet
tistiindeki konneksiyon, h ve Ay sirasiyla M nin ikinci temel formu ve gekil oper-

atoriidiir. Ikinci temel tensor h ve sekil operatorii Ay arasinda
9(ANX,Y) = g(h(X,Y), N) (6.3)

bagmntis1 vardir. Herhangi bir X € x (M) igin

P(X) = p(X) 4+ w(X) (6.4)
yazabiliriz. Burada o(X) (¢ : x(M) — x(M)) ®(X) in teget bileseni, w(X)
(w: x(M) — x(M)*) ®(X) in normal bilegenidir. Ayrica; (6.4) ve §(®X,Y) =
(X, ®Y) esitliklerinden VX, Y € x(M) igin

9(pX,Y) = g(X, ¢Y)
denklemi elde edilir.
Benzer sekilde, herhangi bir N € y (M) icinde

O(N) =t(N)+n(N) (6.5)

dir. Burada da t(N) (¢ : x(M)* — x(M)) ®(N) nin teget bilegeni, n(N)
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(n: x(M)* — x(M)*) ®(N) nin normal bilegenidir.
Herhangi bir X € x(M) igin (6.4) denkleminden yararlanirsak,
o(X)+ X = o*(X) + tw(X), (6.6)

w(X) = we(X) + nw(X) (6.7)

ve N € x(M)* igin ise, (6.5) denkleminden yararlanirsak,
t(N) = pt(N) +tn(N) (6.8)
n(N)+ N = wt(N) + n*(N) (6.9)

denklemleri saglanir.

Bir altin Riemann manifoldu (M , g, ®) ve M fistiinde Levi-Civita konneksiyonu V

olmak iizere ® nin kovaryant tiirevi, VX, Y € x(M) i¢in

(Vx®)Y = (Vx®Y) — &(VxY) (6.10)
olarak tanimlanmaktadir (Hretcanu ve Crasmareanu 2009).
Eger (Vx®)Y =0 ise ®(VxY) = Vx(®Y) dir. O halde

O(VxY +h(X,Y)) = Vx(pY +uwY)
B(VxY)+®(h(X,Y)) = Vx(pY)+ Vx(wY)
o(VxY) +w(VxY) +th(X,Y)) +n(h(X,Y)) = VxpY (6.11)
+h(X, @Y)
— Ay X

+VzwY
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dir. (6.11) ifadesinin teget ve normal kisimlarin sirasiyla ayirirsak,
(Vxp)Y = Ay X +t(h(X,Y)) (6.12)
(Vxw)Y =n(h(X,Y)) — h(X,¢Y) (6.13)
olur. Burada ¢ ve w nin kovaryant tiirevleri sirasi ile,
(Vx)Y = Vx (oY) —p(VxY) (6.14)
(Vxw)Y = Vx(wY) —w(VxY) (6.15)
dir.

6.1 Altin Riemann Manifoldlarin Slant Alt Manifoldlar:

Tanim 6.1.1: Bir altin Riemann manifoldunun (M , g, @) bir alt manifoldu M olsun.
x € M noktasinda M ye teget sifirdan farkl herbir X vektor alani igin, ®X ile T, M
arasindaki agiya 0, 0 < 0 < 7, X in wirtinger agisi, M nin slant agis1 denir. Eger
bu 6 agis1 sabit ise M ye slant denilir. Burada 6 agis1 x € M den ve X € x(M) den
bagimsizdir.

us

Ozel olarak, # = 0 ise M slant alt manifoldu, invaryant alt manifold, § =

[\

ise anti-invaryant Alt manifold olarak adlandirilir. Ne invaryant, ne de anti-
invaryant Alt manifold olmayan bir slant alt manifolda asikar olmayan slant alt

manifold adi verilir (Chen 1990).

m = nq + ny boyutlu Oklid uzay1 R™ = R™ x R™ olsun. R™ = R™ x R™ iistiinde

® altin yapisi

0o 0 9,

(8_951-’ a—xj) = ((baxi’

(1-— ¢)£), ie{l,...m}t, je{n+1,...,m}
J

olsun.

62



Ornek 6.1.1: R* = R? x R? de
X(u,v) = (u+v,u —v,u,v)

denklemi ile verilen M manifoldunu diigiinelim. M manifoldu arccos( \/g(lj/'%)) agil

slant Alt manifolddur.

Ispat: X(u,v) = (u+v,u —v,u,v)

X, =(1,1,1,0) ve X,=(1,-1,0,1)

ve
(I)(Xv) = <¢7 _Qb, 07 1- ¢)
dir.
(X, = aX,+bX,+w(X,), abelR
(P(Xu), Xu) = a(Xy, Xu)
1+¢ = 3a= a= %ﬁ
ve

olur. O halde
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dir. Dolayisiyla

N e(X)) @Y X)
[T~ B2 5 [ (X,)]
1+¢

V3o + 4)

olur. Aym sekilde

o(X,) = cX,+dX,+w(X,), c¢deR

<®(Xv)7Xu> = C<Xu>Xu>:O = ¢c=0

ve

<(I)(Xv)a Xv> = d <Xv> Xv>

l4+4¢ = 3d= d=

w ‘

olur. Boylece

(X, = X, +wX,

1
= ﬂXU +wX,

=p(Xv)

elde ederiz. O halde

cosf = <(I)<Xv)7<'0(XU)> — 1%5<¢(X'U)7X’U>
[T~ 52 Xl [o(X,)
1+ ¢

V3o +4)

olur. O halde M manifoldu arccos( \/§1+¢ ) acth bir slant alt manifolddur.

(Vé+4)

Teorem 6.1.1: M, bir (]TJ ,g,®) altin Riemann manifoldunun bir alt manifoldu
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olsun. O halde M slant Alt manifolddur <
0 = Mo +1) (6.16)

olacak sekilde bir sabit A € [0, 1] sayis1 vardir. Ayrica bu durumda M nin slant agist

0 ise A = cos? @ dir.

Ispat: (=) M slant bir alt manifold olsun. O halde herhangi bir X € y(M) icin
ve cosf = 15 ve G(OX, DX) = G(OX, X) + (X, X) kullanarak

J(*X, X) = §(eX,0X) =cos?0(X)g(PX,PX) = cos® 0G(®X + X, X)
= cos’ 0 [g(PX, X) + §(X, X)] = cos 0 [g(p X, X) + (X, X)]

= cos?0g(pX + X, X)

elde ederiz.

9(*X, X) = cos® 03 (X + X, X)
dir. X\ = cos?6 dersek, A\ € [0,1] ve o> = A(¢ + I) olur. M slant alt manifold
oldugundan cos 6 sbt olup, \ da da sabittir.
(<) Karsit olarak p? = A(¢ + I) olacak sekilde A € [0, 1] sabiti olsun. O halde,

92X, pX)  g(X, pX)  g(X ©*X) 9(X, (pX + X))

cosf(X) = = = =
[eX X eX][ leX[|  [|2X]| [ X] [eX] [l X]]
_ L OX (X + X)) gex,ex) o [eX]* _ [[eX]]
[@X|] [l X]] 12X leX I eX X[l [leX]]"
olup cosf = ”gi“ oldugundan
1
§ = A\——
o8 cosf’
A = cos’d

65



elde ederiz. Boylece, A sabit oldugundan 6 sbt olup M slant bir alt manifolddur.

Sonug 6.1.1: M, bir (]\7 , g, ®) altin Riemann manifoldunun slant bir alt manifoldu
olsun. O halde VX,Y € x(M) igin

G(pX, oY) = cos? 0 [g(X, pY) + g(X,Y)], (6.17)
J(wX, wY) =sin?0 [§(X, oY) + §(X,Y)] (6.18)
dir.

Ispat: G(pX,Y) = §(X,Y) oldugunu biliyoruz. Burada Y = @Y alirsak

(X, ¢Y) = g(X, oY)

olur. M, slant bir alt manifold oldugundan Teorem 6.1.1 den ¢? = cos? 6(¢ + I) dir.
O halde,

9(eX,0Y) = g(X,¢*Y)
= (X, cos’0(pY +Y))

= cos’O[g(X, oY)+ g(X,Y)]
olur. Ayrica,

JwX,wY) = g(®X — X, dY — ¢Y)

)

I
)

X, ®%Y) — g(pX, pY) — §(pX, oY) + §(pX, pY)

= G(X,®Y) +3(X,Y) —cos? 0 [g(X,0Y) + (X, Y)]
—_—

:g(XﬁDY)

= (1 — cos’ 0) [§(X> SDY) + E(X7 Y)]

gl
g(®X, YY) — g(@X, pY) — g(pX, YY) + g(pX, pY)
= 9(
(

= sin?0[3(X, oY) + §(X,Y)]
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Sonug 6.1.2: M, bir (]Tj , g, ®) altin Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun.
O halde M slanttir <
tw=MNe+ 1), (6.19)

olacak gekilde A € [0, 1] bir sabiti vardir. Eger 6, M de M nin slant acist ise A = sin? 6
dir.

Ispat: M slant olsun o halde (6.6) dan

X + X = p?X +twX

oldugunu biliyoruz. O halde

twX = —¢’X +pX + X, (Teorem 6.1.1 den)
= —cos? (X + X)+ X + X
= (1 —cos?0)(pX + X)

= sin®f(pX + X)
olup, bu ifade VX € x(M) icin dogru oldugundan ve sin?# = \ dersek
tw=ANe+1),

olur. Burada 6, M nin slant agis1 oldugundan sabit oldugundan A\ sabittir.

Kargit olarak tw = A(¢ + I) olacak sekilde A € [0, 1] bir sabiti olsun. O halde (6.6)

denkleminden yararlanirsak,

eX +X = X +twX
X +X = X+ MeX + X)

0’ X

(I =X (pX + X)
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olur. (1 —X) €[0,1] sabit oldugundan, bu ise M nin slant oldugunu gosteriyor.

Teorem 6.1.2: M, bir (M , g, @) altin Riemann manifoldunun slant bir alt manifoldu
ve (Vxe)Y # 0 olsun. O halde VXY € x(M) i¢cin VQ = 0 & M, bir anti-

invarayant alt manifolddur. Burada Q = ¢? dir.

Ispat: 6, M nin slant acisim gostermek iizere Terorem 6.1.1 den yararlanirsak,
Q(VxY) =cos?0(p(VxY) + VxY) (6.20)

ve

QY = cos? (oY +Y) (6.21)

olur. (6.21) denklemini X e gore kovaryant tiirevini alirsak,
VxQY = cos’0(VxpY + VxY) (6.22)
elde ederiz. (6.20) denkleminden (6.22) denklemini ¢ikarirsak,

(VxQ)Y = cos?0(p(VxY) — VxpY)
= cos?0((Vxp)Y)

sonucuna ulagiriz. Hipotezden (Vx¢)Y # 0 oldugundan VQ = 0 < 6 = 7, bu ise

ispat1 tamamlar.
Onerme 6.1.1: M, bir (M , g, ®) altin Riemann manifoldunun slant bir alt mani-
foldu ve slant acis1 # olsun. O halde «, ¢ nin eigen degeri olmak fizere ¢* = ) nun

eigen degerleri cos? f(a + 1) dir.

Ispat: ¢ nin eigen degerleri o olsun. M de slant alt manifold oldugundan Q =
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©* = cos? O(p + I) dir ve

Q(X) = cos’f(aX + X)

= (cos’O(a+1))X

olur. Buradan da Q nun eigen degerleri cos? 0(a + 1) oldugunu séyleyebiliriz.
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6.2 Slant Dagilimlar ve Bi-Slant Alt Manifoldlar
M, ( M , g, ®) altin Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun.

Tanmim 6.2.1: M iistiindeki diferensiyellenebilir bir dagilima D slant dagilim denir
eger herbir z € M i¢in ve sifirdan farkh herbir X € D, i¢in ®X ve D, vektor uzayi
arasindaki a¢1 6p sabit ise. Burada ki 0p acist x € M ve X € D, secilisinden
bagimsizdir (L1 ve Liu 2005).

D, M iistiinde bir dagilm olsun. D nin ortogonal dagilimim D= ile gosterelim. P

ve P, ile de D ve D iistiine izdiisiim fonksiyonlar1 olsun. O halde VX € x (M) igin
X =X +wX =PipX + PBbpX +wX

dir.

11k énce bir dagilimin slant bir dagilim olmasi icin gerekli ve yeterli kosullar: verelim.

Teorem 6.2.1: D, M iistiinde bir dagilim olsun. Bu takdirde D slant bir dagilimdir
< Herhangi bir X € y(D) i¢in

(Prp)’X = A(pX + X)
olacak gekilde A € [0, 1] bir sabiti vardir. #p, D nin slant agisi ise A = cos? fp dir.

Ispat: Kabul edelim ki D, M iistiinde slant bir dagilim olsun. X € y(D) olmak
tizere ||PrpX]|| = cosfp ||PX|| kullanirsak,
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I(Pp)’X, X) = §(PPpX, X)
= g(PipX,®X)
= [P X[ |®X] cos Op
= cosfp || PX|| ||PX] cosbp

= cos’Opg(PX, dX)

= cos’fOp |g(PX, X) +g(X, X)
N—_——
= cos’Op [§(eX + X, X)]

Bu esitlik VX € x(D) icin saglandigindan (Py9)?X = cos?0p(pX + X) dir. D slant
bir dagilim oldugundan cos 6 sabit olup A da da sabittir.

Kargit olarak, VX € x(D) igin (P1p)?X = M@X + X) olacak sekilde A € [0,1] bir
sabiti olsun. O halde

g(q’X; P1<PX) §(X7 ‘DPN?X) N g(Xa (P1<P)2X>

cosfp = = —
[eX [ [PpX]  [[eX[[[PrpX]  [[@X]| [P X]

L IX X+ X)) gX X+ X)) g(RX, eX) | [|eX]|

[eX | | ProX]] [X| [P X X [[Prp X ([P X

dir. Ayrica ||PpX|| = cosfp ||®X|| oldugundan cos?p = A elde ederiz. A sabit
oldugundan #p sabit olup, D slant bir dagilimdir.

Tanim 6.2.2: M iistiinde D; ve Dy iki dik dagilimi agagidaki kosullar1 saglarsa M
ye M nm bi-slant alt manifoldu denir (L1 ve Liu 2005).

i) TM = Dy & Do

ii) i = 1,2 igin Dy, 0; slant acih bir slant dagilimdur.
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Teorem 6.2.2: M, 6, = 0, = 0 slant acili bir bi-slant alt manifold olsun. X € Dy,
Y € Dy igin g(®X,Y) = 0 ise M, 0 acili slant bir Alt manifolddur (L1 ve Liu 2005).

Ispat: X € Dy, Y € D, icin §(®X,Y) = 0 oldugundan
g(PX,Y) =g(eX,Y) =0
dir. Boylece pX € D; dir. Benzer sekilde ¢Y € D, oldugunu goriiriiz. Herhangi

bir Z € x(M) icin
L =01+ 24y, Zi1€ Dy, Zye Dy

. N 70112 22 .
yazabiliriz. Ote yandan, cos?6, = ”gzil\l\z’ cos?fy = % dir. 6, = 0, = 0

oldugundan

loZ|)? _99Z,07) _ G921, 07) + (9 Za, 9 2s)
loz|”  §(®Z,92)  §(®Z1,9Z) + §(2Zs, PZs)

= cos’f

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 6.2.1: M tstiinde T'"M = D, & D, olacak sekilde D, ve D, iki ortogonal
dagilim olsun. O halde D; invaryanttir < Dy, 61 = 0 agihi slant dagihimdir. Hatta,
bu durumda X € D, i¢in p X = PypX dir (L1 ve Liu 2005).

Ispat: D; invaryant ise bu takdirde D; sifir acih bir slanttir. Tersine, 6; = 0 olsun.

_ 1 _ lIPeX]|
O halde cosf =1 = W olur ve

[P X || = [|2X]| = \/IllDlszH2 + [ Pao X | + [l X7,

olup, buradan VX € x(D1) i¢in || Pap X || = ||wX]| = 0 oldugu anlagihir. Sonug olarak
®X = PipX € D, olup D; invaryanttir. Ote yandan D, invaryant ise X € D, ve
Y € D igin
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=l
BS)
s
=
[
=1
I
BS)
=
I
=l

J(eX,Y)=0
J(PipX + PopX,Y)=0

J(PipX,Y)=0

L

PipX =0
olur. Boylece ispat tamamlanir.

6.3 Altin Manifoldlarin Semi-Slant Alt Manifoldlar:

Tanim 6.3.1: M {istiindeki iki ortogonal D; ve Dy dagilimlar: asagidaki kosullar:

saglarsa M ye M mmn semi-slant alt manifoldu denir (L1 ve Liu 2005).
i) TM = Dy & Dy

ii) D; dagihmi invaryant bir dagihmdir yani ®(D;) = D, dir.

iii) Dy dagilimi 0 # 0 agili slant bir dagilimdir.

Bu durumda 6 ya M alt manifoldunun slant agis1 denir. i = 1,2 igin D;

dagilimlarinin boyutlarim d; ile gosterirsek;

i) do = 0 ise M invaryant alt manifolddur,

it) di = 0 ve 0 = 7 ise M anti-invaryant Alt manifolddur,

iii) di = 0 ve 0 # 7 ise M, 0 slant acih asikar olmayan bir slant alt manifolddur,

i) didy # 0 ve 0 # 7 ise M agikar olmayan semi-slant alt manifolddur.
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M, M nin semi-slant alt manifoldu olsun. i = 1,2 i¢in D; dagihmlan iistiine dik

izdiigiim fonksiyonlar P; ile gosterelim. Herhangi bir X € y (M) i¢in

X = PPX+PRX =pP X +wP X+ pPhX +wPX

= gOPlX—l—QOPzX—FszX, wPlX:O

olur. Ayrica, VX € x(M) i¢in

oPX = pPX, wPX =0, (6.23)
QOPQX € D2 (624)
olup,
X =P X 4+ pPX = pP X + pPX
dir.

Ayrica, VX, Y € x(M) igin (6.23) ve (6.24) den

G X, ePY) = (X, ¢’RY)
= cos?0G(X,pPY + BY)

= cos’0[g(X, pPY) + g(X, PY)]
ve

JwX,wPY) = G(®X — pX, dPY — pPY)
= §(PX,2RY) — g(PX,pPY) — g(pX, PRY) + g(¢pX, pP2Y)
= (X, RY) +g(X, RY) — g(pX, oY) — g(pX, pRRY)
+9(0X, o RY)
= J(eX, RY) +§(X,RY) —cos’ 0 [§(X, oPY ) + §(X, PY)]
= (1 —cos’0) [5(X, pP2Y) + §(X, PY))]

= sin’0 [§(X, pRY) + §(X, RY)]

74



olur.
Asagidaki teoremle semi-slant alt manifoldlar1 karakterize etmeye caligalim.

Teorem 6.3.1: M, ( M , g, ®) altin Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun.
O halde M semi-slant Alt manifolddur <& D = {X € (M) | ¢*X = MeX + X)}
dagihmi olacak gekilde A € [0, 1) bir sabiti vardir. Burada A = cos? § olup 6, M nin

slant agisim1 gostermektedir.

ispat: M semi-slant alt manifold ve TM = Dy & D, burada D; invaryant ve Dy
slant olsun. A = cos? @ dersek 6 burada M nin slant acisini gostermektedir. Herhangi

bir X € D i¢in eger X € D; ise bu takdirde
X = 2*(X) - O(X) = p*(X) — p(X) = MpX + X) — p(X) = (A = D)p(X) + AX

olur bu ise A = 1 demektir. § # 0 oldugundan \ = cos? § # 1 dir. Boylece, X ¢ Dj,
X € Dy ve D C Dy dir. Ote yandan Dy slant bir dagihim oldugundan X € Ds i¢in

Lemma 6.2.1. ve Teorem 6.2.1 den
P’ X = (Pp)’X = MpX + X)
olup, bu ise Dy C D oldugunu gosterir. O halde Dy = D dir.

Karsit olarak TM = D @ D+ oldugunu diisiinelim. ¢D C D oldugu asikardir.

¢(D) ={p(z) | z € D}
¢D CD = Vo(z) € ¢(D) icin (z) € D (7)
p(z) €D & ¢*(p(2)) = Ap*(2) + Ap(x) (?)
¢*(p(2)) = p(¢*(2)), (z € D)
= p(Ap(z) + Ax), (¢ lineer)

= Ap*(x) + Ap(z) = p(z) €D
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O halde herhangi bir X € D+ ve Y € D icin

J(@X,)Y) = §(X,9Y)=g(X,pY)=0
= §(OX,Y)=0
=

dX € D+

olur. Baylece D+ dagilimu invaryant bir dagihmdir. Lemma 6.2.1 ve Teorem 6.2.1

den D, # acih slant bir dagilimdir. O halde M semi-slant Alt manifolddur.

Teorem 6.3.2: M, ( M , g, ®) lokal carpim altin Riemann manifoldunun bir semi-
slant alt manifoldu olsun. O halde D; dagilimi integrallenebilir & VXY € D,
icin

X, pY) = h(pX,Y).

Ispat: ( M , g, ®) lokal garpim altin Riemann manifoldu oldugundan VX,Y € x(M)
icin (Vx®)Y = 0 dir. Dolayisiyla Vx(®Y) = ®(VxY) dir. Herhangi bir X, Y € D,

icin

Vx(®Y) = &(VyY)
Vx(eY)+Vx(wY) = &(VxY)+d(h(X,Y)), (YeD =wY =0)
——

=0

VxpY +h(X,pY) = oVxY +wVxY +th(X,Y) +nh(X,Y) (6.25)
olur. (6.25) in normal kismim ayirirsak
wVxY = h(X,pY) —nh(X,Y)

O halde
w[X, Y] =h(X,pY) = h(eX,Y) (6.26)

olur. Boylece [X,Y] € Dy < h(X,9Y) — h(pX,Y) =0
Dy ve Do, M alt manifoldu iistiinde iki dagihim olsun. VX; € D; i¢in (i = 1,2)
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h(X1, Xs) =0 ise M alt manifolduna karisik-geodezik alt manifold denir.

Teorem 6.3.3: M, ( M , g, ®) altin Riemann manifoldunun bir semi-slant alt man-
ifoldu olsun. O halde M karigik geodeziktir < Herhangi bir X; € D; (i = 1,2) ve
VN € x(M)* icin AyX; € D; dir.

Ispat: Kabul edelim ki M karisik geodezik olsun. Herhangi bir X; € D; (i = 1,2)
ve VN € x(M)* igin

g(ANX17X2) = g(h(X17X2)7 N) =0
buradan da Ay X; € D; oldugunu anlariz.

Kargit olarak herhangi bir X; € D; (i = 1,2) i¢in Ay X; € D; oldugunu kabul edelim.

{Ni, No,...; Npu_r}, x(M)* in lokal ortogonal bir bazi olsun. Burada dim(M) = m
ve dim(M) = k dir. Boylece

0 = g(ANin,XQ) = g(h(Xl,Xg), Nz), Z = 1, 2, L — k’

olur. Yani, X; € Dy ve Xy € D, i¢gin h(X;, X3) = 0 dir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 6.3.4: M, ( M , g, ®) altin Riemann manifoldunun bir semi-slant alt man-

ifoldu olsun. O halde w paraleldir < VX € x(M) ve N € x(M)* igin
AnNX = (pANX
dir.

Ispat: g(AxX,Y) = g(h(X,Y),N) ve (Vxw)Y = n(h(X,Y)) — h(X,9Y) yi kul-

lanirsak
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g(Vxw)Y,N) = g(nh(X,Y) —h(X,Y),N)

hX,Y),nN) —g(h(X,pY),N)
AnnX,Y) = g(AnX, ¢Y)

elde ederiz. O halde (Vxw)Y =0 < A,nX = pAyX dir.
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7. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde altin manifoldlarin alt manifoldlar: teorisi iizerinde bir calisma yapilmigtir.
Altin manifoldlar ve alt manifoldlar: diferensiyel geometride ¢ok yeni bir konu olup;
tizerinde ¢ok sayida yapilmig bir caligma yoktur. Bu tezin hem diferensiyel geometride
hem de bagka alanlarda yeni bir uygulama alanmi olmasindan bir baslangi¢ olabile-

cegini diisiiniiyoruz.
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