
ANKARA ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

 

 

 

 

 

DOKTORA TEZİ      

 

 

 

ALTIN MANİFOLDLAR VE ALT MANİFOLDLARININ GEOMETRİSİ 

 

 

 

 

 

                                                   Elif Hatice ILGAZ 

 

 

 

 

 

 

 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ANKARA 

2014 

 

 

 

Her hakkı saklıdır 



i 
 

ETİK 

 

Ankara Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü tez yazım kurallarına uygun olarak 

hazırladığım bu tez içindeki bütün bilgilerin doğru ve tam olduğunu, bilgilerin 

üretilmesi aşamasında bilimsel etiğe uygun davrandığımı, yararlandığım bütün 

kaynakları atıf yaparak belirttiğimi beyan ederim. 

 

                                                                                                        22/05/2014 

 

                                                                                                       Elif Hatice ILGAZ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ii 
 

ÖZET 

Doktora Tezi 

ALTIN MANİFOLDLAR VE ALT MANİFOLDLARININ GEOMETİSİ 

Elif Hatice ILGAZ 

Ankara Üniversitesi 

 Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

Danışman: Prof. Dr. Yusuf YAYLI 

 

Bu tez altı bölümden oluşmaktadır.  

İlk bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. 

İkinci bölümde, temel tanımlar ve önbilgiler verilmiştir. 

Üçüncü bölümde, altın oran ve özeliklerinden bahsedilmiştir. 

Dördüncü bölümde, manifoldlar üstünde altın yapı ve özelikleri hatırlatıldı.  

Beşinci bölümde, altın Rieamann manifoldların alt manifoldlarının üstüne indirgenmiş 

yapıların özelikleri verilip; lokal çarpım altın Riemann manifoldun alt manifoldlarının 

üstüne indirgenmiş yapının normal olması için gerek şartlar incelenmiştir. Normal yapılı 

(φ, g u ,  , ( )ra ) alt manifoldlar üstünde φ ve A değişimli olmaları durumu 

incelenmiştir. Ayrıca 1 eşboyutlu alt manifoldlar üstünde (φ, g, u ,  , ( )ra ) 

indirgenmiş yapıların bazı özelikleri gösterilmiştir. 

Son olarak altıncı bölümde, altın Riemann manifoldlarının slant alt manifoldları, slant 

dağılımları, bi-slant ve semi-slant alt manifoldları tanımlanmış ve bunlar üstünde 

çalışmalar yapılmıştır. 

 Mayıs 2014, 84 sayfa 

 Anahtar Kelimeler : Altın oran, Altın yapı, Altın Riemannian manifoldlar, Normal 

yapı, Slant alt manifoldlar. 
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This thesis consists of six chapters. 

The first chapter is allocated to the introduction. 

In the second chapter, some basic concepts and required information are given.  

In the third chapter, golden ratio and its features are mentioned.  

In the forth chapter, golden structure on manifolds and its features are reviewed. 

In the fifth chapter, some fundemental features of the induced structures on 

submanifolds immersed in golden Riemann manifolds are given and we study the 

necessary conditions for an induced structure on a submanifold (φ, g, u ,  , ( )ra ) 

immersed in a local product golden Riemann manifold to be normal. Then, the 

commutativity of the endomorphism φ and the Weingarten operators A  on manifolds 

with normal structure is studied. Also, we show some features of induced structures (φ, 

g,u ,  , ( )ra ) on the submanifold of codimension 1 in golden Riemann manifold. 

Finally in the sixth chapter, we define and study slant and semi slant submanifolds and 

bi slant distributions of a golden Riemann manifold. 
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1. G·IR·IŞ

·Insanl¬k tarihinde rasyonel say¬lar kadar irrasyonel say¬larda büyüleyici bir etkiye

sahiptir. Bu say¬lardan biri ve belki de en önemlilerinden biri 1+
p
5

2
irrasyonel

say¬s¬yla tan¬mlanan alt¬n orand¬r. Eski ça¼glardan beri bu oranla matematikçiler,

�zikçiler, mimarlar, ressamlar hatta müzisyenler yo¼gun bir şekilde ilgilendiler.

Alt¬n orana ili̧skin matematik bilgisinin ilk kez M.Ö. 3: yüzy¬lda Euclid�in ( M.Ö.

325 � 265? ) �Elementler�isimli 13 kitaptan oluşan çal¬̧smalar¬nda ilk kez ortaya

at¬ld¬¼g¬düşünülmektedir. Euclid burada bir do¼gruyu 0:618::: noktas¬ndan bölmek-

ten bahsetmi̧s ve bunu bir do¼gruyu ekstrem ve önemli oranda bölmek diye adland¬r-

m¬̧st¬r. Bununla birlikte, bu bilginin geçmi̧sinin eski M¬s¬r�da M.Ö. 3 bin y¬l öncesine

dayand¬¼g¬n¬gösteren bilgilere rastlanm¬̧st¬r. Eski Yunan dünyas¬na da Pythagoras

( M.Ö. 569� 475 ) ve izleyenleri taraf¬ndan tan¬t¬ld¬¼g¬ileri sürülmektedir (Akdeniz

2007).

Kentaro Yano (1983) bir manifold üzerinde f�yap¬y¬ tan¬mlam¬̧st¬r daha sonra

Goldberg ve Yano (1970) bu yap¬y¬geli̧stirerek bir manifold üzerinde polinom yap¬

kavram¬n¬tan¬mlam¬̧slard¬r. Bu polinom yap¬s¬ndan yola ç¬karak Crasmareanu ve

Hretcanu (2008) diferensiyellenebilir bir manifold üzerinde yap¬polinomu Q(x) =

x2 � x � I olan alt¬n yap¬denilen bir polinom yap¬tan¬mlayarak alt¬n oran¬n dife-

rensiyel geometriye girmesini sa¼glam¬̧slard¬r. Diferensiyel geometride alt¬n yap¬çok

yeni bir kavramd¬r. Bu konu üzerinde yap¬lm¬̧s çal¬̧smalar çok az say¬dad¬r.

Slant alt manifoldlar, ilk kez Chen (1990) taraf¬ndan hemen hemen Hermitian bir

manifoldun hem holomorphic hem de total real alt manifoldlar¬n¬n bir genelleşti-

rilmesi olarak tan¬mlanm¬̧st¬r. Daha sonra birçok matematikçi farkl¬uzaylarda bu

alt manifoldlar¬inceleyerek, slant alt manifoldlar diferensiyel geometride h¬zla iler-

lemi̧stir. Özellikle Papaghiuc (1994) taraf¬ndan hemen hemen Hermitian bir mani-

foldun alt manifoldunun bir s¬n¬f¬olarak semi-slant alt manifoldlar¬tan¬mlanm¬̧st¬r.

Lotta (1996) hemen hemen kontakt metrik bir manifoldda Riemannian bir mani-
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foldun slant immersion kavram¬n¬tan¬mlam¬̧st¬r.

Çal¬̧smam¬z¬k¬saca şöyle özetliyebiliriz: Çal¬̧smam¬z¬n birinci bölümü giri̧s k¬sm¬na

ayr¬lm¬̧st¬r. ikinci bölümünde temel kavramlar verilmi̧stir. Üçüncü bölümde alt¬n

oran¬n tarihçesinden, tan¬m ve özelliklerinden bahsedilmi̧stir. Dördüncü bölümde

manifoldlar üstünde alt¬n yap¬ ve özellikleri hat¬rlat¬ld¬. Beşinci bölümde alt¬n

Riemann manifoldlar¬n alt manifoldlar¬n¬n üstüne indirgenmi̧s yap¬lar¬n özelikleri

verildi. Lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldlar¬n alt manifoldlar¬n üstüne in-

dirgenmi̧s yap¬n¬n normal olmas¬ için gerek şartlar incelenmi̧stir. Normal yap¬l¬

('; g; u�; ��; (a��)r) alt manifoldlar üstünde ' ve A� de¼gi̧simli olmalar¬durumu ince-

lenmi̧stir. Ayr¬ca 1 eşboyutlu alt manifoldlar üstünde ('; g; u�; ��; (a��)r) indirgen-

mi̧s yap¬ incelenmi̧stir. Son olarak altnc¬ bölümde alt¬n Riemann manifoldlar¬n¬n

slant alt manifoldlar¬ve slant da¼g¬l¬mlar ile bi-slant alt manifoldlar incelenmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, ilerleyen bölümlerde s¬kça kullanaca¼g¬m¬z baz¬temel tan¬m ve sembol-

leri tan¬taca¼g¬z.

Tan¬m 2.1: (Oran) Ayn¬türden iki şeyin nicelik aç¬s¬ndan kaŗ̧s¬laşt¬r¬lmas¬olarak

tan¬mlayabiliriz. Örne¼gin do¼gru parçalar¬yla ilgileniyorsak, AB ve CD gibi iki do¼gru

parças¬n¬n oran¬n¬AB
CD

ya da bunlar¬n ayn¬birimle ölçülmüş uzunluklar¬, s¬ras¬yla, a

ve b ise a
b
ile sembolize ederiz (Çakar 1992).

2.1 Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tan¬m 2.1.1: (Topolojik Manifold)M bir topolojik uzay olsun. M için aşa¼g¬daki

önermeler do¼gru ise M bir n�boyutlu topolojik manifold (veya k¬saca topolojik

n�manifold) dur denir.

(i) M bir Hausdor¤ uzay¬d¬r.

(ii) M nin her bir aç¬k alt cümlesi En e veya En nin bir aç¬k alt cümlesine homeo-

morftur.

(iii) M say¬labilir çoklukta aç¬k cümlelerle örtülebilir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.2: (Koordinat komşulu¼gu=Harita)M bir n boyutlu topolojik man-

ifold ve U da M nin bir aç¬k bir alt cümlesi olsun. E¼ger U bir 	 homeomor�zimi ile

En nin bir W alt cümlesine eşlenebiliyorsa:

	 : U hom eorfizm���������! W � En

(U;	) ikilisineM de bir koordinat komşulu¼gu (harita) denir. p 2 U için 	(p) 2

En dir ve 	(p) = (x1(p); :::; xi(p)); xn(p) 2 R; 1 � i � n dir. Burada xi(p)
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reel say¬s¬na 	(p) noktas¬n¬n i�yinci koordinat¬ve xi : U ! R fonksiyonuna da

koordinat fonksiyonu denir (Şekil 2.1).

Şekil 2.1 Koordinat Fonksiyonlar¬

	 fonksiyonu bir homeomer�zm oldu¼gundan süreklidir ve dolay¬s¬yla xi : U ! R;

1 � i � n fonksiyonlar¬da süreklidirler.

x1(p); :::; xn(p) reel say¬lar¬na p 2 U noktas¬n¬n, (U;	) koordinat komşulu¼guna göre,

lokal koordinatlar¬ ve U üzerinde tan¬ml¬olan (x1; :::xn) reel de¼gerli fonksiyon

n�lisine de (U;	) üzerindeki lokal koordinat sistemi denir (Hac¬saliho¼glu 2006).

Haritan¬n bir başka tan¬m¬da şu şekilde yap¬lmaktad¬r:

Boş olmayan bir küme M; M nin boş olmayan bir alt kümesi U ve

	 : U ! Rn

bir dönüşümü olsun. E¼ger

(i) 	 bire-bir

(ii) 	(U); Rn de bir aç¬k alt cümle

4



ise, (U;	) ikilisine, M için bir n�boyutlu bir harita denir (Brickell ve Clark

1970).

Tan¬m 2.1.3: (Atlas)M bir n boyutlu topolojik manifold veM nin bir aç¬k örtüsü

fU�g olsun. U� aç¬k cümlelerinin � indislerinin cümlesi A olmak üzere fU�g örtüsü

için fU�g � 2 A yazal¬m. En de U� ya homeorf olan bir aç¬k cümle E� ve

	� : U� hom eomorfizm������������! E�

olsun. Koordinat komşuluklar¬n¬n f(U�;	�)g�2A koleksiyonuna bir atlas (koordi-

nat komşulu¼gu sistemi) denir (Hac¬saliho¼glu 2006).

Tan¬m 2.1.4: (Diferensiyellenebilir Yap¬) Bir topolojik n�manifold M ve M

nin bir atlas¬S = f(U�;	�)g�2A olsun. E¼ger S atlas¬aşa¼g¬daki özelli¼ge sahip ise S

ye Cr; r � 1; s¬n¬f¬ndand¬r denir. U� \ U� 6= ? olmak üzere 8�; � 2 A için

��� : 	� �	�1� : 	�(U� \ U�)! 	�(U� \ U�)

ve

��� : 	� �	��1 : 	�(U� \ U�)! 	�(U� \ U�)

fonksiyonlar¬Cr s¬n¬f¬ndand¬r. E¼ger S atlas¬M üzerinde Cr s¬n¬f¬ndan ise S ye M

üzerinde bir Cr s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir yap¬denir (Hac¬saliho¼glu 2006).

Tan¬m 2.1.5: (Diferensiyellenebilir Manifold) M bir n boyutlu topolojik man-

ifold ve M nin S atlas¬Cr s¬n¬f¬ndan olsun. O zaman M ye bir n�boyutlu difer-

ensiyellenebilir manifolddur denir (Hac¬saliho¼glu 2006).

Tan¬m 2.1.6: (Di¤eomor�zm) Ayn¬boyutlu iki C1 manifoldM; N ve F :M !

N birebir ve örten bir dönüşüm olsun. E¼ger:

i) F 2 Ck(M;N)

5



ii) F�1 2 Ck(M;N)

ise, F dönüşümüne bir Ck di¤eomor�zm ve bu durumda M ile N manifoldlar¬na da

Ck di¤eomor�ktirler denir (Brickell ve Clark 1970).

Tan¬m 2.1.7: (M Diferensiyellenebilir manifoldunun tanjant vektörü) M

diferensiyellenebilir manifold ve bir noktas¬p 2M olsun. Bir

Xp : C
1(M;R)! R

fonksiyonu, M üzerinde en az bir e¼grinin p noktas¬ndaki tanjant vektörü ise Xp ye

M nin p noktas¬ndaki bir tanjant vektörü denir (Hac¬saliho¼glu 2000).

M üstündeki tanjant vektörlerinin cümlesi TpM ile gösterilir. TpM , bir reel vek-

tör uzay¬d¬r. Bu TpM vektör uzay¬na, M nin p noktas¬nda ki tanjant uzay¬denir

(Hac¬saliho¼glu 2000).

p noktas¬nda bir harita (U;	 = (xi)); 1 � i � n ise TpM nin bir baz¬

�
@

@xi
jp : 1 � i � n

�

kümesidir. Bu baza TpM nin do¼gal (veya koordinat) baz¬denir (Brickell ve Clark

1970).

Tan¬m 2.1.8: (Vektör Alan¬) M bir manifold veM de bir komşuluk V olsun. Bir

p 2 V noktas¬nda ki tanjant uzay¬TpV olsun. V nin bütün p noktalar¬üzerindeki

tanjant uzaylar¬n¬n birleşimi
[
p2V

TpV ile gösterilsin. Bir

� :
[
p2V

TpV ! V

6



dönüşümü 8tp 2 TpV tanjant vektörü için

�(tp) = p

biçiminde tan¬mlans¬n. O zaman V �M üzerindeki bir vektör alan¬operatörü

X : V !
[
p2V

TpV

biçiminde bir fonksiyondur, öyle ki

� �X = I : V ! V

dönüşümü bir özdeşlik fonksiyonudur. M üzerindeki vektör alanlar¬n¬n cümlesini

�(M) ile gösterece¼giz (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.9: (Çok Lineer Dönüşümler) V1, V2, :::,Vn ve W uzaylar¬ayn¬K

cismi üzerinde tan¬ml¬birer vektör uzay¬ve kartezyen çarp¬mlar¬da V1�V2� :::�Vn
olsun. Bir

L : V1 � V2 � :::� Vn ! W

dönüşümü için aşa¼g¬da ki özelik varsa bu dönüşüme i�yinci yere göre lineerdir

denir.

�1 2 V1; �2 2 V2; :::; �i�1 2 Vi�1; "; � 2 Vi; �i+1 2 Vi+1; :::; �n 2 Vn ve 8a; b 2 K için

L(�1; �2; :::; �i�1; a"+ b�; �i+1; :::; �n) = aL(�1; �2; :::; �i�1; "; �i+1; :::; �n)

+bL(�1; �2; :::; �i�1; �; �i+1; :::; �n)

8i = 1; 2; :::; n için bu özellik sa¼glan¬yorsa L fonksiyonuna n�lineer dönüşüm denir

(Hac¬saliho¼glu 2006).

L : V1 � V2 � ::: � Vn ! W şeklindeki bütün n�lineerdönüşümlerin cümlesini

7



L(V1; V2; :::; Vn;W ) ile gösterelim.

L(V1; V2; :::; Vn;W ) =
n
LjL : V1 � V2 � :::� Vn n� lineer�������! W

o
n�lineer dönüşümlerinin cümlesi bir vektör uzay¬olup,

boyL(V1; V2; :::; Vn;W ) = boyV1 � boyV2 � ::: � boyVn � boyW

d¬r (Hac¬saliho¼glu 2006).

Tan¬m 2.1.10: (Riemann Metri¼gi) M bir manifold olsun. E¼ger M üzerinde bir

p 2M noktas¬için

g : M ! L(TpM;TpM ;R)

p ! gp : TpM � TpM ! R

şeklinde simetrik, pozitif tan¬ml¬bir lineer form tan¬mlanm¬̧s ise g yeM deRiemann

metri¼gi denir (Hac¬saliho¼glu 2006).

Tan¬m 2.1.11: (Riemann manifoldu) Bir M manifoldu üzerinde bir g Riemann

metri¼gitan¬mlanm¬̧s ise bu (M; g) iklisine bir Riemann manifoldu denir (Hac¬sal-

iho¼glu 2006).

Tan¬m 2.1.12: (Vektör Uzay¬üzerinde Tensör) Bir reel vektör uzay¬V ve V

nin dual uzay¬V � olsun.

T : V � :::� V| {z }
r�tan e

� V � � :::� V �| {z }
s�tan e

! R

şeklinde herbir (r+s)�lineer dönüşümüne V üzerinde r: dereceden kovaryant ve

s: dereceden kontravaryant tensör (veya k¬saca (s; r) tipinde bir tensör)

denir (Okubo 1987).

Bir vektör uzay¬üzerinde tan¬ml¬(s; r) tipinde tensörlerin kümesi T rs (V ) ile göster-

8



ilir. T rs (V ); R üzerinde bir vektör uzay¬olup boyV = n ise boyT rs (V ) = nr+s dir

(Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi 2003).

Teorem 2.1.1: T s1 (V ) uzay¬L(V; V; :::; V ;| {z }
s tane

V ) uzay¬na izomorftur (Hac¬saliho¼glu ve

Ekmekçi 2003).

V vekör uzay¬yerine M manifoldunun p noktas¬ndaki tanjant uzay¬Tp(M) al¬n¬rsa,

M nin p noktas¬nda bir tensör uzay¬T rs (Tp(M)) elde edilir ve bu uzay¬n her bir

eleman¬na p noktas¬nda bir (s; r) tipinde tensör denir (Okubo 1987).

Tan¬¬m 2.1.13: (Tensör Alan¬) Bir C1 manifold M olsun. M nin her bir nok-

tas¬na (s; r) tipinde tensör kaŗs¬l¬k getiren dönüşüme M üzerinde (s; r) tipinden bir

tensör alan¬denilir (Okubo 1987).

O halde M üzerinde tan¬ml¬bir tensör alan¬,

T : M !
[
p2M

T rs (Tp(M))

p ! T (p) 2 T rs (Tp(M))

şeklinde tan¬ml¬bir dönüşümdür.

Ayr¬ca w1; :::; ws 2 ��(M); X1; :::; Xr 2 �(M) ve p 2M olmak üzere;

(T (X1; :::; Xr; w1; :::; ws))(p) = Tp(X1p; :::; Xrp; w1p; :::; wsp)

şeklinde tan¬mlan¬rsa,

T : �(M)� :::� �(M)| {z }
r�tan e

� ��(M)� :::� ��(M)| {z }
s�tan e

! C1(M)

şeklinde C1(M) de¼gerli bir (r + s) lineer dönüşüm olur (Lee 1997).
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M üzerinde tan¬ml¬tensör alanlar¬n¬n kümesi, =rs(M) ile gösterilir. =rs(M); C1(M)

üzerinde bir modüldür.

Özel olarak

=00 = C1(M)

=10 = ��(M)

=01 = �(M)

dir.

Dolay¬s¬yla (1; 1) tipindeki bir tensör alan¬n¬Teorem 2.1.1 den

T : �(M)
lineer! �(M)

şeklinde bir dönüşüm olarak görebiliriz.

Tan¬m 2.1.14: (Nijenhuis torsiyon tensörü) M diferensiyellenebilir bir mani-

fold olmak üzere F; (1; 1) tipinde tensör alan¬olsun.

8X;Y 2 �(M) için

NF : �(M)� �(M) ! �(M)

(X; Y ) ! NF (X; Y )

olmak üzere

NF (X;Y ) = F 2([X; Y ]) + [F (X); F (Y )]� F ([F (X); Y ])� F ([X;F (Y )])

şeklinde tan¬mlanan (1; 2) tipindeki NF tensör alan¬na F nin Nijenhuis torsiyon

tensörü denir (Yano ve Kon 1983).

Sonuç 2.1.1: NF Nijenhuis torsiyon tensörü bi-lineer ve anti-simetrik tensördür
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(Öztürk 2006).

Tan¬m 2.1.15 : (Lineer Konneksiyon) M diferensiyellenebilir bir manifold ol-

mak üzere
r : �(M)� �(M) ! �(M)

(X; Y ) ! rXY

dönüşümü, 8f; g 2 C1(M) ve 8X;Y; Z 2 �(M) için

(i) rfX+gYZ = frXZ + grYZ

(ii) rXfY = frXY + (Xf)Y

(iii) rX(Y + Z) = rXY +rXZ

özelliklerini sa¼gl¬yorsa, r dönüşümüne M üzerinde bir lineer konneksiyon denir

(Brickell ve Clark 1970).

Tan¬m 2.1.16: (Lie parantez operatörü) Bir C1 manifold M olsun. X; Y 2

�(M); p 2M ve 8f 2 C1(M) için

[X; Y ]p (f) = Xp(Y (f))� Yp(X(f))

şeklinde tan¬ml¬

[; ] : �(M)� �(M)! �(M)

dönüşümüne Lie parantez operatörü denir (Brickell ve Clark 1970).

2.2 Diferensiyellenebilir Lif Demet Yap¬lar¬

Tan¬m 2.2.1: (Çarp¬m Manifoldlar¬) M ve N s¬ras¬yla m ve n boyutlu birer Cr

manifoldlar ve

Sm = f(Ui;	igi2I ile Sn =
�
(Vj;  j

	
j2J

de, s¬ras¬ile, M ve N manifoldlar¬n¬n atlaslar¬olsunlar.
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(i) fUigi2I ve fVjgj2J , s¬ras¬ile,M veN nin birer aç¬k örtüsü iseler fUi � Vjg(i;j)2I�J
de M �N nin bir aç¬k örtüsüdür.

(ii)
	i �  j : Ui � Vj ! Em+n

(p; q) ! (	i(p);  j(q))

olarak tan¬mlanan 	i �  j dönüşümü

	i �  j : Ui � Vj ! 	i(Ui)�  j(Vj)

aç¬k cümle aç¬k cümle

şeklinde bir homeomor�zmdir.

Dolay¬s¬yla M �N nin bir atlas¬

Sm+n =
�
(Ui � Vj); (	i �  j)

	
(i;j)2I�J

olur ve Sm+n de Cr s¬n¬f¬ndand¬r. Böylece M � N cümlesi de bir (m + n) boyutlu

topolojik manifold olur. Bu manifoldaM ve N manifoldlar¬n¬n çarp¬m manifoldu

denir (Hac¬saliho¼glu 2006).

M � N çarp¬m manifoldundaki bir nokta (p; q) şeklinde ifade edilir ve p 2 M ve

q 2 N dir (Nakahara 2003).

Önerme 2.2.1: �1 :M �N !M ve �2 :M �N ! N projeksiyonlar¬diferensiyel-

lenebilirdir (Greub vd. 1972).

Tan¬m 2.2.2: (Lokal çarp¬m özelli¼gi ve lokal trivialisation) E; M; F s¬ras¬yla

(m + n); m; n boyutlu C1 manifoldlar, � : E ! M örten, C1 bir dönüşüm ve M

nin bir aç¬k örtüsü fU�g�2I ve 8U� için

� = �1 �	�; �1 : U� � F ! U�
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olacak biçimde

	� : �
�1(U�)! U� � F

di¤eomr�zimlerinin bir f	�g�2I s¬n¬f¬varsa, (F ye göre) � lokal çarp¬m özelli¼gine

veya lokal trivialisationa sahiptir denir (Greub vd. 1972, Morita 2001) (Şekil

2.2).

� = �1 �	� koşulu,

Şekil 2.2 � = �1 �	� diyagram¬

diyagram¬n¬n de¼gi̧smeli olmas¬ile ayn¬anlama sahiptir.

Tan¬m 2.2.3: (Diferensiyellenebilir lif demeti) Bir � : E ! M örten, C1

dönüşümü lokal trivialisation özelli¼gine sahip olsun. Bu durumda � = (E; �;M; F )

dörtlüsüne M manifoldu üzerinde F lif modeli ile bir diferensiyellenebilir lif

demeti denir (Greub vd. 1972).

Tan¬m 2.2.4: � = (E; �;M; F ) bir C1 lif demeti olsun. O zaman f(U�;	�)g�2I
sistemine � lif demetinin bir lokal koordinat gösterimi veya chart¬denir (Greub

vd. 1972).

Bir � = (E; �;M; F ) lif demetinde E ye � lif demetinin total (demet) uzay¬, M

ye baz (taban) uzay¬, F ye lif modeli (veya standart lif) ve � ye projeksiyon

ad¬verilir. Ayr¬ca, rank� = boyF olarak tan¬mlan¬r (Greub vd. 1972).

� = (E; �;M; F ) lif demeti bazen E total uzay¬ ile, bazen de � : E ! M;C1

dönüşümü ile gösterilir.
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Tan¬m 2.2.5: (Lif) � = (E; �;M; F ) lif demeti olsun. 8x 2M için

��1(x) = Fx = fp 2 Ej�(p) = xg

kümesine x 2M üzerinde bir lif denir (Greub vd. 1972).

Tüm Fx lerin ayr¬k birleşimi E total (demet) uzay¬n¬verir; yani,

E =
[
x2M

Fx

dir (Greub vd. 1972).

boyFx = boyE � boyM say¬s¬na � lif demetinin boyutu denir (Greub vd. 1972).

� = (E; �;M; F ) lif demeti ve f(U�;	�)g�2I lokal koordinat temsilcisi olsun. 8x 2

U� için

	� : ��1(U�)! U� � F olmak üzere

	�;x = ��jx : Fx ! fxg � F � F

ve 	�;x : Fx ! F

di¤eomor�zmini elde ederiz (Nicola 2000).

Tan¬m 2.2.6: (Lif demetinin (diferensiyellenebilir) çapraz kesiti ) � =

(E; �;M; F ) herhangi bir lif demeti olsun.

� � � = IM

olacak biçimde tan¬ml¬� : M ! E; C1 dönüşümüne � lif demetinin bir çapraz

kesiti denir (Lee 2009).

Yani, 8x 2M için �(x) 2 Fx dir (Lee 2009).
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U �M aç¬k bir alt küme

� � � = IU

olacak biçimde tan¬ml¬� : U ! E; C1 dönüşümüne U aç¬k alt kümesi üzerinde �

lif demetinin lokal diferensiyellenebilir kesiti denir (Lee 2009) (Şekil 2.3).

� lif dmetinin (diferensiyellenebilir) çapraz kesitlerinin kümesi �(�); �(E) veya �(�)

şeklinde gösterilir (Lee 2009).

Şekil 2.3 M manifoldu �uzerinde lokal kesit

Tan¬m 2.2.7: (Vektör demeti) � = (E; �;M; F ) bir C1 lif demeti olsun. E¼ger

aşa¼g¬daki iki özellik sa¼glan¬yorsa, � ye bir vektör demeti denir.

(i) 8x 2M için ��1(x) = Fx ve F reel vektör uzay¬d¬r.

(ii) 8x 2 M; ��;x : Fx ! F dönüşümleri lineer izomor�zm olacak biçimde � nin

f(U�;	�g�2I lokal koordinat gösterimi vard¬r (Greub vd. 1972).

M; m boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olmak üzere M nin tüm noktalar¬n-
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daki tanjant uzaylar¬n¬n ayr¬k birleşimi TM =
[
p2M

TpM ve TM üzerinde

� : TM !M

dönüşümü, �(vp) = p; (vp 2 TpM) şeklinde tan¬mlans¬n. (TM; �;M;Rm) dörtüsünün

bir vektör demeti oldu¼gu kolayca gösterilebilir. Bu demeteM nin tanjant demeti,

� : TM ! M sürekli, örten, C1 dönüşümüne de do¼gal (kanonik) projeksiyon

denir (Özkan 2006).

Diferensiyellenebilir bir M manifoldu için TM tanjant demetinin kesitleri, M man-

ifoldu üzerinde vektör alanlar¬d¬r (Lee 2003).

Tan¬m 2.2.8: (Altvektör demeti) �E = (E; �;M; F ) ve �E0 = (E
0
; �jE0 ;M; F

0
)

iki vektör demeti olsun. E¼ger,

(i) 8x 2M için F
0
x li�Fx li�nin bir alt vektör uzay¬,

(ii) U�; M nin bir aç¬¼g¬olmak üzere

	�(�
�1(U�) \ E

0
) = U� � F

0 � U� � F

olacak şekilde (U�;	�) haritas¬var ve bu özellik ile E
0 � E bir alt manifold ise �E0

vektör demetine �E vektör demetinin bir altvektör demeti denir. (�
�1(U�) \ E

0
=

�j�1
E0
(U�)) (Lee 2009).

Tan¬m 2.2.9: (Whitney Toplam¬) Vektör uzaylar¬n¬n (ya da modüllerin) direkt

toplam¬na benzer bir kavramda vektör demetlerinin Whitney toplam¬ad¬verilen

toplam¬d¬r. �1 ve �2 bir M manifoldu üzerinde iki vektör demeti ve � de bu iki

demetin Whitney toplam¬olan

� = �1 � �2

M manifoldu üzerinde yeni bir vektör demetidir. Bu durumda F�; F�1 ; F�2 s¬ras¬yla
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�; �1; �2 nin li�eri olmak üzere

F� = F�1 � F�2 (2:2:1)

dir. Burada (2.2.1) ifadesindeki � i̧sareti adi direkt toplam¬göstermektedir (Turgut

1989).

Tan¬m 2.2.10: (Da¼g¬l¬m) m = (n+k)�boyutluM manifoldu üzerinde n�boyutlu

diferensiyellenebilir bir da¼g¬l¬m, TM tanjant demetinin rank n olan bir E

altvektör demetidir (Lee 2009).

O halde M manifoldu üzerindeki n�boyutlu diferensiyellenebilir bir da¼g¬l¬m, 8x 2

M ye kaŗs¬l¬k n�boyutlu bir4x � TxM altvektör uzay¬n¬kaŗs¬l¬k getirir (Lee 2009).

4 : M !
[
x2M

TxM

x ! 4x � TxM

E; M manifoldu üzerinde bir da¼g¬l¬m ve X de U �M aç¬k kümesi üzerinde tan¬ml¬

bir vektör alan¬olsun. E¼ger, 8p 2 U için Xp 2 4p ise X vektör alan¬E da¼g¬l¬m¬na

aittir denir ve X in E da¼g¬l¬m¬na ait oldu¼gunu göstermek için X 2 �(E) şeklinde

gösterilir (Baz¬kaynaklarda X 2 E şeklinde de gösterilir) (Bejancu ve Farran 2006).

Tan¬m 2.2.11: (·Involutive) TM nin bir E altvektör demetinde X; Y 2 �(E) için

[X; Y ] 2 �(E) ise E altvektör demetine involutive denir (Bejancu ve Farran 2006).

E da¼g¬l¬m¬integrallenebilir , E da¼g¬l¬m¬involutive (Bejancu ve Farran 2006).
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Tan¬m 2.2.12: (Tamamlayan da¼g¬l¬m ) M diferensiyellenebilir bir manifold ve

R;S de M manifoldu üstünde iki tamamlayan da¼g¬l¬m, yani 8x 2M için

TxM = Rx � Sx

yani

TM = R� S

dir (Özdemir 2010).

r ve s s¬ras¬yla R ve S da¼g¬l¬mlar¬na kaŗs¬l¬k gelen projeksiyonlar olmak üzere r ve

s yi (1; 1) tipinde bir tensör alan¬olarak görebiliriz. Ayr¬ca,

r2 = r s2 = s

rs = sr = 0 ve r + s = ITM

özellikleri vard¬r (Özdemir 2010).

Tan¬m 2.2.13: (Hemen hemen paracontact yap¬) Bir M manifoldu üstündeki

hemen hemen paracontact yap¬(	; �; �) üçlüsüdür. Burada

�(�) = 1; 	(�) = 0; � �	 = 0; 	2 = I � � 
 �

olacak şekilde 	; M manifoldu üstünde (1; 1) tipinde bir vektör alan¬, � bir vek-

tör alan¬ve � de bir formdur (I; M manifoldu üstünde vaktör alanlar¬n¬n özdeşlik

dönüşümüdür.) (Peyghan ve Tayebi 2011).
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3. ALTIN ORAN

Alt¬n oran, matematik ve sanatta, bir bütünün parçalar¬ aras¬nda gözlemlenen,

uyum aç¬s¬ndan en yetkin boyutlar¬verdi¼gi san¬lan geometrik ve say¬sal bir oran

ba¼g¬nt¬s¬d¬r. Alt¬n Oran, pi (�) gibi irrasyonel bir say¬d¬r ve ondal¬k sistemde yaz¬l¬̧s¬;

1,618033988749894...�tür. Bu oran¬n k¬saca gösterimi: 1+
p
5

2
olur. Alt¬n Oran¬n ifade

edilmesi için kullan¬lan sembol, Fi yani � veya ' dir.

Alt¬n Oran, matematikte ve �ziksel evrende ezelden beri var olmas¬na ra¼gmen, in-

sanlar taraf¬ndan ne zaman keşfedildi¼gine ve kullan¬lmaya başland¬¼g¬na dair kesin bir

bilgi mevcut de¼gildir. Tarih boyunca birçok defa yeniden keşfedilmi̧s olma olas¬l¬¼g¬

kuvvetlidir. Euclid (M.Ö. 365 �M.Ö. 300), "Elementler" adl¬kitab¬nda, bir do¼gruyu

1.6180339... noktas¬ndan bölmekten bahsetmi̧s ve bunu, bir do¼gruyu ekstrem ve

önemli oranda bölmek diye adland¬rm¬̧st¬r. M¬s¬rl¬lar keops Piramidi�nin tasar¬m¬nda

hem pi say¬s¬n¬hem de alt¬n oran¬kullanm¬̧slard¬r. Yunanl¬lar, Parthenon�un tüm

tasar¬m¬n¬Alt¬n Oran�a dayand¬rm¬̧slard¬r. Bu oran, ünlü Yunanl¬heykeltraş Phidias

taraf¬ndan da kullan¬lm¬̧st¬r. Leonardo Fibonacci ad¬ndaki ·Italyan matematikçi,

ad¬yla an¬lan nümerik serinin ola¼ganüstü özelliklerini keşfetmi̧stir fakat bunun Al-

t¬n Oran ile ili̧skisini kavray¬p kavramad¬¼g¬bilinmemektedir. Alt¬n Oran�¬n Latince

kaŗs¬l¬¼g¬n¬ ilk kullanan muhtemelen Leonardo da Vinci �dir. Rönesans sanatç¬lar¬

Alt¬n Oran�¬tablolar¬nda ve heykellerinde denge ve güzelli¼gi elde etmek amac¬yla

s¬kl¬kla kullanm¬̧slard¬r. Örne¼gin Leonardo da Vinci, Son Yemek adl¬tablosunda,

·Isa�n¬n ve havarilerin oturdu¼gu masan¬n boyutlar¬ndan, arkadaki duvar ve pencerelere

kadar Alt¬n Oran�¬uygulam¬̧st¬r. Güneş etraf¬ndaki gezegenlerin yörüngelerinin elip-

tik yap¬s¬n¬keşfeden Johannes Kepler (1571-1630), Alt¬n Oran�¬ şu şekilde belirt-

mi̧stir: "Geometrinin iki büyük hazinesi vard¬r; biri Pythagoras�¬n teoremi, di¼geri,

bir do¼grunun Alt¬n Oran�a göre bölünmesidir."

Alt¬n oran, do¼gada say¬s¬z canl¬n¬n ve cans¬z¬n şeklinde ve yap¬s¬nda bulunan özel bir

orand¬r. Do¼gada en belirgin örneklerine insan vücudunda, deniz kabuklar¬nda, DNA

sarmalllar¬nda, galaksilerde, a¼gaç dallar¬nda, tavşanlar¬n üremesinde, M¬s¬r piramit-
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lerinde, geometrik şekillerde (dikdörtgen, üçgen, beşgen), fraktallarda... görülmek-

tedir.

Alt¬n oran, bir say¬n¬n insanl¬k, bilim ve sanat tarihinde oynad¬¼g¬ inan¬lmaz bir

roldür. Alt¬n oran, evren ve yaşam¬ anlama konusunda bizlere yeni kap¬lar aç-

maya devam etmektedir. 1970�lerde Roger Penrose, o güne kadar imkâns¬z oldu¼gu

düşünülen, "yüzeylerin beşli simetri ile katlanmas¬"n¬Alt¬n oran sayesinde bulmuş-

tur (vikipedi).

Alt¬n oran¬n tarihçesine de¼gindikten sonra şimdi de alt¬n oran¬n tan¬m¬na ve de¼gerine

göz atal¬m.

Tan¬m 3.1: Herhangi bir AB do¼gru parças¬n¬n üzerindeki bir C noktas¬için jABj
jACj

oran¬na aş¬t oran, jACjjCBj oran¬na da ortalama oran denir (Ya¼gc¬2005).

Şekil 3.1 Aş¬t ve Ortalama Oran

Tan¬m 3.2: E¼ger AB do¼gru parças¬n¬n üzerindeki bir C noktas¬için aş¬t oran ile

ortalama oran eşit oluyorsa, yani

jABj
jACj =

jACj
jCBj

ise C ye AB do¼gru parças¬n¬n alt¬n bölümü veya alt¬n noktas¬denir. Bu oran¬

oluşturan jABj
jACj veya

jACj
jCBj oran¬na da alt¬n oran denir (Ya¼gc¬2005).
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3.1 Alt¬n Oran¬n De¼geri

Yukar¬da çizdi¼gimiz (Şekil 3.1) AB do¼gru parças¬nda jACj = x ve jCBj = y olsun.

Şimdi jABjjACj ve
jACj
jCBj oranlar¬n¬x ve y cinsinden hesaplay¬p bu oranlar¬ eşitleyelim,

bakal¬m ne zaman eşit ç¬kacaklar. Şekilden hemen

jABj
jACj =

x+ y

x

jACj
jCBj =

x

y

eşitlikleri ç¬kar. Demek ki, bu iki oran¬n eşit olmalar¬için x ve y uzunluklar¬

x+ y

x
=
x

y

denklemini sa¼glamal¬. Paydalar¬eşitlersek

xy + y2 = x2

denklemini elde ederiz. Şimdi de denklemin her iki taraf¬n¬y2 ye bölelim:

x

y
+ 1 = (

x

y
)2 (3:1)

Bu aşamada x
y
= � tan¬m¬n¬yaparsak (3:1) denklemi

�2 � �� 1 = 0

dönüşür. Bu denklemin kökleri ise

�1 =
1 +

p
5

2
ve �2 =

1�
p
5

2

dir. x ve y > 0 oldu¼gundan � = x
y
> 0. Dolay¬s¬yla � için negatif olan ifadeyi de¼gil,

pozitif olan ifadeyi almal¬y¬z. O halde

� =
1 +

p
5

2
= 1; 6180339:::
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jACj
jCBj =

x
y
= � oldu¼gundan alt¬n oran¬buluruz (Ya¼gc¬2005).
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4. R·IEMANN MAN·IFOLDLARI ÜSTÜNDE ALTIN YAPI

Tan¬m 4.1: M; diferensiyellenebilir bir reel manifold ve F; M üstünde (1; 1) tipinde

bir tensör alan¬olsun. E¼ger F tensör alan¬

Q(x) = xn + anx
n�1 + :::+ a2x+ a1I = 0

cebirsel denklemini sa¼glarsa ve 8p 2 M için F n�1(p); F n�2(p); :::; F (p); I lineer

ba¼g¬ms¬z ise F ye bir polinom yap¬denir. Burada I; (1; 1) tipli özdeşlik tensör

alan¬d¬r.

Q(x) polinomuna ise yap¬polinomu denir. Örne¼gin;

(i) Q(x) = x2 + I = 0 yap¬polinomunu sa¼glayan F tensör alan¬J ile gösterilir ve J

ye hemen hemen kompleks yap¬ad¬verilir. Buna göre J2 + I = 0 , J2 = �I

olur.

(ii) Q(x) = x2 � I = 0 yap¬polinomunu sa¼glayan F tensör alan¬P ile gösterilir ve

P ye hemen hemen çarp¬m yap¬ad¬verilir. Buna göre P 2 � I = 0 , P 2 = I

olur.

(iii) Q(x) = x2� x� I = 0 yap¬polinomunu sa¼glayan F tensör alan¬� ile gösterilir

ve � ye alt¬n yap¬ad¬verilir. Buna göre �2 � � � I = 0 , �2 = � + I olur

(Crasmareanu ve Hretcanu 2008).

Tan¬m 4.2: (M; g) m�boyutlu bir Riemann manifoldu ve P deM üstünde s¬f¬rdan

farkl¬(1; 1) tipinde bir tensör alan¬olsun. E¼ger P 2 = I ve 8X; Y 2 �(M) olmak

üzere

g(PX;PY ) = g(X; Y )

ise P ye M üstünde bir Riemann hemen hemen çarp¬m yap¬ve (M; g; P )

üçlüsüne de Riemannian hemen hemen çarp¬m manifoldu denir (Hretcanu ve
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Crasmareanu 2009)

Tan¬m 4.3: (M; g) bir Riemann manifoldu ve M üstünde tan¬ml¬(1; 1) tipli tensör

alan¬� olsun. E¼ger � tensör alan¬, Q(x) = x2�x� I = 0 yap¬polinomunu sa¼glarsa

� tensör alan¬na (M; g) Riemann manifoldu üstünde bir alt¬n yap¬denir.

Burada I, (1; 1) tipli özdeşlik tensör alan¬d¬r (Hretcanu ve Crasmareanu 2009).

Teorem 4.1: (M; g) m�boyutlu bir Riemann manifoldu üstündeki her P hemen

hemen çarp¬m yap¬s¬ndan (M; g) üstünde aşa¼g¬daki gibi iki alt¬n yap¬elde edilir.

�1 =
I +

p
5P

2
; �2 =

I �
p
5P

2

Tersine (M; g) üstündeki her � alt¬n yap¬s¬ndan hemen hemen çarp¬m yap¬s¬elde

edilir (Hretcanu ve Crasmareanu 2009).

Tan¬m 4.4: (M; g) bir Riemann manifoldu ve � deM üstünde bir alt¬n yap¬olsun.

8X; Y 2 �(M) için

g(�X;Y ) = g(X;�Y )

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa � ye g Riemann metri¼gi ile uyumludur denir. Bu durumda

(g;�) ikilisine M manifoldu üstünde bir alt¬n yap¬, (M; g;�) üçlüsüne de al-

t¬n Riemannian manifoldu denir (Crasmareanu ve Hretcanu 2008, Hretcanu ve

Crasmareanu 2009).

Bu tan¬ma denk olarak aşa¼g¬daki önermeyi verebiliriz.

Önerme 4.1: (M; g;�) bir alt¬n Riemann manifoldu olsun. Bu durumda 8X; Y 2

�(M) için

g(�X;�Y ) = g(�X; Y ) + g(X; Y )

eşitli¼gi sa¼glan¬r (Hretcanu ve Crasmareanu 2009).

24



Önerme 4.2: (M; g;�) bir alt¬n Riemann manifoldu olsun. Bu durumda � alt¬n

yap¬s¬8p 2M noktas¬için TpM tanjant uzay¬üstünde bir izomor�zmdir (Hretcanu

ve Crasmareanu 2009).

Önerme 4.3: (M; g;�) bir alt¬n Riemann manifoldu olsun. � alt¬n yap¬s¬n¬n eigen

(öz) de¼gerleri � ve (1� �) dir (Hretcanu ve Crasmareanu 2009).

Örnek 4.1: (p+ q) boyutlu Ep+q Öklid uzay¬n¬düşünelim (p; q 2 N�): � : Ep+q !

Ep+q aşa¼g¬daki gibi tan¬ml¬(1; 1) tipinde bir tensör alan¬olsun.

�(x1; :::; xp; y1; :::; yq) = (�x1; :::; �xp; (1� �)y1; :::; (1� �)yq)

burada � = 1+
p
5

2
ve (1� �) = 1�

p
5

2
; x2 = x+ 1 denkleminin kökleridir.

Di¼ger taraftan, (x1; :::; xp; y1; :::; yq); (z1; :::; zp; t1; :::; tq) 2 Ep+q için,

�2(x1; :::; xp; y1; :::; yq) = (�2x1; :::; �2xp; (1� �)2y1; :::; (1� �)2yq)

= (�x1; :::; �xp; (1� �)y1; :::; (1� �)yq)

+(x1; :::; xp; y1; :::; yq)

= �(x1; :::; xp; y1; :::; yq) + I(x1; :::; xp; y1; :::; yq)

sahip oluruz. Böylece �2 = �+ I elde edilir. Ayr¬ca 8(x1; :::; xp; y1; :::; yq);

(z1; :::; zp; t1; :::; tq) 2 Ep+q için,



�(x1; :::; xp; y1; :::; yq); (z1; :::; zp; t1; :::; tq)

�
=



(�x1; :::; �xp; (1� �)y1; :::; (1� �)yq); (z1; :::; zp; t1; :::; tq)

�
= �x1z1 + :::+ �xpzp + (1� �)y1t1 + :::+ (1� �)yqtq (4:1)
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ve



(x1; :::; xp; y1; :::; yq);�(z1; :::; zp; t1; :::; tq)

�
=



(x1; :::; xp; y1; :::; yq); (�z1; :::; �zp; (1� �)t1; :::; (1� �)tq)

�
= �x1z1 + :::+ �xpzp + (1� �)y1t1 + :::+ (1� �)yqtq (4:2)

dir. Buradan (4:1) = (4:2) oldu¼gunu görürürüz. Böylece, Ep+q üstündeki h; i skalar

çarp¬m � ile uyumludur. Bu sebeple, (Ep+q; h; i) üstünde � bir alt¬n yap¬ ve

(Ep+q; h; i ;�) bir alt¬n Riemannian manifolddur (Hretcanu ve Crasmareanu 2009).
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5. ALTIN R·IEMANN MAN·IFOLDLARIN ALT MAN·IFOLDLARI

5.1 Alt¬n Riemann Manifoldlar¬n Alt Manifoldlar¬n¬n Üstüne ·Indirgenmi̧s

Yap¬lar¬n Özellikleri

M bir (fM; eg;�) alt¬n Riemann manifoldunun, r�eşboyutlu n�boyutlu bir alt man-
ifoldu olsun. 8x 2 M için x 2 M de s¬ras¬yla M nin tanjant uzay¬n¬ TxM ve

normal uzay¬n¬da (TxM)? ile gösterelim. M üstüne indirgenmi̧s Riemann metri¼gi

8X;Y 2 �(M) için, eg(X;Y ) = g(X; Y ) (5:1)

ile verilir. 8x 2M noktas¬nda (TxM)? normal uzay¬n¬n bir fN1; :::; Nrg ortonormal

baz¬n¬düşünelim. �; �;  2 f1; 2; :::; rg ve i; j; k 2 f1; 2; :::; ng :

Herhangi bir X 2 �(M) için �X ve �N� n¬nM de s¬ras¬yla te¼get ve normal bileşen-

leri aşa¼g¬daki gibidir:

�X = 'X +
X
�

u�(X)N�; 8X 2 �(M) (5:2)

�N� = �� +
X
�

a��N�; (5:3)

burada '; M üstünde (1; 1) tipinde bir tensör alan¬, ��; M alt manifoldu üstünde

te¼get vektör alanlar¬, u�; M üstünde 1�formlar ve a := (a��)r; M üstünde reel

fonksiyonlar¬n r � r tipinde bir matrisidir. Böylece, (�; eg) ile M üstünde

('; g; u� ; ��; (a��)r) indirgenmi̧s yap¬s¬elde edilir (Hretcanu ve Crasmareanu 2007).

Örnek 5.1.1: � : Ep+q ! Ep+q aşa¼g¬daki gibi tan¬ml¬(1; 1) tipinde bir tensör alan¬

olsun.

�(x1; :::; xp; y1; :::; yq) = (�x1; :::; �xp; (1� �)y1; :::; (1� �)yq)

burada � = 1+
p
5

2
ve (1 � �) = 1�

p
5

2
; x2 = x + 1 denkleminin kökleridir. Ep+q =
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Ep � Eq oldu¼gu aç¬kt¬r ve s¬ras¬yla Ep ve Eq uzaylar¬ndaki hiperküreler

Sp�1 =

(
(x1; :::; xp)j

pX
i=1

(xi)2 = r21

)

ve

Sq�1 =

(
(y1; :::; yq)j

qX
j=1

(yj)2 = r22

)

şeklindedir. Burada r21 + r22 = r2 dir.

Sp�1(r1)� Sq�1(r2) çarp¬m manifoldlar¬

pX
i=1

(xi)2 +

qX
j=1

(yj)2 = r2 (5:4)

olacak şekilde (x1; :::; xp; y1; :::; yq) := (xi; yj) (i 2 f1; :::; pg ; j 2 f1; :::; qg) ko-

ordinatlara sahiptir. Böylece, Sp�1(r1) � Sq�1(r2) çarp¬m manifoldu Ep+q da 2

eşboyutlu bir alt manifold ve Sp+q�1(r) de 1 eşboyutlu bir alt manifolddur. Ayr¬ca;

Sp�1(r1)�Sq�1(r2) çarp¬m kürelerinde bir noktadaki (x1; :::; xp; y1; :::; yq) := (xi; yj)

tanjant uzay,

T(x1;:::;xp;0; :::; 0| {z }
q�tane

)S
p�1(r1)� T(0; :::; 0| {z }

p�tane

;y1;:::;yq)S
q�1(r2) (5:5)

şeklindedir.

T(x1;:::;xp)E
p den bir (X1; :::; XP ) vektör Sp�1(r1) te¼gettir ,

pX
i=1

xiX i = 0: (5:6)

(X1; :::; XP ) vektörünü Ep+q den (x1; :::; xp; 0; :::; 0| {z }
q�tane

) ile özdeşleştirebiliriz.
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T(y1;:::;yq)E
q den bir (Y 1; :::; Y q) vektör Sq�1(r2) te¼gettir ()

qX
j=1

yjY j = 0: (5:7)

(Y 1; :::; Y q) vektörünü Ep+q den (0; :::; 0| {z }
p�tane

; y1; :::; yq) ile özdeşleştirebiliriz.

Sonuç olarak 8(xi; yj) 2 Sp�1(r1)� Sq�1(r2) noktas¬için (5:6) ve (5:7) denklemleri

sa¼glan¬yorsa

(X1; :::; XP ; Y 1; :::; Y q) := (X i; Y j) 2 T(x1;:::;xp;y1;:::;yq)(Sp�1(r1)� Sq�1(r2))

d¬r.

8(xi; yj) 2 Sp�1(r1)� Sq�1(r2) noktas¬nda T?(xi;yj)(S
p�1(r1)� Sq�1(r2)) uzay¬n¬n bir

lokal ortonormal baz¬n¬(N1; N2)

N1 =
1

r
(xi; yj); N2 =

1

r
(
r2
r1
xi;�r1

r2
yj)

düşünelim. Sp�1(r1) � Sq�1(r2) da �(N�) (� 2 f1; 2g) n¬n tanjant ve normal

bileşenlerini

�(N�) = �� + a�1N1 + a�2N2; � 2 f1; 2g) (5:8)

formülünden elde ederiz. a�� = h�(N�); N�i (� 2 f1; 2g) den

a11 =
�r21 + (1� �)r22

r2
; a12 = a21 =

r1r2(2�� 1)
r2

; a22 =
�r22 + (1� �)r21

r2

elde ederiz. Böylece

A := (a��)2

matrisi

A =

0@ �r21+(1��)r22
r2

r1r2(2��1)
r2

r1r2(2��1)
r2

�r22+(1��)r21
r2

1A (5:9)
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olur. (5:8) den

�1 = �2 = 0p+q (5:10)

d¬r. (5:9) ve (5:10) dan

�(N�) = a�1N1 + a�2N2; � 2 f1; 2g

sahibiz. Ayr¬ca, �(T?(xi;yj)(S
p�1(r1)� Sq�1(r2))) � T?(xi;yj)(S

p�1(r1)� Sq�1(r2)) d¬r.

Sp�1(r1) � Sq�1(r2) da (X1; :::; XP ; Y 1; :::; Y q) := (X i; Y j) te¼get vektör alan¬ için

�(X i; Y j) nin Sp�1(r1)� Sq�1(r2) da te¼get ve normal bileşenlerini

�(X i; Y j) = '(X i; Y j) + u1(X
i; Y j)N1 + u2(X

i; Y j)N2 (5:11)

formülünden elde ederiz. u�(Xi; Yj) = h(Xi; Yj); ��i (� 2 f1; 2g) ve (5:10) dan

u1(Xi; Yj) = u2(Xi; Yj) = 0 (5:12)

elde ederiz. (5:11) ve (5:12) den

�(X i; Y j) = '(X i; Y j) (5:13)

dir. O halde �(T?(xi;yj)(S
p�1(r1)� Sq�1(r2))) � T?(xi;yj)(S

p�1(r1)� Sq�1(r2)) ve �2 =

�+ I d¬r. Böylece Ep+q üstünde (�; h; i) alt¬n yap¬s¬ile Sp�1(r1)� Sq�1(r2) çarp¬m

küreleri üstünde (5:9); (5:10); (5:12) ve (5:13) den ('; h; i ; �� = 0p+q; u� = 0;A)

indirgenmi̧s yap¬y¬elde ederiz. Hemde burada Sp�1(r1)� Sq�1(r2) üstünde ('; h; i)

alt¬n Riemann yap¬d¬r (Hretcanu ve Crasmareanu 2007).

Önerme 5.1.1: Bir (fM; eg;�) alt¬n Riemann manifoldunda M; r codimension-l¬

n�boyutlu bir alt manifold ise, (5:2) ve (5:3) den � alt¬n yap¬s¬ ile M üstüne
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indirgenmi̧s yap¬n¬n '; g; u�; ��; (a��)r elemenlar¬aşa¼g¬daki denklemleri sa¼glarlar:

'2X = 'X +X �
X
�

u�(X)��; (5:14)

u�('X) = (1� a��)u�(X); (5:15)

a�� = a��; (5:16)

u�(��) = ��� + a�� �
X


a�a�; (5:17)

'�� = �� �
X
�

a����; (5:18)

ve M üstündeki (1; 1) tensör alan¬' ile M Alt manifoldu üstündeki indirgenmi̧s

g metri¼gi aras¬ndaki özellikler 8X; Y 2 �(M) için aşa¼g¬daki gibidir (Hretcanu ve

Crasmareanu 2007).

u�(X) = g(X; ��); (5:19)

g('X; Y ) = g(X;'Y ); (5:20)

g('X;'Y ) = g('X; Y ) + g(X;Y )�
X
�

u�(X)u�(Y ): (5:21)

·Ispat: (5:2) eşitli¼gine � yi uygulayarak 8X 2 �(M) için

�2X = �('X) +
rX

�=1

u�(X)�(N�)

�X +X = '2X +
X
�

u�('X)N� +
X
�

u�(X)

"
�� +

X
�

a��N�

#

'X +
X
�

u�(X)N� +X = '2X +
X
�

u�('X)N� +
X
�

u�(X)��

+
X
�

u�(X)
X
�

a��N�
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'2X = 'X+X�
X
�

u�(X)��+
X
�

"
u�(X)� u�('X)�

X
�

u�(X)a��

#
N�

) '2X = 'X +X �
X
�

u�(X)��;

'2 = '+ I �
X
�

u� 
 ��

d¬r. O halde (5:14) eşitli¼gi ispatlanm¬̧s olur. Ayr¬ca;

u�('X) = u�(X)�
X
�

u�(X)a��

= (1� a��)u�(X)

olur. Böylece (5:15) eşitli¼gi ispatlanm¬̧s olur.

N� ve N� normal vektör alanlar¬olmak üzere eg(�N�; N�) = eg(N�;�N�) oldu¼gunu
biliyoruz. S¬ras¬yla (5:3) eşitli¼gini kullan¬rsak

eg(�� +X


a�N; N�) = eg(N�; �� +X


a�N)

elde ederiz. O halde

eg(��; N�)| {z }
=0

+ eg(X


a�N; N�) = eg(N�; ��)| {z }+
=0

eg(N�;X


a�N);

) eg(X


a�N; N�) = eg(N�;X


a�N)

)
X


a�eg(N; N�) =X


a�eg(N�; N)
) a�� = a��

olur ve böylece (5:16) eşitli¼gi elde edilmi̧s olur.
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�2N� = �N� +N� dan (5:2) ve (5:3) eşitliklerini kullanarak

�N� +N� = �2N� = �(�� +
X
�

a��N�) = �(��) +
X
�

a���(N�)

= '(��) +
X
�

u�(��)N� +
X
�

a��

"
�� +

X


a�N

#

=

 
'(��) +

X
�

a����

!
+
X
�

"
u�(��) +

X


a�a�

#
N�

�� +
X
�

a��N� +N� =

 
'(��) +

X
�

a����

!
+
X
�

"
u�(��) +

X


a�a�

#
N�

elde ederiz. Buradan;

N� =
X
�

"
u�(��) +

X


a�a�

#
N� �

X
�

a��N�;

N� =
X
�

"
u�(��) +

X


a�a� � a��

#
N�;

) u�(��) = ��� + a�� �
X


a�a�

ve

'(��) = �� �
X
�

a����

elde etmi̧s oluruz. O halde (5:17) ve (5:18) eşitliklerini ispatlam¬̧s oluruz.

X ve N� vektör alanlar¬için

eg(�X;N�) = eg(X;�N�)
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oldu¼gunu biliyoruz. Burada s¬ras¬yla (5:2) ve (5:3) eşitliklerini kullan¬rsak;

eg('X +
X
�

u�(X)N�; N�) = eg(X; �� +X
�

a��N�)

eg('X;N�)| {z }
=0

+ eg(X
�

u�(X)N�; N�) = eg(X; ��) + eg(X;X
�

a��N�)| {z }
=0

) eg(X
�

u�(X)N�; N�) = eg(X; ��)
)

X
�

u�(X)eg(N�; N�) = eg(X; ��)
) u�(X) = eg(X; ��)

sonucuna ulaş¬r¬z ki (5:19) eşitli¼gine ulaş¬r¬z.

X;Y 2 �(M) için

g('X; Y ) = eg('X; Y ) = eg(�X;Y ) = eg(X;�Y ) = eg(X;'Y ) = g(X;'Y )

olur böylece (5:20) eşitli¼gi elde edilir. Ayr¬ca (5:14) eşitli¼gini kullanarak

g('X;'Y ) = g(X;'2Y ) = g(X;'Y + Y �
X
�

u�(Y )��)

= g(X;'Y )| {z }
=g('X;Y )

+ g(X;Y )� g(X;
X
�

u�(Y )��)

= g('X; Y ) + g(X;Y )�
X
�

u�(Y )g(X; ��)| {z }
=u�(X)

= g('X; Y ) + g(X; Y )�
X
�

u�(X)u�(Y )

(5:21) eşitli¼gini ispatlam¬̧s oluruz.

Önerme 5.1.2: �1; :::; �r; M üstünde lineer ba¼g¬ms¬z vektör alanlar¬ ise u1; :::; ur

1-formlar¬da lineer ba¼g¬ms¬z¬d¬r (Hretcanu ve Crasmareanu 2007).

·Ispat:
rX

�=1

��u�(X) = 0) �� = 0 (?)
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0 =
rX

�=1

��g(X; ��) = g(X;

rX
�=1

����); 8X 2 �(M)

)
rX

�=1

���� = 0) �� = 0) u1; :::; ur 1�formlar¬da lineer ba¼g¬ms¬zd¬r.

Gauss ve Weingarten formülleri s¬ras¬yla:

erXY = rXY +
rX

�=1

h�(X;Y )N�; (5:22)

erXN� = �A�X +r?
XN�;

burada 8X; Y 2 �(M) için, h�(X; Y ) = g(A�X;Y ) dir. er ve r s¬ras¬yla fM ve M

üstündeki Levi-civita konneksiyonlar¬d¬r.

Aç¬klama 5.1.1: r?
XN� normal konneksiyonu için 8X 2 �(M) için

r?
XN� =

rX
�=1

l��(X)N�; (5:23)

dir. eg(N�; N�) = ��� dan eg(r?
XN�; N�) + eg(N�;r?

XN�) = 0 olur (5:23) eşitli¼gini

de kullan¬rsak 8X 2 �(M) için eg( rX
=1

l�(X)N; N�)+eg(N�; rX
=1

l�(X)N) = 0 elde

ederiz. Böylece; buradan �; � 2 f1; :::; rg için

l�� = �l�� (5:24)

oldu¼gunu görürüz (Hretcanu ve Crasmareanu 2007).

� nin Nijenhuis torsiyon tensör alan¬N�(X; Y ) olsun. N�(X; Y ) aşa¼g¬daki gibi

tan¬mlanmaktad¬r:

N�(X; Y ) = [�X;�Y ] + �
2 [X;Y ]� � [�X; Y ]� � [X;�Y ] (5:25)

dir (Hretcanu ve Crasmareanu 2008).
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Aç¬klama 5.1.2: (fM; eg), (1; 1) tipindeki � tensör alan¬na sahip bir Riemann man-
ifoldu olsun. Bu takdirde 8X; Y 2 �(fM) için � nin Nijenhuis tensörü
N�(X; Y ) = (er�X�)(Y )� (er�Y�)(X)� �

h
(erX�)(Y )� (erY�)(X)

i
; (5:26)

şeklindedir. Burada er; fM üstündeki Levi-Civita konneksiyonudur (Crasmareanu ve

Hretcanu 2007).

Tan¬m 5.1.1: Bir (fM; eg;�) alt¬n Riemann manifoldunda � tensör alan¬Levi Civita
konneksiyonuna göre paralel ise yani; 8X; Y 2 �(fM) için (erX�)Y = 0 (er� =

0) ise, fM ya lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldu denir (Crasmareanu ve

Hretcanu 2007).

Aç¬klama 5.1.3: Bir lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldunda (fM; eg;�); � alt¬n
yap¬s¬integrallenebilirdir yani; N� = 0 d¬r.

Ayr¬ca;

�(X;Y ) = (erX�)(Y ) := (erX�Y )� �(erXY ) (5:27)

olacak şekilde fM üstünde (1; 2) tipindeki tensör alan¬n¬� ile gösterelim.

�(X; Y )> ve �(X; Y )? s¬ras¬ile 8X; Y 2 �(fM) için �(X; Y ) nin te¼get ve normal
bileşenleridir (Crasmareanu ve Hretcanu 2007).

Teorem 5.1.1: Bir (fM; eg;�) alt¬n RiemannmanifoldundaM; r�eşboyutlu, n�boyutlu

bir alt manifold ise bu takdirde� yap¬s¬ileM üstüne indirgenmi̧s yap¬('; g; u�; ��; (a��)r);

8X;Y 2 �(M) için aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glarlar (Crasmareanu ve Hretcanu 2007).
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8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(i) (rX')Y = �(X; Y )
> +

X
�

h�(X; Y )�� +
X
�

u�(Y )A�X;

(ii) (rXu�)(Y ) = eg(�(X; Y ); N�)� h�(X;'Y )+X
�

(u�(Y )l��(X) + h�(X; Y )a��);

(iii) rX�� = �(X;N�)
> � '(A�X) +

X
�

a��A�X +
X
�

l��(X)��;

(iv) X(a��) = eg(�(X;N�); N�)� u�(A�X)� u�(A�X)+X


[l�(X)a� + l�(X)a�] ;

(5:28)

·Ispat: (erX�Y ) = (erX('Y +
X
�

u�(Y )N�))

= erX'Y +
X
�

X(u�(Y ))N� +
X
�

u�(Y )erXN�

= rX'Y +
X
�

h�(X;'Y )N� +
X
�

X(u�(Y ))N�

+
X
�

u�(Y )(�A�X +r?
XN�)

= rX'Y +
X
�

h�(X;'Y )N� +
X
�

X(u�(Y ))N� �
X
�

u�(Y )A�X

+
X
�

u�(Y ) r?
XN�| {z }

=

X
�

l��(X)N�

= rX'Y �
X
�

u�(Y )A�X

+
X
�

"
h�(X;'Y ) +X(u�(Y )) +

X
�

u�(Y )l��(X)

#
N�

ve
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�(erXY ) = �(rXY +
X
�

h�(X; Y )N�)

= �rXY +
X
�

h�(X; Y )�(N�)

= 'rXY +
X
�

u�(rXY )N� +
X
�

h�(X; Y )(�� +
X
�

a��N�)

= 'rXY +
X
�

h�(X; Y )�� +
X
�

"
u�(rXY ) +

X
�

h�(X; Y )a��

#
N�

d¬r. Böylece;

�(X; Y ) = rX'Y �
X
�

u�(Y )A�X

+
X
�

"
h�(X;'Y ) +X(u�(Y )) +

X
�

u�(Y )l��(X)

#
N�

�'rXY �
X
�

h�(X; Y )�� �
X
�

"
u�(rXY ) +

X
�

h�(X; Y )a��

#
N�

= (rX')Y �
X
�

u�(Y )A�X �
X
�

h�(X; Y )��

+
X
�

"
h�(X;'Y ) + (rXu�)Y +

X
�

u�(Y )l��(X)�
X
�

h�(X;Y )a��

#
N�| {z }

=�(X;Y )?

:

(rX')Y = �(X; Y )� �(X; Y )?| {z }
=�(X;Y )>

+
X
�

u�(Y )A�X +
X
�

h�(X; Y )��

elde edilir. Buradan da (5:28) (i) eşitli¼gini

(rX')Y = �(X; Y )
> +

X
�

h�(X; Y )�� +
X
�

u�(Y )A�X

ve yukar¬daki ifade de �(X;Y ) nin her iki taraf¬n¬N� ile iç çarp¬ma sokarsak (5:28)

(ii) eşitli¼gini

(rXu�)Y = eg(�(X;Y ); N�)� h�(X;'Y ) +
X
�

(u�(Y )l��(X) + h�(X;Y )a��)
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elde ederiz. Ayr¬ca

erX(�N�) = erX(�� +
X
�

a��N�)

= erX�� +
X
�

X(a��)N� +
X
�

a�� erXN�

= rX�� +
X
�

h�(X; ��)N� +
X
�

X(a��)N�

+
X
�

a��

26666664�A�X + r?
XN�;| {z }

=

X


l�(X)N

37777775

= rX�� �
X
�

a��A�X

+
X
�

"
X(a��) + h�(X; ��) +

X


a�l�(X)

#
N�

ve

�(erXN�) = �(�A�X +r?
XN�)

= ��(A�X) + �(r?
XN�)

= �'A�X �
X
�

u�(A�X)N� + �(
X
�

l��(X)N�)

= �'A�X �
X
�

u�(A�X)N� +
X
�

l��(X)

"
�� +

X


a�N

#
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= �'A�X �
X
�

u�(A�X)N� +
X
�

l��(X)�� +
X
�

l��(X)
X


a�N

= �'A�X +
X
�

l��(X)�� �
X
�

"
u�(A�X)�

X


a�l�(X)

#
N�

d¬r. Böylece;

�(X;N�) = rX�� �
X
�

a��A�X

+
X
�

"
X(a��) + h�(X; ��) +

X


a�l�(X)

#
N� +

+'A�X �
X
�

l��(X)�� +
X
�

"
u�(A�X)�

X


a�l�(X)

#
N�

= rX�� + 'A�X �
X
�

l��(X)�� �
X
�

a��A�X

+
X
�

"
X(a��) + h�(X; ��) + u�(A�X)�

X


a�l�(X)� a�l�(X)

#
N�| {z }

=�(X;N�)?

rX�� = �(X;N�)� �(X;N�)
?| {z }

=�(X;N�)>

� 'A�X +
X
�

l��(X)�� +
X
�

a��A�X

elde edilir. Buradan da (5:28) (iii) eşitli¼gi

rX�� = �(X;N�)
> � '(A�X) +

X
�

a��A�X +
X
�

l��(X)��

ve yukar¬daki �(X;N�) n¬n her iki taraf¬n¬N� ile iç çarp¬ma sokarsak da (5:28) (iv)

eşitli¼gini

X(a��) = eg(�(X;N�); N�)� u�(A�X)� u�(A�X) +
X


[l�(X)a� + l�(X)a�]

elde etmi̧s oluruz.

Teorem 5.1.2: Bir (fM; eg;�) alt¬n RiemannmanifoldundaM , r�eşboyutlu, n�boyutlu
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bir alt manifold olsun. �; eg n¬n Levi-Civita konneksiyonuna göre paralel ise yani;er� = 0; bu takdirdeM üstüne indirgenmi̧s yap¬('; g; u�; ��; (a��)r); 8X; Y 2 �(M)

için aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar:

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

(i) (rX')Y =
X
�

h�(X; Y )�� +
X
�

u�(Y )A�X;

(ii) (rXu�)(Y ) = �h�(X;'Y ) +
X
�

(u�(Y )l��(X) + h�(X; Y )a��);

(iii) rX�� = �'(A�X) +
X
�

a��A�X +
X
�

l��(X)��;

(iv) X(a��) = �u�(A�X)� u�(A�X) +
X


[l�(X)a� + l�(X)a�] :

(5:29)

·Ispat: Bu teoremin ispat¬Teorem 5.1.1 in ispat¬ndan kolayca yap¬labilir.

Rahatl¬kla görülece¼gi üzere er� = 0 olacak şekilde bir (fM; eg;�) alt¬n Riemann
manifoldunun bir M alt manifoldu total geodezik ise (h = 0), r' = 0 olaca¼g¬

aşikard¬r. Kaŗs¬t olarak aşa¼g¬daki teoremi söyleyebiliriz:

Teorem 5.1.3: M; bir (fM; eg;�) alt¬n Riemann manifoldunun bir alt manifoldu,
('; g; u�; ��; (a��)r); M üstüne indirgenmi̧s yap¬ve �; eg n¬n Levi-Civita konneksiy-
onuna göre paralel ise yani; er� = 0; olsun. E¼ger �� (� = 1; :::; r) lineer ba¼g¬ms¬z ve
r' = 0 ise, M total geodeziktir.

·Ispat: (5:29) (i) den r' = 0 oldu¼gundan
X
�

h�(X; Y )�� +
X
�

u�(Y )A�X = 0

olur ve 8X; Y; Z 2 �(M) için

X
�

[h�(X; Y )g(��; Z) + u�(Y )g(A�X;Z)] = 0

elde edilir. Buradan

X
�

u�(Y )h�(X;Z) = �
X
�

u�(Z)h�(X; Y )
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sonucuna ulaş¬l¬r ve sonuç olarak

X
�

u�(Y )h�(X;Z) = �
X
�

u�(Z)h�(X; Y ) = �
X
�

u�(Z)h�(Y;X)

=
X
�

u�(X)h�(Y; Z) =
X
�

u�(X)h�(Z; Y )

= �
X
�

u�(Y )h�(Z;X) = �
X
�

u�(Y )h�(X;Z)

)
X
�

u�(Y )h�(X;Z) = 0

elde edilir. Hipotezde �� (� = 1; :::; r) lineer ba¼g¬ms¬z verildi¼ginden Önerme 5.1.2 den

u� (� = 1; :::; r) da lineer ba¼g¬ms¬zd¬r. Dolay¬s¬yla (� = 1; :::; r) için h�(X;Z) = 0

olur ve M total geodeziktir.

5.2 ('; g; u�; ��; (a��)r) Yap¬s¬n¬n Normallik Durumu

M bir (fM; eg;�) alt¬n Riemann manifoldunun, r�codimension l¬n�boyutlu bir alt
manifoldu olsun.

Tan¬m 5.2.1: E¼ger 8X; Y 2 �(M) için

N'(X; Y )� 2
X
�

du�(X; Y )�� = 0; (5:30)

eşitli¼gi var ise (fM; eg;�) alt¬n Riemann manifoldunda M alt manifoldu üstüne in-

dirgenmi̧s yap¬ya ('; g; u�; ��; (a��)r) normal denir.

Önerme 5.2.1: (fM; eg;�) alt¬n Riemannian manifold ve ('; g; u�; ��; (a��)r); M
üstüne indirgenmi̧s yap¬ise, bu takdirde 8X; Y 2 �(M) için ' nin Nijenhuis tensör

alan¬

N'(X; Y ) = (r'X')(Y )� (r'Y ')(X)� ' [(rX')(Y )� (rY ')(X)] (5:31)

şeklindedir.
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Teorem 5.2.1: M; bir (fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldunun bir alt

manifoldu,r; M üstünde g ye göre Levi-Civita konneksiyonu ve ('; g; u�; ��; (a��)r);

M üstüne indirgenmi̧s yap¬ ise, bu takdirde 8X; Y 2 �(M) için ' nin Nijenhuis

tensör alan¬

N'(X; Y ) = �
X
�

g(('A� � A�')(X); Y )��

�
X
�

g(Y; ��)('A� � A�')(X) (5:32)

+
X
�

g(X; ��)('A� � A�')(Y )

formundad¬r (Hretcanu ve Crasmareanu 2007).

·Ispat: Teorem 5.1.2 (i) den

(rX')Y =
X
�

g(A�X;Y )�� +
X
�

g(Y; ��)A�X (5:33)

eşitli¼gine sahibiz ve X ile Y yi yer de¼gi̧stirirsek

(rY ')X =
X
�

g(A�Y;X)�� +
X
�

g(X; ��)A�Y (5:330)

eşitli¼gini elde ederiz. (5:33) eşitli¼ginde X yerine 'X i koyarsak

(r'X')Y =
X
�

g(A�('X); Y )�� +
X
�

g(Y; ��)A�('X) (5:34)

elde ederiz. (5:34) eşitli¼ginde X ve Y yi yer de¼gi̧stirirsek

(r'Y ')X =
X
�

g(A�('Y ); X)�� +
X
�

g(X; ��)A�('Y ) (5:340)

eşitli¼gini elde ederiz. Böylece, (5:31) denkleminde (5:33); (5:33
0
); (5:34); (5:34

0
)
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eşitliklerini yerleştirirsek

N'(X; Y ) =
X
�

[g(A�('X); Y )� g(A�('Y ); X)] ��

+
X
�

2664 g(Y; ��)A�('X)� g(X; ��)A�('Y )

�(g(A�X; Y )� g(A�Y;X)| {z }
=0

'��

3775 (5:35)

�
X
�

[g(Y; ��)'A�(X)� g(X; ��)'A�(Y )]

sonucuna var¬r¬z. Ayr¬ca

g(A�'Y;X) = g('Y;A�X) = g(Y; 'A�X) = g('A�X;Y ) (5:36)

oldu¼gundan (5:35) ve (5:36) denklemlerini kullanarak (5:32) denklemini yani;

N'(X;Y ) = �
X
�

g(('A� � A�')(X); Y )�� �
X
�

g(Y; ��)('A� � A�')(X)

+
X
�

g(X; ��)('A� � A�')(Y )

elde ederiz.

Sonuç 5.2.1: M; bir (fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldunun n�boyutlu
r�codimension l¬bir alt manifoldu olsun. M üstünde (1; 1) tipindeki ' tensör alan¬

A� Weingarten operatörü ile de¼gi̧smeli ise yani; 'A� = A�'; � 2 f1; :::; rg, '

nin Nijenhuis tensör alan¬ 8X;Y 2 �(M) için N'(X;Y ) = 0 d¬r (Hretcanu ve

Crasmareanu 2007).

Önerme 5.2.2: M; bir (fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldunun bir alt

manifoldu olsun. ('; g; u�; ��; (a��)r); M üstüne indirgenmi̧s yap¬s¬ve r; fM daner ile M üstüne indirgenmi̧s Levi-Civita konneksiyonu ise, u�; 1�formlar¬8X; Y 2
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�(M) için aşa¼g¬daki denklemi do¼grular.

2du�(X; Y ) = �g(('A� � A�')(X); Y ) (5:37)

+
X
�

�
l��(X)g(Y; ��)� l��(Y )g(X; ��)

�
Burada, l�� lar T?(M) normal demetinde normal konneksiyonun bileşenleridir.

·Ispat: Bu teoremin ispat¬Cristina-Elena Hretcanu�nun "Induced structures on sub-

manifolds in almost product Riemannian manifolds" makalesinde Proposition 3.2.

nin ispat¬ile ayn¬d¬r.

Sonuç 5.2.2: Önerme 5.2.2 nin kabulleri alt¬nda M nin normal konneksiyonu s¬f¬r

ise yani; l�� = 0;

du� = 0 , 'A� = A�'

d¬r.

Önerme 5.2.3: M; bir (fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldunun bir alt

manifoldu olsun. ('; g; u�; ��; (a��)r); M üstüne indirgenmi̧s yap¬s¬ve r; fM dan er
ileM üstüne indirgenmi̧s Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere 8X; Y 2 �(M) için

N'(X;Y )� 2
X
�

du�(X; Y )�� =
X
�

g(X; ��)('A� � A�')(Y ) (5:38)

�
X
�

g(Y; ��)('A� � A�')(X)

+
X
�

(l��(Y )g(X; ��)� l��(X)g(Y; ��))��

d¬r.

·Ispat: Teorem 5:2:1 ve Önerme 5:2:2 ile ispat rahatl¬kla yap¬l¬r.

Sonuç 5.2.3: M; bir (fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldunun bir alt

manifoldu olsun. ('; g; u�; ��; (a��)r); M üstüne indirgenmi̧s yap¬s¬ normal ise,
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8X; Y 2 �(M) için

X
�

g(X; ��)('A� � A�')(Y )�
X
�

g(Y; ��)('A� � A�')(X)

+
X
�

(l��(Y )g(X; ��)� l��(X)g(Y; ��))�� = 0
(5:39)

d¬r.

Sonuç 5.2.4: M; bir (fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldunun bir alt

manifoldu olsun. ('; g; u�; ��; (a��)r); M üstüne indirgenmi̧s yap¬s¬normal ve M

nin normal konneksiyonu s¬f¬r ise yani; l�� = 0; bu takdirde 8X; Y 2 �(M) için

X
�

g(X; ��)('A� � A�')(Y ) =
X
�

g(Y; ��)('A� � A�')(X) (5:40)

d¬r.

8X;Y 2 �(M) için 8<: (i) B� = 'A� � A�'

(ii) C�(X; Y ) = g(B�X; Y )
(5:41)

ile gösterelim.

Lemma 5.2.1: M; bir (fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldunun bir alt

manifoldu ve ('; g; u�; ��; (a��)r); M üstüne indirgenmi̧s yap¬s¬olsun. O halde M

üstündeki (1; 1) tipindeki C� tensör alan¬antisimetriktir (Crasmareanu ve Hretcanu

2007).

C�(X; Y ) = �C�(Y;X); 8X; Y 2 �(M): (5:42)
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5.3 Lokal Çarp¬m Alt¬n Riemann Manifoldlar¬n¬n Normal Yap¬l¬

('; g; u�; ��; (a��)r)Alt Manifoldlar Üstünde ' veA� De¼gi̧simli Olmalar¬

Önerme 5.3.1: M; bir (fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemannmanifoldunun n�boyutlu
r�codimension l¬(r � 2) bir alt manifoldu olsun.

f�1; :::; �rg te¼get vektör alanlar¬lineer ba¼g¬ms¬z , det(Ir + A� A2) 6= 0

d¬r.

·Ispat: Herhangi bir x 2M noktas¬nda

k1�1 + :::+ kr�r = 0 (5:43)

olacak şekilde k1; :::; kr 2 R olsun. (5:17) eşitli¼ginden

g(��; ��) = ��� + a�� �
X


a�a� (5:44)

oldu¼gunu biliyoruz. (5:43) eşitli¼gini �� (� 2 f1; :::; rg) ile iç çarp¬m¬n¬al¬rsak ve

(5:44) eşitli¼gini kullan¬rsak

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

k1(1 + a11 �
X


a1a1) + k2(a12 �
X


a1a2) + :::+ kr(a1r �
X


a1ar) = 0

k1(a21 �
X


a2a1) + k2(1 + a22 �
X


a2a2) + :::+ kr(a2r �
X


a2ar) = 0

...

k1(ar1 �
X


ara1) + k2(ar2 �
X


ara2) + :::+ kr(1 + arr �
X


arar) = 0

(5:45)

lineer denklem sistemini elde ederiz. Bu lineer denklem sisteminin k1 = ::: = kr = 0

olacak şekilde bir tek aşikar çözümünün olmas¬için gerek ve yeter koşul katsay¬lar

matrisinin determinant¬s¬f¬rdan farkl¬olmal¬d¬r. (5:45) lineer denklem sisteminin
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katsay¬lar matrisi de

Ir+

0BBBBBB@
a11 a12 a13 ::: a1r

a21 a22 a23 ::: a2r
...

ar1 ar2 ar3 ::: arr

1CCCCCCA�
0BBBBBB@

a11 a12 a13 ::: a1r

a21 a22 a23 ::: a2r
...

ar1 ar2 ar3 ::: arr

1CCCCCCA

0BBBBBBBBB@

a11 a12 ::: a1r

a21 a22 ::: a2r

a31 a32 ::: a3r
...

ar1 ar2 ::: arr

1CCCCCCCCCA
şeklindedir. O halde det(Ir + A� A2) olmal¬.

Teorem 5.3.1: M; bir (fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemannmanifoldunun n�boyutlu
r�codimension l¬bir alt manifoldu ve ('; g; u�; ��; (a��)r); M üstüne indirgenmi̧s

yap¬s¬normal olsun. E¼ger M nin normal konneksiyonu s¬f¬r yani; l�� = 0; ve her-

hangi bir x 2M noktas¬nda det(Ir +A�A2) 6= 0 ise bu takdirde (1; 1) tipindeki '

tensör alan¬herhangi bir X 2 �(M) ve � 2 f1; :::; rg için A� Weingarten operatörü

ile de¼gi̧smelidir; yani

'A� = A�' (5:46)

d¬r.

·Ispat: E¼ger ('; g; u�; ��; (a��)r); M üstüne indirgenmi̧s yap¬s¬normal ve normal

konneksiyon s¬f¬r ise yani; l�� = 0; 8X; Y 2 �(M) için Sonuç 5:2:4 den

X
�

g(X; ��)('A� � A�')(Y ) =
X
�

g(Y; ��)('A� � A�')(X)

oldu¼gunu biliyoruz. (5:41) (i) kullanrsak,

X
�

g(X; ��)B�(Y ) =
X
�

g(Y; ��)B�(X) (5:47)

elde ederiz. (5:47) denkleminde Z 2 �(M) ile iç çarp¬m¬n¬al¬rsak ve (5:12) (ii) yi

kullan¬rsak X
�

g(X; ��)C�(Y; Z) =
X
�

g(Y; ��)C�(X;Z) (5:48)
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elde ederiz. (5:48) eşitli¼ginde Y ve Z yi yer de¼gi̧stirirsek,

X
�

g(X; ��)C�(Z; Y ) =
X
�

g(Z; ��)C�(X; Y ) (5:480)

sahip oluruz. (5:48) ve (5:48
0
) denklemlerini taraf tarafa toplarsak,

X
�

g(Y; ��)C�(X;Z) +
X
�

g(Z; ��)C�(X;Y ) = 0 (5:49)

olur. (C�(Y; Z) + C�(Z; Y ) = 0; C� antisimetrik oldu¼gundan) (5:49) eşitli¼gi

X
�

g(g(Y; ��)B�(X) + g(B�(X); Y )��; Z) = 0; 8X; Y; Z 2 �(M)

bu ifadeye denktir. Böylece

X
�

g(Y; ��)B�(X) +
X
�

g(B�(X); Y )| {z }
=C�(X;Y )

�� = 0; 8X; Y; Z 2 �(M) (5:50)

d¬r ve (5:50) eşitli¼gi

X
�

g(Y; ��)B�(X) +
X
�

C�(X; Y )�� = 0 (5:51)

eşitli¼gine dönüşür. (5:51) eşitli¼ginde X ve Y yi yer de¼gi̧stirirsek

X
�

g(X; ��)B�(Y ) +
X
�

C�(Y;X)�� = 0 (5:510)

elde ederiz. (5:51) ve (5:51
0
) taraf tarafa toplarsak,

X
�

g(Y; ��)B�(X) +
X
�

g(X; ��)B�(Y ) = 0; 8X; Y; Z 2 �(M) (5:52)

sonucuna ulaş¬r¬z. (C�(Y; Z) + C�(Z; Y ) = 0; C� antisimetrik oldu¼gundan)
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Böylece (5:47) ve (5:52) ba¼g¬nt¬lar¬ndan

X
�

g(Y; ��)B�(X) = 0; 8X; Y; Z 2 �(M) (5:53)

sonucuna ulaş¬r¬z. det(Ir + A � A2) 6= 0 oldu¼gundan r � 2 için �1; :::; �r tanjant

vektörleri herhangi bir x 2 �(M) noktas¬ için lineer ba¼g¬ms¬zd¬r. M üstünde r

tane lineer ba¼g¬ms¬z tanjant vektör alan¬oldu¼gundan r � n bilgisine sahibiz ve bu

da şunu ifade eder öyle bir Y 2 �(M) vektör alan¬ vard¬r ki Y 2 �(M) vektör

alan¬ f�1; :::; �rg � f��g taraf¬ndan gerilen uzaya dik ve g(Y; ��) 6= 0. O halde

(5:53) eşitli¼ginden 8X 2 �(M) için B�(X) = 0 ve � 2 f1; :::; rg (r > 1) oldu¼gunu

söyleyebiliriz. Dolay¬s¬yla

'A� � A�' = 0

olup,

'A� = A�'

d¬r.

r = 1 için, (5:53) denkleminden g(Y; �)B(X) = 0 sahibiz. Y = � için g(�; �)B(X) =

0 elde ederiz. Fakat g(�; �) = 1 + a � a2 ve 1 + a � a2 6= 0 oldu¼gundan B(X) = 0

olur. O halde,

'A = A'

sonucuna ulaş¬r¬z.

Sonuç 5.2.4 ve Teorem 5.3.1 den aşa¼g¬daki teoremi elde ederiz.

Teorem 5.3.2: M; bir (fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemannmanifoldunun n�boyutlu
r�codimension l¬, normal konneksiyonu s¬f¬r yani; l�� = 0 olan bir Alt manifoldu

olsun. E¼ger herhangi bir x 2M noktas¬nda det(Ir+A�A2) 6= 0 ise, bu takdirdeM

üstüne indirgenmi̧s yap¬('; g; u�; ��; (a��)r) normaldir , (1; 1) tipindeki ' tensör

alan¬A� Weingarten operatörü ile de¼gi̧smelidir.
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5.4 1 Eşboyutlu Alt Manifoldlar Üstünde (';g;u�; ��; (a��)r) ·Indirgenmi̧s

Yap¬

M; bir (fM; eg;�) alt¬n Riemann manifoldunun 1 eşboyutlu bir alt manifoldu olsun.
AN := A; u1 := u

�1 := �; a�� = a

ile gösterelim.

(5:2) ve (5:3) den 8X 2 �(M) için

�X = 'X + u(X)N; (5:54)

ve

�N = � + aN (5:55)

elde ederiz. Burada '; M üstünde (1; 1) tipinde bir tensör alan¬, u; M üstünde

1�form, a; M üstünde reel bir fonksiyon ve �; M üstünde bir te¼get vektör alan¬d¬r.

M üstüne indirgenmi̧s yap¬da bir ('; g; u; �; a) Riemannian yap¬d¬r.

Önerme 5.1.1 den 8X 2 �(M) için8>>>>>><>>>>>>:

(i) '2X = 'X +X � u(X)�;

(ii) u('X) = (1� a)u(X);

(iii) u(�) = 1 + a� a2 = 1� (�a+ a2);

(iv) '� = � � a� = (1� a)�;

(5:56)

sahip oluruz. Ayr¬ca; 8X; Y 2 �(M) için de8<: (i) u(X) = g(X; �)

(ii) g('X;'Y ) = g('X; Y ) + g(X; Y )� u(X)u(Y )
(5:57)

elde ederiz.
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Aç¬klama 5.4.1: (a = 0 veya a = 1 ve ' s¬f¬r dönüşümü oldu¼gu takdirde ('; u; �);

M üstünde bir hemen hemen parakontakt yap¬, ('; u; �; g) de Riemannian hemen

hemen parakontakt yap¬d¬r. Yani; 8X 2 �(M) için8>>>>>><>>>>>>:

(i) '2X = X � u(X)� ) X = u(X)�

(ii) u('X) = 0

(iii) u(�) = 1

(iv) '(�) = 0

(5:58)

d¬r.

Teorem 5.4.1: M; bir (fM; eg;�) alt¬n Riemann manifoldunun bir hiperyüzeyi olsun.
E¼ger �N; M ye te¼get ve ' s¬f¬r dönüşümü ise, ('; u; �; g) de Riemannian hemen

hemen parakontakt yap¬d¬r.

fM deM hiperyüzeyi üstünde Gauss ve Weingarten dönüşümleri 8X; Y 2 �(M) için

s¬ras¬yla, erXY = rXY + g(AX; Y )N; (5:59)

ve erXN = �AX (5:60)

d¬r.

E¼ger, (fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldu ise Teorem 5.1.2 den 8X;Y 2
�(M) için 8>>>>>><>>>>>>:

(i) (rX')Y = u(Y )AX + g(AX; Y )�

(ii) (rXu)Y = �g(AX;'Y ) + ag(AX; Y )

(iii) rX� = �'(AX) + aAX

(iv) X(a) = �2u(AX) = �2g(AX; �) = �2g(X;A�)

(5:61)

elde ederiz.
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Aç¬klama 5.4.2: (5:56) (iii) ve (5:57) (i) ba¼g¬nt¬lar¬ndan � 6= 0 için

g(�; �) = 1� (�a+ a2) 6= 0

) a 2 (1�
p
5

2
;
1 +

p
5

2
)

dir.

Aç¬klama 5.4.3: (fM; eg;�) alt¬n Riemann manifoldunda M bir hiperyüzey olsun.

a2 � a = 1 için (5:56) (iii) ve (5:57) (i) ba¼g¬nt¬lar¬ndan u(�) = g(�; �) = 0 olur.

Dolay¬s¬yla, � = 0 d¬r. O halde (5:55) ba¼g¬nt¬s¬ndan �N = aN ve '2X = 'X +X

elde ederiz. Böylece,M üstüne indirgenmi̧s ' yap¬s¬bir alt¬n yap¬ve � nin bir eigen

de¼geri de a olur.

Aç¬klama 5.4.4: (fM; eg;�) alt¬n Riemann manifoldunda M bir hiperyüzey olsun.

(5:56) (iv) den �; ' nin (1� a) eigen de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen eigen vektörü olur.

�? = fX 2 �(M) j X?�g

ile gösterelim.

Aç¬klama 5.4.5: u('X) = g('X; �) ve (5:56) (ii) den

u('X) = (1� a)u(X) = (1� a)g(X; �)

d¬r. Böylece

g('X; �) = (1� a)g(X; �)

g('X + (a� 1)X; �) = 0

) ('X + (a� 1)X) ? �; 8X 2 �(M)

d¬r. O halde;

'X = V + (1� a)X

53



olacak şekilde V 2 �? vard¬r.

Önerme 5.4.1: M; bir (fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldunda bir

hiperyüzey ve ('; g; �; u; a); M üstünde indirgenmi̧s yap¬olsun. Bu takdirde aşa¼g¬-

daki denklemler denktir

rXu = 0 , rX� = 0.

·Ispat: rXu = 0 ise (5:61) (ii) den g(AX;'Y ) = ag(AX; Y ) elde ederiz. g(AX;'Y ) =

g('(AX); Y ) dir. O halde, g('(AX); Y ) = ag(AX; Y ) olur ki g('(AX)�aAX; Y ) =

0 sahip oluruz. Böylece '(AX)� aAX = 0 olur (5:61) (iii) den de rX� = 0 sonu-

cuna ulaş¬r¬z.

Kaŗs¬t olarak, rX� = 0 olsun. O halde g(rX�; Y ) = 0 olur. (5:61) (iii) den

8X;Y 2 �(M) için

g('(AX)� aAX; Y ) = 0 , g(AX;'Y )� ag(AX; Y ) = 0

d¬r. Böylece, (5:61) (ii) den rXu = 0 elde etmi̧s oluruz.

Teorem 5:3:2 den aşa¼g¬daki önermeye sahibiz:

Önerme 5.4.2: M; bir (fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldunda bir

hiperyüzey ve ('; g; �; u; a); M üstünde indirgenmi̧s yap¬olsun. a 6= 1�
p
5

2
oldu¼gunu

kabul edelim. O halde

' normal , 'A = A':

Sonuç 5:2:2 den aşa¼g¬da ki Önermeyi elde edebiliriz.

Önerme 5.4.3: M; bir (fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldunda bir

hiperyüzey ve ('; g; �; u; a); M üstünde indirgenmi̧s yap¬olsun.

du = 0 , 'A = A':
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Önerme 5.4.4: M; bir (fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldunda bir

hiperyüzey ve ('; g; �; u; a); M üstünde indirgenmi̧s yap¬olsun. M üstünde g ye

göre � vektör alan¬bir killing vektör alan¬d¬r ,

2aA = 'A+ A': (5:62)

·Ispat: M üstünde �; bir killing vektör alan¬,

(L�g)(Y; Z) = 0; 8Y; Z 2 �(M)

, �g(Y; Z)� g([�; Y ] ; Z)� g(Y; [�; Z]) = 0

, �g(Y; Z)� g(r�Y �rY �; Z)� g(Y;r�Z �rZ�) = 0

, �g(Y; Z)� g(r�Y; Z)� g(Y;r�Z)| {z }
=0

+ g(rY �; Z)

+g(Y;rZ�) = 0

, g(rY �; Z) + g(Y;rZ�) = 0; 8Y; Z 2 �(M)

d¬r. (5:61) (iii) kullan¬rsak

g(�'AY + aAY; Z) + g(�'AZ + aAZ; Y ) = 0

, g(2aAY � 'AY � A('Y ); Z) = 0

, 2aAY � 'AY � A('Y ) = 0

, 2aA = 'A+ A'

Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Önerme 5:4:3 ve Önerme 5:4:5 den aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz.

Sonuç 5.4.1: M; bir (fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemannmanifoldunda bir hiperyüzey
ve ('; g; �; u; a); M üstünde normal indirgenmi̧s yap¬olsun. Öyleyse M üstünde g

ye göre � Killing vektör alan¬,

aA = 'A = A'
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d¬r.

Önerme 5.4.5: M; bir (fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldunda bir

hiperyüzey, ('; g; �; u; a); M üstünde normal indirgenmi̧s yap¬ve �; Killing vektör

alan¬olsun. a2 � a 6= 1 ise rankA = 1 ve �; A Weingarten operatörünün �(a)
2(a2�a�1)

eigen de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen eigen vektörüdür.

·Ispat: Sonuç 5.4.1 den 'A = aA d¬r. Böylece, '2A = a'A = a2A ve

'2(AX) = a2AX; 8X 2 �(M)

olup, ayr¬ca (5:56) (i) den

'2X = 'X +X � u(X)�

oldu¼gunu biliyoruz. O halde

'(AX) + AX � u(AX)� = a2AX

d¬r. Buradan da

�u(AX)� = (a2 � 1)AX � '(AX); 'A = aA

) �u(AX)� = (a2 � a� 1)AX (5:63)

olur. (5:63) denkleminde (5:61) (iv) kullan¬rsak,

X(a)

2
� = (a2 � a� 1)AX; a2 � a 6= 1

) AX =
X(a)

2(a2 � a� 1)�; (5:64)

elde ederiz. Burada şunu söyliyebiliriz ki, rankA = 1 dir. Ayr¬ca, (5:64) denkle-
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minde X = � al¬rsak

A(�) =
�(a)

2(a2 � a� 1)�; 8X 2 �(M)

elde ederiz. O halde, �; A Weingarten operatörünün bir eigen vektörü ve �(a)
2(a2�a�1)

da bir eigen de¼geri olur.

Aç¬klama 5.4.7: Önerme 5:4:5 in kabulleri alt¬nda

e1 =
�p

1 + a� a2
; (5:65)

ise

A(e1) = A(
�p

1 + a� a2
) =

1p
1 + a� a2

A(�) =
�(a)

2(a2 � a� 1)
�p

1 + a� a2

=
�(a)

2(a2 � a� 1)e1

dir. Bu yüzden, e1; A n¬n bir eigen vektörü ve
�(a)

2(a2�a�1) bir eigen de¼geridir.

Herhangi bir x 2M için TxM nin bir ortonormal baz¬fe1; :::; eng olsun. (5:64) den

KerA = n�1 ve i 2 f2; :::; ng için A(ei) = 0 d¬r. Böylece Weingarten operatörünün

ilk eigen de¼geri

k1 =
�(a)

2(a2 � a� 1) ; (5:66)

ve di¼gerleri

k2 = ::: = kn = 0 (5:67)

d¬r. Ayr¬ca, fM da M hiperyüzeyinin ortalama vektör alan¬H

H =
1

n
traceA:N =

1

n
k1N

ve

H =
1

n

�(a)

2(a2 � a� 1)N (5:68)
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d¬r.

Önerme 5.4.6: M; bir (fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldunda bir

hiperyüzey ve ('; g; �; u; a); M üstünde normal indirgenmi̧s yap¬olsun. a2 � a 6= 1

ve �(a) = 0 ise M; fM da total geodeziktir.

·Ispat: (5:66) den (�(a) = 0) ve (5:67) den

k1 = k2 = ::: = kn = 0;

olur böylece Weingarten operatörü A = 0 ve M; fM da total geodezik olur.

Önerme 5.4.7: M; bir (fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldunda bir total
umbilik hiperyüzey (A = �I) ve ('; g; �; u; a); M üstünde indirgenmi̧s yap¬olsun.

Bu takdirde 8X; Y 2 �(M) için8>>>>>><>>>>>>:

(i) (rX')(Y ) = �g(Y; �)X + �g(X; Y )�;

(ii) (rXu)(Y ) = ��g(X;'Y ) + a�g(X; Y );

(iii) rX(�) = ��'X + a�X; r�(�) = 2a��;

(iv) X(a) = �2�g(X; �)

(5:69)

d¬r.

Önerme 5.4.8: M; bir (fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldunda bir total
umbilik hiperyüzey ve ('; g; �; u; a); M üstünde indirgenmi̧s yap¬ ise u; 1�formu

kapal¬d¬r.

·Ispat: du(X;Y ) = (rXu)(Y )� (rY u)(X) dir. (5:69) (ii) eşitli¼gini kullan¬rsak,

du(X; Y ) = (rXu)(Y )� (rY u)(X) = �(g('X; Y )� g(X;'Y )) = 0

olur. Bu ise u; 1�formunun kapal¬olmas¬demektir.

58



Sonuç 5.4.2: M; bir (fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldunda bir total

umbilik hiperyüzey ve ('; g; �; u; a); M üstünde indirgenmi̧s yap¬olsun. Bu takdirde

8X 2 �(M) için 8<: (ii) (r�')(X) = 2�g(X; �)�;

(iii) (rXu)(�) = �(2a� 1)g(X; �);
(5:70)

elde ederiz.

Sonuç 5.4.3: M; bir (fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldunda bir total

umbilik hiperyüzey, ('; g; �; u; a); M üstünde indirgenmi̧s yap¬ve X 2 �? olsun. O

halde aşa¼g¬daki denklemler sa¼glan¬r:8>>><>>>:
(i) (r�')(X) = 0

(ii) (rXu)(�) = 0

(iii) X(a) = 0 ) a; sbt

(5:71)
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6. ALTIN MAN·IFOLDLARIN SLANT ALT MAN·IFOLDLARI

Bir alt¬n Riemann manifoldunun (fM; eg;�) bir alt manifoldu M olsun. fM üstünde

Riemann metri¼gi eg ve Levi-Civita konneksiyonu er olmak üzere Gauss ve Weingarten
formülleri; 8X; Y 2 �(M) ve 8N 2 �(M)? için,

erXY = rXY + h(X; Y ); (6:1)

erXN = �ANX +r?
XN (6:2)

dir. Burada r; M üstüne indirgenmi̧s konneksiyon, r?; M nin TM? normal demet

üstündeki konneksiyon, h ve AN s¬ras¬yla M nin ikinci temel formu ve şekil oper-

atörüdür. ·Ikinci temel tensör h ve şekil operatörü AN aras¬nda

g(ANX; Y ) = eg(h(X;Y ); N) (6:3)

ba¼g¬nt¬s¬vard¬r. Herhangi bir X 2 �(M) için

�(X) = '(X) + w(X) (6:4)

yazabiliriz. Burada '(X) (' : �(M)! �(M)) �(X) in te¼get bileşeni, w(X)

(w : �(M) ! �(M)?) �(X) in normal bileşenidir. Ayr¬ca; (6:4) ve eg(�X; Y ) =eg(X;�Y ) eşitliklerinden 8X; Y 2 �(M) için
g('X; Y ) = g(X;'Y )

denklemi elde edilir.

Benzer şekilde, herhangi bir N 2 �(M)? içinde

�(N) = t(N) + n(N) (6:5)

dir. Burada da t(N) (t : �(M)? ! �(M)) �(N) nin te¼get bileşeni, n(N)
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(n : �(M)? ! �(M)?) �(N) nin normal bileşenidir.

Herhangi bir X 2 �(M) için (6:4) denkleminden yararlan¬rsak,

'(X) +X = '2(X) + tw(X); (6:6)

w(X) = w'(X) + nw(X) (6:7)

ve N 2 �(M)? için ise, (6:5) denkleminden yararlan¬rsak,

t(N) = 't(N) + tn(N) (6:8)

n(N) +N = wt(N) + n2(N) (6:9)

denklemleri sa¼glan¬r.

Bir alt¬n Riemann manifoldu (fM; eg;�) ve fM üstünde Levi-Civita konneksiyonu er
olmak üzere � nin kovaryant türevi, 8X; Y 2 �(fM) için

(erX�)Y = (erX�Y )� �(erXY ) (6:10)

olarak tan¬mlanmaktad¬r (Hretcanu ve Crasmareanu 2009).

E¼ger (erX�)Y = 0 ise �(erXY ) = erX(�Y ) dir. O halde

�(rXY + h(X; Y )) = erX('Y + wY )

�(rXY ) + �(h(X; Y )) = erX('Y ) + erX(wY )

'(rXY ) + w(rXY ) + t(h(X; Y )) + n(h(X; Y )) = rX'Y (6:11)

+h(X;'Y )

�AwYX

+r?
XwY
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d¬r. (6:11) ifadesinin te¼get ve normal k¬s¬mlar¬n¬s¬ras¬yla ay¬r¬rsak,

(rX')Y = AwYX + t(h(X; Y )) (6:12)

(rXw)Y = n(h(X; Y ))� h(X;'Y ) (6:13)

olur. Burada ' ve w n¬n kovaryant türevleri s¬ras¬ile,

(rX')Y = rX('Y )� '(rXY ) (6:14)

(rXw)Y = r?
X(wY )� w(rXY ) (6:15)

d¬r.

6.1 Alt¬n Riemann Manifoldlar¬n Slant Alt Manifoldlar¬

Tan¬m 6.1.1: Bir alt¬n Riemann manifoldunun (fM; eg;�) bir alt manifolduM olsun.

x 2M noktas¬ndaM ye te¼get s¬f¬rdan farkl¬herbir X vektör alan¬için, �X ile TxM

aras¬ndaki aç¬ya �; 0 � � � �
2
; X in wirtinger aç¬s¬, M nin slant aç¬s¬denir. E¼ger

bu � aç¬s¬sabit ise M ye slant denilir. Burada � aç¬s¬x 2M den ve X 2 �(M) den

ba¼g¬ms¬zd¬r.

Özel olarak, � = 0 ise M slant alt manifoldu, invaryant alt manifold, � = �
2

ise anti-invaryant Alt manifold olarak adland¬r¬l¬r. Ne invaryant, ne de anti-

invaryant Alt manifold olmayan bir slant alt manifolda aşikar olmayan slant alt

manifold ad¬verilir (Chen 1990).

m = n1 + n2 boyutlu Öklid uzay¬Rm = Rn1 � Rn2 olsun. Rm = Rn1 � Rn2 üstünde

� alt¬n yap¬s¬

�(
@

@xi
;
@

@xj
) = (�

@

@xi
; (1� �)

@

@xj
); i 2 f1; :::; n1g ; j 2 fn1 + 1; :::;mg

olsun.
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Örnek 6.1.1: R4 = R2 � R2 de

X(u; v) = (u+ v; u� v; u; v)

denklemi ile verilen M manifoldunu düşünelim. M manifoldu arccos( 1+�p
3(
p
�+4)

) aç¬l¬

slant Alt manifolddur.

·Ispat: X(u; v) = (u+ v; u� v; u; v)

Xu = (1; 1; 1; 0) ve Xv = (1;�1; 0; 1)

ve

�(Xu) = (�; �; 1� �; 0)

�(Xv) = (�;��; 0; 1� �)

dir.

�(Xu) = aXu + bXv + w(Xu); a; b 2 R

h�(Xu); Xui = a hXu; Xui

1 + � = 3a) a =
1 + �

3

ve

h�(Xu); Xvi = b hXv; Xvi = 0 ) b = 0

olur. O halde

�(Xu) = 'Xu + wXu

=
1 + �

3
Xu| {z }

='(Xu)

+ wXu
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d¬r. Dolay¬s¬yla

cos � =
h�(Xu); '(Xu)i
k�(Xu)k k'(Xu)k

=
1+�
3
h�(Xu); Xui

1+�
3
kXuk k�(Xu)k

=
1 + �p
3(
p
�+ 4)

olur. Ayn¬şekilde

�(Xv) = cXu + dXv + w(Xv); c; d 2 R

h�(Xv); Xui = c hXu; Xui = 0 ) c = 0

ve

h�(Xv); Xvi = d hXv; Xvi

1 + � = 3d) d =
1 + �

3

olur. Böylece

�(Xv) = 'Xv + wXv

=
1 + �

3
Xv| {z }

='(Xv)

+ wXv

elde ederiz. O halde

cos � =
h�(Xv); '(Xv)i
k�(Xv)k k'(Xv)k

=
1+�
3
h�(Xv); Xvi

1+�
3
kXvk k�(Xv)k

=
1 + �p
3(
p
�+ 4)

olur. O halde M manifoldu arccos( 1+�p
3(
p
�+4)

) aç¬l¬bir slant alt manifolddur.

Teorem 6.1.1: M; bir (fM; eg;�) alt¬n Riemann manifoldunun bir alt manifoldu
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olsun. O halde M slant Alt manifolddur ,

'2 = �('+ I) (6:16)

olacak şekilde bir sabit � 2 [0; 1] say¬s¬vard¬r. Ayr¬ca bu durumdaM nin slant aç¬s¬

� ise � = cos2 � d¬r.

·Ispat: ()) M slant bir alt manifold olsun. O halde herhangi bir X 2 �(M) için

ve cos � = k'Xk
k�Xk ve eg(�X;�X) = eg(�X;X) + eg(X;X) kullanarak

eg('2X;X) = eg('X;'X) = cos2 �(X)eg(�X;�X) = cos2 �eg(�X +X;X)

= cos2 � [eg(�X;X) + eg(X;X)] = cos2 � [eg('X;X) + eg(X;X)]
= cos2 �eg('X +X;X)

elde ederiz.

eg('2X;X) = cos2 �eg('X +X;X)

d¬r. � = cos2 � dersek, � 2 [0; 1] ve '2 = �(' + I) olur. M slant alt manifold

oldu¼gundan cos � sbt olup, � da da sabittir.

(() Kaŗs¬t olarak '2 = �('+ I) olacak şekilde � 2 [0; 1] sabiti olsun. O halde,

cos �(X) =
eg(�X;'X)
k�Xk k'Xk =

eg(X;�'X)
k�Xk k'Xk =

eg(X;'2X)
k�Xk k'Xk = �

eg(X; ('X +X))

k�Xk k'Xk

= �
eg(X; (�X +X))

k�Xk k'Xk = �
eg(�X;�X)
k�Xk k'Xk = �

k�Xk2

k�Xk k'Xk = �
k�Xk
k'Xk ;

olup cos � = k'Xk
k�Xk oldu¼gundan

cos � = �
1

cos �
;

� = cos2 �
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elde ederiz. Böylece, � sabit oldu¼gundan � sbt olup M slant bir alt manifolddur.

Sonuç 6.1.1: M; bir (fM; eg;�) alt¬n Riemann manifoldunun slant bir alt manifoldu
olsun. O halde 8X; Y 2 �(M) için

eg('X;'Y ) = cos2 � [eg(X;'Y ) + eg(X; Y )] ; (6:17)

eg(wX;wY ) = sin2 � [eg(X;'Y ) + eg(X; Y )] (6:18)

dir.

·Ispat: eg('X; Y ) = eg(X;'Y ) oldu¼gunu biliyoruz. Burada Y = 'Y al¬rsak

eg('X;'Y ) = eg(X;'2Y )
olur. M; slant bir alt manifold oldu¼gundan Teorem 6.1.1 den '2 = cos2 �('+ I) dir.

O halde,

eg('X;'Y ) = eg(X;'2Y )
= eg(X; cos2 �('Y + Y ))

= cos2 � [eg(X;'Y ) + eg(X; Y )]
olur. Ayr¬ca,

eg(wX;wY ) = eg(�X � 'X;�Y � 'Y )

= eg(�X;�Y )� eg(�X;'Y )� eg('X;�Y ) + eg('X;'Y )
= eg(X;�2Y )� eg('X;'Y )� eg('X;'Y ) + eg('X;'Y )
= eg(X;�Y )| {z }

=eg(X;'Y )
+ eg(X; Y )� cos2 � [eg(X;'Y ) + eg(X; Y )]

= (1� cos2 �) [eg(X;'Y ) + eg(X;Y )]
= sin2 � [eg(X;'Y ) + eg(X; Y )]
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Sonuç 6.1.2: M; bir (fM; eg;�) alt¬n Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun.
O halde M slantt¬r ,

tw = �('+ I); (6:19)

olacak şekilde � 2 [0; 1] bir sabiti vard¬r. E¼ger �, fM deM nin slant aç¬s¬ise � = sin2 �

d¬r.

·Ispat: M slant olsun o halde (6:6) dan

'X +X = '2X + twX

oldu¼gunu biliyoruz. O halde

twX = �'2X + 'X +X; (Teorem 6.1.1 den)

= � cos2 �('X +X) + 'X +X

= (1� cos2 �)('X +X)

= sin2 �('X +X)

olup, bu ifade 8X 2 �(M) için do¼gru oldu¼gundan ve sin2 � = � dersek

tw = �('+ I);

olur. Burada �, M nin slant aç¬s¬oldu¼gundan sabit oldu¼gundan � sabittir.

Kaŗs¬t olarak tw = �('+ I) olacak şekilde � 2 [0; 1] bir sabiti olsun. O halde (6:6)

denkleminden yararlan¬rsak,

'X +X = '2X + twX

'X +X = '2X + �('X +X)

'2X = (1� �)('X +X)
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olur. (1� �) 2 [0; 1] sabit oldu¼gundan, bu ise M nin slant oldu¼gunu gösteriyor.

Teorem 6.1.2: M; bir (fM; eg;�) alt¬n Riemannmanifoldunun slant bir alt manifoldu
ve (rX')Y 6= 0 olsun. O halde 8X; Y 2 �(M) için rQ = 0 , M; bir anti-

invarayant alt manifolddur. Burada Q = '2 dir.

·Ispat: �; M nin slant aç¬s¬n¬göstermek üzere Terorem 6:1:1 den yararlan¬rsak,

Q(rXY ) = cos
2 �('(rXY ) +rXY ) (6:20)

ve

QY = cos2 �('Y + Y ) (6:21)

olur. (6:21) denklemini X e göre kovaryant türevini al¬rsak,

rXQY = cos
2 �(rX'Y +rXY ) (6:22)

elde ederiz. (6:20) denkleminden (6:22) denklemini ç¬kar¬rsak,

(rXQ)Y = cos2 �('(rXY )�rX'Y )

= cos2 �((rX')Y )

sonucuna ulaş¬r¬z. Hipotezden (rX')Y 6= 0 oldu¼gundan rQ = 0 , � = �
2
; bu ise

ispat¬tamamlar.

Önerme 6.1.1: M; bir (fM; eg;�) alt¬n Riemann manifoldunun slant bir alt mani-
foldu ve slant aç¬s¬� olsun. O halde �; ' nin eigen de¼geri olmak üzere '2 = Q nun

eigen de¼gerleri cos2 �(�+ 1) d¬r.

·Ispat: ' nin eigen de¼gerleri � olsun. M de slant alt manifold oldu¼gundan Q =
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'2 = cos2 �('+ I) dir ve

Q(X) = cos2 �(�X +X)

= (cos2 �(�+ 1))X

olur. Buradan da Q nun eigen de¼gerleri cos2 �(�+ 1) oldu¼gunu söyleyebiliriz.
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6.2 Slant Da¼g¬l¬mlar ve Bi-Slant Alt Manifoldlar

M; ( fM; eg;�) alt¬n Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun.
Tan¬m 6.2.1: M üstündeki diferensiyellenebilir bir da¼g¬l¬maD slant da¼g¬l¬m denir

e¼ger herbir x 2M için ve s¬f¬rdan farkl¬herbir X 2 Dx için �X ve Dx vektör uzay¬

aras¬ndaki aç¬ �D sabit ise. Burada ki �D aç¬s¬x 2 M ve X 2 Dx seçili̧sinden

ba¼g¬ms¬zd¬r (L¬ve L¬u 2005).

D; M üstünde bir da¼g¬l¬m olsun. D nin ortogonal da¼g¬l¬m¬n¬D? ile gösterelim. P1

ve P2 ile de D ve D? üstüne izdüşüm fonksiyonlar¬olsun. O halde 8X 2 �(M) için

�X = 'X + wX = P1'X + P2'X + wX

dir.

·Ilk önce bir da¼g¬l¬m¬n slant bir da¼g¬l¬m olmas¬için gerekli ve yeterli koşullar¬verelim.

Teorem 6.2.1: D; M üstünde bir da¼g¬l¬m olsun. Bu takdirde D slant bir da¼g¬l¬md¬r

, Herhangi bir X 2 �(D) için

(P1')
2X = �('X +X)

olacak şekilde � 2 [0; 1] bir sabiti vard¬r. �D; D nin slant aç¬s¬ise � = cos2 �D dir.

·Ispat: Kabul edelim ki D; M üstünde slant bir da¼g¬l¬m olsun. X 2 �(D) olmak

üzere kP1'Xk = cos �D k�Xk kullan¬rsak,
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eg((P1')2X;X) = eg(�P1'X;X)
= eg(P1'X;�X)
= kP1'Xk k�Xk cos �D

= cos �D k�Xk k�Xk cos �D

= cos2 �Deg(�X;�X)
= cos2 �D

264eg(�X;X)| {z }
=eg('X;X)

+ eg(X;X)
375

= cos2 �D [eg('X +X;X)]

Bu eşitlik 8X 2 �(D) için sa¼gland¬¼g¬ndan (P1')2X = cos2 �D('X+X) d¬r. D slant

bir da¼g¬l¬m oldu¼gundan cos �D sabit olup � da da sabittir.

Kaŗs¬t olarak, 8X 2 �(D) için (P1')2X = �('X +X) olacak şekilde � 2 [0; 1] bir

sabiti olsun. O halde

cos �D =
eg(�X;P1'X)
k�Xk kP1'Xk

=
eg(X;�P1'X)
k�Xk kP1'Xk

=
eg(X; (P1')2X)
k�Xk kP1'Xk

= �
eg(X;'X +X))

k�Xk kP1'Xk
= �

eg(X;�X +X))

k�Xk kP1'Xk
= �

eg(�X;�X)
k�Xk kP1'Xk

= �
k�Xk
kP1'Xk

d¬r. Ayr¬ca kP1'Xk = cos �D k�Xk oldu¼gundan cos2 �D = � elde ederiz. � sabit

oldu¼gundan �D sabit olup, D slant bir da¼g¬l¬md¬r.

Tan¬m 6.2.2: M üstünde D1 ve D2 iki dik da¼g¬l¬m¬aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glarsa M

ye fM n¬n bi-slant alt manifoldu denir (L¬ve L¬u 2005).

i) TM = D1 �D2

ii) i = 1; 2 için Di; �i slant aç¬l¬bir slant da¼g¬l¬md¬r.
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Teorem 6.2.2: M; �1 = �2 = � slant aç¬l¬bir bi-slant alt manifold olsun. X 2 D1;

Y 2 D2 için eg(�X; Y ) = 0 ise M; � aç¬l¬slant bir Alt manifolddur (L¬ve L¬u 2005).

·Ispat: X 2 D1; Y 2 D2 için eg(�X; Y ) = 0 oldu¼gundan
eg(�X; Y ) = eg('X; Y ) = 0

d¬r. Böylece 'X 2 D1 dir. Benzer şekilde 'Y 2 D2 oldu¼gunu görürüz. Herhangi

bir Z 2 �(M) için

Z = Z1 + Z2; Z1 2 D1; Z2 2 D2

yazabiliriz. Öte yandan, cos2 �1 =
k'Z1k2

k�Z1k2
; cos2 �2 =

k'Z2k2

k�Z2k2
dir. �1 = �2 = �

oldu¼gundan

k'Zk2

k�Zk2
=
eg('Z; 'Z)eg(�Z;�Z) = eg('Z1; 'Z1) + eg('Z2; 'Z2)eg(�Z1;�Z1) + eg(�Z2;�Z2) = cos2 �

d¬r. Böylece ispat tamamlan¬r.

Lemma 6.2.1: M üstünde TM = D1 �D2 olacak şekilde D1 ve D2 iki ortogonal

da¼g¬l¬m olsun. O halde D1 invaryantt¬r , D1; �1 = 0 aç¬l¬slant da¼g¬l¬md¬r. Hatta,

bu durumda X 2 D2 için 'X = P2'X dir (L¬ve L¬u 2005).

·Ispat: D1 invaryant ise bu takdirde D1 s¬f¬r aç¬l¬bir slantt¬r. Tersine, �1 = 0 olsun.

O halde cos � = 1 = kP1'Xk
k�Xk olur ve

kP1'Xk = k�Xk =
q
kP1'Xk2 + kP2'Xk2 + kwXk2;

olup, buradan 8X 2 �(D1) için kP2'Xk = kwXk = 0 oldu¼gu anlaş¬l¬r. Sonuç olarak

�X = P1'X 2 D1 olup D1 invaryantt¬r. Öte yandan D1 invaryant ise X 2 D2 ve

Y 2 D1 için
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eg('X; Y ) = eg(X;'Y ) = eg( X|{z}
2D2

; �Y|{z}
2D1

) = 0

) eg('X; Y ) = 0
) eg(P1'X + P2'X; Y ) = 0

) eg(P1'X; Y ) = 0
) P1'X = 0

olur. Böylece ispat tamamlan¬r.

6.3 Alt¬n Manifoldlar¬n Semi-Slant Alt Manifoldlar¬

Tan¬m 6.3.1: M üstündeki iki ortogonal D1 ve D2 da¼g¬l¬mlar¬aşa¼g¬daki koşullar¬

sa¼glarsa M ye fM n¬n semi-slant alt manifoldu denir (L¬ve L¬u 2005).

i) TM = D1 �D2

ii) D1 da¼g¬l¬m¬invaryant bir da¼g¬l¬md¬r yani �(D1) = D1 dir.

iii) D2 da¼g¬l¬m¬� 6= 0 aç¬l¬slant bir da¼g¬l¬md¬r.

Bu durumda � ya M alt manifoldunun slant aç¬s¬denir. i = 1; 2 için Di

da¼g¬l¬mlar¬n¬n boyutlar¬n¬di ile gösterirsek;

i) d2 = 0 ise M invaryant alt manifolddur,

ii) d1 = 0 ve � = �
2
ise M anti-invaryant Alt manifolddur,

iii) d1 = 0 ve � 6= �
2
ise M; � slant aç¬l¬aşikar olmayan bir slant alt manifolddur,

iv) d1d2 6= 0 ve � 6= �
2
ise M aşikar olmayan semi-slant alt manifolddur.
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M , fM n¬n semi-slant alt manifoldu olsun. i = 1; 2 için Di da¼g¬l¬mlar¬üstüne dik

izdüşüm fonksiyonlar¬Pi ile gösterelim. Herhangi bir X 2 �(M) için

�X = �P1X + �P2X = 'P1X + wP1X + 'P2X + wP2X

= 'P1X + 'P2X + wP2X; wP1X = 0

olur. Ayr¬ca, 8X 2 �(M) için

�P1X = 'P1X; wP1X = 0; (6:23)

'P2X 2 D2 (6:24)

olup,

'X = �P1X + 'P2X = 'P1X + 'P2X

dir.

Ayr¬ca, 8X;Y 2 �(M) için (6:23) ve (6:24) den

eg('X;'P2Y ) = eg(X;'2P2Y )
= cos2 �eg(X;'P2Y + P2Y )

= cos2 � [eg(X;'P2Y ) + eg(X;P2Y )]
ve

eg(wX;wP2Y ) = eg(�X � 'X;�P2Y � 'P2Y )

= eg(�X;�P2Y )� eg(�X;'P2Y )� eg('X;�P2Y ) + eg('X;'P2Y )
= eg(�X;P2Y ) + eg(X;P2Y )� eg('X;'P2Y )� eg('X;'P2Y )

+eg('X;'P2Y )
= eg('X;P2Y ) + eg(X;P2Y )� cos2 � [eg(X;'P2Y ) + eg(X;P2Y )]
= (1� cos2 �) [eg(X;'P2Y ) + eg(X;P2Y )]
= sin2 � [eg(X;'P2Y ) + eg(X;P2Y )]
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olur.

Aşa¼g¬daki teoremle semi-slant alt manifoldlar¬karakterize etmeye çal¬̧sal¬m.

Teorem 6.3.1: M; ( fM; eg;�) alt¬n Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun.
O halde M semi-slant Alt manifolddur , D = fX 2 �(M) j '2X = �('X +X)g

da¼g¬l¬m¬olacak şekilde � 2 [0; 1) bir sabiti vard¬r. Burada � = cos2 � olup �; M nin

slant aç¬s¬n¬göstermektedir.

·Ispat: M semi-slant alt manifold ve TM = D1 � D2, burada D1 invaryant ve D2

slant olsun. � = cos2 � dersek � buradaM nin slant aç¬s¬n¬göstermektedir. Herhangi

bir X 2 D için e¼ger X 2 D1 ise bu takdirde

X = �2(X)� �(X) = '2(X)� '(X) = �('X +X)� '(X) = (�� 1)'(X) + �X

olur bu ise � = 1 demektir. � 6= 0 oldu¼gundan � = cos2 � 6= 1 d¬r. Böylece, X =2 D1,

X 2 D2 ve D � D2 dir. Öte yandan D2 slant bir da¼g¬l¬m oldu¼gundan X 2 D2 için

Lemma 6:2:1: ve Teorem 6:2:1 den

'2X = (P2')
2X = �('X +X)

olup, bu ise D2 � D oldu¼gunu gösterir. O halde D2 = D dir.

Kaŗs¬t olarak TM = D �D? oldu¼gunu düşünelim. 'D � D oldu¼gu aşikard¬r.0BBBBBBBBBBBB@

'(D) = f'(x) j x 2 Dg

'D � D ) 8'(x) 2 '(D) için '(x) 2 D (?)

'(x) 2 D , '2('(x)) = �'2(x) + �'(x) (?)

'2('(x)) = '('2(x)); (x 2 D)

= '(�'(x) + �x); (' lineer)

= �'2(x) + �'(x) ) '(x) 2 D

1CCCCCCCCCCCCA
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O halde herhangi bir X 2 D? ve Y 2 D için

eg(�X; Y ) = eg(X;�Y ) = eg(X;'Y ) = 0
) eg(�X; Y ) = 0
) �X 2 D?

olur. Böylece D? da¼g¬l¬m¬invaryant bir da¼g¬l¬md¬r. Lemma 6.2.1 ve Teorem 6.2.1

den D; � aç¬l¬slant bir da¼g¬l¬md¬r. O halde M semi-slant Alt manifolddur.

Teorem 6.3.2: M; ( fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldunun bir semi-

slant alt manifoldu olsun. O halde D1 da¼g¬l¬m¬ integrallenebilir , 8X; Y 2 D1

için

h(X;'Y ) = h('X; Y ):

·Ispat: ( fM; eg;�) lokal çarp¬m alt¬n Riemann manifoldu oldu¼gundan 8X; Y 2 �(M)
için (erX�)Y = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla erX(�Y ) = �(erXY ) dir. Herhangi bir X; Y 2 D1

için

erX(�Y ) = �(erXY )erX('Y ) + erX(wY )| {z }
=0

= �(rXY ) + �(h(X; Y )); (Y 2 D1 ) wY = 0)

rX'Y + h(X;'Y ) = 'rXY + wrXY + th(X; Y ) + nh(X; Y ) (6:25)

olur. (6:25) in normal k¬sm¬n¬ay¬r¬rsak

wrXY = h(X;'Y )� nh(X; Y )

O halde

w [X; Y ] = h(X;'Y )� h('X; Y ) (6:26)

olur. Böylece [X;Y ] 2 D1 , h(X;'Y )� h('X; Y ) = 0

D1 ve D2; M alt manifoldu üstünde iki da¼g¬l¬m olsun. 8Xi 2 Di için (i = 1; 2)
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h(X1; X2) = 0 ise M alt manifolduna kar¬̧s¬k-geodezik alt manifold denir.

Teorem 6.3.3: M; ( fM; eg;�) alt¬n Riemann manifoldunun bir semi-slant alt man-
ifoldu olsun. O halde M kar¬̧s¬k geodeziktir , Herhangi bir Xi 2 Di (i = 1; 2) ve

8N 2 �(M)? için ANXi 2 Di dir.

·Ispat: Kabul edelim ki M kar¬̧s¬k geodezik olsun. Herhangi bir Xi 2 Di (i = 1; 2)

ve 8N 2 �(M)? için

g(ANX1; X2) = eg(h(X1; X2); N) = 0

buradan da ANXi 2 Di oldu¼gunu anlar¬z.

Kaŗs¬t olarak herhangi birXi 2 Di (i = 1; 2) için ANXi 2 Di oldu¼gunu kabul edelim.

fN1; N2; :::; Nm�kg, �(M)? in lokal ortogonal bir baz¬olsun. Burada dim(fM) = m

ve dim(M) = k d¬r. Böylece

0 = g(ANiX1; X2) = eg(h(X1; X2); Ni); i = 1; 2; :::m� k

olur. Yani, X1 2 D1 ve X2 2 D2 için h(X1; X2) = 0 d¬r. Bu ise ispat¬tamamlar.

Teorem 6.3.4: M; ( fM; eg;�) alt¬n Riemann manifoldunun bir semi-slant alt man-
ifoldu olsun. O halde w paraleldir , 8X 2 �(M) ve N 2 �(M)? için

AnNX = 'ANX

dir.

·Ispat: g(ANX;Y ) = eg(h(X; Y ); N) ve (rXw)Y = n(h(X; Y )) � h(X;'Y ) yi kul-

lan¬rsak
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eg((rXw)Y;N) = eg(nh(X; Y )� h(X;'Y ); N)

= eg(h(X;Y ); nN)� eg(h(X;'Y ); N)
= eg(AnNX;Y )� eg(ANX;'Y )
= eg(AnNX;Y )� eg('ANX;Y )

elde ederiz. O halde (rXw)Y = 0 , AnNX = 'ANX dir.
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7. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tezde alt¬n manifoldlar¬n alt manifoldlar¬teorisi üzerinde bir çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r.

Alt¬n manifoldlar ve alt manifoldlar¬diferensiyel geometride çok yeni bir konu olup;

üzerinde çok say¬da yap¬lm¬̧s bir çal¬̧sma yoktur. Bu tezin hem diferensiyel geometride

hem de başka alanlarda yeni bir uygulama alan¬olmas¬ndan bir başlang¬ç olabile-

ce¼gini düşünüyoruz.
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