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1. GIRIS

Bir diferensiyel esitlik ve belli anlardaki baglangic ya da siir kosullariyla ele ali-
nan problemlere baglangic-deger ya da sinir-deger problemi denir. Bu tiirlii prob-
lemlerin ¢oziilmesindeki amaclardan bazilari, ¢oziimlerin asimptotik davraniglarim
belirlemek, kararlilik durumlarini incelemek, 6zdegerlerin reel eksene veya kompleks
diizleme dagilimlarimi belirlemek ve bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektor ve eslesen
vektorler sisteminin tam bir sistem olusturdugunu, bir bagka deyisle, taniml olduk-
lar1 uzay1 gerdigini belirlemektir. Bu tiirlii problemlerin ¢oziimii i¢in kullanilan en
etkili yontemlerden biri operatorler teorisi yontemidir. Bu ise problemle uyumlu bir
operatoriin belirlenmesi ve operatoriin gesitli 6zelliklerinin incelenmesi iizerinedir.

Ardindan operator ile ilgili elde edilen bu 6zellikler probleme taginir.

Ele alinan sinir-deger problemindeki diferensiyel ifadenin katsayilar: ve sinir kogullarin-
daki parametrelerin reel degerli olmas1 durumunda, ilgili operator, eslenigine esit
olmaktadir. Bu tiirlii operatérlere kendine eglenik operator denilmektedir. Iyi bilin-
mektedir ki kendine eslenik operatorlerin tiim 6zdegerleri ve bu 6zdegerlere karsilik
gelen 6zvektorleri reeldir. Fakat kendine eglenik olmayan operatorlerin 6zdegerleri
reel olmayabilir. Ozel olarak kendine eslenik olmayan operatérlerin ézel bir siifin
olugturan dissipatif operatorlerin 6zdegerleri kompleks diizlemin kapali iist yarisinda
bulunmaktadir. Fakat bu bilgi, dissipatif (akiimiilatif) operatorlerin spektral ana-
lizinde oldukea yetersizdir. Ornegin 6zdegerlerin iist yar1 diizleme dagilim durumlari,
ozdegerlerin kat1, dzdegerlere karsilik gelen kok vektorlerin (6zvektorler ve eglesen

vektorlerin) tam bir sistem olugturup olugturmadigi sorulari cevap beklemektedir.

Literatiirde dissipatif operatorlerin spektral analizini yapmak icin gesitli yontemler
mevcuttur. Bu yontemlerden biri Riesz’in ¢evre integrali yontemidir (Riesz ve Nagy
1955). Bu yontem spektrumu ayiran gevreler iizerinde resolventin hesaplanmasiyla
ilgilidir. Regiiler diferensiyel operatorler icin bu yontem kullanigh olmasina karsin,
singiiler diferensiyel operatorlerde yontem islevligini kaybetmektedir. Bu durumun

esas nedeni ise singiiler diferensiyel operatorler ile ele alinan denklemlerin ¢oziim-



lerinin asimptotik davraniglar1 hakkinda yeterli bilgiye sahip olunmamasidir.

1967’de Sz.-Nagy ve Foias, bir Hilbert uzayinda daralan bir lineer operatoriin spekt-
ral analizi hakkinda bilgi veren bir yéntem sunmuslardir (Sz.-Nagy ve Foiag 1970).
Bu yontem, daralan operatoriin karakteristik fonksiyonu ile ilgilidir. Eger karakte-
ristik fonksiyon bir Blaschke ¢arpimiysa, operatoriin tiim kok vektorler sistemi uzayi
gerer. Bu basit anlatimin temelinde fonksiyonel model yontemi yatmaktadir ve belir-
tilmelidir ki fonksiyonel model yéntemi giiniimiizde halen etkili bir sekilde kullanil-
maktadir. Diger yandan yine 1967’de Sz.-Nagy ve Foiag’tan bagimsiz olarak Lax
ve Phillips, fizik¢ilerin sagilma fonksiyonunu bagka bir agidan ele almak ic¢in soyut
sagilma fonksiyonunu olugturmuglardir (Lax ve Phillips 1967). Soyut sagilma fonksi-
yonu ya da Lax-Phillips sagilma fonksiyonunun temelinde, Hilbert uzayinin ortogonal
altuzaylari cinsinden yeniden ele alinmasi yatar. Bu ortogonal alt uzaylar (gelen (in-
coming) ve giden (outgoing) altuzaylar) ve iiniter grup, belli baz1 6zellikleri gercekler.
Dolayisiyla bu alt uzaylar {izerinde bir (soyut) sacilma fonksiyonu kurulabilir. Bu
sacilma fonksiyonunun sifirlari, ortogonal alt uzaylarin ortogonal tiimleyeni tizerinde
tanimlh daralan yarigrubun jeneratoriiniin 6zdegerleriyle ¢akisir. Adamyan ve Arov
ise Lax-Phillips sagilma fonksiyonu ve Sz.-Nagy-Foias karakteristik fonksiyonunun,
temelde aym fonksiyonlar oldugunu gostermistir (Adamyan ve Arov 1966). Iste bu

baglant1 bir dissipatif operatoriin spektral analizinde énemli bir yontem olusturur.

Bir kompakt operator ve onun eslenigi yardimiyla pozitif bir operatér kurulabilir.
Bu porzitif operatoriin 6zdegerlerinin karekokiine, ele alinan kompakt operatoriin
s—sayilar1 denir. Bu s—sayilarinin toplami sonlu ise, ele alinan kompakt operatore
niikleer operator denir (Pietsch 1987, Gohberg vd. 1990, Gohberg vd. 2000, Si-
mon 2005). Niikleer operatorler siifi, dissipatif operatorlerin spektral analizinde
kullanilan diger yontemlerde temel olusturur. Ayrica belirtilmelidir ki belli tip kom-
pakt integral operatorlerin s—sayilarinin belirlenmesi literatiirde yogun bir sekilde

incelenmektedir.

Dissipatif operatorlerin spektral analizinde kullanilan teoremlerden biri Livsic teo-



remidir (Gohberg ve Krein 1969). Bu teorem, bir dissipatif operatoriin kompakt ve
imajiner kisminin izinin sonlu olmasi iizerinedir. Bir bagka deyisle kompakt dissipatif
operatoriin imajiner kisminin niikleer olmasi tizerinedir. Bu durumda dissipatif ope-
ratoriin kok vektorler sisteminin tam olmasi icin gerek ve yeter kosul dissipatif ope-
ratoriin 6zdegerlerinin imajiner kisminin toplamiyla, operatoriin imajiner kisminin
izinin ¢akigmasidir. Dissipatif operatorlerin spektral analiziyle ilgili bir bagka yon-
tem Lidskii teoremiyle ilgilidir (Gohberg ve Krein 1969). Bu yontem ise bir dissipatif
operatoriin iz sinifindan (niikleer) olmasiyla ilgilidir. Diger bir yontem ise Krein teo-
remi kullanilarak olugturulur (Gohberg ve Krein 1969). Krein teoremi, imajiner kismi
niikleer olan bir kompakt dissipatif operatoriin reel kisminin karakteristik sayilarinin
miktar iizerinedir. Bu yontem i¢in tam fonksiyonlar teorisine ihtiya¢ duyulmaktadir.
Literatiirde, bu yontem kullamlarak yapilmig galigmalar mevcuttur (Guseinov 1993,

2002). Ayrica Krein teoremi bu tez hazirlanirken de kullamlan teoremler arasindadir.

Diferensiyel denklemin katsayilarindan en az birinin taniml oldugu araligin en az
bir noktasinda siirsiz olarak artmasi durumunda, diferensiyel denklemin ya da
diferensiyel denklem ve uygun sinir-deger problemi ile iiretilen operatoriin spektral
ozelliklerini belirlemedeki temel araglardan biri Weyl teorisidir. Weyl 1910 yilinda
yayimladigi makalesinde yari-sinirsiz bir aralikta taniml ikinci mertebeden bir dife-
rensiyel denklemin lineer bagimsiz ¢oziimlerinden en azindan birinin mutlaka kare-
sel integrallenebilir olmasi gerektigini gostermistir (Weyl 1910). Bunun yam sira
diger lineer bagimsiz ¢oziim ve bu c¢oziimlerin lineer kombinasyonlarinin da karesel
integrallenebilir olabilecegini gostermistir. Ikinci durum literatiirde limit-cemberi
durumu olarak bilinir. Denklem ya da operator, limit-cemberi durumunda degilse
denkleme ya da operatore limit-noktasi durumundadir denir. Weyl teorisi, operator-

ler teorisinde 6nemli bir yere sahiptir.

Operatorler teorisinin temel problemlerinden biri verilen minimal simetrik bir dife-
rensiyel operatoriin tiim kendine eslenik genislemelerinin belirlenmesidir. Bu prob-
lem, Weyl teorisiyle yakindan ilgilidir. Simetrik operatorlerin genisleme teorisinde,

Neumann’in teorisindeki eksiklik sayilari temel olusturur. Bu teoriye gore Ly, tanim



kiimesi D(Lg) olan minimal simetrik bir operator ve A kompleks bir say1 olmak iizere

m = dim { (Lo — XI) D(Lo)}", n = dim {(Lo — AT) D(Lo)}*

seklinde tanimlanan (m, n) ikilisine Ly operatoriiniin eksiklik sayilari denir (Naimark
1968). Lo 1n kendine eglenik geniglemelerinin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul m = n
olmasidir. Buradaki eksiklik sayilar1 Ly 1n kendine eglenik geniglemesini elde etmek
icin gerekli olan lineer bagimsiz kendine eslenik siir kosullarinin sayilariyla aynidir.
Dolayisiyla Weyl teorisi ile Neumann’in genigleme teorisi birbirini tamamlamaktadir.
Bu konuyla ilgili detayli bilgi Devinatz’in makalesinde bulunabilir (Devinatz 1973).
Literatiirde (1,1) durumu limit-noktas1 durumu ve (2,2) durumu ise limit-cemberi

durumu olarak bilinir.

1981 yilinda yayinlanan bir makalede bir diferensiyel denklemin katsayilarinin, tanimlh
olduklar1 araligin bir i¢ noktasinda singiilerlige sahip olmasi durumu ele alinmigtir
(Boyd 1981). Bu durumda esas aralik, ayrilan iki araligin birlesimi geklinde ele ali-
nabilir. Daha da ileri bir durum olarak ayrik iki aralik {izerinde tamiml bir diferen-
siyel denklem ele alinabilir. Bu diferensiyel denklem, direkt toplam seklinde yazila-
bilen bir diferensiyel operator tarafindan kurulur. Bu durumda ise ortaya g¢ikacak
minimal simetrik operatoriin eksiklik sayilarimin belirlenmesi yeni bir problemdir.
Bu problem 1986 yilinda Everitt ve Zettl tarafindan ¢oziilmiistiir (Everitt ve Zettl
1986). Everitt ve Zettl minimal simetrik direkt toplam operatoriiniin tiim olasi ek-
siklik sayilarini ve bu operatoriin tiim kendine eglenik genislemesinin nasil olacagini

sunmustur.

2004 yilinda Muhtarov ve 6grencileri literatiirde yeni sayilabilecek bir dizi problemi
incelediler (Tung ve Muhtarov 2004, Mukhtarov ve Tung 2004, Muhtarov vd. 2004,
Altimigik vd. 2004, Mukhtarov ve Kadakal 2005). Bu problemlerde, regiiler bir ara-
likta tanimli ikinci mertebeden bir diferensiyel denklem ve uygun simir kosullar: yan
sira denklemin tamimli oldugu araligin bir i¢ noktasinda, denklemin ¢oziimlerinin

belli gecis kosullarini saglamalar: istenmektedir. Bu tiirlii problemlerin ¢oziimii



icin geligtirilen yontem, i¢ noktada siireksizlik durumlarinin nasil ele alinabilecegine
bir temel olusturur. Ilerleyen yillarda Muhtarov ve &grencileri bu tiirlii problem-
lerin spektral ozellikleri hakkinda literatiire yeterince bilgi vermiglerdir (Kadakal ve
Muhtarov 2006, 2007, Akdogan vd. 2007). Son yillarda ise siireksizlik kogulu iceren
sinir-deger problemleri matematikgiler tarafindan yogun bir sekilde incelenmektedir
(Ao vd. 2011, 2012). Bu incelemelerin temelinde ise Hilbert uzaymin, bir direkt
toplam Hilbert uzay1 seklinde ele alinmasi ve bu uzay iizerinde problemle uyumlu
bir i¢ carpimin olusturulmas: yatar. Bu fikir, Friedman’in sinir kogullarinda spektral

parametre igeren problemlere yaklagim tarzinin bir benzeri formundadir (Friedman

1956).

2007 yilinda Sun, Wang ve Zettl, bu tiirlii i¢ carpim katsayilar: igeren direkt toplam
uzaylarinda eksiklik say1 teorisini geligtirmiglerdir (Sun vd. 2007). 2009 yilinda ise
Cao, Wang ve Wu bu teoriyi keyfi n—aralik iizerinde taniml diferensiyel operatorlere

genigletmiglerdir (Cao vd. 2009).

Bu tezde ise keyfi n—noktada iletim kogulu iceren singiiler dissipatif Sturm-Liouville
ve Bessel-tipli Sturm-Liouville sinir-deger-iletim probleminin spektral analizi, Krein
teoremi yardimiyla incelenmistir. Problemin spektral analizi incelenirken tam fonksi-
yonlar teorisinden faydalanilmistir. Ayrica ele alinan Hilbert uzayinda problemlerle
uyumlu i¢ carpim ve operatorler kurulmustur. Bu yeni operatorlerin spektral 6zel-
likleri hakkinda temel bilgilere ulagilmig ve ardindan ters operatore gecilmistir. Ters
operatoriiniin Green fonksiyonu yardimiyla ters operator, iki operatoriin toplami sek-
linde yazilabilmig ve bu toplam operatorlerin 6zellikleri ve Krein teoremi yardimiyla
ele alinan problemlerin spektral analizi 6grenilmistir. Elde edilen sonuglar n—noktada

iletim koguluna sahip problemler i¢in iyi bir kaynak olusturacak niteliktedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde bilinen bazi tanim ve teoremler ifade edilecektir.
Oncelikle tam fonksiyonlar ve baz1 6zellikleri tanitilacaktir.

Tanmim 2.1. Diizlemin tamaminda analitik olan kompleks degerli fonksiyona tam

fonksiyon denir (Levin 1972).

Tanim 2.2. Bir tam fonksiyon olan f(z) nin biiyiikliigiinii karakterize etmek igin

My (r) = max|f(z)]

|z|=r

fonksiyonu belirlensin. Yeterince biiyiik tiim r degerleri icin

Mg(r) < e”

esitsizligini saglayacak sekilde pozitif bir k& sayist bulunabiliyorsa, f(z) tam fonksi-

yonuna sonlu mertebeli fonksiyon denir (Levin 1972).
Mertebesi belli olan bir fonksiyonun biiyiikliigii daha agik bir sekilde ifade edilebilir.

Tamim 2.3. Mertebesi p olan bir f(z) tam fonksiyonunun cinsi,

M (r) < e
egitsizligini gercekleyen A pozitif sayilarinin en kiigiigii olarak tanimlanir.

f(2) nin cinsine ¢ denirse

—1
o — T 2 Ms(r)
r—00 rP

esitligi ile verilir. ¢ = 0 ise f(z) ye minimal cinsten, 0 < o < oo ise normal cinsten

ve 0 = oo ise maksimal cinsten denir (Levin 1972).



Teorem 2.4. (a) Farkli mertebelere sahip iki tam fonksiyonun garpiminin mertebesi,
carpanlarin mertebesinin biiyiik olanina ve cinsi de, mertebesi biiyiik olanin cinsine

esittir.

(b) Biri normal ¢ cinsine ve digeri minimal cinse sahip ve ayn1 mertebeden iki tam

fonksiyonun ¢arpimi, ayni mertebeye ve o cinsine sahip bir tam fonksiyondur.

(¢) Biri maksimal cinsten ve digeri normal cinsten olan ayni p mertebesine sahip iki

tam fonksiyonun carpimi, mertebesi p olan ve maksimal cinsten bir tam fonksiyondur

(Levin 1972).
Tam fonksiyonlar teorisiyle ilgili kullanigh bir teorem siradaki gibidir.

Teorem 2.5. Bir f(z) fonksiyonunun [0, p] ve [—p,0] araliklarindaki sifirlarinin
miktar1 sirasiyla ny(p, f) ve n_(p, f) ile gosterilsin. Eger f(z) tam fonksiyonunun

mertebesi en ¢ok 1 ise (< 1) ve cinsi minimalse bu durumda

PR Y DR ()Y ))

p—=o0 P p—00 P

=0
esitligi gergeklenir (Krein 1952).
Simdi operatorler teorisi iizerinde durulacaktir.

Tanim 2.6. Bir F' cismi iizerinde toplama ve skalerle carpma iglemleri taniml olan

X uzayma lineer uzay denir (Lax 2002).

Tanim 2.7. Aym skaler cisim iizerinde taniml lineer bir X uzayimdan lineer bir U

uzayina olan bir

M: X —->U

doniistimii



M(z +y) = M(x) + M(y),
M (kx) = kM (z),

ozelliklerini gergeklemesi durumunda, M doniigiimiine lineer doéniigiim denir (Lax

2002).

Tanim 2.8. X uzay1 R ya da C iizerinde lineer uzay olsun. X iizerinde bir norm ile

asagidaki ozellikleri gercekleyen reel degerli bir fonksiyon belirtilir:

i) [l >0, = # 0; [[0]] = 0,

i) llz + yll < llzll+ Nyl

i11) ||ax| = |a| ||z]|, « skaler (Lax 2002).

Tanim 2.9. Tam olan normlu lineer uzaya Banach uzay1 denir (Lax 2002).

Tamm 2.10. Bir X Banach uzayindan bir U Banach uzayma tanimli lineer bir M :

X — U doniisiimiine, her x € X icin

[Mz|| < cllz]], ¢ sabit,
esitsizligini gergeklemesi durumunda sinirh lineer bir déniigiim denir (Lax 2002).

Tanim 2.11. R cismi iizerinde lineer bir X uzayinda tamiml bir i¢ ¢arpim ile X te
bulunan z ve y noktalarimin (x,y) ile gosterilen ve agagidaki ozellikleri gergekleyen

reel degerli bir fonksiyon ifade edilir:

i) her sabitlenmis y i¢in (x,y), = in bir lineer fonksiyonudur ve her sabitlenmis x i¢in

(x,y), y nin bir lineer fonksiyonudur,
i) (y,x) = (,y),
i1i) (x,z) > 0, x # 0.

Skaler cisim C alindiginda (x, y) kompleks degerlidir ve i) ve i) su sekilde ifade edilir:



i") (ax,y) = a(z,y), (z,ay) = a(z,y),

i') (y,2) = (z,y).

Verilen bir i¢ ¢arpimdan bir norm

lz]| = (2, 2)"2

esitligi ile elde edilir (Lax 2002).

Tanim 2.12. Uzerinde i¢ carpim taniml bir lineer uzay, iirettigi norma gore tam

ise lineer uzaya Hilbert uzay: denir (Lax 2002).

X lineer uzayinda iki nokta arasindaki uzaklik norm yardimiyla

d(z,y) = ||z =y

seklinde tanimlanabilir. Burada tanimlanan fonksiyona X {iizerinde bir metrik denir

(Lax 2002).

Tanim 2.13. Bir tam, normlu R uzayinda bir M kiimesine, M nin her sonsuz {z,}

dizisinin R deki norma gore yakinsamasi durumunda kompakt denir (Naimark 1968).

Tanim 2.14. Bir tam metrik uzaymin S altctimlesinin kapanisi kompakt ise S ye

onkompakt (precompact) denir (Lax 2002).

Tanmim 2.15. X ve U Banach uzaylari olsun. Eger X te B birim kiiresinin C': X —
U lineer doniisiimii altindaki goriintiisii U da énkompakt ise C' lineer doniigiimiine

kompakt denir (Lax 2002).

Tanim 2.16. M operatorii X Banach uzayindan X e sinirli lineer bir operator olsun.

M —M

operatoriinii tersinir yapan tiim A kompleks sayilarinin kiimesine M nin resolvent



kiimesi denir ve p(M) ile gosterilir. M nin spektrumu ile A7 — M yi tersinir yapmayan

A larm olugturdugu kiime ifade edilir (Lax 2002).

Teorem 2.17. X bir Banach uzaymi ve C'; X uzayindan X uzayima kompakt lineer

bir doniisiimii gostersin.

i) C nin spektrumu sayilabilir bir {\,} kompleks dizisinden olusur. Bu dizi sadece

sifira yakinsar.

it) Sifirdan farkl her bir A;, C' nin sonlu kath bir nokta 6zdegeridir. Yani her bir
A = ); icin €' — A nin ¢ekirdek uzay1 sonlu boyutludur ve &yle bir 7 tamsayis1 vardir

ki (C'— \)! nin ¢ekirdek uzay1 ile her k > 4 icin (C' — \)* nin ¢ekirdek uzay1 aymidir.

iii) (¢ —C) ! resolvent operatorii sifirdan farkl her bir \; de bir kutba sahiptir (Lax
2002).

Tanim 2.18. Tanim kiimesi D(A) olan bir A operatorii igin f,g € D(A) olmak

lizere

(Af,g9) = (f, Ag)

esitligi saglanirsa A operatoriine Hermityen denir (Naimark 1968).

Tamim 2.19. H kompleks bir Hilbert uzayi, D, H n yogun bir alt uzay1 ve A, D

de tanmimli lineer bir operator olsun. A nin eglenigi A*, her v € D igin

(Au,v) = (u, A*v)

egitligini saglayan H da A*v ile gosterilen bir vektoriin oldugu tiim v € H vektor-
lerinden olugsan D* tanim kiimesine sahip bir operatordiir. D* = D ve A* = A olmasi

halinde A ya kendine eglenik denir (Lax 2002).

Tanim 2.20. A : D(A) — H lineer bir operatoér ve D(A) = H olmak iizere her
f,9 € D(A) icin
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(Af,g9) = (f, Ag)

gergekleniyorsa, yani A C A* ise A ya simetrik operatér denir. Adjoint operator
kapali oldugundan A C A* bagintisi simetrik operatoriin kapanabilir oldugunu ifade

eder (Naimark 1968).

Tamim 2.21. H Hilbert uzayinda A simetrik bir operator ve A reel olmayan keyfi
bir say1 olsun. Ry ve Ry ile sirasiyla (A — M) ve (A — \I) operatorlerinin goriintii

kiimeleri gosterilsin.

ve

Ny := (H — Ry)
altuzaylarma A operatoriiniin eksiklik uzaylar1 denir (Naimark 1968).

Teorem 2.22. H Hilbert uzayinda A, kapali, simetrik bir operator ve B, uzayin
tamaminda sinirli ve Hermityen operatér olsun. Bu durumda A ve A + B operator-

lerinin eksiklik sayilar1 aynidir (Naimark 1968).

Tanmim 2.23. A kompakt bir operator olsun. Bu durumda (A*A)'/? operatorii kom-

pakttir. (A*A)Y/2 operatoriiniin dzdegerlerine A nmin s—sayilar1 denir. Eger

Zsj(A) < 00

ise A ya niikleer,

ise A ya Hilbert-Schmidt operatérii denir (Gohberg ve Krein 1969).
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Tanmim 2.24. Tanim kiimesi D(A) olan H Hilbert uzay1 iizerinde rol oynayan lineer

bir A operatorii igin

S(Af. f) 20, f e D(A)

esitsizligi gercekleniyorsa, A ya dissipatif operator denir. H Hilbert uzayimin tamaminda

tamimli ve sinirli bir A operatorii i¢in dissipatiflik

A—A*
21

JA =

>0
esitsizliginin gerceklenmesine denktir (Gohberg ve Krein 1969).

Teorem 2.25. A tersinir bir operatér olsun. Bu durmda —A nin dissipatif olmasi

i¢in gerek ve yeter kogul A™! in dissipatif olmasidir (Wang ve Wu 2012).

Tamim 2.26. (A — A\)¢ = 0 denklemini gergekleyen en azindan bir tane sifirdan
farkhh ¢ € D(A) vektorii varsa, A sayisina A min dzdegeri ve ¢ vektoriine de A nin

ozvektorii denir (Gohberg ve Krein 1969).

Tanim 2.27. )y, A nin 6zdegeri olmak tizere

(A= XDdy =0, (A—AD)dp = byq, k=1,2,....m,

esitlikleri gercekleniyorsa ¢, @, ..., ¢,, vektorlerine A nin eslesen vektorleri denir

(Guseinov 1993).

Tanim 2.28. A, H Hilbert uzayinda smirh lineer bir operatér olmak iizere (A —
Xol)™® = 0 egitligi pozitif bir n tamsayis: igin gergekleniyorsa, ¢ € D(A) vektoriine
A operatoriiniin \g 6zdegerine karsilik gelen kok vektorii denir (Gohberg ve Krein

1969).

Tanmim 2.29. A lineer bir operator olmak iizere y = AAy, A € C, esitligini gercekleyen
sifirdan farkh y vektoriine A nin karakteristik vektorii ve A sayisina A nin karakte-

ristik sayist denir (Smithies 1958).
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Teorem 2.30. H Hilbert uzayinda tanimli, imajiner kismi niikleer operator olan bir
kompakt dissipatif A operatoriiniin kok vektorler sisteminin H da tam olmasi igin

agagidaki iki koguldan birinin gergeklenmesi yeterlidir:

i 2R veya lim n(p,R4) _ o

p—00 P p—00 p
Burada n(p, RA) ve n_(p, RA) ile A operatoriiniin reel kisminin sirasiyla [0, p] ve
[—p, 0] araliklarindaki karakteristik sayilarinin miktar1 gosterilmektedir (Gohberg ve
Krein 1969).

Teorem 2.31. g € L'[a,b] ve hemen hemen her yerde g > 0 olsun. f, [a, b] iizerinde

reel degerli ve siirekli olsun. Eger y reel degerli, siirekli ve

t

u(t) < f(t) + / g()y(s)ds, a <t <b,

a

esitsizligini gercekliyorsa, bu durumda

t

y(t) < F(t) + /f<s>g<s>exp /g<u>du ds |, a<t<b

S

gergeklenir. f(t) = ¢ (sabit) olmasi durumunda

t

o) <clew [olo)is | a<e<e,

a

gerceklenir (Zettl 2005).
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3. DIiSSIiPATIF STURM-LIOUVILLE OPERATORUNUN SPEKTRAL
ANALIZi
3.1 Probleme Giris

Bu boliimde tezde incelenecek olan problemlerden ilkinin kurulusu verilecektir.

n+1

Q= U Qm, Q= (-1, cm), aralig tizerinde ¢ diferensiyel ifadesi
m=1
(y) = —— [}y + a@)y
w(z)
seklinde ele alinsin. Burada —oco < ¢p < ¢ < ... < ¢11 < o0 olup asagidaki

ozelliklerin gerceklendigi kabul edilecektir:

i) e, k = 1,2,...,n =: 1,n, noktalan ¢ i¢in regiiler ve ¢, ; noktasi ¢ igin singiiler

noktadir,
i1) p,q ve w fonksiyonlar: reel-degerli ve Lebesgue 6lgiilebilir fonksiyonlardir,
i11) p~1, ¢ ve w fonksiyonlar1 her bir 2, iizerinde lokal integrallenebilirdir ve

iv) her Qi (k= 1,n+ 1) aralig tizerinde w(z) > 0 dir.

D={yeL2(Q):y.py € ACi(),l(y) € L2(Q)}

kiimesi dikkate alinsin. Burada AC),.(2) ile Qi (k = 1,n+ 1) araliklan iizerinde
lokal mutlak siirekli fonksiyonlarin kiimesi gosterilmektedir. Keyfi y,x € D icin

Green formiilii

seklinde elde edilir. Burada [y, ]~ = [¥, Xlep—— ¥ Xewm_rs5 [V, X2 = y(@)x () -
yW(2)x(z) ve y!! = py esitlikleriyle kullanilmistir. Green formiiliinde esitligin sol

tarafi anlamli ve sonlu oldugundan sag taraf da sonlu olmalidir. Bu ise singiiler nokta
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olan ¢, noktasinda [y, X]e,.1 = W, X)enya— = limye, ., [y, X], limitinin meveut ve

sonlu oldugunu gosterir.

p, q¢ ve w fonksiyonlarinin ¢, noktasinda Weyl limit-gemberi durumunu gercekledigi
kabul edilecektir (Titchmarsh 1962, Naimark 1968). Weyl teorisi singiiler diferensiyel
operatorlerin spektral analizinde kullanilan temel teorilerden biridir. 1910 yilinda
Weyl, yari-sinirsiz bir aralik tizerinde ele alinan ikinci mertebeden diferensiyel denk-
lemin lineer bagimsiz ¢oziimlerini kullanarak kurdugu m—fonksiyonu yardimiyla ic
ice ge¢mis cemberlerin varligini gostermistir. Bu ¢emberler ya bir ¢embere ya da
bir noktaya yakimsamaktadir. Ilk durum limit-cemberi durumu olarak bilinir ve
denklemin tiim coziimlerinin karesel integrallenebilir oldugunu vurgular. Ikinci du-
rum ise limit-noktasi durumu olarak bilinir. Limit-noktasi durumu, lineer bagimsiz
¢oziimlerden sadece birinin karesel integrallenebilir oldugunu belirtir. Bu teori bagta
Titchmarsh olmak iizere pek ¢ok matematikgi tarafindan genigletilmigtir. Weyl limit-
gemberi durumunu garanti eden pek ¢ok yeter kosul mevcuttur (Titchmarsh 1962,

Naimark 1968, Harris 1984, Everitt vd. 1986).

( e1(z,A), © €Ny ( Pi(w, ), €
ol \) = ?02(93»\)’ T €y b)) = 7/12(:76, A), x €y
L i1, A), T € Qs | Vpiq(z,N), € Qupa
fonksiyonlari
—(p(x)y) +q(x)y = Aw(z)y, = € Q, (3.1)
denkleminin

pr(co, N) =cosa,  @ll(co, N) =sina,

¥y (co, A) = —sinay, [11](00,)\) = cos q,
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ve m = 1,n olmak iizere

Prs1 (Cmt: A) = @ (em— ), ph(emt, A) = -0 (am— ),

Vot (emt, A) = 20 (em—, A, bl (ent, ) = vl (e =, 2),
kosullarimi gergekleyen ¢oziimleri olsun. Burada «, k., ve k], reel sayilardir ve x,, k., >
0 kabul edilecektir. Klasik anlamda verilen baglangi¢ kogullarini (¢o noktasinda veri-
len baglangi¢ kogullar1) gergekleyen ¢oziimlerin varhgy, tekligi ve spektral paramet-
reye gore tam fonksiyon olduklar: bilinmektedir (Coddington ve Levinson 1955, Zettl
2005). Iletim noktalarinda verilen baglangi¢ kosullarim gercekleyen coziimlerin var-
lig1, tekligi ve spektral parametreye gore tam fonksiyon olduklari ise Muhtarov ve
arkadaglarimin sonuglarindan elde edilir (Tung ve Muhtarov 2004). ¢ diferensiyel
ifadesi igin ¢, 11 noktasinda Weyl limit-gemberi durumu gergeklendiginden ¢(x, \) ve

Y(x, \) ¢oziimleri L2 () uzayindandir.

z2(z) = ¢(x,0) (z € Q) ve u(x) = Y(x,0) (z € Q) seklinde segilirse, {z,u}, {(y) =0

(x € Q) denkleminin

z1(co) = cosa,  z7'(cy) =sinaq,

u1(co) = —sinq, u[ll} (co) = cosa,

21 (ent) = 2zm(en=), 2 (ent) = g-zm (en—),
(1] 1,0

U1 (Emt) = tim(en—), ubly (ent) = Fum (en—),

/
K Kh,

kosullarim gergekleyen reel ¢oziimleri haline gelir. z,u € L2(Q) ve z,u € D dir.
Dolayisiyla her y € D icin [y, 2].,., ve [y,u].,,, degerleri mevcut ve sonludur.

y € D igin agagidaki sinir ve iletim kosullar1 dikkate alinsin:

y(co) cos a4 y!(co) sina = 0, (3.2)
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[y7 Z]Cn+1 - h’[y7 u]cn+1 == 07 (33)

y(em=) = Fmy(cm+), (3.4)

W (en—) = Ky (ent)- (3.5)

Burada o, k., ve k], reel sayilardir ve k,,x,, > 0 dir. h, h = hy + ihy seklinde

kompleks sayidir ve hy > 0 kabul edilecektir.

Literatiirde singiiler dissipatif sinir deger problemlerinin spektral analizi incelenmistir
(Guseinov 1993, 2002). Diger yandan regiiler, kendine eglenik (simetrik) sinir-deger-
iletim problemlerinin spektral analizi ise yeterince 6grenilmistir. Bu boliim boyunca
amacimiz, keyfi fakat sonlu iletim noktasina sahip singiiler, dissipatif sinir-deger-

iletim problemi olan (3.1)-(3.5) probleminin spektral analizini 6grenmektir.
3.2 Ozel i¢ Carpim Uzaymin Kurulmasi

(3.1)-(3.5) problemini incelemek igin teorik-operator yontemi kullamilacaktir. Bu
nedenle problemle uyumlu bir operatér kurulmahdir. Bu ise L2 () uzayimda tanim-
lanacak 6zel bir i¢ carpimla miimkiin olur. Bu yontem literatiirde ilk kez Muhtarov
ve arkadaglar tarafindan ortaya konmustur (Tung ve Muhtarov 2004). Bu yontemle
pek ¢ok caligma da yapilmigtir (Mukhtarov ve Kadakal 2005, Kadakal ve Mukhtarov
2006, 2007, Akdogan vd. 2007).

Oncelikle H = @7 Hy,, Hy, = L2, (%), direkt toplam uzay: goz oniinde bulun-
durulsun. Bu uzay ashinda L2 () uzaymin kendisidir; fakat tammlanacak i¢ carpimla

uyumlu olmast i¢in direkt toplam seklinde yazilmigtir. Keyfi
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( (
yi(x), x € x1(z), v €
x), x €8 x), x €€}
y(z) = iyz( ) ’ eH, x(z)= _XQ( ) ’ cH .
L yn—&-l(x)a T e Qn+1 L Xn—i-l(x)? T E Qn—l—l

fonksiyonlar1 icin

W = [wn @ @i(e)ds + rur [ wala)uata)Ga(o)ds

Ql QQ

+ooo + KK KK / Wi 41 (2)Yn41(2)Xpir () d,

Qn+1

i¢ carpim1 tanmimlansin. Burada

U)l(I'), x € Ql

UJQ(J?), x € QQ

L wn+1($)a S Qn+1

seklindedir.
3.3 Dissipatif Operatorler

Boliim 3.2 de tanimlanan i¢ carpim uzayinda bir operator kurulmahidir. Bunun
icin siradaki notasyonlar belirlensin: Ry(y) = y(co) cosa + y!(cy) sine, R(y) =
y(em=) = fmy(cmt), R (y) = yM(en—) = wpy(cnt), m = Tn, Roply) =
[y, 2], — RlY,ule,,, - Simdi H da, D(L) kiimesi su sekilde dikkate alinsin:

R0<y) = 07
Ry, =0,
D@ﬁ:yequﬂeAaameff " wen
m y = )
L Rn-i—l(y) =0, )
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D(L) tizerinde L operatorii y € D(L) i¢in Ly = ¢(y) seklinde tanimlansim. Her bir

Q. (k = 1,n+1) iizerinde Wronskian’in sabitligi ve ¢,, (m = 1,n) noktalarinda

iletim kogullar dikkate alinarak keyfi y, x € D(L) i¢in siradaki esitlikler dogrudan

bir hesaplamayla elde edilir:

Y1, Xale = W1, 21]e (X0, wale — (Y1, ]2 [X1s 21)e, @ €
[y27 XQ]JC = /{1’{/1 ([?/27 ZQ]I[YEUQ]J& - [yQa UQ]JU[Y% 22]33) y T E QQ»
[Ynt15 Xntile = K1RY Kk, ([yn+17 Znt1 |2 [Nt 1 Un1le

- [yn-l—hun—kl]w[Xn—i-lv zn-l-l]a:) S Qn—i—l-

(3.6)

(3.6) esitliginin bir tek araliktaki agilimi bilinmektedir (Pliicker 6zdegligi). Ayrica

(3.6) esitligi siradaki teoremin ispatinda énemlidir.
Teorem 3.3.1. L operatorii H da dissipatiftir.

Ispat. y € D(L) olsun. Dogrudan bir hesaplamayla

c2

) H ) H — ) 80-7- 1/1 ) ClJ: 1 ,1 n,n y dlen+
(Ly,y) g — (y, Ly) [y, Yl s + riR Y, Y2, 4 o KRRk, [, Y]

elde edilir. Ry(y) = 0 kogulundan

[ya y]co-l- =0

bulunur. R,,(y) =0 ve R! (y) = 0 kogullarindan ise

[Ys Yler— = K1k, Ylert s Ylea— = B2ba[Ys Yleats o [Us Ylen— = Enbin[¥, Ylent

elde edilir. Ayrica (3.6) esitligi ve R,,+1(y) = 0 kosulu kullanilarak
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Yy Ylen s = 2ihok1K]...kpk;, Hy, ey !2 (3.10)
esitligine ulagilir. (3.8)-(3.10) esitlikleri (3.7) de kullanilarak
S(Ly,y)y = ho (k1K) knkl)? |y, ule,, ’2 (3.11)
elde edilir ve bu da ispat1 tamamlar.
Teorem 3.3.2. L operatoriiniin reel 6zdegeri yoktur.
Ispat. D(L) den alinacak keyfi y igin siradaki esitlik gerceklenir
S(Ly,y) i =S (Mlyllz) - (3.12)

Simdi kabul edilsin ki A = X, L operatoriiniin reel bir dzdegeridir ve ¥(z, A),
Ao a kargiik gelen ozfonksiyonudur. Bu durumda (3.11) ve (3.12) esitliklerinden
[, u)e,., = 0 bulunur. R,;:(y) = 0 kosulundan [¢), 2] = 0 elde edilir. ¢(z, A\g) 1

Cn+1

dikkate alarak = € 2,1, i¢in

1 = /im’l.../fnm;/[go,mcnﬂ
= (/‘il/f/l---/fn/f;@y {[Soa Z]cn+1 W, u]cn+1 - [907 u]cn+1 [wa Z]Cn+1} =0

esitligine ulagilir. Bu geligki ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.2 den L operatoriiniin tiim o6zdegerlerinin agik {ist
yar1 diizlemde bulundugu sonucuna ulagilir. Dolayisiyla 6zel olarak sifir, L nin bir

ozdegeri olamaz. Bu durum ise L nin tersinin mevcut oldugunu gosterir.
3.4 Tam Fonksiyonlar

Siradaki fonksiyonlar tanimlansin

771(% )‘) - [¢n+1($7 )‘)7 Zn+1(x)]$7 7]2($7 )‘) - [¢n+1($7 )‘)7 un-&-l(‘r)]w'
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Siradaki teorem gosterecektir ki ¢, noktasinda 7, ve n, fonksiyonlar: A nin tam
fonksiyonlaridir. Dolayisiyla biiyiikliikleri hakkinda daha fazla bilgi edinilebilir.
Temel kavramlar kisminda verilen tam fonksiyonlarin biiyiikliikleri teorisi yardimiyla

Krein teoremi (Teorem 2.30) kullanilacaktir.

Teorem 3.4.1. 1,(chi1, A), N9(cni1, A) fonksiyonlart A nmin tam fonksiyonlar: olup

mertebeleri en gok birdir (< 1) ve cinsleri minimaldir.

Ispat. (3.1) denkleminin

(

¢1(xa )‘)7 S Ql

@/J(CL’,/\) _ %2(1’7 )‘)7 HAS Q2

L ¢n+1(ft,)\), T € Qnpy

¢Ozlimii i¢in

U1 (7, A) = K2R by (M52, A) 241 () = 1 (2, A4 (7)) (3.13)

esitligini yazmak miimkiindiir. Fulton un (Fulton 1977) fikri takip edilerek x € €,

icin

3%771(9177 )‘) = )‘wn+1(x7 )‘)Zn+1 (x)wn+1 ($)7

" (3.14)

aﬁz(% )\) = )\1/)71-1—1(‘7:7 A)UTHJ (x)w’ﬂ-‘rl (ZE),
esitliklerine ulagilir. (3.13) esitligi (3.14) te kullamlarak ve

I?
n(z, \) — m(z,A) ’
T2 (fL’, /\)
Alr) = — KRBkl 21 (2) U1 (2) W1 (B) KiK. Bnki 22 4 () Wyt ()
—K1K] o Bk uz 1 (X)W () KRR B Zn 1 () Uny1 () Wy (T)

matris gosterimleri kabul edilerek
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& (. 2) = AM(@)n(z, ) (3.15)

2
Wn+1

denklemine ulagilir. 2,1, uyy1 € L2 | (Q,41) oldugundan A(z) in elemanlart L*(2,,41)

uzayindandir.

Biliniyor ki (Titchmarch 1962, Zettl 2005) sabitlenmis d € € i¢in ¥,(d,\) ve

(4, \) fonksiyonlar1 A nm tam fonksiyonlar: olup mertebeleri 1 dir. (3.4) ve (3.5)
iletim kosullar ise sabitlenmis e € Q, (p = 2,7 + 1) icin ¢, (e, A) ve ¢[)(e, A) fonksiy-
onlarimin mertebesi § olan A nn tam fonksiyonlar1 olduklarim gosterir (Zettl 2005).

Dolayisiyla ¢, < b < ¢,41 olmak tizere 7;(b, A) (j = 1, 2), sabitlenmis b igin mertebesi

% olan A\ nin tam fonksiyonudur.

(3.15) ten z € Q,, 4 i¢in

xT

n(z, ) = (b, A) + A / A(E)n(€, \)de (3.16)

b

esitligine ulagilir. Gronwall esitsizligini kullanarak (3.16) dan

[n(z, M| < [ln(b, A)[| exp !AI/IIA(f)deS , € Qnp (3.17)
b

bulunur. Dolayisiyla (3.16) ve (3.17)

Cn+1 Cn+1

a(eas. ) = nb )| < N @V | [ A | oo ([ 1Al ag
b Cn

(3.18)

ve

Cn+1

(e, M < lln(d, A exp | |A / AN dE |,z € Qs (3.19)
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esitsizliklerini verir. (3.18) gosterir ki b — ¢,41 igin A min her kompakt kiimesinde
n(b, \) — n(cuy1,A) (diizgiin) gergeklenir. Dolayisiyla 7y (cpi1, A) ve ny(Cag1, A), A

nin tam fonksiyonlaridir.

(3.19) da b = ¢, + alimirsa

(e, M < [lnfeat, Al exp | A / IA(E)II d€

elde edilir ve bu gosterir ki 1,(c,11,A) (j = 1,2) fonksiyonunun mertebesi biri gege-
mez. Ayrica (3.19) dan 7;(cpq1,A) mn minimal tipte oldugu goriiliir. Bu sonuglar

ise ispat1 tamamlar.
3.5 Resolvent Operator ve Tamlik Teoremi

Temel kavramlar kisminda bahsedilen kompakt operatorlerin s—sayilarinin belirlen-
mesi, operatorlerin spektral ozelliklerinin belirlenmesinde 6zem arz eder. Ozellikle
belli tip cekirdek fonksiyonuna sahip integral operatorlerin s—sayilarinin belirlenmesi

halen yogun bir gekilde ¢alisilan teoriler arasindadir.

X ve Y, sirasiyla p ve v dlgiilerine gore olgiilebilir uzay olsun. Eger K (y, x) fonksiyonu

Y x X iizerinde karesel integrallenebilirse, yani

[ [ 18 dvty)duta) < oo

Y X

esitsizligi gergekleniyorsa

(TF)(y) = / K (y,2) (2)du(x)

ile verilen operator bir Hilbert-Schmidt operatoriidiir. Simdi sorulacak bir sonraki
soru hangi kosullar altinda 7" operatorii iz-sinifindan ya da niikleer operatorler sinifin-
dandir. X ve Y nin kompakt kiime olmasi ya da K(y,z) fonksiyonunun piiriizsiiz

(smooth) bir fonksiyon olmasi durumunda 7" operatoriiniin niikleer olmasi igin yeter
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kosul pek ¢ok galigmada verilmigtir (Stinespring 1958, Smithies 1958, Kotljar 1976,
Birman ve Solomyak 1977, Cochran 1977, Pietsch 1981, Chen vd. 2008). Ayrica
Smithies’in kitab1 genel olarak integral operatorlerin karakteristik degerleri ve karak-
teristik fonksiyonlarinin ozellikleri ile ilgili temel bir kaynak olusturacak niteliktedir

(Smithies 1958).

Bu galigmada ele alinan integral operatorlerin (resolvent operatorlerin) sadece ima-
jiner kisminin niikleer olup olmadiginin belirlenmesi Krein teoremini uygulamak
icin yeterli oldugundan, durum yukaridaki integral operatorlerin s—sayilarini be-

lirlemedeki genel teoriye gore daha kolaydir.
Simdi L operatoriiniin tersi belirlensin.

l(y) =0 (z € Q) denkleminin

( 4
up(x), €y vi(x), x €
UQ(ZE), T € QQ UQ(ZL’), T € Q2
u(z) =9 . ,v(T) =4 ,
{ Unt1(2), T € Qs \ Upt1(2), T € Qs

vy = 2 — hug, k = 1,n+ 1, ¢oziimleri ele alinsin. Kolaylikla goriilebilecegi gibi u

¢oziimii (3.2), (3.4), (3.5) kosullarini ve v ¢oziimii (3.3)-(3.5) kogullarim gergekler.

y € D(L) ve f € L3(),

(

f1<5(]), S Ql

2\T), T QQ
flay={ Pe

L fn—&-l(x)a S Qn—i-l

icin Ly = f(z) (x € Q) denklemi ele alinsin. Bu denklem

ly) = f(z), =€,
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homogen olmayan diferensiyel denklem ve (3.2)-(3.5) sinir-iletim kogullarina denktir.

Denklemin homogen kisminin ¢oziimii

;

siuy(z) + ho(z), © € Y

SQUQ(QJ) + 121}2(1'), xr e QQ

\ Sn1Ung1(T) + lnp1vpia (), T € Qg

seklinde aranabilir. Parametrelerin degisimi yontemi kullamlir ve Ay = [ug, vg]s.

(x € Q) gosterimi kabul edilirse

S;C(Qj) = Uk(aﬁ)flgﬂ;’)wk(aﬁ)’ T € Qk,

l;c(.flf) _ _wc(9«“)f1cA(Z)wk(l“)7 z € O,

elde edilir. Buradan s; ve lNk keyfi sabitler olmak tizere

c
sp(x) =55 — ALk/kakwkd& r €y,
xT

le(z) = 1, — Aik / uy frwpd§, T € Q,

Ck—1

esitliklerine ulagilir. Dolayisiyla denklemin ¢oziimii

(

51— A% fv1f1w1d§) uy () + 71 - A% f“lflwldf vi(z), T €
T co

Cn+1
Sp1 — Ajﬂ f Un—&-lfn—i-lwn—&-ldf) Un11(7)
xr

(52 — Aiz LC[QUQwiQdf) Ug(l’) + ’[2 — AL2 szQfQU)ng 'UQ(.Z’), T € QQ
+

" T
(ln+1 - ﬁ“ fun+1fn+1wn+1df) Vpt1(2), € Qnpy
Cn

\
halini alir. (3.2) ve (3.3) kosullar1 uygulatilirsa
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11=0, 3,41=0

bulunur. Dolayisiyla ¢oztim

( C1 T
§1 - ALl fvlf1w1d§) ul(x) - U1A_(£1L”) fulflwldﬁ, T € Ql

co

(52 — ALQ TUQfQ’U)Qdf) UQ(x) —+ (72 - ALQ fu2f2w2d£> 'UQ(.CL’), T € QQ

Cn+1

——uzf) [ Vng1 forrwngad§
xT

- T
+ (ln+1 - ﬁ“ fun+1fn+1wn+1df> Vpg1(2), T € Qi
\

Cn

halini alir. Simdi (3.4) ve (3.5) kosullar1 uygulatilirsa

Cn+1 Cn Cc2

3 = —A;l [ Vnt1 fos1wpd€ — Ain [ vnfowpdé — ... — ALQ [ va fowsdg,
Cn, Cn—1 C1

. 1 Cn41 1 Cn 1 c3

2 = TA L f Vnt1 frp1Wn1d€ — A, f Up frWnd§ — ... — As fU3f3w3dfa
Cn Cn—1 Cc2

1 Cn+1
Sn = Ani1 f Un+lfn+lwn+1d€

Cn

ve

E = —A% fU1f1w1dfa
(€]

c1 €2
ls = —a [urfrwndé — 2= [ upfowade,
co €1

— Cc1 Cc2 Cn
ln—i—l = _ALl fu1f1w1d§ — ALQ fu2f2w2d§ — ... ALn f unfnwndf
co C1

Cn—1

seklinde bulunur. Dolayisiyla ¢oziim
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( Cn+1
<——fvzf2w2df — .. A:H f Unt1 frp1Wn1d§ — —fvlfﬂUldf)
A, u1f1w1d§ rel
co
cs L Cn+1
fv3f3w3d£ — T AL [ Vns1 foprwni1dE
y($) = __fv2f2w2d§> +1)2 <—— fulflwldf A, f’(@fg’d)gdS) , T € Qy
c1
( ) Cn+41
_% f Upt1 frp1Wnrd€ + Un+1 ——fu1f1w1d§ - —fU2f2w2d§
T T ALn f unfnwndg fun+1fn+lwn+1d€> , T E Qn—i—l
\ Cn—1 Cn
seklinde bulunur.
Ay =—1,Ay = A = L
R

esitlikleri dikkate alimarak Ly = f(x) denkleminin ¢tziimii
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Cn+1

c1 Cn

c1 T
—|—fU1f1U)1d§) +v1(x)fu1f1w1d£, €T € Ql
T co
Cn+1

c2 Cn
co c1

Cn+1

xX
Cn

2
+r1k) [ugfowed + ... + KiK.kl [ U fawndE

Cc1 Cn—1

X
!/ !/
+R1RY ... KKy, fun+1fn+1wn+1d§) , T € Qpiq

\ Cn

seklinde bulunur.

G(z,§) gekirdegi

u(f)v(:c), Co S f S z S CnJrl;xaé- % Clmk = 1,77,

G(z,¢) = { w(@)o(€), co <z <E<epp;a,E £ ek =Tn

seklinde segilirse, (3.20)

y(z) = / G, &) F(E)w(E)de + / G, €)f(€)w(€)de

Q1 QQ

—i—...+/<1/41.../£n/~i;/G(a:,f)f(f)w(f)df

Qn+1

seklinde yazilabilir. Bu ise

y(@) = (G(2,€), F(€))
i¢ carpiminin kendisidir. Dolayisiyla keyfi f € L2 () igin

28

r o
uy(x) (/{1/41 [ vafowsdE + ... + K1k Bkl [ Vgt fap1Wn1dE

c2 c1 T
—f—lilli,l fUQng)Qd&) —|—U2({E> (f u1f1w1d§+ lillill fu2f2w2d§

c3
us(x) | K1k Kokl [vsfawsdé + .. + kiRl kKl [ Ungd fagp1Wngad

),ZEEQQ

Cc1
KR R U g1 (T) f Vit frp1Wni1d€ + npa () (f ug frwidé
(0]

(3.20)

(3.21)



Kf=(G(z€).f(&)y (3.22)

seklinde tanimlanan operator, L nin tersi olur. Dolayisiyla K ve L nin kok sistem-

lerinin tamhligr cakigir.

v(z) = z(z) — (h1 + thy)u(z) seklinde yazlabileceginden (3.21) ve (3.22) yardimiyla

u(‘r> [Z(f) - h1u<£)] ) Co S X S § S Cn+1;$,§ 7& Ck; k= L_n
u(€) [2(x) — hu(z)],co < €<z <cpppm,EF ek =1,n

Gl(xa 5) =

Ga(z, &) = —hau(z)u(§), Sh >0,

ve

Klf: <G1(x7€)7?(€)>}[> KQf: <G2(x7§)7f(§)>[{’

esitlikleri yazilabilir. Agktir ki K = K; + iK, dir. K ve K; Hilbert-Schmidt
operatorleridir. Ayrica K7 ve Ks kendine egleniktir. K5, bir boyutlu (rank-bir) ope-
ratordiir. Bu durum K5 operatoriiniin niikleer operator oldugunu vurgular (Davies

2007). Ayrica K, ¢ diferensiyel ifadesi ve

y(co) cos a + y(co) sina = 0,

[y) Z]Cn+1 - hl[y7 u}cn+1 = 07

Y(em—) = Emy(Cmt),

y/<cm_) = K;nym (Cm+)>
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sinir-iletim kosullar1 yardimiyla iiretilen L, operatoriiniin tersidir.

Siradaki esitlikler ele alinsin

770‘) =M (CTLJrl? A) — h772(cn+17 )‘)7

N(A) = (1, A) — Rina(Cny1, A).

Bu egitliklerden goriilecegi gibi L ve L in 6zdegerleri, sirasiyla, i ve 7] fonsiyonlarinin
sifirlariyla ¢akigir. Teorem 3.4.1 den L nin tiim 6zdegerlerinin ayrik oldugu ve olasi

limit noktasiin sonsuzluk oldugu goriilebilir. Ayrica keyfi € > 0 ve D sabiti igin

[N < Dexp(e|A]), A €C, (3.23)
esitsizligi elde edilir.

L dissipatif oldugundan — K dissipatiftir (Wang ve Wu 2012). Ayrica —K = —K; —
iy olmak tizere — K in karakteristik sayilarinin [0, p] ve [—p, 0] araliklarindaki mik-

tar1 ny (p, —K,) ile gosterilirse (3.23) iin yardimiyla

p—00 p p—00 P

= O,
sonucuna ulagilir. Dolayisiyla siradaki teorem sunulabilir.

Teorem 3.5.1. —K nin (K nin) tiim kok vektorlerinin sistemi H Hilbert uzayimmda

tamdir.
K ve L nin kok vektorler sisteminin tamligl ¢akistigindan siradaki teorem elde edilir.

Teorem 3.5.2. (3.1)-(3.5) probleminin tiim 6zdegerleri acik iist yar1 diizlemde bu-
lunur ve bu 6zdegerler tamamen ayriktir. Bu 6zdegerlerin olasi limit noktasi sonsuz-
luktadir. (3.1)-(3.5) probleminin tiim 6zvektorler ve eglesen vektorler sistemi L2 ()

da tam bir sistem olusturur.
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Uyar: 3.5.3. Teorem 3.5.2 deki sonuglar n = 1 i¢in Bairamov ve Ugurlu tarafindan

2013’te elde edilmigtir (Bairamov ve Ugurlu 2013).
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4. BESSEL-TIiPLI DiSSiPATIF STURM-LIOUVILLE OPERATORUNUN
SPEKTRAL ANALIZi

4.1 Giris

Bu boliimde tezde incelenecek diger problemin kurulusu verilecektir.

Oncelikle (0, 1] aralig1 izerinde 0 = ¢y < ¢1 < ... < ¢, = 1 secilerek Ay = (cp_1, ),
k =1,n+ 1, araliklar1 ele alinsin. Diferensiyel ifade bu araliklarin birlegimi iizerinde

ve v € [0,00) olmak iizere agagidaki sekilde ele alinsin:

1 _y,, N V2 —

1
S u+a@y|.
7 diferensiyel ifadesindeki katsayilar ile ilgili bilgi asagida verilmistir:

i) co = 0, 7 igin singiiler nokta olup geri kalan ¢, (kK = 1,n + 1) noktalan 7 igin

regiiler noktadir,

it) w ve q fonksiyonlar1 her bir A, (k = 1,n+ 1) aralig tizerinde reel degerli ve

stirekli fonksiyonlardir,
i11) her Ay (k= 1,n+ 1) aralig iizerinde w(z) > 0 dir ve

w) 0<v<1,v#1idir

Bu ozellikler gosteriyor ki 7 diferensiyel ifadesi ¢y singiiler noktasinda limit-cemberi

durumundadir (Naimark 1968).

Green formiiliinden faydalanmak icin siradaki kiime ele alinsin:

D={yeL2(A):y,y € ACic(Ar),7(y) € L2(A)} .

Burada AC),.(Ax) ile Ay (K = 1,n+ 1) araliklar iizerinde lokal mutlak siirekli

fonksiyonlarin kiimesi gosterilmektedir. Keyfi y, x € D icin [y, x]. = y(x)x'(z) —
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y'(z)x(x) gosterimi kabul edilerek

n+1

/ w(a@)r(y)x(x)dz — / w()y(@)r00ds = 3y %

A A k=1

esitligine ulagihr. Bu egitlik gosterir ki y,x € D igin ¢o noktasinda [y, x|, =

limg ¢+ [y, x|z limiti meveut ve sonludur.

§01<ﬂ?,/\), ZL’GAl 1/11<$,/\), SL’GAl
T, A), x €A r,\), T €A
p(z,A) = SOZ( ) ’ ve Pz, \) = ¢2< ) 2
L Spn—}-l(x? )‘)7 T e An+1 L ¢n+1($,)\), x € An+1
ile
" v — %
Yyt q(x)y = Mw(z)y, = €A, (4.1)
denkleminin
Spn+1(cn+1> )‘) = COSﬁ? QO;H—l(CTH—lv )‘) = sinﬁ,
1/1n+1(0n+1, )‘) - = Sinﬁa w;erl(CnJrla )‘) = COSﬂ,
ve

Prn(Cm— A) = Vi1 (Cmt, )y @ (Em—3 A) = Vi a (Cmt, A),

U (Cm—, A) = VW1 (emt, A), Ura(em—, A) = Vi tpa (emt, A),
kosullarim gergekleyen ¢oziimleri gosterilsin (Akdogan vd. 2007, Bairamov ve Ugurlu
2012, 2013). Burada f3,,,, V., (m = 1,n) reel sayilardir, 7,7/, > 0 dir ve X kompleks

parametredir.

2(z) = ¢(x,0) (x € A) ve u(x) = ¢(x,0) (z € A) denilsin. Dolayisiyla
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( (

z(x),x € Ay u(z),r € Ay
ZQ(I),JJEAQ UQ(LU),JTEAQ
2(z) =< ve u(zr) =
\ Znt1(x), € A \ Uns1(x), 2 € Ny

formundadir. Keyfi y € D icin [y, 2], ve [y, u]., degerleri mevcut ve sonludur.

y € D fonksiyonlarinin agagidaki kogullar1 gercekledigi diistiniilsiin:

[y, 2leo + Oy, ule, = 0, (4.2)
Y(ens1) cos B+ y'(cnp1) sin B = 0, (4.3)
y(em=) = Vmny(Cm+), (4.4)
Y (em=) = 1y (cmt). (4.5)

Burada f3,7,,,7., (m = 1,n) reel sayilardir, v,,7,, > 0 ve 9 = 9, +i03, 95 > 0 olacak
sekilde bir kompleks sayidir.

Bu béliim boyunca (4.1)-(4.5) simir-deger-iletim probleminin spektral analizi ince-

lenecektir.
4.2 Dissipatif Operatoriin Kurulmasi

Hy = L2, (Ay) gosterimi yardimyla H = @Z:i Hj. Hilbert uzay1
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yl(x),:v € A1 Xl(x)w%' € A1
x),r €A x),r €A
TR B E R AN B i S
L Yn+1(2), 2 € Api L Xn41(2), T € Ay
ve
§
wy(x),r € Ay
wo(z),x € Ay
w(r) =

Wny1(T), T € Ay

olmak iizere

Y, X)u = / wi(@)y (@)X ()de + 7173 / wa()ya (2) X (x)d

A1 A2

TR / Wit (2) o ()X ()

Apt1

i¢ carpimu ile ele alinsin.

Su notasyonlar dikkate almsin: Ro(y) = [y, 2]e, + Oy, Uley, Rn(y) = y(cm—) —

Ym¥(Cm+)s R(y) = ¥ (em—) — V¥ (em+), Rui1(y) = y(cni1) cos B+ y'(cpi1) sin 3.

RO(Z/) = 07
/ Rm<y) = 07
D(T)=<ye€ H:yy € ACjo.(Ax), , ,T(y) € H
Rm<y) =0,
Rn—i—l(y) = 07

\

kiimesi ele almsin. Ty = 7(y), y € D(T), tammlanarak, (4.1)-(4.5) problemi H da

Ty= Xy, y € D(T), = € A,
esitligi ile ele alinabilir.
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Siradaki esitlikler dogrudan bir hesaplamayla elde edilir.

[y17X1]m = m {[ylyzl]x[YpUl]m o [ylvul]m[ylvzl]ﬂv}v S A17

(Y2, Xolz = m {[y2, 22)e[Xas U2l — [Y2, U2]2[Xa) 2]}, = € Ag,

[Ynt1, Xn+1]:c = [Ynt1, zn+1]x[Yn+1a U i1]e — [yn-x-l’un-x-l]an-kh Zng1)es T € Apyr.

Teorem 4.2.1. T operatorii H da dissipatiftir.

Ispat. y € D(T) igin

Cn+1—

Ty, )y — W, Ty) g = [y, yle s + 11w v2T + o F Y Yl Yl

esitligi mevcuttur. R,,(y) =0, R/, (y) =0, R,+1(y) = 0 kosullarindan

Y Ylenis =0, [, Yl = 11 Ylerts o [0 Ulen— = VoV l¥s Ylent

elde edilir. Ayrica (4.6) ve Ry(y) = 0 dan

[ya y]Co = m {[yl; Zl]co @1, ul]co - [yh ul]co [yla Zl]co}

= ﬁQZﬁ? Hyau]co‘2

V1YLV

esitligine ulagilir. (4.8) ve (4.9), (4.7) de dikkate alinarak

1

2
’71’7/1'--7 ’Y/ 192 Hyvu]co|

STy, y)y =
sonucuna ulagilir ve bu ise ispat1 tamamlar.
Teorem 4.2.2. T operatoriiniin reel 6zdegeri yoktur.
Ispat. y € D(T) igin
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STy, ) =S (Myllz) (4.11)

esitliginin mevcutlugu biliniyor. A = Ao, 7" nin reel bir 6zdegeri ve ¥ (z, \g) (z € A),
Ao a kargilik gelen ozfonksiyon olsun. (4.10) ve (4.11) den [¢,ul,, = 0 elde edilir.
Ry(y) = 0 kosulundan [¢), z],, = 0 sonucuna ulagilir. ¢(z, Ag) (x € A) segerek ve
(4.6) y1 kullanarak

_ 1 oy
1 = Y1V VT (s Ve

= +2{[<)07 Z]Co [wv u]co - [W?U]Co W: Z]Co} =0

(MYe V)

geligkisine ulagilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2 den 7' nin tiim 6zdegerlerinin acik iist yari diizlemde

bulundugu sonucu cikar. Ozel olarak sifir T nin bir tzdegeri degildir.

r (
up(x),z € Ay v(x),x € Ay

us(x), r € Ay va(x),r € Ay
u(z) = (> © ve v(x) = () © ,

\ Unt1(2), 2 € Ay Upg1(2), T € Ay

\

olmak tizere fonksiyonlar1 ele alinsin. Burada v(x) = z(z) + Ju(z) seklindedir.

(

fi(z),z € Ay
fg(.T),l’ € A2

{ Jot1(2), 2 € A

ve y € D(T) olmak iizere Ty = f(x) (r € A) denklemi ele alinsin. Denklemin

homogen kisminin ¢oziimii
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p
$1U1<£U) + llvl(x), xr e A1

SQUQ(I) + ZQUQ(JI), x € A2

\ Spt1Un+1(2) + lp1Ung1(x), & € Apyq

seklinde aranabilir. Parametrelerin degisimi yontemi kullanilir ve Ay = [ug, vk,

(x € Q) gosterimi kabul edilirse

si(z) = vk(ﬂ?)ﬁi:}:)w(ﬂ?)’ z € Ay,

I (z) = _Ulc(x)ka(f:)wk(x), z € Ay,

elde edilir. Buradan s, ve 71; keyfi sabitler olmak iizere

sp(x) = s + A% / v frwpd§, T € Ay,

Ck—1

c
l(z) =l + A%C/kakwkd& T € Ay,

esitliklerine ulagilir. Dolayisiyla denklemin ¢oziimii

¢

s1+ A% fv1f1w1df ur(x) + (l1 + A% fulflwldf) vi(z),x € Ay

x ~ c2
52+ 2y [ vafowade | us(x) + (lz + 2, f“2f2w2df) va(), 2 € Ay

xT
<§n+1 + ﬁ“ f Un+1fn+1wn+1d§> U y1(7)
Cn

Cn+1

+ (ln+1 + A; S/ Un+1fn+1wn+1d§> Uni1(7),r € Apya
\

1
T

halini alir. (4.2) ve (4.3) kosullar1 uygulatilirsa

51 =0, EL+1:O
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bulunur. Dolayisiyla ¢oziim

Cn+1

+1}Z+n—ﬁc) I U1 foriwnad€, @ € Ay
€T

\

halini alir. (4.4) ve (4.5) kogullarindan

C1
So = A%fvlfluhdfa
co

c1 Cc2
53 = A%fvlflﬂhdf + A%, J va fawsdé,
co C1

X
<§n+1 + ﬁ“ i "Un+1fn+1wn+1df> Up41 ()
Cn

4 x ~ Cc1
ulA—(iU) fvlflwldf + (ll + ALl fulflwldé.) 1}1((13), LS Al
co T

z ~ €2
52t ag fv2f2w2d§> ug () + (lz + 2, f“2f2w2d§) va(2), 2 € Ay

c1 c2 Cn
Sp4l = A% [ 1 frwnd€ + A% [ vafowad€ + ... + ALn [ v fawnd
co C1 Cn—1

ve

—~ Cn+1 Cn
1

Cn n—1
— Cn+1 Cn

ly = A:H f Up41 frp1Wp1dE + ALH f Up frwpd€ + ...

Cn, Cn—1

N " Cn+1
ln, = N f un+1fn+1wn+1d£

Cn

seklinde bulunur. Bu nedenle y(x)
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= x5 | wnfoand+ 5 [ unfawndé +

Cc2
+ A%fUQfﬂUzd&
C1

c3
+ ALBfU3f3w3d§»
c2



= m) fv1f1w1d5+vl ( fU1f1w1df+ A, fuzfﬂUzdf

Cn, Cn+1
+... + AL,I f unfnwnd£ + Ar}+1 f un+1fn+1wn+1d§> URS Al

n—1

() (A% Tmflwldf + ALZ fxvzfﬂUzdf)

c2

+va( ( f Jawad§ + A; fu3f3w3df
y(z) = z

Cn+1
1
+... + Anit f un+1fn+1wn+1d§> , T € A2
Cn

c1 Cn
Upg1 () (A%flhflwldf—i‘ et A%L [ vnfrowydE

Cn+1

+A fvn+1fn+1wn+1d§) + UZ“S) f U1 froy1Wn1dE, 2 € Apyy

\

seklinde bulunur.

Ay = =YV T Vns Do = =979 AV s D1 = —1

esitlikleri dikkate alimarak Ly = f(x) denkleminin ¢tziimii
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\

c1 c2
— _ 1 1
71% fvlflwldf v1 () (717/1“%7/” mfulfluhdf—i* Wﬂéu%%c{uzfzwzdf

Cn Cn+1
+o ﬁ f unfnwndg + f un+1fn+1wn+1d€> T € Al
Cn—1

— Cn

e (W Jofrnds + o f vt 2w2d€>
) (W xfu2f2w2d€ T S, f“3f3w3d5

Cn+1
+..4+ [ Un+1fn+1wn+1d§) T € Ay

Cn

—un+1<ﬂf) <’71’Y—’Y’Y fv1f1w1d§ + .. + f vnfnwndg

Cn—l

Cn

x Cn+1
+fvn+1fn+1wn+1d§) Ups1(z f Un1frop1Wn1dE, @ € Ay

biciminde bulunur.

o v(@u(§), co ST < E < cnpmEF ok =1n

Gz, &) = (412
—mv(f)u(m), c<&{<r<cppr,Fask=1n
seklinde ele alinirsa
y(@) =(G(2,8), f(©) ., feLy)
formunda yazilabilir. Dolayisiyla keyfi f € L2 (A) icin
Af =(G(x,€),f(€)), (4.13)

operatorii T nin tersidir. Sonug olarak A ve T' nin kok vektorleri cakigir.

v(x) =

z(x) +

(Y1 + 103)u(z) oldugundan (4.12) den
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Gi(x,€) = — s (@) + (@) ul€), o <@ <E< cupsaEF ok =T

—m [2(&) + u()]u(z), co <E<z<cpynr,l# o k=1n

ve

1
M1V1e VY
yazilabilir. Dolayisiyla (4.13) A = A; + iA, seklinde ele alinabilir. Burada

Go(z,8) = — You(z)u(§), e > 0,

Af = <G1(x7€)77(£)>[{7 Ao f = <G2(x7£)77(€)>1_[

seklindedir. A ve A; Hilbert-Schmidt operatorleridir. Ayrica A; ve Ay kendine

esleniktir. Ay operatorii bir boyutlu operatordiir.

Ay operatorii 7 diferensiyel ifadesi ve

[ya Z]Co + 191[y7 u]cn+1 = 07

y(cni1) cos B+ 4y (chp1)sin B =0,

y(em—) = Ymy(cm+),

Y (em=) = Yy (cmt),

kosullariyla iiretilen 77 operatoriiniin tersidir.

Siradaki fonksiyonlar ele alinsin:

42



771(337)‘> = [¢1<$,A),Zl($)]x, 772<£U,/\) = [wl(xﬂ)‘)’ul(m)]ﬂv

Teorem 4.2.3. 17,(co, A) ve 1y(co, A) fonksiyonlar: A nin tam fonksiyonlar: olup mer-

tebeleri en ¢ok birdir (< 1) ve cinsleri minimaldir.

Ispat. (1.1) in ¢(z, A) = {¥1(z, N), Yoz, ), ooy by 4 (2, A) } ¢Oziimid igin

¥ = m {ns(2, Nz (z) — (2, Nwa(2)}, 2 € Ay (4.14)

yazilabilir. Ayrica x € Ay igin

('%7]1(337 )\> = )\?/11(377 )‘)Zl(x)wl(x)7 (4 15)
5%772(% )‘) = )\¢1($a )‘)ul(‘r)wl (:E)?
esitlikleri mevcuttur. (4.14) i (4.15) te dikkate alarak
n(z,\) = AN(z)n(z,\), z € Ay (4.16)

D

esitligine ulagihir. Burada

n(z,\) = n(z,A) ’
Mo (7, A
ve
N(z) WZI(ZU)Ul(l‘)wl(x) — L 2(@)w ()
e (@) () T a(@)un()w (@)

seklindedir. zy,u; € L2, (A1) oldugundan N(z) in elemanlar1 L'(A;) dendir. Ayrica
biliniyor ki (Zettl 2005) ¢y < d < ¢; igin ¥,(d, \) ve ¥}(d,\) A nin tam fonksiyon-
laridir ve mertebeleri 1/2 dir. (4.16) dan

n(x,\) =n(b, \) /N n(&, \)dE, © € Ay, (4.17)
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yazilabilir. Gronwall esitsizligi kullanilarak

b
[z, D < o, A exp |A|/HN(£)Hd£ ;v e (4.18)

esitsizligine ulagiriz. (4.17) ve (4.18) kullanilarak

In(co, A) — n(b, N[ < [A] (b, )] / IN©)Ide | exp [ 1A / IN ()] de

(4.19)

ve

b
Im(co, M| < (b, A) || exp IAI/IIN(S)IIdf (4.20)

co

esitsizliklerine ulagiriz.

(4.19) gosterir ki b — ¢ i¢in her kompakt A kiimesinde n(b, \) — n(co, \)(diizgiin)
diir. Dolayisiyla 7, (co, A) ve n5(co, A), A min tam fonksiyonlaridir.

b = c1— alarak (4.20) den elde edilir ki n,(co, A) (j = 1;2) nin mertebesi 1 i gegemez.
Ayrica (4.20) den 7;(co, A) (j = 1;2) nin minimal tipte oldugu goriliir. Bu sonuglar

ise ispat1 tamamlar.
4.3 Tamhk Teoremi

T dissipatif oldugundan —A dissipatiftir (Wang ve Wu 2012). Dolayisiyla —A =
— Ay — i Ay operatoriinii dikkate alalim. A; in karakteristik degerleri T} in 6zdeger-

leriyle ve dolayisiyla

n(A) = n1(co, A) + D1my(co, A),

fonksiyonunun sifirlariyla cakigir. Ayrica Teorem 4.2.3 ten
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[n(M < Dexp(e|A]), A eC, (4.21)

D > 0, esitsizligini yazabiliriz. Dolayisiyla (4.21) den ve Krein teoreminden siradaki

sonuca ulasiriz.
Teorem 4.3.1. —A nin (A nin) tiim kok vektorler sistemi H da tamdar.
Dolayisiyla Teorem 4.3.1, diger sonuglarla birlegtirilirse siradaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 4.3.2. (4.1)-(4.5) probleminin tiim 6zdegerleri acik iist yar1 diizlemdedir ve
onlar tamamen ayriktir. Bu 6zdegerlerin olasi limit noktas1 sonsuzluktadir. (4.1)-
(4.5) probleminin tiim zvektorler ve eslesen vektorler sistemi H da tam bir sistem

olugturur.

Uyar1 4.3.3. Teorem 4.3.2 deki sonuglar n = 1 i¢in Bairamov ve Ugurlu tarafindan

2012 de elde edilmigtir (Bairamov ve Ugurlu 2012).
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5. TARTISMA ve SONUC

Simir-deger-iletim problemleri son yillarda literatiirde yogun bir sekilde incelenen
problemler arasindadir. Bu tiirlii problemlerin incelenmesinde kullanilan temel araclar-
dan biri operator teorisidir. Problemle uyumlu bir operator kurulurken, operatoriin
rol oynayacag1 Hilbert uzay1 6zel bir i¢ ¢carpimla birlikte secilir. Bu i¢ ¢carpim, iletim
noktalarindaki kogullardan kaynaklanan i¢ degerleri yok eder. Sonug olarak sadece
sinir kogullarindan kaynaklanan sinir degerleri kalir. Bu smir degerleri ise kendine
eslenik olan ya da olmayan operatorlerin varhigini belirler. Ardindan bu operatorlerin

spektral 6zellikleri incelenir.

Iletim kosullarmin bir noktada verilmesiyle birden ¢ok noktada verilmesi arasinda
belirgin olmayan bir fark vardir. Fakat bu fark problemin incelenmesine baglan-
masiyla birlikte belirginlesir ve problemin zorluk derecesi anlagilir. Coklu noktada
iletim kosullu problemlerin incelenmesinde uygun i¢ ¢arpimi kurmak onemlidir. Bu
i¢ carpim i¢ degerleri yok edecektir. Fakat bir baska sorun ters operatoriin ya da
homogen olmayan siir-deger-iletim probleminin ¢oziimiinde ortaya cikar. Islemlerin
karmagik ve zor olmasina kargin Green fonksiyonundaki sadelik resolvent operatoriin
belirlenmesinde kolaylik saglar. Dolayisiyla resolvent operatoriin acik hali pek cok

sorunun asilmasinda 6nemlidir.

Tletim kogullarmin bir tek noktada verilmesiyle (3.1)-(3.5) problemi p(z) = w(z) = 1

icin

—y" +q(x)y = A\y, z € (0,¢) U (¢, 0), (5.1)
y(0) cosa + y'(0) sina = 0, (5.2)
[yv Z]OO - h[y7 U]OO = 07 (53)
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y(e=) = ry(et), (5.4)

Y (c=) = ry'(ct) (5.5)

halini alir ve (5.1)-(5.5) probleminin spektral ézellikleri Bairamov ve Ugurlu tarafin-

dan 2013’te incelenmigtir (Bairamov ve Ugurlu 2013).

Benzer diisiinceyle (4.1)-(4.5) problemi

2 1

'+ Tty ale)y = )y, @ € (0,0) U (e,1) (5.6)
[y, 2lo + Iy, ulo = 0, (5.7)

y(1)cos B +y'(1)sin 3 =0, (5.8)

y(e=) = nylet), (5.9)

y'(c—) =7y (ct) (5.10)

halini alir. (5.6)-(5.10) probleminin spektral 6zellikleri Bairamov ve Ugurlu tarafin-

dan 2012’de incelenmistir (Bairamov ve Ugurlu 2012).
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