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Bu tez beg boliimden olugmaktadir.
Ik boliim giris kismina ayrilmistir.
Ikinci boliimde, tezde gerekli olan bazi kavramlar, tanimlar ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde, Oklid uzaymda Pisagor-hodograf (PH) egrisinin genel tanimi ve-
rilip, iki ve ii¢ boyutlu uzaylardaki PH egrilerinin 6zelikleri incelenmistir ve PH
egrilerinin helis egrileri ile arasindaki yakin iliski verilmistir. Ayrica bu uzaylarda

cesitli yontemler kullanilarak PH egrileri iiretilmistir.

Dordiincii boliimde, Pisagor-hodograf egrileri Minkowski metrigine gére tanimlanmais
ve MPH olarak adlandirilmistir. Iki ve ti¢c boyutlu Minkowski uzayindaki MPH
egrilerinin karakterizasyonlar: gesitli yontemlerle verilmistir ve bu egriler i¢in énemli
sonuglar elde edilmistir. Daha sonra izdiigiim fonksiyonlarindan yaralanilarak diiz-

lemsel ve uzaysal MPH egrileri elde edilmistir.

Besinci boliimde, PH egrilerinin uygulama alanlarindaki éneminden bahsedilmis, da-
has1 Oklid ve Minkowski uzayinda PH egrileri icin elde edilen sonuclara yer verilmis-

tir.
Aralik 2013, 59 sayfa

Anahtar Kelimeler: Polinom egrisi, hodograf, Pisagor-hodograf egrisi, kuater-

niyon, Minkowski Pisagor-hodograf egrisi, boliinmiis kuaterniyon, helis egrisi, izdiigiim.
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ABSTRACT
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Supervisor: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

This thesis consists of five chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter contains some notions, definitions and theorems which are needed
in the thesis.

In the third chapter, given the general definition of Pythagorean-hodograph (PH)
curves in Euclidean space, two- and three-dimensional space curve’s characteristics
have been examined,then given the close relationship between the helical curves and

them. Also, in these spaces PH curves has been generated using several methods.

In the fourth chapter, firstly Pythagorean-hodograph curves have been defined ac-
cording to Minkowski metric, then briefly called MPH curves. Representations of
two- and three-dimensional MPH curves have been given by several ways and ob-
tained significant results for these curves. Then, with the help of the projection

functions planar and spatial MPH curves have been gained succesfully.

In the fifth chapter, the importance of PH curves has mentioned in application areas,
moreover conclusions which are obtained for PH curves are given in Euclidean and

Minkowski spaces.
December 2013, 59 pages

Key Words: Polynomial curve, hodograph, Pythagorean-hodograph curve, quater-
nion, Minkowski Pythagorean-hodograph curve, split quaternion, helix curve, pro-

jection.
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1. GIRIS

Matematikte, en eski teoremlerden biri olan Pisagor teoremi MO 6. YY’ da Yunan
filozof ve matemetik¢i Pisagor’a atfen isimlendirilmis olup bir dik iiggenin iki dik

kenari ile hipoteniisii arasinda verilen
a? + b = (1.1)

bagntisidir. (1.1) denklemindeki a, b ve ¢ tam sayilarina Pisagor iigliileri adi veri-
lir. Pisagor teoreminin bilinen ilk ispat: Oklid’in elementler kitabinda verilmistir.

Pisagor {icliilerinin varligi igin verilen temel karakterizasyon

a=u?—v? b=2uv, c=u*+0? (1.2)

dir.

Pisagor kogulunu saglayan a, b ve ¢ tam sayilar i¢in verilen (1.2) egitliklerinde u
ve v aralarinda asal tam sayilarinin varhigi 1964 yilinda Solla Price tarafindan antik

yunan bir tabletin ¢oziimlenmesiyle gozler tniine serilmigtir.

Sekil 1.1 Pisagor ticliileri tableti

Pisagor ile ilerleyen geometri Descartes’in 1637 yilinda yaymladigi La géométrie

kitabiyla cebirle birlegsmis ve koordinat, yiiksek boyut vd. kavramlar ortaya cik-



mistir. Bunlarla birlikte ortaya cikan ilk merak ise egrilerin yay uzunlugunu hesaplama

problemi olmustur.

Leibnitz ve Newton cebiri ile egri uzunlugunun varligi ortaya konulmus, ol¢iimii ise
Gauss tiimleme formiilii ile egri belirli araliklara boliinerek teget dogrularin uzun-
luklarimin hesabiyla yapilmigtir. Daha sonra bu formiil yardimiyla bir «(t) € R™

egrisinin yay parametresinin fonksiyonu

s(t) = /Ot | &/ (z) || dz = /Ot \/o/f(x) + ...+ o (x)dx (1.3)

(1.3) denklemi ile elde edilerek her regiiler egrinin birim hizh bir egriye doniistiiriilebile-
cegi ispatlanmigtir. Fakat bu doniigiim teorik olarak giiglii olsa da pratikte o/(z)
fonksiyonunun normunun integral hesab1 her egri i¢in kesin olarak bulunamamak-
tadir. Egri yay parametresi s(t) ye yapilan ideal yaklagim, egrinin i¢ geometrisini

aydinlatmaya yardimci olan bir varsayimdir.

Egrilerin tanimi polinomlar, trigonometrik fonksiyonlar vd. ile verilebilir. Polinom-
sal egriler 6zellikle bilgisayar, robotik, dizayn, navigasyon ve bir ¢ok alanda siklikla
kullanilan egri ailesidir. Bunun en etkili nedeni ise bu egrilerin cebirsel kullanim

kolaylig1 ve en yakin yay uzunlugu hesabi problemine cevap vermesidir.

Kubota (1972) nin polinomlar i¢in (1.2) denklemlerine benzer Pisagor kosulunu
vermesiyle uzunlugu net olarak hesaplanabilen egri diisiincesi ortaya ¢ikmig oldu.
Farouki ve Sakkalis (1990), Kubota’ nin ¢aligmasi ve (1.3) denklemini goz iiniine
alarak Pisagor-hodograf (PH) egrilerini tanimlamiglar ve diizlemsel PH egrileri igin
karakterizasyonu vermiglerdir. Sonrasinda Farouki (1992), uzunlugu tam olarak
hesaplanabilen diizlemsel PH egrilerinin tasarim ve yaklagim geometrisi icin kul-
lanimini gostermistir. Ayrica 1994 de diizlemsel PH egrileri icin z — 22 konformal

doniistimii yardimiyla komplex say1 temsilini vermistir.



Dietz vd. (1993), polinomlar igin ii¢ boyutlu uzayda kismi Pisagor kogulunu ver-
mesiyle, Farouki ve Sakkalis (1994), uzaysal PH egri karakterizasyonunu yapmigtir.
Elde edilen karakterizasyonlar elemanter iglemler sonucu ortaya ¢ikmistir, geometrik
yorumunu Hamilton tarafindan olusturulan ve uzaysal donmeleri karaktere eden ku-
aterniyonlarla Farouki (2006) verilmigtir. En genel sonuglar ve PH egrilerinin helis

egrileri ile olan iligkisi Farouki (2008) tarafindan elde edilmistir.

Moon (1999) ise PH egrilerini Minkowski metrigine gore ifade edip Minkowski Pisagor-
hodograf (MPH) egrilerini tammlamigtir ve egrileri karakterize etmek igin kiirenin

steografik izdiistimiinii kullanmstir.

Biz de bu calismalardan yararlanarak iki ve ii¢ boyutlu Oklid ve Minkowski uza-
yinda PH egrileri ve uygulamalar: tizerinde durduk, yeni sonuglar ve formiiller elde
ettik. Helis egrileri ve PH egrileri arasindaki yakin iligkiyi goz tiniine alarak uzaysal
bir PH egrisinden diizlemsel PH egrisi iiretme yontemi elde ettik. Ozellikle Oklid
MPH egrisi icin verilmediginden biz de bu eksikligi diizlemsel MPH egrileri icin
polinomsal hiperbolik sayilar ve uzaysal MPH egrileri i¢in ise polinomsal boliinmiis
kuaterniyonlar yardimiyla verdik. Dahasi, Minkowski uzayinda helis egrisi ve diiz-

lemsel MPH egrileri arasinda izdiigiim fonksiyonlarindan yararlanarak egri tiretme

yontemi olugturduk ve drnekler {izerinde uygulayarak gosterdik.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde ¢alisma boyunca yararlanilacak bazi tanimlar ve temel kavramlar veri-

lecektir.

2.1 Oklid Uzayinda Temel Tamim ve Kavramlar

Tanim 2.1.1. (Topoloji) X bir ciimle olsun. X in alt ciimlelerinin bir koleksiyonu
7 olsun. 7 koleksiyonu

i. X ,0er,

1.V A, A e 7= A NAy €T,

ii. Ayer,iel, |JA €T

onermelerini dogrlﬁérsa 7 climlesine, X iizerinde bir topolojidir denir

(Kreyszig 1959).

Tanim 2.1.2. (Topolojik uzay) Bir X ciimlesi ve iizerindeki 7 topolojisinden

olusan (X, 7) ikilisine bir topolojik uzay denir (Kreyszig 1959).

Tanim 2.1.3. (Hausdorff uzay:) (X, 7) bir topolojik uzay olsun. X in P ve @
gibi farkli iki noktalar1 icin, X de, sirasi ile, P ve () noktalarimi igine alan Ap ve Ag
acik alt ciimleleri Ap N Ag = 0 olacak bigimde bulunabilirse X topolojik uzayina
bir Hausdorff uzay1 denir (Kreyszig 1959).

Tanim 2.1.4. (Homeomorfizim) X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir

f: X—=Y

fonksiyonu siirekli ise ve bu fonksiyonun tersi f~! var ve stirekli ise f ye X den Y

ye bir homeomorfizim veya topolojik déniigiim denir (Kreyszig 1959).



Tanim 2.1.5. (Topolojik manifold) M bir topolojik uzay olsun. M i¢in asagi-
daki onermeler dogru ise M bir n—boyutlu topolojik manifolddur denir :

M;. M bir Hausdorff uzayidir,

Ms;. M nin her bir agik alt ctimlesi E" e veya E™ nin bir acik alt ctimlesine homeo-
morftur,

Mjs. M sayilabilir coklukta acik ciimlelerle ortiilebilir (Kreyszig 1959).

Tanim 2.1.6. (Harita) M bir topolojik manifold olsun. P € M noktasinimn M
deki bir acik komsulugu, E™ in bir U agik alt ciimlesine homeomorf olarak alinabilir.

Bu homeomorfizimi

Yv:U—-V

ile gosterelim. (U, ) ikilisine M nin P noktasindaki bir haritasi veya koordinat

komgulugu denir (Kreyszig 1959).

Tanim 2.1.7. (Atlas) M bir topolojik n—manifold ve M nin bir agik ortiisii
{U,} olsun. U, acik ciimlelerinin « indislerinin ciimlesi A olmak tizere {U,} ortiisii
i¢in {Ua},cy yazilir. E™ de U, ya bir 1), homeomorfizimi altinda homeomorf olan
bir agik ctimle U, olsun. Boylece ortaya ¢ikan (Us,,) haritalarimin {(Us, ¥,)},ca

koleksiyonuna bir atlas (koordinat komgulugu sistemi) denir (Kreyszig 1959).

Tamim 2.1.8. (Diferensiyellenebilir yapt) Bir topolojik n—manifold M ve M
nin bir atlas1 S = {(Ua,%4) } e 4 Olsun. Eger S atlasi i¢in, W,NWp # 0 olmak {izere,
Va,8 € A ya karsilik ¢,5 ve ¢g, fonksiyonlar C* smifindan diferensiyellenebilir
iseler S ye C* smifindan diferensiyellenebilirdir denir. S atlasi M iizerinde C*
simfindan oldugu zaman S ye M iizerinde C* simfindan diferensiyellenebilir yap:

denir (Kreyszig 1959).

Tanim 2.1.9. (Afin Uzay) A bos olmayan bir ciimle, V' de F cismi iizerinde bir
vektor uzay1 olsun. Bir

P:AXA—-V



doniigiimii VP, Q, R € A igin

—

(P,Q) = ¢(P,Q) = PQ

seklinde tanmimlansin. Eger, agagidaki iki aksiyom saglaniyorsa A ya V ile birlestiril-

mig bir afin uzay denir (Struik 1988).

Tamim 2.1.10. (Reel i¢ ¢arpim uzay:) R reel sayilar cismi ve V' de bir vektor
uzay1 olmak {izere, V' de bir

():VxV =R

Yu,v € V igin
(u,v) — () (u,v) = (u,v) € R

i¢ garpim fonksiyonu tanimlanabilirse, V' vektor uzayina i¢ carpim uzayi denir

(Struik 1988).

Tanim 2.1.11. (Oklid uzayr) n— boyutlu bir reel i¢ carpim uzay1 V olmak iizere,
V ile birlestirilmis bir A afin uzayma, Oklid uzay1 denir ve E” ile gosterilir

(Struik 1988).

Tamim 2.1.12. (Standart i¢ carpym) n— boyutlu Oklid uzay1 E* de

YVu = (ug, Ug,y .oy Uy ) , 0 = (V1, 09, ..., 0,) € B igin

n
<Ua U> = Z U;V;
i=1

seklinde tanmmlanan fonksiyona standart ic carpim veya Oklid i¢c carpimi denir

(Struik 1988).

Tanmim 2.1.13. (Norm) n— boyutlu Oklid uzay1 E" de Yu = (uy, ug, ..., u,) € E*

icin



lull = v/, u)

seklinde tanimlanan fonksiyona x vektoériiniin normu denir (Struik 1988).

Tanim 2.1.14. (Vektérel carpym) 3— boyutlu Oklid uzayr E? de Vu = (u1, ug, us) ,

v = (v1,v2,v3) € E? icin Oklid vektorel carpimi

U X U = (UgU3 — VoUg U3V — U3l UV — V1U2)

seklinde tanimlanir (Struik 1988).

Tamm 2.1.15. (Egri) I, R nin bir agik araligi olmak iizere, o : I — E"! bigiminde
C* smifindan bir o déniigiimiine, E"*! uzay1 icinde k. mertebeden bir egri denir ve

a € C* ile gosterilir (Struik 1988).

Tanim 2.1.16. E"™ de bir M egrisi (I, a) koordinat komsgulugu ile verilsin.
a : I — E" fonksiyonunun Oklidiyen koordinat fonksiyonlari o, ag, ..., 0, Qg

olmak iizere

a = (()51,(1{2, "'7an+1)a Ot(t) eM
ve
’ . 80&1 80@ 8ozn+1

dir. o' (t) tanjant vektoriine, M egrisinin ¢ € I parametre degerine karsilik gelen o(t)

noktasinda, (I, «) koordinat komsguluguna gore hiz vektorii denir (Kreyszig 1959).

Tamm 2.1.17. E"*! de bir M egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilmig olsun.

Eger Vs € [ igin,

a (S)H =1

ise M egrisi (I, ) ya gore birim hizhi egridir denir. Bu durumda, egrinin s € [

parametresine yay-parametresi adi verilir (Kreyszig 1959).

7



Tanim 2.1.18. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri

denir (Kreyszig 1959).

Teorem 2.1.1. E” de regiiler her egrinin, birim hizli olacak sekilde bir koordinat

komgulugu vardir (Kreyszig 1959).

Tanmim 2.1.19. M C E"™ egrisi (I,a) koordinat komsgulugu ile verilsin. Bu

durumda, ¥ = {o/, o Oé(r)} sistemi lineer bagimsiz ve Va(k), k > r, icin;
(k)
a € Sp{¥}

olmak iizere, ¥ den elde edilen {7, Ny, ..., N,_1} ortonormal sistemine, M egrisinin
Serret-Frenet r-ayakl alani ve m € M igin {T'(m), N1(m), ..., N,_1(m)} ye ise
m € M noktasindaki Serret-Frenet r—ayaklisi denir. Herbir 7" ve N;, 1 <1 <r —1,

vektorlerine de Serret-Frenet vektor alani adi verilir (Kreyszig 1959).

Teorem 2.1.2. M C E? egrisi (I, a) koordinat komsgulugu ile verilsin. ¢ € I igin
a(t) noktasindaki Frenet 3—ayaklisi, {T'(¢), N(t), B(t)} ise

O = wor*Y=a @1)
N(t) = BHATE)

_ad () Aa'(t)
Bl = @ na ol

dir (Kreyszig 1959).

Tamm 2.1.20. M C E""! egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin. ¢t € [
ya karsilik gelen «(t) noktasindaki Frenet r—ayaklisi {T' = Ny, Ny, ..., N,_1} olsun.

Buna gore,

ki: IT-R 1<i<r (2.2)

t— ki(t) = (N1 (1), Ni(t))



seklinde taniml £; fonksiyonuna M egrisinin ¢—yinci egrilik fonksiyonu ve ¢ € I igin

k;(t) reel sayisina da «(t) noktasinda M nin i—yinci egriligi denir (Kreyszig 1959).

Teorem 2.1.3 M C E3 egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. ¢ € T igin a/(t)

noktasindaki M egrisinin 1. egrilik fonksiyonu k; = &, 2. egrilik fonksiyonu ky = 7

_ lld ()xa” @)l
/ﬁ:(t) B / Hal(/f)HS " (2.3)
T(t) _ det(a (t),a (t), (t))

I/ (8)>xa” ()12

dir (Kreyszig 1959).

Teorem 2.1.4. M C E"! egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin.
s € I yay parametresi olmak iizere, a(s) noktasindaki i—yinci egriligi k;(s) ve Frenet

(n + 1)—ayaklis1 {T'(s), N1(s), ..., Nn(s)} ise;

T'(s) = ki(s)Ni(s) (2.4)
Ni(s) = —ki(s)Ni(s)+ kiz1(s)Niy1(s), 1 <i<n+1
Ni(s) = —Fn(9)Noa(s)

dir (Kreyszig 1959).

M C E? 6zel halinde (2.4) denklemleri

T(s) = k(s)N(s) (2.5)
N'(s) = —r(s)T(s)+7(s)N(s)
B'(s) = —7(s)N(s)

dir.



2.2 Minkowski Uzayinda Temel Tanim ve Kavramlar

Tanim 2.2.1. (Skalar carpim uzay:) V bir reel vektor uzayr olmak iizere, V'

lizerinde tanimh

g:VxV-V

doniisiimii bilineer, simetrik ve nondegenere ise g ye V iizerinde bir skalar ¢arpim,

bu durumda V' vektor uzayma da bir Skalar ¢arpim uzayr denir (O’Neil 1983).

Tanim 2.2.2. (Simetrik bilineer formun indeksi) V bir skalar carpim uzay,
W da iizerinde skalar ¢arpim negatif tanimli olacak sekilde V' nin en biiyiik boyutlu
alt uzay1 olsun. Bu durumda W nin boyutuna g skalar ¢arpiminin indeks: denir. g
skalar ¢carpiminin indeksi k ise 0 < k& < boyV dir. Ayrica V skalar garpiminin indeksi,

tizerinde tammh ¢ skalar ¢arpiminin indeksi olarak tanimhdir (O’Neil 1983).

Tanim 2.2.3 (Yar: Oklidiyen uzay ) R, n— boyutlu standart vektor uzay: iize-

rinde Vp € R" ve Vu,, v, € T,R" icin

n

<up7vp> = Z UV — Z U V; (2.6)
i=1 i=n—m+1
esitligiyle verilen k indeksli metrik tensorle birlikte elde edilen uzaya yar: Oklidiyen

uzay denir ve Ef ile gosterilir. Burada 1 <7 < n olmak tizere, u; ve v;, sirasiyla u,,

ve v, tanjant vektorlerin bilesenleridir (O’Neil 1983).

Tamim 2.2.4. (Minkowski uzay) EP yar1 Oklidiyen uzayinda k = 1 ve n > 2 ise
E? yar1 Oklidiyen uzayma n-boyutlu Minkowski uzay: denir (O’Neil 1983).

Tanim 2.2.5. (Spacelike, Timelike, Lightlike(null) vektor) Vv € B} igin eger,
i. (v,v) >0 veya v = 0 ise v ye spacelike vektor,
it. (v,v) < 0 ise v ye timelike vektor,

iti. (v,v) = 0 ise v ye lightlike(null) vektor denir (O’Neil 1983).
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Tanmim 2.2.6. (Gelecek ve gegmis yonlendirmeli timelike vektor)
en = (0,...,0,1) ve v € E} timelike vektorii i¢in eger,
i. (v,e,) <0 ise v ye gelecek yonlendirilmeli timelike vektor,

it. (v,e,) > 0 ise v ye ge¢gmis yonlendirilmeli timelike vektor denir (O’Neil 1983).

Tanim 2.2.7. (Norm) Yv € E} i¢in

[o]l = V/I{v, v)]| (2.7)

esitligi ile tamimli ||v|| reel sayisina v vektoriiniin normu denir. Normu 1 olan vektore

de birim vektor adi verilir (O’Neil 1983).

Tanim 2.2.8. (Minkowski vektorel ¢carpima) 3 boyutlu Minkowski uzay1 £} de

Vu = (uy, ug, u3),v = (v1,v2,v3) € E3 igin Minkowski vektorel ¢arpimi

i —k
UXV = | u ux ug
V1 Uy U3

= (UQ'Ug — U3V2, V1U3 — V3U1, VU2 — UQUl) (28)

seklinde tanimlanir (O’Neil 1983).

Tanim 2.2.9. (Spacelike diizlem) Minkowski uzayinda normal vektorii time-
like olan diizleme spacelike diizlem denir. Bir spacelike diizlemde sadece spacelike

vektorler bulunur (Ratcliffe 1994).

Tanim 2.2.10. (Timelike diizlem) Minkowski uzayimda igerisinde en az bir time-
like vektor bulunduran diizlemlere timelike diizlem denir. Bir timelike diizlemin

normal vektorii spacelike vektordiir ve diizlem iginde her tiirden vektor bulunur

(Ratcliffe 1994).
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Tamim 2.2.11. (Null diizlem) Minkowski uzayinda spacelike ve timelike diizlem-
ler disinda kalan diizlemlerdir. Null diizlemlerde bir tane null vektér bulunup bu
vektor diizlemin normal vektoriidiir ve ayn1 zamanda diizlemde yatar. Ayrica null

diizlemlerde spacelike vektorler bulunur (Ratcliffe 1994).

Teorem 2.2.1. u,v € E} vektorleri arasindaki act degeri i¢in eger,

1. u,v € K} spacelike vektorleri spacelike diizlem geriyorsa

(u,v) =[l w | v [ cosf (2.9)
1. u,v € B} spacelike vektorleri timelike diizlem geriyorsa

(u,v) =|| w ||| v cosh@ (2.10)
1t. u,v € EY timelike vektorleri ayni timelike konide ise

(u,vy = — || u ||| v || cosh @ (2.11)

1. u spacelike vektor ve v gelecek yonlendirmeli timelike vektor ise

(u,vy =|| w ||| v || sinh (2.12)

dir (Ratcliffe 1994).

Tanim 2.2.12. (Egri) I, R nin bir agik araligi olmak iizere, o : I — E7 bigiminde
taniml diferensiyellenebilir doniisiimiine Minkowski uzayinda bir egridir denir. Eger
o (t) vektorii spacelike, timelike ya da null ise egriye sirasiyla spacelike, timelike ya

da null egri denir (O’Neil 1983).
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Teorem 2.2.2. a(s) € E? birim hizh timelike egrisinin Frenet 3—ayakls,

{T'(s), N(s), B(s)} olsun

!

T 0 O T
N |=|lx 0 7 N (2.13)
B’ 0 —7 0 B

!

k= (T',N), 7= (N',B), (N,N) = (B, B) =1 dir (O’Neil 1983).

Teorem 2.2.3. «(s) € E? birim hizh spacelike egrisinin Frenet 3—ayakls,
{T(s), N(s), B(s)} olsun

i. T'(s) spacelike vektor ise

T 0 k O T
N |=] —-x 07 N (2.14)
B 0 70 B
k= (T',N), 7=—(N',B), (B,B) = —1 dir.
ii. T'(s) timelike vektor ise
T 0k 0 T
N |=| k071 N (2.15)
B 070 B
k=—(T'",N), 7= (N',B), (B,B) = 1 dir.
dii. T'(s) null vektor ise
T 0 1 0 T
N |=] 0o 7 o0 N (2.16)
B -1 0 -7 B

7= (N',B), (N, B) = 1 dir (O’Neil 1983).
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Teorem 2.2.4. a(s) € E? lightlike egrisinin Frenet 3—ayaklisi,
{T'(s), N(s), B(s)} olsun

= N
Il

= )

[ R
=)

—_

=

(2.17)

7= (N',B), (B,B) =0, (N,N) = (T, B) = 1 dir (O’Neil 1983).
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3. OKLID UZAYINDA PiSAGOR-HODOGRAF EGRILERI

Tanmim 3.1. (Polinom) k € Ny ve a; € R, 0 < i < k olmak iizere
z(t) = apt’ + ap 1t + .+ ait +ag, ap #0 (3.1)

bi¢imindeki t—degiskenine bagh fonksiyona, k. dereceden bir polinom denir

(Larson 2012).

Tanmim 3.2. (Rasyonel polinom egrisi) o : [a,b] — R" a(t) = (x1(t), x2(t), ..., x,(t))

egrisi i¢in eger,

x(t) = ,Ta(t) = sy Tp(E) = (3.2)

olacak sekilde ebob(a;(t),b;(t)) = ¢, ¢; € R kogulunu saglayan a;(t) ve b;(t), k.
dereceden polinomlart mevcut ise «(t) € R[t] egrisine n-boyutlu rasyonel polinom

egrisi denir (Larson 2012).

Tanim 3.3. (Polinom egrisi) « : [a,b] — R" a(t) = (z1(t), z2(t), ..., 2, (1))

max = {der(x(t)),der(za(t)), ..., der(x,(t))} (3.3)

degerine « egrisinin derecesi denir (Larson 2012).

Tanim 3.5. (Polinom egrisinin hodografi) o(t) = (x1(t), za(t), ..., z,(t)) n-
boyutlu polinom egrisinin hodografi a egrisinin tiirevi olan o' (t) = (7 (1), x5(t), ...,z (t))

ceey n

vektor alanidir (Farouki ve Sakkalis 1990).
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Tamim 3.6. (Pisagor-Hodograf egrisi) a(t) = (x1(t), x2(t), ..., z,(t)) n-boyutlu

polinom egrisinin hodografi o (¢),
s ()24 2y(t) + ..+ x, ()2 = o(t)? (3.4)

denklemini saglayacak sekilde o(t) polinomu bulunuyorsa a(t) egrisine n-boyutlu

Pisagor-Hodograf egrisi, kisaca PH egrisi denir (Farouki ve Sakkalis 1990).

3.1 Diizlemsel Pisagor-Hodograf Egrileri

Tanim 3.1.1. (Diizlemsel PH egrisi) R* de a(t) = (z(t), y(t)) polinom egrisinin
hodografi o (t) = (x'(t),y (t)) olmak iizere,

2 () +y (1) =o(t)? (3.5)

olacak sekilde bir o(t) polinomu mevcutsa a(t) egrisine diizlemsel Pisagor-Hodograf

egrisi ya da kisaca diizlemsel PH egrisi denir (Farouki ve Sakkalis 1990).

(3.5) denklemini saglayan x(t) ve y(t) polinomlarmi bulabilmek i¢in «(t) egrisinin
hodografim1 karakterize etmek yeterlidir. Hodograf karakterizasyonunu yapabilmek

icin siradaki teoremi verelim.

Teorem 3.1.1. a(t),b(t), c(t) polinomlar
a®(t) +b*(t) = A(t)

Pisagor kosulunu saglarlar ancak ve ancak

a(t) = [u’(t) —v*()]w(t) (3.6)
b(t) = [Ru(t)v(t)]w(t)
o(t) = [u(t) +v*(t)w(t)
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olacak sekilde u(t), v(t) aralarinda asal polinomlar: ve w(t) polinomu vardir

(Kubota 1972).

Ispat. Pisagor kosulunu saglayan a(t), b(t), ¢(t) polinomlarmin ebobu w(t) polinomu

olsun. Bu durumda,

dir. Buradan

esitligi saglanir.
a(t),b(t), &(t) polinomlarimn ortak boleni olmadig icin &(t) + a(t) ve é(t) — a(t)
polinomlarinin da ortak boleni yoktur. Genelligi bozmadan, u(t) ve v(t) aralarinda

asal polinomlar olmak iizere
&(t) + a(t) = 2u?(t) ve &(t) — alt) = 2v%(t)
olaralk secilirse
a(t) = u(t) — v*(t), b(t) = 2u(t)v(t), &(t) = u(t) + v*(t)
dir.

Boylece polinomsal Pisagor tigliilerinin en genel karakterizasyonunu veren (3.6) denk-

lemleri elde edilir.
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Sonug 3.1.1. Diizlemsel polinom egrisi a(t) = (x(t), y(t)) bir PH egrisi ise teorem
3.1.1 den a(t) egrisinin hodografi o' (t) = (z'(t),y (t)) igin

olacak gekilde w(t) ve aralarinda asal u(t) ve v(t) polinomlar1 mevcuttur. Yapilan

bu karakterizasyonda z’ ve 3/ icin verilen esitlikler yer degistirebilir (Farouki 1992).

u(t),v(t), w(t) polinomlarmin baz 6zel degerlerine kargihik gelen «(t) egrisinin du-

rumlari;

o w(t) =0 veya u(t) = v(t) = 0 ise, a(t) PH egrisi bir noktadir,

e u(t),v(t),w(t) polinomlar sabit ise, a(t) bir dogrudur,

e u(t),v(t) sabit polinomlar ve w(t) sabit polinom degilse, a(t) bir dogrudur
e w(t) # 0 ve u(t),v(t) polinomlarindan en az biri sifir ise, a(t) bir dogrudur.

Bundan sonra, u(t),v(t), w(t) # 0 ve u(t),v(t) polinomlarimin ayni anda sabit olma-

mas1 durumlar1 goz oéniinde bulundurularak PH egrileri ele alinacaktir.

Lemma 3.1.1. Eger A = der(w(t)) ve p = max{der(u(t)), der(v(t))} ise hodografi

u(t), v(t), w(t) polinomlariyla belli olan PH egrisinin derecesi n = A + 2u + 1 dir.
Tanim 3.1.2. (Basit diizlemsel PH egrisi) o(t) = (z(t),y(t)) diizlemsel PH

egrisinin hodografinin bilesenlerinin ebobu w(t) = ebob(z'(t),% (t)) sabit polinom ise

a(t) egrisine basit PH egrisi denir (Farouki 1992).
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Sonug 3.1.2. Basit PH egrilerinin derecesi tek sayidir.
a(t) = (z(t),y(t)) PH egrisinin hodografinin saglamig oldugu (3.5) denklemini
’ 2 / 2
x (t) y (1)
= ]_ .
() (56 3

olarak ele alalim ve diizlemsel PH egrilerinin karakterizasyonuna geometriksel bir

bakis acgisiyla bakalim.

Teorem 3.1.2. Rasyonel parametreli ¢(t) = (z(t), y(t)) birim ¢emberi icin,

2a(t)b(t)  a*(t) — 52(0) (3.9)

(z(t),y(t)) = (a,z(t) +02(t)" a?(t) + b3(t)

olacak gekilde a(t),b(t) polinomlar1 mevcuttur. Eger a(t),b(t) aralarinda asal ise
a’(t) + b*(t), 2a(t)b(t) ve a®(t) — b*(t) de aralarinda asaldir
(Pottman ve Wallner 2010).

ispat.

> <

(0,1)

B\(w

Sekil 3.1 Cemberin steografik izdiigiimii

Birim ¢ember iizerindeki (z,y) noktalarimm (0, 1) merkezli ve z-eksenine izdiigiim-

leri (%, 0),m € R tipindeki noktalardir. Tersine, (%, 0) noktasinin birim ¢ember



tizerindeki goriintiisii olan (x,y) noktasimin koordinatlar1 y = mx + 1 dogrusu ve

2?2 + 9% = 1 birim cemberinin ortak c¢oziilmesiyle elde edilen

—2m 1 —m?
I’: =
1+m2? " 11 m2

esitlikleridir.

m = %g) segilirse (3.10) esitlikleri

denklemlerine doniisiir.

(3.10)

(3.11)

Sonug 3.1.3. «a(t) = (z(t),y(t)) PH egrisinin hodografinin saglamis oldugu (3.8)

denklemi birim ¢ember iizerindeki noktalar1 gostermektedir. Teorem 3.1.2 den «(t)

egrisinin karakterizasyonu,

() = 2a(t)bt)
y(t) = a*(t) = (1)
o(t) = a*(t) +b*(t)

olarak elde edilir.

3.2 Diizlemsel PH Egrilerinin Ozelikleri

3.2.1 PH Egrilerinin Kompleks Say1 Temsili

(z,y) € R? noktasi, kompleks diizlemde x + iy € C noktasiyla birebir eglenir.

(3.12)

a(t) = (z(t),y(t)) diizlemsel polinom egrisi ise z(t) = x(t) + iy(t) polinomsal komp-

leks sayisi ile eslenir.
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a(t) bir basit PH egrisi ve hodografim1 karakterize eden polinomlar u(t),v(t) ol-
sun. w(t) = u(t) + iv(t) polinomsal kompleks sayisi ile «(t) egrisinin hodografinin

karakterizasyonu

= (uP(t) —v*(t), 2u(t)v(t)) (3.13)
dir (Farouki 1994).

3.2.2 Regiiler Polinom Egrileri ile PH Egrileri Arasindaki iligki

Regiiler polinom egrilerinin ciimlesi
G = {=(t) = (x(),y(t)) € B2 = (1) £ 0, ¥t € R} (3.14)

ve regiiler PH egrilerinin ciimlesi

G={z2(t) = (2(t),§(t)) € R?| £ (t) £ 0 ve T (1) + 7 (t)*> = 02(t), Vt € R} (3.15)

dir. Acikca goriiliiyor ki G C G dir.

G ve G ciimleleri arasinda z(0) = 2(0) = 0 olacak sekilde,

v G — G

doniigimiinii tanimlayalim.
Onerme 3.2.1. Regiiler polinom egrilerinin ciimlesi G ve regiiler PH egrilerinin

ciimlesi G arasinda (3.16) da tanimlanan ¥ doniistimii 1 : 1 bir doniisiimdiir

(Farouki 1994).
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Ispat. z(t) = (21(t),y1(t)), ebob(x1(t),11(t)) = sabit ve z(t) = (z2(t), y2(1)),
ebob(xo(t),y2(t)) = sabit olacak sekilde regiiler iki egri olsun. Kabul edelim ki
W(z1(t)) = W(2o(t)) dir.

Bu durumda,

([ew2 = siomar, [ 2o = ([ - e [2oiomn)

[y —iond = [ @or - e

/
[2ioiod = [ 25 wu

dir.
U(21(0)) = ¥(22(0)) = 0 oldugundan,

dir.

Leibnitz teoreminden,

711 = () = () — ya(t)”

20, (t)ys(t) = 2u(t)ya(t)

elde edilir.
Dolayisiyla,

F (0 (0 + 20 (1) = (1) — (1) + 20 (0)ualt)
(1) + (1) = (g0 + i)
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’

2, (t) = £y(t) ve y () = (1)

dir.
Esitliklerde her iki tarafin integrali alinirsa z1(0) = 25(0) = 0 oldugundan,

x1(t) = £xo(t) ve y1(t) = ya(t)

elde ededilir ve kompleks denklikten dolay1 z1(¢) = z2(t) olup, ¥ doniigtimii 1 : 1 dir.

Lemma 3.2.1. Regiiler n.dereceden bir egri z(t) € G ve z(t) egrisinin ¥ doniigiimii
altindaki goriintiisii 2(t) € G PH egrisi olsun. Bu durumda Z(t) egrisinin derecesi

2n — 1 dir (Farouki 1994).

Ispat. z(t) = (z(t),y(t)) n.dereceden bir egri ise hodografi z'(t) = (2'(t),y'(t)) nin
derecesi n — 1 dir. max{der(z'(t)> —y'(t)%,22'(t)y' (t))} = 2n — 1 olup regiiler PH

egrisinin derecesi der(2(t)) = 2n — 1 dir.

Sonug 3.2.1. Cift dereceli regiiler PH egrisi yoktur (Farouki 1994).

Diizlemdeki regiiler egrilere karsilik gelen PH egrileri agsagidaki tablodaki gibi elde

edilir.

Polinom egrisi (G)  PH egrisi (G)

n=1 dogru dogru
n=2 parabol PH kiibik

n=3 regiiler kiibik PH kuintik
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3.2.3 D6nme Altinda PH Egrisinin Hodografi

at)

ebob(u(t),v(t)) = sabit olacak sekilde u(t) ve v(t) polinomlar1 ile belli olsun.

(x(t),y(t)) bir PH egrisi ve (3.5) denklemini saglayan hodografi,

0 agqilik diizlem donmesi altinda a(t) egrisinin goriintiisii

a(t) = (Z(t),g(t)) = (x(t) cos @ — y(t) sin @, x(t) sin O + y(t) cos 0) egrisidir.

T(t) | [ cosd
g(t) sin 0

a(t) egrisinin hodografi,

a (1)

dir.

!/

(&' (t),9 (1))
(

(x

—sinf

cosf

t)cos@ —y (t)sin 0,z (t)sin @ + y (t) cos 0)

(3.17)

(3.18)

[(u?(t) — v*(t)) cos§ — 2u(t)v(t) sin b, (u*(t) — v*(t)) sin 6 + 2u(t)v(t) cos 6]

Diger taraftan eger,

ise

dir.

F(t) = a3(t) —o?

g(t) = 2a(t)()
a(t) \ cos$ —sin
o(t) B sin?  cos?
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Ayrica, donmeler altinda egrilerin hodografimin sagladigi (3.5) denklemindeki o(t)

polinomu degismez. Yani «(t) egrisi igin,
r () +y () =o(t)

iken &(t) egrisi i¢in de,

2

’ ’

F+7()? = (3: (t) cos @ — y (t)sin 9)2 + (acl (t)sinf + 1y (t) cos 9)
= o(t)’ +y (1)°

= o(t)? (3.20)
dir.
3.2.4 Yay Uzunlugu Hesabi
a(t) = (z(t),y(t)) bir PH egrisi ise a(t) egrisinin yay uzunlugu, yay uzunlugu degeri-

ne en iyi yaklagimi veren Gauss tiimleme formiilii kullanmadan kesin olarak hesap-

lanir (Farouki ve Sakkalis 1990).

b b
/H o () || dt:/a(t)dt (3.21)

3.2.5 Diferensiyel Ozelikler

a(t) = (z(t),y(t)) PH egrisinin birim teget, birim normal vektorleri ve egriligi rasyo-
nel fonksiyonlardir. (3.5) denkleminden z'(t) = u?(t) — v2(t), 3 (t) = 2u(t)v(t) ve
o(t) = u*(t) + v*(t) olmak iizere, a(t) egrisinin teget,normal vektorleri ve egriligi

sirasiyla,
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T (u?(t) — vz(z), 2u(t)v(t)) (3.22)
N _ Qu)o(t),v?(t) — (D))
o(t)
u(t)v' (t) —u' (t)v(t)
o?(t)

dir.

Sonug 3.2.2. Birim rasyonel teget vektoriine sahip olan egriler PH egrisidir

(Farouki 2008).
3.2.6 PH Egri Ciftleri

Tanim 3.2.1. a(t) = (z(t),y(t)) diizlemsel egrisinin normal vektérii N olmak iizere

a(t) PH egrisinin egri ¢iftleri
p(t) =a(t)+dN, d>0 (3.23)

olarak tamimlanan rasyonel fonksiyonlardir (Farouki ve Sakkalis 1990).

Teorem 3.2.1. R? de polinomsal PH egrilerinin paralel egrileri rasyonel PH egrisidir

(Farouki ve Sakkalis 1990).

Ispat. a(t) = (x(t),y(t)) polinomsal PH egrisi ve 2/(t)% 4+ ¢/(t)? = o(t)? olsun. «

_ W,

egrisinin normal vektori N =0 @) dir. egrisinin paralel egrileri ise (3.23)

denkleminden,

dir.
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B(t) egrisinin hodografi,

() = (x/(t) td (y”(t)a(t) —y’(t)a’(t)) ) —d (a:”(t)a(t) —x’(t)a'(t)))

o(t)? o(t)?

gl(rt) egrisinin PH egrisi oldugunu gosterelim.
{x, ® +d <y” <t>a<t(>j (—t)gwa’ <t>>r . [y'@) . ( (t)a(tff (—t;’ (t)o" <t>)r

— o)+ O_f—t) (202 45" (07) ot = ot (17| + —= (' (0" (1) = " (D) ()

o(t) + 0?24 (')~ (1) + - (oW (1)~ 2" (D' (1))

B(t) egrisinin hodografi Pisagor kogulunu sagladig: ve rasyonel fonksiyon tipli oldugun-

dan, 3(t) egrisi rasyonel PH egrisidir.

Tanim 3.2.2. «,8 C R” iki egri olsun. « ve [ egrilerinin Frenet n-ayaklilar:

swrastyla {Uy(t), Us(t), ..., Un(t)} ve {Vi(t), Va(t), ..., Va(t)} olmak iizere,
(U1(t),V1(t)) = 0 (3.24)

ise a ve (3 egrilerine bir involiit-evoliit egri ¢ifti denir (Struik 1988).

Sonug 3.2.3. « diizlemsel PH egrisi ile « egrisinin ¢ifti S egrisi bir involiit-evoliit

cifti degildir.

Ispat. a(t) = (z(t),y(t)) egrisi ve cifti f(t) = a(t) + dN egrisinin Frenet catisinim

teget vektorleri sirasiyla

r - (2Y
@ O" ag

_— o2 4 d(y”a . y/0/> y/0_2 . d(:ENO' . xlo_l)
B = o3 + d(:v’y” _ :c”y’) T o3 4 d(x’y” _ x//y/)
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olmak iizere

(x/2 + y/2>02 + d(x’y"a _ a:l/ylo_)
04 + da(:v’y” _ a:”y’)

<Ta7 Tﬁ> =

olup a ve (3 egrileri bir involiit-evoliit ¢ifti olusturmaz.

3.3 Uzaysal Pisagor-Hodograf Egrileri

Tanim 3.3.1. (Uzaysal PH egrisi) R® de a(t) = (z(t),y(t),2(t)) polinom

egrisinin hodografi o' (1),
() +y () + 2 (1) = o(t)? (3.25)

Pisagor esitligini saglarsa «(t) egrisine uzaysal PH egrisi denir

(Farouki ve Sakkalis 1994).

Uzaysal PH egrilerinin karakterizasyonunu yapabilmek i¢in siradaki teoremi verelim.

Teorem 3.3.1. Aralarinda asal a(t), b(t), c(t), d(t) polinomlar
a’(t) + b*(t) + A(t) = d*(t) (3.26)

Pisagor kogulunu sagliyorsa bu polinomlar u(t), v(t), p(t), ¢(t) reel polinomlar: yardim

ile

a(t) = u’(t) +0*(t) - p*(t) — ¢*() (3.27)
b(t) = 2[u(t)q(t) +v(t)p(t)]

c(t) = 2[v(t)q(t) — ult)p(t)]

d(t) = u*(t) +0*(t) + p*(t) + ¢*(t)

seklinde ifade edilir (Dietz, Hoschek ve Jiittler 1993).

28



Ispat. (3.26) esitligini alahm.

V(1) + A(t) = d*(t) — a®(t)
[b() + ic(®)][b(t) —ic(t)] = [d(t) + a(t)][d(t) — a(t)] (3.28)

i. Eger ebob(b(t), c(t)) = sabit ise (3.28) esitliginde b(t)+ic(t) ve b(t) —ic(t) kompleks
polinomlarinin ortak ¢arpani yoktur. Dahasi bu polinomlarin reel kokleri yoktur ve

bir polinomun kokii digerinin eslenigidir. Yani,

b(t) +ic(t) = f(t)g(t), b(t) —ic(t) = f(t)g(t)

dir.
Dolayisiyla d(t) + a(t) ve d(t) — a(t) reel polinomlarmm f(t) ve g(t) kompleks poli-

nomlar1 cinsinden ifadesi

dir.
f(t) ve g(t) kompleks polinomlarinin reel ve sanal kisimlarim u(t), v(t), p(t), q(t) reel

polinomlari ile ifadesi

ft) = V2(p(t) +iq(t))
g(t) = V2(u(t) +iu(t))

olarak alinirsa, bu durumda a(t), b(t), ¢(t), d(t) polinomlarmin esitlikleri (3.27) denk-
lemleri olarak elde edilir.

it. Eger ebob(b(t), c(t)) # sabit ise (3.28) denkleminin sol tarafindan gelecek olan
w?(t) ortak boleni, ya d(t)+a(t) ya da d(t) —a(t) polinomunun bir garpamdir. w?(t),
iki polinomun birden garpani olamaz ¢iinkii bu durum a(t), b(t), ¢(t), d(t) polinom-
lariin aralarida asal olmasiyla celigir. b(¢)+ic(t) ve b(t) —ic(t) kompleks polinom-

lar1 w(t) ye boliindiikten sonra (i) durumuna doniiliir ve ayni sonuglar elde edilir.
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Teorem 3.3.1. den a(t) = (x(t),y(t), 2(t)) uzaysal PH egrilerisinin karakterizasyonu

x', 1y, 2/ aralarinda asal olmasi durumunda

denklemleri ile verilebilir.

t) = ¢*(t) (3.29)

Uyar: 3.3.1. Diizlemsel PH egrilerinin karakterizasyonu i¢in verilen teorem 3.1.1

gerek ve yeter sart iken, uzaysal PH egrileri i¢in verilen teorem 3.3.1 de poli-

nomlarin aralarinda asal olmasi durumunda gerek sart olarak verilmistir. Ciinkii,

u(t),v(t), p(t), q(t) reel polinomlarinin aralarinda asal olmasi a(t), b(t), c(t), d(t) poli-

nomlarinin da aralarinda asal olmasimi gerektirmez. Bu durumdan dolay1, R? de

regiiler egriler ile basit PH egrileri arasinda yapilan 1 : 1 esleme uzay egrilerinde

mevcut degildir (Farouki 2008).

Ornek 3.3.1. u(t) = t2=3t, v(t) = t>=5t+10, p(t) = —2t>4-3t45, q(t) = 2—9t+10

polinomlar: aralarinda asaldir. Bu polinomlardan elde edilen PH egrisinin hodografi,

dir.

—3t* + 14¢% — 36t + 50t + 100
(t* — 2t +5)(—3t> + 8 — 5)
—2t* + 213 4 14> — 50t + 100
(t* — 2t 4+ 5)(—2t* — 2t + 20)
6t* — 46t> + 138t% — 250t + 200

(t* — 2t + 5) (6> — 34t + 40)
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u(t), v(t), p(t), q(t) polinomlarmin asal olmasina ragmen z'(t), y/'(t), 2’(t) polinomlari
aralarinda asal degildir. Dolayisiyla elde edilen a(t) = (x(t),y(t), 2(t)) PH egrisi
basit PH egrisi degildir.

3.4 Uzaysal PH Egrilerinin Ozelikleri
3.4.1 PH Egrilerinin Kuaterniyon Temsili

Tanim 3.4.1. (Kuaterniyon) Kuaterniyon cebiri birlegmeli, degismeli olmayan

boliim halkasidir ve

H = {¢=q+qi+aq@j+ak|qoaqaeaeaceR, @ =5=kF=-1}(3.30)

ij = —ji=k, jk=—kj=1i, ki=—ik=j
olarak ifade edilir, herbir elemanina kuaterniyon denir (Ward 1997).

R de bir basit PH egrisi a(t) = (z(t), y(t), 2(t)) olsun ve hodografi u(t), v(t), p(t), q(t)
reel polinomlari ile (3.29) denklemleri bi¢iminde ifade edilsin.

A(t) = u(t) + v(t)i + p(t)j + q(t)k bir polinomsal kuaterniyon ve eglenigi

A*(t) = u(t) — v(t)i — p(t)j — q(t)k kuaterniyonu olsun.

a(t) egrisinin hodografinin A(t) kuaterniyonu ile ifadesi

Q) = A@t)iA*(t) (3.31)

= [W¥(t) +0*(t) = p*(t) — ¢ (O))i + 2 [u(t)g(t) + v(t)p(t)] j + 2 [v(t)a(t) — u(t)p(t)] k

dir (Choi, Lee ve Moon 2002).
Ornek 3.4.1. A(t) =1+ (1 —1t)i+ (1+1t)j + (t* + 1)k polinomsal kuaterniyonu ile
karakterize edilen «(t) PH egrisinin hodografi

Q(t) = A()iA*(t)

= (—t* =247 —4t, 4, — 263 427 — 4t)
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olup

—t5 23 —1 2
aft) = (T -5 - 212, 4t, 7t4 - §t3 — 2t%)

dir.
Uyar1 3.4.1. (3.31) denklemindeki, A(t)iA*(t) carpiminda ”i” yerine ”j” ya da ”k”

alinabilir. Bu durumda u(t),v(t),p(t), q(t) polinomlarmin gesitli permiitasyonlar

elde edilir.

a(t) egrisinin hodografini,

Q) = A()iA*(t)

A@) I* U@®)iU*(t) (3.32)

olarak U (t) = (cos $0(t),sin 20(¢)7i(t)), 7i(t) = (n4(t), ny(t), n.(t)) birim kuaterniyo-
nu ile ifade edebiliriz.

Burada U (t)iU*(t) carpimu 77 ekseni etrafinda ¢ vektoriiniin 6(t) agisi kadar dsnmesini
tamimlar. Boylelikle (3.31) denklemi i birim vektoriiniin uzaysal dénmesinin stirekli

bir ailesi olarak yorumlanabilir.

Uzaysal donme hareketinin énemli bir 6zelligi yapiy: korumasidir. «(t) = (z(t), y(t), 2(t))
PH egrisini ve bu egrinin 7 = ngi + nyj + n.k birim vektorti boyunca & agisi
kadar dénmesi sonucunda elde edilen &(t) = (Z(t),g(t), Z2(t)) PH egrisini ele alalim.
& (t) = A(t)iA*(t) ise,

A(t) = UA(t),U = (cos %(b, sin %CM) (3.33)

dir.
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A(t) = a(t) + o(t)i + p(t)j + G(t)k ise

a(t) cos3®  —nysing® —nysing® —n.siniP
- 1 1 1 1
o(t) _ ngsinz®  cosz®  —n.sing® nysing® (3.34)
p(t) n,sini® n,sinid cosi®  —n,sinid
q(t) n,sini® —nysing® n,sinid cos 3
u(t)
u(t)
p(t)
q(t)
dir (Farouki 2006).
3.4.2 Diferensiyel Ozelikler
R3 de a(t) = (z(t),y(t), 2(t)) PH egrisi ve hodografi o/ (t),
Y= Wt —pR— g
y = 2(uq+op)
2 = 2(vq— up)
o = W¥+vP+p*+ ¢
olsun.
a(t) egrisinin Frenet gatisim ve egriliklerini inceleyelim.
« egrisinin teget vektorii,
/
T = =
o |
_ (u2+v2 —7 = 2ug+vp) 2(vq—up)) (3.35)
o o o

rasyonel fonksiyondur.
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Fakat, normal ve binormal vektorleri rasyonel fonksiyon degildir.

| o x a” [P= o*(t)p(t) (3.36)

o) = 4 (up’ — u'p)?* + (ug' — u'q)* + (vp' — v'p)?
+(vg' —v'q)* + 2(uv’ — u'v)(pd’ — p'q)

= 4[(wp' —u'p+vqd —v'q)* + (ug —v'q —vp' +'p)?]
= Jla"(t) |]> =o' (t)? (3.37)

dir.

Buradan egrinin birinci egriligi «(t),

(3.38)

olarak elde edilir ve rasyonel fonksiyon degildir, ikinci egriligi 7(¢) ise rasyonel
fonksiyondur.
Egrinin normal ve binormal vektorleri,

oo —od'a

N = 2T (3.39)

Ko
o x o

RO

dir.
r min rasyonel fonksiyon olmamasindan dolayi, N ve B vektor alanlari rasyonel

olmayan fonksiyonlardir (Farouki 2008).
Tanim 3.4.2. (Cift PH egrisi) R® de a(t) = (z(t),y(t), 2(t)) regiiler bir egri
olsun. || /(t) || ve || /() x & (t) || norm degerleri polinom ise a(t) egrisine ¢ift PH

egrisi denir, kisaca CPH olarak gosterilir (Farouki ve Sakkalis 1990).

Sonug 3.4.1. «a(t) CPH egrisi ise (3.36) denkleminden p(t) = w?(t) olacak sekilde
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w(t) polinomu mevcuttur. Bu durumda, «(t) egrisinin Frenet ¢atis1 ve egrilikleri

/ " ! ! / "
« oo’ — o« o X o
T==— N=——— B=
g ow ow

/ " n
o x o, a") (3.40)

o2w?

rasyonel fonksiyonlardir (Farouki ve Sakkalis 1990).
3.5 Helis Egrileri ve PH Egrileri Arasindaki ligki

Tamim 3.5.1. (Helis egrisi) a(t) € R? egrisinin her noktasinda teget vektorii
sabit bir ¥ # (0,0, 0) vektorii ile sabit a¢i yapiyorsa, «(t) helis egrisidir. Dogrultusu

U vektorii olan dogruya ise helisin ekseni denir (Struik 1988).

Teorem 3.5.1. Bir uzaysal egri a(t) € R3 helistir ancak ve ancak egrinin egrilikleri

arasinda 7 = ck esitligi saglanacak gekilde ¢ € R sabiti vardir (Lancret 1806).

Teorem 3.5.2. R3 de polinomsal helis egrileri PH egrisidir

(Farouki ve Sakkalis 1994).

Ispat. a(t) egrisi 3-boyutlu uzayda polinomsal helis egrisi olsun. Dolayisiyla, a(t)

egrisinin teget vektorii T'(t) = ()

= Tl sabit bir ¢ vektorti ile sabit ac1 yapar.

(T(t),v) = cosW¥

M) o cos
Tami” = "
o) ll= 5 {a'(0), ) (3.41)

(3.41) denkleminde, esitligin sag tarafi cos U nin sabit olmasindan dolay1 bir poli-
nomdur. Boylelikle || o/(t) ||= o(t) olacak sekilde bir o () polinomu mevcuttur, «(t)

helis egrisi PH egrisidir.
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R? de polinomsal her helis egrisi PH egrisi iken bu durumun tersi her zaman dogru

degildir. Bu duruma kismi bir cevap icin siradaki teoremi verelim.

Teorem 3.5.3. Eger uzaysal PH egrisi helis ise (3.37) denklemleriyle tanimli olan
p(t) fonksiyonu tam kare olmahdir (Farouki 2008).

Ispat. a(t) € R® PH egrisi bir helis egrisi olsun. Bu durumda, a(t) egrisinin
teget vektorii T, ¢ sabit dogrultusuyla sabit aci yapar. Ayni zamanda egrinin her

noktasinda binormal vektorii de ¢ ile sabit ag1 yapar.

(B,7) = sinV¥

,U) = sinW

| /() x 0 (1) | = << {a'(t) x (1), ) (3.2

(3.42) denkleminde || o/(t) x &'(t) || normu bir polinomdur, diger taraftan a(t) PH
egrisi olup (3.36) denkleminden

I/ x o [[*= o*(t)p(t)

esitligin sol tarafi polinom, sag tarafinda ise o(¢) polinomdur.

Dolayisiyla, p(t) de bir polinomdur ve esitligin saglanabilmesi i¢in tam kare olmalidir.
Sonug 3.5.1. Eger R? de bir PH egrisi helis ise egri CPH egrisidir (Farouki 2008).
O halde, a(t) € R? helis egrisi igin (3.40) denklemlerinden ve Lancret teoreminden

(d(t) x a"(t),a”(t)) = tan Vw?(t) (3.43)
elde edilir. Eger a(t) egrisi n.dereceden bir polinom egrisi ise w(t) polinomunun

derecesi n — 3 olur.
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Sonug 3.5.2. R? de derecesi 3 olan PH egrileri helistir.

Ornek 3.5.1. a(t) = (2t° — 14+ 145 — 12 — ¢ ¢4 — 245 + 242 — 2t, 2243 — 2t) regiiler

polinomsal egrisini alalim. «(t) egrisinin hodografi

¥ o= 2t =32 -2 —1
Yy o= A3 — 22 44t —2

J = -2 -2

olup
oy + 2 = (2t = 23 + 512 — 2t + 3)°

Pisagor kosulunu saglar.

| o x o |?>=32(t* + 1)*(2t* — 4¢> + 8> — 3t + 3) (3.44)
(3.44) esitliginin sag tarafi tam kare ifade olmadigindan «(t) PH egrisi helis degildir.
3.6 R? ve R? de PH Egrisi Uretme
3.6.1 Helis Egrisinin Dik Izdiisiimii

Tanim 3.6.1. 3(t) € R3 egrisinin ikinci egriligi 7 = 0 ise 3(t) egrisi diizlemsel bir
egridir (Struik 1988).

a(t) € R? helis egrisinin ekseni ¢ birim vektorii ve || o/(¢) ||= o(t) olsun. «(t)

egrisinin eksenine dik olan diizleme izdiigiim yaptigimizda elde edilen diizlemsel egri

Bt) = a(t) — (a(t), )7 (3.45)

dir.
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B(t) egrisinin hodografi 5'(t),

olup

| B'(t) ||= o(t)sin ¥ (3.46)

elde edilir.

Sonug 3.6.1. R3 de helis egrilerinin eksenlerine dik izdiisiimleri sonucunda elde

edilen diizlemsel egri PH egrisidir.

Ornek 3.6.1. «(t) = (6t,3t%, %) helis egrisi veriliyor. a(t) egrisinin ekseni

U= (\/LE’ 0, \/LE) ve ¥ ile yaptig1 sabit ag1 45° dir. «(t) egrisinin hodografinin normu

ise || /(1) ||= o(t) = 3(t% + 2) dir.

a(t) egrisinin eksenine dik izdiigiimii sonucu elde edilen () egrisi,
1 1
B(t) = (Bt — §t3, 3t2, §t3 — 3t>

dir.
B(t) egrisinin hodografi,

18I =3 +2)
=l o/(t) || sin45°

olup (3.46) denklemi saglanir.
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3.6.2 Ox, Oy ve Oz Eksenli Helis Egrisi Uretme
c(t) = (z(t),y(t)) € R? bir PH egrisi olmak iizere,
2 () +y'(1) = o(t)?

saglanir ve

o(t) = u(t) +v(t)

olacak gekilde u(t), v(t) reel polinomlar1 mevcuttur.

c(t) egrisinden iiretilen uzaysal «(t) egrisi,

alt) = <x(t),y(t), / a(t)dt>

_ ( / (u2(t) — v2(1))d / (2u(t)u())dt, / (u2(t)+v2(t))dt) (3.47)

Oz— ekseniyle 45° ag1 yapan polinomsal bir helis egrisidir.

Uyar1 3.6.1. Oz veya Oy eksenli helis egrisi tiretmek i¢in " [ o(¢)dt" degiskenini egri
denkleminde sirasiyla birinci veya ikinci bilesen yapmak yeterlidir ve diger bilegsen-
lerin permiitasyonlariyla da farkli egriler olugturulabilir.

Ornek 3.6.2. c(t) = (3t — ¢,¢%) dizlemsel PH egrisini alalim. ¢(t) egrisinin

hodografi ¢/(t) = (2/(t),y'(t)) = (t* — 1,2t) dir. Bu durumda, 2’ ve ¢’ bilesenlerini

karakterize eden polinomlar

dir.
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Dolayisiyla c(t) egrisinden iiretilen x,y ve z— eksenli helis egrileri sirasiyla

1 1
. = =+t =t —t
Il CLUELED

1 1
a, = (§t3—t,§t3+t,t2)

1 1
o= (==t =+t
Ol G )

dir.
3.6.3 Herhangi Eksenli Helis Egrisi Uretme

Teorem 3.6.1. 3(t), normali @ € R3 olan diizlemde yatan regiiler diizlemsel bir

egri ve 0 € (0, %) U (%,W) olmak iizere

a(t) = a(ty) +sin0p8(t) + (s(t) — s(to)) cos 6u (3.48)

seklinde tamimlanan a(t) egrisi «a(to) keyfi noktasindan gegen ve her noktasindaki

teget vektorii @ dogrultusu ile 6 kadar ag1 yapan bir helis egrisidir (Sy 2001).

\/5 I
yatan diizlemsel bir egri olmak iizere 3(t) egrisinden ekseni ,teget vektoriiniin yap-

Ornek 3.6.3. ((t) = (315 — %,3&% — 3t>, normali @ = <L 0, \/Li) diizleminde

t1g1 ac1 0 = ¢ ve a(0) = 0 olacak sekilde bir helis egrisi tiretelim.

aft) = (0)+Sm—ﬂ() (s(t) = s(0

)) co
- %(31&—?3 —St) (73_ 3\/_t>\/7_( )
(S WD, 30 s, 0 )

t
4 2 ’

[\]
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a(t) egrisinin egrilikleri,

2
3(12 + 2)2
2/3
3(12 + 2)2

T —_=

olup Lancret teoreminden

— = — =tanf

SV

a(t) egrisinin istedigimiz helis egrisi oldugu aciktir.
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4. MINKOWSKI UZAYINDA PiSAGOR-HODAGRAF EGRILERI

Tanim 4.1. (Minkowski Pisagor-Hodograf egrisi) E} de a(t) = (a1(t), as(t), ..., an(t))
egrisinin hodografi o/ (t) = (a/(t), a4(t), ..., al,(t)) igin,

(1) + () + ...+ ol (t) — (1) = o(t)? (4.1)

olacak gekilde bir o(t) polinomu varsa, « egrisine Minkowski Pisagor-Hodograf egrisi

ya da kisaca MPH egrisi denir (Moon 1999).

Sonug 4.1. E} de timelike MPH egrisi yoktur (Moon 1999).

Sonug 4.2. E7 de biitiin null egriler MPH egrisidir (Moon 1999).

4.1 Diizlemsel Minkowski Pisagor-Hodograf Egrileri

Tamm 4.1.1. (Diizlemsel MPH egrisi) o(t) = (z(t),y(t)) € E? igin « egrisinin

hodografi igin
2'(t)* =y (t) = o(t)” (4.2)

saglanacak gekilde bir o(t) polinomu varsa, a egrisine diizlemsel MPH egrisi denir

(Moon 1999).

Teorem 4.1.1. «a(t) = (z(t),y(t)) diizlemsel MPH egrisinin hodografi i¢in,

?(t) = [u(t) + v (B)]w(t) (4.3)

olacak gekilde wu(t),v(t), w(t) polinomlar1 mevcuttur.
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Ispat. « egrisi bir MPH egrisi oldugundan (4.2) denklemi saglanir, buradan
a(t) +y(1)* = 2'(t)?

dir.
Teorem 3.1 den o(t),y'(t),2'(t) polinomlarinin karakterizasyonu ile (4.3) denklem-

lerinin varlig1 aciktir.

Tanim 4.1.2. (Basit MPH egrisi) o(t) egrisi igin (4.3) denklemleriyle verilen
karakterizasyonda w(t) = 1 ve ebob(u(t),v(t)) = 1 olmasi durumunda «(t) egrisine

basit MPH egrisi denir (Moon 1999).

Tamim 4.1.3. (Hiperbolik say:) Reel sayilar iizerinde taniml,
H={z=xz+ey|z,yeR, e =1} (4.4)

ciimlesiyle belli olan 2-boyutlu cebirsel yapiya hiperbolik sayi cebiri, herbir ele-

manina ise hiperbolik say1 denir (Catoni vd. 2011).

2(t) = u(t) + ev(t) polinomsal hiperbolik sayisiin z — 22 olarak tanimli konformal

doniisiim altindaki goriintiisii
2(t) = v (t) + () + Qu(t)v(t)) e (4.5)

dir.
Dolayisiyla, hodografi u(t), v(t) polinomlari ile belli olan bir MPH egrisi hiperbolik

diizlemde bir polinomsal hiperbolik sayis1 ile karakterize edilebilir.
Teorem 4.1.2. «f(t) = (z(t),y(t)) diizlemsel MPH egrisinin u(t),v(t) polinom-

lariyla belli olan hodografi hiperbolik diizlemde z(t) = wu(t) 4 ev(t) hiperbolik sayisi

ile
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o (t) = 23(t) (4.6)

seklinde ifade edilir.

2, 2-boyutlu Minkowski uzaymda MPH egrilerinin karakterizasyonunu geometrik

acidan yorumlayalim.

Teorem 4.1.3. Rasyonel parametreli ¢(t) = (z(t), y(¢)) Minkowski birim gemberi

icin,

a’(t) + b3 (t)  2a(t)b(t) ) (4.7)

(z(t),y(t)) = <b2(t) —a2(t)’ b2(t) — a2()

olacak gekilde a(t), b(t) polinomlar: mevcuttur.

ispat.

<

(x,y)

(1,0)

(0,-m)

Sekil 4.1 Minkowski ¢emberinin steografik izdiigiimii

22 —y? = 1, birim ¢emberi iizerindeki (z, y) noktalarinin (1,0) merkezli ve y-eksenine
izdiigiimleri (0, —m),m € R tipindeki noktalardir. Tersine, (0, —m) noktasinin
birim ¢ember iizerindeki goriintiisii olan (z,y) noktasimin koordinatlar1 y = mx —m
dogrusu ve 2 — y? = 1 birim ¢emberinin ortak coziilmesiyle elde edilen

_14—m2 2m

x_mQ—l’ y:m2—1

(4.8)

esitlikleridir.
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m = % secilirse (4.8) esitlikleri

_a@M+0 o 200b(t)
2(t) = m,y(t) TR0 —a2()

(4.7) denklemlerine doniisiir.

Eger, izdiisiim yapilacak nokta hiperboliin sol kolunda ise
dir.

WPy = oty (49)
(70) - () =

Dolayisiyla, teorem 4.1.3 ve (4.9) birim Minkowski ¢ember denklemi gtz Oniine

saglanir.

alindiginda

a®(t) + b*(t) (4.10)
y'(t) = 2a(t)b(t)
olt) = = (@)~ 1)

olacak gekilde a(t) ve b(t) polinomlar: mevcuttur.

4.2 Uzaysal Minkowski Pisagor-Hodograf Egrileri

Tanim 4.2.1. (Uzaysal MPH egrisi) o(t) = (z(t),y(t),z(t)) € E? igin «

egrisinin hodografi i¢in

2 () 4+ (1) = (1) = o(t)? (4.11)



saglanacak gekilde bir o(t) polinomu varsa, « egrisine uzaysal MPH egrisi denir

(Moon 1999).

Teorem 4.2.1. «(t) = (z(t),y(t), 2(t)) uzaysal MPH egrisinin (4.11) denklemini

saglayan hodografi o/(t) i¢in

?(t) = w(t) —vi(t) +pi(t) — (1) (4.12)
y(t) = 2fut)q(t) —v(t)p(t)]

Z(t) = 20u®)p(t) —v(t)q(t)]

o(t) = =+ (u(t) —v*(t) —p*(t) + (1))

olacak sekilde u(t), v(t), p(t), ¢(t) polinomlart mevcuttur (Moon 1999).
Ispat. a(t) = (z(t),y(t), 2(t)) € E} MPH egrisi i¢in (4.11) denkleminden

1 1 1 1

LW+ L) 0 20 = o)+ W50 - 1) (413)
dir.

Polinomlar i¢in tek sekilde garpanlara ayrilma ozelliginden (4.13) denklemi igin

A(t), B(t),C(t), D(t) € R[t] polinomlar1 mevcuttur.

Lo +a() = AWB(), 5o (M) = CODD) (414
S0+ 20) = AWCH), S0/(1)— (1) = AW D)
Eger,
u(t) = w7 o(t) = w (4.15)

segilirse (4.12) denklemleri elde edilir.
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Uyar1 4.2.1. Teorem 4.2.1 de verilen karakterizasyonda ispattan acik bir sekilde
u(t),v(t), p(t), q(t) polinomlarmin aralarida asal olmasina gerek yoktur. Dolayisiyla

verilen kosul ¢ift yonliidiir.

R3 de PH egrilerinin karakterizasyonu kuaterniyonlarla ifade etmistik, E3 de ise
MPH egrilerinin karakterizasyonunu boliinmiis kuaterniyonlarla yapabiliriz. H ile

gosterilir.

Tanim 4.2.2. (Béliinmiis kuaterniyon cebiri) Bolinmiis kuaterniyon cebiri
(—,+,+, —) isaretli Ej Minkowski uzayinda tanmmmh birlesmeli, degismeli olmayan

boliimlii olmayan bir halkadir ve

H= {q = qo+ qii + q2j + @3k | G0, 1,42, g3 € R, i = j2 = 1,k* = ~1}
ij= —ji = —k, jk=—kj=1i, ki=—ik=j

(4.16)

olarak tanimlanir, herbir elemanima béliinmiis kuaterniyon denir (Inoguchi 1998).

Tamm 4.2.3. (Béliinmiis kuaterniyon) ¢ = qo + qui + ¢2j + qsk € H boliinmiis
kuaterniyonu eger,

i —@ + ¢ + g5 — g3 > 0, ise spacelike boliinmiis kuaterniyon

ii. —q2 + @& + g3 — g2 < 0, ise timelike boliinmiis kuaterniyon

iii. —q2 + ¢} + ¢ — q2 = 0, ise lightlike boliinmiig kuaterniyon

dur (Inoguchi 1998).

Teorem 4.2.2. «(t) = (x(t),y(t), 2(t)) uzaysal MPH egrisinin (4.12) denklemleriyle
u(t),v(t), p(t), q(t) polinomlar: cinsinden verilmis ifadesi A(t) = u(t)+v(t)i+p(t)j+

q(t)k polinomsal boliinmiig kuaterniyonu ile
o'(t) = A(t)iA*(t) (4.17)
olarak ifade edilir.
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Ispat. A(t) = u(t) 4+ v(t)i + p(t)j + q(t)k polinomsal boliinmiis kuaterniyonu ve
eslenigi A*(t) = u(t) — v(t)i — p(t)j — q(t)k igin

A(t)iA*(t) (u(t) +v(t)i +p(t)j + q@O)F)i(u(t) = v(t)i = p(t)j — q(t)k)
= (u(t) = 0*(t) + p*(t) — ¢*(1))i + 2(u(t)g(t) — v(t)p(t))j (4.18)

+2(u(t)p(t) — v(t)q(t))k

dir.
E? de o/(t) = (2/(t), 9/ (1), 2'(t)) = 2'(t)i + /' (t)j + 2’ (t)k olarak ifade edilebilir, bu

durumda (4.12) ve (4.18) denklemleri g6z 6niine alindiginda (4.17) esitligi elde edilir.

Uyar1 4.2.2. Teorem 4.2.2 de MPH egrileri i¢in verilen boliinmiis kuaterniyon

n,n

"i" carpani yerine "j" carpani da yazilabilir. Elde edilen den-

karakterizasyonunda

klem u(t),v(t), p(t), q(t) polinomlarinm farklh bir permiitasyonudur.

(4.17) esitligini
o (t) =[ A@t) |7 U@®)iU* (1) (4.19)

U(t) birim boliinmiis kuaterniyonu ile ifade edebiliriz. Eger,

i. U(t) spacelike ise, U(t) = (sinh $60(t) + cosh $0(¢)7i(t)) , 7i(t) = (n1(t), na(t), ns(t)),

ii. U(t) timelike, vektorel kism spacelike ise, U(t) = (cosh 16(¢) + 7i(t) sinh 26(¢)) ,

n(t) = (n(t), na(t), ns(t)),

ii. U(t) timelike, vektorel kismi timelike ise, U(t) = (cos 16(t) + 7i(t)sin 10(¢)),

1i(t) = (na(t), n2(t), na(t))
dir.

E32, 3-boyutlu Minkowski uzaymda dénme matrisi timelike boliinmiis kuaterniyonlar:
ile karakterize edilir. Eger, o(t) MPH egrisini karakterize eden U (¢) birim boliinmiis
kuaterniyonu timelike ise bu durumda U (¢)iU*(t) ¢arpimi Minkowski uzayinda 6(t)

agilik 7i(t) vektorii boyunca bir donme ailesi belirtir.
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Ayrica, donmeler altinda yap: korundugundan a(t) MPH egrisinin 7 = (n,, ny, n.)
birim vektorii boyunca ® agist kadar donmesiyle elde edilen a(t) egrisi de bir MPH
egrisidir. Ve a(t) MPH egrisinin karakterizasyonunu veren boliinmiig kuaterniyon

A(t) = a(t) + 9(t)i + p(t)j + G(t)k ise
A(t) = UA(t) (4.20)

dir.
E

QQc
@

T,

i. T = (ng, ny,n,) birim vektorii spacelike ise,

a coshi® n,sinh3® nysinhi® —n.sinhi® u
U _ n, sinh %Q) cosh %q) —n, sinh %@ n, sinh %CD v (4.21)
D n, sinh %<I> n, sinh %CI) cosh %@ —ny, sinh %@ P
q n, sinh %CIJ n, sinh %<I> —n, sinh %q) cosh %(ID q

it. M = (ng,ny,n,) birim vektori timelike ise,

U CoS %QD Ny sin%@ Ny Sin %@ -n, sin%@ U
~ . 1 1 . 1 . 1
) ngsin;®  cos;®  —n.sing®  nysin ;@ v
= (4.22)
~ . 1 . 1 1 . 1
D nysin ;& n,sin ;P cos 5P —n sin 5@ P
q n,sin 2® n,sin® —n,sinid cos +®

dir.

4.3 E? ve E3 de MPH Egrisi Uretme

4.3.1 MPH Helis Egrisinin Izdiisiimii

Tanim 4.3.1. (Helis egrisi) a(t) € R? egrisinin her noktasinda teget vektoriiniin
sabit bir @ # (0,0, 0) vektorii Minkowski i¢ garpimina gore sabit bir fonksiyona esit
ise, a(t) Minkowski uzayinda bir helis egrisidir denir. Sabit olan u vektoriine ise

helisin ekseni ad1 verilir (O’Neil 1983).
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Minkowski uzayinda bir helis egrisinin ekseni timelike, spacelike ya da null olabilir.
Helis egrisini kendi eksenine dik olan diizleme izdiisiim yapabilmek icin bu boliimde

timelike ve spacelike eksenli helisler ele alinmigtir.

Teorem 4.3.1. Minkowski uzayinda « helis egrisinin kendi eksenine dik olan diiz-
leme gore izdiigiimii bir diizlemsel MPH egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a

egrisinin agagidaki ozelliklerden birini saglamasidir

i. «a, i spacelike eksenli helis egrisi ve Sp{a/, i} bir spacelike diizlem

ii. a, u timelike eksenli bir helis egrisi.

Ispat.
i. «a, u spacelike eksenli helis egrisini ele alalim. « egrisinin normali « olan diizle-
mindeki izdiistim egrisi

B =a— (a,u)u (4.23)

dir.

[ egrisinin MPH egrisi olmasi icin grek ve yeter sart

(86" = p* (4.24)

olacak sekilde bir p polinomunun var olamasidir.

Burada « egrisi bir helis oldugundan {o/, ') = ¢ saglanir ve

(8,8) =0 = (o, @) (4.25)

elde edilir.
(4.25) esitligi eger Sp{c/, @} bir spacelike diizlem ise

(8, 8") = o*sin*0 (4.26)

olarak elde edilir ve 3 egrisi bir diizlemsel MPH egrisidir,
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eger Sp{c’, i} bir timelike diizlem ise
(B',B") = —o?sinh® 0 (4.27)
dir ve (8 egrisi bir MPH egrisi olmaz.
ii. a, u timelike eksenli helis egrisi ise izdiisiim egrisi (5
f=a+ (ou)u (4.28)

dir.

[ egrisinin hodografi

(B.8) = (o o) + (1)
— o%cosh?§ (4.29)

(4.29) esitligini sagladigindan [ bir diizlemsel MPH egrisidir.

Ornek 4.3.1. a(t) = (g (t — g) ,% (% — t> ,§t2> egrisi © = (0,1,0) spacelike
eksenli bir helis egrisi olup Sp{«/,u} bir spacelike diizlem belirtir. Bu durumda «

helis egrisinin normali @ olan diizlemdeki izdiigiim MPH egrisi 3,

—

, U

plt) = aft) = (alt), d)u
B,
o)

5

olup

dir.
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Ornek 4.3.2. i = (0,0,1) timelike eksenli a(t) = (g (— — ) 342 4 <— —|—t>)

helis egrisinin izdiisiim egrisi (3,
Blt) = a(t) +{at), @)

dir.

MPH egrisi olma kosulu saglanir

5!
<B/7 B/> = g(alv a,>'

4.3.2 Ox ve Oy Eksenli MPH Helis Egrisi Uretme

at) = (z(t),y(t)) diizlemsel MPH egrisi ve hodografi = — y* = 02 kogulunu

saglasin. Bu durumda

olacak gekilde aralarinda asal u(t) ve v(t) polinomlar1 vardir.
O halde asagidaki durumlar elde edilebilir.

i. a egrisinden {iretilen Ox eksenli helis,

B,(t) = ( / (w?(t) — v*(t)) dt, u?(t) + v*(t), 2u(t)v(t)) (4.30)

dir.
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ii. a egrisinden {iretilen Oy eksenli helis,

B,(t) = (uQ(t) +v2(t),/ (u?(t) — v*(t)) dt, 2u(t)v(t)> (4.31)

veya

dir.

Uyar1 4.3.1. Minkowski uzaymda o(t) polinomu yardimiyla MPH helis egrisi
iiretme yalnizca Ox ve Oy eksenli helisler i¢in gecerlidir ve bilegenler arasinda bir

permiitasyon yoktur. Aksi takdirde, iiretilen egriler null olur.
4.3.3 Herhangi Eksenli MPH Helis Egrisi Uretme

Minkowski uzayinda [3(t) spacelike egrisi normal vektorii N olan diizlemde yatan bir
MPH egrisi olmak {izere;

i. N bir timelike vektor ise
a(t) = afty) £ cosh 0B(t) % sinh O(s(t) — s(to)) N (4.33)
egrisi  egrisinden {iiretilen MPH helis egrisidir.

Uyar1 4.3.2. N timelike vektorii gelecek yonlendirmeli ise (4.33) denkleminde
isaretler pozitif, gegmis yonlendirmeli ise negatif alinacaktir. Burada bahsi gegen

agl o' teget vektoriiniin sabit dogrultu N ile yaptigl acidir.

ii. N bir spacelike vektor ise teorem 4.3.1 de 1.durum goéz oniinde bulundurularak

tiretilen « helis egrisi
a(t) = alte) + sin08(t) + cos O(s(t) — s(to)) N (4.34)

dir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Matematikte bir egri polinomlarla, rasyonel fonksiyonlarla, trigonometrik fonksiyon-
larla vd. fonksiyonlar yardimiyla tanimlanabilir. Polinomsal egrilerin ailesi 6zellikle
bilgisayar, robotik, dizayn, navigasyon ve daha bir ¢ok alanda siklikla kullanilir
dolayisiyla bu egrilerin uzunluguna en iyi yaklagimin yapilmasi gerekmektir. Bu
egrilerde yaklagim icin Bezier kontrol noktalar: ile Bernstein polinomlar: kullanil-
maktadir. Pisagor teoreminin polinomlara uygulanmasi ile polinomsal egrilere yak-
lagim farklilagmigtir. 1990 yilinda ise Farouki ve Sakkalis tarafindan tanimlanan
Pisagor-hodograf (PH) egrileri ile uzunlugu net olarak hesaplanabilen egrilerin var-
ig1 ortaya cikmustir. Iki ve ii¢ boyutlu PH egrileri icin karakterizasyon calismalar:
kompleks sayilar ve kuaterniyonlar kullanilarak Farouki tarafindan verilmistir. Ay-
rica bu egrilerin helis egrileri ile olan yakin iligkisi de bulunmus ve biitiin he-
lis egrilerinin PH egrisi oldugu fakat tersinin her zaman gergeklesmedigi ispatlan-
mistir. Moon ise 2000 yilinda PH egrilerini Minkowski metrigine gore tanimlayarak
Minkowski Pisagor-hodograf (MPH) egrilerini elde etmis ve steografik izdiigiim ya-

parak MPH egrilerinin bir temsilini vermistir.

Bu tezde PH egrilerinin uygulama alanlarindaki énemi ve kullanicilara uygulama
kolaylig1 saglamasi icin diizlemsel ve uzaysal PH egrilerinin Oklid ve Minkowski
uzayinda ozelikleri detayli olarak incelenmigtir. Dahas1 Farouki’'nin helis egrileri ve
PH egrileri ile ilgili verdigi teorem ve sonuglar ele alinmis ve ispatlari verilmistir.
Ispatlar verilirken sadece cebirsel degil geometrik yorum da yapislmistir. Bu teorem
ve sonucglardan yola ¢ikarak diizlemsel bir PH egrisinden uzaysal PH egrisi iiretme
problemi aragtirilmigtir. Sonug olarak izdiigiim fonksiyonlar: kullanilarak uzaysal PH
egrisinin goriintiisii alindiginda diizlemsel egrinin PH olma kosulunu eger uzaysal PH
egrisi bir helis olursa elde edilecegi bulunmusgtur. Tersine, diizlemsel egriden uzay-

sal PH egrisi elde edebilmesi ise diizlemsel egrinin kesinlikle PH olmas: ve {iretilen
egrinin ekseni o diizlemin normali olan helis egrisi olmasi ile miimkiin olacag: elde

edilmigtir. Dahasi, ¢esitli 6rneklerle elde edilen sonuclar dekteklenmigtir.
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Diger yandan, Farouki ve Sakkalis’in PH egrileri icin Oklid uzaymda yaptig cals-
malar1 Minkowski metrigine gore inceledik, ve Moon’un tanimlamig oldugu MPH
egrileri icin diizlemsel egrileri hiperbolik sayilarla, uzaysal egrileri ise boliinmiis ku-
aterniyonlarla karakterizasyonlarini yaptik. Uzaysal PH egrisinin geometrik yorumu
Moon tarafindan verilirken bizde diizlemsel egriler i¢in birim Minkowski ¢emberi
yardimiyla verdik. Helis ve MPH arasindaki bagi Minkowski metrigine gore cesitli

izdiigiim ve iiretme fonksiyonlar: olusturarak elde ettik.
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