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Yelda AYGAR KÜÇÜKEVCİLİOĞLU
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ÖZET

Doktora Tezi

MATR·IS KATSAYILI FARK DENKLEMLER·I

Yelda AYGAR KÜÇÜKEVC·IL·IO¼GLU

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Elgiz BAYRAM

Bu çal¬̧smada, L ile l2(N;Cm) uzay¬nda

(m1Y )n = An�1Yn�1 +BnYn + AnYn+1, n 2 N = f1; 2; 3; :::g

fark ifadesi ve Y0 = 0 s¬n¬r koşulu taraf¬ndan üretilen fark operatörü gösterilecektir.
Burada fAngn2N[f0g ; fBngn2N, Cm uzay¬ndan al¬nan selfadjoint matris diziler ve
her n 2 N için detAn 6= 0 d¬r.

Bu tez dört bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, spektral analizin temel tan¬mlar¬ve di¼ger bölümlerde kullan¬lacak
olan baz¬önemli teoremler verilmi̧stir.

Orjinal sonuçlar üçüncü ve dördüncü bölümde yer almaktad¬r.

Üçüncü bölüm iki k¬s¬mdan oluşmaktad¬r. Bu bölümde L operatörünün polinom tür-
den Jost çözümü verilmi̧s, bu çözümün analitiklik özellikleri ve asimptotik davran¬̧s¬
incelenmi̧stir. Ayr¬ca L operatörünün sürekli spektrumu ve özde¼gerlerinin özellikleri
elde edilmi̧stir.

Son bölüm de iki k¬s¬mdan oluşmuştur. Bu bölümde ise matris katsay¬l¬selfadjoint
diskret Dirac operatörünün polinom türden Jost çözümü verilmi̧stir. Bu çözümün
analitiklik özellikleri ve asimptotik davran¬̧s¬incelenmi̧stir. Daha sonra diskret Dirac
operatörünün özde¼gerlerinin özellikleri ve sürekli spektrumu elde edilmi̧stir.

Haziran 2013 , 51 sayfa
Anahtar Kelimeler: Spektral analiz, özde¼ger, fark operatörleri, sürekli spekt-
rum, Jost çözümü.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

DIFFERENCE EQUATIONS WITH MATRIX COEFFICIENTS

Yelda AYGAR KÜÇÜKEVCİLİOĞLU

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Elgiz BAYRAM

In this study, we denote the operator in l2(N,Cm) defined by difference expression

(m1Y )n = An−1Yn−1 +BnYn + AnYn+1, n ∈ N = {1, 2, 3, ...}

and the boundary condition Y0 = 0 by L, where {An}n∈N∪{0} , {Bn}n∈N are self-
adjoint matrix sequences acting in Cm and detAn 6= 0 for all n ∈ N.

This thesis consists of four chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some basic definitions of spectral analysis and some important
theorems which are used in other sections are given.

Original results are contained in third and fourth chapters.

The third chapter consists of two sections. The polynomial type Jost solution of the
operator L is given, its analytical properties and asymptotic behaviour are also in-
vestigated. Furthermore, the continuous spectrum and the properties of eigenvalues
of the operator L are examined.

The last chapter consists of two sections, too. The polynomial type Jost solution of
the selfadjoint discrete Dirac operator with matrix coffecient is given. Its asymptotic
behaviour and analytical properties are investigated. Then the properties of eigen-
values and the continuous spectrum of discrete Dirac operator are examined.

June 2013 , 51 pages
Key Words: Spectral analysis, eigenvalue, difference operators, continuous
spectrum, Jost solution.
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

R+ fx 2 R : x > 0g
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2 =
X
n2N
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�d(L) L operatörünün diskret (nokta) spektrumu

�c(L) L operatörünün sürekli spektrumu

R� (L) L operatörünün resolvent operatörü

bxc x reel say¬s¬n¬n tam de¼geri

o (1) Sonsuz küçük de¼gerler

detA A matrisinin determinant¬
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1. G·IR·IŞ

Matematiksel �zi¼gin, kuantum mekani¼ginin ve uygulamal¬matemati¼gin birçok prob-

leminin çözümünde diferensiyel denklemlerin ve diferensiyel operatörlerin spektral

analizi kullan¬lmaktad¬r. Bu nedenle Sturm-Liouville, Dirac, Schrödinger ve Klein-

Gordon diferensiyel denklemleri yard¬m¬yla elde edilen diferensiyel operatörlerin

spektral analizi matematikçilerin araşt¬rma konusu olmuştur. Kuantum mekani¼gin-

deki geli̧smelerle birlikte bilimadamlar¬, önce s¬n¬rs¬z aral¬kta tan¬ml¬ selfadjoint

diferensiyel operatörlerin spektral analizi daha sonra non-selfadjoint diferensiyel ope-

ratörlerin spektral analizi ile ilgilenmi̧slerdir. Bu konuda dikkat çekici ilk geli̧sme

1951 y¬l¬nda Keldys taraf¬ndan regüler non-selfadjoint diferensiyel operatörlerin spekt-

ral analizinin incelenmesiyle elde edilmi̧stir.

S¬n¬rs¬z aral¬kta tan¬ml¬singüler non-selfadjoint diferensiyel operatörlerin spektral

analizinin incelenmesine 1960 y¬l¬nda ilk olarak Naimark taraf¬ndan başlanm¬̧st¬r.

Bu çal¬̧smada spektrumun sürekli ve diskre spektrumlardan oluştu¼gu gösterilmi̧stir.

Daha sonra sürekli spektrumun üzerinde spektral tekilliklerin bulundu¼gu ispatlan-

m¬̧st¬r. Ayr¬ca spektral tekilliklerin resolvent operatörün çekirde¼ginin kutuplar¬

oldu¼gu, sürekli spektrumda bulundu¼gu fakat operatörün özde¼geri olmad¬¼g¬da elde

edilmi̧stir.

Krall (1965) taraf¬ndan, K ve q 2 L2 (R+) kompleks de¼gerli birer fonksiyon;

�; � 2 C olmak üzere

�y00 + q(x)y = �2y; 0 � x <1

diferensiyel ifadesi ve

�y
0
(0)� �y(0) +

1Z
0

K(x)y(x)dx = 0

s¬n¬r koşulu ile L2 (R+) uzay¬nda üretilen non-selfadjoint L1 operatörünün spektral

analizi ayr¬nt¬l¬bir şekilde incelenmi̧stir. Bu çal¬̧smada L1 operatörünün L�1 adjoint
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operatörü elde edilmi̧s, L1 ve L�1 operatörlerinin özfonksiyonlar¬cinsinden aç¬l¬mlar¬

bulunmuştur.

Mühendislik, ekonomi ve di¼ger alanlar¬n problemleri için yap¬lan modelleme çal¬̧s-

malar¬ndaki geli̧smelerle fark operatörlerinin spektral analizi önem kazanm¬̧st¬r.

Guseinov (1976), fangn2Z, fbngn2Z reel terimli diziler ve her n 2 Z için an > 0 olmak

üzere, l2 (Z) uzay¬nda

an�1yn�1 + bnyn + anyn+1 = �yn; n 2 Z (1.1)

fark denklemi ve X
n2Z

jnj (j1� anj+ jbnj) <1 (1.2)

s¬n¬r koşulu taraf¬ndan üretilen selfadjoint diskret operatörünün spektrumunun, sürekli

spektrum ve özde¼gerlerden oluştu¼gunu ispatlam¬̧s ve (1:1) fark denklemi için saç¬l¬m

teorisinin ters problemini incelemi̧stir.

Bairamov ve Çelebi (1999) taraf¬ndan yap¬lan çal¬̧smada, (pn) ve (qn) kompleks te-

rimli diziler ve � bir spektral parametre olmak üzere l2(N;C2) uzay¬nda,8<: y
(2)
n+1 � y

(2)
n + pny

(1)
n = �y

(1)
n

y
(1)
n�1 � y

(1)
n + qny

(2)
n = �y

(2)
n

(1.3)

denklem sistemi ve y(1)0 = 0 s¬n¬r koşulu yard¬m¬ile üretilen Dirac operatörünün

sup
n2N

�
(jpnj+ jqnj) exp

�
"
p
n
��
<1; " > 0

koşulu alt¬nda sonlu say¬da sonlu katl¬ özde¼gerlere ve spektral tekilliklere sahip

oldu¼gu gösterilerek, bu operatör için bir spektral aç¬l¬m verilmi̧stir.

Bairamov vd. (2001), (an); (bn) kompleks terimli diziler ve a0 = 1 olmak üzere l2(N)
2



uzay¬nda,

an�1yn�1 � bnyn + anyn+1 = �yn , n 2 N

fark denklemi ve X
n2N

hnyn = 0

s¬n¬r koşulu yard¬m¬ ile üretilen non-selfadjoint diskret operatörün özde¼gerlerinin,

spektral tekilliklerinin ve bunlar¬n katlar¬n¬n sonlu oldu¼gunu ispatlam¬̧slard¬r. Bu

ispat¬yaparken 2� periyotlu analitik fonksiyonlar için verdikleri, Şeritte Birebirlik

Teoreminden yararlanm¬̧slard¬r.

Ad¬var ve Bairamov (2001), fangn2Z ; fbngn2Z kompleks terimli diziler ve her n 2 Z

için an 6= 0 olmak üzere, l2 (Z) uzay¬nda (1:1) fark denklemi ve (1:2) s¬n¬r koşulu

taraf¬ndan üretilen non-selfadjoint diskret Schrödinger operatörünün spektrumunu,

özde¼gerlerini, spektral tekilliklerini ve spektral tekilliklere kaŗs¬l¬k gelen esas fonksi-

yonlar¬n¬elde ederek bunlar¬n özelliklerini incelemi̧slerdir. Ayr¬ca benzer problem-

leri fpngn2Z ; fqngn2Z kompleks terimli diziler olmak üzere, (1:3) denklem sistemi

taraf¬ndan l2(Z;C2) uzay¬nda üretilen non-selfadjoint diskret Dirac operatörü için

incelemi̧slerdir.

Gestezy vd. (2002), matris de¼gerli Schrödinger, Jacobi ve Dirac operatörlerinin

spektral teorisini incelemi̧slerdir.

Bairamov ve Coskun (2005) ; Birinci mertebeden non-selfadjoint fark denklemler

sisteminin diskre spektrumunun yap¬s¬n¬, analitik fonksiyonlar için verilen Teklik

Teoremlerini kullanarak incelemi̧slerdir. Ayr¬ca diskre spektrumunun sonlulu¼gu için

gerek ve yeter koşullar¬elde etmi̧slerdir.

Bairamov ve Koprubasi (2010) ; (an), (bn), (pn) ve (qn) kompleks terimli diziler, her

n 2 N için

0@y(1)n
y
(2)
n

1A vektör de¼gerli dizi, an 6= 0; bn 6= 0 ve i = 0; 1 için 
i; �i 2 C

3



olmak üzere birinci mertebeden non-selfadjoint fark denklemleri sistemi için

8<: any
(2)
n+1 + bny

(2)
n + pny

(1)
n = �y

(1)
n

an�1y
(1)
n�1 + bny

(1)
n + qny

(2)
n = �y

(2)
n ; n 2 N;

(
0 + 
1�)y
(2)
1 + (�0 + �1�)y

(1)
0 = 0; 
0�1 � 
1�0 6= 0; 
1 6= a�10 �0

s¬n¬r de¼ger problemini ele alm¬̧slar ve s¬n¬r koşulunda spektral parametre bulunduran

bu problemin spektrumunun, özde¼gerlerinin, spektral tekilliklerinin yap¬sal özellik-

lerini incelemi̧slerdir.

Görüldü¼gü gibi literatürde birinci ve ikinci mertebeden hem selfadjoint hem non-

selfadjoint skaler katsay¬l¬fark denklemlerinin spektral teorisi detayl¬bir şekilde ele

al¬nm¬̧st¬r.

Ayr¬ca Sturm-Liouville ve Dirac matris katsay¬l¬diferensiyel denklemlerinin spektral

teorisi de incelenmi̧stir. Fakat matris katsay¬l¬fark denklemlerinin spektral teorisi

hakk¬nda yeterince çal¬̧sma bulunmamaktad¬r.

Bu nedenlerden dolay¬bu doktora tezinde Cm, m-boyutlu kompleks Euclid uzay¬

(m < 1), � kompleks parametre, fAng; n 2 N [ f0g, ve fBng ; n 2 N, Cm uza-

y¬ndan al¬nanm�m tipinde selfadjoint matris diziler olmak üzere ikinci mertebeden

An�1Yn�1 +BnYn + AnYn+1 = �Yn, n 2 N

matris fark denklemi her n 2 N [ f0g için detAn 6= 0 olmak üzere ele al¬n¬p,

belli koşullar alt¬nda bu denklemin polinom türden Jost çözümü elde edilecektir.

Daha sonra bu çözümün analitiklik özellikleri ile asimptotik davran¬̧s¬incelenecektir.

Ayr¬ca fYng 2 Cm için
1X
n=1

kYnk2Cm <1
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koşulunu gerçekleyen tüm Y = fYng dizilerinin Hilbert uzay¬ l2 (N;Cm) ile göste-

rilsin. Y = fYng ; Z = fZng 2 l2 (N;Cm) için

kY kCm =
 1X
n=1

kYnk2Cm

! 1
2

ve hY; Zi =
1X
n=1

(Yn; Zn)Cm

s¬ras¬ile bu uzayda norm ve iççarp¬m olarak tan¬mlan¬r. l2 (N;Cm) uzay¬nda

(m1Y )n = An�1Yn�1 +BnYn + AnYn+1, n 2 N

fark ifadesi ve Y0 = 0 s¬n¬r koşuluyla tan¬mlanan L operatörünün sürekli ve diskre

spektrumu incelenecektir.

Bunlara ek olarak benzer problemler fAngn2N[f0g, fBngn2N, fPngn2N ve fQngn2N
Cm uzay¬ndan al¬nan m�m tipinde selfadjoint matris diziler, � kompleks paramet-

re, her n 2 N [ f0g için detAn 6= 0 ve her n 2 N için detBn 6= 0 olmak üzere8<: Any
(2)
n+1 +Bny

(2)
n + Pny

(1)
n = �y

(1)
n

An�1y
(1)
n�1 +Bny

(1)
n +Qny

(2)
n = �y

(2)
n

; n 2 N = f1; 2; :::g

birinci dereceden matris katsay¬l¬fark denklemler sistemi için ele al¬nacakt¬r.

Burada
�
y
(1)
n

y
(2)
n

�
bir vektör dizisidir. y(i)n 2 Cm; i = 1; 2 ve n 2 N olmak üzere tüm�

y
(1)
n

y
(2)
n

�
vektör dizilerini içeren Hilbert uzay¬l2 (N;C2m) ile gösterilsin. Bu uzaydaki

norm ve iç çarp¬m y; z 2 l2 (N;C2m) için

kyk2l2 : =

1X
n=1

�

y(1)n 

2Cm + 

y(2)n 

2Cm�

hy; zil2 : =
1X
n=1

��
y(1)n ; z

(1)
n

�
Cm +

�
y(2)n ; z

(2)
n

�
Cm
�

şeklinde tan¬mlan¬r.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde, ileride ihtiyaç duyulacak baz¬temel tan¬m ve teoremler verilecektir.

Tan¬m 2.1 (Resolvent Operatör) X 6= f0g kompleks normlu bir uzay

T : D (T ) � X ! X lineer bir operatör olsun. � 2 C olmak üzere

R� (T ) = (T � �I)�1operatörüne T operatörünün resolvent operatörü ya da k¬saca

resolventi denir (Lusternik ve Sobolev 1968):

Tan¬m 2.2 (Resolvent Küme, Spektrum) R� (T ) operatörü mevcut, s¬n¬rl¬ ve

tan¬m cümlesi X uzay¬nda yo¼gun ise, � 2 C say¬s¬na T operatörünün regüler de¼geri

denir. T operatörünün regüler de¼gerlerinden oluşan kümeye T operatörünün resol-

vent kümesi, resolvent kümenin kompleks say¬lar kümesine göre tümleyenine ise T

operatörünün spektrumu ad¬verilir, s¬ras¬yla � (T ) ve � (T ) ile gösterilir

(Lusternik ve Sobolev 1968):

Tan¬m 2.3 (Diskret Spektrum) R� (T ) mevcut olmayacak şekildeki � kompleks

say¬lar¬n¬n kümesine T operatörünün diskret spektrumu ya da nokta spektrumu ad¬

verilir ve �d (T ) ile gösterilir (Lusternik ve Sobolev 1968):

Tan¬m 2.4 (Sürekli Spektrum) R� (T ) mevcut, s¬n¬rs¬z ve R� (T ) operatörünün

tan¬m kümesi X uzay¬nda yo¼gun olacak şekildeki � kompleks say¬lar¬n¬n oluşturdu¼gu

kümeye T operatörünün sürekli spektrumu denir ve �c (T ) ile gösterilir

(Lusternik ve Sobolev 1968):

Tan¬m 2.5 (Özde¼ger, Özfonksiyon) X bir kompleks vektör uzay ve T : X ! X

lineer bir operatör olsun. � kompleks say¬s¬ için Tx = �x denkleminin aşikar ol-

mayan bir x 2 X çözümü varsa � say¬s¬na T operatörünün özde¼geri denir. Bu x

çözümüne ise T operatörünün � özde¼gerine karş¬l¬k gelen özfonksiyonu ad¬ verilir

(Lusternik ve Sobolev 1968):
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Teorem 2.1 (l2 uzay¬nda Kompaktl¬k Kriteri) M � l2 (N;Cm) s¬n¬rl¬bir küme

olsun. E¼ger her " > 0 ve her Y = fYng 2 M için n > N0 oldukça
1X

i=n+1

kYik2 < "2

sa¼glanacak şekilde en az bir N0 (") > 0 say¬s¬varsa M kompaktt¬r

(Lusternik ve Sobolev 1968):

Teorem 2.2 (Wehyl Kompakt Pertürbasyon Teoremi) A selfadjoint ve B

kompakt bir operatör olmak üzere T = A + B ise bu durumda �c (T ) = �c (A)

eşitli¼gi sa¼glan¬r (Glazman 1965):

Teorem 2.3 Bir selfadjoint A operatörünün spektrumunun verilen bir � reel say¬s¬n¬n

solunda sonlu küme belirtmesi için gerek ve yeter koşul

8f 2 D (A) \ F için hAf � �f; fi > 0

sa¼glayan sonlu boyutlu bir F alt uzay¬n¬n olmas¬d¬r (Glazman 1965):

Teorem 2.4 A (�) bir D bölgesinin içinde analitik, bölgenin s¬n¬r¬nda sürekli ve D

bölgesindeki her � için kompakt bir operatör olsun. Bu durumda

i) D bölgesinde sonlu veya say¬labilir noktan¬n d¬̧s¬nda

I � A (�)

operatörünün tersi vard¬r.

ii) Tersinin olmad¬¼g¬ noktalar sonsuz çoklukta oldu¼gunda tek limit noktas¬

bölgenin s¬n¬r¬ndad¬r.

iii) Tersinin olmad¬¼g¬noktalar¬n mertebesi sonludur.

iv) Tersinin oldu¼gu noktalarda B (�) ; her bir � için kompakt analitik fonksiyon

olmak üzere

[I � A (�)]�1 = I +B (�)

sa¼glan¬r (Keldys 1951):
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3. ·IK·INC·I MERTEBEDEN MATR·IS KATSAYILI FARK OPERATÖ-

RÜNÜN SPEKTRAL ANAL·IZ·I

Bu bölümde matris katsay¬l¬ fark denklemi tan¬mlanacak, daha sonra denklemin

çözümü, bu çözümün asimptotik davran¬̧s¬ve fark denklemi yard¬m¬yla üretilen ope-

ratörün özde¼gerleri ile sürekli spektrumu incelenecektir.

Cm, m-boyutlu kompleks Euclid uzay¬ (m < 1), � kompleks parametre, fAng;

n 2 N[f0g, ve fBng ; n 2 N, Cm uzay¬nda tan¬ml¬m�m tipinde selfadjoint matris

diziler olmak üzere, ikinci mertebeden

An�1Yn�1 +BnYn + AnYn+1 = �Yn, n 2 N (3.1)

matris fark denklemini göz önüne alal¬m.

kY kCm, Cm uzay¬ndaki Y vektörünün normu olmak üzere Y := fYng 2 Cm için

1X
n=1

kYnk2Cm <1

koşulunu gerçekleyen tüm Y = fYng dizilerinin Hilbert uzay¬ l2 (N;Cm) ile göste-

rilsin. Y = fYng ; Z = fZng 2 l2 (N;Cm) için bu uzayda norm ve iç çarp¬m s¬ras¬yla

kY k2Cm =
1X
n=1

kYnk2Cm ve hY; Zi =
1X
n=1

(Yn; Zn)Cm

ile tan¬mlan¬r. Burada k:kCm ve (:; :)Cm s¬ras¬yla Cm uzay¬ndaki norm ve iç çarp¬m¬

göstermektedir.

L ile, l2 (N;Cm) uzay¬nda

(m1Y )n = An�1Yn�1 +BnYn + AnYn+1, n 2 N

diferensiyel ifadesi ve Y0 = 0 s¬n¬r koşuluyla üretilen operatörü gösterilsin.
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3.1 Jost Çözümü

fAng ve fBng, n 2 N; matris dizilerinin
1X
n=1

(kI � Ank+ kBnk) <1 (3.2)

koşulunu gerçekledi¼gini ve 8n 2 N [ f0g için detAn 6= 0 oldu¼gunu kabul edece¼giz.

Burada k.k ; Cm uzay¬ndaki matris normu ve I birim matrisi göstermektedir.

� = z + z�1 için

An�1Yn�1 +BnYn + AnYn+1 =
�
z + z�1

�
Yn; n 2 N (3.3)

denkleminin

lim
n!1

En (z) z
�n = I; z 2 D0 := fz : jzj = 1g (3.4)

koşulunu sa¼glayan matris çözümü E (z) := fEn (z)g ; n 2 N [ f0g ; ile gösterilsin.

E (z) := fEn (z)g ; n 2 N [ f0g ; çözümüne (3:1) fark denkleminin Jost çözümü

denir.

Teorem 3.1 (3.2) koşulu alt¬nda E (z) çözümü mevcuttur ve

En (z) = z
nI+

1X
k=n+1

zk�n � zn�k
z � z�1

�
(I � Ak�1)Ek�1 (z)�BkEk (z) + (I � Ak)Ek+1 (z)

�
(3.5)

eşitli¼gini sa¼glar.

·Ispat. (3:3) denklemi

Yn�1 + Yn+1 �
�
z + z�1

�
Yn = (I � An�1)Yn�1 �BnYn + (I � An)Yn+1

şeklinde ifade edilebilir.

(I � An�1)Yn�1 �BnYn + (I � An)Yn+1 = Fn

olmak üzere

Yn�1 + Yn+1 �
�
z + z�1

�
Yn = Fn (3.6)

yaz¬l¬r. (3:6) homogen olmayan fark denklemine parametrelerin de¼gi̧sim metodu

uygulanbilir. (3:6) denkleminin homogen k¬sm¬Yn�1+ Yn+1� (z + z�1)Yn = 0 olup
9



bu denklemin ba¼g¬ms¬z iki çözümü Y (1)n = znI ve Y (2)n = z�nI oldu¼gundan homogen

denklemin genel çözümü
�
Yn = Cz

n+Dz�n şeklinde ba¼g¬ms¬z çözümlerin kombinas-

yonlar¬olarak yaz¬l¬r: Dolay¬s¬yla (3:6) denkleminin genel çözümü

Yn = Cnz
n +Dnz

�n

şeklindedir. Buradan Yn � Yn�1 = Cnzn +Dnz
�n �Cn�1zn�1 �Dn�1z

�(n�1) yaz¬l¬r.

Son eşitli¼ge Cn�1zn +Dn�1z
�n ekleyip ç¬kar¬ld¬¼g¬nda

Yn � Yn�1 = (Cn � Cn�1) zn + (Dn �Dn�1) z
�n + Cn�1z

n

+Dn�1z
�n � Cn�1zn�1 �Dn�1z

�(n�1)

bulunur. Parametrelerin de¼gi̧sim metodu gere¼gince

(Cn � Cn�1) zn + (Dn �Dn�1) z
�n = 0 (3.7)

olmak üzere

Yn � Yn�1 = Cn�1
�
zn � zn�1

�
+Dn�1

�
z�n � z�(n�1)

�
(3.8)

yaz¬l¬r. (3:8) eşitli¼ginden

Yn+1 � Yn = Cn
�
zn+1 � zn

�
+Dn

�
z�(n+1) � z�n

�
(3.9)

elde edilir. (3:8) ve (3:9) eşitliklerinden

Yn+1 + Yn�1 = 2Yn + Cn
�
zn+1 � zn

�
� Cn�1

�
zn � zn�1

�
+Dn

�
z�(n+1) � z�n

�
�Dn�1

�
z�n � z�(n�1)

�
veya

Yn+1 + Yn�1 = 2
�
Cnz

n +Dnz
�n�+ Cn �zn+1 � zn�� Cn�1 �zn � zn�1�

+Dn

�
z�(n+1) � z�n

�
�Dn�1

�
z�n � z�(n�1)

�
bulunur. Son eşitlikte (3:7) kabulü dikkate al¬narak

Yn+1 + Yn�1 = Cn�1z
n�1 + Cnz

n+1 +Dn�1z
�(n�1) +Dnz

�(n+1)
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yaz¬l¬r. Bu ifade (3:6) denkleminde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda

(Cn�1 � Cn) zn�1 + (Dn�1 �Dn) z
�n+1 = Fn (3.10)

elde edilir. (3:7) ve (3:10) denklemleri ortak çözülerek

Dn �Dn�1 = �
Fnz

n

z � z�1 ve Cn � Cn�1 =
Fnz

�n

z � z�1

veya

Dn+1 �Dn = �
Fn+1z

n+1

z � z�1 ve Cn+1 � Cn =
Fn+1z

�(n+1)

z � z�1

olarak bulunur. Buradan her iki eşitli¼ge iterasyon uygulanarak

Cm � Cn =
mX

k=n+1

Fkz
�k

z � z�1 (3.11)

ve

Dm �Dn = �
mX

k=n+1

Fkz
k

z � z�1 (3.12)

eşitlikleri elde edilir. (3:11) ve (3:12) eşitliklerinden m!1 için limit al¬nd¬¼g¬nda

lim
m!1

Cm � Cn =
1X

k=n+1

Fkz
�k

z � z�1 (3.13)

ve

lim
m!1

Dm �Dn = �
1X

k=n+1

Fkz
k

z � z�1 (3.14)

yaz¬l¬r. (3:12) ve (3:13) eşitliklerinin sa¼g k¬sm¬ndaki seriler (3:2) koşulundan dolay¬

yak¬nsak oldu¼gundan lim
m!1

Cm ve lim
m!1

Dm limitleri de sonlu olmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla

lim
m!1

Cm = � ve lim
m!1

Dm = � olacak şekilde Cm uzay¬ndan olan sonlu �; � matrisleri

vard¬r. Buradan ise

Cn = ��
1X

k=n+1

Fkz
�k

z � z�1 ve Dn = � +

1X
k=n+1

Fkz
k

z � z�1

olarak bulunur. Cn ve Dn ifadeleri kullan¬larak (3:6) denkleminin Yn (z) genel

çözümü

Yn (z) = �z
n + �z�n +

1X
k=n+1

zk�n � zn�k
z � z�1 Fk (3.15)
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biçiminde elde edilir. (3:15) çözümünde Fk aç¬k biçimde yaz¬ld¬¼g¬nda

Yn (z) = �z
n + �z�n +

1X
k=n+1

zk�n � zn�k
z � z�1 [(I � Ak�1)Yk�1 �BnYk + (I � Ak)Yk+1]

(3.16)

eşitli¼gi bulunur. (3:16) eşitli¼gi sa¼gdan z�n ile çarp¬l¬p n!1 için limit al¬nd¬¼g¬nda

lim
n!1

Yn (z) z
�n = I; z 2 D0 koşulunun sa¼glanmas¬ için � = I; � = 0 olmal¬d¬r.

Dolay¬s¬yla koşulu sa¼glayan E (z)matris çözümünün (3:5) eşitli¼gini sa¼glad¬¼g¬görülür.

Teorem 3.2 fAng ve fBng, n 2 N; matris dizilerinin gerçekledi¼gi (3:2) koşulu

alt¬nda E (z) = fEn (z)g ; n 2 N [ f0g ; Jost çözümü

En (z) = Tnz
n

"
I +

1X
m=1

Knmz
m

#
; n 2 N [ f0g ; z 2 D0 (3.17)

gösterimine sahiptir. Burada Tn ve Knm matrisleri fAng ve fBng dizileriyle ifade

edilir.

·Ispat. (3:17) eşitli¼giyle verilen En (z) çözümü (3:3) denkleminde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda

An�1

(
Tn�1z

n�1

"
I +

1X
m=1

Kn�1;mz
m

#)
+Bn

(
Tnz

n

"
I +

1X
m=1

Knmz
m

#)

+An

(
Tn+1z

n+1

"
I +

1X
m=1

Kn+1;mz
m

#)

=
�
z + z�1

�(
Tnz

n

"
I +

1X
m=1

Knmz
m

#)
veya

An�1

(
Tn�1z

n�1

"
I +

1X
m=1

Kn�1;mz
m

#)
+Bn

(
Tnz

n

"
I +

1X
m=1

Knmz
m

#)

+An

(
Tn+1z

n+1

"
I +

1X
m=1

Kn+1;mz
m

#)

= Tnz
n+1

"
I +

1X
m=1

Knmz
m

#
+ Tnz

n�1

"
I +

1X
m=1

Knmz
m

#
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elde edilir. Son eşitlikte terimlerin katsay¬lar¬ kaŗs¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda, zn�1 teriminin

katsay¬s¬ndan An�1Tn�1 = Tn bulunur. Buradan

Tn =
1Y
p=n

A�1p (3.18)

olarak elde edilir. zn teriminin katsay¬s¬ndan ise

An�1Tn�1Kn�1;1 +BnTn = TnKn1

eşitli¼gi yaz¬l¬r. An�1 = TnT�1n�1 oldu¼gu kullan¬larak

Kn�1;1 �Kn1 = �T�1n BnTn

bulunur. Buradan iterasyonla

Kn1 = �
1X

p=n+1

T�1p BpTp (3.19)

olarak elde edilir. zn+1 teriminin katsay¬s¬ndan

Kn2 = �
1X

p=n+1

T�1p BpTpKp1 +
1X

p=n+1

T�1p
�
I � A2p

�
Tp (3.20)

bulunur. Son olarak zm+n+1 teriminin katsay¬s¬ndan ise

Kn;m+2 =

1X
p=n+1

T�1p
�
I � A2p

�
TpKp+1;m +Kn+1;m (3.21)

�
1X

p=n+1

T�1p BpTpKp;m+1; n 2 N [ f0g ;m 2 N

olarak bulunur.

(3:2) koşulundan dolay¬Tn ve Knm tan¬mlar¬ndaki sonsuz çarp¬m ve seriler

mutlak yak¬nsakt¬r.
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Teorem 3.3 Her n; m 2 N için fAng ve fBng matris dizilerinin gerçekledi¼gi (3:2)

koşulu alt¬nda

kKnmk � C
1X

p=n+bm2 c
(kI � Apk+ kBpk)

eşitsizli¼gi gerçeklenir. Burada C > 0 bir sabit,
�
m
2

�
ise m

2
say¬s¬n¬n tam k¬sm¬d¬r.

·Ispat. (3:19)- (3:21) kullan¬larak istenilen eşitsizlik aşa¼g¬daki gibi tümevar¬m yön-

temiyle elde edilir. m = 1 için

kKn1k =





�

1X
p=n+1

T�1p BpTp






 �
1X

p=n+1



T�1p BpTp


 = 1X

p=n+1



T�1p 

 kBpk kTpk
yaz¬l¬r. kTpk ve



T�1p 

 sonlu oldu¼gundan
kKn1k �

1X
p=n+1

kBpk � C
1X

p=n+1

(kI � Apk+ kBpk) � C
1X
p=n

(kI � Apk+ kBpk)

elde edilir.

m = k için

kKnkk � C
1X

p=n+b k2c
(kI � Apk+ kBpk)

olsun. Bundan yararlanarak ve kabul kullan¬larak

kKn;k+1k =







1X

p=n+1

T�1p
�
I � A2p

�
TpKp+1;k�1 �

1X
p=n+1

T�1p BpTpKpk +Kn+1;k�1







�

1X
p=n+1



T�1p 



I � A2p

 kTpk kKp+1;k�1k+
1X

p=n+1



T�1p 

 kBpk kTpk kKpkk

+ kKn+1;k�1k

veya

kKn;k+1k � C
1X

p=n+1



I � A2p

 1X
s=p+1+b k�12 c

(kI � Ask+ kBsk)

+ kKn+1;k�1k+ C
1X

p=n+1

kBpk
1X

s=p+b k2c
(kI � Ask+ kBsk)

� kKn+1;k�1k+ C
1X

p=n+1

�

I � A2p

+ kBpk� 1X
s=p+b k2c

(kI � Ask+ kBsk)
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bulunur. Buradan


I � A2p

+ kBpk = Hp olmak üzere

kKn;k+1k � C

8>>>>><>>>>>:
Hn+1

1X
s=n+1+b k2c

(kI � Ask+ kBsk)

+Hn+2

1X
s=n+2+b k2c

(kI � Ask+ kBsk) + :::

9>>>>>=>>>>>;
+C

1X
p=n+1+b k�12 c

(kI � Apk+ kBpk)

yaz¬laca¼g¬ndan

kKn;k+1k � C

8>>>>><>>>>>:
Hn+1

1X
s=n+b k+22 c

(kI � Ask+ kBsk)

+Hn+2

1X
s=n+b k+42 c

(kI � Ask+ kBsk) + :::

9>>>>>=>>>>>;
+C

1X
p=n+b k+12 c

(kI � Apk+ kBpk)

yaz¬l¬r. Son eşitsizlikten ise istenilen eşitsizlik olan

kKn;k+1k � C
1X

p=n+1

Hp

1X
s=n+b k+12 c

(kI � Ask+ kBsk) + C
1X

p=n+b k+12 c
(kI � Apk+ kBpk)

= C

8><>:
1X

p=n+1

�

I � A2p

+ kBpk� 1X
s=n+b k+12 c

(kI � Ask+ kBsk)

9>=>;
+C

1X
p=n+b k+12 c

(kI � Apk+ kBpk)

� C1

1X
s=n+b k+12 c

(kI � Ask+ kBsk)

+C
1X

p=n+b k+12 c
(kI � Apk+ kBpk)

= D
1X

p=n+b k+12 c
(kI � Apk+ kBpk)

elde edilir. Burada C, C1 ve D pozitif sabitlerdir.

15



Şimdi (3:2) koşulunu biraz daha kuvvetlendirip fAng ve fBng ; n 2 N matris

dizilerinin
1X
n=1

n (kI � Ank+ kBnk) <1 (3.22)

koşulunu sa¼glad¬¼g¬n¬kabul edelim.

Teorem 3.3 ve (3:22) koşulu gere¼gince En (z), n 2 N [ f0g ; çözümü D0 kümesinden

fz : jzj < 1g n f0g kümesine analitik devama sahiptir.

Teorem 3.4 Jost çözümü (3:22) koşulu alt¬nda z 2 D := fz : jzj � 1g n f0g olmak

üzere

En (z) = z
n [I + o (1)] ; n!1

asimptotik eşitli¼gini gerçekler.

·Ispat. Tn =
1Y
p=n

A�1p < 1 oldu¼gundan ve yak¬nsak çarp¬m¬n kalan teriminin limiti

I olaca¼g¬ndan lim
n!1

Tn = I bulunur. Dolay¬s¬yla lim
n!1

kTn � Ik = 0 yaz¬l¬r.

Ayr¬ca 8z 2 D için Teorem (3.3) kullan¬larak







1X
m=1

Knmz
m






 � C
1X
p=n

p (kI � Apk+ kBpk)

elde edilir. Bu eşitsizlikte n ! 1 için limit al¬nd¬¼g¬nda (3:22) koşulundan dolay¬

sa¼g taraf s¬f¬ra gider ve

1X
m=1

Knmz
m = o (1) ; z 2 D; n!1

bulunur. Dolay¬s¬yla En (z) matris çözümü

En (z) = z
n [I + o (1)] ; z 2 D; n!1

asimptoti¼gini gerçekler.
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3.2 L Operatörünün Sürekli ve Diskre Spektrumu

L operatörünü aşa¼g¬daki sonsuz Jacobi matrisi ile tan¬mlayabiliriz.

J =

0BBBBBB@
B1 A1 0 0 0 : : :

A1 B2 A2 0 0 : : :

0 A2 B3 A3 0 : : :

: : : : : : : :

1CCCCCCA
Burada 0; Cm uzay¬ndaki s¬f¬r operatörüdür.

l2 (N;Cm) uzay¬nda

(m0Y )n = Yn�1 + Yn+1

ile

(m2Y )n = (An�1 � I)Yn�1 +BnYn + (An � I)Yn+1

diferensiyel ifadeleri ve

Y0 = 0

s¬n¬r koşuluyla üretilen operatörler s¬ras¬yla J0 ve J1 ile gösterilsin.

Bu operatörler ise s¬ras¬yla aşa¼g¬daki Jacobi matrisleri ile eşleştirilir.

J0 =

0BBBBBB@
0 I 0 0 : : :

I 0 I 0 : : :

0 I 0 I : : :

: : : : : : :

1CCCCCCA ;

J1 =

0BBBBBB@
B1 A1 � I 0 0 0 : : :

A1 � I B2 A2 � I 0 0 : : :

0 A2 � I B3 A3 � I 0 : : :

: : : : : : : :

1CCCCCCA :

Buradan L = J0 + J1 yaz¬labilir.

Lemma 3.1 J0 operatörü selfadjointtir.

17



·Ispat. J0 operatörünün selfadjoint oldu¼gunu göstermek için l2 (N;Cm) uzay¬ndan

al¬nan herhangi U = fUng ve Z = fZng matris dizileri için

h(J0U)n ; Zni = hUn; (J0Z)ni

oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

h(J0U)n ; Zni =
1X
n=1

Z�n (J0U)n =

1X
n=1

Z�n (Un�1 + Un+1) =

1X
n=1

Z�nUn�1 +

1X
n=1

Z�nUn+1

olup U0 = 0 oldu¼gundan son eşitlikten

h(J0U)n ; Zni =
1X
n=2

Z�nUn�1 +

1X
n=1

Z�nUn+1 (3.23)

yaz¬l¬r. (3:23) eşitli¼ginin sa¼g k¬sm¬nda n için baz¬ötelemeler yap¬larak

h(J0U)n ; Zni =
1X
n=1

Z�n+1Un+
1X
n=2

Z�n�1Un = �Z�0U1+
1X
n=1

(Zn+1 + Zn�1)
� Un (3.24)

eşitli¼gi elde edilir. (3:24) eşitli¼gi kullan¬larak

h(J0U)n ; Zni = �Z�0U1 +
1X
n=1

(J0Z)
�
n Un = �Z�0U1 + hUn; (J0Z)ni

veya

h(J0U)n ; Zni = �Z�0U1 + hUn; (J0Z)ni

yaz¬l¬r. Son eşitlikte �Z�0U1 teriminin s¬f¬r olmas¬için gerek ve yeter koşul Z0 = 0

olmas¬d¬r. Buradan J0 operatörünün selfadjoint oldu¼gu bulunur.

Lemma 3.2 fAng ve fBng ; n 2 N; matris dizilerinin sa¼glad¬¼g¬(3:2) koşulu alt¬nda

J1 operatörü l2 (N;Cm) uzay¬nda kompaktt¬r.

·Ispat. J1 operatörünün l2 (N;Cm) uzay¬nda kompakt oldu¼gunu göstermek için

M � l2 (N;Cm) s¬n¬rl¬herhangibir küme olmak üzere

J1 (M) =M1 = fY : U = (Un) 2M ; Y = (J1U)ng

görüntü kümesinin l2 (N;Cm) uzay¬nda kompakt oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

Bunun için ise bu uzay için bilinen kompaktl¬k kriteri gere¼gince 8" > 0; 8Y 2 M1

için n > N0 oldukça
1X

n=m+1

kYnk2 < "2
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olacak şekilde 9N0 (") > 0 say¬s¬n¬n bulundu¼gu gösterilmelidir.

8Y 2M1 için Y = (J1U)n olacak şekilde U = (Un) 2M vard¬r.

kY k2 = k(J1U)nk
2 =

1X
n=1

k(J1U)nk
2 =

1X
n=1

k(An�1 � I)Un�1 +BnUn + (An � I)Un+1k2

(3.25)

olup (3:25) eşitli¼ginden

kY k2 = k(J1U)nk
2 �

1X
n=1

[k(An�1 � I)Un�1k+ kBnUnk+ k(An � I)Un+1k]2

yaz¬l¬r. Son eşitlikte (kak � kbk)2 � 0 eşitsizli¼gi dikkate al¬narak kak2+kbk2 � k2abk

oldu¼gu kullan¬l¬rsa

kY k2 � 3
1X
n=1

�
k(An�1 � I)Un�1k2 + kBnUnk2 + k(An � I)Un+1k2

�
(3.26)

eşitsizli¼gi elde edilir. U = (Un) 2 M oldu¼gundan 8n için kUnk � eK olacak şekilde

bir eK say¬s¬vard¬r. Dolay¬s¬yla (3:26) eşitsizli¼ginden

kY k2 � 3 eK2

1X
n=1

�
k(An�1 � I)k2 + kBnk2 + k(An � I)k2

�
olup (3:2) koşulundan dolay¬ kY k2 < 1 bulunur. Bu ise M1 kümesinin düzgün

s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬verir.

·Ikinci ad¬mda M1 kümesinden al¬nan tüm Y = fYng dizilerini genel terim kabul

eden serilerin kalan terimlerinin düzgün olarak s¬f¬ra gitti¼gi gösterilebilir.

·Ilk ad¬mda yap¬lan i̧slemlere benzer olarak

1X
n=m+1

kYnk2 � 3 eK2

1X
m+1

�
k(An�1 � I)k2 + kBnk2 + k(An � I)k2

�
(3.27)

� 3 eK2K1

1X
m+1

[k(An � I)k+ kBnk]

yaz¬l¬r. Burada K1 = maks fk(An � I)k ; kBnkg de¼geridir. (3:27) eşitsizli¼ginden

m!1 için limit al¬n¬rsa (3:2) koşulundan dolay¬sa¼g taraf s¬f¬ra gider. Dolay¬s¬yla

istenilen elde edilmi̧s olur.

Ayr¬ca � (J0) = �c (J0) = [�2; 2] oldu¼gu bilinmektedir (Serebryakov 1980):
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Teorem 3.5 fAng ve fBng ; n 2 N; matris dizilerinin sa¼glad¬¼g¬(3:2) koşulu alt¬nda

�c (L) = [�2; 2] aral¬¼g¬d¬r.

·Ispat. L = J0 + J1; J0 selfadjoint ve J1 operatörü l2 (N;Cm) uzay¬nda kompakt

oldu¼gundan Weyl Kompakt Pertürbasyon Teoremi gere¼gince

�c (L) = �c (J0) = [�2; 2]

elde edilir.

[(3:22) koşulu (3:2) koşulundan daha kuvvetli oldu¼gundan teorem 3.2, teorem

3.3, lemma 3.2 ve teorem 3.5, (3:22) koşulu alt¬nda da gerçeklenir].

L operatörü selfadjoint oldu¼gundan tüm özde¼gerleri reeldir. Jost çözümünün n = 0

hali olan E0 fonksiyonuna L operatörünün Jost fonksiyonu denir. z 2 D olmak üzere

a (z) := detE0 (z) olsun.

Özde¼ger tan¬m¬gere¼gince

�d (L) =
�
� : � = z + z�1; z 2 (�1; 0) [ (0; 1) ; a (z) = 0

	
yaz¬l¬r.

Özde¼gerler kümesi ile diskre spektrumun ayr¬kl¬¼g¬ndan ise

�d (L) � (�1;�2) [ (2;1)

yaz¬labilir.

Tan¬m 3.1 a fonksiyonunun herhangibir s¬f¬r¬n¬n kat¬L operatörünün o s¬f¬ra karş¬l¬k

gelen özde¼gerlerinin kat¬olarak adland¬r¬l¬r.

Teorem 3.6 fAng ve fBng ; n 2 N; matris dizilerinin sa¼glad¬¼g¬ (3:22) koşulu al-

t¬nda L operatörü sonlu say¬da basit reel özde¼gerlere sahiptir.
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·Ispat. J (k)1 and J (k)2 ile aşa¼g¬daki Jacobi matrisleri gösterilsin.

J
(k)
1 =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

B1 A1 � I 0 0 : : : 0 : : :

A1 � I B2 A2 � I 0 : : : 0 : : :

0 A2 � I B3 A3 � I 0 : : 0 : : :

: : : : : : : 0 : : :

: : : Ak�1 � I Bk Ak � I 0 0 : : :

0 0 0 0 0 0 0 0 : : :

: : : : : : : : : : :

1CCCCCCCCCCCCCCCA

J
(k)
2 =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

0 I 0 0 0 : : 0 : : :

I 0 I 0 0 : : 0 : : :

0 I 0 I 0 : : 0 : : :

: : : : : : : 0 : : :

: : : Ak Bk+1 Ak+1 0 0 : : :

0 0 0 0 Ak+1 Bk+2 Ak+2 0 : : :

: : : : : : : : : : :

1CCCCCCCCCCCCCCCA
:

Görüldü¼gü gibi J = J (k)1 +J
(k)
2 sa¼glan¬r. J (k)1 ve J (k)2 matrislerine l2 (N;Cm) uzay¬nda

kaŗs¬l¬k gelen selfadjoint operatörler s¬ras¬yla L(k)1 ve L(k)2 ile gösterilsin. Buradan

L = L
(k)
1 + L

(k)
2 yaz¬l¬r. Yeterince büyük k say¬lar¬için L(k)2 operatörünün özde¼geri

yoktur. Çünkü (3:22) koşulundan dolay¬ k ! 1 için Ak ! I; Bk ! 0 oldu¼gu

söylenebilir.

Ayr¬ca L(k)2 operatörü için E(k) (z) =
n
E
(k)
n (z)

o
Jost çözümü ve E(k)0 (z) Jost fonksi-

yonu s¬ras¬yla

E(k)n (z) = znI + o (1) ; n!1

ve

E
(k)
0 (z) = I + o (1) (3.28)

şeklinde yaz¬l¬r. (3:28) eşitli¼ginden detE(k)0 (z) 6= 0 bulunur. Dolay¬s¬yla L(k)2 ope-

ratörünün özde¼geri yoktur. Di¼ger yandan L(k)1 operatörü sonlu boyutlu selfadjoint

operatör oldu¼gundan özde¼gerleri ancak sonlu say¬dad¬r.
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Lineer operatörler için verilen teorem 2.3 kullan¬larak L = L(k)1 +L
(k)
2 operatörünün

de sonlu say¬da reel özde¼geri oldu¼gu söylenir.

L operatörünün özde¼gerlerinin basit oldu¼gunu göstermek için a fonksiyonunun s¬f¬r-

lar¬n¬n basit oldu¼gunu göstermek yeterlidir. z0; a fonksiyonunun herhangibir s¬f¬r¬

olsun. E¼ger
d

dz
a (z) jz=z0 6= 0

oldu¼gu gösterilirse istenilen elde edilir. z0; a fonksiyonunun s¬f¬r¬oldu¼gundan

a (z0) = detE0 (z0) = 0

olup E0 (z0)u = 0 olacak şekilde s¬f¬rdan farkl¬u kolon vektörü vard¬r

(Agranovich ve Marchenko 1963) :

En (z), (3:1) denkleminin Jost çözümü oldu¼gundan � = z + z�1 için

An�1En�1 (z) +BnEn (z) + AnEn+1 (z) =
�
z + z�1

�
En (z) (3.29)

yaz¬l¬r. (3:29) eşitli¼ginden z de¼gi̧skenine göre türev al¬n¬rsa

An�1
d

dz
En�1 (z) +Bn

d

dz
En (z) + An

d

dz
En+1 (z) (3.30)

=
�
z + z�1

� d
dz
En (z) +

�
1� z�2

�
En (z)

bulunur. (3:30) eşitli¼ginden eşlenik al¬nd¬¼g¬nda�
d

dz
En�1 (z)

��
A�n�1 +

�
d

dz
En (z)

��
B�n +

�
d

dz
En+1 (z)

��
A�n (3.31)

= (z + z�1)

�
d

dz
En (z)

��
+

�
1� 1

z2

�
E�n (z)

yaz¬l¬r. (3:30) eşitli¼gi soldan
�
d

dz
En (z)

��
ifadesiyle (3:31) eşitli¼gi ise sa¼gdan En (z)

ile çarp¬ld¬¼g¬nda s¬ras¬yla

�
d

dz
En (z)

��
An�1En�1 (z) +

�
d

dz
En (z)

��
BnEn (z) (3.32)

+

�
d

dz
En (z)

��
AnEn+1 (z)

=
�
z + z�1

� � d
dz
En (z)

��
En (z)
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ve �
d

dz
En�1 (z)

��
A�n�1En (z) +

�
d

dz
En (z)

��
B�nEn (z) (3.33)

+

�
d

dz
En+1 (z)

��
A�nEn (z)

= (z + z�1)

�
d

dz
En (z)

��
En (z) +

�
1� 1

z2

�
E�n (z)En (z)

eşitlikleri elde edilir. Her n için fAng ve fBng matris dizilerinin selfadjoint oldu¼gu

dikkate al¬narak (3:32) eşitli¼ginden (3:33) eşitli¼gi ç¬kar¬larak

�
d

dz
En (z)

��
An�1En�1 (z)�

�
d

dz
En�1 (z)

��
An�1En (z)

+

�
d

dz
En (z)

��
AnEn+1 (z)�

�
d

dz
En+1 (z)

��
AnEn (z)

=
�
z + z�1

� � d
dz
En (z)

��
En (z)� (z + z�1)

�
d

dz
En (z)

��
En (z)

+

�
1� 1

z2

�
E�n (z)En (z)

eşitli¼gi bulunur. Bu eşitlik kullan¬larak ise�
d

dz
E1 (z)

��
A0E0 (z)�

�
d

dz
E0 (z)

��
A0E1 (z) (3.34)

=
�
z + z�1

� 1X
n=1

�
d

dz
En (z)

��
En (z)

�
�
z +

1

z

� 1X
n=1

�
d

dz
En (z)

��
En (z)�

�
1� 1

z2

� 1X
n=1

E�n (z)En (z)

yaz¬l¬r. (3:34) eşitli¼gi z = z0 için�
d

dz
E1 (z0)

��
A0E0 (z0)�

�
d

dz
E0 (z0)

��
A0E1 (z0) (3.35)

=
�
z0 + z

�1
0

� 1X
n=1

�
d

dz
En (z0)

��
En (z0)

�
�
z0 +

1

z0

� 1X
n=1

�
d

dz
En (z0)

��
En (z0)�

�
1� 1

z0
2

� 1X
n=1

E�n (z0)En (z0)
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olarak elde edilir. z0 2 (�1; 0) [ (0; 1) oldu¼gundan z0 = z0 olup (3:35) eşitli¼gi�
d

dz
E1 (z0)

��
A0E0 (z0)�

�
d

dz
E0 (z0)

��
A0E1 (z0) = �

�
1� 1

z20

� 1X
n=1

E�n (z0)En (z0)

biçiminde yaz¬labilir. Son eşitlik s¬f¬rdan farkl¬l2 (N;Cm) uzay¬ndan al¬nan u vektörü

ile sa¼gdan çarp¬l¬rsa�
d

dz
E1 (z0)

��
A0E0 (z0)u�

�
d

dz
E0 (z0)

��
A0E1 (z0)u =

�
1

z20
� 1
� 1X
n=1

E�n (z0)En (z0)u

(3.36)

eşitli¼gi elde edilir. (3:36) eşitli¼gi kullan¬larak

��
d

dz
E1 (z0)

��
A0E0 (z0)u�

�
d

dz
E0 (z0)

��
A0E1 (z0)u; u

�
=

�
1

z20
� 1
�* 1X

n=1

E�n (z0)En (z0)u; u

+

yaz¬l¬r. E0 (z0)u = 0 oldu¼gundan bu eşitlik

�
A0E1 (z0)u;

d

dz
E0 (z0)u

�
=

�
1� 1

z20

�
[hE1 (z0)u;E1 (z0)ui+ :::]

hatta �
A0E1 (z0)u;

d

dz
E0 (z0)u

�
=

�
1� 1

z20

� 1X
n=1

kEn (z0)uk2 (3.37)

formunda ifade edilir. (3:37) eşitli¼ginden z0 2 (�1; 0) [ (0; 1) ve 8n için

kEn (z0)uk 6= 0 oldu¼gundan�
A0E1 (z0)u;

d

dz
E0 (z0)u

�
6= 0

olup A0E1 (z0)u 6= 0 oldu¼gundan
d

dz
E0 (z0)u 6= 0 bulunur.

Bu durumda
d

dz
[detE0 (z0)] 6= 0 yani

d

dz
[a (z0)] 6= 0 olup a fonksiyonunun tüm

s¬f¬rlar¬n¬n basit oldu¼gu elde edilir.

24



4. MATR·IS KATSAYILI D·ISKRET D·IRAC OPERATÖRÜNÜN

SPEKTRAL ANAL·IZ·I

Bu bölümde fAngn2N[f0g, fBngn2N, fPngn2N ve fQngn2N dizileri Cm; m-boyutlu

kompleks Euclid uzay¬nda tan¬ml¬m � m tipinde selfadjoint matris diziler ve �

kompleks parametre olmak üzere8<: Any
(2)
n+1 +Bny

(2)
n + Pny

(1)
n = �y

(1)
n

An�1y
(1)
n�1 +Bny

(1)
n +Qny

(2)
n = �y

(2)
n

; n 2 N = f1; 2; :::g (4.1)

birinci mertebeden matris katsay¬l¬fark denklemleri sistemi ele al¬nacakt¬r. Burada�
y
(1)
n

y
(2)
n

�
bir vektör dizisidir. Sistemin polinom türden Jost çözümü elde edildikten

sonra Jost çözümünün asimptotik davran¬̧s¬ve bu sistem yard¬m¬yla üretilen ope-

ratörün özde¼gerleri ile sürekli spektrumu incelenecektir. Ayr¬ca bölüm boyunca

8n 2 N [ f0g için detAn 6= 0 ve 8n 2 N için detBn 6= 0 oldu¼gu kabul edilecektir.

y
(i)
n 2 Cm; i = 1; 2 ve n 2 N olmak üzere tüm y = fyng ; yn =

�
y
(1)
n

y
(2)
n

�
vektör dizilerini

içeren Hilbert uzay¬l2 (N;C2m) ile gösterece¼giz. l2 (N;C2m) Hilbert uzay¬ndaki norm

ve iç çarp¬m s¬ras¬yla y; z 2 l2 (N;C2m) olmak üzere

kyk2l2 :=
1X
n=1

�

y(1)n 

2Cm + 

y(2)n 

2Cm� (4.2)

ve

hy; zil2 :=
1X
n=1

��
y(1)n ; z

(1)
n

�
Cm +

�
y(2)n ; z

(2)
n

�
Cm
�

(4.3)

şeklinde tan¬mlan¬r. (4:1) matris katsay¬l¬diskre Dirac sistemi

Y
(1)
0 = 0 (4.4)

s¬n¬r koşulu ile ele al¬nacakt¬r. L3, ile l2 (N;C2m) uzay¬nda (4:1) ve (4:4) s¬n¬r de¼ger

problemiyle üretilen operatör gösterilecektir.
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4.1 L3 Dirac Operatörünün Jost Çözümü

fAng n 2 N [ f0g, fBng, fPng, ve fQng ; n 2 N; matris dizilerinin

1X
n=1

n (kI � Ank+ kI +Bnk+ kPnk+ kQnk) <1 (4.5)

koşulunu sa¼glad¬¼g¬kabul edilsin. Burada k:k ; Cm uzay¬ndaki matris normu ve I

birim matrisi göstermektedir. (4:1) sisteminde her n 2 N için Pn � Qn � 0;

Bn � �I; ve her n 2 N [ f0g için An � I al¬n¬rsa � = �iz � (iz)�1 için

8>>><>>>:
Y
(2)
n+1 � Y

(2)
n =

�
�iz � (iz)�1

�
Y
(1)
n

Y
(1)
n�1 � Y

(1)
n =

�
�iz � (iz)�1

�
Y
(2)
n

(4.6)

sistemi elde edilir.

en (z) =

�
e
(1)
n (z)

e
(2)
n (z)

�
=

�
z

�i

�
z2n; n 2 N

(4:6) sisteminin bir çözümüdür. Bu çözümden yararlanarak (4:1) sisteminin

� = �iz � (iz)�1 için
�
Fn (z)

Gn (z)

�
; n 2 N [ f0g ile gösterece¼gimiz çözümünü elde

edelim.

Teorem 4.1 fAng, fBng, fPng, ve fQng matris dizileri (4:5) koşulunu sa¼glas¬n.

� = �iz � (iz)�1 için z 2 Do = fz : jzj = 1g olmak üzere (4:1) denklem sistemi

aşa¼g¬daki gösterim ile verilen
�
Fn (z)

Gn (z)

�
; n 2 N [ f0g ; çözümüne sahiptir

�
Fn (z)

Gn (z)

�
= Tn

 
I +

1X
m=1

Knmz
2m

!�
z

�i

�
z2n; n 2 N [ f0g ; z 2 Do: (4.7)

Burada

Knm =

0@ K11
nm K12

nm

K21
nm K22

nm

1A , Tn =
0@ T 11n T 12n

T 21n T 22n

1A
olup Tn ve Knm matrisleri fAng, fBng, fPng ve fQng dizileriyle ifade edilir.
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·Ispat.
�
Fn (z)

Gn (z)

�
çözümünün bileşenleri aç¬k şekilde

Fn (z) = T 11n z
2n+1 + T 11n

1X
m=1

K11
nmz

2m+2n+1 � iT 11n
1X
m=1

K12
nmz

2m+2n

�iT 12n z2n + T 12n
1X
m=1

K21
nmz

2m+2n+1 � iT 12n
1X
m=1

K22
nmz

2m+2n

Gn (z) = T 21n z
2n+1 + T 21n

1X
m=1

K11
nmz

2m+2n+1 � iT 21n
1X
m=1

K12
nmz

2m+2n

�iT 22n z2n + T 22n
1X
m=1

K21
nmz

2m+2n+1 � iT 22n
1X
m=1

K22
nmz

2m+2n

olarak yaz¬l¬r. Fn; Gn bileşen fonksiyonlar¬� = �iz � (iz)�1 olmak üzere (4:1)

denklem sisteminde yerine yaz¬l¬p z nin kuvvetlerine göre düzenlenirse s¬ras¬yla

�T 12n z2n�1 � i
�
T 11n + PnT

12
n +BnT

22
n

�
z2n

+
�
T 12n + PnT

11
n +BnT

21
n

�
z2n+1 + i

�
T 11n � AnT 22n+1

�
z2n+2 + AnT

21
n+1z

2n+3

�i
1X
m=1

�
T 11n K

11
nm + T

12
n K

21
nm + PnT

11
n K

12
nm +BnT

21
n K

12
nm

�
z2m+2n

�i
1X
m=1

�
BnT

22
n K

22
nm + PnT

12
n K

22
nm

�
z2m+2n +

1X
m=1

�
T 12n K

22
nm

�
z2m+2n+1

+
1X
m=1

�
PnT

12
n K

21
nm + PnT

11
n K

11
nm +BnT

22
n K

21
nm + T

11
n K

12
nm

�
z2m+2n+1 (4.8)

+
1X
m=1

�
BnT

21
n K

11
nm

�
z2m+2n+1 �

1X
m=1

�
T 11n K

12
nm + T

12
n K

22
nm

�
z2m+2n�1

+i
1X
m=1

�
T 11n K

11
nm + T

12
n K

21
nm � AnT 22n+1K22

n+1;m � AnT 21n+1K12
n+1;m

�
z2m+2n+2

+
1X
m=1

�
AnT

21
n+1K

11
n+1;m + AnT

22
n+1K

21
n+1;m

�
z2m+2n+3 = 0

ve

�iAn�1T 12n�1z2n�2 +
�
An�1T

11
n�1 � T 22n

�
z2n�1 � i

�
BnT

12
n +QnT

22
n + T 21n

�
z2n

+
�
BnT

11
n +QnT

21
n + T 22n

�
z2n+1 + iT 21n z

2n+2

�i
1X
m=1

�
An�1T

11
n�1K

12
n�1;m + An�1T

12
n�1K

22
n�1;m

�
z2m+2n�2
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+

1X
m=1

�
An�1T

11
n�1K

11
n�1;m + An�1T

12
n�1K

21
n�1;m � T 21n K12

nm � T 22n K22
nm

�
z2m+2n�1

�i
1X
m=1

�
BnT

11
n K

12
nm +BnT
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n K

22
nm +QnT

21
n K

12
nm +QnT

22
n K

22
nm

�
z2m+2n

�i
1X
m=1

�
T 21n K

11
nm + T

22
n K

21
nm

�
z2m+2n +

1X
m=1

�
BnT

11
n K

11
nm

�
z2m+2n+1 (4.9)

+

1X
m=1

�
QnT

21
n K

11
nm +QnT

22
n K

21
nm + T

21
n K

12
nm +BnT

12
n K

21
nm

�
z2m+2n+1

+
1X
m=1

�
T 22n K

22
nm

�
z2m+2n+1 + i

1X
m=1

�
T 21n K

11
nm + T

22
n K

21
nm

�
z2m+2n+2

= 0

yaz¬l¬r. Son eşitliklerde terimlerin katsay¬lar¬kaŗs¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda (4:8) eşitli¼ginden

T 12n = 0

T 11n +BnT
22
n = 0

PnT
11
n +BnT

21
n � T 11n K12

n1 = 0

T 11n � AnT 22n+1 � T 11n K11
n1 � PnT 11n K12

n1 �BnT 21n K12
n1 �BnT 22n K22

n1 = 0

AnT
21
n+1 � T 11n K12

n2 + T
11
n K

12
n1 + PnT

11
n K

11
n1 +BnT

22
n K

21
n1 +BnT

21
n K

11
n1 = 0

�T 11n K11
n2 � PnT 11n K12

n2 �BnT 21n K12
n2 �BnT 22n K22

n2 + T
11
n K

11
n1 � AnT 22n+1K22

n+1;1

� AnT 21n+1K12
n+1;1 = 0

�T 11n K12
n3 + T

11
n K

12
n2 + PnT
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n K
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n2 +BnT

22
n K

21
n2 +BnT

21
n K

11
n2 + AnT

21
n+1K

11
n+1;1

+ AnT
22
n+1K

21
n+1;1 = 0

denklemleri ve m � 3 için çift ve tek kuvvetlerden s¬ras¬yla

�T 11n K11
nm � PnT 11n K12

nm �BnT 21n K12
nm �BnT 22n K22

nm � AnT 22n+1K22
n+1;m�1

+ T 11n K
11
n;m�1 � AnT 21n+1K12

n+1;m�1 = 0

ve

� T 11n K12
nm+1 + T
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n K
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nm + PnT
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n K
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nm +BnT
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n K

21
nm + AnT
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n+1K
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n+1;m�1

+BnT
21
n K

11
nm + AnT

22
n+1K

21
n+1;m�1 = 0 denklemleri elde edilir.

(4:9) eşitli¼ginden ise

T 12n�1 = 0
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An�1T
11
n�1 � T 22n = 0

�QnT 22n � T 21n � An�1T 11n�1K12
n�1;1 = 0

BnT
11
n +QnT

21
n + T 22n + An�1T

11
n�1K

11
n�1;1 � T 21n K12

n1 � T 22n K22
n1 = 0

T 21n � An�1T 11n�1K12
n�1;2 �BnT 11n K12

n1 �QnT 21n K12
n1 �QnT 22n K22

n1 � T 21n K11
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� T 22n K21
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An�1T
11
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11
n�1;2 � T 21n K12

n2 � T 22n K22
n2 +BnT
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21
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+T 21n K
12
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22
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22
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�An�1T 11n�1K12
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n2 �QnT 22n K22

n2 � T 21n K11
n2 � T 22n K21

n2

+T 21n K
11
n1 + T

22
n K

21
n1 = 0

denklemleri ve m � 3 için çift ve tek kuvvetlerden s¬ras¬yla

�An�1T 11n�1K12
n�1;m+1 �BnT 11n K12

nm �QnT 21n K12
nm �QnT 22n K22

nm � T 21n K11
nm � T 22n K21

nm

+ T 21n K
11
n;m�1 + T

22
n K

21
n;m�1 = 0
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An�1T
11
n�1K
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n�1;m�T 21n K12

nm�T 22n K22
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21
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22
n K

21
n;m�1

+ T 21n K
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n;m�1 + T

22
n K

22
n;m�1 = 0 denklemleri bulunur.

Bu denklemler kullan¬larak belli öteleme ve iterasyonlar sonucu n 2 N olmak üzere

T ijn , (i; j = 1; 2) ifadeleri

T 12n = 0, T 22n =

 1Y
p=n

(�1)n�pApBp

!�1

T 11n = �Bn

 1Y
p=n

(�1)n�pApBp
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p �
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!
şeklinde,
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ij
n2, (i; j = 1; 2) ise
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biçiminde ifade edilir.

m � 3 için Kij
nm, (i; j = 1; 2) ifadeleri ise n 2 N olmak üzere
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K21
nm = K21

n;m�1 +
�
T 22n
��1 ��An�1T 11n�1K12

n�1;m+1 �BnT 11n K12
nm

�
+
�
T 22n
��1 ��QnT 21n K12

nm + T
21
n K

11
n;m�1 �QnT 22n K22

nm � T 21n K11
nm

�
olarak bulunur.

(4:5) koşulundan dolay¬T ijn ve Kij
nm, (i; j = 1; 2) tan¬mlar¬ndaki sonsuz çarp¬m ve

seriler mutlak yak¬nsakt¬r. Bu yüzden T ijn ve Kij
nm (i; j = 1; 2), fAng n 2 N [ f0g ;

fBng ; fPng ve fQng ; n 2 N; dizileri cinsinden tek olarak bellidir. Dolay¬s¬yla

� = �iz � (iz)�1 için (4:1) sisteminin çözümü
��

Fn (z)

Gn (z)

��
ile (4:7) eşitli¼gindeki

gibi verilir. Bu çözüme (4:1) sisteminin Jost çözümü denir.

Teorem 4.2 fAng, fBng, fPng, ve fQng matris dizileri (4:5) koşulunu sa¼glamak

üzere ve C > 0 pozitif sabit,
jm
2

k
ise

m

2
say¬s¬n¬n tam k¬sm¬olmak üzere

her n; m 2 N için



Kij
nm



 � C 1X
p=n+bm2 c

(kI � Apk+ kI +Bpk+ kQpk+ kPpk) ; (4.10)

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

·Ispat. Kij
nm (i; j = 1; 2) tan¬mlar¬kullan¬larak m üzerinden tümevar¬mla istenilen

eşitsizlik aşa¼g¬daki gibi elde edilir.
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elde edilir. Burada C = maks f1; C2g ile verilmi̧stir.
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olup BpT 22p = �T 11p ile T 22p+1 = ApT
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yaz¬l¬r. Buradan kBp � Ik ve kAp + Ik sonlu oldu¼gundan
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elde edilir. Benzer şekilde (4:10) eşitsizli¼gi K21
n1 ve K

22
n1 için de elde edilir.

m = k için (i; j = 1; 2)
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(kI � Apk+ kI +Bpk+ kQpk+ kPpk)
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olsun. Bundan yararlanarak (4:10) eşitsizli¼ginin m = k + 1 için de sa¼gland¬¼g¬n¬

gösterelim.
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yaz¬l¬r. Son eşitsizlikte T 22p+1 = ApT
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p oldu¼gu kullan¬larak
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K11
n+1;k�1




+C 00

1X
p=n+1

kBp + Ik
1X

s=p+b k2c
kNsk+ C

1X
p=n+1

kPpk
1X

s=p+b k2c
kNsk

+C7

1X
p=n+1

kQpk
1X

s=p+b k�22 c
kNsk+D

0
1X

p=n+1

kQpk
1X

s=p+b k�12 c
kNsk
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olarak bulunur. Buradan ise tekrar (4:5) kabulü kullan¬larak



K12
n;k+1



 � C
1X

p=n+1+b k�12 c
kNpk+ C



T 21n+1

 1X
p=n+1+b k�12 c

kNpk

+(D1 +D2)

1X
p=n+1

kI � Apk
1X

s=p+b k+12 c
kNsk

+maks
n
D

0
; D2

o 1X
p=n+1

(kBp + Ik+ kQpk)
1X

s=p+b k�12 c
kNsk

+maks
n
C

00
; C
o 1X
p=n+1

(kBp + Ik+ kPpk)
1X

s=p+b k2c
kNsk

+C7

1X
p=n+1

kQpk
1X

s=p+b k�22 c
kNsk

yaz¬l¬r. C
�
1 +



T 21n+1

� = Z; D1 +D2 = Z1, maks
�
D

0
+D2

	
= Z2,

maks
�
C

00
; C
�
= Z3 olmak üzere



K12
n;k+1



 � Z
1X

p=n+b k+12 c
kNpk+ Z1

1X
p=n+1

kI � Apk
1X

s=p+b k+12 c
kNsk

+Z2

1X
p=n+1

(kBp + Ik+ kQpk)
1X

s=p+b k�12 c
kNsk

+Z3

1X
p=n+1

(kBp + Ik+ kPpk)
1X

s=p+b k2c
kNsk

+C7

1X
p=n+1

kQpk
1X

s=p+b k�22 c
kNsk

� Z
1X

p=n+b k+12 c
kNpk+ Z1

1X
p=n+1

kNpk
1X

s=p+b k+12 c
kNsk

+Z2

1X
p=n+1

kNpk
1X

s=p+b k�12 c
kNsk+ Z3

1X
p=n+1

kNpk
1X

s=p+b k2c
kNsk

+C7

1X
p=n+1

kNpk
1X

s=p+b k�22 c
kNsk



K12
n;k+1



 � Z
1X

p=n+b k+12 c
kNpk+ (Z1 + Z2 + Z3 + C7)

1X
p=n+1

kNpk
1X

s=p+b k�22 c
kNsk
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elde edilir. Buradan (Z1 + Z2 + Z3 +B) = Y denilirse



K12
n;k+1



 � Z

1X
p=n+b k+12 c

kNpk+ Y

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

kNn+1k
1X

s=n+1+b k�22 c
kNsk ;

+ kNn+2k
1X

s=n+2+b k�22 c
kNsk

+ kNn+3k
1X

s=n+3+b k�22 c
kNsk+ :::

9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>;

� Z

1X
p=n+b k+12 c

kNpk+ Y

8><>:
1X

p=n+1

kNpk
1X

s=n+b k2c
kNsk

9>=>;
bulunur. (4:5) koşulundan dolay¬

1X
p=n+1

kNpk < 1 oldu¼gundan Y
1X

p=n+1

kNpk = Y
0

olmak üzere 

K12
n;k+1



 � Z 1X
p=n+b k+12 c

kNpk+ Y
0

1X
p=n+b k2c

kNpk

olur. Buradan ise istenilen eşitsizlik



K12
n;k+1



 �
�
Z + Y

0
� 1X
p=n+b k+12 c

kNpk+ Y
0

1X
p=n+b k+12 c

kNpk

=
�
Z + 2Y

0
� 1X
p=n+b k+12 c

kNpk = G
1X

p=n+b k+12 c
kNpk

olarak bulunur. Benzer şekilde (4:5) koşulu kullanarak (4:10) eşitsizli¼gi K11
n;k+1;

K21
n;k+1 ve K

22
n;k+1 için de bulunabilir.

Teorem 4.12 gere¼gince
�
Fn (z)

Gn (z)

�
; n 2 N [ f0g ; çözümü D0 kümesinden

fz : jzj < 1g n f0g kümesine analitik devama sahiptir.

Teorem 4.3 Jost çözümü z 2 D := fz : jzj � 1g n f0g olmak üzere (4:5) koşulu

alt¬nda �
Fn (z)

Gn (z)

�
= [I + o (1)]

�
z

�i

�
z2n; n!1 (4.11)

asimptotik eşitli¼gini gerçekler.
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·Ispat. (4:7) eşitli¼ginden

�
Fn (z)

Gn (z)

�
=

0@ T 11n T 12n

T 21n T 22n

1A240@ 1 0

0 1

1A+ 1X
m=1

0@ K11
nm K12

nm

K21
nm K22

nm

1A z2m
35�z2n+1

�iz2n

�
(4.12)

yaz¬l¬r. Buradan (4:11) asimtotik eşitli¼gini göstermek için (4:5) koşulu alt¬nda0@ T 11n T 12n

T 21n T 22n

1A! I; n!1

ve
1X
m=1

0@ K11
nm K12

nm

K21
nm K22

nm

1A z2m = o (1) ; z 2 D; n!1

oldu¼gunu göstermek yeterlidir. T 12n = 0 oldu¼gundan n!1 için T 12n ! 0 olur.

T 22n =

 1Y
p=n

(�1)n�pApBp

!�1
oldu¼gundan ve yak¬nsak çarp¬m¬n kalan terimin limiti

I oldu¼gundan lim
n!1

T 22n = I yaz¬l¬r. Benzer şekilde

T 11n = �Bn

 1Y
p=n

(�1)n�pApBp

!�1

oldu¼gundan (4:5) koşulu gere¼gince lim
n!1

T 11n = I olur.

T 21n = �QnT 22n � An�1T 11n�1

 1X
p=n

�
T 11p
��1

BpQpT
22
p �

1X
p=n

�
T 11p
��1

PpT
11
p

!

oldu¼gundan ve yak¬nsak serinin kalan terimin limiti s¬f¬r oldu¼gundan (4:5) koşulu

alt¬nda lim
n!1

T 21n = 0 bulunur.

Ayr¬ca z 2 D için teorem 4:2 kullan¬larak (i; j = 1; 2)





1X
m=1

Kij
nmz

2m






 �
1X
m=1



Kij
nm



 ��z2m�� (4.13)

� C

1X
m=1

1X
p=n+bm2 c

(kI � Apk+ kI +Bpk+ kQpk+ kPpk)
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yaz¬l¬r. (4:13) eşitsizli¼ginden kI � Apk+ kI +Bpk+ kQpk+ kPpk = Np olmak üzere







1X
m=1

Kij
nmz

2m






 � C

1X
p=n

Np + 2C
1X

p=n+1

Np + 2C
1X

p=n+2

Np + :::

� 2C

( 1X
p=n

Np +

1X
p=n+1

Np +
1X

p=n+2

Np + :::

)

= 2C

8>>>>>><>>>>>>:

Nn +Nn+1 +Nn+2 +Nn+3 + :::

+Nn+1 +Nn+2 +Nn+3 + :::

+Nn+2 +Nn+3 + :::

:::

9>>>>>>=>>>>>>;







1X
m=1

Kij
nmz

2m






 � 2C fNn + 2Nn+1 + 3Nn+2 + 4Nn+3 + :::g

= 2C
1X
p=1

pNn+p�1 = 2C
1X
p=n

[p� (n� 1)]Np

� 2C
1X
p=n

pNp = 2C
1X
p=n

p (kI � Apk+ kI +Bpk+ kQpk+ kPpk)

bulunur. Buradan z 2 D := fz : jzj � 1g n f0g olmak üzere n ! 1 için (4:5)

koşulundan
1X
m=1

Kij
nmz

2m = o (1) elde edilir. Dolay¬s¬yla
�
Fn (z)

Gn (z)

�
Jost çözümü (4:5)

koşulu alt¬nda (4:11) ile verilen asimptotik eşitli¼gi gerçekler.

4.2 L3 Operatörünün Sürekli ve Diskre Spektrumu

l2 (N;C2m) uzay¬nda

(
Y )n :=

8<: Y
(2)
n+1 � Y

(2)
n

Y
(1)
n�1 � Y

(1)
n

diferensiyel ifadesi ve Y (1)0 = 0 s¬n¬r koşuluyla üretilen operatör L0 olsun.
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Ayr¬ca l2 (N;C2m) uzay¬nda J3 operatörü

J3

0@ Y
(1)
n

Y
(2)
n

1A : =

0@ Pn 0

0 Qn

1A0@ Y
(1)
n

Y
(2)
n

1A+
0@ I +Bn 0

0 I +Bn

1A0@ Y
(1)
n

Y
(2)
n

1A

+

0@ An � I 0

0 An�1 � I

1A�Y (2)n+1

Y
(1)
n�1

�

=

0@ (An � I)Y (2)n+1 + (I +Bn)Y
(2)
n + PnY

(1)
n

(An�1 � I)Y (1)n + (I +Bn)Y
(1)
n +QnY

(2)
n

1A

şeklinde tan¬mlans¬n. Buradan L3 = L0 + J3 oldu¼gu aç¬kt¬r.

Lemma 4.1 L0 operatörü selfadjointtir.

·Ispat. L0 operatörünün selfadjoint oldu¼gunu göstermek için l2 (N;C2m) uzay¬ndan

al¬nan herhangi U = fUng ve Z = fZng matris dizileri için

h(L0U)n ; Zni = hUn; (L0Z)ni

oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

h(L0U)n ; Zni =
1X
n=1

n�
Z(1)n

�� �
U
(2)
n+1 � U (2)n

�
+
�
Z(2)n

�� �
U
(1)
n�1 � U (1)n

�o
=

1X
n=1

�
Z(1)n

��
U
(2)
n+1 �

1X
n=1

�
Z(1)n

��
U (2)n

+

1X
n=1

�
Z(2)n

��
U
(1)
n�1 �

1X
n=1

�
Z(2)n

��
U (1)n

olup

U
(1)
0 = 0

oldu¼gu dikkate al¬narak ve n üzerinden baz¬ötelemeler yaparak son eşitlik

h(L0U)n ; Zni =
1X
n=2

�
Z
(1)
n�1

��
U (2)n �

1X
n=1

�
Z(1)n

��
U (2)n +

1X
n=2

�
Z(2)n

��
U
(1)
n�1�

1X
n=1

�
Z(2)n

��
U (1)n

(4.14)
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formunda yaz¬labilir. (4:14) eşitli¼ginden

h(L0U)n ; Zni = �
�
Z
(1)
0

��
U
(2)
1 +

1X
n=1

�
Z
(1)
n�1

��
U (2)n �

1X
n=1

�
Z(1)n

��
U (2)n

+
1X
n=1

�
Z
(2)
n+1

��
U (1)n �

1X
n=1

�
Z(2)n

��
U (1)n

veya

h(L0U)n ; Zni = �
�
Z
(1)
0

��
U
(2)
1 +

1X
n=1

h�
Z
(1)
n�1

��
�
�
Z(1)n

��i
U (2)n (4.15)

+
1X
n=1

h�
Z
(2)
n+1

��
�
�
Z(2)n

��i
U (1)n

elde edilir. (4:15) eşitli¼ginden ise

h(L0U)n ; Zni = �
�
Z
(1)
0

��
U
(2)
1 + hUn; (L0Z)ni

bulunur. Son eşitlikte �
�
Z
(1)
0

��
U
(2)
1 = 0 olmas¬için gerek ve yeter koşul Z(1)0 = 0

olmas¬d¬r. Buradan L0 operatörünün selfadjoint oldu¼gu elde edilir.

Lemma 4.2 fAng, fBng, fPng ve fQng matris dizilerinin (4:5) koşulunu sa¼gla-

mas¬durumunda J3 operatörü l2 (N;C2m) uzay¬nda kompaktt¬r.

·Ispat. J3 operatörünün l2 (N;C2m) uzay¬nda kompakt oldu¼gunu göstermek için

M2 � l2 (N;C2m) s¬n¬rl¬herhangibir küme olmak üzere

J3 (M2) =M3 =

8<:Y : U = Un =
0@ U

(1)
n

U
(2)
n

1A 2M ; Y = (J3U)n

9=;
görüntü kümesinin l2 (N;C2m) uzay¬nda kompakt oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

Bunun için ise bu uzay için bilinen kompaktl¬k kriteri gere¼gince 8" > 0; 8Y 2 M3

için m > N0 oldukça

1X
n=m+1

�


(J3U)(1)n 


2 + 


(J3U)(2)n 


2� < "2
olacak şekilde 9 N0 (") > 0 say¬s¬n¬n bulundu¼gu gösterilmelidir.

8Y 2M3 için Y = (J3U)n olacak şekilde bir U = (Un) 2M2 vard¬r.
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kY k2 =

1X
n=1




(An � I)U (2)n+1 + (I +Bn)U (2)n + PnU
(1)
n




2 (4.16)

+

1X
n=1




(An�1 � I)U (1)n�1 + (I +Bn)U (1)n +QnU
(2)
n




2
olup (4:16) eşitli¼ginden

kY k2 �
1X
n=1

h


(An�1 � I)U (2)n+1


+ 

(I +Bn)U (2)n 

+ 

PnU (1)n 

i2
+

1X
n=1

h


(An�1 � I)U (1)n�1


+ 

(I +Bn)U (1)n 

+ 

QnU (2)n 

i2
yaz¬l¬r. Son eşitsizlikte kak2 + kbk2 � k2abk oldu¼gu kullan¬larak

kY k2 � 3
1X
n=1

�


(An � I)U (2)n+1


2 + 

(I +Bn)U (2)n 

2 + 

PnU (1)n 

2� (4.17)

+3
1X
n=1

�


(An�1 � I)U (1)n�1


2 + 

(I +Bn)U (1)n 

2 + 

QnU (2)n 

2�

eşitsizli¼gi elde edilir. U = (Un) 2 M2 oldu¼gundan 8n için kUnk � K olacak şekilde

K say¬s¬vard¬r. Dolay¬s¬yla (4:17) eşitsizli¼ginden

kY k2 � 3K2

1X
n=1

�
kAn � Ik2 + kI +Bnk2 + kPnk2

�
+3K2

1X
n=1

�
kAn�1 � Ik2 + k(I +Bn)k2 + kQnk2

�
olur. (4:5) koşulundan dolay¬k(An � I)k ; kI +Bnk ; kPnk ve kQnk s¬n¬rl¬olaca¼g¬ndan

N1 = maks fk(An � I)k ; kI +Bnk ; kPnkg ve

N2 = maks fk(An�1 � I)k ; kI +Bnk ; kQnkg denilirse bu durumda

kY k2 � 3K2N1

1X
n=1

[kAn � Ik+ kI +Bnk+ kPnk]

+3K2N2

1X
n=1

[kAn�1 � Ik+ k(I +Bn)k+ kQnk]

yaz¬l¬r. Son eşitsizlikte (4:5) koşulu dikkate al¬n¬rsa kY k2 <1 bulunur. Bu ise M2

kümesinin düzgün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬verir.
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·Ikinci ad¬mda M2 kümesinden al¬nan tüm Y = fYng dizilerini genel terim kabul

eden serilerin kalan terimlerinin düzgün olarak s¬f¬ra gitti¼gi gösterilebilir.

·Ilk ad¬mda yap¬lan i̧slemlere benzer olarak

1X
n=m+1

kYnk2 � 3K2N1

1X
n=m+1

[kAn � Ik+ kI +Bnk+ kPnk] (4.18)

+3K2N2

1X
n=m+1

[kAn�1 � Ik+ k(I +Bn)k+ kQnk]

yaz¬labilir. (4:18) eşitsizli¼ginden m ! 1 için limit al¬n¬rsa (4:5) koşulundn dolay¬

sa¼g taraf s¬f¬ra gider. Dolay¬s¬yla istenilen elde edilmi̧s olur.

Ayr¬ca � (L0) = �c (L0) = [�2; 2] oldu¼gu bilinmektedir [Serebryakov 1980] :

Teorem 4.4 fAng, fBng, fPng ve fQng matris dizilerinin (4:5) koşulunu sa¼glamas¬

durumunda �c (L3) = [�2; 2] aral¬¼g¬d¬r.

·Ispat. L3 = L0 + J3; L0 selfadjoint ve J3 operatörü l2 (N;C2m) uzay¬nda kompakt

oldu¼gundan Weyl Kompakt Pertürbasyon Teoremi gere¼gince

�c (L3) = �c (L0) = [�2; 2]

elde edilir.

L3 operatörü selfadjoint oldu¼gundan tüm özde¼gerleri reeldir. F0 fonksiyonuna

L3 operatörünün Jost fonksiyonu denir.

Özde¼ger tan¬m¬gere¼gince

�d (L3) =
�
� : � = �iz � (iz)�1 ; iz 2 (�1; 0) [ (0; 1) ; detF0 (z) = 0

	
(4.19)

yaz¬l¬r.

Tan¬m 4.1 detF0 (z) fonksiyonunun herhangibir s¬f¬r¬n¬n kat¬L3 operatörünün o

s¬f¬ra karş¬l¬k gelen özde¼gerlerinin kat¬olarak adland¬r¬l¬r.
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Teorem 4.5 fAng, fBng, fPng ve fQng matris dizilerinin (4:5) koşulunu sa¼glamas¬

halinde L3 operatörü sonlu say¬da basit reel özde¼gerlere sahiptir.

·Ispat. Teoremi ispatlamak için detF0 (z) fonksiyonunun sonlu say¬da basit s¬f¬rlara

sahip oldu¼gunu göstermek yeterlidir . z0; detF0 (z) fonksiyonunun herhangibir s¬f¬r¬

olsun. E¼ger
d

dz
detF0 (z) jz=z0 6= 0

oldu¼gu gösterilirse detF0 (z) fonksiyonunun s¬f¬rlar¬n¬n basit oldu¼gu elde edilir.

z0; detF0 (z) fonksiyonunun s¬f¬r¬oldu¼gundan

detF0 (z0) = 0

olup F0 (z0)u = 0 olacak şekilde s¬f¬rdan farkl¬u kolon vektörü vard¬r

(Agranovich ve Marchenko 1963) :�
Fn (z)

Gn (z)

�
, (4:1) sisteminin Jost çözümü oldu¼gundan � = �iz � (iz)�1 için

8<: AnGn+1 (z) +BnGn (z) + PnFn (z) =
�
�iz � (iz)�1

�
Fn (z)

An�1Fn�1 (z) +BnFn (z) +QnGn (z) =
�
�iz � (iz)�1

�
Gn (z)

(4.20)

yaz¬l¬r. (4:20) eşitli¼ginden z de¼gi̧skenine göre türev al¬n¬rsa

An
d
dz
Gn+1 (z) +Bn

d
dz
Gn (z) + Pn

d
dz
Fn (z)

=
�
�iz � (iz)�1

�
d
dz
Fn (z)� i (1� z�2)Fn (z)

An�1
d
dz
Fn�1 (z) +Bn

d
dz
Fn (z) +Qn

d
dz
Gn (z)

=
�
�iz � (iz)�1

�
d
dz
Gn (z)� i (1� z�2)Gn (z)

(4.21)

bulunur. (4:20) ve (4:21) eşitlikleri kullan¬larak�
d

dz
Fn (z)

��
AnGn+1 (z) +

�
d

dz
Fn (z)

��
BnGn (z)

�
�
d

dz
Gn+1 (z)

��
AnFn (z)�

�
d

dz
Gn (z)

��
BnFn (z) (4.22)

=
�
�iz � (iz)�1

�� d
dz
Fn (z)

��
Fn (z)

�
�
�iz � (iz)�1

�� d
dz
Fn (z)

��
Fn (z) + i (1� z�2)F �n (z)Fn (z)
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ve

�
d

dz
Gn (z)

��
An�1Fn�1 (z) +

�
d

dz
Gn (z)

��
BnFn (z)

�
�
d

dz
Fn�1 (z)

��
An�1Gn (z)�

�
d

dz
Fn (z)

��
BnGn (z) (4.23)

=
�
�iz � (iz)�1

�� d
dz
Gn (z)

��
Gn (z)

�
�
�iz � (iz)�1

�� d
dz
Gn (z)

��
Gn (z) + i (1� z�2)G�n (z)Gn (z)

elde edilir. (4:22) ile (4:23) eşitlikleri taraf tarafa toplanarak

�
d

dz
Fn (z)

��
AnGn+1 (z)�

�
d

dz
Gn+1 (z)

��
AnFn (z)

+

�
d

dz
Gn (z)

��
An�1Fn�1 (z)�

�
d

dz
Fn�1 (z)

��
An�1Gn (z) (4.24)

=
�
�iz � (iz)�1

�� d
dz
Fn (z)

��
Fn (z) +

�
�iz � (iz)�1

�� d
dz
Gn (z)

��
Gn (z)

�
�
�iz � (iz)�1

� �� d
dz
Fn (z)

��
Fn (z) +

�
d

dz
Gn (z)

��
Gn (z)

�
+i (1� z�2) [F �n (z)Fn (z) +G�n (z)Gn (z)]

yaz¬l¬r. Son eşitlik kullan¬larak

�
d

dz
G1 (z)

��
A0F0 (z)�

�
d

dz
F0 (z)

��
A0G1 (z)

=
�
�iz � (iz)�1

� 1X
n=1

��
d

dz
Fn (z)

��
Fn (z) +

�
d

dz
Gn (z)

��
Gn (z)

�
(4.25)

�
�
iz � (iz)�1

� 1X
n=1

��
d

dz
Fn (z)

��
Fn (z) +

�
d

dz
Gn (z)

��
Gn (z)

�
+i(1� z�2)

1X
n=1

[F �n (z)Fn (z) +G
�
n (z)Gn (z)]

eşitli¼gi bulunur. (4:25) eşitli¼gi z = z0 için
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�
d

dz
G1 (z0)

��
A0F0 (z0)�

�
d

dz
F0 (z0)

��
A0G1 (z0)

=
�
�iz0 � (iz0)�1

� 1X
n=1

��
d

dz
Fn (z0)

��
Fn (z0) +

�
d

dz
Gn (z0)

��
Gn (z0)

�
(4.26)

�
�
iz0 � (iz0)�1

� 1X
n=1

��
d

dz
Fn (z0)

��
Fn (z0) +

�
d

dz
Gn (z0)

��
Gn (z0)

�
+i
�
1� z�20

� 1X
n=1

[F �n (z0)Fn (z0) +G
�
n (z0)Gn (z0)]

olarak elde edilir. iz0 2 (�1; 0) [ (0; 1) oldu¼gundan iz0 = iz0 olup (4:26) eşitli¼gi

�
d

dz
G1 (z0)

��
A0F0 (z0)�

�
d

dz
F0 (z0)

��
A0G1 (z0)

= �i
�
1� z�20

� 1X
n=1

[F �n (z0)Fn (z0) +G
�
n (z0)Gn (z0)]

biçiminde yaz¬labilir. Son eşitlik s¬f¬rdan farkl¬l2 (N;C2m) uzay¬ndan al¬nan u vek-

törü ile sa¼gdan çarp¬l¬rsa

�
d

dz
G1 (z0)

��
A0F0 (z0)u�

�
d

dz
F0 (z0)

��
A0G1 (z0)u (4.27)

= �i
�
1� z�20

� 1X
n=1

[F �n (z0)Fn (z0)u+G
�
n (z0)Gn (z0)u]

eşitli¼gi elde edilir. (4:27) eşitli¼gi kullan¬larak

��
d

dz
G1 (z0)

��
A0F0 (z0)u�

�
d

dz
F0 (z0)

��
A0G1 (z0)u; u

�
= �i

�
1� z�20

�* 1X
n=1

F �n (z0)Fn (z0)u+

1X
n=1

G�n (z0)Gn (z0)u; u

+

yaz¬l¬r. F0 (z0)u = 0 oldu¼gundan bu eşitlik�
�A0G1 (z0)u;

d

dz
F0 (z0)u

�
= �i

�
1� z�20

�* 1X
n=1

F �n (z0)Fn (z0)u+
1X
n=1

G�n (z0)Gn (z0)u; u

+
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veya �
A0G1 (z0)u;

d

dz
F0 (z0)u

�
= i

�
1� z�20

�( 1X
n=1

kFn (z0)uk2 +
1X
n=1

kGn (z0)uk2
)

(4.28)

=

�
i� i

(iz0)
2

�( 1X
n=1

kFn (z0)uk2 +
1X
n=1

kGn (z0)uk2
)

formunda ifade edilir. iz0 6= 0; iz0 6= 1 ve 8n için kFn (z0)uk ile kGn (z0)uk ayn¬

anda s¬f¬r olamayaca¼g¬ndan (4:28) eşitli¼ginden�
A0G1 (z0)u;

d

dz
F0 (z0)u

�
6= 0

yaz¬l¬r. A0G1 (z0)u 6= 0 oldu¼gundan
d

dz
F0 (z0)u 6= 0 bulunur. Bu durumda

d

dz
[detF0 (z)] 6= 0

olup detF0 (z) fonksiyonunun tüm s¬f¬rlar¬n¬n basit oldu¼gu elde edilir.

Teoremin ispat¬n¬ tamamlamak için detF0 (z) fonksiyonunun D bölgesinde sonlu

say¬da s¬f¬ra sahip oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

M (z) = z�1
�
T 110
��1

F0 (z) = I + A (z)

fonksiyonunu ele alal¬m. Burada A fonksiyonu

A (z) =

1X
m=1

K11
0mz

2m � i
1X
m=1

K12
0mz

2m�1

biçimindeD bölgesinin içinde analitik s¬n¬r¬nda sürekli olan matris de¼gerli bir fonksiyon-

dur. Bu durumdaM fonksiyonununD bölgesinin s¬n¬r¬nda tersi vard¬r (Teorem 2:4).

Yani detF0 (z) = 0 denkleminin s¬f¬rlar¬kümesinin limit noktalar¬kümesi boş kümedir.

Bu yüzden detF0 (z) fonksiyonununD içindeki s¬f¬rlar¬kümesi sonludur. Dolay¬s¬yla

L3 operatörü sonlu say¬da özde¼gere sahiptir.
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