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OZET
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MATRIS KATSAYILI FARK DENKLEMLERI
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Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Elgiz BAYRAM

Bu ¢alismada, L ile [5(N, C™) uzaynda
(m1Y)n = Anflynfl + BnYn + AnYner neN= {1, 2, 3, }

fark ifadesi ve Yy = 0 sinir kogulu tarafindan tiretilen fark operatorii gosterilecektir.
Burada {An},cnuqoy s {Bntnens €™ uzaymdan alinan selfadjoint matris diziler ve
her n € N igin det A,, # 0 dur.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.
Birinci boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, spektral analizin temel tanimlar: ve diger boliimlerde kullanilacak
olan baz1 6nemli teoremler verilmistir.

Orjinal sonuglar tigiincii ve dordiincii boliimde yer almaktadir.

Ugtincii boliim iki kisstmdan olugsmaktadir. Bu boliimde L operatoriiniin polinom tiir-
den Jost ¢oziimii verilmis, bu ¢oziimiin analitiklik 6zellikleri ve asimptotik davranis
incelenmistir. Ayrica L operatoriiniin siirekli spektrumu ve 6zdegerlerinin 6zellikleri
elde edilmistir.

Son boliim de iki kisimdan olugsmustur. Bu béliimde ise matris katsayil selfadjoint
diskret Dirac operatoriiniin polinom tiirden Jost ¢oziimii verilmistir. Bu ¢oziimiin
analitiklik 6zellikleri ve asimptotik davranisi incelenmistir. Daha sonra diskret Dirac
operatoriiniin 6zdegerlerinin 6zellikleri ve siirekli spektrumu elde edilmistir.

Haziran 2013 , 51 sayfa
Anahtar Kelimeler: Spektral analiz, dzdeger, fark operatorleri, siirekli spekt-
rum, Jost ¢oziimii.



ABSTRACT
Ph.D. Thesis
DIFFERENCE EQUATIONS WITH MATRIX COEFFICIENTS
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Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Elgiz BAYRAM

In this study, we denote the operator in l5(N, C™) defined by difference expression
(m1Y)n = Anflynfl + BnYn + AnYner neN= {1, 2, 3, }

and the boundary condition Yo = 0 by L, where {A.}, cyyi0y, {Bn},en are self-
adjoint matrix sequences acting in C™ and det A,, # 0 for all n € N.

This thesis consists of four chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some basic definitions of spectral analysis and some important
theorems which are used in other sections are given.

Original results are contained in third and fourth chapters.

The third chapter consists of two sections. The polynomial type Jost solution of the
operator L is given, its analytical properties and asymptotic behaviour are also in-
vestigated. Furthermore, the continuous spectrum and the properties of eigenvalues
of the operator L are examined.

The last chapter consists of two sections, too. The polynomial type Jost solution of
the selfadjoint discrete Dirac operator with matrix coffecient is given. Its asymptotic
behaviour and analytical properties are investigated. Then the properties of eigen-
values and the continuous spectrum of discrete Dirac operator are examined.

June 2013 , 51 pages
Key Words: Spectral analysis, eigenvalue, difference operators, continuous
spectrum, Jost solution.
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SIMGELER DiZiNi

R, {reR:z >0}

Y/ Tam sayilar kiimesi

N Dogal sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

cm m-boyutlu Kompleks Euclid uzay:

I2(N) {y = {ntner : W17 =D lwnl® < OO}
neN

l»(Z) {y— Wnbnez : 1IP =D lval* < OO}
nez

LR, {f:f:Ry—C, ;’F\f(x)fdx <o

2 o = 2
I2(N, C?) =\ )" Yo llznllge < o0
n n=1

I»(N,C™) {y ={yn} 192 €C", n €N, Z_Zl lynllem < 00}

L* L operatoriiniin adjoint operatorii

D(L) L operatoriiniin tanim kiimesi

oa(L) L operatoriiniin diskret (nokta) spektrumu
o.(L) L operatoriiniin siirekli spektrumu

Ry (L) L operatoriiniin resolvent operatorii

| z] x reel sayisiin tam degeri

o(1) Sonsuz kiigiik degerler

det A A matrisinin determinanti



1. GIRIS

Matematiksel fizigin, kuantum mekaniginin ve uygulamali matematigin bir¢ok prob-
leminin ¢oziimiinde diferensiyel denklemlerin ve diferensiyel operatorlerin spektral
analizi kullanilmaktadir. Bu nedenle Sturm-Liouville, Dirac, Schrodinger ve Klein-
Gordon diferensiyel denklemleri yardimiyla elde edilen diferensiyel operatorlerin
spektral analizi matematikcilerin arastirma konusu olmustur. Kuantum mekanigin-
deki gelismelerle birlikte bilimadamlari, 6énce sinirsiz aralikta tanmiml selfadjoint
diferensiyel operatorlerin spektral analizi daha sonra non-selfadjoint diferensiyel ope-
ratorlerin spektral analizi ile ilgilenmislerdir. Bu konuda dikkat c¢ekici ilk gelisme
1951 yilinda Keldys tarafindan regiiler non-selfadjoint diferensiyel operatorlerin spekt-

ral analizinin incelenmesiyle elde edilmistir.

Smirsiz aralikta tanimlh singiiler non-selfadjoint diferensiyel operatorlerin spektral
analizinin incelenmesine 1960 yilinda ilk olarak Naimark tarafindan baglanmisgtir.
Bu ¢alismada spektrumun siirekli ve diskre spektrumlardan olustugu gosterilmistir.
Daha sonra siirekli spektrumun iizerinde spektral tekilliklerin bulundugu ispatlan-
mistir.  Ayrica spektral tekilliklerin resolvent operatoriin cekirdeginin kutuplar:
oldugu, siirekli spektrumda bulundugu fakat operatoriin 6zdegeri olmadigir da elde

edilmigtir.
Krall (1965) tarafindan, K ve q € L? (R, ) kompleks degerli birer fonksiyon;
a, B € C olmak iizere

—y +qx)y =Ny, 0<z<oco

diferensiyel ifadesi ve
' (0) = By(0) + [ K(@py()ds =0
0

sinir kogulu ile L? (R ) uzayinda iiretilen non-selfadjoint L; operatoriiniin spektral

analizi ayrintili bir sekilde incelenmistir. Bu ¢alismada L; operatoriiniin L] adjoint
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operatorii elde edilmis, Ly ve L] operatorlerinin 6zfonksiyonlar: cinsinden agilimlar:

bulunmustur.

Miihendislik, ekonomi ve diger alanlarin problemleri i¢in yapilan modelleme calig-

malarindaki gelismelerle fark operatorlerinin spektral analizi onem kazanmistir.
Guseinov (1976), {an},,cz, {bn},cz reel terimli diziler ve her n € Z igin a,, > 0 olmak
tizere, ls (Z) uzayinda

An—1Yn—1 + bnyn + AnYn+1 = )\ynp nezus (11)
fark denklemi ve

DIl (11— an] + [ba]) < o0 (1.2)

nel

sinir kogulu tarafindan tiretilen selfadjoint diskret operatoriiniin spektrumunun, siirekli
spektrum ve dzdegerlerden olustugunu ispatlamig ve (1.1) fark denklemi igin sagilim

teorisinin ters problemini incelemistir.

Bairamov ve Celebi (1999) tarafindan yapilan ¢alismada, (p,) ve (g,) kompleks te-

rimli diziler ve \ bir spektral parametre olmak iizere l5(N, C?) uzaymnda,

2 2 1 1
Yo = Ui+ payh? = A

(1.3)
1 1 2 2
s = o+ g =
denklem sistemi ve yél) = 0 sir kogulu yardimui ile iiretilen Dirac operatoriiniin

sup [(|pn| + |qn]) exp (ev/n)] < 00, £>0

neN

kosulu altinda sonlu sayida sonlu kath ozdegerlere ve spektral tekilliklere sahip

oldugu gosterilerek, bu operator icin bir spektral agilim verilmigtir.

Bairamov vd. (2001), (ay,), (b,) kompleks terimli diziler ve ag = 1 olmak iizere l5(N)
2



uzayinda,

Apn—1Yn—1 — bnyn + AnYnt1 = )‘yn ,mneN

fark denklemi ve

Zhnyn =0

neN

sinir kogulu yardimi ile iiretilen non-selfadjoint diskret operatoriin 6zdegerlerinin,
spektral tekilliklerinin ve bunlarin katlarimin sonlu oldugunu ispatlamislardir. Bu
ispat1 yaparken 27 periyotlu analitik fonksiyonlar icin verdikleri, Seritte Birebirlik

Teoreminden yararlanmiglardir.

Adwvar ve Bairamov (2001), {an}, ez, {bn},cz kompleks terimli diziler ve her n € Z
icin a, # 0 olmak iizere, Iy (Z) uzaymnda (1.1) fark denklemi ve (1.2) sinir kosulu
tarafindan iiretilen non-selfadjoint diskret Schrodinger operatoriiniin spektrumunu,
ozdegerlerini, spektral tekilliklerini ve spektral tekilliklere karsilik gelen esas fonksi-
yonlarim elde ederek bunlarin ozelliklerini incelemiglerdir. Ayrica benzer problem-
leri {pn},cz s 10n}taey kompleks terimli diziler olmak tizere, (1.3) denklem sistemi
tarafindan l5(Z, C?) uzaymda iiretilen non-selfadjoint diskret Dirac operatorii igin

incelemislerdir.

Gestezy vd. (2002), matris degerli Schrodinger, Jacobi ve Dirac operatorlerinin

spektral teorisini incelemiglerdir.

Bairamov ve Coskun (2005), Birinci mertebeden non-selfadjoint fark denklemler
sisteminin diskre spektrumunun yapisini, analitik fonksiyonlar i¢in verilen Teklik
Teoremlerini kullanarak incelemiglerdir. Ayrica diskre spektrumunun sonlulugu i¢in

gerek ve yeter kogullar1 elde etmiglerdir.

Bairamov ve Koprubasi (2010), (a,), (b,), (pn) ve (¢,) kompleks terimli diziler, her
(1)

2
i

n € N igin vektor degerli dizi, a,, # 0, b, # 0 ve ¢ = 0,1 i¢gin ,, 5, € C

3



olmak {izere birinci mertebeden non-selfadjoint fark denklemleri sistemi igin

anygzl + b,y + paytt) = Ayl

a1y, + b + ) = P, neN,

(Yo + 1 NUD + (Bo + BNUY =0, 7081 — 7180 £ 0, 71 # ag B,

sinir deger problemini ele almislar ve sinir kosulunda spektral parametre bulunduran
bu problemin spektrumunun, 6zdegerlerinin, spektral tekilliklerinin yapisal czellik-

lerini incelemislerdir.

Gortildiigii gibi literatiirde birinci ve ikinci mertebeden hem selfadjoint hem non-
selfadjoint skaler katsayili fark denklemlerinin spektral teorisi detayl bir sekilde ele

alinmigtar.

Ayrica Sturm-Liouville ve Dirac matris katsayili diferensiyel denklemlerinin spektral
teorisi de incelenmigtir. Fakat matris katsayili fark denklemlerinin spektral teorisi

hakkinda yeterince ¢alisma bulunmamaktadir.

Bu nedenlerden dolay1 bu doktora tezinde C™, m-boyutlu kompleks Euclid uzay:
(m < 00), A kompleks parametre, {A,}; n € NU {0}, ve {B,}; n € N, C™ uza-

yindan alinan m x m tipinde selfadjoint matris diziler olmak iizere ikinci mertebeden

An—IYn—l + BnYn + AnYn+1 = )\Yn, neN

matris fark denklemi her n € N U {0} igin det A, # 0 olmak iizere ele alnip,
belli kogsullar altinda bu denklemin polinom tiirden Jost c¢oziimii elde edilecektir.
Daha sonra bu ¢oziimiin analitiklik 6zellikleri ile asimptotik davranigi incelenecektir.

Ayrica {Y,} € C™ igin

%)
D IVallgm < o0
n=1

4



kosulunu gercekleyen tiim Y = {Y,,} dizilerinin Hilbert uzay1 I, (N, C™) ile goste-
rilsin. Y ={Y,,}, Z ={Z,} € [ (N,C™) igin

o0 % [ee]
¥l = (z Yol ) o (.2) =3 (Vo Zo)on
n=1 n=1

sirast ile bu uzayda norm ve iggarpim olarak tamimlanir. [y (N, C™) uzayinda

(le)n = An—lyn—l + BnYn + AnYn+la n €N

fark ifadesi ve Yy = 0 sinir kosuluyla tanimlanan L operatoriiniin siirekli ve diskre

spektrumu incelenecektir.

neN

Bunlara ek olarak benzer problemler {An}, cnjioy: {Bntnen: {Pntnen ve {@n}
C™ uzayindan alinan m x m tipinde selfadjoint matris diziler, A kompleks paramet-

re, her n € NU {0} i¢in det A,, # 0 ve her n € N i¢in det B,, # 0 olmak {izere

Ay + Buy® + Py = My

,neN={1,2,..}
1 1 2 2

birinci dereceden matris katsayili fark denklemler sistemi icin ele alinacaktir.
(1) ,
Burada (yg)) bir vektor dizisidir. yff) e C™, i =1,2 ven € N olmak iizere tiim
Yn

(1)
(yg)) vektor dizilerini igeren Hilbert uzay: lo (N, C*™) ile gosterilsin. Bu uzaydaki

Yn
norm ve i¢ garpim y, z € Iy (N, C*™) icin

o0

i, = =3 (sl + 1911
n=1

W2y = 30 [0, A g + (02,22 ]
n=1

seklinde tanimlanir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, ileride ihtiyag duyulacak bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1 (Resolvent Operator) X # {0} kompleks normlu bir uzay
T:D(T)C X — X lineer bir operator olsun. X\ € C olmak tzere
Ry (T) = (T — M) ' operatoriine T operatiriimiin resolvent operatori ya da kisaca

resolventi denir (Lusternik ve Sobolev 1968).

Tamim 2.2 (Resolvent Kiime, Spektrum) R, (T') operatori mevcut, sinarl ve
tanam ciimlesi X uzayinda yogun ise, A\ € C sayusina T operatérinin regiiler deger:
denir. T operatoriniin regiiler degerlerinden olusan kiimeye T' operatériiniin resol-
vent kiimesi, resolvent kiimenin kompleks saiplar kiimesine gore tiimleyenine ise T
operatoriniin spektrumu ady verilir, siraswyla p (T') ve o (T') ile gosterilir

(Lusternik ve Sobolev 1968).

Tanim 2.3 (Diskret Spektrum) Ry (T) mevcut olmayacak sekildeki \ kompleks
sayrlariman kiimesine T operatoriniin diskret spektrumu ya da nokta spektrumu adr

verilir ve o4 (T) ile gosterilir (Lusternik ve Sobolev 1968).

Tanim 2.4 (Sirekli Spektrum) R (T') mevcut, sinarsiz ve Ry (T') operatérinin
tanwm kiimest X uzayinda yogun olacak sekildeki N kompleks sayilarinin olusturdugu
kiimeye T operatérinin sirekli spektrumu denir ve o.(T) ile gosterilir

(Lusternik ve Sobolev 1968).

Tanim 2.5 ( Ozdeger, 0zfonksiyon) X bir kompleks vektor uzay veT : X — X
lineer bir operatér olsun. A kompleks sayisy icin T'x = Ax denkleminin agikar ol-
mayan bir x € X ¢ozimii varsa A sayisina T operatérinin ozdegert denir. Bu x
coziimiine ise T' operatorinin \ ozdegerine karsilik gelen ozfonksiyonu ady verilir

(Lusternik ve Sobolev 1968).



Teorem 2.1 (I, uzayinda Kompaktlik Kriteri) M C ly (N,C™) sinurly bir kiime
olsun. Eger her e > 0 ve her Y = {Y,} € M i¢in n > Ny olduk¢a Z 1Y;]]> < €2

i=n+1
saglanacak gekilde en az bir Ny () > 0 sayist varsa M kompakttir

(Lusternik ve Sobolev 1968).

Teorem 2.2 (Wehyl Kompakt Pertiirbasyon Teoremi) A selfadjoint ve B
kompakt bir operatér olmak tzere T = A+ B ise bu durumda o.(T) = o.(A)
egitligi saglanwr (Glazman 1965).

Teorem 2.3 Bir selfadjoint A operatériniin spektrumunun verilen bir \ reel sayisinin

solunda sonlu kiime belirtmesi i¢in gerek ve yeter kosul
Ve D(A)NF igin (Af —A\f, f) >0

saglayan sonlu boyutlu bir F alt uzayimin olmasidir (Glazman 1965).

Teorem 2.4 A (\) bir D bolgesinin i¢inde analitik, bolgenin sinirinda sirekli ve D
bolgesindeki her A i¢in kompakt bir operator olsun. Bu durumda

i) D bolgesinde sonlu veya sayilabilir noktamin disinda
I—A(\)

operatorinin terst vardor.

1) Tersinin olmadigy noktalar sonsuz ¢oklukta oldugunda tek limit noktas:
bolgenin sinarindadar.

i) Tersinin olmadigr noktalarn mertebesi sonludur.

i) Tersinin oldugu noktalarda B (), her bir X i¢in kompakt analitik fonksiyon

olmak tizere

I—AWN] '=1+B\)

saglanwr (Keldys 1951).



3. IiKINCi MERTEBEDEN MATRIS KATSAYILI FARK OPERATO-
RUNUN SPEKTRAL ANALIiZi

Bu boliimde matris katsayili fark denklemi tamimlanacak, daha sonra denklemin
¢oziimii, bu ¢oziimiin asimptotik davranisi ve fark denklemi yardimiyla iiretilen ope-

ratoriin ozdegerleri ile siirekli spektrumu incelenecektir.

C™, m-boyutlu kompleks Euclid uzay1 (m < o0), A kompleks parametre, {A,};
n € NU{0}, ve {B,}; n € N, C"™ uzaymda tanimli m x m tipinde selfadjoint matris

diziler olmak tizere, ikinci mertebeden
Ap 1Yy 1+ BY,+AY, .1 =)Y,,neN (3.1)

matris fark denklemini goz 6niine alalim.

1Y ||em, €™ uzayindaki Y vektoriiniin normu olmak tizere Y := {Y,,} € C™ icin

o0
> [Yallgm < o0
n=1

kosulunu gercekleyen tiim Y = {Y,,} dizilerinin Hilbert uzay1 Iy (N, C™) ile goste-
rilsin. Y ={Y,.}, Z = {Z,} € l2(N,C™) i¢in bu uzayda norm ve i¢ garpim sirasiyla

1Y llgm = ZHY [emve (Y, Z) = > (Yo, Zu)c
n=1

n=1

ile tanimlanir. Burada ||.||cm ve (., .)em sirasiyla C™ uzaymdaki norm ve i¢ carpimi

gostermektedir.
L ile, I3 (N, C™) uzaymnda
(mly)n - An—lyn—l + BnYn + AnYn+17 necN

diferensiyel ifadesi ve Yy = 0 sinir koguluyla iiretilen operatorii gosterilsin.
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3.1 Jost Coziimii
{A,} ve {B,}, n € N, matris dizilerinin

D (= Al + [1Bal)) < o0 (3.2)

n=1
kosulunu gergekledigini ve Vn € N U {0} i¢in det A,, # 0 oldugunu kabul edecegiz.
Burada ||.||, C™ uzaymdaki matris normu ve [ birim matrisi gostermektedir.

A= z+ 2z licin

A Yo 1+ BYo+AY,=(2+2")Y,, neN (3.3)
denkleminin
lim E, (z)z2 " =1, z€ Dy :={z:|z| =1} (3.4)

kogulunu saglayan matris ¢oziimii £ (2) := {E, (2)}, n € NU {0}, ile gosterilsin.
E(z) = {E,(2)}, n € NU{0}, ¢oziimiine (3.1) fark denkleminin Jost ¢oziimii

denir.

Teorem 3.1 (3.2) kosulu altinda E (z) ¢ozimii mevcuttur ve

o zk—n o Zn—k
E,(2) =2"T+ ) — (I — A1) B, (2) — BuEy (2) + (I — Ap) Ejis (2)]
k=n+1
(3.5)
esitliging saglar.
Ispat. (3.3) denklemi
Yo+ Y — (242 Ye=(I— A1) Y1 — BYo+ (I — 4,) Yo
seklinde ifade edilebilir.
(I - An—l) Y1 — BY, + (I - An) Yn+1 = F,

olmak tizere

Vii+Yo— (242 ") Y, =F, (3.6)

yazilir. (3.6) homogen olmayan fark denklemine parametrelerin degisim metodu

uygulanbilir. (3.6) denkleminin homogen kismi1 Y, 1 + Y, 41 — (2 +271) Y,, = 0 olup
9



bu denklemin bagimsiz iki ¢éziimii V) = o ve VP = 2 oldugundan homogen
denklemin genel ¢oziimii fn = (2" + Dz™" geklinde bagimsiz ¢oziimlerin kombinas-

yonlar1 olarak yazilir. Dolayisiyla (3.6) denkleminin genel ¢oziimii
Y, =C,z"+D,z""

seklindedir. Buradan Y,, — Y, = Cp,2" + Dpz " — Cp_12" F — D,,_12~ 1) yazilir.

Son esitlige C,,_12" + D,,_127" ekleyip c¢ikarildiginda

Yn — Yn—l = (On - Cn—l) z" + (Dn — Dn—l) z " + Cn_lz”

+Dy 127" = Chyq 2"t = Dy~ (Y
bulunur. Parametrelerin degisim metodu geregince
(Cp—Ch1)2"+(Dp—Dp 1)z "=0 (3.7)
olmak {izere
Y,-Y, 1 =0C,_ (z” — z"_l) + D, (z_" — z_("_l)) (3.8)
yazilir. (3.8) esitliginden
Vo1 =Y, =C, (2" = 2") + D, (z’(”ﬂ) -z (3.9)
elde edilir. (3.8) ve (3.9) egitliklerinden

Yoi1+Y,.1 = 2Y,+C, (z"+1 — z") —Cha (z" — z”_l)

+D, (27" — 2™ — Dy (27— 27
veya

Yoii+Y, 1 = 2 (C’nz” + Dnz_") + C, (z"+1 — z") —Ch (z" — z”_l)

+D, (") — 2™ — Dy (27— 2 (7Y
bulunur. Son egitlikte (3.7) kabulii dikkate alinarak

YTL+1 + Yn—l - Cn—lzn_l + ann—i-l + Dn—lz_(n_l) + Dnz_(n+1)
10



yazilir. Bu ifade (3.6) denkleminde yerine yazldiginda
(Cpoy —C) 2" P +(Dp_y — D) 2" = F, (3.10)

elde edilir. (3.7) ve (3.10) denklemleri ortak ¢oziilerek

F, 2" F,z—"
D, - D, =~ — Ve Cn - Cnfl = ]
Zz—Z Zz—Z
veya
Fn+1zn+1 Fn+127(n+1)
Dyo1y—Dp=———FveCpn—-Ch=———7F—
Zz—Z VARV A

olarak bulunur. Buradan her iki egitlige iterasyon uygulanarak

" sz_k
Cr—Cp= Y — — (3.11)
k=n+1
ve
= szk
Dy, — D, = — .
m — Dn > popp (3.12)
k=n-+1

esitlikleri elde edilir. (3.11) ve (3.12) esitliklerinden m — oo i¢in limit alindiginda

. > sz_k
T}LLH;O Cp—Cp = g o (3.13)
k=n-+1
ve
szk
lim D,, — D, =— E 3.14

yazilir. (3.12) ve (3.13) esitliklerinin sag kismindaki seriler (3.2) kosulundan dolay:
yakinsak oldugundan lim C,, ve lim D,, limitleri de sonlu olmaldir. Dolayisiyla

lim C,, = ave lim D,, = (8 olacak sekilde C"™ uzayindan olan sonlu «, S matrisleri

m—00 m—0o0

vardir. Buradan ise

o0 _ )
sz k szk
C,=oa— E 1veDn:B—i— E -
zZ—Z zZ—Z
k=n+1 k=n+1

olarak bulunur. C, ve D,, ifadeleri kullamlarak (3.6) denkleminin Y, (z) genel

¢cozimi
> Zk—n . Zn—k
Yo(2) =az"+ 527"+ Z
k=n+1

11
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bigiminde elde edilir. (3.15) ¢oziimiinde Fj, agik bigimde yazildiginda

n—k
Y, (2) = az" + Bz " + Z (I — Ap_1) Yeor — B Y + (I — Ap) Yieyd]

k=n+1

— 1

(3.16)
esitligi bulunur. (3.16) esitligi sagdan 2" ile ¢arpilip n — oo igin limit alindiginda
nlggo Y,(2)2=" = I, z € Dy kogulunun saglanmasi i¢cin a« = I, § = 0 olmaldir.
Dolayisiyla kogulu saglayan F (z) matris ¢dziimiiniin (3.5) esitligini sagladig1 goriiliir.

]
Teorem 3.2 {A,} ve {B,}, n € N, matris dizilerinin gercekledigi (3.2) kosulu

altinda E (2) = {E, (2)}, n € NU{0}, Jost ¢ozimii

E.(z)=T,2" I+2Knmzm];n€NU{O},z€Do (3.17)
=1

gosterimine sahiptir. Burada T, ve K, matrisleri {A,} ve {B,} dizileriyle ifade

edilir.

Ispat. (3.17) esitligiyle verilen E, (z) ¢oziimii (3.3) denkleminde yerine yazildiginda

A, 4 { 2 [—l—ZKnlmz }+Bn{Tnz” I+ZKnmzm]}
m=1
+An {TnJrlZ I+ Z Kn+1 m< }

’
= (2427 { I+ZKnmz ”

veya

I+ i Kn_LmZm

m=1

An—l {Tn—lzn_l

} + B, {Tnz"

I + Z Kn_H,mZm }

m=1

I+ i K,,z"
m=1

I+ i Knmzm] }
m=1

+An {Tn+12n+1

+ T 2"t T+ i Knmzm]

12



elde edilir. Son esitlikte terimlerin katsayilar karsilagtirildiginda, 2"~! teriminin

katsayisindan A, 17, _; = T,, bulunur. Buradan

~1
T.=[]4,
p=n
olarak elde edilir. 2™ teriminin katsayisindan ise
An—lTn—lKn—l,l + BnTn = TnKnl
esitligi yazihr. A,_; = T, T}, oldugu kullanilarak
anl,l - K’nl = _TngnTn

bulunur. Buradan iterasyonla

K, =— ZTlBT

p=n+1

olarak elde edilir. 2"*! teriminin katsayisindan

=— ZTlBTKpl—Ir ZT (I-AT,

p=n+1 p=n-+1

m-+n—+1

bulunur. Son olarak z teriminin katsayisindan ise

nm+2 Z T [ A2 T K, p+1,m + KnJrl,m

p=n-+1

- Y T,'BT,Kpmi,n € NU{0},m €N

p=n+1

olarak bulunur. m

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.2) kogulundan dolay1 T, ve K, tammlarindaki sonsuz ¢arpim ve seriler

mutlak yakinsaktir.
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Teorem 3.3 Hern, m € N i¢in {A,} ve {B,} matris dizilerinin gercekledigi (3.2)
kosulu altinda
1Kl <C Y~ (1 = Al + 1By
pnil2)

esitsizligi gerceklenir. Burada C' > 0 bir sabit, L%J ise 3 sayusiman tam kismadar.

Ispat. (3.19)- (3.21) kullanilarak istenilen esitsizlik asagidaki gibi tiimevarim yon-

temiyle elde edilir. m =1 icin

<D LB = >0 T Bl T

p:n+1 p=n+1

||Kn1H = H_ Z TpiprTp

p=n-+1

yazilr. ||T,| ve ||T, || sonlu oldugundan

1Eull < D 1B <C Y (= Al +1B,ll) <C Y (I = Ayl + 11 Byll)

p=n+1 p=n+1 p=n
elde edilir.

m = k i¢in

IKul < €3 (1 =40+ 15,)
el 4]

olsun. Bundan yararlanarak ve kabul kullanilarak

| K el = Z T I A2 TKka 1= Z T, 'ByT Ky + Kog1 -1
p=n+1 p=n+1
< DO NT M = AT B sl + D (T 1B T K]
p=n-+1 p=n+1
+ 1 K p—1|
veya
Kl < C Y T=A2 > (= A+ 1B
Kl +C DY B DY (= Al + 1Bl
p=n+1 s=pt| £]
< NEpprwall+C D ([T=A +1B:l) D (I = Al + || Bdl)

14



bulunur. Buradan || — A2|| + || B,|| = H, olmak iizere

) oo \
Hun > (1= A+ B
s=n k
|Kninll < C ol
FHue Y (= A+ 1B +
\ 8:n+2+L§J
+C Y (= Al + 1Bl
p:n+1+L%J
yazilacagindan
/ o0 3\
Huyr o > (= A + 1B
s=n+ | k2
Kl < C L
fHus 3 (= A+ B + -
\ 5:""'“%“ /

+C Y (= A+ 11BN

e [5

yazilir. Son esitsizlikten ise istenilen egitsizlik olan

Kl < €S H, S (T=AJ+IBI+C S (1= A +IB,)
=l | ] pent | B4
=S (-2 +1Bl) Y (A + 1B

+C 3 (= Al+1B,)
ot [ 152

=[5

+C3 (= Al + 1B
o (44

[e.9]

=D Y (I-Al+IB)

pent [

elde edilir. Burada C', C ve D pozitif sabitlerdir. m
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Simdi (3.2) kogulunu biraz daha kuvvetlendirip {A,} ve {B,}, n € N matris
dizilerinin

> (I = Aull + [|Bull) < oo (3.22)

n=1

kosulunu sagladigin1 kabul edelim.

Teorem 3.3 ve (3.22) kosulu geregince E,, (z), n € NU {0}, ¢oziimii Dy kiimesinden

{z :]|z| <1} \ {0} kiimesine analitik devama sahiptir.

Teorem 3.4 Jost ¢ozimii (3.22) kosulu altinda z € D := {z : |z| < 1}\ {0} olmak

uzere

E,(z)=2"[I+0(1)], n— o0

astmptotik esitligine gercekler.

Ispat. T}, = H Ay ! < o0 oldugundan ve yakinsak carpimin kalan teriminin limiti

p=n
I olacagindan lim 7,, = I bulunur. Dolaysiyla lim ||T,, — I]| = 0 yazilr.

Ayrica Vz € D igin Teorem (3.3) kullanilarak

<O p(IT - Al + 1B,

p=n

i K,m2™

m=1

elde edilir. Bu esitsizlikte n — oo i¢in limit alindiginda (3.22) kosulundan dolay1

sag taraf sifira gider ve
ZKnmzmzo(l), z€D, n— oo
m=1
bulunur. Dolayisiyla F,, (z) matris ¢dziimii
E,(z2)=z2"[I+0(1)], 2z€ D, n—

asimptotigini gercekler. m
16



3.2 L Operatoriiniin Siirekli ve Diskre Spektrumu

L operatoriinii agagidaki sonsuz Jacobi matrisi ile tanmimlayabiliriz.

By Ay 0 0 O
Ay By A, 0 0
0 A2 Bg Ag 0

J:

Burada 0, C™ uzayindaki sifir operatoriidiir.
Iy (N, C™) uzaymda
(moY), = Yo1+ Yo
ile
(maY), = (Aps — DY, 0 + BY, + (A, — 1) Yois

diferensiyel ifadeleri ve

Yo=0

sinir koguluyla iiretilen operatorler sirasiyla Jy ve Jp ile gosterilsin.

Bu operatorler ise sirasiyla asagidaki Jacobi matrisleri ile eslestirilir.

07 00
I 010
J(): )
01 01
B, A -1 0 0 0
7 Ai—1 By Ay—1 0 0
1:
0 Ay —I1 By A3—1 0

Buradan L = Jy + J; yazilabilir.

Lemma 3.1 Jy operatori selfadjointtir.

17



Ispat. .J; operatoriiniin selfadjoint oldugunu gostermek icin I, (N, C™) uzaymdan

alinan herhangi U = {U,,} ve Z = {Z,} matris dizileri igin
((DU),,, Zn) = (Un, (JoZ),)

oldugunu gostermek yeterlidir.

(JoU)y s Zn) = Y Zy (W), = D Zy (Unor + Unia) = ) ZiUns + ) ZiUnia
n=1 n=1 n=1 n=1

olup Uy = 0 oldugundan son esitlikten
(JoU) Z0) = Z3Unr + Y Z3Unia (3.23)
n=2 n=1

yazilir. (3.23) esitliginin sag kisminda n igin bazi 6telemeler yapilarak

(JoU) Z0) = ZaaUn+ > Zi sUn = =Z5Us+ Y (Zuir + Zur)" Un (3.24)
n=1 n=2

n=1

esitligi elde edilir. (3.24) egitligi kullamilarak

(JoU),y Zn) = =Z5Us + Y (JZ); U = =Z5Us + (U, (JoZ),,)
n=1

veya

(DU),, s Zn) = =Z5Ur + (Un, (JoZ),,)

yazilir. Son esitlikte —ZjU; teriminin sifir olmasi igin gerek ve yeter kosul Z, = 0

olmasidir. Buradan .Jy operatoriiniin selfadjoint oldugu bulunur. m

Lemma 3.2 {A,} ve {B,},n €N, matris dizilerinin sagladig: (3.2) kosulu altinda
J1 operatori ls (N, C™) uzayinda kompakttur.

Ispat. J; operatoriiniin I, (N, C™) uzaymda kompakt oldugunu gostermek igin

M C Iy (N, C™) siirh herhangibir kiime olmak iizere
Ji(M)=M={Y:U=(U,) e M; Y= (iU),}

goriintii kiimesinin s (N, C™) uzayinda kompakt oldugunu gostermek yeterlidir.
Bunun i¢in ise bu uzay icin bilinen kompaktlik kriteri geregince Ve > 0, VY € M;

icin n > Ny oldukga

o0

doIn® < &

n=m-+1

18



olacak gekilde 3Ny (¢) > 0 sayisimin bulundugu gosterilmelidir.

VY € M, igin Y = (J;U),, olacak gekilde U = (U,) € M vardur.

[e.9]

Y12 = IR0, =D AU, —ZH ot = D) Upy 4+ BoUp + (A = 1) Uy ||*
n=1
(3.25)
olup (3.25) esitliginden
Y1 = [[(hU Z At = D Upa | + | BalUnl| + (A = 1) Upia |

yazilir. Son egitlikte (||a|| — ||b]])* > 0 esitsizligi dikkate alnarak ||a||*+]|b||* > ||2ab||

oldugu kullanilirsa
hgs <3Z 1(An—1 = 1) Unal* + 1 BuUnll* + [1(An = T) Unsa |’ (3.26)

esitsizligi elde edilir. U = (U,) € M oldugundan Vn icin ||U,|| < K olacak sekilde
bir K sayist vardir. Dolayisiyla (3.26) esitsizliginden

V(" <3K2 Y [I1(Awy = DIP + 1 Ball* + 1 (An = D]

n=1
olup (3.2) kosulundan dolay1 |Y||> < co bulunur. Bu ise M; kiimesinin diizgiin

sinirhiligini verir.

Ikinci adimda M; kiimesinden alinan tiim Y = {Y,} dizilerini genel terim kabul
eden serilerin kalan terimlerinin diizgiin olarak sifira gittigi gosterilebilir.

Ilk adimda yapilan islemlere benzer olarak

SVl < 3K22 1(An—1 = DI* + | Ball” + 1(An = D] (3.27)
n=m-+1 m+1
< BK?K1 Y (I(An — D)l + 1Bl
m+1

yazilir. Burada Ky = maks{||(A, — I)|,||Bn||} degeridir. (3.27) esitsizliginden
m — oo i¢in limit alimirsa (3.2) kosulundan dolay1 sag taraf sifira gider. Dolayisiyla

istenilen elde edilmig olur. m
Ayrica o (Jy) = 0. (Jy) = [—2, 2] oldugu bilinmektedir (Serebryakov 1980).
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Teorem 3.5 {A,} ve {B,}, n € N, matris dizilerinin sagladigr (3.2) kosulu altinda
o.(L) = [-2,2] arahgudur.

Ispat. L = Jy + Ji, Jy selfadjoint ve .J; operatorii I, (N, C™) uzaynda kompakt

oldugundan Weyl Kompakt Pertiirbasyon Teoremi geregince
0. (L) = 0.(Jo) =[-2,2]

elde edilir. =

[(3.22) kosulu (3.2) kogulundan daha kuvvetli oldugundan teorem 3.2, teorem
3.3, lemma 3.2 ve teorem 3.5, (3.22) kosulu altinda da gergeklenir].

L operatorii selfadjoint oldugundan tiim 6zdegerleri reeldir. Jost ¢oziimiiniin n = 0
hali olan Ej fonksiyonuna L operatoriiniin Jost fonksiyonu denir. z € D olmak iizere

a(z) :=det Ey (z) olsun.

Ozdeger tanimi geregince

og(L)y={ :A=z+2" 2€(-1,00U(0,1), a(z) =0}
yazilir.

Ozdegerler kiimesi ile diskre spektrumun ayrikligindan ise
04 (L) - <_OO7 _2) U (2a OO)

yazilabilir.

Tanmim 3.1 a fonksiyonunun herhangibir sifirinan katr L operatorinin o sifira karsilik

gelen dzdegerlerinin katr olarak adlandirilar.

Teorem 3.6 {A,} ve {B,}, n € N, matris dizilerinin sagladign (3.22) kosulu al-

tinda L operatorii sonlu sayida basit reel dzdegerlere sahiptir.

20



ispat. Jl(k) and JQ(k) ile agagidaki Jacobi matrisleri gosterilsin.

B A—I 0 0 0

Ai—1 By Ay—I1 0 0

0 Ay—I By As—1 0 .0

JH = .0
Apr—1 By Ay—1 0 0

0 0 0 0 0 0 00

071 0 O 0 0

I 01 O 0 0

0 I 0 I 0 . ) 0

I = 0
Ay Biyp Agn 00

000 0 Agy1 Brio Agy2 O

Goriildiigi gibi J = Jl(k) +J2(k) saglanir. Jl(k) ve Jg(k) matrislerine /5 (N, C™) uzayinda
karsilik gelen selfadjoint operatorler sirasiyla Lgk) ve Lgk) ile gosterilsin. Buradan
L= Lgk) + Lék) yazilir. Yeterince biiyiik £ sayilar: icin Lgk) operatoriiniin 6zdegeri
yoktur. Ciinkii (3.22) kosulundan dolay1 k& — oo i¢gin Ay — I, By — 0 oldugu

soylenebilir.

Ayrica L operatorii icin E® (2) = {E}(Lk) (z)} Jost ¢oziimii ve E(()k) (z) Jost fonksi-
yonu sirastyla

E® (2) =2"T+0(1), n — oo
ve
EW (z)=T+0(1) (3.28)

seklinde yazilir. (3.28) esitliginden det Eék) (z) # 0 bulunur. Dolayisiyla Lgk) ope-

)

ratoriiniin 6zdegeri yoktur. Diger yandan Lgk operatorii sonlu boyutlu selfadjoint

operator oldugundan 6zdegerleri ancak sonlu sayidadir.
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Lineer operatorler igin verilen teorem 2.3 kullamlarak L = Lgk) + Lgk) operatoriiniin

de sonlu sayida reel 6zdegeri oldugu soylenir.

L operatoriiniin 6zdegerlerinin basit oldugunu gostermek icin a fonksiyonunun sifir-
larinin basit oldugunu gostermek yeterlidir. zp, a fonksiyonunun herhangibir sifir1

olsun. Eger

d

Ea (Z) |z:zfﬁ‘é 0

oldugu gosterilirse istenilen elde edilir. zy, a fonksiyonunun sifir1 oldugundan
a(zo) = det Ey (20) =0

olup Ej (z9) u = 0 olacak gekilde sifirdan farkli u kolon vektorii vardir

(Agranovich ve Marchenko 1963) .

E, (2), (3.1) denkleminin Jost ¢oziimii oldugundan A\ = z + 2! i¢in
An 1By 1 (2) + BBy (2) + ApEpyr (2) = (2 4+ 27Y) B, (2) (3.29)
yazilir. (3.29) esitliginden z degiskenine goére tiirev alinirsa
AL 4B L )+ A LB () (3.30)
n—1 dz n—1 ndZ n ndZ n+1 .
= (z+ z_l) diEn (z)+ (1 - 2_2) E,(2)
z

bulunur. (3.30) esitliginden eglenik alindiginda

inz Ep 1 (z)] * A+ {%En (z)] * B+ {d%EnH (z)] * A, (3.31)

) [d%E (z)r + <1 - ;) E;(2)

*

d
yazilir. (3.30) esitligi soldan {%En (z)} ifadesiyle (3.31) egitligi ise sagdan F, (2)

ile carpildiginda sirasiyla

*

{%En (z)] * An1Ep_y (2) + [d%En (z)] B,E, (z) (3.32)

N [%E @)} 4B (2



ve

L%E”‘l (z)] * A B, (2) + [%En (z)} * BLE, (2) (3.33)
+ LB )] )
= (zt+z) L%En (z)] * E, (z) + <1 - %) B} (2) By (2)

esitlikleri elde edilir. Her n i¢in {A,} ve {B,} matris dizilerinin selfadjoint oldugu
dikkate almarak (3.32) esitliginden (3.33) esitligi ¢ikarilarak

inz E, (z)} * An1Ep_q (2) — L%En_l (z): * An 1By (2)

*

d

AnEniy (2) — l_EnH (Z):

dz En (2)

+ [dile @)}
d

- () [25G)| B -G

e E, (Z) E, (Z)

Ay

| dz
1 *

H1-5) B B )

esitligi bulunur. Bu esitlik kullanilarak ise

* *

d AoEy (2) — {%ED (2)} AoEq (2) (3.34)

28]
- Y [LE ) B

n=1

_ (ﬂ %) i [%En (z)}*En (2) — <1 -~ %) iEZ (2) En (2)

yazilir. (3.34) esitligi z = 2y i¢in

*

[ d% 5 (zo)]*AOEO (z0) — [ di; £, (ZO)} AoE1 (20) (3.35)

= (20+2%") i {d%En (20)1 B, (20)

n=1

~(F42) S [ ] B - (1 25) S o) Bt

n=1
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olarak elde edilir. zy € (—1,0) U (0, 1) oldugundan Z; = zy olup (3.35) esitligi

oo

bi¢iminde yazilabilir. Son esgitlik sifirdan farkh I (N, C™) uzaymdan alinan u vektorii

*

AoEp (2) — {dileo (zo)}* AoE) (29) = — (1 - %g) gE; (20) En (20)

ile sagdan carpilirsa

*

d

oo 1

d * o0
A()Eo (20) u— |:%E0 (20)1 AOEl (ZU) u = <Z_(2) — 1) ; E,;: (Zo) En (Z[)) u
(3.36)
esitligi elde edilir. (3.36) esitligi kullanilarak

< L%El (zo)] * AoEq (20) u — {d%Eo (zo)} * AoEr (20) u, u>

_ <zi§ - 1) <§; E;, (20) Ey (20) uu>

yazilir. Ej (z0) u = 0 oldugundan bu esitlik

<A0E1 (20) 1, d%EO (zo)u> _ (1 - %g) (B (20) w, Br (20) u) + ...

hatta

<A0E1(zo)u,d%E0(zo)u> _ <1—%);]|En(zo)u|]2 (3.37)

formunda ifade edilir. (3.37) esitliginden 2o € (—1,0) U (0, 1) ve Vn i¢in
| En (20) u|| # 0 oldugundan

<AOE1 (Zg) u, %E{) (Zo) U> §£ 0

d
olup AoE; (29) u # 0 oldugundan d—EO (z0) u # 0 bulunur.
z

d d
Bu durumda = [det Eo (20)] # 0 yani 7 la(20)] # 0 olup a fonksiyonunun tiim
z z

sifirlarinin basit oldugu elde edilir. =
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4. MATRIS KATSAYILI DiSKRET DiRAC OPERATORUNUN
SPEKTRAL ANALIiZi

Bu boliimde {An}, cnoroys {Bntnens {Pntnen Ve {@nten dizileri C™, m-boyutlu
kompleks Euclid uzayinda tanimli m x m tipinde selfadjoint matris diziler ve A

kompleks parametre olmak iizere

2 2 1 1
A+ Bayl? + Pyl = Ay
Ay + Byt + QoY = MY

n—1

,neN={1,2.} (4.1)

birinci mertebeden matris katsayili fark denklemleri sistemi ele alinacaktir. Burada

(1)
(y?Q)) bir vektor dizisidir. Sistemin polinom tiirden Jost ¢oziimii elde edildikten
Yn

sonra Jost ¢oziimiiniin asimptotik davranisi ve bu sistem yardimiyla iiretilen ope-
ratoriin 6zdegerleri ile siirekli spektrumu incelenecektir. Ayrica boéliim boyunca

Vn € NU {0} i¢in det A,, # 0 ve Vn € N igin det B,, # 0 oldugu kabul edilecektir.

. (1)
yq(f) € C™ i =1,2ven € Nolmak iizere tiim y = {y,} , y, = (yg)) vektor dizilerini
Yy

n

iceren Hilbert uzay1 [, (N, C*™) ile gosterecegiz. I, (N, C*™) Hilbert uzaymdaki norm

ve i¢ garpim sirasiyla y, z € o (N, C*™) olmak {izere

o0

Il = 37 ([l + 12 2 ) (12)
n=1
ve
(020, = 2 L0020 o+ (02,27 ] (43)
n=1

seklinde tanimlanir. (4.1) matris katsayili diskre Dirac sistemi
v =0 (4.4)

sinir kogulu ile ele alinacaktir. Ls, ile Iy (N, C*™) uzaymda (4.1) ve (4.4) siir deger

problemiyle iiretilen operator gosterilecektir.
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4.1 L3 Dirac Operatoriiniin Jost Coziimii

{A,} n e NU{0}, {B,.}, {P.}, ve {Qn}, n € N, matris dizilerinin

[e.9]

Y (= Aull + 1+ Bull + [ Pall + 1@l < o0 (4.5)
n=1
kogulunu sagladigi kabul edilsin. Burada ||.||, C™ uzaymndaki matris normu ve [
birim matrisi gostermektedir. (4.1) sisteminde her n € N igin P, = @, = 0,

B, = —1I, ve her n € NU{0} i¢in A, = I almirsa A = —iz — (iz) " i¢in
Y —v® = [—iz — (i2) 7] vV

Y - v = [z = (i2) 7] v

sistemi elde edilir.

(4.6) sisteminin bir ¢oziimiidiir. Bu ¢oziimden yararlanarak (4.1) sisteminin
Fy
A = —iz — (iz)"" icin < (2)

G ( )), n € NU {0} ile gosterecegimiz ¢oziimiinii elde
(2

edelim.

Teorem 4.1 {A,}, {B.}, {P.}, ve {Q.} matris dizileri (4.5) kosulunu saglasin.

A= —iz— (iz) " igin z € D, = {z:|z| = 1} olmak idizere (4.1) denklem sistemi

F (2)
Gy (2)

(g: ((?)> =In (I * i KanQm) <_ZZ> 2" neNU{0}, z€ D,  (47)

Burada

asagqidaki gosterim ile verilen ), n € NU{0}, ¢ozimiine sahiptir

11 12 11 12
nm K2 2 Ton 721 22
nm nm n n

olup T, ve K, matrisleri {A,}, {Bn}, {P.} ve {Q,} dizileriyle ifade edilir.
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Ispat. < o ((Z))) ¢oziimiiniin bilegenleri acik gekilde
n (2
Fn (Z) — TT}IZQn—&-l 4 T;l i K}LinZQm-i-Qn-‘rl o /LTT}I i Kyllgnz2m+2n
m=1 m=1

o (e o]
1220 12 21 2m+2n+1 _ ;2 22 2m+2n
—iL, 72" + T, E K.z — T, E Kz
m=1 m=1

o0 o0

G, (z) = T2+t 72 § :Ki}nzmmnﬂ T 2 :Kgnzmnwn
m=1 m=1
o0 o)

22 2n | 22 21 2m+2n+1 _ 22 22 2m+2n

—i 2"+ T E K.z — T E Kz
m=1 m=1
. . : N1 "
olarak yazilir. F,, G, bilesen fonksiyonlar1 A = —iz — (iz)”" olmak tiizere (4.1)

denklem sisteminde yerine yazilip z nin kuvvetlerine gore diizenlenirse sirasiyla

_T’;ZZQn—l — (Tél + PnT,? + BnTT%Z) z?n

+ (T2 + P, T + B,T2Y) 22 + i (Th — A, T2 ) 2212 + A TH, 22

M

) (TnllKi;n + TéQKgin + PnTélKrlzzl + BanlKifn) L 2m2n
—i ) (BJTPER, + BLKR) 22050 4y (TR ) 22!
> 2

+Y (PTPKD, + PTVK), + By T2KD, + T K)2) 2220 (4.8)

m=1
oo oo
21 7-11 2m—+2n+1 11 g ~12 12 1.-22 2m+2n—1
m=1 m=1

00
. 11 7~11 12 121 22 22 21 12 2m—+2n+2
+1 E : (Tn Knm + Tn Knm - AnTn—l—lKn-‘rl,m - AnTn+1Kn+1,m) z

m=

0o

E : 21 11 22 21 2m+2n+3 _
+ (AnTnJrlKnJrl,m + AnTnJrlKnJrl,m) Z =0

ve

_Z-An_lT’;ElZQn—Q + (An—lT;il _ Ts?) ZQn—l — (BnT;Z + QNTSQ + Tsl) ZQn
+ (BnTil + QnTil + TT%Z) 22n+1 + iT3122n+2

2m—+2n—2
n— l,m) Z

S (A T KR AT K
m=1
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11 11
(An_lTn—lKn—l,m

+ An—lTr}ElK21

n—1,m

21 12 22 1722 2m—+2n—1

Lot
Ms&img

(BnTllKIZ 4 BnT12K22 4 QnT21K12 4 QnT22K22 ) z2m+2n

m m

3
I

—1

WE

(Tgle;}n + T32K3}n) 22m+27’b + f: (BnTilK%:n) Z2m+2n+1 (49)
m=1

=

(]2 3

£ 3 (QUIZKY, + QuIEKE, + T2, 4+ BTIK2,) sttt

m

3
I

o0
22 22 2m+2n+1 . 21 11 22 21 2m—+2n—+2
(T’K2) = +i § (T7' K, +T2K.) 2
1 m=1

+

[M]¢

3
[

=0

yazilir. Son egitliklerde terimlerin katsayilar1 kargilagtirildiginda (4.8) esitliginden
T2 =0

TV 4 B,T? =0

P, TH + B, T?' —THK!2 =(

TH - AT, ~ THKN - PISKE - BINKS - B,TK2 ~ 0

AT —THKR+THKR + P, TP KN + B, T2K2 + B, T2 K} =0

ST - PTIKE  BAKS - BARKE TR - AT K,

- AnT’r%—ll—lKvlz?i—Ll =0

~THRK!Z+THR2 4 pTUKY + B, T2K? + B,T*K!} + A, 7?' K!!

n+1 - n+1,1
22 21 _
+ AnTnJrlKnJrl,l =0

denklemleri ve m > 3 i¢in ¢ift ve tek kuvvetlerden sirasiyla

_TllKll — P T11K12 — B T21K12 — B T22K22 . A T22 K22

n+1 - *n+1m—1
11 7711 21 12 _
+ Tn Kn,m—l - AnTn+1Kn+1,m—1 =0

ve
= T K + T K+ BT K+ Ba T2 K, + An T Ko s
+ B, T}'K,,, + AT K2, = 0 denklemleri elde edilir.

(4.9) esitliginden ise

Tézl - 0
28



Ay T, — T2 =0
—QuTE T2 = Ay T K2 =0

BJTH 4 QT2 + T2 + A, (T KM, | — TAKS — T2EZ = 0

TY = A TN K25 — BA T K] — QuTH K — QuTP KR — THK
~T2E? = 0

An TG o = TR = TPKR + BT K + Qo T K + Qn TP
TR+ TRE2 =0

AT K = BTN — QIS — QIPKE - TAKY - T2K3
TR+ T2R2 =

denklemleri ve m > 3 igin ¢ift ve tek kuvvetlerden sirasiyla

11 12 11 7712 21 1712 22 1722 21 11 22 1721
_An—lTnflanl,erl - BTLTn Knm - QnTn Knm - QnTn Knm - Tn Knm - Tn Knm
21 711 22 1721 _
%_7% K%m%4_+1% ﬁgwn—l_'o
ve

A T KM —THK2 —T2K2 + BTV K +Qu TP K +Qu . THPK2

n,m— n,m—1
+ T K%, +TPK2, | = 0 denklemleri bulunur.

Bu denklemler kullanilarak belli 6teleme ve iterasyonlar sonucu n € N olmak iizere

T, (i,j = 1,2) ifadeleri

0o -1
T2 = 0, T2 = <H<_1)"—p,4p3p>

p=n
. -1
Tgl = -B, <H (—1)"_p Apo>
p=n
21 22 11 S 11\ 1 22 S 11\ 1 11
Lo = =T = Ana Ty (Z (T,") " By@T,” — Z (7,") " BT, )
p=n p=n
seklinde,
K7y, Kb, (6,5 = 1,2) ise
- -1 - -1
Krlz% - Z (Tpn) BprTsz_ Z (Tpn) PprH’
p=n-+1 p=n-+1
KL= 3 [ () (B 4+ ATE, + BQ,TE + BTE + BT
p=n+1

K2 = (T2)7 [B,TM + QT + T2 + A, T KL | — TR K]
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o0 o0

K2 - 2)@%“?Uﬁ—n+§:KWY%%$+%ﬁ5@ﬂ
p=n+1 p=n+1
+ Z T22 T22K212+ Z T22 1 p 1TIE1K;EM
p=n+1 p=n+1

+ Y (1) A T21+Z (72, [APT2 + A, B, T K,

p=n-+1
ve
E%ZZKWWWMH%WWM—Z@f
p=n+1 p=n+1
- Z (T [BMTY K} — PTY KN — AT2, — BT
p=n+1
KYy = Z (12 [BPTU KN + BTV KSR + BT K% + BT K2
S @) BQIIRY + BQIPRY] - 3 K
p=n+1 p=n-+1
+ Z (Tplil)_l 1T22K212+A 1T21K112}
p=n-+2
= -1
K3 = = > (T7) BT Kyl — T'K)5 + QT K + QT K2 + T K]
p=n-+1

8

S (1) A B T K2 4 Ay By (T2 K2

p=n-+1
+ ) (T72) " [~ A T K ) - > Ki
p=n-+1 p=n-+1

+ > (L) AT + AL TG
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K3 =Y (T22) 7 [A,TNK2 + AP, TR K + A, BT KY]
p=n
SY0 ()7 AT AL TR 4 BT )
p=n-+1
+ 3 (1) [QTEKE + QTRKS + TRK) — TP K]
p=n-+1

-y KE

p=n+1

bi¢iminde ifade edilir.

m > 3 icin K%

a (i, = 1,2) ifadeleri ise n € N olmak tizere

KBo= = 3 () B — B KR+ BT )

p=n+1

Y (KK )+ Y (D) [BQT K, ]
p=n-+1 p=n+1

- Z (Tpn)_l (AT K n + ATt K o]
p=n+1

+ 3 (1) [BQpAy A Ty KL s + BT K )
p=n-+1

+ > @) BOTIE, o+ BTN o+ BQTIK, ]
p=n-+1

K=+ Y (1) BIVKR + BTUKY, L+ BQ,TP KL, ]

p=n-+1

o Z K;,lm—1+ Z (Tpll)il [BprT]fzK;lm_J
p=n+1 p=n+1

+ Z (Tpn)il (AT K ey + AT KT ]
p=n-+1

2 (LY BTG+ BTG
p=n-+1

K2 = K2+ (12) 7 [4, 70 K

;1 n—l,m

~T*K? + B, THK}!

mm—l]

+ (1) QT Ky + QuIP K+ TR, ]
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Ko, = Ko+ (T2) 7 [FA DL K2 — BV K]

n

+(T2) 7 [FQUT K + T,

. Q T22K22 . T21K11 j|

olarak bulunur.

(4.5) kosulundan dolayr TV ve K . (i,7 = 1,2) tammlarindaki sonsuz ¢arpim ve
seriler mutlak yakinsaktir. Bu yiizden T ve K% (i,5 =1,2), {A,} n € NU {0},
{Bn}, {P.} ve {Q.}, n € N, dizileri cinsinden tek olarak bellidir. Dolayisiyla
A = —iz — (iz)”" icin (4.1) sisteminin ¢oziimii {(g: ((z)))} ile (4.7) esitligindeki

gibi verilir. Bu ¢oziime (4.1) sisteminin Jost ¢oziimii denir. m

Teorem 4.2 {A,}, {B.}, {P.}, ve {Qn} matris dizileri (4.5) kosulunu saglamak
tizere ve C' > 0 pozitif sabit, {%J ise % sayisiman tam kismu olmak vizere

her n, m € N i¢in

K2 <0 Y0 (= Al + I+ Byl + 1Qull + 1B ). (4.10)
]

p=n+|%

esitsizligi gerceklenir.

Ispat. K% (i,j=1,2) tammlar kullanilarak m iizerinden tiimevarimla istenilen

esitsizlik agagidaki gibi elde edilir.

m =1 i¢in
HKﬁH - Z (Tpll)_l [BPQPT;Q_PPTpH]
p=n-+1
< X @iz S {@n T iedin
p=n-+1 p=n+1

olup H (Tll)_1

, |By|| ve ||7:2%|| sonlu oldugundan

Co Y 1@+ Y IBI<C Y (1Qull + 1B

p=n+1 p=n+1 p=n+1

=
N

< O (I = A+ + Byl + 1@l + 1P1])
p=n
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elde edilir. Burada C' = maks {1, Cs} ile verilmistir.

1l =

SO [Sr+ (@) (BT ATE 4 ByQ,TE + BTE + BTV H

p=n+1

< Y | @y mm ) ATz @) B

p*n+1
n Z H (1) B,Q,T2" Z H (1) BTN K2

olup B,T* = —T)' ile T2, = A,T)" oldugu ve (Tpll)_1 , B, T?" ile K} ifadelerinin

sinirh oldugu kullanilarak

I < 3y e Z Jmn creayn
p=n+1
w0 SRl C S Im
p=n+1 p=n+1
< X (@ us - s+ nz) + o 3 el
p:n-l-l p*n—‘rl
+ Z (@ 1+ 1, - 11 7)) + 00 3 1A
p=n-+1

yazilir. Buradan || B, — I|| ve ||A, + I|| sonlu oldugundan

Kol < Cs Z 1B, + I|| + Cé Z 1A, — I]| + Cs Z Q]| + C4 Z 15,

p=n-+1 p=n+1 p=n+1 p=n-+1

olup maks{Cs, Cy, C5, Cs} = C olmak iizere

[0l < C ) (B + 1l + I = All + 11yl + 1Bl

p=n-+1

< OY UBy + 11+ 11 = A+ 1Qull + 1B )

p=n

elde edilir. Benzer sekilde (4.10) esitsizligi K2} ve K22 igin de elde edilir.
m =k ig¢in (1,5 = 1,2)
K <C Y (=4l +I1+ Bl + 1Q, + 1B

el 4]
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olsun. Bundan yararlanarak (4.10) esitsizliginin m = k + 1 i¢in de saglandigim

gosterelim.
2]l =) f;le}“— f;lK;,z
p=n p=n
i TH)” ‘P, TUEY — B2TUEK2 + B, T2 K1Y |}
—
iﬂ () (AT KR~ AT )
p=n
+ i (T {ByQpAp T KL, + ByQ,B, TN KL )
p=n+1
- i (T2 {BPQ2T21 o+ BpQpyTPK2L 4}
p=n+1
© S (I {BQIIKR, + BQTEKE, )|
p=n+1

olup (4.5) kabulii kulamlarak | Ny|| = ||[I — A,| + |1 + Bs| + [|Qs|| + || Ps]| olmak
tizere (Tpu)*l , Tpu, B,, A1, Qp, Til ve Tp22 sinirhi oldugundan

|25l < || 2 (Ko = @) ALK )|+ X IB1 Y N

p=n+1 p=n+1 s=p+ LgJ

X @ (-BIE R — AT K )
p=n+1

| 2 (T (B G - TG
p=n+1

+Cr DM@l Yo AN+ YNl DS N
p=n+1 s=p—1+ L%J p=n-+1 s=p+ L%J

%D (12 R S PN e S ([ I S PA
p=n+1 s=p+ L%J p=n+1 s=p+ L%J

+Cs D NIl Do NG Y@l D NG|
p=n+1 s=p+ L%J p=n-+1 s=pt L%J
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yazilir. Son esitsizlikte 777, = A,T)" oldugu kullanilarak
C"=C|B,—1| ve D' = (C; + C; + C7 + Cs) olmak {izere,

K|l < Z [ e Z H (T,") (1= A7) T, K 1”
p=n+1 p=n-+1
+ > (B (=B = DTP R,
p=n-+1
+ 3 @) T = A TR
p=n+1
+ > ) T (TR R~ TR K )
p=n-+1
+C" Y B I Y NI+ C DY BRI D N
p=n-+1 s=p+| % | p=n-+1 s=pt| £]
O SR Y MDY Rl YD I
p=n+1 s=p+ L%J p=n+1 s=p+ L%J

olup |17+ Ayl || (73) "

ve || T2 sonlu oldugundan ise

Kl < (1Kl + Do Z =40 >IN
p=n+1 s=p+1+| 51 |

+Dy ) B+ I Yy N
T

D2 Y =4l D IV [T el
p=n+1 S:p+1+LkE1J

+C" Y B+l Y NN+ C Y B D (I
p=n+1 s=p+ LgJ p=n+1 s=p+ L%J

+Cr Y 1@ D INN+D DY@l D I
P 2] P )
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olarak bulunur. Buradan ise tekrar (4.5) kabulii kullamlarak

o0 o0

IE5all < ¢ > AINI+CITE] >IN
p=n+1+| 231 | p=n+1+| 55 |
+(D1+D2) Y =4l >IN

p=n+1 s=p+ | 251 |
+maks {D',Da} > (1B, + 11+ 1Q0) >IN
+maks {C",C} S (1B, + 1 +1BI) > IV
p=n+1 S:erI_%J
+Cr > @l Y IN
p=n+1 s=p+ | 552 |

yazihr. C (1 + HT,%}AH) = Z, D1+ Dy = Zy, maks {D" + Dy} = Z,,
maks (C’”, C’) = Z3 olmak iizere

K2l < 20 > ANI+20 > =41 > N
pin-&-L%J p=n+l szp—&-L%J
+Z > (B + I+ 1@, >IN
+2Z5 Y (1B + I+ 1150 >IN
s=p+ %]
+C Y Nl YD Nl
p=n+1 5:p+L%J
< Z0Y NI+ Z DN DD IV
ot 452 P B
+Z > AN Y NG+ Zs >IN D IV
+C7 Y AN YD Nl
p=n+1 s:p-ﬂ%J
K2 < 2 Y NI+ (Zi+Ze+Zs+C) >IN D
ot [452] P e 2
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elde edilir. Buradan (Z; + Zs + Z3 + B) = Y denilirse

4 o 3\
Nl D NI,
s:n—i—l—i—L%J
K2 < 2 Y INJ+Y S Nl >IN
p=n+ L%J S:no—g2+ L%J
| Nagsll >IN+
\ 5:n+3+L¥J )
< Z Z [Np|| +Y Z (| V| Z (| Vs |
p=nt | 42 | p=ntl s=n+[§ ]

bulunur. (4.5) kogulundan dolay: Z || N,|| < oo oldugundan Y Z IN,|| =Y

p=n-+1
olmak iizere

Kl <z > INI+Y

p=n-+1

Y. Ml

poni [44] peni 3]
olur. Buradan ise istenilen esitsizlik
HK}L,QICHH < (Z + Yl) Z [ Np | + Y’ Z [Nl
sy e [5)
= (z+2v) > INI=6 Y bl
sy sy
olarak bulunur. Benzer sekilde (4.5) kosulu kullanarak (4.10) esitsizligi K!

K24 1 ve K27 .1 icin de bulunabilir.

n n,k+1
|
. E, (2)
T 4.12 g
eorem geregince (Gn (Z)

{z :|z| <1} \ {0} kiimesine analitik devama sahiptir.

Teorem 4.3 Jost ¢ozimii z € D := {z:|z| < 1}\ {0} olmak tzere (4.5) kosulu

altinda
Fn (Z) Z 2
=1 1 "
() =tr+omr(Z,)
astmptotik egitligine gercekler.
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), n € NU{0}, ¢oziimii Dy kiimesinden

n—oo

n,k+1>

(4.11)



Ispat. (4.7) esitliginden

11 12 oo 11 12 "
Fn (Z) _ Tn Tn 10 + Z Knm Knm Z2m 22 i
721 22 01 =\ gn g2 —gz2n

(4.12

yazilir. Buradan (4.11) asimtotik esitligini gostermek igin (4.5) kogulu altinda

11 12
Tn Tn
— I, n— oo
21 22
Tn T’I’L
ve
oo 1 12
Knm Knm

Z 2™ =0(1), z€D, n— oo

21 22
m=1 Knm Knm

oldugunu gostermek yeterlidir. 7}? = 0 oldugundan n — oo igin T'? — 0 olur.

o -1
T2 = (H (—)"" Apo> oldugundan ve yakinsak ¢arpimin kalan terimin limiti

p=n

I oldugundan lim 7> = [ yazilir. Benzer sekilde

o -1
T = _B, <H (=)™ Apo)
p=n
oldugundan (4.5) kosulu geregince lim 7' = I olur.
- 1 . 1
2 -0 - at, (S ) o - Y ey
p=n p=n

oldugundan ve yakinsak serinin kalan terimin limiti sifir oldugundan (4.5) kogulu

altinda lim 72! = 0 bulunur.

n—oo

Ayrica z € D igin teorem 4.2 kullanilarak (i,j = 1,2)

S < i (113
m=1 m=1
< 0, 1T = Apll + [T+ Byl + |Qpll + [ 5]

(
"3
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yazilir. (4.13) esitsizliginden || — A, || + || + B,|| + ||@p| + | P, |l = N, olmak tizere

S KA < (JZN +20 Z N, +2C Z N, + ..
m=1 p=n+1 p=n+2
< QC{ZN+ZN+ZN+ }
p=n-+1 p=n-+2
( 3
Np+ Npy1+ Nog2 + Npgz + o
_ 90 +Npt1+ Npyo2 + Nogs + -
+Npyo + Nypysz + ...
\ J
Y K5 < 20{Ny 4 2Nui1 + 3Nopo + AN, s+ )
m=1

= QCZpNnﬂ) 1_202 (n—1)]N,

2CZpr =20 ZP(HI = Apll + [+ Byl + [|Qpll + [[155]])

p=n p=n

IN

bulunur. Buradan z € D := {z:|z] < 1}\ {0} olmak iizere n — oo igin (4.5)

) F,
kogulundan E K%lzm = 0 (1) elde edilir. Dolayisiyla ( o ((Z;) Jost ¢oziimii (4.5)
n (2
m=1

kosulu altinda (4.11) ile verilen asimptotik esitligi gercekler. m

4.2 L3 Operatoriiniin Siirekli ve Diskre Spektrumu

Iy (N, C*™) uzaymnda

2 2
o [
T oy yw

(1)

diferensiyel ifadesi ve Y; ' = 0 sinir kosuluyla iiretilen operator Ly olsun.
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Ayrica I (N, C*™) uzaymda J3 operatorii

p vt P, 0 v, I+B, 0 v
3 o= +
y,? 0 Q. y,? 0 I+B, v,
A, —1 0 (Yn@l)
+
0 A, -1 \vY

(Ap = DY+ (1 + B) Y + Py,
(A = DYDY + (14 B) YV +Q,v,?

seklinde tanimlansin. Buradan L3z = Lg + J3 oldugu agiktir.
Lemma 4.1 Ly operatori selfadjointtir.

Ispat. L, operatoriiniin selfadjoint oldugunu géstermek icin Iy (N, C?*™) uzayindan

alinan herhangi U = {U,,} ve Z = {Z,} matris dizileri igin
(LoU),, s Zn) = (Un, (LoZ),,)

oldugunu gostermek yeterlidir.

(LoU), . Z,) = i {(ZT(LU)* (Ur(Li)l _ U7S2)> + (Zr(Lz))* <U,§1,1 — Urgl))}

olup

oldugu dikkate alinarak ve n iizerinden bazi 6telemeler yaparak son egitlik

(Lo, Zo) =) (an_)l)* UD-N"(Zz0) UR+> " (22) Ul -y (22) U
n=2 n=1 n=2 n=1

(4.14)
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formunda yazlabilir. (4.14) esitliginden

(a0, 22) = = (") U+ 3 (40) v =3 20y v
=1

n=1

DICACAE SR

n=1

veya

(LoU), , Zy) = —(25”) +Z{(z(l>) (z0) }U@) (4.15)

elde edilir. (4.15) esitliginden ise
(L), . 20) = = (27) U + (U, (La2),)

bulunur. Son esitlikte — (Z(()l)> UI(Z) = 0 olmasi icin gerek ve yeter kosul Zél) =0

olmasidir. Buradan Ly operatoriiniin selfadjoint oldugu elde edilir. m

Lemma 4.2 {A,}, {B,}, {P.} ve {Q.} matris dizilerinin (4.5) kosulunu sagla-

mast durumunda Js operatérii lo (N, C*™) uzayinda kompakttur.
Ispat. J; operatoriiniin / (N, C?*™) uzayinda kompakt oldugunu gostermek icin
M, C Iy (N, C?™) simirh herhangibir kiime olmak {izere

Uy
Un

goriintii kiimesinin I, (N, C*™) uzaymnda kompakt oldugunu gostermek yeterlidir.

Bunun icin ise bu uzay icin bilinen kompaktlik kriteri geregince Ve > 0, VY € Mj
icin m > Ny oldukga

i | (H@,U)n )9“2) <o

olacak gekilde 3 Ny (g) > 0 sayisinin bulundugu gosterilmelidir.

VY € Ms igin Y = (J5U),, olacak sekilde bir U = (U,,) € M, vardir.
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I Z |40 = DU, + (1 + By UP

(4.16)

+ZH w1 = DU+ (L4 B) UY +QuUY

olup (4.16) esitliginden

e < 3 [ -nu2, o]+ P’

+ i [|cans = OB |+ [+ B UL + QU] ;

yazihr. Son esitsizlikte [|a||* + [|b]|* > ||2ab|| oldugu kullanilarak
@

IYIP < 32 a. - o,

> 2
3 {H = DU

|+ B UR| + Hpnagw”?] (4.17)

0+ BTO + ]

esitsizligi elde edilir. U = (U,,) € M5 oldugundan Vn igin ||U, || < K olacak gekilde
K sayisi vardir. Dolayisiyla (4.17) esitsizliginden

IYI* < 3K2Y (1A = 117+ | + Bull* + || Pall’]

n=1

+3K2Y " [I[An — 1P+ 1+ Bo) I + 1Qul”]

n=1
olur. (4.5) kogulundan dolay1 ||(A, — I)||, | + Bnl|, || Pu|| ve ||@x|| sinirl olacagindan
Ny = maks {|(An = DI, [+ Bull, [|Pall} ve
No = maks {||(An—1— D)||, [ + Bnll, ||@x|l} denilirse bu durumda

IYI* < 3K2Ny Y (A = Il + [T + Ball + [ Pall]

n=1
[eS)

$3KNy 3 (1 Aucy — I+ (2 + Bo)I| + 1Qull

n=1

yazilir. Son esitsizlikte (4.5) kogulu dikkate ahmirsa |Y||> < co bulunur. Bu ise M,

kiimesinin diizgiin sinirliligini verir.
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Ikinci adimda M, kiimesinden alinan tiim Y = {Y,,} dizilerini genel terim kabul

eden serilerin kalan terimlerinin diizgiin olarak sifira gittigi gosterilebilir.

Ilk adimda yapilan islemlere benzer olarak

Sl < 3KNy Y [ An = I + 1T+ Ball + || Pal] (4.18)
n=m-+1 n=m-+1
+3KN, > [ Anoa = 11| + I(T+ Bu)l| + 1Qull]
n=m-+1

yazilabilir. (4.18) egitsizliginden m — oo igin limit alimirsa (4.5) kogulundn dolay1
sag taraf sifira gider. Dolayisiyla istenilen elde edilmis olur.
]

Ayrica o (Lg) = 0. (Lo) = [—2, 2] oldugu bilinmektedir [Serebryakov 1980] .

Teorem 4.4 {A,}, {B.}, {P.} ve{Q,} matris dizilerinin (4.5) kosulunu saglamas:

durumunda o, (Ls) = [—2,2] araligidar.

Ispat. Ls = Ly + Js, Ly selfadjoint ve .J3 operatorii Iy (N, C*™) uzaymda kompakt

oldugundan Weyl Kompakt Pertiirbasyon Teoremi geregince
0. (L3) = 0. (Lo) = [—2,2]

elde edilir.
]
L3 operatorii selfadjoint oldugundan tiim 6zdegerleri reeldir. Fj fonksiyonuna

L3 operatoriiniin Jost fonksiyonu denir.

Ozdeger tanimi geregince
oa(Ls) ={A: A= —iz— (iz)"}, iz € (-1,0)U (0,1), detFy(z) =0} (4.19)
yazilir.

Tanim 4.1 det Fy (2) fonksiyonunun herhangibir sifirinin kate Ly operatorinin o

sifira karsihk gelen 6zdegerlerinin katy olarak adlandirilir.
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Teorem 4.5 {A,}, {B.}, {P.} ve {Q,} matris dizilerinin (4.5) kosulunu saglamast

halinde Lz operatorii sonlu saiynda basit reel dzdegerlere sahiptir.

Ispat. Teoremi ispatlamak icin det F (z) fonksiyonunun sonlu sayida basit sifirlara
sahip oldugunu gostermek yeterlidir . zg, det Fy (2) fonksiyonunun herhangibir sifir1

olsun. Eger

d
7 det Fy (2) |.=2,# 0

oldugu gosterilirse det Fy (z) fonksiyonunun sifirlariin basit oldugu elde edilir.

2p, det Fy (2) fonksiyonunun sifir1 oldugundan
det Fo (ZO) =0

olup Fy (z9) u = 0 olacak sekilde sifirdan farkli u kolon vektorii vardir

(Agranovich ve Marchenko 1963) .

(545

4.1) sisteminin Jost coziimii oldugundan \ = —iz — (iz) " icin
s ( G g G

AnGrir (2) + BoG (2) + P F, (2) = [—iz — (iz)_l} F, (2)

(4.20)
Ay 1Fo 1 (2) + BoF, (2) + QG (2) = [—iz — (iz)fl] G, (2)
yazilir. (4.20) esitliginden z degigkenine gore tiirev alinirsa
And%GnH (2) + Bnd%Gn (z) + PndiFn (2)
= [—iz — (iz)_l] LF, (2)—i(1—272)F,(2) (4.21)
An—ldian—l (Z) + Bndian (Z) + Qn%Gn (Z)
= [—iz — (i2) ] £Gu(2) —i (1 — 272) G, (2)
bulunur. (4.20) ve (4.21) esitlikleri kullanilarak
iF (2) *AG (z) + iF (2) *BG (2)
dz n n“In+1 dz n nn
(L) B0 - (L6.) BEG) (1.22)
dszrlZ nd'n (2 dZnZ nd'n (2 .




dp (z)) " B.G (%) (4.23)

n (2
(£6:) AiFus ()= (5 () AriGn ) (4.2
= [—iz— (iz) ](dip ( )) Fy (2) + [—iz — (i2) ](d%G <>> Gn (2)

(diG ( )) AoFy (2) — (%Fa (z)> AyGy (2)
= [—iz - (i2) }i[(diFn (z))*Fn( )+ (diG ()) G ( )] (4.25)
NrEEEDS ) F.

esitligi bulunur. (4.25) esitligi z = zo igin
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<%G1 (zo))* AoFy (20) — (diipo (zo)) * AoG1 (20)
= [~iz — (iz0) '] g Kd%F" (20))* F, (z) + <d%c:n (20))* G (zo)](4.26)

o0

_@5_@%)gE:K%fH%Qfa@@+(%GM%01%@ﬂ

n=1

+i (1 — 2y ) Z [y (20) Fr (20) + G, (20) G (20)]

=1

olarak elde edilir. izy € (—1,0) U (0, 1) oldugundan izy = izg olup (4.26) esitligi

(%Ch (Zo)> * Aoy (20) — <d%F0 (ZO)) * AoG1 (20)
= i <1 — 2z ) i [F (20) Fn (20) + G, (20) G (20))]

n=1

bigiminde yazlabilir. Son esitlik sifirdan farkh I (N, C*™) uzaymdan aliman u vek-

torii ile sagdan carpilirsa

(ial (Zo)) * AoFy (20) u — (diFO (z0)> * AoG (20) u (4.27)

i (T2 7) YOI (20) B o) -+ G (20) G ()

n=1

esitligi elde edilir. (4.27) egitligi kullamlarak

<(diG1 (Zo>> " AoFp (z0)u— (diFo (zo))* AoG1 (20) u, u>
= -i(1=%° ><ZF 20) Fu (20 u+ZG* % Gn(zo)u,u>

yazilir. Fy (z9) u = 0 oldugundan bu esitlik

<—A0G1 (20) u, diFo (20) u>
- (1—?) <ZF* 20) F, (2 u+ZG* %) u>
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veya
<A0G1 (20) u, C%Fo (20) u>
— i(1-%7) {iHFn(zO)un?+i|ren<zo>uu2} (425)
- (- ) {Z I£, Gyl + 16 <zo>uu2}

formunda ifade edilir. izy # 0, izg # 1 ve Vn igin ||F, (20) u|| ile ||G, (20) u|| aym

anda sifir olamayacagindan (4.28) egitliginden

<AOG1 (Z()) u, %F{) (Z()) U> 7£ 0

d
yazilir. AgG1 (20) u # 0 oldugundan EFO (20) w # 0 bulunur. Bu durumda

4 ldet Fy () £ 0

dz
olup det Fj (z) fonksiyonunun tiim sifirlarinin basit oldugu elde edilir.

Teoremin ispatin1 tamamlamak i¢in det Fy (2) fonksiyonunun D bélgesinde sonlu

sayida sifira sahip oldugunu gostermek yeterlidir.
M(z)=2"(T}") " Fo(2) =T+ A(2)

fonksiyonunu ele alalim. Burada A fonksiyonu

) [eS)
o 11 _2m . 12 _2m—1
Az) = E Ky, 2" —i E Kyhz
m=1 m=1

biciminde D bolgesinin i¢inde analitik sinirinda siirekli olan matris degerli bir fonksiyon-
dur. Bu durumda M fonksiyonunun D bélgesinin simirinda tersi vardir (Teorem 2.4).
Yani det £y (z) = 0 denkleminin sifirlar1 kiimesinin limit noktalar1 kiimesi bog kiimedir.
Bu yiizden det Fp () fonksiyonunun D igindeki sifirlar1 kiimesi sonludur. Dolayisiyla

L3 operatorii sonlu sayida ozdegere sahiptir. m
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