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OZET
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OZEL EGRILER VE REGLE YUZEYLER
fsmet Onecit
Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali
Damgman: Prof, Dr. Yusuf YAYLI

Bes bsliimden olugan bu tezin biﬁnci bolimii teme] kavramlara aynlmigtir,

ikinci bslitmde; Bertrand egrileri ve silindirik helisler yardimiyla elde edilen Regle

yiizeyler incelenmigtir.

Ugtinci bdliimde; silindirik helislerin diizlem egrilerinden ve Bertrand egrilerinin

kiiresel egrilerden inga edilebildigi gBsterilmigtir.

Dordiincii boliimde; slant helisler ve konikal geodezik egriler tanumlanmig ve agilabilir
yilzeyler tizerindeki egriler olarak ¢ahisilmigtar.

Son bdliimde; bir slant helisin tefet ve binormal gdsteriminin kiiresel gorintiileri
aragtirtlmugtir.

Bu galigma Shyuichi Izumiya ve Nabuko Takeuchi’nin makalelerine dayandiriimigtir.
2005, 76 sayfa

Anahtar Kelimeler: silindirik helis, Bertrand egrisi, regle yiizeyler, Darboux vektoril,

slant helis, kiiresel helis.



ABSTRACT
Master Thesis

SPECIAL CURVES AND RULED SURFACES
Ismet Onctt
Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

The thesis consists of five chapters. Basic concepts were given in the first chapter.

In the second chapter, ruled surfaces which are related to cylindrical helices and

Bertrand curves were investigated.

In the third chapter, it was shown that cylindrical helices could be constructed from

plane curves and Bertrand curves could be constructed from spherical curves.

In the fourth chapter, slant helices and conical geodesic curves were defined and studied

as curves on developable surfaces.

In the last chapter, spherical images of the tangent indicatrix and binomial indicatrix of

a slant helix were investigated,

This thesis was based on the papers of Shyuichi Izumiya and Nabuko Takeuchi.

2005, 76 pages

Key Words: cylindrical helix, Bertrand curve, ruled surfaces, Darboux vector, Slant
helix, spherical indicatrix,
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1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bdliimde, gerekii olan bazi temel kavramlar verilecektir.

Bu calismada, herhangi iki x =(x,x,,x,) ve y=(y,¥,,y,) vekidrlerinin standart ic

garpimt x.y ve bir x vektdriinin normu [Jx] ile gosterilmistir.

Tanm L1 y:7 >R, ]]y'(s)}]=1 olacak sekilde bir egri olsun. Bu durumda s ye y

egrisinin yay parametresi adi verilir (Hacisalihoglu 1993).

Tamm 1.2. y:1 — R® egrisinin s yay parametresi »'(s) =Z,—7 olmak tizere, »'(s) yi
s

t(s) ile gosterelim. #(s) ye, y(s) noktasinda y mn birim teget vektdri denir. y nmn
egriligi £(s)={)y"(s)] ile tammlanir. Eger k(s)#0 ise y(s) noktasinda y egrisinin
n(s) birim asli normal vektsriidde »"'(s) = k(s)n(s) ile verilir. b(s) =t(s);<n(s) birim
vektdriine, y(s) noktasinda y egrisinin birim binormal vektdrii denir. Béylece Frenet-

Serret formiillt agagidaki sekilde verilir:
£'(s) = k(s)n(s)
7' () = —k(s)t(s) + 7(s)b(s)
b'(s)=~z(s)n(s)

Burada z(s), y(s) noktasinda y egrisinin torsiyonudur (Izumiya ve Takeuchi 2001).

Tamm 13. S, E* de bir yizey, y:I—>S§ birim hzh bir efri ve

y”(s)T" =k, ve

7" () =7"(s)" +7"(s)* olsun. ()] =k, ile gosterilen k, ve k, ye

sirastyla y egrisinin geodezik ve normal egriligi denir (Gray 1939).

Tamm 1.4, Birim huzlt her y:7 — E® egrisi igin, D(s)=r(s)t(s) + k(s)b(s) vekidr

alanina, ¥ egrisinin Darboux vektdr alam denir (Hacisalihoglu 1993).



Tamm 1.5. k(s)#0 kosulu altnda y boyunca, D(s)= (i—)(s)t(s) +b(s) olarak
tanimlanan vektor alanina, y min genellestirilmis Darboux vektdr alant denir (Izumiya

ve Takeuchi 2002).

Tamm 1.6. y nn tanjant dogrulari, sabit bir dogruitu ile sabit agi yapiyorsa y ya bir

silindirik helis (genel helis) denir. y(s) nin bir silindirik helis olmast igin gerek ve yeter

sart (%)(s) nin sabit olmasidir. Eger, r ve & sifirdan farkli sabitler ise helise dairesel

helis denir (Izumiya ve Takeuchi 2002).

Tamm 1.7. M,NcE® egrileri swasiyla (Z,@),(I,8) koordinat komsuluklary ile

verilsin. s €] yakarsilik gelen a(s)e M ve B(s)e N noktalarinda M ve N nin
{es),n(5),b()} , {£*(s).m* (), % ()}

Frenet 3-ayaklilan verildiginde Vse/ igin {n(s),n*(s)} lineer bagimh ise (M,N)

egri ikilisine bir Bertrand ¢ifti denir (Hacisalihoglu 1993).

Tanum 1.8. Eger bir egrinin biltiin noktalan bir diizlem tarafindan igeriliyorsa bu egriye
diizlemseldir denir (Karger ve Novak 1985).

Tamm 1.9. Bir kiire iizerinde yatan egriye kiiresel egri adi verilir (Karger ve Novak
1985).

Tanim 1.10. M bir C* manifold olsun. M tistiinde vektdr alanlarimin uzayr X (M) ve
reel degerli C* fonksiyonlarin halkas) C*(M,R) olmak iizere,

<> X(Mx X (M) > C*(M,R)
seklinde bir i¢ carpim tamiml ise M ye bir Riemann manifoldu denir. Burada, <,>

islemine M iizerinde i¢ c¢arpim, metrik tensdr, Riemann metrifi veya
diferansiyellenebilir metrik denir (Hacisalihoglu 2000).



Tanim 1.11. M bir C” manifold olsun. M stiinde vektdr alanlarinin ciimlesi X (M)
ve reel degerli C* fonksiyonlarin halkasi da C*(M,R) olmak iizere,
<> X(M)xX(M)—> C*(M,R)
fonksiyonu
1, 2-lineer
2. simetrik
3. ¥xeX(M) kin <x,y>=0=>y=0e X(M)

dzelliklerini saghyor ise M ye yari-Riemann manifoldu denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanmm 1.12. M bir C” manifold olsun. M iizerinde vektdr alanlaninin uzayr X(M)

olmak Gzere,
D: X(MYx X(M)—> X(M)
(X,.)-»> DX,)=D,Y

fonksiyonu igin,

V. DpyowZ=[D,Z+gDZ VXY, Z e X(M), ¥f,gcC*(M,R)

2. D,(1)=[D,Y +(XNY, VX,Y € X(M), Vf eC°(M,R)
dzellikleri saglantyorsa D ye M manifoldu tistinde bir afin konneksiyon ve D, e de
X e gore kovaryant tiirev operatdrii denir (Hacisalihogtu 2000).

Tamm 1.13. M bir yari-Riemann manifoldu ve D,M iistlinde bir afin konneksiyon
olsun. Eger

1. D, C° simfindandir.

2. M ninbir 4 béigesi fizerinde, C* olan VX,Y e X(M) igin,

DY -D, X =[X,Y]

dir. (Sifir torsiyon Szelligi).

3. M ninbir 4 bdlgesi tizerinde C” olan VX,¥,Z e X(M) ve VP e 4 igin

X, <Y,Z>=<Dy,Y,Z5, +<Y,D,Z>|,

dir.” (Konneksiyonun metrikle bagdasabilme &zelligi) (Hacisalihoglu 2000).



Tamm 1.14. E” de bir hiperylizey M ve M nin birim normal vektst alam N olsun.
E” de Riemann konneksiyonu D olmak tizere, VX € y{(M) igin S(X)=D,N seklinde

tamumbl S dontiiimiine A tzerinde sekil operatdrii veya M nin Weingarten donilsiimii
denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 1.15, E” de bir hiperyiizey M olsun. M nin bir P noktasindaki sekil operatorii
S(P) olmak lizere,

K:M->R
P — K(P)=detS(P)

bigiminde tanimlanan fonksiyona, M nin Gauss egrilik fonksiyonu ve K(P) degerine
de M nin P noktasindaki Gauss epriligi denir (Hacisaliboglu 2000).

Tamm [.16. E” de bir hiperylizey M olsun. M nin bir P noktasindaki sekil operatorii
S(P) olmak iizere y
H:M->R
P — H(P)=iz(S(P))
bi¢iminde tanimlanan fonksiyopa, M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(P)
degerine de M nin P noktasindaki ortalama egriligi denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanmm 1.17. R® de bir regle yilzey,
F(y,6):IxR - R?
1) > F(y,8)(t,u) = y(£) +ud(t)
dontisimi ile tanimlamr. Burada y:/ - R? §:/— R’\{O} diferensiyellenebilir
doniisiimler ve [ bir agik araliktir. y ya regle ylizeyin dayanak egrisi ve & ya regle
yiizeyin dogrultmam adi verilir (Jzumiya ve Takeuchi 2002).

Tamim 1.18. Bir regle yiizeyin ana dogrulari boyunca teget diizlemleri aymi ise regle
yiizeye agilabilirdir denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 1.19. M, R® de bir yizey olmak fizere, M yiizeyinin ortalama egrilik
fonksiyonu stfir ise bu yilzeye minimal yiizey denir (Sabuncuoglu, 2004).



Tamm 1.20. Bir F(y,d) regle yiizeyinde komsu iki dogrultmamn ortak dikmesinin

esas dogrultman fizerindeki ayagina bogaz (striksiyon) noktas: ad: verilir (Hacisalihoglu
2000).

Tanmim 1.21. Bir F(y,8) regle yiizeyinin ana dogrusu, dayanak egrisi boyunca yiizeyi
olugtururken bogaz noktalarinin geometrik yerine regle yiizeyin bogaz (striksiyon)

¢izgisi (egrisi) adt verilir (Hacisalihoglu 2000).

Tanmn 1.22. M, R’ uzayinda bir ylizey ve @:/— M bir efri olmak fizere M

ylizeyinin birim normal vektdr alan1 N olsun. ¢" vektor alam, N vektdr alaninin
lineer bilesimi ise & egrisine, M ylizeyi iginde bir geodezik egri denir (Sabuncuoglu
2004).

Tamm 1.23. M yizeyinin bir P noktasinda, §,:7,(M)—>T,(M) lineer
déniigiimiiniin karakteristik degetlerine, P noktasindaki asli egrilikler denir.
S,:T (M)~ T, (M} lineer doniisiimiiniin sifirdan farkli karakteristik vektorlerine P

noktasindaki asli vektorler denir, Bir egrilik vektoriiniin gerdigi ait vektdr uzayma, P
noktasindaki egrilik dogrultusu denir (Sabuncuoglu 2004).

Tamm 1.24. M, R® uzaymnda bir yiizey ve a:/ — M regiiler bir egri olsun. Her t e /
igin, a'(¢) hiz vektdril, a(r) noktasinda A yilzeyinin bir asimptotik vektdril ise «
egrisine, M ylizeyi i¢inde bir asimptotik egri denir (Sabuncuoglu 2004).

Tanim 1.25, Eger bir ylizey izerindeki bir egri asimptotik efri ve ylizeyin ortalama
egriligi bu egri boyunca sifir ise bu egriye minimal asimptotik egri adt verilir (Izumiya
ve Takeuchi 2001).

Tanm 1.26. M c E® egrisinin me M noktasindaki M ile sonsuz yakin ¢ ortak

noktasi olan kiirelerinin merkezlerinin geometrik yeri olan

@ =als) +7C(1S—o)n(so)+ﬂ.b(sn)



dogrusuna M efrisinin me M noktasindaki egrilik ekseni denir. Egrilik ekseni

fizerindeki C (so) =(s,) + ﬁ”(%) noktasina M nin m=qa(s,) noktasindaki
ACH

egrilik merkezi denir (Hactsalihoglu 2000).

Tamm 1.27. 3-boyutlu 8klid uzay1 E* te, bir @ efrisi se/ yay parametresi ile

verilsin. « egrisinin birin teget vektdrii 7 olmak dzere, PQ =T alindifanda, P
noktast & erisi gizerken, @ noktasmnin birim kiire tizerinde ¢izdigi egrive o egrisinin

tegetler gostergesi adi verilir,

Tamm 1.28. 3-boyutlu 5klid uzayt E* te, bir @ egrisinin birim asli normal vektdrii 1—\;

olsun. a efrisi gizilitken N vektdriiniin ug noktalar ciimlesinin birim kiire yiizeyi

tizerinde meydana getirdigi egriye o egrisinin asli normaller géstergesi denir.

Tanmm 1.29. 3-boyutlu &klid uzayr E® te, « bir egri olsun. « egrisinin bir P

. noktasindaki binormal vektdri B = FR ve komsu iki binormal vektorii arasindaki ag1
AQ olmak iizere P noktasi & efirisini ¢izerken R noktastmn birim kire yiizeyi

fizerinde ¢izdigi efriye a egrisinin binormaller géstergesi denir.



2. OZEL EGRILER VE REGLE YUZEYLER
2.1. Ozel Epriler ve Regle Yiizeylerin Bazi Karakteristik Ozelikleri

Bu boliimde, Bertrand egrilerinin bazi temel 6zellikleri verilip Regle yiizeyler
tanymlanarak Bertrand egrilerinin ve silindirik helislerin bu Regle yiizeylerle iligkisini
ortaya koyan onermeler ifade edilecektir. Silindirik helislerin ve Bertrand egrilerinin
sirasiyla Regle ylizeylerin Gauss egriligi ve ortalama egriligi ile olan iligkisi
agiklanacaktir.

Oncelikle Bertrand egrilerinin temel 6zelliklerini verelim:

Onerme 2.1.1. y : I - R’ bir uzay egrisi olsun.
(1) Farz edelim ki z(s) # 0 olsun. Bu durumda y nin bir Bertrand egrisi olmast igin
gerek ve yeter sart her se/ igin, Ak(s)+ Br(s)=1 olacak gckilde sifirdan

farkli 4, B reel saytlarinin var olmasidir. Bu gergek bize, bir dairesel helisin bir
Bertrand egrisi oldugunu s6yler.
(2) Farz edelim ki y bir Bertrand egrisidir. Eger 7(s,)=0 olacak sekilde bir

5, €1 noktasi varsa y bir diizlemse! egridir.
(3) 7, Bertrand ¢ifti 7 olan bir Bertrand egrisi olsun. O halde 7(s)7(s) =sabit> 0

dir. Burada 7(s), 7 nin torsiyonudur.

ispat. #(s) nin birim teget vektri, asli normal vektdril ve binormal vektdrii sirasiyla
7(s), 7i(s) ve B(s) olsun. 7 egrisinin 7 mn Bertrand ¢ifti olmas1 igin gerek ve yeter
sart 7(s) =£n(s), £ =11 olmasidir. Tanimdan, y(s) = p(s) + A(s)n(s) olacak sekilde

sifirdan farkl bir A(s) fonksiyonu vardir. Frenet-Serret formiliinden,
Zg—y (s) = (1 = A(s)k())t(s) + A'(s)n(s) + z(s) A(s)b(s).
§, ¥ nin yay parametresi olsun. Bu durumda,

% 1(s) = (1— A(S)k())(s) + A(s)n(s) +T(5)YA(8)b(s)



dir. Esitligin her iki tarafi 7(s) = sn(s) ile carpilirsa, £4'(s)=0, boylece A(s)=A
sabittir. #(s) = £ n(s) oldugundan,
()b (s)=1(s)b(s).
O halde,
7(s) = cos@(s)«(s) +sin&(s)b(s)
olacak sekilde diferensiyellenebilir bir 6(s) fonksiyonu vardir. B8ylece
b(s) = [(s)x 7i(5) = —& 5in O(5)¢(s) + & cos O(5)b(s)
elde edilir. Ayrica,

——(s) (cos 9(5) (s)+ (k(s)cos8(s) - =(s)sin® (s)rls) + (sin 0(3))I b(s)
t(s)7A(s) = b(s)n(s) =0 oldugundan, (cosd(s))'=(sinf(s))'=0 dir. O halde, 8(s)=0
sabittir. Béylece,

‘j—bz(s) = (1~ Ak(s)(s) + 7(s)Ab(s),
Oyle ki
coseﬁt(s) + singﬁb(s) = (1= Ak())t(s) + t(5)4b(s).
ds ds
O halde,
cosﬁg =(1- dk(s)) ve sinH% =7(s)4
dir. Farz edelim ki 7(s;)=0 olacak sekilde bir s, €/ noktas: vardir, bu durumda
singd =0 olur. Béylece 7(s) =0 dir. O halde y egrisi bir diizlemsel egridir. Bu da iddia
(2) nin ispatin tamamlar.
Simdi farz edelim ki ¢(s)#0 olsun. Bu durumda, B = Acotf@ elde edilir. O halde,
Br(s) =1~ Ak(s) olur. Bu da iddia (1) in ispatim tamamlar. Iddia (3) @n ispat: igin, farz
edelim ki 7(s) = 0 olsun. Onceki bilgilerden,
%SE(S) =—&(k(s)sing + (s)cosB)a(s)

oldugunu biliyoruz. Aynca 7(s) i¢in Frenet-Serret formiiliinden,

%%(s) =~F (s)—n(S) =~7(s) *6‘”(5)



Boylece
as _ .
—7(s) =k(s)sind + r(s)cos &
ds

elde edilir, Esitligin her iki tarafi sing ile carpilirsa,

. 2 .
F(5)r(s)d = E%—Q—(Ak(s) + Acot@r(s)) = sin’ ¢

bulunur. Boylece, 7(s)z(s) negatif olmayan sabittir.

Onerme 2.1.1 den agagidaki sonug elde edilir:

Sonug 2.1.1. k(s)#0, z(s) # 0 olmak lizere, y:1 > R® bir uzay egrisi olsun.

y om  bir Bertrand eprisi olmast igin gerek ve yeter sart
A(T'(s)k(s) = k' ($)z(s))—7'(s) =0 olacak sekilde sifirdan farkh bir 4 reel sayisinin
var olmasidir.

Burada y min Bertrand ¢ifti (s} = y(s) + An(s) ile verilir,

Ispat. Onerme 2.1.1 den, y nmn bir Bertrand egrisi olmast igin gerek ve yeter sart
Ak(s) + Br(s) =1 olacak sekilde sifirdan farklt 4,8 reel sayilarinmn var olmasidir. Bu
ifadeden B’yi ¢ekelim:
1— Ak(s)

O halde B= =sabit olacak gekilde sifirdan farkli bir 4 reel sayisi vardir,

[— dk(s)
7(s)
— Ak'(5)z(s) - (1 - 4k(s))7'(s) _
@) -
= —Ak'(s)r(s) -7 (5) + Ak($)7'(8) =0
= A{e (k(s) - k'(5)r(s))=7'(s), AeR

=t diyelim, Her iki tarafin tlirevi alinirsa:

0

elde edilir. B&ylece ispat tamamlanmig olur.

Ters iddiada ayrica dogrudur,

Simdi R* de Rektifiyan agilabilir yiizeyin ve Asli normal ylizeyin tamimlarint verip bu
yiizeylerin singiiler noktalarini aragtiracagiz.

R* de bir Regle ylizey:



F(y,8):IxR > R*

(t,u) > F(r,8)(t,u) = y(t) +ud(t)
doniisimii ile tammlanir. Burada, y:7/—>R’, §:/—>R\{0} diferensiyellenebilir
doniistimler ve / bir agik araliktir. y ya dayanak epri ve § ya dogrultman epri denir.
u —» p(t)+ud(t) dogrularna, ana dogrular denir.

F(y,0)t,u) = y(t) +ud(r)
- OF (y,6) (1) OF (y,8)
o Ou

=7 ()% 8@y +us (O)x5(t) ; y() e R®, 8(1) e R\ {0}

twy =y +us))xs0

= 6F(a};,(5) (t,u)x aFgl’ %) tu) =y O)xS@)+ud' (t)x5(¢)

Boylece, (¢,,4,) noktasimin F(y,8) yiizeyinin bir singiiler noktas: olmasi igin gerek ve

yeter sart y'(¢,) % 8(ty) +uy,8' (8 ) x 8(¢,) = 0 olmastdir.

Tanma 2.1.1. Eger (t)x6'(r) =0 ise F(y,8) regle yiizeyine bir silindirik ytizey denir.
O halde §(t)x8'(¢)=0 ise F(y,8) regle yiizeyine silindirik olmayan regle yiizey

denir.

F(y,6) regle yiizeyi tizerinde o'(£).0'(r) =0 olacak sekilde o(r) erisini diisiinelim.
Bu egriye striksiyon egrisi ad: verilir. F(y, ) silindirik olmayan bir regle yiizey ise, bu
regle yiizey iizerinde striksiyon egrisi tek olarak vardur.

Tamm 2.1.2. F(y,D)(s,u) = y(s)+u5(s) regle ylizeyine, y nin rektifiyan acilabilir
yiizeyi denir.

Tamm 2.1.3. F(y,n)(s,u) = y(s) +un(s) regle ylizeyine, y nin asli normal yiizeyi

denir.

Rektifiyan agilabilir yiizeyin ve Asli normal ylizeyin singiiler noktalarini incelemeye

baglamadan dnce bu yilzeyleri bulmaya yonelik 8rnekler verelim:
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Ornek 2.1.1, Bir dairesel helisin rektifiyan agilabilir yﬁzeyi bir dairesel silindirdir,
Gosterelim:

y(a,b)(s) = (acoss, asins, bs) dairesel helisini alalim.

F(y, D)(s,u) = yi{s)+ u5(s) oldugundan,

F(y, 5)(s,u) =(acoss,asins,bs) + u[(%)(s),O,lJ
dir. y bir dairesel helis oldugundan, (%)(y) = sabittir.
(%)(s) =c¢ diyelim. O halde,
F(y, D)(s,u) = (acoss,asin .s,O) +5(0,0,6) + u(c,O,l)

= (acoss,asin s,0) + s(0,0,b) +u(c,0,1)
= (acoss,asins,0) + (s + 1){c,0,6 +1)

(s +u =g diyelim.)

= F(y, D)(s,9) = (acoss,asins,0) + ¢ {c,0,6 +1)
sabit

bulunur.

O halde, dairesel helisin rektifiyan agilabilir yiizeyi dairesel silindirdir.

Ornek 2.1.2. Bir dairesel helisin asli normal ylizeyi helikoidtir.

Gosterelim:

s s bs
y(s)= acos(———),asin(———«),——
( va? +b? Na® +b* [ Nd + b
birim hzli dairesel helisini alalim:
F(y,n)(s,u) = y(s) +un(s) olmak itzere

7'(s)
[l

7y (s)=f- a sin( i ] 4 cos[ al ] b
Jat+pr \Jar+p? JNa 46 a5 [ Nt +0?
a 5 a 5
" =1 ™ ’0
7"(s) ( PERYY COS(\/az e J b sm(\[az Y ] ]

n(s) = oldugundan, 6ncelikle y"(s) yi hesaplayalim:

11



ror{psop{s) sl )

_a
T a b

_4
@+ b

:>n(s)=az+b2 ~—2 _cos ° 2 __sin il 0
a a+b \Jt+pr ) @+ \J2ep? )

s . s
=> n(s) =[— cos(Jaz e J,—sm[\/a2 & ],OJ

elde edilir.

F(y,n)(s,u) = y(s)}+un(s) de buldugumuz degerler yerine yazlirsa:

MACE

s
t = -————— olmak lizere,
a’+b

F(y,n)(t,u) = (acost,asint,bt) + u(—cost,~sinz,0)
= (@cost? —ucost,asint —usin, bt)
=((a—u)cost,(a—u)sint,bt); a-u=g

= F(y,n)t,p) = (pcost,psint, bt)
helikoidi elde edilir. O halde, dairesel helisin asli normal ylizeyi helikoidtir.

2.2. Rektifiyan Agilabilir Yiizeyin Singiiler Noktalar

k(s)#0 olacak gekilde birim hzli bir 7 egrisinin rektifiyan agilabilir yiizeyini
diigtinelim. Bir (s,,%,) noktasmn, F(y, D) yiizeyinin bir singtiler noktas: olmasi igin
gerek ve yeter kosulu aragtiralim:

(5y,u,) noktasmn F(y, D) ytizeyinin bir singfiler noktas: olmast igin gerek ve yeter
sart y'(s,)x lN)(so) + uoﬁ'(so)x l~)(su) =0 olmasidir.

D'(s) yi besaplayalim:

~ £ . s
D(s)= L;J(s)t(s) +b(s}) {2.2.1

12



= Di(s)= zﬂ%é—(ﬂ(jlt(s) +[7:—)(s)t (s)+b'(s)

=ﬂ-‘%—(i%wt(sn(%)(s)k(s)n(s)—r(s)n(s)

= D'(s) = (i—) ($)t(s)

= D'(s)x D(s) = {[}Ej (s)t(s)} X [(%) (s)(s)+ b(s)]

t n b
z-'
=1z 0 0
;)
z 0 1
k

D'(s)x D(s) = —(a (s)n(s) (2.2.2)

¥'(50)% D(so) +us D'(5,) x D(s,) =0 esitliginde (2.2.1) ve (22.2) ifadeleri yerine
yazilirsa:

y'(sox{(—,’;)(so)r<so)+b<so)}+uo Hﬂ (so)n<so>}=o
& 7‘(30)17(50)—'”0 (%) (So)”(so) =0
& ~n(s,)~—u, (';c;) (sp)n(sy) =1

@{:Huo(%) (so)}n(s0)=0©1+uo(i—j (s,)=0

@(%) (55)#0 ve uy=—

’

(e

elde edilir.



Boylece (s,,u4,) noktasmun F(y,D) yiizeyinin singiiler noktas: olmast i¢in gerek ve

yeter gart

(»}E) (5,020 ve u0=—+
T
(i)

olarak elde edilir.

Diger yandan agagidaki 6nermeyi verebiliriz:

Onerme 22.1. y:1 >R, k(s)=0 olacak sekilde birim hizli bir y egrisi igin,
asagidakiler denktirler:

(1) y mn F(y,D) rektifiyan agilabilir yilzeyi bir singtiler olmayan yiizeydir.

(2) y bir silindirik helistir.

3) 7 min F(y,D) rektifiyan agilabilir yiizeyi bir silindirik yiizeydir.

ispat. (1)=(2):
¥ min F(y,D) yizeyi bir singliler olmayan yiizey olsun. F(7,D) yiizeyinin /xR

kiimesindeki her noktada singtiler olmayan bir yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(%) (5) =0 olmasidir.

Y _ LA VI
(;) (5)=0 = (;)(s) = sabit.

O halde, y bir silindirik helistir.
2=
¥ bir silindirik helis olsun. Bu durumda (%)(s) = sabittir. Her iki tarafin ttirevi alinirsa:
,
G) (5)=0 22.3)

olur. ¥ nin F(y, D) yiizeyi bir silindirik ytizey midir? Yani D'(s)x D(s) =0 mudr?

14



D'@):(%) (s)t(s) idi. (2.2.3) den, D'(s)=0 olur. Buradan D'(s)x D(s)=0 elde

edilir. O halde F(y, D) yiizeyi bir silindirik yiizeydir.
3=
y nn F(y, D) yiizeyi bir silindirik ylizey olsun. Bu durumda D'(syx D(s) =0 olur.

¥y om F(}/,ZN?) yiizeyi bir singiler olmayan ylizey midit? Yani Vse/l igin,

'

T

— =0 mdur?

(k] (s) mudir’

D'(s)x D{(s)=0 oldugundan 5‘(s) ile D(s) lineer bagunhidir, O halde,

D(s) = 4 D(s) olacak sekilde bir e R vardir.

= [—2) ()t(s) = A(%}(s)t(s) + Ab(s)

'T ' T
~(E o5

A=0
G] (5)=0, ¥sel

elde edilir. O halde, ¥ mn F(y, D) yiizeyi bir singiiler olmayan ytizeydir.
Boylece, ¥ min F(y,D) rekifiyan agilabilir yiizeyinin bir silindirik helis ile iligkisi

gosterilmis oldu.
2.3. Asli Normal Yiizeyin Singiiler Noktalan

Simdi, &(s) # 0 olacak gekilde birim hizli bir y(s) egrisinin, F(y,n)(s,u) asli normal
yiizeyini ve bu yiizey izerinde ortaya ¢ikan singilleriteleri diglinelim. Daha sonra bu
yiizeyin, Bertrand egrisi ile iligkisini veren nermeyi ifade edelim:

Oncelikle, F(y,n)(s,u) asli - normal yiizeyinin bir singiiler noktasii diisinmeye
baglayalim:

F(y.n)(s,u) = y(s) +un(s)

15



= 9F.n) (s, u)x apéi ) (s,4) = 7' () x n(s) + un'(s) x n(s)

Os
=1(s) x n(s) + ufl= k(s)1(s) + 7(s)b(s)]x n(s)}
Asyxns)

= b(s)+ u[~ k(s)t(s)x n(s) + r(s)b(s)x n(s)]

=1 uk(s)}p(s) - r(s)ut(s)

= %? x % = (1 — uk($))b(s) — v(s)ut(s)

elde edilir.

O halde (s,,u,;) noktastmn F(y,r) ylizeyinin bir singiiler noktast olmasi icin gerek ve
yeter sart

7(5y) =0 ve u, = )
0

olmasidir.

Simdi “bir uzay efrisinin asli normal yiizeyi lizerinde ne gesit singiileriteler vardir?”

sorusunun cevabini aragtiralim:

Ornek 2.3.1. (1) =(t,t2,t‘) ile tanimh uzay egrisini ele alalim. O halde y(f) nin asli
normal dogrultusu
H(t) = (=32¢%,641° ~2,-321* —121%)
dir. Boylece asli normal yiizey:
F(t,u) = —32u 6" + u(641° - 2),¢* —u(32¢* +12¢%))
dir. Singiiler nokta F(0,1/2) = (0,-1,0) dir. Yiizeyin resmi Sekil 2.3.1. de verilmistir.

16



Lowss

Sekil 2.3.1. Asli normal yilzey

(R*,0) —> (R?,0) nin bir cross cap olmasi igin gerek ve yeter sart

% E=o 63 E@=0w de{aga)) A 08 28 (0)):&0
2 Z

kosuilaring shglayan, orijin etrafinda bir (x,x,} lokal koordinat sisteminin

olmasidir. Sekil 2.3.2. de cross cap’in resmi veriimigtir,

Sekil 2.3.2. Cross cap

Boylece gorilmektedir ki 8rnek 2.3.1 de elde edilen singliler nokta cross cap’a benzer,
Asli normal ylizey igin agagidaki stniflandirma teoremine sahibiz:

Teorem 2.3.1. y:F->R’, k(s)#0 olacak sekilde birim hizli bir y egrisi igin

F{y,n)(s,u) asli normal ylizeyinin {s;,4,) da cross cap olmast i¢in gerek ve yeter sart

17
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,7(8)=0 ve 7'(s,) 20

Uy =

1
k(s,)

olmasidir.

Ispat. Frenet-Serret formiiliinden,

oF (}’Jl) T2 (syu) = (4 — uk($))E(s) + T(s)ub(s),

x (y OFL (5,0) = ).
F(y,n) nin ikinci dereceden tiirevleri alinirsa

azF(}/’ 1) M T (s u)=n'(s) = —k(s)t(s) + T(s)b(s)

A F (7 GFCM (5 uy =~k (s)1(s) + (1~ uk(5)? — ()2 () + 7' (5)b(s).
Gostermistik ki (s5,%4,), F(7,n)(s,u) nin bir singiiler noktasidir gerek ve yeter sart

Uy = ———, 7(5,) = 0.

k( 50)
F(y,n) nin tiirevierinde bu degerler yerine yazilirsa

M(so’uo) =n(s,)

8 F(,
SLC ) = k(50 )50)
o'F (” ’”)( = K0 10 3 1 (1= k() ) + £ (5)bCs).
k(sy)
elde edilir.O halde,

de{ap v ’”)(so,uo),a P L) 5, ), 2 ) (s,u))

—det[n(so),—k(so)t(so), (s°))t(s°)+(l Ic(so))n(so)-x-z(s)b(s)]

= —k(5,)7'(5,) det((s,),£(55),5(8,)) = k(5,)7'(55) # 0
elde edilir.

Cross capin karakterizasyonu dikkate alinirsa ispat tamamlanir.
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Simdi ¥y mn, F(y,n) asli normal yiizeyinin bir Bertrand egrisi ile iliskisini- ortaya

koyan Snermeyi verebiliriz:

Onerme 2.3.1. y:J — R® bir Bertrand egrisi olsun. F(y,7) asli normal ylizeyinin bir
singiiler noktaya sahip olmasi igin gerek ve yeter sart y nin bir diizlemsel egri olmasidir.

Bu durumda F(y,n) nin sekli R® de bir diizlemdir.

ispat. (=):(sp.1), F(y,n) ylizeyinin bir singiiler noktas: olsun, Bu durumda,

t(s5) =0 ve u, =7C(—i—5 dir. O halde, z(s,) =0 olacak sekilde s, €/ noktas: vardir.
Q

Onerme 2.1.1. in ikinci iddiasindan, y bir diizlemsel egridir.

(<) : y bir diizlemsel egri olsun.

Bu durumda 7(s,) =0 olacak sekilde s, € / vardir. (*)

y bir Bertrand egrisi oldupundan, Ak(sy)+ Bz(s,)=1 olacak sekilde sifirdan farkl
A, B reel sayilari vardur.

(*) dan,

A= —L, A =sabit
k(sy)
elde edilir. Bu durumda,
k(s,) =sabit
olur.
O halde, y bir dogrudur.
y diizlemsel oldugundan,y nin Bertrand ¢ifti ofan 7(s) = y(s)+ 4n(s) de
duzlemseldir.
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Uy

\*\f—)

A

Sekil 2.3.3. Ditzlemsel Bertrand egri ¢ifti

Sekil 2.3.3. den, A=y, dir. 4=

ve A=u, oldugundan,
50}

1
“ = )

elde edilir. O halde 7(s,)=0 ve u, = k(l ) kosulu saglanir.
S,

0
Boylece (s5,4,), F(y,n) ylizeyinin bir singiiler noktasidir.
F(y,n) yiizeyinin sekli nedir?
¥ bir diizlemsel egri olsun. Bu durumda y(s) = (y, (), 7> (s)) olmak tizere,
7(8) = 1 ($)(s) + 7, (8)n(s) (2.3.1)
seklindedir. F(y,n)(s,u) = y(s)+un(s) de (2.3.1) yerine yazilirsa:

F(p,0)(5,u) = (7,(s)(s) + 1, (5)n(s)) + un(s)
= F(y,m)s,u) = 7,()1(s) + (ry(5) + u)n(s)
elde edilir.

Buradan, F(y,n) yiizeyinin R* de bir ditzlem oldugu goriltir.
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2.4, Regle Yiizeyler Uzerinde Egriler

Simdiye kadar, bir silindirik helisin rektifiyan agilabilir yiizeyinin bir silindirik yiizey
oldugu ve bir uzay egrisi Bertrand egrisi ise, bu Bertrand egrisinin asli normal
ylizeyinin singiiler olmayan yiizey oldugu gdsterildi.

Simdi, Regle yiizeyler Gizerindeki egriler teorisi bakis agisindan Bertrand egrilerini ve
silindirik helisleri ele alaltm. Bertrand egrilerinin ve silindirik helislerin, Regle yiizeyin
ortalama egriligi ve Gauss egriligi ile iligkisini aragtiralim:

F(y,8) birregle yiizey olsun. F(y,d) mn Gauss egriligi:

K(t,u)=— (d°‘(7('gc); ‘j (Q; ?(t)»z

ve F(y,6) mn ortalama egriligi:

How = 220 Q80)ely 1),6@),8' (1)) + detly" () +u8™ 1), ' (1) +48'(1),5())
Y e -2}

ile verilir. Burada,
E=Etu)=[y©)+us'@)
F=F(,u) =y (05(0)
G=G{u)=1
dir.
y eprisinin bir silindirik helis olmas: durumunda, y mmn rektifiyan agilabilir yiizeyinin
Gauss egriligi sifirdir,
Bir uzay egrisinin asli normal yiizeyinin ortalama egriligi:

ule' () + u(k' (5)z(s)—7' (s)k(s)))

s = (EG-F2}"

dir. Burada s, 7 egrisinin yay parametresidir.

O halde, H{(s,u)=0 olmast igin gerck ve yeter sart wu=0 veya
7'(s)= u(r'(s)k(s) - t(s)k'(s)) olmasidir. B8ylece, ¥ min F(y,n) asli normal yiizeyinin
ortalama egrilifi » boyunca daima sifirdir,

Burada, 7'(s) = u(r‘ (8)k(s) - ()&’ (s)) esitliginin ikinci ¢arpanini irdeleyelim:
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(1) Eger ¢'(sg)k(s,) ~1(5)k'(s,) =0 olacak sekilde bir s, €/ noktas: varsa bir
u, %0 igin H(sy,u;) =0 olmasi igin gerek ve yeter sart7'(s,) = 0 olmasidir. Bu
durumda

{590k (56) — (53 )k'(54) = 0
5 o

oldugundan, &'(s,) =0 olur.
Béylece, bir u, = 0 igin H(s,,4,) =0 dir gerek ve yeter sart

7'(s;)
T'($9 )k (55) — 75, )K" (5,)

7'(8,) = k'(59) =0 veya u, =

dir.

(2) Eger syel igin 7'(s,) =0 ve 7'(s5)k(s,) —7(s.)k'(5,) =0 ise her u=0 igin
H(so,u)#0 dir. Ayrica, 7'(s,) =k'(s,)=0 varsayum altinda her u igin
H{(sy,u)=0 dir.

(3) Eger, r'(s)k(s)—1(s)k'(s) # 0 ise ortalama egrilik:

7'(s)

—————p(s)
T ($)k(s) — T (s)k'(s)

7y =y(s)+
ile verilen egri boyunca sifirdir.

¥ eprisinin bir Bertrand egrisi olmasi durumunda, » nun asli normal ylizeyinin ortalama

egriligi ile ilgili Snermeyi vermeden 8nce minimal geometrik yer tanimini verelim:

Tanm 2.4.1. y:J - F(y,8)IxR)c R® bir regiiler egri olsun. F(y,8) yiizeyinin
ortalama egriligi y(J) iizerinde sifir ise y ya F(y,8) yiizeyinin minimal geometrik
yeri denir.

Yukaridaki hesaplama ve sonug 2.1.1 den asagidaki Snermeyi verebiliriz.

Onerme 2.4.1. y, Bertrand ¢ifti 7 olan bir Bertrand egrisi olsun. Bu durumda 7, 7

nun asli normal ytizeyinin minimal geometrik yeridir.

ispat. y, Bertrand ¢ifti 7 olan bir Bertrand egrisi olsun. Sonug 2.1.1 den,
AT ()k(s) —7(HE'(5))~7'(s) = 0 4.0
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olacak sekilde bir 4 reel sayisi vardir ve 7(s) = y(s) + 4n(s) dir. Bu durumda,

H(7(s))=

Bir y egrisinin asli normal ylizeyi i¢in ortalama egriligin,

Hsu - O u((;ésﬁi))‘l" ($)k()))

oldugunu biliyoruz. Ohalde 7(s) egrisi igin,

H(s, d)= A(r )+ /zl(gk G(s);(;f:;3 T (s)k(s)))

H(7(s))=
olur. (2.4.1) ifadesinden,
Al ()k(s) = T(5)k'(5)) - 7'(5) = 0
= K (s)e(s) - ' (s)k(s) = = (‘)

dir. Bu deger (2.4.2) de yerine yaznhrsa:

fro{9)

372

(£G - F?)

H(F(s) = Hls, 4)=
elde edilir. Buradan A (7(s)) =0 bulunur.

Ohalde 7, y nin asli normal ytizeyinin minimal geometrik yeridir.

¥, rektifiyan agilabilir ylizeyinin geodezigidir. (Teorem 2.4.1.)

¥, asli normal ylizeyinin asimptotik egrisidir. (Teorem 2.4.2.)

(2.4.2)

Bu ifadelerin ispatlarim vermeden Once bu ispatlar i¢in gerekli olacak Snerme ve

sonuglart verelim:

Onerme 2.4.2. F(y,6)(s,u) = y(s) +u8(s), |6(s)] =1 olacak sekilde bir regle yiizey

olsun. o(s) = y(s) +u(s)8(s), F(y,8) tizerinde bir egri olsun. Burada 5, o(s) nin yay

parametresidir. o tizerinde agagidaki ti¢ kosulu diigtinelim:
(1) o(s), F(y,0) nn striksiyon ¢izgisidir.
2) o(s), F(y,6) mn geodezigidir.
(3) o'(s) ve J(s) arasindaki agilar sabittirler.

Eger, li¢ kosulun herhangi ikisi saglamirsa, diger kosul saglanir.

23



Asagidaki kosullar ayn ayn yukandaki kosullara denktirler:
L o'(s).68'(s)=0
L 6*(s).5(s) =0
Nigin bu kogula denk oldugunu gosterelim:
o, F(y,0) nin geodezigi ise o''(s) = AN(s)|, olacak sekilde bir 4 reel sayis: vardur.
Bu esitlikte her iki taraf §(s) ile garpilirsa
o''(5).8(s) = AN(5).5(s) (2.4.3)
elde edilir. N(s) yi elde edelim:

N(s): 7' (8)x 8(s) +ud'(s)x 8(s)
[#'(s)x 8(s) + us'(s)x S(s)

dir. Bu esitligin her iki tarafi 5{s} ile garptlirsa:
N(5).8(s) =0
elde edilir. Bu deger, (2.4.3) de yerine yazilirsa:
o"'(5).5¢s) = 0
bulunur.

(3) o'(s).6(s) =sabit.

ispat. (o" (5).5 (s))'= a''(8).0(s)+ o' (5).6'(s) esitliginde,
(1) ve (2) saglansin. O halde o'(s) . 6(s) =sabittir.

(1) ve (3) saglansin. O halde ¢"(s).8(s) =0 dur.

(2) ve (3) saglansin. O halde o'(s).8'(s) =0 dir.

Béylece ispat tamamlanmus olur. :

Simdi geodezikleri kullanarak silindirik yiizeyler hakkinda bir karakterizasyon

verebiliriz:

Sonu¢ 2.4.1. Farz edelim ki; F(7,8)(s,u) = y(s) +ud(s) regle yiizeyi tizerinde o, (s)
ve &(s) arasindaki acilar sabit olacak sekilde iki ayrik o(s) (i =1,2) geodezikleri var

olsun. Bu durumda F(y,8)(s,u) regle yiizeyi bir silindirik yiizeydir ve o,(s) nin her
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ikisi de silindirik helistirler. Ayrica §(s) nin dogrultusu o, (s) nin Darboux vekt&riiniin

dogrultusuna esittir.

Ispat. o, (s).5(s) =sabit ve o,(s) ler geodezikler olsun. Bu durumda Onerme 2.4.1
den, o,(s) ler F(y,8) yiizeyinin striksiyon ¢izgileridir.

Kabul edelim ki F(y,8) silindirik olmayan ylizey olsun. Bu durumda striksiyon
cizgisinin tekliginden, o,(s)=0,(s) olur ki bu bir geliskidir. O halde F(y,5) regle
yitizeyl bir silindirik yiizeydir. Boylece iddianin ilk kismu ispatlandi. Simdi ikinci
kismini ispatlayalim:

o,(s) lerin ikisi birden silindirik helis midirler? Bunu ispatlamak i¢in dnerme 2.2.1 den
yararlanacagiz. O halde F(y,8), o,(s) nin rektifiyan agilabiliri midir ?
Bu sorunun cevabimu vermek igin 8nce “8(s) ile o,(s) nin Darboux vektdrii aym
dogrultudamidir?” sorusuna cevap verelim:
Yani, w(s)x &(s) =0 mdur?
Burada w(s), o,(s) nin Darboux vektsriidiir.
o,, F(y,6) nn geodezigi oldugundan, o,"(s)8(s) =0 dir.
O halde 6(s), o,(s) nin rektifiyan dﬁzletﬁinde yatar. Yani,
8(s) = A)t*(s) + u(s)b*(s) olacak sekilde A(s), u(s) vardir. Burada ¢*(s)=0c", (s)
ve b*(s), o, nin binormal vektsriidiir.
5(5) = A(s)t* (8) + p(s)b * (s) ifadesinde her iki tarafin tiirevi almursa:
8'(s)= A0 * () + ()b * (5) + (AsYe * (5) = w(s)T * ())n* (5)
elde edilir. Burada %X *(s) ve 7*(s), o, nin srasiyla egrilik ve torsiyonudur. F(y,5)
yiizeyi silindirik bir ylizey oldugundan §x8'=0 dir. §x8'=0 = §'= A5 dir. O halde,
det{o,,8,6)=0
duir. Buradan,
(s)r* ()=~ AW *())pls) =0
clde edilir.
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#(s5,) =0 olacak gekilde bir 5, noktas: varsa &(s,)=A(s,)t *(s,) olur, Bu durum, o,
nin ana dogrular igin enlem olmasi varsayimu ile gelisir. Boylece
H()YT*(5) = M)k *(s) = 0

dir. O halde,

H(S)T*(5) = A(5)k*(5) (244)
elde edilir.
S(s) = A(s) * (5)+ p(s)b * (s) ifadesinde her iki taraf 7 *(s) ile garpilirsa:

TH(5)8{(s) = X () AN ¥ (5) + T * () ()b * (5)
olur, (2.4.4) den,
=¥ (A *(8) +k*(5)AUs)b*(s)

=AY * () * (5) + k * ()b * (5))
7*(5)8(s) = A(s)w(s)

elde edilir.

O halde, o,(s) nin Darboux vektdrii ile §(s) aynt dogrultuya sahiptir.

Simdi, “F(y,6), o,(s) nin rektifiyan agilabilii midir?” sorusunu cevaplamaya
galigalim:

F(y,8) ylizeyi agilabilir oldugundan ve o,(s) nin Darboux vektori ile §(s) aym
dogrultuda oldugundan, o,(s) nin rektifiyan diiziemi F(y,5) nin tanjant diizlemidir. O
halde F(y,8), ¢,{s) nin rektifiyan acilabilir yiizeyidir. Onerme 2.2.1. den, o,(s) lerin

ikisi birden silindirik helistirler. Bdylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 2.4.1., geodeziklerin varlig ile silindirik ylizeylerin bir karakterizasyonunu verir.
Sonug 2.4.1. e gire; bir silindirik yiizey, bir silindirik helisin rektifiyan agilabiliridir
Syle ki bu silindirik helis, F(y,d8) yilzeyinin geodezigidir.

Simdi, “Ne zaman bir regle yiizey bir egrinin rektifiyan agilabilir yiizeyidir?” sorusunun

cevabim araguralim:

Teorem 2.4.1. F(y.8)(s,u)=y(s)+ud(s), H&(s)]l =1 olacak gekilde singiiler olmayan

bir regle yiizey olsun.
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o(8) = y(s) +u(s)(s), k(s) =0 olacak sekilde F(y,8) yizeyi iizerinde bir efri olsun.
Agsagidaki kosullar denktirler:
(1) F(y,6}, ols) nin rektifiyan agilabilir yizeyidir.
(2) Ana dogrular i¢in enlem olan o(s), F(y,8) yiizeyinin geodezigidir ve F(y,5)
bir agilabilir ylizeydir.
(3) Ana dogrular i¢in enlem olan o (s), F(y,8) yiizeyinin geodezigidir ve F(y,8)

nin Gauss egriligi o(s) boyunca sifirdir.

ispat. (1)=>(2):
F(y,8), o(s) nin rektifiyan agilabilir ylizeyi olsun. Bu durumda:

det(o", D, )= 0 24.5)
dir.
F(7,6) aqlabilir mi? Yani det(y'.8,5 ’) =0 m?
F(y,8), o(s) nin rektifiyan agilabilir yiizeyi olduundan;

y=g=>5=D (2.4.6)
olur. (2.4.5) ve (2.4.6) dan,

det(y',8,6) = det(o", B, ') = 0 = det(y",5,5) = 0

elde edilir. O halde, F(y,8) ylizeyl agilabilirdir.
o(s), F(y.9) mmn geodezigi mi? Yani, o"'(s)= AN |, olacak sekilde bir AeR var

m?
(2.4.6) dan,
N= oD )+ ulDxD
“ o'(s)x D)+ ul DxD
olur.

D= (%)(3)1(3) +b(s), (-Z—)(S) = 4(5)

diyelim. Bu durumda:
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N [tx(/lt+b)~]+u[ﬂ.rx(,ut+b)]
H(o-'xD)+ u(ﬁ‘xf)l]
_ont ui(—n) - 1
[ra+ui-n)]  A+uw
1 n: - 1 —_
teuu  lvup 7

5 (I +upin

diyelim. N =7n olacak gekilde 7€ R vardir.O halde o(s), F(y,8) nn geodezigidir.

@)=0C):

o(s), F(y,6) yiizeyinin geodezigi ve F(y,8) yiizeyi agilabilir olsun. Bu durumda,
det(y',8,8')=0 Q4.7

dir. F(y,8) nn Gauss egriligi o(s) boyunca sifir mudur? Yani,

ldet(a,8.80F _

K(s,u} 0=~
< (eG-rF?Y
mudir?

a(s) = y(s) +u(s)5(s)
a'(s) =7'(s) + u'()8(s) + u(s)8'(s)

O halde, (2.4.7) esitligi dikkate alimr ve o'(s) yerine yazilirsa:

det(c",5,8") = det(y'+u' 8 +us",5,5")
=det(y',5,5") +det(u' 5,8, 8') +det(us', 5, 8")
=0

= K(s,u) |, 4=0
elde edilir.

3)=(1):

o(s), F(y,8) mn geodezigi ve F(y,8) nin Gauss egriligi o(s) boyunca sifir olsun.
Bu durumda F(y,6), o(s) nin rektifiyan agilabilir yiizeyi midir?

o(s), ana dogrular i¢in enlem oldugundan varsayabiliriz ki o(s) = y(s) dir.

F(y,8) nin Gauss egriligi:

K(s,u) = _id(zx_(Gy*:a_;gzi
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ve K(s,u), y(s) boyunca sifir oldugundan

det(y',8,6") =0 (2.4.8)
olur. Ayrica, y(s), £(y.6) mn geodezigi oldugundan y"(s)5(s)=0 dir.
Yani &(s), y(s) noktasinda p egrisinin rektifiyan dizleminde yatar.O halde,
S(s) = A(s)t(s) + u(s)b(s) olacak sekilde A(s),u(s) vardir.
Burada f£(s) = y'(s) ve b(s),y nin binormal vektdritdiir. Frenet formiiliinden ve (2.4.8)
den,
8'(s) = A ()1(s) + 4 ()b(8) + (ASIk(s) ~ p2(s)7(5))n(s)
= det(y',8,8") = (u(s)r(s) ~ As)k(5))pe(s) = 0
= [u(sye(s) - As)k(s)u(s) = 0
elde edilir.
Eger u(s,) =0 olacak sekilde bir 5; noktas: varsa 8(s,) = A(s,)(s,) olur. Bu durum y
nin ana dogrular i¢in enlem olmast varsayimi ile geligir. O halde,

H(s)r(s) - A()k(s) =0
H#(S)r(s) = A(s)k(s) (2.4.9)
8(5) = A(s)(s) + p(8)b(s) ifadesinde her iki taraf z(s) ile ¢arpilirsa;
7(5)5(s) = T(S)A(SN(S) + () (8)b(s)
(2.4.9) dan,
= 7(S)AS)(s) + k()A(5)b(s)
= Us)r(s)(s) + k(b())
7(8)8(s) = A(s)D(s)

¢elde edilir. Burada D(s), y boyunca Darboux vektSr alanidir.

Yani, o nin rektifiyan dizlemi, F(y,8) nin tapjant diizlemidir. O halde, F(3,8), o
nn rektifiyan agilabilir yiizeyidir.

Bir silindirik helisin rektifiyan agilabiliri bir silindirik yiizey oldugundan, teorem 2.4.1

in basit bir sonucu olarak silindirik yiizeylerin diger bir karakterizasyonuna sahibiz:

Sonug 2.4.2. Varsayalm ki F(y,8) singtler olmayan bir agilabilir ylizey olsun. Eger
F(y,6) tzerinde, F(¥,8) mn geodezigi olan sifirdan farkl egrilikli bir silindirik helis
varsa F(7,8) bir silindirik yizeydir.

Ayrica, silindirik yiizeylerin diger bir karakterizasyonunu verelim:
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Sonug 2.4.3. F(y,8)(s,u)= y(s)+ud(s) singiiler olmayan bir regle ytizey olsun. Eger,
F(y,8) mn her noktada ana dogrulara dik ve egriligi sifirdan farkli olan diizlemsel bir

geodezii varsa F(y,8) bir silindirik yiizeydir.

ispat. Hipotezi saglayan egrive o(s) diyelim. o(s) egrisinin Frenet vektdr alanlarinin
bir bazi {t*,n*,b *} ve o(s) nin egrilik ve torsiyonu sirasiyla & *(s) ve r*(s) olsun.

Bu durumda, o(s) diizlemsel oldugundan 7 *(s) =0 dur.
*
7*(s)=0 oldugunda (%j(s) =0=sabit, k*(s)#0 olur. O halde, o(s) bir

silindirik helistir.

Eger, F(y,8) mn bir agilabilir ylizey oldugunu gosterirsek sonug 2.4.2 nin kosullar:
saglanacagmndan ispat tamamlanmis olur. O halde, F(y,8) bir agulabilir yiizey midir?
Hipotezden, &' (5).8(s) =0 oldugundan &(s) nin dogrultusu ile asli dogrultu aymidir.
Buda F(y,8) mn bir agilabilir yiizey oldugu anlamina gelir. O halde F(y,d) agilabilir
yiizeyi lizerinde, F(y,8) min geodezigi olan sifirdan farkli egrilikli bir silindirik helis
vardir. Sonug 2.4.2 den, F(y,8) bir silindirik yiizeydir.

Simdi Regle yiizeyler lizerindeki asimptotik egrileri diislinelim. Asagidaki lemmay1
Oklid diizleminde verelim:

Lemma 2.4.1. R? Oklid ditzieminin bir bazt {e,,e,} ve R? de iki birim vektdr v,,v,
olsun.
Farz edelim ki A>0 ve a,v, =A(e, +ae,) olacak sekilde segilsin. Bu durumda
v, = Ale, —e,) olmast igin gerek ve yeter sart

1-a?
1+a?

Vy8, = V.8 Ve V.Y, =

dir.
F(y,8)(s,u) = y(s) +ud(s) singiiler olmayan bir regle yiizey olsun. Bu durumda »(s)
ana dogrular igin enlemdir. Eger Gauss egrilii y(s) boyunca negatif ise F(y,8) nmn
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¥(s) boyunca asli egrilikleri sirastyla k,(s) ve k,(s) olan' iki farklt e (s),e,(s) asli

dogrultulart vardir. Varsayahm ki ﬂe,.(s)[l =1 olsun. Asagidaki Snermeyi verebiliriz:

Onerme 2.4.3. Yukaridaki kosullar altinda 7(s) nin bir asimptotik egri olmasi igin
gerek ve yeter sart
. k() +k(s)
5).e,(5) = 5(5).¢,(s) ve S(s).y'(s) = 22177
7'(8)e,(5) = 5(s)e,(s) 7' o (5) k()
dir.
ispat. y(s) noktasinda,

v, =e(s)+ f— :‘ Egez(s)
v, =g (s)— |- :‘ 2‘362 (s)
2

ile verilen iki teget vektdrii diisiinelim. v,,v, vekt6rleri asimptotik dogrultular midir?
Yani; S, F(p,d) yiizeyinin sekil operatdrii olmak tzere S(v\).v, =0 ve S(v,)v, =0
mudir?

Bunun igin 6nce S(v;) ve S(v,) vektdrlerini hesaplayalim:

%
S(v)) = S(e, () + | kigez (s)]

S sekil operatdrit lineer oldugundan,

k
=S(e () + }— k;gs(ez(s))

¢,(s) ve e,(s); asli eprilikleri sirasiyla &,(s) ve &,(s) olan asli dogrultular oldugundan,

S =k (e, (5) + 1/— :g §k2 ©)e;(5)
elde edilir,

Ayni islemler yapilarak S(v,) de kolay bir gekilde bulunabilir. O halde,
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S) = k(5)e, ()4 ky5), |- ‘ES;‘?’(”

5002) =k (e, (5) oy 5) - )ez<s)
elde edilir.

= 5(,)v, = [k ).k, (s)\/ :8}[\/-%]

ky(s)
k,(s)

¥(s) boyunca Gauss egriligi negatif olarak varsayildigindan,

=k, (8)+ k,(5)

k,(s)

Sy, =k (s)~k, (s)k )

=0

elde edilir.
Aymi islemler yapilarak S(v,)v, =0 elde edilir.

O halde v, ve v, vektorleri, ¥(s) noktasindaki asimptotik dogrultular: verir. Bir regle

yiizeyde, dogrultmanlar asimptotik dogrultulardic. O halde,

dogrultudur ve ayni zamanda birim vekt6rdiir. Bu durumda:

i - k()
5(s)= ﬂ.(s)[e, )+, X, (s)ez(s)}

8(s) bir asimptotik

oldugunu varsayabiliriz. Ayrica, asimptotik egrilerin her noktasindaki tegeti asimptotik
dogrultu oldugundan, y'(s) tegeti de asimptotik dogrultudur ve birim vektdrdiir. O

halde &(s) ye eslik eden asimptotik dogrultu:

k
y(s)= z(s)(ems) - k’ﬁgez (s)}
2

1 . k(s) .
olur. Burada, A(s) = —=——— dir. Egier a(s)= |- ise,
© _k(s) & ky(s)

k()

1-a? NAORAO)
l+a®  k(s)~k(s)
dir. Lemma 2.4.1. den,
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ky(8) + ki (5)

7'(s)e,(s) = 8(s).e,(s) ve &(s).y'(s) = k5) e (5)
2 1

elde edilir.

Sonug 2.4.4. F(y,6)(s,u) = y(s)+ud(s) singiler olmayan bir regle yiizey ve y(s) bu
yiizey tizerinde bir egri olsun. Farz edelim ki y(s), F(y,8) nmn bir asimptotik egrisidir.
k(s)(i=12), y(s) noktasinda iki farkli asli egrilik olsun. Bu durumda asagidaki

kogullar denktirler:
(1) 7'(s) ve 6(s) arasindaki ag sabittir.

2) (ﬁ)(s) sabittir.
ky

Ispat. (1)=(2):

7'(s) ve 8(s) arasindaki ac1 sabit olsun. O halde, 5(s).y'(s) = £, ¢ =sabit diyelim.
Onerme 2.4.3. den,

ky () + K, (s)

S(s)y'(s) = 5 (5)— k (5)
oldugundan,
k() +h(s) _,
by (8) = &(s)
elde edilir.

=5 ky (5} + &, (5) =th, (s} ~t £, (5)
= (1 —1) k,(s) =-(1+t) k(s)
_k_‘. = ...1___1. = 1
= [kz ](s) vy sabit

elde edilir.
2)=>(1)

(kﬁ](s) =t , ¢ =sabit olsun. O balde,

2

ki(s) =thy(s) 2.4.10)
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Ky (5) + K, (5)

5(s).7'(s) = k() =K, (5)

ifadesinde (2.4.10) esitligi verine yazilirsa:

k, (s)+ 1k, (s) = 1+t _

Tt "1

elde edilir. BSylece ispat tamamlanmus olur.

Sonug 2.4.5. F(y,n) asli normal yiizeyinin bir asimptotik egrisi olan y boyunca

F(y,n) nin ortalama egriligi sifirdir. Ters iddia da ayrica dogrudur.

Ispat. (=>): y bir asimptotik egri olsun. Bu durumda Onerme 2.4.3 den,

ky (s) + K, (5)

3(s8)y'(s) = () =k (5)
dir. 8(s) = n(s) oldugundan,

n(s)y's) =2 HE) g

k() =k (9)

=k (s)+k(s)=0

H =k, (s)+k(s) oldugundan, y eprisi boyunca F{(y,n) asli normal yiizeyinin
ortalama egriligi sifirdir.

(<) F(y.n) ylizeyinin ortalama egriligi ¥ boyunca sifir olsun. ¥ bir asimptotik egri
midir?

F(y,n)(s,u) = y(s)+un(s) ylizeyinin normali:

- 7($)x n(s)+un'(s) x n(s)

[7'(s)x n(s) +un'(s)x n(s)]
dir.
AN = n(y'xn) + u[n.(n’xn)]
’ u}" (8)x n(s) +un'(s)x n(s)!l
_ det(n, ', n) +udet(n,n',n) _ 0
[pxrn -+ urixn -
=>nN=0

clde edilir. O halde, F(y,#) asli normal yilzeyinin dayanak egrisi daima bir asimptotik

egridir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
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F(y,0) yilze)}i {izerindeki bir o(s) egrisinin bir asimptotik egri olmast durumunda

o(s) nin asli normal yiizeyinin ortalama egriligi ile ilgili teoremi verelim:

Teorem 2.4.2. F(y,8)(s.u)=y(s)+ud(s) bir regle ylizey ve o(s), F(y,8) lizerinde
bir egri olsun. Bu durumda agagidaki kogullar denktirler:

(1) F(y,6), o(s) nin asli normal ytizeyidir.

(2) Ana dogrular igin enlem olan o(s) egrisi, F(y,6) nin minimal asimptotik

egrisidir.

ispat. Q)= (1):
o(s), F(y,6) mn minimal asimptotik egrisi olsun. O halde,
(a) o(s) bir asimptotik egridir.
(b) o(s) boyunca F(y,8) nin ortalama egriligi sifirdir.
(b) den,
H=k(s}+k{s)=0 (2.4.11)
dir. Burada #,(s),k,(s); F(y,8) yizeyinin o(s) noktasmdaki asli egrilikleridir. o(s)
bir asimptotik efri oldugundan, Snerme 2.4.3. ve esitlik (2.4.11) den, ’
5(s)0'(s) = 2 TRE) g
&;(8) —%,(s)
olur. O halde, o'(s), §(s) ye diktir.
Asimptotik egrilerin asli normal vektori, yiizeyin normaline dik oldugundan #n*.N =0
dir. Burada »*, o(s) nin asli normal vektdriidiir. O halde,
n*N=0 S.N=0

ve
n*.o'=0 S.o'=0

dir. Yani o(s) nin asli normal vektorl, §(s) ye paraleldir.

O halde F(y,8), o(s) nin asli normal ylizeyidir.

M=)

F(y,8), o(s) nin asli normal yiizeyi olsun. Ana dogrular igin enlem olan o(s),

F(y,6) nin minimal asimptotik egrisi midir?
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[spata gegmeden 8nce o(s)nin asli normal yiizeyinin F(y,8) olmast durumunda,
o(s) nin minimal asimptotik egri olmasi igin yeni karakterizasyonlar elde edelim:
o(s) ana dogrular igin enlem oldugundan,

o(s) = y(s) +u(s)d(s)

seklindedir.
o'(s) = %m-(s,u(s)) +u(6) 208 (5 uisy)
s Ou
oldugundan,
&(5)5(s) = 6F(7,5) F(:9) sy 4 .(S)(aF(}',ﬁ) (s ))
dir.
(2)=(1) in ispatindan,
a'(8).5(s)=0
oldugu elde edilmisgti. O halde,
' FG8) 55
ey = 0.

K= aF(;,a) F8)

dir. Ayrica,
ol (" OF(7:0) 55y = 5().8(s) =1

oldugundan,

w(s) =~ 2L 55
dir. Diger taraftan

L))
oldugundan,
u'(s)=~y'(5).5(s)

dir.

O halde, “o(s) minimal asimptotik egridir gerek ve yeter sart u'(s) = —y'(5).0(s) dir.”
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Ayrica, o{s) nin minimal asimptotik efri olmast durumunda &'(5).5(s)=0
oldugundan, o'(s).6(s)=0 olmas: igin gerek ve yeter sart u'(s)=—y'(s).5(s)
olmasidir.
Diger taraftan, bir uzay egrisinin asli normal yiizeyinin ortalama egriligi daha &nce ifade
edilmisti. o(s) minimal asimptotik egri oldugundan, F(y,n) nin ortalama egriligini
hesaplamamzi saglayan ifadede
W'(s)=-7'(5).0(s) ve H(s,u)|,,=0

oldupu dikkate alirursa,

det(y"(s) + u(s)8" (5), 7'(s) + u(5)8' (5),8(s))+ 2det{8'(5), 7' (s), () ' (5) = 0
elde edilir. O halde, o(s) bir minimal asimptotik egridir gerek ve yeter sart
det(y" (s)+u(s)8" (5), 7' (5) + u($)8' (5),(5)) + 2det(8'(5), 7' (), 5(s) ' (5) = 0 dur.
Simdi ispati verebiliriz:
F(y,8), o(s) nin asli normal yiizeyi ise o(s) nin ashi normal vektsri, é‘(s) ye
paraleldir. Bu durum;ia

8(s)o'(s) = n(s)o'(s)=0

elde edilir. O halde a(s), F(y,J) ni n minimal asimptotik egrisidir.

Onerme 2.4.4. F(y,6)=y(s)+ud(s) singiler olmayan bir regle yiizey olsun. Eger,
F(y,5) uzerinde ana dogrular igin enlem olan ii¢ aynk minimal asimptotik egri varsa
F(y,d) bir helikoidtir. Bu durumda, ana dogrular i¢in enlem olan minimal asimptotik

egriler, dairesel helistirler.

Ispat. F(y,8) izerinde ana dogrular igin enlem olan {i¢ aynk minimal asimptotik egri
var olsun. Teorem 2.4.2 den, F(y,8) bu egrilerin asli normal ylizeyidir. F(y,9)
tizerinde ana dogrular igin enlem olan {i¢ ayrik minimal asimptotik egri varsa ortalama
egrilik daima sifirdir. O halde, F(y,8) yiizeyi bir minimal yiizeydir. Klasik olarak
bilinir ki, bir minimal regle viizey bir helikoidtir. Bu durumda, ana dogrular i¢in enlem
olan her minimal asimptotik egri bir dairesel helistir.

Sonunda, regle yilzeyler tizerindeki egriler olarak Bertrand egrilerinin  bir

karakterizasyonunu veriyoruz:
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Onerme 2.4.5. F(y,8)(s,u)=y(s)+ué(s) singiler olmayan bir regle ylizey olsun.
Eger, F(y,d) lizerinde ana dogrular igin enlem olan iki ayrik minimal asimptotik egri

varsa bu egriler bir Bertrand egrisidirler ve birbirinin Bertrand ¢iftidirler.

Ispat. o,(s) = y(s) +1,(5)5(s) (i =1,2) ana dogrular igin enlem olan iki ayrik minimal
asimptotik egri olsun. Teorem 2.4.2 den, F(y,8), o,(s) nin asli normal yiizeyidir.
o,(s) ler minimal asimptotik egriler oldugundan,

u,'(8) =—8(s).7'(s)
dir. (Teorem 2.4.2 nin ispatinda elde edilmisti)

=u'(5)-u,'(s)=0
= ~uy)(s)=0

2 u(s)—us)=4
olacak sekilde bir 4 sabiti vardir. O halde,

u(s)=u,(s)+4 (2.4.12)
0,(5) = y(8) + u (s)d(s) ifadesinde (2.4.12) esitligi yerine yazilirsa:

oy (8) = 7(s) + (uy(s) + A)S(s)
= 0,(8) = ¥(8) + uy(s)5(s) + AS(s)
= 0,(5) = 0,(s)+ 45(s)

elde edilir. s yi, ,(s) nin yay parametresi olarak se¢ebiliriz. Bu durumda 8(s), o,(s)
nin birim asli normali olarak disiiniilebilir.O halde, o,(s) bir Bertrand egrisidir ve

o,(s), o,(s) nin Bertrand ¢iftidir.

38



3. HELISLERIN OZELIKLERI VE BERTRAND EGRILERI

Bu bolimde. silindirik helislerin diizlem egrilerinden ve Bertrand egrilerinin
kitresel egrilerden insa edilmesi tzerinde durulacaktir. (Teorem 3.1.1, Teorem 3.2.1).
Aynica bir silindirik helisin diizlemsel evoliitil ve bir Bertrand egrisinin kiiresel
Darboux gdsteriminden bahsedilip Bertrand erileri ve silindirik helisler ile ilgili
Srnekler sekilleri ile verilecektir.
Simdi,
FIR, 520 > 50)=-2
de(t)
egrisini ele alalim,

s, ¥ min yay parametresi olsun. Yani; s, “;7'(s)"=l ile ifade edilen bir parametredir.

N4
[7(5)—ds)

Bu baliimde, s uzay egrilerinin yay parametresi olarak ifade edilecektir.
7 nin Frenet-Serret vekorleri : {T(s), N(s), B(s)}
¥ nin egriligi ve torsiyonu sirastyla £(s) ve 7(s)
olmak iizere asagidaki Frenet-Serret formiilii elde edilir:
T'(s) = k(s)N(s)
N'(5) = ~k($)T(s) + z(5)B(s)
B'(s) =—-r(s)N(s)
7 nin Darboux vekiorii D(s) = r{(s)T(s) + k(s)B(s) olmak iizere, Darboux vektdriiniin
normlanmis halini diistinelim:
D(s)
“ ooy

d(s) e, ¥ nin Darboux gdsterimi veya 7 nin kilresel Darboux gésterimi adi verilir.

d(s)

Bir uzay egrisi olan 7 nin genel bir 7 parametresi igin egrilik ve torsiyonu;

kOO selofo.5%0)
Forol” [po=7)

ile hesaplanir (Hacisalihoglu1993).
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Simdi,
“(1) Ditzlemsel bir egriden bir silindirik helis nasil insa edilir?
(2) Bir silindirik helis verildiginde, bu helis hangi diizlemsel egriden elde edilmistir?”

sorularinin cevaplarim arastiracagiz.
3.1. Diizlemsel Egriler ve Silindirik Helisler

Bir uzay egrisi i¢in, eger torsiyon daima sifir ise bu egri bir diizlem tarafindan

igerilir. Bu durumda, ¥ yerine y efrisini ve k yerine &, egriligini ifade ediyoruz.

Bir y(r) diizlem egrisi iin bir uzay egrisi:
F@O)=y@)+ [cot Hilli(t)lldr]a +c @3.1.D)

olarak tanimliyoruz. Burada 6 sabit bir say1 ve a,c; 7()a=0 ve Ja|=1 olacak

sekilde sabit vektdrlerdir.

Teorem 3.1.1. Yukandaki kosullar altinda ¥ bir silindirik helistir. Ayrica, biitiin

silindirik helisler yukandaki metot ile inga edilebilirler.

ispat. (1) {lk iddiamun ispatt iin, 7{¢) nin birim hizh ve diizlemsel bir egri oldugunu
varsayalim. Bu durumda, ¥ egrisinin bir silindirik helis oldugunu gésterecegiz. Bunu
gostermek i¢in, ¥ nin sirasiyla egrilik ve torsiyonunu hesaplayalim:
(3.1.1) esitliginde her iki tarafin tilrevi alimirsa;
70 =7 +coto(p )t + ok
7(t)y=p(t) +cotfa
7@ =7()+ 0=k, (0)n(r)
7O =k, () + k, (0)()
=k, 0O+, O k,000)
= k()0 - (e, () (t)
elde edilir. Genel bir parametre igin torsiyon ve egrilik formiliinden k() ile z(¢) yi

elde edelim:
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¥x7 =+ cotba)x kn

=k,b—cotk,t

7% 7| = e b =cot @k, ).k b~ cot Ok 1)

= Jk2(1+cot’ 8)

i -2
77 =treot 251;29:(;‘?)“211:39
Foxie] =2
B y()yxy(t =Li_Q_= .
k(t)—W ‘113 k,(H)sin’ @

sin” @
k(t)=k,(t)sin*6

elde edilir.
det(?(‘)i(t‘)i‘"(t)): (}7([) x ?([))]7(3)(0

=k, (0)b(0) + cot 6k, (t)(ax n))(lé,, On@) -k (z)z(:))
= cot bk,

derlf .5 0.7 1)) = cord

ve
. v 2 k2
by bve — i
Foxiol =25
oldugundan,
cot AL’ -
T(t) = i L =k, (t)cotPsin’ 6
P
sin’ @

z(t) = k, () cotsin’ &

dir. Boylece, ¥ egrisinin egrilik ve torsiyonu elde edildi. ¥ egrisi igin (%j(s)
hesaplanirsa:

T k (t)cotBsin’
Ty==e2 720 % < cotf = sbt
(kj() knsinie
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elde edilir. O halde, ¥ bir silindirik helistir.
(2) Ikinci iddia igin, 7(s) birim hizli bir silindirik helis olsun. Bu silindirik helis hangi
diizlemsel egriden elde edilmigtir?

¥ nin birim hizh bir silindirik helis olmast durumunda d(s) kiiresel Darboux gésterimi
sabittir. Gosterelim:

d(s) =sabit mi? Yani, d'(s) =0 m?

T
by PO +[;]<sms)

I~ (o
k

oldugundan her iki tarafin tiirevi alinirsa:

d(s)=

B'(s) +(%)(S)T' (5) —T(N()+ (%J(S)k(S)N ()
= =0

o e

elde edilir. O halde, d(s) =sabittir. a =d(s) olarak ifade edelim. Bu durumda

o D) _ _
a—d(s)—HD(s)” , aa=d(s)d(s)

d'(s)=

mnwu:l

aa=1
olur.
7 silindirik helis oldugundan, r(s) = ck(s) olacak sekilde bir ¢ reel sayist vardir 6yle ki

& w1 cot@=c olacak sekilde segelim. Genellikten bir sey kaybetmeksizin sind >0
oldugunu farz edelim.

7(s) = 7(5) - (F(s).a)a eprisini ele alalum. Bu durumda y'(s}a=0 mdiur?
y)a={F() ~(Fs)a)a)a=7(s)a~(7(s)akaq)

aa=1
oldugundan,
y(s)a=0
dir. Her iki tarafin tiirevi alinirsa

y'(s)a=0

42



elde edilir. O halde, y(s) bir diizlemsel egridir.

=1

F®)a=]7)| Hcos&
i 1

=cosf
7'(s).a =cos 8 = sabit

olur.

O halde, y(s) +(c0t9 J:Hy‘(r)[ldr)a =7

b=
7'(s)=7() -7 (s)ada

Her iki tarafin normu alinirsa:

ol =76 -G6)aai () -G ()4)k)
= \/T(S),T(S)+ cos’ Ba.a—27"(s).cosba
= \/1 +cos’ 8 —2cos0(7'(s).a)

=sin’@ =sind

elde edilir. O halde,
'@ =sin6 (3.1.2)

dir. (3.1.2) esitligi dikkate alindiginda,
y(s)+ (cot oily (r)](dr)a =7()-(F()a)a+ (cot 81,sin6d z')a

=y (s)—scosfa+cotdsinfsa

=7{s)
= 7(s)=7(5) + ot Ry @k
elde edilir.

Asagidaki sonucu verebiliriz:

Sonug¢ 3.1.1, Diizlemsel bir y egrisi ¢emberdir gerek ve yeter sart karsilik gelen

silindirik helisler, dairesel helislerdir.
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ispat. Teotem 3.1.1 in ispatindaki hesaplama ile ko) =k, ()sin’ 0 ve
r(t)zkp(t)cotgsin29 dir. O halde, &,(f) sabit oldugunda k(¢) ve z(¢) sabit olur.

Tersine, k(t) ve 7(¢) sabit oldugunda k,(¢) sabittir. Boylece ispat tamamlanmus olur.

70> R (i=12) uzay egrilerinin eger 7(t)=7"(,), 0<p<k kosulu
saglaniyorsa, 7, (f,) ve 7,(,) enaz (k+1) degr;le noktasina sahiptir denir.

Ayrica eger ¥, (t,) ve 7,(t,) en az (k+1) degme noktasina sahip ve
)= 70 () kosulu saBlanrsa 7, (1) ve 7;(t) (k+1) degme noktasima

sahiptir denir. Bu durumda asagidaki temel dnermeyi verebiliriz.

Onerme 3.1.1. 7:1 > R*, k#0 olacak sekilde bir regtiler egri olsun. Bu durumda bir
tyeJ <l agik arahfr ve bir tek &:J >R’ dairesel helisi vardir oyleki & ) =7(1)

dirve 8,7 ¢, daen az 3 defime noktasina sahiptir. Burada k(ty), 5 nn egriligidir.

ispat.

S =7(t), 8(t) =F(t,) ve 8(t,) =7(t,) baslangig kosullan alunda

ks (1) = k(ty) ve 7,(t) =t(ty)

dogal esitliklerinin ¢oziimii ile verilir. 5 dairesel helisine s, da ¥ mn askiilator

dairesel helisi denir.
3.2. Bir Silindirik Helisin Diizlemsel Evoliitii

7:1 >R, k=0 olacak sekilde bir regitler egri olsun. Bu durumda bir £, € J < I agik
aralif1 ve & {t,)=7(t,) kosulunu saglayan bir tek 5:J >R dairesel helisi vardir ve
7 ile &, t, da en az 3-degme noktasina sahiptir. Burada k(to), & nmn egriligidir
(Izumiya ve Takeuchi 2002).



Teorem 3.1.1 in ispatr ile & silindirik helisi, 5(s)=5(s)—(5 (s).a}z diizlemsel
egrisine kargihk gelir. & bir dairesel helis oldugundan, & bir ¢emberdir. Bu gember,
5o = 8(t,) noktasinda y(s)=7¥(s) —(}7 (s)‘a)a ile en az ii¢ depme noktasina sahiptir. O
halde &, s, noktasinda y nin egrilik ¢emberidir (Sabuncuoglu 2004). § nmn
merkezine, s, da y mn efrilik merkezi adi verilir. Bir y dizlem egrisinin egrilik

merkezinin geometrik yeri, y egrisinin evoliitli olarak adlandinlir. » min evoliitii;

1
e, (o) =y(o)+ [ o) ]n(o)
ile verilir.

Burada n(o?), dizlemdeki (o) birim tanjant vektdriintin saat ydniiniin tersi yonde %

doénmesi ile verilen birim normal vektdrdiir.
Bir 7(s) silindirik helisi igin,
k(s)

prasyrncill)

Ey(s)=7(s)-(7(s)a)a+
egrisini disiinelim.
Gosterebiliriz ki; E';(s).a =0 dir. Gergekten,

k(s)

EORTO

Ey(s)a=7(s)a-{(7(s)a)a)a+
N(s) La oldugundan, N(s).a=0 dir. Bu durumda,
E;(s)a=E;(s)a=0
elde edilir. O halde, E;(s) bir dizlemsel egridir. Aynca E;(s), y(s)=7(s) - (7(s)a)a

egrisinin evolutiidiir.

Gosterelim:

1
e,(c)=y(c) +( 3 (a)}v(a)

k(s)

ok

E;(8)=7(s)~ (F(s)a)a +

7{s)

Bu durumda,
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1 T ()
(kp(s)]n(s)- kO

Hatirlayalim ki, bir helisin eksenine dik bir diizlem {izerine izdiigiimiiniin asli normali,

kargilik gelen helisin asli normaline paraleldir ve karsihk gelen egrilik:

k
ko=
? sina
dir (Struik 1950).
T ~ . k
cote = oldugundan, sin@ = ——=— dir.
k K+t
k2
k 1 _sinfae 3o 1 k
= = — = = ———
" osine k, k k k, B+7
olur.
nliN ve 1 - oldugundan,
k, kK+7° g
1k
k £+
elde edilir.

O halde E;(s), 7(s)=7(s)~(¥(s)-a)a egrisinin evolitiidiir. E;(s) ye, 7(s) silindirik

helisinin diizlemsel evoliitii adi verilir.
3.3. Kiiresel Egriler ve Bertrand Egrileri

Bu bolimde, kiiresel egrilerden Bertrand egrilerini insa etmek icin metot
tanimlayacagiz. Ayrica bir Bertrand egrisi verildiginde, bu Bertrand egrisi hangi kiiresel
egriden elde edilmis oldugunu arastiracagz.

y:1— §? birim hizl bir kitresel egri olsun. Bu béliimde, ¢ yi y mn yay parametresi
olarak ifade edelim. y nin o noktasindaki birim tanjant vektdrii 1(c) = y(c) olsun.

Burada, y =—‘—iZ~ dir.
do
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s(c)=y(o)xt{c) olsun. Tammdan, y boyunca bir {7(0'),t(<7),s(cr)} gatisina sahip
oluyoruz. Bu ¢attya y nin Sabban catist adi verilir. Bdylece, y nin kiresel Frenet-
Serret formiilfine sahibiz:

7{o)=t(0)

H{o)y=-y(o)+ k,(a)s(a)

$(o) =~k (o)(0)
Burada £,(0), § ? gzerindeki y egrisinin geodezik egriligidir.
k(o)= det(y(o),L(0),H(c)) ile verilir.

Simdi, bir uzay egrisi tanimlayalin:

7o) =a] y@)dr +acotd {s(r)dr +c  (3.3.0)

Fa

Burada a, @ sabit sayilar ve ¢ bir sabit vektordiir,

Teorem 3.3.1. Yukaridaki kosul altinda 7 bir Bertrand egrisidir. Ayrica, ttim Bertrand

efrileri yukandaki metot ile insa edilebilir.

ispat. (1) (3.3.1) esitligi ile tammlanan 7 egrisi bir Bertrand egrisi midir? Bunu
gbstermek i¢in 7(o) egrisinin egrilik ve torsiyonunu hesaplayalim:
¥(c) mn tamimindan,
7(0) = a(y(o) + cot85())
?(0') = a(l ~cotdk, (0')}(0')
7o) = —acotfk, (o) (o) + a(l —cot@k, (cr)x— (o) +k, (o')s(o))
elde edilir.
Bdylece genel bir parametre igin egrilik ve torsiyon formilliinden,

s a0 2
& (d)zgsm (1~ k (o) cot ) , gsm 9(kg(:-)+cot0)

o) = (3.3.2)

elde edilir. Burada ¢ = *1 dir.

Simdi, a(s k(o) +cot Bt(a)) ifadesinin egitini elde edelim:
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a(s k(o) +cotbr(c)) = a[&s sin” 01 -, () cot0) +cotf sin’ 6k, (@) + cot ‘9)}

a a
=sin? 9(1 ~k, (o)cot6)+ cot@sin’ G(kx (o) + cote)
=sin’  —sin’ 6k, (o) cot§ + cotOsin’ bk, () + cot’ Hsin’ 6

2
8 .
=sin?8+°28 Csinte =1
St nTe
= a(g k(o) +cotbr(c)) =1

= (aelk(o) + (acotf)r(c) =1
- 5

Yani, Ak(c)+ Br(o)=1 olacak sekilde 4,BeR vardir. O halde ¥ bir Bertrand
egrisidir.
(2) ¥ bir Bertrand egrisi olsun. Bu durumda ¥ egrisine kargilik gelen kiiresel egriyi

elde edelim:

7(s) bir Bertrand egrisi oldugundan, 4k(s)+ Bz(s) =1 olacak sekilde sifirdan farkls A,
B reel sayilan vardir. a=4,cotf= B segelim. Farz edelim ki a>0 ve g=%1
a

dyleki £ >0 segilsin.
a

Simdi, y(s)=5(sin6T(s)—cos€B(s)) kitresel egrisini tamimlayalim. Her iki tarafin

titrevi alinirsa:
7' (s)= 8(sin 8T'(s) —cos8 B'(s)}= 8(Sin Bk(s)N(s) + cosBz(s)N(s))
O halde,
7'(5) = &(k(s) +cot 8 r(s))N (8)= ZsingN (s)
a
dir.

o, y mn yay parametresi olsun. Bu durumda, %’ = (f—)siné’ dir. Ayrica,
a

ay(s) % = ae(sin7T(s)~cosd .B(s))E sind = sin H{sin HT(s) —cos b B(s))
a .
ve

acotd y(s)x 4y 49 _ ootd &(sinBT(s) - cos B(s))x Zsin AN (s)
do ds a
= cos(sin €B(s)+ cos 8T (s)).
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s=yx :—g oldugundan,
az y(7)dr +acot 625( r)dr = j'sin BsinBT(t)—-cosb B(l))dt +jcos B(sin 8 B(t) +cosOT (2))a:
5 )
.= 'jﬂT(t)dt =F(s)+c
=¥(s)= azy(r)dr + acotﬁIs(r)dr +c

elde edilir.

$imdi, Bertrand egrileri ve dairesel helisler arasindaki iligkiyi ortaya koyan sonucu

verebiliriz:

Sonug 3.3.1. » kiiresel egrisi bir cemberdir gerek ve yeter sart kargilik gelen Bertrand

egrileri, dairesel helislerdir.

ispat. (3.3.2) den,

sin* (1 - k(o) cot ) sin® 6(k (o) + cot @)
¢ & , 7(0) =22 5D TEOT)
a a

k(o) =

dir. Bu ifadelerin tiirevleri alinirsa:

s o
- sk,,(a)cosG’ z;(o_)zﬁsm Hkg(o').

k(o)
elde edilir.

O halde, y kiiresel efrisi ¢emberdir gerek ve yeter sart Iftg(a) =0 dir. Bu kosul,

Ié(o-) =7{0) =0 kosuluna denktir. Bsylece ispat tamamlanmus olur.

3.4. Bir Bertrand Egrisinin Kiiresel Evoliitii

v kilresel egrisinin eprilik merkezinin geometrik yerini disiinelim. y nin egrilik

merkezinin geometrik yerine, y nin kiiresel evoliitil denir ve

,(0) = -———(k, ()7(e) + 5(0)
k (o) +1
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ile verilir. Bu durumda asagidaki Snermeyi verebiliriz:

Onerme 3.4.1. y:/— 8" bir kiresel efri ve j:/—>R® y ya karsihk gelen bir

Bertrand egrisi olsun. Bu durumda ¥ nun kiresel Darboux gdsterimi, y mn kiiresel

evoliitline esittir,

ispat. (3.3.2) den,
gsinz 80—k (o)cot8) . sin’ B(k, () + cot 4)

a

k(o)=

7(o) =
dir. Ayrica,

7o) =a(y(c) + cot93(o-))%
N(o)=¢t(o)

B(o)= sa(%g)(s(o-) ~cotfy(c))
dir. Bu degerler yerine yazilirsa:

Do) = 7(0)T(c) + k(o) B(G) = %(s(d) +k (0)7(0)

elde edilir. Boylece,
d(o)=¢,(c)

elde edilir.
3.5. Ornekler
Bu bsliimde, teorem 3.1.1 ve teorem 3.2.1 de verilen metotlar kullanslarak Bertrand

eprileri ve silindirik helislerin 6rnekleri veriliyor. Ayrica, bir Bertrand egrisinin kiiresel

Darboux gdsteriminin ve bir silindirik helisin diizlemse{ evoliitiiniin resimleri giziliyor.
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Sekil 3.5.1. Silindirik helis ve diizlemsel evoliitii

T e
N .

Sekil 3.5.2. Bertrand egrisi

Ornek 3.5.1. y(t) dizlem egrisi y(t):(x,(t),xz(t),O) ve a=(0,0,1) olsun. O halde,
sabit bir ¢ sayisigin karsilik gelen silindirik helis:
7t) = (x‘(t),xz(t),c I %) +5c2(t)2dt)

dir.
Simdi  bir  y(0) =(2c0s8,5in8,0) dizlem eprisini ele alalim. Bu durumda,
7(0)=(2cosf,sinb,E(G,-3)) silindirik  helisine sahip oluyoruz.  Burada,
E(z,m)= f\/l —msin® 8d@ dir. Ayrica 7 nin diizlemsel evoliitti :

[

E(6)= (@) cos(1 - 3sin’ 6),~3sin e,o]

dir. Bu egriler Sekil 3.5.1. de veriliyor.
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Ornek 3.5.2. 7(8) = (sin®,sinGcos @, cos” §) kiiresel eprisini diisiinelim. Teorem 3.2.1.

deki metodun kullanimi ile agapidaki Bertrand egrisine sahip oluyoruz:
{a=tve cotd =1)

7(0)=| - Ll Lefg L), L
7(0)—[ cos€+\/§( 2F(9,2J 2( 45(9 2)+3F(9 ZDJ
V2sin6 ) 1 3 +cos(26) sing
__2arctan[ r_—3+cos(29)) Zcos(20)+—2 7 s

8 c0s8+3+cos(26)

3 _T +%log(«/§ cos8 + /3 +cos(26) )+ %sin(%?)),

Burada, F(r,
% Firm= 5"1 msme

Egrinin resimleri Sekil 3.5.2. de veriliyor. Aynica, y min ve y mn kiiresel Darboux
gosteriminin resimleri Sekil 3.5.3. de veriliyor. Sekil 3.54., 7 mn Darboux

agilabilirinin bir pargasidir.

Sekil 3.5.3. Kiiresel egri ve kiiresel Darboux gdsterimi
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Sekil 3.5.4, Darboux agilabilir ylizey
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4. YENI OZEL EGRILER VE ACILABILIR YOZEYLER

Bu bgliimde, E* uzayinda slant helisler ve konikal geodezik egriler olarak
adlandirlan  yeni &6zel egriler tanimlanacaktir. Bu kavramlar, silindirik helisler
kavraminin genellemeleridirler. Ayrica, bir uzay egrisinin tegetsel Darboux agilabiliri
kavramuna gitig yaptlacaktir. Yilzey tizerinde bir geodezik olarak bir slant helisin varhgt
kosulu altinda 6zel agilabilir ylzeylerin bir siniflandirmasy verilecektir. Bslim 4.3, te
slant helisler ve konikal geodezik egriler, agilabilir yiizeyler iizerindeki egriler olarak

ele alinacaktir. Bsliim 4.4. te slant helislerin 6rnegi verilip resimleri ¢izilecektir.

4.1. Yeni Ozel Egrilerin Tanunx

Tamm 4.1.1. y:1 - £?,

l}/' (s)[l =1 olacak gekilde birim hizlt bir egri olsun.

k(s) # 0 olacak sekilde y egrisine bir slant helis egrisi denir eger » nn asli normal
dogrulan, sabit bir dogrultu ile sabit bir ag1 yapiyor ise.

Uyariyoruz ki, bir silindirik helisin asli normal dogrulari, sabit dogruituya diktir. Yani
her silindirik helis bir slant helisidir. O halde, slant helislerin notasyonu, silindirik

helislerin notasyonunun bir genellemesidir.

Tamm 4.1.2, y: [ - E°, ﬂ}/'(s)” =] olacak sekilde birim huzli bir egri olsun,

k(s)#0 olacak sekilde y egrisine, konikal geodezik egri denir eger (-;—j (s) sabit bir
fonksiyon ise. Burada k(s) ve 7(s), 7 nin sirastyla egrilik ve torsiyonudur.

Slant helislerin agagidaki karakterizasyonunu verebiliriz.

Onerme 4.1.1. y, k(s)#0 olacak sekilde birim hizli bir uzay egrisi oléun. Bu

durumda, y bir slant helis egrisidir gerek ve yeter sart

& (=
o (k1+12)m[k) ©

sabit bir fonksiyondur.

54



Ispat. 7 nn asli normal kiirese! gosterimi »n: [ — §? olsun. » nin egriligi &', geodezik
egriligi &', , normal egriligi &', ve teget vektdrii ¢ olsun.

Gauss denkleminden,

Dt'=D+S() LN

dir (Hacisalihoglu 2000).

Dt.D,t'= (DA —~S(t) 1 N).(DI-S(t')£'N)
DDt = Dt Da+(S()e)
ot =[pie] + sy
k%= k2+k?

S? igin, S(#").'=1 oldugundan
k'2=k':+l 4.1.1)

elde edilir.
Gasterecegiz ki, y nin n:1— S? asli normal kiiresel gosterimi, S* deki gemberin bir

pargasidir. (4.1.1) den dolayr &' sabit oldugunda k', de sabit olacagindan, k', yi elde

edelim:

p
/C__(n)

Sekil 4.1.1. Asli normal gsterge egrisinin tegeti

Bunun i¢in 6ncelikle D,+'= % degerini bulalim:

I'= iiﬁfi’s—:t~(—1\:r+rb)——
ds ds

Her iki tarafin normu alinirsa:

[ A P N
ds as'  Jk? +)s)

O halde,
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, 1

f= W(s)(—k(s)t(s) +7()b(s))
elde edilir.
SOV L .
" dsds dskieel
dir.
a_,
ds

dr' 1 1 . . \

E=[W}(—h*-w)-*_m(—kt—kt*{b*—d))
— D= 1 -kt+1 + 1

@Y | e Kar

| Kkttt -k+d .

(k2+z_2)3/2 (k2+1'2)”2 k2+2'

(k' - (K +77)n +7'b)

(=K't~ (k* +7%)n +7'b)

g

T

[ kk+or k k' K +7t Kk+1't T
K+ (K + ) TR ¥ S n+

(k(kk+T7) K —t(k+7') T

= - t—n+ + b
RCETa% k’+r2:| ! [ K+ K

_kzk'+k2‘2"~k2k'—-2'2k} [— 'k -k + 1‘22“'}
_— ——lt-n+ b

L &+ & +7)
_ r(kr'+k’y " k(r'k—1k")
(k* + 7%y (k* +7?)
2 t 12 2e00 L hY\2 T N2
:>k,(s)=z‘(kz'+zk) k' (r'k—-1") +l:>k'2=(Tk ') o1

+
(k*+7%)* &+ * +7y
k?=k%+1 oldugundan, k% =k”-1 dir. O halde,

kv2 = (T’k —1'-k|)2
& ( kZ + z.2)3
dir. Her iki tarafin karekokil alinrsa:
o'k~ K T

( ] = o(s)

ke (5)= 2 +72) 7 = K +ry" k;

elde edilir.
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O halde, §* deki # nin geodezik egriligi o(s) ile verilir. Bdylece, » nin gésterimi S?
deki gemberin bir parcasidir gerek ve yeter sart o(s) sabit bir fonksiyondur. Béylece

slant helisin karakterizasyonu elde edilmis oldu.
4.2, Bir Uzay Egrisi ile ilgili Agilabilir Yiizeyler

Bu kisimda, bir uzay egrisi ile ilgili li¢ agilabilir ylizey tanimlanip bu yiizeylerin yeni
&zel egrilerle olan iliskileri verilecektir.

¥, k(s)#0 olacak gekilde birim izl bir uzay egrisi olsun. Ele alacagimz
ylizeylerden ilki ikinci bdliimde tanimlanmis olan y nun rektifiyan agilabilir yiizeyidir.
Hatirlatalim ki y min rektifiyan agilabilir ylzeyi Fi (y,5)(s,u)= y(s)+u5(s) olarak

tammlanmisti. Ayrica diger regle yiizeylerin tanimlarini verelim:

Tamm 4.2.1. y nin F(b,0)(s,u) = b(s) + ut(s) yizeyine, y nin Darboux agilabiliri adi

verilir. Burada #(s) ve &(s), y nin sirasiyla teget ve binormal vektorleridir.

Tanm 422 y mn F(D,n)(s,u)=D(s)+un(s) ile verilen n(s) bitim tanjant

vektdriiniin Darboux agilabilirine, y min tegetsel Darboux agiabiliri denir. Burada
1 .

e ($)(7 ()2 (5) + k(5)b(s)) , birim Darboux vektdr alanidir.

Vot + &

Ik olarak, k(s)#0 olacak sekilde birim hizlt bir y(s) uzay efrisinin rektifiyan

D)=

agtlabilirini diistinelim. Asagidaki 6nermeyi verebiliriz:

Onerme 4.2.1. Birim hizls bir y: - R?, k(s)# 0 efrisi i¢in asafidakiler denktirler.
(1) ¥ nm F(y,D):IxR - R* rektifiyan agilabiliri bir konikal yiizeydir,
(2) y bir konikal geodezik egridir.
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ispat. F(7,D) nn singiiler geometrik yeri:

i

( J
k
ile verilir. Frenet-Serret formﬁlilnden,

¢'(s)=(£] (s)[[%]] D(s)

() =y(s)- (5)D(s)

+

dir.
Béylece, ¢'(s) =0 olmasi igin gerek ve yeter gart (%) (s) =0 olmasidir.

Yani, ¢'(s) =0 olmast igin gerek ve yeter gart (%) (s) = sabit olmasidir.

O halde, y bir konikal geodezik egridir. Béylece ispat tamamlanmus olur.

Onerme 4.2.2. Birim huzh y: 7 — R?, k(s)# 0 egrisi igin agagidakiler denktirler.
(1) ¥ nin F(D,n):IxR— R tegetsel Darboux agilabiliri bir konikal ytizeydir.
(2) y bir slant helistir.

ispat. Once F(D,n)(s,u) yiizeyinin singtiler noktalarim arastiralim.
(89514, F(D,n)(s,u) yiizeyinin singiller noktast olsun. O halde,

D'(sy) x n(s,) + gn'(s5) x n(s5)=0 4.2.1)
dir.

n'(8) = =k(s)(s) + 7(s)b(s)

' (s)x n(s) = —k(s)(s) x n(s) + v(s)b(s) x n(s)
n'(syx n(s) = —k(s)b(s) — v(s)t(s)

elde edilir. D(s) = [—J—_—z—l-a?)(s)(r(s)t(s) + k($)b(s)) oldugundan,
Tt +
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. 1 i T
D (S)-:(m] (S)(Tt'{'kb)'f"(m(s)(z't‘f'k b)]

Kk+7'r 1 o
=—(m’)3—,2‘(ﬂ+kb)+(—kw(fl‘+kb)

[ (Kk+r'D)r 7 (Kk+7'0)k I3

- (k2+z,2)3/2 +(k2 +72)”2 = (.IC2 +z,2)3/2 + (kl +Z,2)l/2
(—kkr -+ + k0| [ @k -

= (kz +z,2)3/z (k2+z'2)‘”2

Il

N &) 1(s)(k(s)t(s)—f(s)b(s))

(kZ +2,2)3/2

=—o(s)n'(s)
= D'(s) = —o(s)n'(s)
elde edilir. Buldugumuz bu degerler (4.2.1) ifadesinde yerine yazilirsa:
D'(sp) x 1(5,) + uph' (85) % 1(8,) = (8, )1' (5,) X 1(8,) + upn' (5 x n(5p) = 0
=5 (=0 (Sy) + U I (85 ) x 1(8p) = 0, K'(sg)x nls,) =0
=uy=(5,)
elde edilir. O halde, F(D,n)(s,u) tegetsel Darboux agilabilirin singiller geometrik yeri:
p(s) = D(s) + o(s)n(s)
ile verilir.
F(D,n)(s,u) nin bir konikal ylizey olmast igin gerek ve yeter sart ¢'(s) =0 olmasidir.
¢'(s) =0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart o'(s) =0 dir.
Béylece, F(D,n)(s,u) nin bir konikal yiizey olmas: i¢in gerek ve yeter sart o(s) =sabit
olmasidir.

O halde, y slant helis egrisidir. Bdylece ispat tamamlanmus olur.

4.3. Acilabilir Yiizeyler Uzerinde Egriler
Bu kisimda, slant helisler ve konikal geodezik efriler, agilabilir ylzeyler

tizerindeki egriler teorisi bakis agisindan ele alinacaktir. fkinci bSliimde, bir silindirik
helisin rektifiyan agilabilirinin bir silindirik yiizey oldugu ve bu silindirik helisin orijinal
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ylizeyin bir geodezigi oldugu ispatlanmist. Asagidaki Snerme, tersinin de ayrica dogru

oldugunu gdstermektedir.

Ouverme 4.3.1. S bir regle ylizey ve y(s), § lizerinde k(s)#0 olacak sekilde bir
regiiler egri olsun. Bu durumda agagidaki kosullar denktirler:
(1) S, y(s) nin rektifiyan acilabilir ylizeyidir.
(2) Ana dogrular igin enlem olan y(s), S nin geodezigidir ve § bir agilabilir
yiizeydir.

Ispat. Q)= (1):

Farz edelim ki S bir agilabilir ylizey olsun. Bu durumda Pe S noktasinda S nin
tanjant diizlemi, P den gegen yoriinge boyunca sabittir.

Ana dogrular igin enlem olan y(s), S nin geodezigi olsun. Bu durumda P =y(s,) da
¥ nin asli normali, P noktasinda S ylizeyinin normaline paraleldir. O halde P = y(s,)
da, y(s) nin rektifiyan ditzlemi, P noktasinda S nin tanjant diizlemidir. P den gegen
ana dogru boyunca P deki tanjant diizlem sabit oldugundan, S yiizeyi y(s) nin
rektifiyan diizlemler ailesinin bir zarfidir. O halde S yiizeyi, y(s) nin rektifiyan

agilabilir yiizeyidir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Yizey tizerinde bir geodezik olarak bir slant helisin varligi kosulu altinda 6zel agilabilir

yilzeylerin asagidaki siniflamasin verebiliriz:.

Teorem 4.3.1. S bir acilabilir yiizey ve y(s), k(s)# 0 olacak gekilde § iizerinde
regiiler bir egri olsun. Farz edelim ki, »(s) S nin bir slant helis egrisidir ve ana

dogrular i¢in enlem olan bir geodeziktir. Bu durumda:
(1) Eger y bir silindirik helis ise, S silindirik yiizeyin bir parcasidir.

(2) Eger y bir silindirik helis degil ve (—Tk—j (s)=0 ise, S dairesel koninin bir

pargasidir.
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(3) Eger y bir silindirik helis degil ve (%) (5)#0 ise, § bir silindirik helisin

tegetsel agtlabilirinin bir par¢asidir.

fspat. y, S nin bir geodezigi oldupundan, Onerme 4.3.1. den 8, y min rektifiyan
agtlabiliridir. y, § Uzerinde bir slant helis egrisi oldugundan,

2 1
o(s)= ((Icz—frﬁ:ﬁ(é) )(s) =¢ 4.3.1)

dir. Burada c sabit bir sayidrr.

(1) Onerme 4.2.2 nin ispatindan ve (4.3.1) den, D'(s)=-0(s)n'(s)=—cn'(s) dir.
Burada D(s) birim Darboux vektsr ve n(s), y(s) nin birim asli normalidir.
Tanimdan, #'(s)a=0 olacak sekilde bir a sabit vektdrii vardir.
D'(s) = —cn'(s) oldugundan, Darboux vektdrt ayrica a ile verilen sabit bir

doprultu ile sabit bir agt yapar,
¢=0 oldugunda (%J (s)=0 olur. O halde, y(s) bir silindirik helistir. Bu

durumda, D'(s) =0 olur.

=> D(s) = sabit.

= D(s) = sabit.

elde edilir. O halde, D(s) Darboux vektoril sabit bir dogrultuya sahiptir. y(s)

dogrultusu ile verildiginden,
D(s)xD'(s)=0
elde edilir. O halde S, silindirik yiizeyin bir parcasidir. Boylece iddia (1)

ispatlanmus olur,
(2) y(s) bir silindirik helis degil ise, ¢ # 0 dir. Onerme 4.2.1 den, eger (%) (s)=0

ise, S konikal yiizeyin bir pargasidir. § nin ydriingelerinin dogrultusu, sabit bir
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dogrultu ile sabit ag1 yapan D(s) -Darboux vektorii ile verilir. O halde, S
konikal ylizeyi bir dairesel koniktir. Boylece iddia (2) ispatlants olur.
(3) y mn rektifiyan agilabilirinin singtiler noktalarimin geometrik yeri:

(sy=y(s)— 1, Bs) (4.3.2)

T
z] ()

dir. Burada D(s), »(s) nin genellestirilmis Darboux vektdriidiir. (4.3.2)
ifadesinde her iki tarafin tiirevi alimrsa:

T

i,
) =——~5—D(s)=#0
T
BIE

elde edilir. Bu durumda ¢(s) bir regiiler uzay egrisidir ve ¢'(s) ile D(s) aym
dogrultudadir. Ayrica, y(s) slant helisi oldugundan, y(s) nin Darboux vektdrii,
sabit bir dogrultu ile sabit a¢1 yapar. Burada, Darboux vektdrii S nin
yoriingelerinin dogrultusunu verir.
#(s), y mn rektifiyan agilabilirinin singiiler noktalarinin geometrik yeri
oldugundan S, #(s) nin tegetsel agilabilirinin bir pargas: olarak diistiniilebilir.
O halde, ¢(s) nin tanjant dogrultusu ile p(s) nin Darboux vektdrii aym

dogrultudadir. Bu da ¢(s) nin bir silindirik helis oldugu anlamina gelir. Boylece

ispat tamamlanmis olur.
Onerme 4.2.1. ve 8nerme 4.3.1. in bir sonucu olarak agafidaki Snermeyi verebiliriz:
Onerme 4.3.2. S bir agilabilir yiizey ve ana dogrular igin enlem olan y(s), k(s)=#0

olacak gekilde S {izerinde bir geodezik olsun. Bu durumda §, konikal yiizeyin bir
pargasidir gerek ve yeter sart y(s) bir konikal geodezik egridir.
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4.4. Ornekler

Bu boliimde slant helis egrisinin 8rnegi verilip resmi gizilecektir.

76) = (_ a* - b ( cos((a +b)6) + cos{(a - b)e)}

2a { (a+by (a-by
(a-#? )( sin((a+2)0) , sin((a—6)6)
2a (a+bY: (a-by [

2 _ 12
R Cilal cos(b&)]
ab
ile tamimlanan uzay egrisini ele alalim:

7(6) mn egrilik ve torsiyonu hesaplanursa:

k(6) = va® —b* cos(b8), r(0) =va’ —b*sin(h8)

elde edilir. Bdylece,

~b
0)=——,
a(8) PRy

Al -b T ’ 2p*
{E(e)) B cos’(b6) L (;(6)) B cos’(h8) =4

dir. Baylece y(#) bir slant helistir, silindirik helis degildir. Teorem 4.3.1 den, y(6) bir

[%)(9) = tan(60),

silindirik helisin tanjant agilabilirinin bir geodezigidir. Aslinda y(6) ya karsilik gelen
tanjant agilabilir, ¥(8) mn rektifiyan acilabiliridir. (Onerme 4.3.1).

Sekil 4.4.1. de, y(0) mn a=2,b=1 igin resmi ¢izilmigtir. Sekil 4.4.2. de, ¥(6) mn
rektifiyan agulabiliri; Sekil 4.4.3. de, y(8) mmn rektifiyan agilabilirinin singiiler
geometrik yeri; Sekil 4.4.4. te, y(0) ve onun rektifiyan agilabilirinin singiler geometrik

yeri resmedilmigtir.
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Sekil 4.4.1. Slant helis egrisi

Sekil 4.4.3. Slant helisin rektifiyan acilabilirinin singiiler yeri



Sekil 4.4.4. Slant helis egrisi ve rektifiyan agilabilirinin singiiler veri
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5. SLANT HELIS EGRISI VE ONUN KURESEL GOSTERIM{

Dérdiincii bsliimde, slant helisler ve konikal geodezik egriler tanimlanip yiizey iizerinde
bir geodezik olarak bir slant helisin varhf kosulu altinda 6zel agilabilir yiizeylerin
siniflandirmas: elde edilmisti. Bu boliimde, bir slant helisin teget ve binormal
gBsteriminin kiiresel gdrtintilleri aragtinlacaktir. Ayrica, sabit presesyonlu egrinin
tanimu verilip sabit presesyonlu bir egrinin bir slant helisi oldugu gosterilecektir. Bir y

egrisinin involiitiiniin bir silindirik helis olmast i¢in gerek ve yeter sart ifade edilecektir.
5.1. Slant Helis Egrisi ve Sabit Presesyonlu Egrinin Tanim:

y: I >R, ”7‘ (s)” =1 olacak sekilde bir uzay egrisi olsun.

Dérdiincii boliimden hatirlayalim ki:

k(s) =0 olacak sekilde y bir slant helisidir efer y nin asli normal dogrulari, sabit bir
dogrultu ile sabit bir ag1 yapiyor ise. Ayrica yine ifade edilmisti ki:

y bir slant helis egrisidir gerek ve yeter sart ¥ mn (n) asli normal gésteriminin kiiresel

2 i
o(s) =[W[ij ](-‘)

geodezik egriligi olan

sabit bir fonksiyondur.

Tamm 5.1.1. 8:1->R?, "ﬂ'(s)” =1 olacak sekilde bir uzay egrisi olsun. F nmn
Darboux vektorit olan W =z, *+k,b* vektriiniin uzaydaki sabit bir dogru etrafinda,
sabit ag1 ve sabit iz ile dénmesi ile elde edilen egriye sabit presesyonlu egri ad1 verilir.
Burada k, ve z,, [ egrisinin swasiyla egrilik ve torsiyonudur. {t*,n*,b *} , B
egrisinin Frenet vekt6r alanlarinin bir bazidir.
Sabit presesyonlu bir egri

kg(s) = wsin(us)

7,5{(s) = weos(us)

ile karakterize edilir. Burada w>0 ve w, u sabitlerdir. Bu egri,
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2

x? +yz—ﬁ2—zZ =
w

e

4
w
dairesel tek kanatli hiperboloidi tzerinde yatar. Bu eBri kapalidir gerek ve yeter

£___ rasyoneldir (Scafield 1995).

e

5.2. Stant Helislerin Kiiresel Gosterimleri

Bu boliimde, bir slant helis egrisinin teget ve binormal gdsteriminin kiiresel goriintiileri
ele alinip bu kiiresel gérilntiilerin kiiresel helisler oldugu gosterilecektir.
Ayrica, sabit presesyonlu bir efrinin bir slant helis egrisi oldugu gosterilip bir »

egrisinin involiitinin bir silindirik helis olmasi igin gerek ve yeter sart ifade edilecektir.

Teorem 5.2.1. y bir slant helis egrisi olsun.  nin (f) teget gdsteriminin kiiresel resmi

bir kiiresel helistir.

Ispat. (¢) nin egriligini ve torsiyonunu sirasiyla k,,7, ile ifade edelim. %, yi ve 7, yi
hesaplayalim:
y egrisinin teget gdsteriminin kiiresel resmi & olsun. Bu durumda
8(s)=1(s) (5.2.1)
dir. (5.2.1) ifadesinin s ye gore tiirevi alinursa:
8'(S)=1(s)=kn
8"(s)=(kny=k'n+in'
=k'n+k(-kt +7b)

O halde,
S"=k'n—-kt+krh (5.2.2)
=8NS =) Ak n—k +kth)
=kr'nan-kEnat+k*rnab

=k'b+krt
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= [6'A8" = V(Kb + e )i + Kr1)
= JI (b + Te)(kb + 78)]
=,[k‘(k2 +tzi

= [8'AS|=kNE +47

o -
elde edilir.
NN S e
Colt K k
=k = @
! k

dir. (5.2.2) nin tekrar tiirevi alimrsa:
8P = 3kt + (k=K — T+ Qk'T+ k'T)b
= ASSY = k' kk'r
by SAS"SY Kbkt kr'—k'r
! “5',\5"[[2 K+ k@ +19)
kr'-k'r
T, =
TRk D)
dir.

O halde, %=0'(s) elde edilir. y bir slant helis egrisi oldugundan, o(s) sabit bir

t

fonksiyondur. Yani, L - sabittir. O halde, ¥ nin {f) teget gdsteriminin kilresel resmi bir
(]

kiiresel helistir.

Teorem 5.2.2. y bir slant helis egrisi olsun. y nmin (b) binormal gosteriminin kiiresel

resmi bir kiiresel helistir.
ispat. (b) nin egriligini ve torsiyonunu sirastyla &, ve 7z, ile ifade edelim. &, ve 7, yi

hesaplayalim:

¥ egrisinin binormal gésteriminin kitresel resmi G yani G(s) = b(s) olsun.
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=G (s)=~7n
G"(s)=krt—-1t'n-1’b
G'AG"=1t + k7D

= GG =T + o

lof =#*
 Jonol oy
o~ 7

=k, =

7T

elde edilir, Diger taraftan,
. 4tlG'.G"GY)
" oAt

oldugundan
Gm(s) =(krYt +k(kDIn— 1" n 1 (~kt + Tb) - (2’ )b - T (~Th)
= GIS) = k't + k) + (K1 7"+ ) — [r'r + (rz)‘]b
= (k' + 2kt )t + (K7 — 47 )n—3er'h
det(G.G",G¥)= G'AG"G®

=7 (k'r + 2kt') - 3kt'r

=} (rk'—kt')
ve ]|G'/\G""2 =7*(k* + r*) oldugu igin

.= k't -kt
Pk o)

bulunur. Béylece, % = ~g(s) elde edilir. » bir slant helis egrisi oldugundan o(s) sabit
h

bir fonksiyondur. Yani, Lo - sabit olur. O halde, ¥ mn (b) binormal gosteriminin
h

kiiresel resmi bir kiiresel helistir.
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Tamm 5.2.1. y,8:1—->R’ iki egri olsun. Farz edelim ki s noktasinda y ve g
egrilerinin Frenet gatilan: sirasiyla, {t, n,b} ve {t*,n*,b *} olsun. Eger #(s)£*(s) =0 ise,
£ egrisine y egrisinin involiitli; y egrisine B egrisinin evoliitli denir. Eger £ eprisi,
y efrisinin involiiti ise, involiitiin denklemi:

B(s)=y(s)+(c = 5)(s)
dir. Burada, ¢ bir sabit ve d(y(s), ﬂ(s))-—-[ c—s| dir.

Teorem 5.2.3. A3, bir y uzay egrisinin involiitii olsun. Bu durumda, y bir slant helis

egrisidir gerek ve yeter sart 4 bir silindirik helistir.

Ispat. B nn egriligini ve torsiyonunu sirasiyla & * ve r* ile ifade edelim. &k * ve 7* 1
hesaplayalim:
B'=(c—8)kn
B=—(c— )k +[(c - k=] + (¢ —s)kzb
= B'AB"=(c - )2k [zt + kb)
=B =~k + )"
ve
[Iﬁ"\ﬂ"” _ (C __S)ZkZ(kZ + 72)/2
B~ o

8T ==k = k*=

elde edilir. Burada c bir sabittir.

B9 =k ~3(c— sy skef - [rr~(c ~ s)(k'—ke? — k) -
e I ¢l 2T Ta

BAB = (c— )k et + kD)

1BABY = -5k (i + )

degerleri yerine yazilirsa

oGt 88%) kb ko r)

[

”ﬁ'/\ﬂ”uz ki + 2% fc—s) - s ) 3
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) %
elde edilir. Burada ¢ bir sabittir, Bdylece %=0’(s) dir. O halde, y slant helisinin

involittii bir silindirik helistir ve ayrica tersi de dogrudur.
Teorem 5.2.4. Sabit presesyonlu bir egri, bir slant helis egrisidir.

Ispat. y sabit presesyonlu bir egri olsun. Sabit presesyonlu y egrisi igin,
k(s) = wsin(us) , 7(s) = weos(us)

dir. Burada w> 0 ve w,u sabitlerdir. Bu durumda,
o(s)= ~# _sabit
w

elde edilir. O halde sabit presesyonlu bir egri, bir slant helis egrisidir.

Teorem 5.2.5. y:1 cR— R’ bir uzay egrisi olsun. y mn egriligini ve torsiyonunu
sirastyla &,z ile ifade edelim. Bu durumda, » bir slant helisidir gerek ve yeter sart
a:IcR—>R?, afs) =(oc,(s),oz2 (s)) eprisi bir gemberdir.

Burada, ,(s) = J.k(s)ds ve a,(s) = Iz(s)ds dir.

Ispat. o efrisinin egriligini hesaplayalim:

| a'e ") )= K z ' )= ols
ok )—(((al')z @V [ J( ) {(kz ”2)3/2(") ]( =t

= k, = o'(s) =sabit

elde edilir.O halde @ egrisi bir gemberdir. Bdylece ispat tamamlanmuis olur.
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5.3. Ornekler
Ornek 53.1.

Bir y slant helis egrisi,

25 .
——-si

y{s)= 612

n(18s) — %sin(S 0s)
25 9
= ———c0s(18s) + ——cos(50
7,(8) =h cos(18s) 1700 cos(50s)

yi(s)= 5175—2 sin(16s)

ile tanymlansin. Bu egri,

xZ y2 22

& W

tek kanath hiperboloidi izerinde yatar. y egrisinin resmi Sekil 5.3:1. de veriliyor.

0,064
.04
3.02-

0‘5& ’., P .
L£04 @ 004

Sekil 5.3.1. Slant helisin, hiperboloidi {izerindeki gésterimi
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ymn ()= (11,12,13) teget gosteriminin parametrizasyonu:
t(s)= —chos(l 8s5) —é—gcos(SOs)
1(s) = %sin(l 85) gsin(SOJ)
15
£(s) = —cos(16s
5(5) T (165)

dir. (¢) egrisinin resmi Sekil 5.3.2. de veriliyor.

Sekil 5.3.2. Birim kilre iizerinde y slant helisinin teget g8sterimi

y nn b =(b,b,,b,) binormal gbsteriminin parametrizasyonu:

b(s)= ——jgzsin(SOS) - gsin(l 8s)
by(s)= 3—94cos(50s) + goosa 8s)
by(s) = ~%§ $in(16s)

dir. (b) egrisinin resmi Sekil 5.3.3, de veriliyor,
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Sekil 5.3.3. Birim kilre fizerinde y slant helisinin binormal gdsterimi

y mmn 8 =(B, B, B,) involittiniin parametrizasyonu:

Bi(s)= 62—152 sin(18s) — i—;&;sin(SOs) - %s cos(18s) + %s cos(50s)

B,(s)= —%cos(l 8s) + cos(50s) - —i%ssin(lﬂs) + %ssin(SOs)

1700
Bi(s)= —El%sin(l 6s)— %scos(l 6s)

dir. B egrisinin resmi Sekil 5.3.4. de veriliyor.

1.59
13

)
(&
A /

i

29 N
A A A X

N>

Sekil 5.3.4. y slant helisinin S involiiti
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