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Şekil 3.3 Helikoid ve katenoid yüzeylerinin arakesit e¼grisi............................... 26
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1. G·IR·IŞ

Bilgisayar yard¬m¬yla geometri (Computational Geometry) bilgisayar bilimlerinin,

geometriler cinsinden ifade edilen algoritmalar¬n çal¬̧s¬ld¬¼g¬dal¬d¬r. Baz¬salt geometrik

problemler bilgisayarl¬geometrinin esas alan¬olan bu algoritmalar¬n çal¬̧s¬lmas¬ndan

ortaya ç¬km¬̧st¬r (Preparata ve Shomos 1993).

Bilgisayarl¬ geometrinin geli̧smesindeki itici güç bilgisayar gra�kleri ve bilgisayar

destekli tasar¬ ve üretim olmas¬na kaŗs¬n bilgisayarl¬ geometrinin bir çok

problemi reel hayattan, dolay¬s¬yla da matematiksel görselleştirmeden ortaya

ç¬kmaktad¬r. Bilgisayarl¬ geometrinin di¼ger önemli uygulamalar¬ ise robotik,

jeomor�k bilgi sistemleri, mikroçip tasar¬m¬ve bilgisayar destekli mühendislik gibi

alanlarda ortaya ç¬kar (Preparata ve Shomos 1993).

Geometrik modelleme, şekillerin matematiksel tan¬m¬için yöntem ve algoritmalar¬

inceleyen bilgisayarl¬ geometrinin bir dal¬d¬r. Geometrik modellemede çal¬̧s¬lan

şekillerin ço¼gu 2 ve 3 boyutlu olmas¬na kaŗs¬n, bir çok araç ve prensibi de sonlu

boyutlu uzaylara da uygulanabilmektedir. 2 boyutlu modeller bilgisayar etimogro�si

ve teknik resimde çok önemli bir yere sahiptir. 3 boyutlu modeller ise bilgisayar

destekli tasar¬m ve üretim için temel niteli¼ginde olup sivil ve mekanik

mühendisli¼ginde, ziraat, jeoloji ve t¬bbi görüntüleme gibi bir çok teknik alanda

yayg¬n olarak kullan¬lmaktad¬r (Farin ve Hoschec 2002).

·Iki yüzeyin arakesit problemi, bilgisayar destekli tasar¬da önemli bir problem olarak

kaŗs¬m¬za ç¬kar. ·Iki yüzeyin arakesitinin belirlenmesi, karmaş¬k şekillerin

modellenmesinde oldukça kullan¬̧sl¬ bir araçt¬r. Geometrik modellemede en çok

kullan¬lan yüzeyler ise ifadesi parametrik olarak ve kapal¬ fonksiyon ile verilen

yüzeylerdir. Hartmann (1996) Öklidyen 3-uzay¬nda tüm tipteki arakesit

problemleri için e¼grilik hesaplama formüllerini vermi̧stir. Wilmore (1959) ve

Allesio (2006)kapal¬ fonksiyon ile verilen iki yüzeyin transversal arakesit e¼grisinin

birim te¼get, birim asli normal, birim binormal vektörleri ile e¼grilik ve torsiyon
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fonksiyonlar¬n¬n nas¬l hesaplanaca¼g¬n¬göstermi̧slerdir. Ye ve Maekawa (1999) iki

yüzeyin hem transversal (boylu boyunca kesi̧sen) hem de te¼getsel arakesit e¼grilerinin

diferensiyel geometrik özellikleri için baz¬yöntemler vermi̧slerdir.

Allesio ve Guadalupe (2007) Kiehn (2004) in Falaco solitonlar¬üzerine olan çal¬̧s-

mas¬ndan yola ç¬karak Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de iki spacelike yüzeyin space-

like transversal arakesit e¼grisinin e¼griliklerini hesaplayarak, arakesit problemini Ök-

lid uzaylar¬ndan Lorentz uzaylar¬na taş¬m¬̧slard¬r.

Bu çal¬̧smada ilk olarak Allesio ve Guadalupe�nin yapm¬̧s oldu¼gu çal¬̧smadan yola

ç¬k¬larak, Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de iki timelike yüzeyin arakesit e¼grisinin bir

karakterizasyonu elde edilmi̧s ve bu e¼grilerin � e¼grili¼gi ve � torsiyonu hesaplanm¬̧st¬r.

Ayr¬ca bu fonksiyonlar yard¬m¬yla bu arakesit e¼grisinin yüzeylerden birisi üzerinde

asimptotik iken di¼geri üzerinde geodezik e¼gri olmas¬halinde yüzeyler aras¬ndaki ili̧ski

incelenmi̧stir. Daha sonra Ye ve Maekawa�n¬n tekni¼gi kullan¬larak � e¼grili¼gi ve �

torsiyonunun hesab¬nda bulunan kAn ; k
B
n normal e¼grilikleri (Carmo 1976) ve p

A
n , p

B
n

de¼gerleri MA ve MB timelike yüzeylerinin birinci ve ikinci temel form katsay¬lar¬

yard¬m¬yla belirlenmi̧stir. Ayr¬ca örnek olarak Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de

iki timelike parametrik yüzey verilmi̧s ve bu iki yüzeyin timelike arakesit e¼grisinin

e¼grili¼gi ve torsiyonu hesaplanm¬̧st¬r.

Son olarak ise Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de parametrik olarak verilmi̧s spacelike

ve null iki yüzeyin bir spacelike arakesit e¼grisi boyunca kesi̧smesi ele al¬nm¬̧s ve

spacelike arakesit e¼grisinin � e¼grili¼gi ve � torsiyonu hesaplanm¬̧s ve bu e¼grilikler

üzerine baz¬sonuçlar verilmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, çal¬̧smaya temel teşkil eden temel kavramlar tan¬t¬lm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.1: 3-boyutlu reel vektör uzay¬ R3 üzerinde u = (u1; u2; u3) ve

v = (v1; v2; v3) olmak üzere

hu; vi = u1v1 + u2v2 � u3v3

şeklinde tan¬ml¬skalar çarp¬m ile birlikte R3 metrik uzay¬na Lorentz-Minkowski

3-uzay¬denir ve L3 ile gösterilir. Buradaki h ; i metri¼gine de Lorentz metri¼gi

denir (Lopez 2008).

Tan¬m 2.2: Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de s¬f¬r olmayan bir v vektörü için e¼ger

hv; vi > 0; hv; vi < 0 ve v 6= 0 iken hv; vi = 0 ise v vektörüne s¬ras¬yla spacelike,

timelike ve null(lightlike) vektör ad¬verilir. Özel olarak, v = 0 vektörü spacelike

olarak kabul edilir (Alessio ve Guadalupe 2007).

Tan¬m 2.3: Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de v = (v1; v2; v3) ise v nin normu

kvk =
p
jhv; vij =

q
jv21 + v22 � v23j

olarak tan¬mlan¬r (Alessio ve Guadalupe 2007).

Tan¬m 2.4: Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 deki u ve v vektörleri için hu; vi = 0

oluyorsa u ve v vektörleri ortogonaldir denir. hu; ui = �1 koşulunu sa¼glayan

u vektörüne birim vektör denir. L3 deki fv1; v2; v3g baz¬n¬n elemanlar¬ birim

vektörler yani

hvi; vji =

8>>><>>>:
�1 ; i = j = 3

1 ; i = j = 1; 2

0 ; i 6= j

oluyorsa ise ortonormal baz ad¬n¬al¬r (Alessio ve Guadalupe 2007).
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Tan¬m 2.5: Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de tüm null vektörlerin cümlesi

C =
�
(x; y; z) 2 L3 : x2 + y2 � z2 = 0

	
� f(0; 0; 0)g

ve tüm timelike vektörlerin cümlesi de

T =
�
(x; y; z) 2 L3 : x2 + y2 � z2 < 0

	
olarak tan¬mlan¬r. Bu iki cümleye s¬ras¬yla ¬̧s¬k konisi ve zaman konisi ad¬verilir

(Lopez 2008).

Şekil 2.1 L3 de vektörlerin karakterleri

Önerme 2.1:

1. v 2 L3 olsun. Bu takdirde v nin bir timelike vektör olmas¬için gerek ve yeter şart

v? uzay¬n¬n spacelike olmas¬d¬r. Dolay¬s¬yla L3 = v � v? olur. Spacelike vektörler

için de v nin bir spacelike vektör olmas¬için gerek ve yeter şart v? uzay¬n¬n timelike

olmas¬d¬r.
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2. U � L3 bir altuzay olsun. Bu takdirde U nun spacelike altuzay olmas¬için gerek

ve yeter şart U? uzay¬n¬n timelike olmas¬d¬r.

3. U � L3 bir altuzay olsun. Bu takdirde U nun null altuzay olmas¬için gerek ve

yeter şart U? uzay¬n¬n da null olmas¬d¬r (Lopez 2008).

Önerme 2.2:

1. u; v 2 L3 iki null vektör olsun. Bu takdirde u ile v nin lineer ba¼g¬ml¬olmas¬için

gerek ve yeter şart hu; vi = 0 olmas¬d¬r.

2. U � L3 bir null altuzay ise boy
�
U \ U?

�
= 1 dir (Lopez 2008).

Önerme 2.3: L3 Lorentz-Minkowski 3-uzay¬n 2-boyutlu bir alt uzay¬U olsun. Bu

takdirde aşa¼g¬daki ifadeler denktir:

1. U bir timelike altuzayd¬r.

2. U lineer ba¼g¬ms¬z iki null vektör içerir.

3. U bir tane timelike vektör içerir (Lopez 2008).

Önerme 2.4: L3 Lorentz-Minkowski 3-uzay¬n bir alt uzay¬U olsun. Bu takdirde

aşa¼g¬daki ifadeler denktir:

1. U bir null altuzayd¬r.

2. U bir null vektör içerir ancak bir timelike vektör içermez.

3. U \ C =L� f0g ve boyL = 1 dir (Lopez 2008).

Tan¬m 2.6: L3 Lorentz-Minkowski 3-uzay¬n bir düzlemi D olsun. Bu takdirde D

nin bir spacelike (timelike, null) düzlem olmas¬için gerek ve yeter şart D ye normal

olan vektörün timelike (spacelike, null) olmas¬d¬r (Lopez 2008).

·Iç çarp¬m uzaylar¬n¬n baz¬ özellikleri Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de geçerlidir.

Örne¼gin, bir iç çarp¬m uzay¬nda Shwarz eşitsizli¼gi, v ile w vektörleri aras¬ndaki �

aç¬s¬n¬n v � w = kvk kwk cos � olacak şekilde tek olarak tan¬mlanmas¬n¬mümkün

k¬lar. Lorentz Minkowski 3-uzay¬L3 uzay¬ndaki durum ise şu şekilde tan¬mlan¬r

(Lopez 2008).
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Önerme 2.5: Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de u ve v vektörleri iki timelike vektör

olsun. Bu takdirde

1. jhv; wij � kvk kwk dir. Buradaki eşitlik v ve w n¬n eşlineer olmas¬ halinde

gerçekleşir.

2. u ve v vektörleri L3 ün ayn¬zaman konisindeki vektörler ise

hv; wi = �kvk kwk cosh �

olacak şekilde tek bir � � 0 aç¬s¬vard¬r. Bu de¼gere u ve v vektörleri aras¬ndaki

hiperbolik aç¬ad¬verilir.

3. u ve v vektörleri L3 ün farkl¬zamankonisindeki vektörler ise

hv; wi = kvk kwk cosh �

olacak şekilde tek bir � � 0 aç¬s¬vard¬r. Bu de¼gere u ve v vektörleri aras¬ndaki

hiperbolik aç¬ad¬verilir (Alessio ve Guadalupe 2007).

Tan¬m 2.7: Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de u ve v vektörleri taraf¬ndan tek olarak

belirlenen u� v vektörel çarp¬m¬

u� v =

���������
e1 e2 �e3
u1 u2 u3

v1 v2 v3

��������� (2.1)

olarak tan¬mlan¬r. Burada fe1; e2; e3g sistemi L3 ün kanonik baz¬ve u = (u1; u2; u3),

v = (v1; v2; v3) dür (Alessio ve Guadalupe 2007).

Tan¬m 2.8: Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de u; v; w vektörlerinin karma çarp¬m¬,

w = (w1; w2; w3) olmak üzere

hw; (u� v)i = det (w; u; v) =

���������
w1 w2 w3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

��������� (2.2)
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şeklinde tan¬mlan¬r. Dahas¬ u; v; x; y 2 L3 key� vektörler olmak üzere, vektörel

çarp¬m¬n

hu� v; x� yi = det

0@ hu; yi hv; yi

hu; xi hv; xi

1A (2.3)

ve

(u� v)� w = hv; wiu� hu;wi v (2.4)

özellikleri de vard¬r (Alessio ve Guadalupe 2007).

Önerme 2.6: L3 Lorentz-Minkowski 3-uzay¬nda vektörel çarp¬m¬n şu özellikleri

vard¬r:

1. u� v = �v � u.

2. u� v vektörü hem u hem de v ile ortogonaldir.

3. u� v = 0 olmas¬için gerek ve yeter şart u ve v nin birbirinin kat¬olmas¬d¬r.

4. u� v 6= 0 vektörü u ile v vektörlerinin içinde kald¬¼g¬D düzleminde kalmas¬için

gerek ve yeter şart D nin null düzlem olmas¬d¬r (Lopez 2008).

Tan¬m 2.9: Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 deki bir c = c (t) e¼grisi için c0 (t) h¬z

vektörleri spacelike, timelike veya null ise c = c (t) e¼grisi s¬ras¬yla spacelike,

timelike ve null e¼gri olarak adland¬r¬l¬r. Non-null bir c = c (s) e¼grisi için

hc0 (s) ; c0 (s)i = �1 oluyorsa s yar¬-yay parametresi ile parametrelendirilmi̧stir

denir. Bu halde c = c (s) e¼grisi birim h¬zl¬ e¼gri olarak adland¬r¬l¬r (Alessio ve

Guadelupe 2007).

Lorentz-Minkowski 3-uzay¬ L3 de c = c (s) e¼grisi yar¬-yay parametresi ile

parametrelendirilmi̧s bir spacelike e¼gri olsun. Bu takdirde c0 birim spacelike

vektör yani, kc0k = 1 olur. Bu ise

hc0; c0i = 1 (2.4.)

olmas¬n¬gerektirir. Bu ifadenin s ye göre türevi al¬n¬rsa hc00; c0i = 0 olur. Bu takdirde

c00 ye ba¼gl¬olarak aşa¼g¬daki üç durum oluşur (Walrave 1985):

7



Durum 1 hc00; c00i > 0 yani c00 spacelike olmas¬hali

� (s) = kc00k =
p
hc00; c00i say¬s¬na c nin s deki e¼grili¼gi denir. � (s) 6= 0 oldu¼gu

noktalarda c00 do¼grultusundaki n (s) birim vektörü

c00 (s) = � (s)n (s) (2.5)

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r. (2:4) den c00 (s) in c0 (s) ye normal oldu¼gu görülür. O halde

n (s) vektörü de c0 (s) ye normal olup bir spacelike vektördür ve bu vektör s deki

normal vektör olarak adland¬r¬l¬r. c nin s deki birim te¼get spacelike vektörünü

t (s) = c0 (s) ile gösterelim. O halde (2:5) den

t0 (s) = � (s)n (s) (2.6)

elde edilir.

Binormal vektör

b (s) = t (s)� n (s)

ft (s) ; n (s)g spacelike oskulatör düzlemine c nin her c (s) noktas¬nda dik tek birim

timelike vektör ve ft (s) ; n (s) ; b (s)g sistemi L3 deki ayn¬yönlendirmeye sahiptir.

b (s) birim vektör oldu¼gundan kb0 (s)k uzunlu¼gu oskülatör düzlemlerle s deki

oskulatör düzlemin yak¬nl¬¼g¬n¬n de¼gi̧sim oran¬n¬ ölçer. hb (s) ; b (s)i = �1

oldu¼gundan

hb0 (s) ; b (s)i = 0

olup b0 (s) vektörü b (s) ye normaldir. Di¼ger taraftan

b0 (s) = (t (s)� n (s))0

= t0 (s)� n (s) + t (s)� n0 (s)
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olup t0 (s) ile n (s) eşlineer oldu¼gundan

b0 (s) = t (s)� n0 (s)

elde edilir. Bu da b0 (s) nin t (s) ye normal oldu¼gunu gösterir. O halde b0 (s) vektörü

n (s) ye paralel olup

b0 (s) = � (s)n (s) (2.7)

yaz¬labilir.

Böylece s paranetresinin herbir de¼geri için birim ve ortogonal t (s) ; n (s) ; b (s)

vektörleri elde edilmi̧s olur. Bu üçlü s deki Frenet üçlüsüne tekabül eder. t (s) ve

b (s) nin t0 (s) = � (s)n (s) ve b0 (s) = � (s)n (s) türevleri ft (s) ; n (s) ; b (s)g baz¬na

göre ifade edildi¼ginde s nin bir komşulu¼gunda e¼grinin davran¬̧s¬hakk¬nda bilgi veren

geometrik nicelikleri (� e¼grili¼gi ve � torsiyonu) üretir.

Di¼ger geometrik nicelikler için n0 (s) vektörünün belirlenmesi gerekmektedir. Bunun

için n0 2 span ft; n; bg oldu¼gundan

n0 = ft+ gn+ hb

olarak yaz¬labilir. Bu eşitli¼gin her iki taraf¬s¬ras¬yla t; n ve b ile iç çarp¬l¬rsa

f = hn0; ti ; g = hn0; ni ; h = �hn0; bi

olup

n0 = hn0; ti t+ hn0; nin� hn0; bi b

olarak bulunur. Bu takdirde

n0 = ��t+ �b (2.8)

e¼grilik ve torsiyon elde edilir.
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Daha sonra kullanaca¼g¬m¬z

t0 = �n

n0 = ��t+ �b

b0 = �n

(2.9)

denklemlerine Frenet formülleri ad¬verilir.

Durum 2 hc00; c00i < 0 yani c00 timelike

n (s) normal vektörü birim timelike vektördür. b (s) binormal vektörü ise ft (s) ; n (s)g

spacelike oskulatör düzlemine c nin her c (s) noktas¬nda dik tek birim spacelike vek-

tör ve ft (s) ; n (s) ; b (s)g sistemi L3 deki ayn¬ yönlendirmeye sahiptir. Bu halde

Frenet formülleri
t0 = �n

n0 = �t+ �b

b0 = �n

(2.10)

şeklindedir.

Durum 3 hc00; c00i = 0 yani c00 null olmas¬hali

Do¼grular¬ ve c üzerindeki bükülme noktalar¬n¬ gözard¬ etti¼gimizde c00 6= 0 olarak

kabul edebiliriz. Bu takdirde n (s) normal vektörü c00 olur. b (s) binormal vektörü

ise c nin her c (s) noktas¬nda t (s) ye normal ve hn; bi = 1 olacak şekildeki tek null

vektördür. O halde Frenet formülleri

t0 = �n

n0 = �n

b0 = ��t+ �b

(2.11)

şeklindedir. Buradaki � "e¼grili¼gi" sadece iki de¼ger alabilir: E¼ger c e¼grisi bir do¼gru ise

� = 0; di¼ger hallerde ise � = 1 dir. c nin do¼gru olmas¬halinde c00 = 0 = t0 olur ki bu

� = 0 olmas¬anlam¬na gelir. E¼ger c bir do¼gru de¼gilse c00 6= 0 olacak şekilde öyle bir

I aral¬¼g¬vard¬r ki n (s) = t0 (s) olup � = 1 dir. L3 de ft; n; bg bir pseudo-ortonormal
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baz oldu¼gundan

n0 = a1t+ a2n+ a3b

b0 = b1t+ b2n+ b3b

olacakt¬r. O halde

a1 = hn0; ti a2 = hn0; bi a3 = hn0; ni

b1 = hb0; ti b2 = hb0; bi b3 = hb0; ni

olup

hn; ni = hn; ti = hb; bi = 0

oldu¼gundan

hn0; ni = 0

hb0; bi = 0

hn0; ti = 0

dolay¬s¬yla

a1 = a3 = b2 = 0

olur. Di¼ger taraftan

hn; bi = 1 ve ht; bi = 0

oldu¼gundan bu eşitliklerin türevi al¬n¬rsa

hn0; bi+ hn; b0i = 0

ve

ht0; bi+ ht; b0i = 0

olup

a2 = �b3 ve b1 = �� = �1

bulunur. Sonuç olarak bu halde sadece a2 = � e¼grili¼ginin mevcut oldu¼gu görülür.
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Bu takdirde c nin do¼gru olmamas¬halinde Frenet Formülleri

t0 = n

n0 = �n

b0 = �t+ �b

(2.12)

şeklinde yaz¬labilir.

Lorentz-Minkowski 3-uzay¬ L3 de c = c (s) e¼grisi yar¬-yay parametresi ile

parametrelendirilmi̧s bir timelike e¼gri olsun. Bu takdirde c0 birim timelike vektör

yani, kc0k = �1 olur. Bu ise

hc0; c0i = �1

olmas¬n¬gerektirir. Bu ifadenin s ye göre türevi al¬n¬rsa

hc00; c0i = 0 (2.13)

olup c00 bir c0 timelike h¬z vektöründen ba¼g¬ms¬z bir spacelike vektör olur. Bu

takdirde c (s) timelike e¼grisinin s deki � (s) e¼grili¼gi

� (s) = kc00 (s)k =
p
hc00 (s) ; c00 (s)i

olarak tan¬mlan¬r. � (s) 6= 0 oldu¼gu noktalarda c00 do¼grultusundaki n (s)

birim vektörü

c00 (s) = � (s)n (s) (2.14)

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r. (2:13) den c00 (s) in c0 (s) ye normal oldu¼gu görülür. O

halde n (s) vektörü de c0 (s) ye normal olup, bir spacelike vektördür ve bu vektör s

deki normal vektör olarak adland¬r¬l¬r. c nin s deki birim te¼get timelike vektörünü

t (s) = c0 (s) ile gösterelim. O halde (2:14) den

t0 (s) = � (s)n (s) (2.15)

elde edilir.
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Binormal vektör

b (s) = t (s)� n (s) (2.16)

ft (s) ; n (s)g düzlemine c nin her c (s) noktas¬nda dik tek birim spacelike vektör olup

ft (s) ; n (s) ; b (s)g sistemi L3 deki ayn¬yönlendirmeye sahiptir.

b (s) birim vektör oldu¼gundan kb0 (s)k uzunlu¼gu oskulatör düzlemlerle s deki

oskulatör düzlemin yak¬nl¬¼g¬n¬n de¼gi̧sim oran¬n¬ ölçer. hb (s) ; b (s)i = 1

oldu¼gundan

hb0 (s) ; b (s)i = 0

ve t0 (s) ile n (s) eşlineer oldu¼gundan

b0 (s) = t (s)� n0 (s) (2.17)

elde edilir. Bu da b0 (s) nin t (s) ye normal oldu¼gunu gösterir. O halde b0 (s) vektörü

n (s) ye paralel olup

b0 (s) = � (s)n (s) (2.18)

yaz¬labilir. (2:17) de tan¬mlanan � (s) say¬s¬na c nin s noktas¬ndaki torsiyonu denir

Böylece s parametresinin herbir de¼geri için birim ve ortogonal t (s) ; n (s) ; b (s)

vektörlerini elde etmi̧s olduk. Bu üçlü s deki Frenet üçlüsüne tekabül eder. t (s) ve

b (s) nin t0 (s) = � (s)n (s) ve b0 (s) = � (s)n (s) türevleri ft (s) ; n (s) ; b (s)g baz¬na

göre ifade edildi¼ginde s nin bir komşulu¼gunda e¼grinin davran¬̧s¬hakk¬nda bilgi veren

geometrik nicelikleri üretir.

Durum 1 de n0 (s) 2 ft; n; bg oldu¼gundan

n0 = �hn0; ti t+ hn0; nin+ hn0; bi b

olup

n0 = �t+ �b (2.19)
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e¼grilik ve torsiyon elde edilir.

Daha sonra kullanaca¼g¬m¬z

t0 = �n

n0 = �t+ �b

b0 = ��n

(2.20)

denklemlerine Frenet formülleri ad¬verilir (Lopez 2008).

Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de bir spacelike e¼grinin normalinin karakterine göre

c000 türevini hesaplayal¬m:

c00 = t0 = �n

denkleminin türevi al¬n¬rsa

c000 = �0n+ �n0

bulunur. Burada (2:9) ; (2:10) ve (2:11) Frenet denklemlerindeki 2.eşitlik yerine

yaz¬ld¬¼g¬nda ise yukar¬daki üç durum için

Durum 1: c000 = ��2t+ �0n+ ��b (2.21)

Durum 2: c000 = �2t+ �0n+ ��b (2.22)

Durum 3: c000 = �n (2.23)

şeklinde bulunur. O halde buradan torsiyon (2:21) ; (2:22) ve (2:23) den

Durum 1: � = � hc000;bi
�

(2.24)

Durum 2: � = hc000;bi
�

(2.25)

Durum 3: � = hc000; bi (2.26)

olarak elde edilir.
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Benzer şekilde Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de bir timelike c = c (s) e¼grisinin c000

türevini hesaplayal¬m:

c00 = t0 = �n

denkleminin türevi al¬n¬rsa

c000 = �0n+ �n0

bulunur. Burada (2:20) Frenet denklemlerindeki 2. eşitlik yerine yaz¬ld¬¼g¬nda ise

c000 = �2t+ �0n+ ��b (2.27)

şeklinde bulunur. O halde torsiyon da denklem (2:27) den

� =
hc000; bi
�

(2.28)

olarak elde edilir.

Tan¬m 2.9: Lorentz-Minkowski 3-uzay¬ L3 de bir yüzey M olsun. M nin

p noktas¬ndaki Tp (M) tanjant uzay¬üzerine indirgenen Lorentz metri¼gi pozitif tan¬ml¬

(1 indeksli Lorentz metri¼gi, dejenere) iseM yüzeyine timelike (spacelike, null) yüzey

denir (O�Neill 1983).

Örnek 2.1: L3 Lorentz-Minkowski 3-uzay¬nda

X (u; v) = (u;� sinh (u) sin (v) ;� sinh (u) cos (v))

parametrik denklemi ile verilen katenoid yüzeyi

x (r; w) = (�w;� cosh (r) cos (w) ;� cosh (r) sin (w))

parametrik denklemi ile verilen helikoid yüzeyi spacelike yüzeylerdir
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(Alessio ve Guadalupe 2007).
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parametrik denklemi ile verilen tek kanatl¬hiperboloid yüzeyi ve

x (r; w) =

 p
2

2
r;

p
2

2
((r + 1) cosh (w)� 1) ;

p
2

2
(r + 1) sinh (w)

!

parmetrik denklemi ile verilen yüzey timelike yüzeylerdir (Lopez 2000).
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Tan¬m 2.10: L3 Lorentz-Minkowski 3-uzay¬nda M bir spacelike yüzey ve c = c (s)

de bu yüzey üzerinde yatan bir spacelike e¼gri olsun. Bu takdirde P (s) = T (s)�N (s)

olmak üzere c e¼grisi boyunca Lorenzian Darboux çat¬s¬ad¬verilen bir fT;N; Pg

çat¬s¬mevcuttur. Bu çat¬aşa¼g¬daki denklemleri sa¼glar:

T 0 (s) = kn (s)N (s) + kg (s)P (s)

N 0 (s) = kn (s)T (s) + � g (s)P (s)

P 0 (s) = �kg (s)T (s) + � g (s)N (s)

(2.29)

Burada kn (s) = �hT 0 (s) ; N (s)i ; kg (s) = hT 0 (s) ; P (s)i ve � g (s) = �hP 0 (s) ; N (s)i

dir. Buna göre c e¼grisinin karakterizasyonu

c e¼grisi geodezik e¼gridir ancak ve ancak �g = 0

c e¼grisi asimptotik e¼gridir ancak ve ancak �n = 0

c e¼grisi asli e¼gridir ancak ve ancak � g = 0

(2.30)

olarak verilir (Sato 2012).

Tan¬m 2.11: L3 Lorentz-Minkowski 3-uzay¬ndaM bir null yüzey, bu yüzey üzerinde

yatan bir spacelike e¼gri c = c (s) ve yüzeyin normal vektör alan¬Z olsun. c spacelike

e¼grisinin birim te¼get vektör alan¬T olmak üzere

hZ;Zi = hY; Y i = hZ; T i = hY; T i = 0 (2.31)

hZ; Y i = hT; T i = 1

şartlar¬n¬sa¼glayacak şekilde Y null vektörü vard¬r ve tektir. Dolay¬s¬yla fT; Z; Y g

üçlüsü c e¼grisi boyunca bir çat¬ alan¬ teşkil eder ve bu çat¬ alan¬ aşa¼g¬daki

denklemleri sa¼glar:

T 0 (s) = kz (s)Z (s) + ky (s)Y (s)

Z 0 (s) = �ky (s)T (s) + � y (s)Z (s)

Y 0 (s) = �kz (s)T (s)� � y (s)Y (s)

(2.32)
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Burada �z (s) = hT 0 (s) ; Y (s)i ; �y (s) = hT 0 (s) ; Z (s)i ve � y (s) = hZ 0 (s) ; Y (s)i

olup bu de¼gerlere s¬ras¬yla, c e¼grisinin c (s) noktas¬ndaki z�e¼grili¼gi, y�e¼grili¼gi ve

burulmas¬denir (Yak¬c¬2012).

Tan¬m 2.12: L3 Lorentz-Minkowski 3-uzay¬nda M bir timelike yüzey ve c = c (s)

bu yüzey üzerinde yatan bir timelike e¼gri olsun. Bu takdirde �P (s) = T (s)�N(s)

olmak üzere c e¼grisi boyunca bir fT;N; Pg çat¬s¬mevcuttur. Bu çat¬ aşa¼g¬daki

denklemleri sa¼glar:

T 0 (s) = kg (s)P (s) + kn (s)N (s)

P 0 (s) = kg (s)T (s)� � g (s)N (s)

N 0 (s) = kn (s)T (s) + � g (s)P (s)

(2.33)

Burada kn (s) = hT 0 (s) ; N (s)i ; kg (s) = hT 0 (s) ; P (s)i ve � g (s) = �hP 0 (s) ; N (s)i

dir. Ayr¬ca bir M timelike yüzey üzerinde yatan c timelike e¼grisinin e¼grili¼gi için

�2 = k2g + k
2
n

eşitli¼gi vard¬r.

Tan¬m 2.13: L3 Lorentz-Minkowski 3-uzay¬n¬n bir ortonormal baz¬ilk iki vektör

spacelike sonuncusu timelike olmak üzere fe1; e2; e3g olsun. Bu takdirde

u1 =
1p
2
(e1 + e3)

ve

u2 =
1p
2
(e1 � e3)

şeklinde inşaa edilen u1 ve u2 vektörleri

hu1; u1i = hu2; u2i = 0; hu1; u2i = 1

eşitliklerini sa¼glar. Bu şekilde elde edilen fu1; u2; e2g sistemi L3 Lorentz-Minkowski
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3-uzay¬n¬n di¼ger bir baz¬d¬r. Bu baza kuasi-ortonormal baz ad¬verilir (Duggal

ve Jin 2007)
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3. ·IK·I SPACELIKE YÜZEY·IN ARAKES·IT E¼GR·IS·I

Bu k¬s¬mda, çal¬̧smaya esas olan Alesio ve Guadolupe�nin "Lorentz-Minkowski

3-uzay¬L3 de iki spacelike yüzeyin spacelike arakesit e¼grisinin diferensiyel geometrisi"

isimli çal¬̧smas¬incelenmi̧stir.

3.1 Spacelike Arakesit E¼grisi

Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de MA ve MB iki spacelike yüzey ve s¬ras¬yla NA

ve NB de bu iki yüzeyin timelike birim normalleri olsun. c = c (s) e¼grisinin bu iki

spacelike yüzeyin arakesit e¼grisi oldu¼gunu kabul edelim. Bu takdirde c

arakesit e¼grisinin spacelike te¼get vektörü her iki yüzeyin tanjant düzleminde

yatt¬¼g¬ndan p = c (s) noktas¬ndaki birim h¬z vektörü bu noktada birim normal

vektörlerin vektörel çarp¬m¬ile

T =
NA �NB

kNA �NBk (3.1)

olarak bulunabilir (Alessio ve Guadolupe 2007).

Şekil 3.1 ·Iki spacelike yüzeyin arakesit egrisi
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3.2 Spacelike Arakesit E¼grisinin E¼grili¼gi

MA ve MB spacelike yüzeylerinin spacelike arakesit e¼grisinin p = c (s)

noktas¬ndaki c00 e¼grilik vektörü c0 = t h¬z vektörüne dik oldu¼gundan NA ve NB

timelike vektörlerinin içinde kald¬¼g¬spacelike D düzleminde kal¬r.

Şekil 3.2 Spacelike arakesit e¼grisinin normal düzlemi

O halde c00 e¼grilik vektörü

c00 = �NA + �NB (3.2)

olarak ifade edilebilir. Buradaki � ve � katsay¬lar¬ hesaplamam¬z gereken

katsay¬lard¬r. c spacelike arakesit e¼grisinin p noktas¬nda t do¼grultusundaki

normal e¼grili¼ginin, c00 = �n e¼grilik vektörünün bu noktas¬ndaki spacelike birim yüzey

normali N üzerine izdüşümüdür. Bu yüzden (3:2) eşitli¼ginin her iki taraf¬s¬ras¬yla

NA ve NB timelike vektörleri ile iç çarp¬l¬rsa

kAn =


c00; NA

�
= �



NA; NA

�
+ �



NB; NA

�
kBn =



c00; NB

�
= �



NA; NB

�
+ �



NB; NB

�
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olup e¼ger NA ve NB timelike vektörleri L3 ün ayn¬zaman konisinde ise

kAn = ��� � cosh �

kBn = �� cosh � � �
(3.3)

e¼ger ayn¬zaman konisinde de¼giller ise

kAn = ��+ � cosh �

kBn = �� cosh � + �
(3.4)

olur.

Önerme 3.2.1: MA ve MB Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de iki spacelike yüzey

olsun. Bu iki spacelike yüzeyin bir c = c (s) spacelike e¼grisi boyunca kesi̧sti¼gini kabul

edelim. Bu takdirde c00 e¼grilik vektörü spacelike veya timelike vektör olmak üzere c

e¼grisinin � e¼grili¼gi

�2 =

����kAn �2 + �kBn �2 � 2 cosh (�) kAn kBn ���
sinh2 (�)

(3.5)

dir (Alesio ve Guadolupe).

·Ispat: (3:1) ve (3:2) denklem sistemleri çözülürse

� =
kAn � cosh (�) kBn

sinh2 (�)
; � =

kBn � cosh (�) kAn
sinh2 (�)

(3.6)

olup (3:6) eşitlikleri (3:2) ifadesinde yerine yaz¬l¬rsa

c00 =
kAn � cosh (�) kBn

sinh2 (�)
NA +

kBn � cosh (�) kAn
sinh2 (�)

NB

olarak elde edilir. Di¼ger taraftan

� = kc00k
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oldu¼gundan

� =
q���2 + �2 � 2 cosh (�)����

olup

�2 =

����kAn �2 + �kBn �2 � 2 cosh (�) kAn kBn ���
kNA �NBk2

bulunur.

3.3 Spacelike Arakesit E¼grisinin Torsiyonu

MA veMB spacelike yüzeylerinin timelike birim normal vektörleriNA veNB normal

düzlemde kald¬¼g¬ndan (2:21) ve (2:22) ifadelerindeki �0n+ ��b terimi ve (2:23) deki

�n terimi NA + �NB ile yer de¼gi̧stirilebilir. O halde

Durum 1: c000 = ft+ NA + �NB (3.7)

Durum 2: c000 = gt+ NA + �NB (3.8)

Durum 3: c000 = NA + �NB (3.9)

olur.

E¼ger c000 vektörünün p noktas¬nda N birim timelike yüzey normali üzerine izdüşümü

pn ile gösterilirse ve NA ile NB timelike vektörleri L3 ün ayn¬zaman konisinde ise

�An = � � � cosh (�)

�Bn = � cosh (�)� �
(3.10)

e¼ger ayn¬zaman konisinde de¼giller ise

�An = � + � cosh �

�Bn =  cosh � � �
(3.11)

olur. Böylece şu sonuç verilebilir:
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Önerme 3.3.1: MA ve MB Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de iki spacelike yüzey

olsun. Bu iki spacelike yüzeyin bir c = c (s) spacelike e¼grisi boyunca kesi̧sti¼gini

kabul edelim. Bu takdirde c00 e¼grilik vektörü spacelike, timelike veya null vektör

olmak üzere c e¼grisinin � torsiyonu

Durum 1:

� = � 1

� sinh2 (�)

��
�An � cosh (�)�Bn

� 

b;NA

�
+
�
�Bn � cosh (�)�An

� 

b;NB

��
(3.12)

Durum 2:

� =
1

� sinh2 (�)

��
�An � cosh (�)�Bn

� 

b;NA

�
+
�
�Bn � cosh (�)�An

� 

b;NB

��
(3.13)

Durum 3:

� =
1

sinh2 (�)

��
�An � cosh (�)�Bn

� 

b;NA

�
+
�
�Bn � cosh (�)�An

� 

b;NB

��
(3.14)

dir. Burada b ile c spacelike arakesit e¼grisinin ft; n; bg Frenet çat¬s¬ndaki b binormali

ve � ile de (3:5) teki e¼grilik gösterilmi̧stir.

·Ispat : (3:10) ve (3:11) lineer denklem sistemlerinin  ve � katsay¬lar¬ için

çözülmesiyle

 =
�An � cosh (�)�Bn

sinh2 (�)
; � =

�Bn � cosh (�)�An
sinh2 (�)

(3.15)

olur. (3:7) ; (3:8) ve (3:9) eşitliklerinde bu katsay¬lar yerine yaz¬l¬rsa

Durum 1: c000 = ��2t+ �An�cosh(�)�Bn
sinh2(�)

NA + �Bn�cosh(�)�An
sinh2(�)

NB (3.16)

Durum 2: c000 = �2 + �An�cosh(�)�Bn
sinh2(�)

NA + �Bn�cosh(�)�An
sinh2(�)

NB (3.17)

Durum 3: c000 = �An�cosh(�)�Bn
sinh2(�)

NA + �Bn�cosh(�)�An
sinh2(�)

NB (3.18)
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elde edilir. c spacelike e¼grisinin � torsiyonu (2:24) ; (2:25) ve (2:26) denklemlerinde

c000 nün her bir durum için yerine yaz¬lmas¬yla elde edilir.

Şekil 3.3 ·Iki spacelike yüzeyin arakesit e¼grisi örne¼gi
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4. ·IK·I TIMELIKE YÜZEY·IN ARAKES·IT E¼GR·IS·I

Bu k¬s¬mda, Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de iki timelike yüzeyin arakesit e¼grisinin

bir karakterizasyonu elde edilerek bu arakesit e¼grilerinin � e¼grili¼gi ile � torsiyonunu

hesaplanacakt¬r. Ayr¬ca bu e¼grilikler üzerine baz¬sonuçlar verilecektir.

Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de MA ve MB iki timelike yüzey ve s¬ras¬yla NA ve

NB de bu iki yüzeyin spacelike birim normalleri olsun. Bu iki yüzeyin c = c (s)

e¼grisi boyunca kesi̧sti¼gini kabul edelim.

Şekil 4.1 ·Iki timelike yüzeyin arakesit e¼grisi

Bu takdirde 3. k¬s¬mdakine benzer şekilde c (s) arakesit e¼grisinin h¬z vektörü her

iki yüzeyin tanjant düzlemi üzerinde yatt¬¼g¬ndan p = c (s) noktas¬ndaki h¬z vektörü

birim normal vektörlerin vektörel çarp¬m¬ile

c0 = NA �NB (4.1)
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olarak bulunabilir. Ancak



NA �NB; NA

�
=


NA �NB; NB

�
= 0

oldu¼gundan NA � NB vektörü üç tip vektör karakterinden herhangi birisine sahip

olabilir. Bu ise MA ve MB timelike yüzeylerinin c arakesit e¼grisinin ve c00 e¼grilik

vektörünün içinde kald¬¼g¬normal düzlemin karakterini belirler. Bu yüzden p = c (s)

noktas¬nda


NA; NB

�
= � oldu¼gunu kabul edelim. Buna göre (2:3) gere¼gince



NA �NB; NA �NB

�
= det

24 
NA; NB
� 


NB; NB
�


NA; NA
� 


NA; NB
�
35 = �2 � 1

olur. Böylece � n¬n içinde bulundu¼gu aral¬¼ga göre şu sonuç verilebilir:

Önerme 4.1: Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de MA ve MB iki timelike yüzey

ve s¬ras¬yla NA ve NB bu iki yüzeyin spacelike birim normalleri olsun. Bu iki

timelike yüzeyin bir c = c (s) e¼grisi boyunca kesi̧sti¼gini kabul edelim. Bu takdirde

NA; NB

�
= � olmak üzere

1. � 2 (�1; 1) ise arakesit e¼grisi timelike e¼gri

2. � 2 R� [�1; 1] ise arakesit e¼grisi spacelike e¼gri

3. � = �1 ise arakesit e¼grisi null e¼gri

dir.

Şimdi yukar¬daki önermede verilen üç durumu s¬ras¬yla inceleyelim:

4.1 Timelike Arakesit E¼grisi

Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de MA ve MB iki timelike yüzey ve s¬ras¬yla NA

ve NB bu iki yüzeyin spacelike birim normalleri olsun. Bu iki timelike yüzeyin

bir c = c (s) e¼grisi boyunca kesi̧sti¼gini kabul edelim.


NA; NB

�
= � olmak üzere

Önerme 4.1 gere¼gince �1 < � < 1 iken bu arakesit e¼grisi bir timelike e¼gri olacakt¬r.

O halde NA ve NB birim spacelike normallerinin içinde kald¬¼g¬düzlemin normali
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c0 = t timelike vektörü oldu¼gundan bu düzlem bir spacelike düzlem olup NA ve

NB birim spacelike vektörleri aras¬nda Öklidyen anlam¬nda aç¬ tan¬ml¬d¬r. Yani

� = cos � olacak şekilde bir � reel say¬s¬mevcuttur.

Şekil 4.2 Timelike arakesit e¼grisinin normal düzlemi

4.1.1 Timelike arakesit e¼grisinin e¼grili¼gi

Timelike arakesit e¼grisinin p noktas¬ndaki c00 e¼grilik vektörü NA ve NB taraf¬ndan

gerilen normal düzlemde kald¬¼g¬ndan bu vektör

c00 = �NA + �NB (4.3)

olarak ifade edilebilir. 0 < � < � olmak üzere



NA; NB

�
= cos �

oldu¼gunu kabul edelim. c (s) = p noktas¬nda T do¼grultusundaki normal e¼grilik,

c00 = �n e¼grilik vektörünün p noktas¬ndaki spacelike birim yüzey normali üzerine
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izdüşümü oldu¼gundan (4:3) eşitli¼gi s¬ras¬yla NA ve NB ile iççarp¬l¬rsa

kAn =


c00; NA

�
= �+ �

kBn =


c00; NB

�
= cos (�)�+ �

elde edilir. Böylece 24 kAn
kBn

35 =
24 1 cos (�)

cos (�) 1

3524 �
�

35 (4.4)

lineer denklem sistemi elde edilir.

det

24 1 cos (�)

cos (�) 1

35 = sin2 (�)
olup (4:4) sistemi çözülürse

� =
1

sin2 (�)

24 kAn cos (�)

kBn 1

35
ve

� =
1

sin2 (�)

24 1 kAn

cos (�) kBn

35
olup

� =
kAn � cos (�) kBn

sin2 (�)
(4.5)

ve

� =
kBn � cos (�) kAn

sin2 (�)
(4.6)

olarak elde edilir. (4:5) ve (4:6) eşitliktleri (4:3) de yerine yaz¬l¬rsa

c00 =
kAn � cos (�) kBn

sin2 (�)
NA +

kBn � cos (�) kAn
sin2 (�)

NB (4.7)
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olur. Di¼ger taraftan � = kc00k oldu¼gundan

�2 =
D
kAn�cos(�)kBn

sin2(�)
NA + kBn�cos(�)kAn

sin2(�)
NB; k

A
n�cos(�)kBn
sin2(�)

NA + kBn�cos(�)kAn
sin2(�)

NB
E

=
�
kAn�cos(�)kBn

sin2(�)

�2 

NA; NA

�
+
�
kBn�cos(�)kAn

sin2(�)

�2 

NB; NB

�
+ 2

�
kAn�cos(�)kBn

sin2(�)

��
kBn�cos(�)kAn

sin2(�)

� 

NA; NB

�
=

�
kAn�cos(�)kBn

sin2(�)

�2
+
�
kBn�cos(�)kAn

sin2(�)

�2
+ 2

�
kAn�cos(�)kBn

sin2(�)

��
kBn�cos(�)kAn

sin2(�)

�
cos (�)

= 1
sin4(�)

[
�
kAn � cos (�) kBn

�2
+
�
kBn � cos (�) kAn

�2
+ 2

�
kAn � cos (�) kBn

� �
kBn � cos (�) kAn

�
cos (�)

= 1
sin2(�)

h�
kAn
�2
+
�
kBn
�2 � 2 cos (�) kAn kBn i

olup

�2 =

�
kAn
�2
+
�
kBn
�2 � 2 cos (�) kAn kBn
sin2 (�)

olarak elde edilir.

Buna göre şu sonuç verilebilir:

Önerme 4.2: MA ve MB Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 iki timelike yüzey olsun.

Bu takdirde


NA; NB

�
= � olmak üzere bu iki timelike yüzeyin timelike arakesit

e¼grisinin e¼grili¼gi

�2 =

�
kAn
�2
+
�
kBn
�2 � 2 cos (�) kAn kBn
sin2 (�)

(4.8)

dir.

Bu takdirde aşa¼g¬daki sonuçlar verilebilir:

Sonuç 4.1: MA ve MB Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de iki timelike yüzey olsun.

E¼ger NA ve NB spacelike normallerinin içinde kald¬¼g¬ spacelike düzlemde bu iki

vektör aras¬ndaki aç¬ �
2
ise

�2 =
�
kAn
�2
+
�
kBn
�2

(4.8)

dir.

31



4.1.2 Timelike arakesit e¼grisinin torsiyonu

Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 deMA veMB timelike yüzeylerinin NA ve NB space-

like normal vektörleri c = c (s) arakesit e¼grisinin normal düzleminde yatt¬¼g¬ndan

(2:10) denklemindeki �0n+ ��b ifadesi yerine NA + �NB al¬nabilir. Bu takdirde

c000 = ft+ NA + �NB (4.9)

olarak yaz¬l¬r. (4:9) eşitli¼ginin her iki taraf¬s¬ras¬yla NA ve NB ile iç çarp¬l¬rsa



c000; NA

�
=  + �



NB; NA

�

c000; NB

�
= 



NA; NB

�
+ �

elde edilir. c000 nün yüzeyin spacelike normali üzerine izdüşümünü pn ile gösterirsek

ve 0 < � < � için


NA; NB

�
= cos (�) dersek

pAn =  + cos (�) �

pBn = cos (�)  + �
(4.10)

lineer denklem sistemi elde edilir.  ve � bilinmeyenli (4:10) denklemini çözersek

 =
1

sin2 (�)

�
pAn � cos (�) pBn

�
(4.11)

ve

� =
1

sin2 (�)

�
pBn � cos (�) pAn

�
(4.12)

olarak bulunur. Bu takdirde � = hc000;bi
�

oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

� =

�
pAn � cos (�) pBn

� 

NA; b

�
+
�
pBn � cos (�) pAn

� 

NB; b

�
� sin2 (�)

olarak elde edilmi̧s olur.

Önerme 4.3: MA ve MB Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 iki timelike yüzey olsun.

Bu takdirde 0 < � < � için


NA; NB

�
= cos (�) olmak üzere bu iki timelike yüzeyin
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timelike arakesit e¼grisinin torsiyonu

� =

�
pAn � cos (�) pBn

� 

NA; b

�
+
�
pBn � cos (�) pAn

� 

NB; b

�
� sin2 (�)

(4.13)

olur.

Sonuç 4.2: NA ve NB birim spacelike vektörlerin içinde kald¬¼g¬spacelike düzlemde

NA ile NB aras¬ndaki aç¬ �
2
ise MA ve MB timelike yüzeylerinin timelike arakesit

e¼grisinin torsiyonu

� =
pAn


NA; b

�
+ pBn



NB; b

�
�

(4.14)

dir.

NA ve NB birim spacelike vektörlerin içinde kald¬¼g¬spacelike düzlemde,
�
NA; PA

	
ile
�
NB; PB

	
sistemleri aras¬nda bir dönme mevcuttur:

NA ile NB aras¬ndaki aç¬0 < � < �
2
ise



NA; NB

�
=


PA; PB

�
= cos � ;



NA; PB

�
= � sin � ;



PA; NB

�
= sin �

e¼ger �2 < � < � ise



NA; NB

�
= cos � ;



PA; PB

�
=


NA; PB

�
= sin � ;



PA; NB

�
= � sin �

olur. Bu takdirde

" =

8<: �1 ; 0 < � < �
2

1 ; �
2
< � < �

olarak tan¬mlan¬rsa



NA; NB

�
= " sin � ve



PA; NB

�
= sin � (4.15)

olarak ifade edilebilir.
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Önerme 4.4: L3 Lorentz- Minkowski 3- uzay¬L3 de MA ve MB bir c (s) timelike

arakesit e¼grisi boyunca kesi̧sen iki timelike yüzey olsun. Span
�
NA; NB

	
spacelike

NA ile NB aras¬ndaki aç¬� (s) ise

�Ag � �Bg = "�
0

dir.

·Ispat: Span
�
NA; NB

	
spacelike düzleminde NA ile NB aras¬ndaki aç¬� (s) olsun.

Bu takdirde 

NA; NB

�
= cos �

dir. Bu eşitli¼gin s ye göre türevi al¬n¬p denklem (2.33) den
�
NA
�0
ve
�
NB
�0
yerine

yaz¬l¬rsa D�
NA
�0
; NB

E
+


NA; (NB)0

�
= � sin �


kAn � + �
A
g P

A; NB
�
+


NA; kBn � + �

B
g P

B
�
= � sin �

�Ag


PA; NB

�
+ �Bg



NA; PB

�
= � sin �

�" sin ��Ag + " sin ��Bg = � sin �

olup istenilen elde edilir.

Sonuç 4.3: MA ve MB Lorentz- Minkowski 3- uzay¬L3 de iki parametrik timelike

yüzey ve Span
�
NA; NB

	
spacelike düzlemde NA ile NB aras¬ndaki aç¬ �

2
ise

i) �Ag = �
B
g

ii) PA = NB ve PB = �NA

d¬r.

Önerme 4.5: Lorentz- Minkowski 3- uzay¬ L3 de parametrik timelike MA ve

MB yüzeyleri bir c (s) timelike e¼grisi boyunca kesi̧ssinler. c (s) arakesit e¼grisinin

MA
�
MB

�
timelike yüzeyi üzerinde bir asimptotik e¼gri oldu¼gunu kabul edelim. Bu

takdirde Sp
�
NA; NB

	
spacelike düzleminde NA ile NB aras¬ndaki aç¬� olmak üzere

c (s) arakesit e¼grisinin MB
�
MA

�
timelike yüzeyi üzerinde bir geodezik e¼gri olmas¬

için gerek ve yeter şart � = �
2
olmas¬d¬r.
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·Ispat: c (s) arakesit e¼grisinin MB
�
MA

�
timelike yüzeyi üzerinde bir geodezik e¼gri

oldu¼gunu kabul edelim. Kabul gere¼gince kAn = 0 olup Tan¬m 2.12 den

�2 =

�
kBn
�2

sin2 �

olur. Di¼ger taraftan kBg = 0 oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa,

�
kBn
�2
=

�
kBn
�2

sin2 �

olaca¼g¬ndan � = �
2
elde edilir.

Tersine kAn = 0 ve � =
�
2
oldu¼gundan c (s) timelike arakesit e¼grisinin MB timelike

yüzeyi üzerinde bir geodezik e¼gri oldu¼gu görülür.

Sonuç 4.4: MA ve MB Lorentz Minkowski 3-uzay¬L3 de iki parametrik timelike

yüzey ve sp
�
NA; NB

	
spacelike düzlemde NA ile NB aras¬ndaki aç¬� olmak üzere

bu iki yüzeyin e¼grisinin c(s) için

kAg =
��cot �kAn � sec �kBn ��

kBg =
��cot ��Bn � sec ��An ��

d¬r.

·Ispat : Bir timelike yüzey ve üzerinde yatan bir timelike e¼gri için

�2 =
�
kAn
�2
+
�
kAg
�2

oldu¼gundan Tan¬m 2.10 dan

�
kAn
�2
+
�
kBn
�2 � 2 cos �kAn kBn
sin2 �

=
�
kAg
�2
+
�
kAn
�2
=
�
kBg
�2
+
�
kBn
�2
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oldu¼gundan

�
kAn
�2
+
�
kBn
�2 � 2 cos �kAn kBn = sin2 � �kAg �2 + sin2 � �kAn �2�

kAn
�2 �
1� sin2 �

�
+
�
kBn
�2 � 2 cos �kAn kBn = sin2 � �kAg �2�

cos �kAn
�2
+
�
kBn
�2 � 2 cos �kAn kBn = sin2 � �kAg �2�

cos �kAn � kBn
�2
= sin2 �

�
kAg
�2�

kAg
�2
=
(cos �kAn�kBn )

2

sin2 �
; 0 < � < ��

�Ag
�2
=
�
cot �kAn � sec �kBn

�2
�Ag =

��cot �kAn � sec �kBn ��
bulunur. Benzer şekilde

kBg =
��cot �kBn � sec �kAn ��

olur.

Sonuç 4.5: MA ve MB Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de iki parametrik timelike

yüzey ve NA ve NB nin içinde kald¬¼g¬Öklid düzleminde NA ile NB aras¬ndaki aç¬�

olmak üzere bu iki timelike yüzeyin arakesit e¼grisi c(s) e¼grisi MA(MB) üzerinde bir

geodezik e¼gri olmas¬için gerek ve yeter koşul

kBn
kAn

= cos �;

�
kAn
kBn

= cos �

�

·Ispat : Sonuç 4.4. gere¼gince

kAg =
��cot �kAn � sec �kBn ��

oldu¼gundan c(s) e¼grisi MA üzerinde bir geodezik e¼gri ise kAg = 0 olup

cot �kAn = sec �k
B
n

olaca¼g¬ndan
kBn
kAn

= cos �
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ve benzer şekilde MB üzerinde geodezik ise

kAn
kBn

= cos �

olur.

Tersine, �
B
n

�An
= cos � olmas¬

D
c
00
; NB � cos �NA

E
= 0

olmas¬n¬gerektirir. Di¼ger taraftan PA 2 Sp
�
NA; NB

	
oldu¼gundan

PA = �NA + �NB

olarak yaz¬labilir. Bu eşitli¼gin her iki taraf¬s¬ras¬yla NA ve NB ile iç çarp¬l¬rsa



PA; NA

�
= �+ cos ��


PA; NB
�
= cos �� + �

veya

0 = �+ cos ��

sin � = cos ��+ �

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemi çözersek24 0

sin �

35 =
24 1 cos �

cos � 1

3524 �
�

35
� = � sin � cos �

sin2 �
= � cos �

sin �
; � = sin �

sin2 �
= 1

sin �

bulunur. Buna göre

PA =
1

sin �

�
� cos �NA +NB

�
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olarak bulunur. O halde

kAg =


c
00
; PA

�
=



c
00
; 1
sin �

�
� cos �NA +NB

��
= 1

sin �



c
00
; NB � cos �NA

�
olur. Kabul gere¼gince de kAg = 0 elde edilir.

Sonuç 4.6: MA ve MB Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de iki parametrik timelike

yüzey ve NA ve NB nin içinde kald¬¼g¬spacelike düzleminde NA ile NB aras¬ndaki

aç¬� olsun. Bu takdirde MA ile MB nin c(s) timelike arakesit e¼grisi MA üzerinde

bir geodezik e¼gri ise c(s) nin torsiyonu

� =
det(c

0
; c

00
; NA)

sin �kAn

d¬r.

·Ispat : MA üzerinde c(s) arakesit e¼grisi geodezik e¼gri oldu¼gunda kAg =


c
00
; PA

�
= 0

olup c
00
e¼grilik vektörü NA spacelike vektörü ile çak¬̧s¬kt¬r. Bu ise PA n¬n c(s)

e¼grisinin b binormali ile çak¬̧smas¬ anlam¬na gelir. O halde

NA; b

�
= 0 ve



NB; b

�
= sin � olup (4:13) ifadesi

� = 1
� sin2 �

(pBn � cos �pAn ) sin �

= 1
� sin �

(pBn � cos �pAn )

olur. Buna göre

�� sin � =
D
c
000
; NB � cos �NA

E
bulunur. Di¼ger taraftan Sonuç 4.5 in ispat¬nda

PA = NB � cos �NA

olarak bulunmuştu. Bu eşitlik yerine yaz¬l¬p PA = �T � NA eşitli¼gi göz önüne
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al¬n¬rsa
�� sin � =



c
000
; PA

�
=



c
000
;�T �NA

�
= � det

�
c
000
; c

0
; NA

�
= det

�
c
0
; c

000
; NA

�
bulunur. Ayr¬ca �2 =

�
kAg
�2
+
�
kAn
�2
ve kAg = 0 oldu¼gundan � = k

A
n olur. Böylece

� =
det
�
c
0
; c

000
; NA

�
�An sin �

olur.

Sonuç 4.7: MA ve MB Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de iki parametrik timelike

yüzey ve NA ve NB normallerinin içinde kald¬¼g¬ spacelike düzlemde aralar¬ndaki

aç¬ � olsun. Bu takdirde bu iki timelike yüzeyin c(s) timelike arakesit e¼grisinin

asimptotik e¼gri olmas¬için gerek ve yeter koşul

kBn
kAg

= sin �

olmas¬d¬r.

·Ispat : Tan¬m (2:10) da kAn = 0 yaz¬l¬rsa

�2 =

�
kBn
�2

sin2 �

olur ve �2 =
�
kAg
�2
+
�
kAn
�2
oldu¼gundan

�
kBn
�2

sin2 �
=
�
kAg
�2

elde edilir. Buna göre
kBn
kAg

= sin �

olur.

39



Tersine NA 2 Sp
�
NB; PA

	
oldu¼gundan

NA = �NB + �PA

olarak yaz¬labilir. Bu eşitli¼gin her iki taraf¬s¬ras¬yla NB ve PA ile iç çarp¬l¬rsa



NA; NB

�
= �+ �



PA; NB

�

NA; PA

�
= �



NB; PA

�
+ �

veya

cos � = �+ sin ��

0 = sin � + �

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemini çözersek ,

� = 1
cos �

; � = � sin �
cos �

olup

NA =
1

cos �
(NB � sin �PA)

bulunur. Kabul gere¼gince kBn
kAg
= sin � oldu¼gundan

D
c
00
; NB � sin �PA

E
= 0

oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

kAn =


c
00
; NA

�
= 1

cos �



c
00
; NB � sin �PA

�
= 0

bulunur ki istenen sonuç elde edilmi̧s olur.

Sonuç 4.8: MA ve MB Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de iki parametrik timelike

yüzey ve NA ile NB nin içinde kald¬¼g¬spacelike düzlemde aralar¬ndaki aç¬� olsun.

Bu takdirdeMA ileMB nin c(s) timelike arakesit e¼grisiMA üzerinde bir asimptotik
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e¼gri ise

� = �Ag

olur.

·Ispat: MA üzerinde timelike c(s) arakesit e¼grisi asimptotik e¼gri oldu¼gundan c
00

e¼grilik vektörü PA spacelike vektörü ile çak¬̧s¬kt¬r. Bu ise NA n¬n c(s) e¼grisinin b

binormalinin bir kat¬olmas¬anlam¬na gelir. Bu yüzden



NA; b

�
= �1 ;



NB; b

�
= � cos �

olur. O halde
� = �pAn+cos �pBn�cos �pBn+cos2 �pAn

� sin2 �

= � sin2 �pAn
� sin2 �

= �pAn
�

olur. Ayr¬ca � = kAg oldu¼gundan

� =
�pAn
kAg

elde edilir. Di¼ger taraftan pAn =
�
�An
�0
� �Ag �Ag oldu¼gundan

� =
kAg �

A
g

kAg
= �Ag

olur.

Lorentz- Minkowski 3- uzay¬L3 de parametrik denklemi X = X (u; v) olan bir M

timelike yüzeyi ve bu yüzey üzerinde timelike c = c (s) e¼grisi verilmi̧s olsun. O halde

c (s) = X (u (s) ; v (s))

olarak ifade edilebilir. Bu takdirde timelike c = c (s) e¼grisinin c0 (s) ; c00 (s) ; c000 (s)

türevleri zincir kural¬kullan¬larak

c0 (s) = Xuu
0 +Xvv

0 (4.16)
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c00 (s) = Xuv (u
0)
2
+ 2Xuvu

0v0 +Xuv (v
0)
2
+Xuu

0 +Xvv
0 (4.17)

c000 (s) = Xu uv (u
0)3 + 3Xuvu (u

0)2 v0 + 3Xuvvu
0 (v0)2 +Xvvv (v

0)3

+ 3 [Xuuu
0u00 +Xuv (u

00 + u0v0) +Xvvv
0v00] +Xuu

00 +Xvv
00

(4.18)

olarak bulunur. (4.17) denkleminin her iki taraf¬N ile çarp¬l¬rsa,

L = hXuv; Ni ;M = hXuv; Ni ;N = hXuv; Ni (4.19)

olmak üzere

kn = L (u
0)
2
+ 2Mu0v0 +N(v0)

2 (4.20)

olur. Buradan (4.20) ifadesini belirleyebilmek için hala u0; v0 yü hesaplamak gerek-

lidir. Bunun için de (4.16) denklemin her iki taraf¬n¬s¬ras¬yla Xu ve Xv ile çarparsak

E = hXu; Xui ;F = hXu; Xvi ;G = hXv; Xvi (4.21)

olmak üzere

ht;Xui = Eu0 + Fv0 (4.22)

ht;Xvi = Fu0 +Gv0

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminden u0; v0 belirlendi¼ginden kn

de¼geri bulunmuş olur.

Benzer şekilde (4.18) denkleminin her iki tarf¬N ile çarp¬ld¬¼g¬nda

III = hXuuu; Ni (u0)3 + 3 hXuuv; Ni (u0)2 v0 + 3 hXuvv; Niu0 (v0)2 + hXvvv; Niu0 (v0)3

(4.23)

olmak üzere

pn = 3 [hXuu; Niu0u00 + hXuv; Ni (u00v0 + u0v00) + hXvv; Ni v0v00] + III (4.24)
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olup (4.19) eşiitlikleri kullan¬larak

pn = 3 [Lu
0u00 +M (u00v0 + u0v00) +Nv0v00] + III (4.25)

olarak yaz¬labilir. Buradan (4.17) denkleminin her iki taraf¬s¬ras¬yla Xu ve Xv ile

çarp¬l¬rsa

Eu00 + Fv00 = hc00; Xui �
Eu
2
(u0)

2 � Evu0v0 �
�
Fv �

Gu
2

�
(v00)

2 (4.26)

Fu00 +Gv00 = hc00; Xui �
�
Fu;

Eu
2

�
(u0)

2 �
�
Guu

0v0 � Gu
2

�
(v0)2

şeklindeki lineer denklem sistemi elde edilir ki böylece pn de¼geri bulunabilir.

Örnek 4.1: Lorentz- Minkowski uzay¬L3 deMA veMB timelike yüzeyleri s¬ras¬yla

XA (uA; vA) = (coshuA cos vA; coshuA sin vA; sinhuA) (4.27)

ve

XB (uB; vB) =

 p
2

2
uB;

p
2

2
((uB + 1) cosh vB � 1) ;

p
2

2
(uB + 1) sinh vB

!
(4.28)

olarak verilmi̧s olsun. Bu yüzeylerin c timelike arakesit e¼grisinin

XA
�
0;
�

4

�
= XB (1; 0) =

 p
2

2
;

p
2

2
; 0

!
(4.29)

noktas¬ndaki � e¼grili¼gi ve � burulmas¬n¬hesaplayal¬m: XA n¬n uA ve vA ya göre

k¬smi türevleri

XA
uA
(uA; vA) = (sinhuA cos vA; sinhuA sin vA; coshuA)

XA
uA

�
0; �

4

�
= (0; 0; 1)

(4.30)

ve
XA
vA
(uA; vA) = (� coshuA sin vA; coshuA cos vA; 0)

XA
vA

�
0; �

4

�
=

�
�
p
2

2
;
p
2
2
; 0
� (4.31)
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olup

XA
uA
�XA

vA
=

���������
e1 e2 �e3
0 0 1

�
p
2

2

p
2
2

0

��������� =
�
p
2

2
(1; 1; 0)

oldu¼gundan

NA =
XA
uA
�XA

vAXA
uA
�XA

vA

 = �p2 (1; 1; 0) (4.32)

olur. Benzer şekilde XB nin uB ve vB ya göre k¬smi türevleri

XB
uB
(uB; vB) =

�p
2
2
;
p
2
2
cosh vB;

p
2
2
sinh vB

�
XB
uB
(1; 0) =

p
2
2
(1; 1; 0)

(4.33)

ve

XB
vB
(uB; vB) =

�
0;

p
2
2
(uB + 1) sinh vB;

p
2
2
(uB + 1) cosh vB

�
XB
vB
(1; 0) =

p
2 (0; 0; 1)

(4.34)

olup

XB
uB
�XB

vB
=

���������
e1 e2 �e3
p
2
2

p
2
2

0

0 0
p
2

��������� = (1;�1; 0)
oldu¼gundan

NB =
XB
uB
�XB

vBXB
uB
�XB

vB

 =
p
2

2
(1;�1; 0) (4.35)

olur. Bu takdirde span
�
NA; NB

	
spacelike düzleminde NA ile NB aras¬ndaki aç¬�

olmak üzere

cos (�) =


NA; NB

�
= 0

olup � = �
2
ve

T =
NA �NB

kNA �NBk = (0; 0;�1) (4.36)

olur.(4.30) ve (4.31)den

EA = �1;FA = 0;GA = 1 (4.37)
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(4.33) ve (4.34) den

EB = 1;FB = 0;GB = 1 (4.38)

olur. Ayr¬ca XA n¬n ikinci mertebeden k¬smi türevleri

XA
uAuA

(uA; vA) = (cosuA cos vA; coshuA sin vA; sinhuA)

XA
uAuA

�
0; �

4

�
=

�p
2
2
;
p
2
2
; 0
� (4.39)

XA
uAvA

(uA; vA) = (� sinhuA sin vA; sinhuA cos vA; 0)

XA
uAvA

�
0; �

4

�
= (0; 0; 0)

(4.40)

XA
vAvA

(uA; vA) = (� coshuA cos vA;� coshuA sin vA; 0)

XA
vAvA

�
0; �

4

�
=

�
�
p
2

2
; �

p
2

2
; 0
� (4.41)

ve XB n¬n ikinci mertebeden k¬smi türevleri

XB
uBuB

(uB; vB) = (0; 0; 0); X
B
uBuB

(1; 0) = (0; 0; 0) (4.42)

XB
uBvB

(uB; vB) =

 
0;

p
2

2
sinh vB;

p
2

2
cos vB

!
; XB

uBvB
(1; 0) =

 
0; 0;

p
2

2

!
(4.43)

XB
vBvB

(uB; vB) =
�
0;

p
2
2
(uB + 1) cosh vB;

p
2
2
(uB + 1) sinh vB

�
XB
vBvB

(1; 0) =
�
0;
p
2; 0
� (4.44)

olup (4.32), (4.39), (4.40) ve (4.41) den

LA =
�1
2
;MA = 0;NA =

1

2
(4.45)

ve (4.35), (4.42), (4.43) ve (4.44) den

LB = 0;MB = 0;NB = �1 (4.46)

bulunur. Böylece (4.22) den

u0A = 1; v
0
A = 0 (4.47)
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ve

u0B = 0; v
0
B =

p
2 (4.48)

olup (4.20) dan

kAn =
�1
2
; kBn = �2 (4.49)

bulunur. Buna göre c (s) arakesit e¼grisinin p =
�p

2
2
;
p
2
2
; 0
�
noktas¬ndaki e¼grili¼gi

�2 =
17

4
(4.50)

bulunur. Benzer şekilde (4.26) dan

u00A = 0; v
00
A = 4 (4.51)

ve

u00B = 1�
p
2; v00B = 0 (4.52)

olup XA ve XBnin üçüncü mertebeden k¬smi türevleri hesaplan¬p (4.23) de yerine

yaz¬l¬rsa

IIIA = IIIB = 0 (4.53)

bulunur. Bu takdirde (4.45), (4.46), (4.47), (4.52) ve (4.53) ten

pAn = p
B
n = 0 (4.54)

elde edilir. c00 = �n = �AnNA + �
B
nNB oldu¼gundan

n =

 
�3
p
2

2
p
17
;
5
p
2

2
p
17
; 0

!

olup

b = t� n =
 
5
p
2

2
p
17
;
�3
p
2

2
p
17
; 0

!
(4.55)

olaca¼g¬ndan

� =
�hNA +NB; bi

�
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olup (4.32), (4.35), (4.50) yerine yaz¬l¬rsa

� =
�2p
17

olarak bulunmuş olur.

4

2

0

2

44202468
10

5

0

5

10

432101234

10
0

10
8

6

4

2

0

2

4

6

8

((b))

Şekil 4.3.a.b. ·Iki timelike yüzeyin arakesit e¼grisi
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4.2 Spacelike Arakesit E¼grisi

MA ve MB timelike yüzeylerinin bir c = c (s) spacelike arakesit e¼grisi boyunca ke-

si̧sti¼gini kabul edelim. Bu takdirde c (s) e¼grisinin p = c (s) noktas¬ndaki h¬z vektörü

4.1. de oldu¼gu gibi elde edilebilir.

Şekil 4.4 Spacelike arakesit e¼grisi

Ancak bu durumda NA ve NB birim normal spacelike vektörleri bir timelike

düzlemde kald¬¼g¬ndan bu k¬s¬mda � 2 R� [�1; 1] olmak üzere


NA; NB

�
= � olarak

al¬nacakt¬r.

4.2.1 Spacelike arakesit e¼grisinin e¼grili¼gi

Spacelike arakesit e¼grisinin p noktas¬ndaki c00 e¼grilik vektörü T ye dik oldu¼gundan

NA ve NB spacelike vektörlerinin içinde kald¬¼g¬timelike düzlemde yatar.O halde bu

vektör

c00 = �NA + �NB (4.56)

olarak ifade edilebilir. Burada � ve � hesaplanmas¬gereken katsay¬lard¬r. (4:56)
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eşitli¼gi s¬ras¬yla NA ve NB ile iççarp¬l¬rsa

kAn =


c00; NA

�
= �+ �� (4.57)

kBn =


c00; NB

�
= ��+ �

elde edilir. Buna göre 24 kAn
kBn

35 =
24 1 �

� 1

3524 �
�

35
lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi çözülürse

� =
kAn � �kBn
1� �2

(4.58)

ve

� =
kBn � �kAn
1� �2

(4.59)

olarak elde edilir. Di¼ger taraftan c00 = �NA + �NB oldu¼gundan

� = kc00k =
q���2 + �2 + 2�����

olup

�2 =

����kAn �2 + �kBn �2 � 2�kAn kBn ���
1� �2

olarak elde edilir. Buna göre şu sonuç verilebilir:

Önerme 4.6 : Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 iki timelike yüzey MA ve MB olsun.

Bu takdirde � 2 R� [�1; 1] ve


NA; NB

�
= � olmak üzere bu iki timelike yüzeyin

spacelike arakesit e¼grisinin e¼grili¼gi

�2 =

����kAn �2 + �kBn �2 � 2�kAn kBn ���
1� �2

(4.60)

dir.
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4.2.2 Spacelike arakesit e¼grisinin torsiyonu

NA ve NB spacelike normal vektörleri timelike normal düzlemde yatt¬¼g¬ndan (2:21)

ve (2:22) ifadelerindeki �0n+��b terimi ve (2:23) daki �n terimi NA+ �NB ile yer

de¼gi̧stirilebilir. O halde

Durum 1: c000 = ft+ NA + �NB (4.61)

Durum 2: c000 = gt+ NA + �NB (4.62)

Durum 3: c000 = NA + �NB (4.63)

olur.

E¼ger c000 vektörünün p noktas¬nda N birim spacelike yüzey normali üzerine izdüşümü

pn ile gösterilirse

pAn =  + ��

pBn = �+ �
(4.64)

lineer denklem sistemi elde edilir.  ve � bilinmeyenli (4:64) denklemini çözersek

 =
1

1� �2
�
pAn � �pBn

�
(4.65)

ve

� =
1

1� �2
�
pBn � �pAn

�
(4.66)

olarak bulunur. Bu takdirde (2:24) ; (2:25) ve (2:26) denklemlerinden aşa¼g¬daki

sonuç elde edilir:

Önerme 4.7: MA veMB Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de iki timelike yüzey olsun.

Bu takdirde


NA; NB

�
= � olmak üzere bu iki timelike yüzeyin spacelike arakesit

e¼grisinin torsiyonu

� =
�
�
pAn � �pBn

� 

NA; b

�
�
�
pBn � �pAn

� 

NB; b

�
�
�
1� �2

�
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� =

�
pAn � �pBn

� 

NA; b

�
+
�
pBn � �pAn

� 

NB; b

�
�
�
1� �2

�
� =

�
pAn � �pBn

� 

NA; b

�
+
�
pBn � �pAn

� 

NB; b

��
1� �2

�
olur.

4.3. Null Arakesit E¼grisi

MA veMB Lorentz-Minkowski 3-uzay¬L3 de iki timelike yüzey olsun. Bu yüzeylerin

bir c = c (s) spacelike arakesit e¼grisi boyunca kesi̧sti¼gini kabul edelim. Bu takdirde

c (s) e¼grisinin p = c (s) noktas¬ndaki h¬z vektörü 4.1. de oldu¼gu gibi elde edilebilir.

Şekil 4.5 Null arakesit e¼grisi

Ancak bu durumda NA ve NB birim normal spacelike vektörleri NA � NB null

h¬z vektörü ile bir null düzlemde kal¬r.


NA; NB

�
= �1 olmas¬halinde arakesit

e¼grisi null olup NA � NB bir null düzlemde kal¬r. Di¼ger taraftan


NA; NB

�
= �1

oldu¼gundan NA ve NB birim normal spacelike vektörleri lineer ba¼g¬ml¬olur. Bu

ise yüzeylerin bir e¼gri boyunca te¼get olmas¬anlam¬na gelir ki bu durumda yukar¬da

kullan¬lan teknik burada kullan¬lamaz.

51



5. SPACELIKE- NULL ·IK·I YÜZEY·IN ARAKES·IT E¼GR·IS·I

Bu bölümde L3 Lorentz-Minkowski 3-uzay¬nda biri spacelike di¼geri null olan iki

yüzeyin arakesit e¼grisinin � e¼grili¼gi � torsiyonunu hesaplayaca¼g¬z.

5.1. Spacelike Arakesit E¼grisi

L3 Lorentz-Minkowski 3-Uzay¬nda bir MS spacelike yüzeyi XS = XS (us; vs)

parametrik denklemi ile ve bir ML null yüzeyi XL = XL (uL; vL) parametrik

denklemi verilmi̧s olsun. c = c(s) e¼grisi hem MS spacelike yüzeyi hem de ML

null yüzeyi üzerinde yatan arakesit e¼grisi olsun. Böylece c arakesit e¼grisinin t te¼get

vektörü her iki yüzeyin tanjant düzlemi üzerinde olur. O halde bu te¼get vektör

p = c(s) noktas¬ndaki MS spacelike yüzeyinin birim timelike normali N ile ML null

yüzeyinin Z normal vektörünün vektörel çarp¬m¬

T =
N � Z
kN � Zk

olup (2.33) ifadesi gere¼gince bir spacelike vektör olur. Buna göre L3 Lorentz-

Minkowski 3-uzay¬nda bir MS spacelike yüzeyi ile bir ML null yüzeyi bir spacelike

e¼gri boyunca kesi̧sirler.

Spacelike arakesit e¼grisinin p noktas¬ndaki c00 e¼grilik vektörü T ye dik oldu¼gundan

c00 2 Span fN;Pg ve c00 2 Span fZ; Y g

olup N timelike, P spacelike, Z ve Y null vektörleri c0 ye dik olan bir timelike

düzlemde yatarlar.

Bu timelike düzlemde yatan N timelike, P spacelike vektörleri yard¬m¬yla

1p
2
(P +N) ve

1p
2
(P �N)
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olacak şekilde null vektörler inşa edebiliriz. Ancak Önerme 2.8. gere¼gince bir

timelike düzlemde iki tane lineer ba¼g¬ms¬z null vektör mevcut olup bu yeni

vektörler Z ve Y null vektörleri ile lineer ba¼g¬ml¬olabilirler. O halde

Z =
1p
2
(P +N) ve Y =

1p
2
(P �N) (5.1)

veya

Z =
1p
2
(P +N) ve Y =

1p
2
(P �N)

olarak alabiliriz. Şimdi bu yüzeylerin normallerinin

hN;Zi = �

oldu¼gunu kabul edelim. Buna göre (5.1) ifadesi kullan¬larak

� =
D
N; 1p

2
(P +N)

E
= 1p

2
hN;P i � 1p

2
hN;Ni

= � 1p
2

olup c(s) e¼grisi boyunca hN;Zi = � 1p
2
dir. Benzer şekilde hP;Zi = 1p

2
olur. Böylece

şu sonucu verebiliriz:

Sonuç 5.1: L3 Lorentz-Minkowski 3-uzay¬nda bir MS spacelike yüzeyi ile bir ML

null yüzeyi bir c(s) spacelike arakesit e¼grisi boyunca kesi̧siyorsa

� g = �� y

dir.

·Ispat:

hN;Zi = � 1p
2
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oldu¼gundan s ye göre türev al¬n¬rsa

hN 0; Zi+ hN;Z 0i = 0

olup (2.29) ve (2.32) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

0 = h�n(s)T (s) + � g (s)P (s) ; Z(s)i+ hN(s);��y(s)T (s) + Ty(s)Z(s)i

= �n(s) hT (s); Z(s)i+ � g (s) hP (s) ; Z(s)i � �y(s) hN(s); T (s)i

+ � y(s) hN(s); Z(s)i

= � g (s)
1p
2
� � y(s) 1p2

olaca¼g¬ndan

� g = �� y

elde edilir.

Buna göre (2.26) ve (2.29) denklemleri yeniden düzenlenirse

T 0 = �nN + �gP

N 0 = �nT + � gP

P 0 = ��gT + � gN

ve
T 0 = �zZ + �yY

Z 0 = ��yT + � yZ

Y 0 = ��zT � � yY

olur.

5.2. Spacelike Arakesit E¼grisinin E¼grili¼gi

Spacelike arakesit e¼grisinin p noktas¬ndaki c00e¼grilik vektörü T ye dik oldu¼gundan

c00 = �N + �Z (5.2)
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olarak ifade edilebilir. Buradaki � ve � katsay¬lar¬hesaplanmas¬gereken katsay¬lard¬r.

Yukar¬dan

hN;Zi = � 1p
2

oldu¼gunu biliyoruz. P noktas¬nda c e¼grisinin T do¼grultusundaki kn normal

e¼grili¼ginin c00 = kn e¼grilik vektörünün P noktas¬ndaki timelike birim yüzeyi normali

üzerine izdüşümü, ky y-e¼grili¼ginin de c00 = kn e¼grilik vektörünün P noktas¬ndaki Z

normal vektörüne paralel izdüşümünü ölçtü¼günü biliyoruz. Buradan (5.2) eşitli¼gi N

ve Z ile iççarp¬l¬rsa

kn = hc00; Ni = ��� 1p
2
�

ky = hc00; Zi = � 1p
2
�

elde edilir. Buna göre

� = �
p
2Ky

ve

� = �
p
2
�
kn �

p
2ky

�
= 2ky �

p
2kn

olup c00 e¼grilik vektörü

c00 = �
p
2kyN �

p
2
�
kn �

p
2ky

�
Z (5.3)

olarak elde edilir. Di¼ger taraftan

� = kc00k

oldu¼gundan

�2 = �k2y � 2
p
2ky

�
2ky �

p
2kn

���1p
2

�
olup

�2 = 2k2y � 2
p
2kykn
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olarak elde edilir. E¼ger (5.3) denklemi s¬ras¬yla P ve Y ile çarp¬l¬rsa

kg = hc00; P i = � hP;Zi

kz = hc00; Y i = � hN; Y i+ �

olup

hP;Zi = 1p
2
hP; P i = 1p

2

ve

hN; Y i = 1p
2

oldu¼gundan

� =
p
2kg

� =
p
2
�
kz �

p
2kg = �2kg +

p
2kz

�
bulunur. Buna göre

c00 =
�
�2kg +

p
2kz

�
N +

p
2kgZ

olarak ifade edilebilir. Bu takdirde c (s) spacelike arakesit e¼grisinin e¼grili¼gi

�2 = 2
p
2kgkz � 2k2z

olarak elde edilir. Böylece şu önerme elde edilir:

Önerme 5.1: Lorentz- Minkowski 3- uzay¬L3 de MS ve ML s¬ras¬yla bir spacelike

ve bir null yüzey olsun. Bu takdirde bu iki yüzeyin spacelike arakesit e¼grisinin

e¼grili¼gi

�2 = 2k2y � 2
p
2kykn

veya

�2 = 2
p
2kgkz � 2k2z

dir.

56



Bu takdirde aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilir:

Sonuç 5.2: Lorentz- Minkowski 3- uzay¬L3 de MS spacelike ve ML null yüzeyleri

bir c (s) spacelike e¼grisi boyunca kesi̧ssin. Bu takdirde

i) E¼ger MS üzerinde c (s) e¼grisi asimptotik ise

ky = kz

ii) E¼ger MS üzerinde c (s) e¼grisi geodezik ise

ky = �kz

dir.

5.3 Spacelike Arakesit E¼grisinin Torsiyonu

MS spacelike veML null yüzeylerinin s¬ras¬yla N timelike birim normali ve Z light-

like normal vektörleri c spacelike arakesit e¼grisinin normal düzleminde

yatt¬¼g¬ndan Frenet denklemindeki k0n = k�b ifadesi yerine �n terimleri yerine

�N + �Z al¬nabilir. Bu takdirde c000 vektörü

c000 = �2t+ �N + �Z

şeklinde yaz¬labilir. Bu eşitli¼gin her iki taraf¬s¬ras¬yla N ve Z ile iççarp¬l¬rsa

hc000; Ni = ��+ � hN;Zi = ���
p
2

2
� (5.4)

hc000; Zi = � hN;Zi = ��
p
2

2

elde edilir. c000 nün s¬ras¬yla MS spacelike yüzeyi üzerinde N timelike normali

üzerine izdüşümünü �N ; ML lightlike yüzeyi üzerinde Z ye paralel izdüşümünü �Z
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ile gösterilirse (5.4) denklemlerinde � ve � bilinmeyenleri

� = �
p
2�Z

� = 2�Z �
p
2�N

olarak bulunur. O halde c000 vektörü de

c000 = �k2T �
p
2�ZN +

�
2�Z �

p
2�N

�
Z

olarak elde edilir. Bu takdirde c00 vektörünün spacelike olmas¬halinde (2.24) yard¬m¬yla

� =
�hc000; bi

k

=
�


�k2T �

p
2�ZN +

�
2�Z �

p
2�N

�
Z; b
�

k

=

p
2�Z hN; bi �

�
2�Z �

p
2�N

�
hZ; bi

k

olup

� =

p
2�Z hN; bi �

�
2�N �

p
2�N

�
hZ; bi

k

olarak bulunur. Benzer şekilde c00 vektörünün timelike ve null olmas¬na göre (2.25)

ve (2.26) eşitlikleri yard¬m¬yla c e¼grisinin � burulmas¬, s¬ras¬yla

� =
�
p
2�Z hN; bi+ (2�Z �

p
2�N) hZ; bi

k

ve

� = �
p
2�Z hN; bi+ (2�Z �

p
2�N) hZ; bi

olarak elde edilmi̧s olur.

Önerme 5.2: Lorentz- Minkowski 3- uzay¬L3 de MS ve ML s¬ras¬yla bir spacelike

ve bir null yüzey olsun. Bu takdirde bu iki yüzeyin spacelike arakesit e¼grisinin
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burulmas¬, c00 ivme vektörünün s¬ras¬yla spacelike, timelike ve null olmas¬na göre

1. Durum � =
p
2�ZhN;bi�(2�Z�

p
2�N )hZ;bi

k

2. Durum � = �
p
2�ZhN;bi+(2�Z�

p
2�N )hZ;bi

k

3. Durum � = �
p
2�Z hN; bi+ (2�Z �

p
2�N) hZ; bi

dir.

Örnek 5.1: Bir null yüzey olan null koni ve bir spacelike yüzey olan helikoidin

arakesit e¼grisi aşa¼g¬daki şekildedir.

2
1

0
1

2 2

1

0

1

2

4

2

0

2

4

y

z

Şekil 5.1 Null koni ve helikoid yüzeyinin arakesit e¼grisi

59



KAYNAKLAR

Allessio, O. and Guadalope, V.I. 2007. Di¤erential Geometry of intersection curve

of two spacelike surfaces in Lorentz_Minkowski Space L3. http://www.

sbmac.org.br/eventos/cnmac/xxx_cnmac/PDF/626.pdf.

Carmo, M. P. 1976. Di¤erential Geometry of Curves and Surfaces. Prentice-Hall.

NJ.

Duggal, K.L. and Jin, D.H. 2007. Null curves and surfaces of Semi-Riemannian

Manifolds. World Scienti�c. Singapore.

Farin, G., Hoschec, J. and Kim, M.S. 2002. Handbook Computer Aided Geometric

Design. Elsevier. Netherlands.

Hartmann, E. 1996. G2 interpolation and blending on surfaces. The Visual Comp.

12, 181-192.

Kiehn, M.R. Falaco solitons Black holes in a swimming pool. Http://www22.pair.com/

csdc/pdf/zeromean.pdf.

Lopez, R. 2000. Timelike surface with constant mean curvature in Lorentz three

space.

Tohoku Math.J. 52,515-532.

Lopez, R. 2008. Di¤erential Geometry of Curves and surfaces in Lorentz-Minkowski

Space. Mini Course at the IME-USP. University of Sao Paulo. Brasil

O�Neill, B. 1983. Semi-Riemann Geometry with Applications to Relativity.

Academic Press. London.

60



Preparata, F.P. and Shomos, M.I. 1993. Computational Geometry. Springer. USA

Sato, T. 2012. Curves on a spacelike surface in three dimensional Lorentz-Minkowsk,

space. http://eprints3.math.sci.hokudai.ac.jp/2179/1/Kl-sub.pdf

Walrave, J. 1985. Curves and Surfaces in Minkowski spaces. Doctoral Thesis. KU

Leuven, Fac. Science, Leuven.

Wilmore, I., J. 1959. An introduction to Di¤erential Geometry, Clederon Press.

Oxford.

Yak¬c¬, S. 2012. Lightlike Koni Üzerindeki E¼grilerin Karakterizasyonlar¬

Yüksek Lisans Tezi, Ankara Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü.

Ye, X. and Maekawa, T. 1999. Di¤erential Geometry of Intersection Curves of Two

Surfaces. Computer Aided Geometric Design. 16 (8), 767-788.

61



ÖZGEÇM·IŞ
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