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Bu tez beg boliimden olugmaktadar.

Birinci boliimde; bolinmils farklar, konveks fonksiyonlar, lineer pozitif
operatdrler, C(a,b) uzaymnda P.P. Korovkin teoremi, Bernstein polinomu ve
Ozellikleri verilmigtir.

Ikinci, tgiincii, dordiincti ve beginci boliimler ¢alismamizin orjinal kismini
olusturmaktadir.

Ikinci boliimde Genellestirilmis Bernstein polinomlart tanimlanmig ve
siirekli fonksiyonlara yaklagmasi verilmigtir.

Uglincii boliimde Genellestirilmis Bernstein polinomlarinin  monotonlugu
verilmigtir.

Dérdiincii bslimde diferensiyel denklemlerin sayisal ¢6ziim yontemleri
verilmigtir.

" Besinci bolimde Genellestirilmis Sasz operatorii ile ilgili bir teorem
verilmigtir.
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This thesis consist of five chapters.

The first chapter is divided differences, convex functions, linear positive
operators, P.P. Korovkin theorem on C(ab) spaces, Bernstein polynomials and
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C(a,b)
Bn(f;x)
Sn(f;x)
B*P
PL(X)

[]

SIMGELER

[a,b] iizerinde siirekli fonksiyonlar

Bernstein polinomu

Sasz operatorii

Genellegtirilmis Bernstein polinomu

Genellegtirilmig Sasz operatdrii

Boliinmig farklar

f(x) = O(g)) ise | f(x) < Ml gx)l



GIRIS

1858 yilinda K. Weiestrass ispatlamigtr ki; sonlu bir aralikta tammlanmg
herhangi siirekli fonksiyona yakmsayﬁn polinomlar dizisi bulunabilir. Bu
teorem sadece siirekli fonksiyonlara yaklagan polinomlarin varlifi hakkindadir.
1912 yilinda Bernstein bu teoremin yeni bir ispatini vermistir ve
Weierstrass’in ispatindan farkli olarak siirekli fonksiyona yakinsayan polinomlar
dizisinin agik geklini de ifade etmistir. Bernstein’in tanimladig: pplinomlar

Bn(f;x)—.:gi{ln&)chk(l-x)u-k , 0<x<1

seklindedir. Goriildiigti gibi bu polinomlarin yapisi

n
1=y Ckxk(1-xpk
k=0

formiiliinden kaynaklanmistir. Bu nedenle Bernstein polinomlarinin tanimlanma
yontemi siirekli fonksiyonlara yaklagan bir ¢ok yeni polinomlar dizisinin
tanimlanmasma yardimci olmugtur. 1962 yiinda Romen matematikgisi D.D.
Stancu Bernstein polinomunun yeni bir genellesmesini tamimlamis ve bu
genellestirilmis polinomlarin [0,1] {izerinde stirekli fonksiyonlara yaklagtifim
gostermistir. Bernstein polinomlannin yapisinda goriildiigii gibi bu polinomlar
pozitif bir f fonksiyonunu yine pozitif bir B (fx) fonksiyonlar dizisine
doniigtiirmektedir. Bu nedenle, Bernstein polinomlari Lineer pozitif operatdr-
lerdir. Bundan dolayr f(x) 2 g(x) oldufu durumda Bn(f,x) 2 Bn(g,x) olur ve
bu da Bemnstein polinomlarimin monoton oldugunu gosteriyor. Fakat, B (fx)
dizisinin n-ye gore monoton olmas: f fonksiyonunun §zelliklerine baghdir. Bu

problem bir ¢ok matematik¢i tarafindan incelenmigtir (bak. Arama 1957,



Butzer 1954). Bu c¢aligjmada Bernstein polinomunun Stancu tipli genellegsmesi
herhangi sonlu [a)b] aralifinda incelenecek ve tanimlanan yeni genellestirilmis

polinomlarin monotonluk o6zellikleride yer alacaktir. Ayrica

) = emx k) (XF
Su(fix) = e k2=:o f{%) =

genellestirilmis Sasz operatoriiniin tlirevi incelenecektir.



1. LINEER POZITIF OPERATORLER
1.1. Boliinmiis Farklar ve Konveks Fonksiyonlaf

Tamm 1.1.1. f(x) fonksiyonlar (a)b) aralifinda tammli ve XgX; Xyree X ler
(a,b) arahifinin keyfi noktalar1 olsun. Bu durumda

[xk]zf(xk) , k=0,1,2,..,n

[xyx,] - [x, %]
[rg 3, 0 1) = SO

X, X x] = XoXp - X - [X)Xp oo X
0* 1 2 2 b X - X
0 n
ifadelerinde f(x) fonksiyonunun sirasiyla sifirinci, birinci, ... n.ci boliinmiig

farklar1 denir.

Bu ifadelerin f(x) fonksiyonu ile bagimli oldugunu gostermek icin

[XO ; f] ? [x()’Xl ; f] $ et 2 [xo’x].’ A 4 xn ; f]

seklinde yazarniz. Simdi bu bolinmiis farklan diger bir sekilde ifade edelim.

_ [xo] - [x1] _ fixo) - f{xi)
[x0, x1] = Xo -~ X = X <X,
oldugu agiktir. Bu esitligi kullanarak [xo, Xps e s x ] ile ifade edilen ikinci

boliinmiis fark;
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[(xoX1] - [X1X2]

[X0, X1 » Xz] =

Xo - X2
fx) - fix) flx)) - fx)
_ %% 1°%5
- Xo = %2

fixg) (x; - %) - fx)) (%9 - %)) + fx) (x5 - %))
(%o = %) (%) - %)) (x5 - %))

seklinde yazilabilir. Buna gore,

X X fx,) fix,)
o*1%d = (X0 - X)) (%5 - %) (x - X) (X - X))

. M)

(x, - %) (%, - %))

olur.

Timevarim yontemi kullanilarak n.ci boliinmiis fark igin,

» d | fxo) "
I NS 3 Y (A

oldugu gosterilebilir.

Tamm 1.1.2. (a,b) aralifinda tammlanmuig f(x) fonksiyonunun bu aralikta olan
keyfi (n+1) noktadaki n.ci bolinmiis farklari pozitif ise f(x) fonksiyonuna n.ci
basamaktan konveks, negatif ise f(x) fonksiyonuna n.ci basamaktan konkav,

sifir ise f(x) fonksiyonuna n.ci basamaktan sabit fonksiyon denir.



1.2. Lineer Pozitif Operatorler

X ve Y iki fonksiyon uzayr olsun. Eger X’den alinmig herhangi f
fonksiyonuna Y’de bir g fonksiyonu Kkarsilik getiren bir L. kuralh varsa o
takdirde X uzayinda bir operatér tammlanmugtir denir ve g(x) = L(fix) ile

gosterilir.

X uzayma L operatériiniin tanim bolgesi denir ve X = D(L) ile
gosterilir. Bu durumda L(f;x) = g(x), Y uzayinin bir elemani olur ve bu
sekilde g fonksiyonlar1 kiimesine L operatdriiniin degerler kiimesi denir. Bu

kiime R(L) ile gosterilir. Gériiliyorki R(L) 'Y dir.

X uzayt bir lineer uzay oldugundan lineer operatdriin tanimint verebiliriz.
f, ve £, reel X lineer uzayinda herhangi iki fonksiyon, a, ve o, ’ler keyfi iki

reel say1 olmak iizere L operatdri,

L(alf1 + a2f2;x) = alL(fl;x) + aZL(fz;x)

kosulunu gercekliyor ise o takdirde L operatSriine bir lineer operatdr denir.

Bu tanimdan goriiliiyorki L lineer operatérii igcin L(0,x) = O olur.
Kabul edelimki

Xt = {f e X; f(x) 20}

Yr={geY; gx 20}

olsun. Eger X uzayinda tanimlanmig L lineer operatérii igin L(X*) c Y* ise L
operatdriine Lineer Pozitif Operatr denir. Yani f(x) = O oldugunda L(fx) 20

olur.



13. C(a,b) Uzaymda P.P. Korovkin Teoremi

1952 yiinda H. Bohman, toplam sgeklindeki lineer pozitif operatdrier
dizisinin [0,1] arahifinda siirekli fonksiyonuna yaklagmasi problemini

incelemigtir. H. Bohman gostermis ki x € [0,1], 0 < o, <1 olduguhda

L(fx) = 3 fle, ) P , P ()20
k=0

pozitif operatorler dizisinin, n — e icin [0,1] aralifinda f fonksiyonuna

diizgiin yakinsak olabilmesi i¢in gerek ve yeter kogul agafidaki ii¢c koguldur:

Lx) —2 1 (1
L tx) — 2 x 2
Ln(tzgx) =2 % 3)

Burada " 3 ” diizglin yakinsamay1 gostermektedir. Bohman’in aragtirdi-
g1 operatrlerin degeri f fonksiyonunun [0,1] aralifinin digindaki degérlerinden

bagimsiz oldugu agiktir.

1953 yilinda P.P. Korovkin genel bir teorem ispatlamig ve gostermistir ki

Bohman’in kogullart genel haldede gerceklenir.

C(a,b) fonksiyonlar uzaywmi hatirlayacak olursak; bu uzaydaki fonksiyonlar
[a)b] arabgmin tim i¢ noktalarinda ve ug noktalarinda siireklidirler. Yani a
noktasinda sagdan ve b noktasinda da soldan siireklidirler. Bu hatirlatmadan

sonra Korovkin teoremine gecelim.

Teorem 1.3.1. (Korovkin Teoremi) [ab] aralifinda (L) lineer pozitif

operatdrler dizisi (1), (2) ve (3) kosullarini gergekliyor ise C(a,b) uzayinda



olan, tiim reel eksende taniml, sinirh herhangi bir f fonksiyonu igin n — o

iken a £ x < b olmak tizere

L (0 —3 f(x)
olur.
14. Bernstein Polinomu ve Ozellikleri

S. Bernstein 1912 yiinda [0,1] aralifinda tanimli ve siirekli bir

fonksiyona yakinsayan bir polinomun

B (fx) = Zf() (10"

k=0
oldugunu gostermistir. xk(l-x)n'k 2 0 oldugunda Bn(f;x) pozitif lineer bir

operatordiir.

Simdi Korovkin teoreminin kogullarini aragtiralim.

n
B (1x) = Y, Ch x“(1-x)"™
k=0

B (1x) = (1-x+x)"

n

Bn(l,x) =1
Bn(t,x 2 k < (n! 5 k(l_x)n-k

B_(tx) = x 2 % (157

B (tx) = x 2 C:_l (1"
k=0

B_(tx) = x



n o2
k n!
n

2, _ n-k
B“(t ’x) - ,5) 2@ X 4P

2 % (n-1)! Xk-1(1~x)n—k

-D! (n-k)!
B (t ) = k1 (o-D! k1 g gyt
* k=2 n (k-1)! (n-k)! X (Ix

x ) —-—Ll-‘l;l)—’——— k-1 . nk
" k§=:1 (k-1)! (n-k)! X (1-x)

Bn(tz;x) = x?nl i (@-2)! 21 0™

n & (k-2)! (n-k)!

o-1
X k k _ n-1-k
+ 4 2 Cn_l x(1-x)
(2 2 p-1 ¥ TS S
B(fx) = x L Y f ) k1™ + X
k=0
2 2 X - X
Bn(t ;x) = X" + I
olur. Dolayisiyla n — oo igin
B (1% - 1l o= 0
B @0 - x 1l o, —>0
2. 2
HB (&%) - x* gy 0

saflanir. Korovkin’in birinci teoremine goére f € C(0,1) i¢in

IB(Ex) - 1) 1l g 5—> 0

gergeklenir.

“

&)



Bu polinomlar bir ¢ok yeni pozitif lineer operatfrlerin tamimlanmasina
yardmc: olmustur. Korovkin teoremlerini gergekleyen operatdr dizilerinin
bulunma ydntemleri Bemnstein polinomlarinin bulunma yéntemi ile elde

edilmigtir (Gadziev 1974).
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2. GENELLESTIRILMIS BERNSTEIN POLINOMLARININ
TANIMLANMASI VE SUREKLI FONKSIYONLARA YAKLASIMI

Teorem 2.1.1. f € C(a,b) ve a, B € R*, o < B olmak iizere

B*P(x) = L5 i fla + K+ & (pa)) ¢ 00" xa) ()
(b-a) k=0 n+p

ise

tim |1 B*(Ex) - 01l

n—eo

Cab) 0

dir.

Ispat: Bn""B lineer pozitif operator oldugundan, P.P. Korovkin teoremini

uygulayabiliriz. Bu teoremin sartlarini Kontrol edelim.

B P(1x) = L > & bt o)
(b-a) k=0

yani,
a,B _
B "(1x) =1

a + ke (b~a)J c o™ xa)
n+8

olsun. Toplamin igindeki parantezi agarsak

B Px) = —2_ Y * o™ - +
(b-a) k=0 .
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elde edilir. Toplami dagitirsak

Btx) = —2 ¥ CF o™ (xa) +
(b-a k=0

R W 2 k (b-a) C (00" (x-2)* +

(b-a)" n+B k=0
k
a (b- b- -
(b-a) M é (b-a) Cy (b-x)"" (x-2)
cikar.
BP1x) = 1
oldugu gbz Oniine alinirsa
(t,x) =a+ -0 [ 2 k Ck (b—x)nk (x- a)k:{
n+B | (b- a) k=0 1
+ —9&_[ 2 C: (o)™ (x-a)k]
n+f | (b-a)"" =0

elde edilir. Parantez igindeki deferler yerine yazilirsa

B:’ﬁ(t,x) =a + -0 (x-a) + % (b-a)
n+f n+B

bulunur. Buradan

ofb-x) + (a-B)(x-a)

n+p

Bg’B(t,x) =X +

B A x) =

2 a + Kt (b—a)} ¢ 00" x-a)f
(b—a) k=0 n+f

olsun. Toplamin igindeki parantezin karesini alusak
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BHPx) = 1Y {a ¢ 20 K50 (g 4 (KO _ (ba )} & 0™ (x-a)f
(b-a)" k=0 n+f (n+[3)

¢ikar. Boylece

B x) = —L_ 3 |a? + 20 K% (b 4 m(b- s 0" x-a)*
n+[3 (n+B)

elde edilir. Toplamin icindeki parantezi agarsak

n
BN = Lo Y

(b-a) k=0

a® + 2a K (b-a) + 23% (bg) +
n+f n+f

2
K o0 + 2ka ) +

(n+B) (n+f)
2

A (b-a)z} c 0™ (x-a)

4

(n+B)

cikar. Aynt ayn toplam alirsak

B% CS (0™ (x-a) +
B x) = - a) kz(,) a )
LY 26 by & (bx)™ x) +
(b-a)" =0 n+P

f L & K*(b-a)* & (b
(b2 k=0 ()

(x-a)k +

_ i 2ak (ba) (0™ (x-) +
o & (4B)

n 2
+ 1oy 2 ) C 0™ xa)*
(b-2)" k=0 (n+P)

¢ikar

B*¥1x) = 1
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oldugu gbézodniine alinirsa

1
B x) = o? + 280 L Sk px™* (xat
n+B (b-a) k=0

1 n?

n 2 '
+ 220 (g 4 - =Y, 1-‘—2- c o-0" xa) +
n+f (n+B) (b-a)" k=0 n

n 2 2
(b-2a)2an 2 % Cl; (b_x)n-k (x_a)k L & (b-a)
@+B) (b-a)™" k=0 (n+B)

elde edilir. Esitlifin sagindaki ikinci, dordiincii ve besinci ifadelerin degerlerini

yerine yazarsak

B x) = o + 280 (xq) + 200 (b-a) +
n+f n+p
2

.0 . [ (x-a)2 (nl-ll) N (x-azl(b-a)] .

(n+pB)

o (b-2)°
2

+ —(—b—'% (2on)(x-a) +

(n+B) (n+)

cikar. Paydalarini egitlersek

B:’B(tz,x) _ a2(n+[3)2 + 2an(xn+x[3-an—a[z) + 2ao0(bn+bp-an-af) N
(n+f)
(nz—n)(x2-2ax+a2) + n(xb-xa-ab+a2)
+ > +
(n+B)
, 20n(xb-xa-aba’) o(b-a)’

2 2
(n+B) (n+P)

elde edilir. Sadelestirme yapilirsa
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2
Ba,B( 2 ) _ a2(n+B) +2anx[3-a2n2-2a2n[3+2aocbB-Zazoc[3+n2x2
a t X} = > -
(n+f)
2.2 2 2
_ n'x"+anx+bnx-nab+2anxb-2anxa+o. (b-a) +

2
(n+)

22,22 2 2
. B x*-B x . 2nPx*-2npx

2 2
(n+p) (n+p)

bulunur. Sonu¢ olarak

2 2 2, 2
B:’B(tz,x) _ 2.2 (n+B) + a’(b-a)” + Zanx([S—zoc) + nx(a+b) - an(an+b)
(n+B)
_ 2%B(n+ar) - xz(n+[32) + 20b(nx+aP) - 2npx>

2
(n+f3)

bulunur.

a,f o
B (x) —3 1

o,p 5

Bn (t.x) — 5 X
o,

B (2x) —3

oldugundan Korovkin teoreminden

tim |1 BX(Ex) - 1001, = 0
n—yeo ’

elde edilir.
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3. GENELLESTIRILMIiS BERNSTEIN POLINOMLARININ
MONOTONLUGU

3.1. Girig

f(x) € Cla,b] ve o, B € R*, o £ B olmak lizere Bernstein polinomu

B (i) = L 3 f(a + kit (>-2) C. b-x)™ (x-a)
(b-a) k=0 n+ \

ile tamamlansin. (B:’B(f,x)) dizisinin monotonlugunu aragtirmak igin ardigik
Bernstein polinomlarnmin farki icin bir formil olusturmaliyiz. Simdi bunun igin

agafidaki teoremi verelim.

Once, kisalik igin asagidaki isaretleri kabul edelim.
(x-a)(b-x)
2
(n+B) (n+B+1)
_ | n-1 k
Fepkax = ™) ca)* 6

F,B.nx) =

n-k-1 n

m (H+B-k*a)(k+a+ 1 )

_{ n-1 kK okl
Fyapknx) = ( k ) (k+1;l(n-k) (x-2)" (b-x)
Cl = Q .Qa_
n+p
C (k+1+o)(b-a)
2
(n+B)(n+p+1)
C. = a(b-a)
 (m+B)(n+p+)
C (b-a)(a-B)

4" (n+1+B)(n+B)

Teorem 3.1.1.

B P(rx) = L5 > 1‘1 + i (b'a)) G, 60" (ea)*
(b-a) k=0 n+f’
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olmak {izere

BXP(tx) - BX(Ex) = - —L - F,Bax

n-1
2 Fz(a,B,k,n,x){a + K0 (ba) | a + KE1HQ gy | g 4 KElHQ ()
k=0

n+3 n+1+B n+f

(b-a) k=0 n+p n+fB

+ c{ + ktlea (b gy | g 4 ki@ (py) f}} - (bx)™"!

n+1+f3 n+f3
Chla+—%— (ba) ,a+ -2 (ba);f] - x-a)"™"!
n+1+p n+p
C,a + DHC (ha) , a + DHLHQ (hg) o ¢
n+f n+1+8
dir.
ispat:

o,B _ 1 N[0 gk o K K+Q (.
B0 = L X (5] o™ oo fa - 9 (00)

olsun. n yerine n+l yazarsak

1 n+l-k k k
B0 = Lo 5 2 (M) 0™ oo fa 4 K42 o)

elde edilir. Esitligin sag tarafini (b-a) ile carpip bolersek

oBe s _ b v (0 K K K40, (1.
By (£X) = —-——-(b_a);l [Zo(k) O™ o) fa + B O a))}

cikar.

b-ag=x-a) + (M -x

f]

- (x-2)(b-x) 5 F(@Bkan)|C ,{a e OB RV

f]
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oldugu gézdniine alinirsa

B*P(ex) = —L_ [2 (1) 0 020™ @) fa + K2 (b)) +
(b-a) k=0 n+f3

+ i( ) (b-x) (0" (x-a) f(a + K& (b-a))

n
k=0 \ k n+p

bulunur. Esitlifin sag tarafim diizenlersek

By () = —L [i (1’2) -2 O™ fa + KL (b-a)) +
= 0+

+ i ( n) (x-a)k (b-x)n'kJr1 fla + K+ (h_a))
k=0 'k n+fB

bulunur. Esgitligin sagindaki birinci toplamda k yerine k-1 yazilirsa

n+l
BP0 = —L [2( 2 ) o2 o™ o + KR (p-0)) 4
(b-a) k=1 n+B

n

1 (_)k N A < N
+k§i(k) x-a) (b-x (a n+[3( a))

sonucu elde edilir. Birinci toplamda k = n+l igin olan degeri ve ikinci

toplamda k = n+! ic¢in olan deferi ayrt ayn yazarsak

By 1 [ n k n-k+1 K-1+
B®Pfxy = 1 ) (b- f & (bea)) +
. EX) P [kz::l( 1 ) (x-2)" (b-x) (a + > (b-2))

+ xa)™ fa + K (b)) +
n+f

+ é(ﬁ) (x-a)¢ (b-x)

+ b0 fla + 2 (b—a))}
n+f

P o+ KA (pa)) +

n+p

olur.
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B _ 1 RS n+l ke ok k+a (.
B0 = o 2 (") e e tGa 4 s G

oldugunu biliyoruz. Esitlifin safindaki birinci ve ikinci toplamda k = 0 ve
k = n+l icin olan degerleri ayn ayr yazarsak

) [ L) 0™ (2 fa + KEE (b)) +

B P () = —L
ol =1' K n+1+f

(b_a)n+1

+ 0™ fla + —%— (b-a)) + (x-a)™ fla + DELAQ (h.g))

n+1+p n+l1+p
bulunur.
(" )= (3)
()= ok )
k-1 n-k+1 \k

oldugunu biliyoruz. Simdi B:ﬁ(f;x) ve B:’B (f;x) genellesmis Bernstein polinom-

lar1 arasindaki fark: bulalim

zn: ( n+1 ) (b—x)nﬂ'k (x-a)k f(a + kto, (b-a)) +

k=1' k n+1+p

oB . 0B ey — _ 1
Bn+1(f’x) B Bn (f’x) r (b_a)nﬂ [

+ 0™ fa + —%— (b-a) + x-)™ fa + BEHC (pg)) -
n+1+B n+1+f

- i ( & ) x-a)¢ B! fa + k-1t (pay) -
k=1" 2" n+

- x-a)™! fa + DA (b)) - i ( “) x-2)* (0-0" " f(a + K+ (b-a)) -
n+ =1tk n+B

- (0™ fa + 2 (b-a))}
n+f

(7) esitliklerini kullanirsak
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BUR(Ex) - B () = —L— i () 0™ oo [BEL

B b- a)n+1 n-k+1
fla + Kt (h-a)) - —K fa + K1EQ (ha)) - fa + K& (b-a))| +
n+1+f n-k+1 n+f n+B

+ (b-x)""! [f(a +—Q (b)) - f(a + % (b-2))] +
n+1+p n+B

+ x-2)"™ [f(a + DO q)) - f(a + DEQ (b-a))}
n+1+p n+

bulunur. Esitligin sag tarafim1 diizenlersek

G’B . _ G,B . — 1 < _ n-k+1
BP0 - BMP(tx) o 2 Z ( k) (b0 (rea) [ B

fla + K140 (pg)) - DL f(a + KHQ (ha)) + fa + KEL (b-a))| +
(@ + s (b-2)) - Bt f(a — -2)) + f(a —

+ (b-x)™! [-f(a + —O  (ba) + fla + & (b-a))} -
n+1+f n+

- (x-a)" [-f(a + DO )) 4 f(a + DEQ (b-a))}
n+1+f n+P

Esitligin sag tarafindaki birinci toplamda k yerine k+1 alirsak

=
0
—

B*P () - BYP(ew) = - —1 (E) (b-x)™" (x-2)"" [k,f%

(b-a)n+1 =0

fa + K+ (b-a)) - ﬂil—f(a+m~i&(ba))+f(a+liilﬂ(ba))

n+f3 n+1+f n+1+f

fa + %~ (b-a)) -

+ f(a + k¥lsa (b-a))] (b-x)"*"
n+[3

n+P

- f(a +

n+1+p n+f

(b-a))] - (x-a)™! [f(a + DHQ (hq)) -

- f(a + DtltQ (b-a))}
n+1+f3

elde edilir. Boylece
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n-1
BYAE) - BYP(Ex) = - —L— x-a)(b-%) 2 (0 )

n+l n+l

(b_a) k=0 k+1

n+

(x-a)* (b-x)"*? [li+—1 fa + K+ (h.g)) -
n-k n+f

S04l gy KELIOL (b)) 4 f(a + KHIHQ (hog)) -
n-k n+1+f n+B

- (b-x)™! {f(a + O (b)) - fla + —&% (b-a))}
n+f n+1+p

- (xea)™ [f(a + B (b)) - f(a + DELEQ (b—a))} ®
n+p n+1+f

bulunur. Simdi

a 4+ kKt (b-a) ,a.l__liil_‘l'g_(b-a) ,a+w(b-a);f
n+B l’l+1+B n+ﬁ

boliinmiis farkim bulalim.

a + K¥Q (ba) |, a + KH1HQ (ha) | a + KE1HQ (hay ; f| =
n+f n+1+p n+f

fa + K+Q (b-a))

n+p
+
(a + KEQ (ba) - a + KtlHQ (pg))(a + KHC (ha) - o - KE1HQ (ha)
n+f n+1+f n+p n+fp
fa + KElHQ (bh.a))
. n+1+8 .
(a + XtL_ (ba) - a - K2 (b.a))(a + KEIHQ (ha) - o - KtlO (h5))
n+1+f n+f n+1+f n+f
f(a + ktl+a (p.q))
N n+f
(a + KtlIQ (bg) - 2 - Kt (h-a))(a + KE1HQ (bg) - a - Kt (h.a))
n+p n+p o+ n+14p

Boylece
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a + KX (hay | a + KH1HQ (h ) | 5 4 KElHQ (15 ; f] =
n+f n+1+P n+f

2
1 {(nﬂ.’)) (n+f+1) fa + ko (b-2)) -

(b-a)2 n+B-k-o n+p
2 2
_ @B (Bl fla + K+t1+@ (b q)) 4+
(n+B-k-o)(k+1+00) n+1+f

2
(n+B) (n+B+1) k+1
+ T fla + —n—fl.’;& (b-a))

bulunur. Ayn: garpan parantezine alinirsa

a + K (hay a4 KEIHQ (hg) | g 4 KEldQ (pq) ; f} =

n+B n+1+B n+B
2
(n+B) (n+B+1) ] 1 .
(k+o+1) f(a + &% (pb-
(b-a)2 (n+B-k-ov) (k+o+1) ) fa ntp (b-2))

- (+B+1) fla + KELFO (h.a)) + (n+Pk-o)) fla + KEl+a (b-a))}
n+1+f n+f

bulunur. Buradan

k+ot1) f(a + F (b-a)) - (ipri)fa + I

n+f n+1+

(b-2)) + (n+B-k-o).

. f(a + k+l+or (b-a)) = (b-a)z(n+[3-k-(x)(k+oc+1) .

n+{ (0+B) (+B+1)

)
o+ 5 hay o e S oy e s K g

n+p n+1+f n+p
elde edilir.
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BN - BN = - —L— (x-a)bx) 2( ) oo
(b-2)™

k=0

b-x)" " L [k+1) fa + KX (b-a)) -
-k n+f
- (n+1) fa + KX (boa)) + (n-k) fla + KELEQ (b-a)) +
n+1+f n+f ,

+ o f(a + Ktlia (b-a))} - o fa + KX (b-a)) - B fa+ kt+l+@ (p.g)) .
n+1+f n+p n+l+

+ B fla + K1HQ (b)) - (B-o) fla + KtlHQ (bq)) -
n+f n+p

_ (b-X)n+l

fla + % (b-a)) - f(a + —& (b-a))] ;
n+f n+1+f3

- (x-a)™ [f(a + DEQ (b g)) - f(a + DELEQ (b-a))}
n+p n+1+f

oldugunu biliyoruz. (9) esitligi kullanilirsa

aB k
BYP(ex) - B¥P(Ex) = - (x-2)(b-%) 2( o ) (x-2)

(b-a) k=0

n-k-1

(b-x) (k+o+1) f(a + K& (ba)) -

1
n-k n+f

- (4P+l) fa + KELHQ (b)) - (n+B-k-0) f(a + k+l+o (b-a))}

n+1+p n+

o fa + K& (b-a)) + B fla + KELEQ (b.g)) -

1

n+f n+1+P
- (B-o) f(a + KA (b a)) - (bx)™! [f(a + & (b-2)) -
n+p n+B

f(a + D& (b-a)) -
n+f

fla + —% (b-a))] - (x-a)™!
n+1+f

- f(a + DL+ (b-a))}
n+1+B

elde edilir. Diizenlersek
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WBoey BBy 1 o e RV n )k
Bt - B = - gy o) 2 () oD
(b_x)n-k-l 1 (b-a)z(n+[3;k-a)(k+oz+1)
ook (n+B) (n+B+1)
a + Kt (ha) g + KEHQ (hg) g ¢ KELIQ (g ; f] -
n+p n+1+f n+f

- o fla + K% (b-a)) + B fla + KEIHX (b g)) -
n+f n+1+p

- (o) f(a + KELEQ (b)) - (b-x)™ [f(a + O (b-a) -

n+f3 n+B

fla + I+ (b-a)) -
n+f

- fla + —& (b-a))] - x-a)™
n+1+

- f(a + DtltQ (b-a))}
n+1+f

cikar. Buradan

BN - Bofe = - L ()
(b-a) " (n+B) (n+B+1)

n-1

n 3 k . n-k-1 1 .
% (2 ) e oo™ L @epr-oykeonl)

a + KHQ (ba) | a + KHlHQ (hq) o 4 KH1HQ hgy ;£ +
n+f n+1+3 n+

n-k-1

1 b xi‘ll n * (b 1
a0 3, (1) ) o™ Lo

n+l

(b_a) k=0 k+1

fla + K¥Q (b-a)) + B f(a + KE1HC (ha)) +
n+P n+1+f

+ (B-0) fa + KHIHX (b.a)) -
n+fB

- 00" i@ + & (b-a) - fa + —2— (b-a))} .

n+p n+1+f

- x-)™f(a + D (b-a)) - f(a + DELEQL (b-a))}

n+f n+1+f

elde edilir.
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a+ KHQ (ha) a4+ K40 (h gy . f
n+p n+f

boliinmils farkini hesaplayalim.

fla + k+l+o (b-a)) - f(a + k+o (b-a))

a + K0 (ha) | 2+ Kt by ; f] = s ot
n+p n+p a + K1+ () 5 - KAQ (b
n+p n+B
Diizenlersek

a+ KIQ (ha) | a + KEIHQ () 5 f =
n+f n+B

n+f
b-a

fla + K140 (ha)) - f(a + K (h-a))
n+p n+f3

elde edilir. Esitli§in sag tarafindaki parantez iéindeki ifadeyi yalniz birakirsak

fla + Kt1HQ (ha)) - fa + KL (b-a)) =
n+f n+

ba | 4 K+Q (b)) , a + KEIHQE (hgy ;£
n+f n+f n+B

(10)

bulunur. Simdi

[a +—%  (ba),a+ - (ba): f}
n+1+B n+P

boliinmiis farkini hesaplayalim.

a+—%—(b-a),a+-ﬁ~(b-a);f}=
n+1+f n+f

fla + -%— (b-a))
o+ f(a + —%— (b-a))
a+ 9% (ba)-a-—2%— (ba) n+1+p
n+f n+1+f3

ifade diizenlenirse
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a+—(L—(b-a),a+—9‘——(b-a);f}=
n+1+f3 n+f

(0+B)(n+B+1)

b-a)or fa + %~ (b-2)) - fla + —%¢— (b-a)| (1)

n+p n+1+B

elde edilir. Esitlifin sag tarafindaki parantez ic¢indeki ifadeyi yalniz birakirsak

f(a + &~ (b-a)) - f(a + (b-a)) =
n-|-[3 n+1+[3
_ oo T (hay.a+ - (ba):f
(n+B)(n+B+1) n+1+f n+f

bulunur, (10) ve (11) esitlikleri kullanilirsa

BRAEn - B = - Lo 0
(b-2)" (n+B) (n+B+1)
nzl( ) (xa) (bx)" B — (@Bkeoy(kto+l)
&\ x (k+1) n
a + KtO (hg) ,a+1ﬁ—1iﬂ-(b-a),a+m(b-a);f +
n+f n+1+f n+p
n-1 n-k-1 1
- (x-a)(b-x) ga( ) 2 (o) D
o |fa + Xt (b-2) - fa + KHLHQ (ha))| + B [f(a + KHlHC (pg)) -
n+B n+f n+f
- fla + K (b a)) - )™ f(a + % (b-a) - fla + —& (b-a))] :
n+1+f n+[3 n+1+p
- x-2)" @ + DY (b)) - fa + DELFQ (b-a))}
n+B n+1+f

elde edilir. Sonug olarak
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B:.;.l(f;x) - B(:,B(f;x) = - ln-l (x-g)(b'x)
(®-2)" " (n+B) (n+p+1)
n-1
n-1 -k n-k-1
Z{)( K ) (x-a)" (b-x) m (n+B-k-a)(k+a+1)

a + Kt (ha) | a + K130 (b 5y | 5 4 KHlHO (hg) . f] -
n+f n+1+8 n+f

n-1
_ _ _ n-1 _ k _ n-k-1
e (A0 2 (") oot o

o ba
n+f

{+ g (etlro)b-a)

—n
(k+1)(n-k)

a + KtQ (ba) | a + KELHQ (g . f| 4
n+f3 n+

(0+B)(n+B+1)

a + KtlH0 (b o) 5 4 KElHO () . | -
n+1+f n+p

n+l (b-a)o
(n+B)(n+B+1)

ey D)

(n+B)(n+p+1)

- (b-x) a+—%— (ba) ,a+ % (ba); f} ;

n+1+f n+f

a + 0% (ha) 2 + BHIHQ (hg) - f
n+f n+1+f

bulunur. Buradan istenen elde edilir.

Sonug¢ 3.1.2. f fonksiyonunun ikinci ve f{iglincii boliinmiis farklari negatif ise
fonksiyon konkav dolayisiyla Bernstein polinomu mionoton artan, pozitif ise

fonksiyon konveks dolayisiyla Bernstein polinomu monoton azalandir.
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4. DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN SAYISAL COZULME
YONTEMLERI

4.1. Girig

y = f(xy) (12)

diferensiyel denklemini gdzOniine alalim.

y(xy) = ¥, (13)

baglangic sarti verilsin. Agsafida verilen (y ) fonksiyonlarini g6z Oniine alahm.

y(xo) =Y
X

Yo%) =y, + J B (sf[sy, 8)ds . n=1,2, .. (14)

B (x,0) = Ly C; (p(a+ X, + %) x-(a+ xo))i (a+x,+h- x)n'i (15)

Burada B (x,9), ¢ fonksiyonuna ve [a+x, , a+x,+h] aralifina karsi gelen
Bernstein  polinomudur.  Gosterelim ki bazi gartlar dahilinde (14) dizisi
[a+xO , a+x0+h] aralifinda (12) diferensiyel denkleminin y(x) ¢Oziimiine

diizgiin yakinsar.

SARTLAR: Kabul edelimki (12) diferensiyel denklemdeki f(x,y) fonksiyonu

agafidaki sartlar1 saglasin.
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(x)f(x,y),a+x05x5a+x0+m,y0-nSySy0+n,m,n>0
egitsizlikleriyle tanimlanmig bir D bélgesinde siireklidir ve bu bdlgede y

degigskenine gore L sabiti ile Lipschitz gartimi saglar, yani

if(x.y,) - fxy)l < Lly,-y,!

B) Kabul edelimki

M=n(ba)x|f(x,y)| , h<mn{m,3} , h<

)

esitsizliklerini saflayan pozitif sayi olsun.

'y)KabuledelimkiD*,na+x0<x<a+xo+h,y0-n<x<y0+n
esitsizlikleriyle tammlanan bir bolgedir. f(x,y) fonksiyonunun D* bélgesinde
birinci ve ikinci basamaktan siirekli kismi tlirevleri vardir. Asagida (12)

diferensiyel denkleminin (13) sartin1 saglayan ¢6zlimiini y(x) ile gosterecegiz.

Teorem 4.1.1. o, v, B sartlan dahilinde (14) dizisi [a + x,a + X, + h]

0’ 0

araliinda y(x) ¢ozlimiine diizglin yakinsar.
Ispat:

1) [a+x, , a+x,+h] arahfinda keyfi x igin nci ardigik yaklagim var ise

o’
Yo-nsSsyx)<y,+n , n=12, .. (16)

esitsizlifi saflamr. Gergekten de n = 1 i¢in £ € (a + xja + x; + h) olmak

iizere
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Iy, - Yo =y + f ' B [s:f[siyy(s)]) ds - v,
a+x0

Y00 - v = f B (sif[siyo(0)]) oo < tB (sst]s3vq(®)]) o

a+rx 0 a+x 0

Vi - yoml (x - (@~ xo)) lBl (é‘f(s;yo(s))]
Y0 -y < [x - @+ xp) B, M)

= M((x - (a + xo)» < Mh

elde edilir. Boylece

ly,(®) - Y00l < h

elde edilir. Burada belirli integraller igin orlama deger teoremi kullanilda.

a + X, + h]

Kabul edelimki n.ci ardigtk yaklagma mevcut olsun ve [a + Xy o

aralifinda (16) esitsizlikleri saglansin.

Ortalama deger teoreminden

Y0010 - ¥ox) < J

a+x 0

X X

B, (sit[sy,fs))| as = B, (&:flsiy,])] I .

a+x 0

= IBn+l (&;f[s;yn])l (x-(a+x))<Mx-(@+ X)) £ n

X € [a+x0,a+x0+h}
bulunur. Timevarim yontemine gére (16) esitsizlikleri [a + Xp2 + X, + h]
aralifinda keyfi dogal n igin vardir.
2) (14) dizisinin yakinsakligi
yo(x) + 2 [yn+1(x) - Ya(x)] (17

n=0
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serisinin yakinsaklifina denktir. Gosterelim ki [a + x.,a + X, + h] aralifinda

0’ 0
bu seri diizglin yakinsaktir. Bu serinin genél terimi agafidaki gibidir:
X

€ %) = Youl¥) - y,(x) < J Bow (SE[sy, S - B, (s:£[s1y,,6)])] ds

a+Xx 0

<< j B, (s o)) - B, (sfsy o)) ds +

a+x0
X
+ J B, (f[s:y,6)]) By, (ssf[siy, )Y ds (18)
a+x0
Arama (1957)’daki (12) formiilini ve T. Popoviciu (1953) tarafindan
ispatlanmig ortalama deger teoremini kullanirsak birinci integrali agagidaki gibi

elde ederiz.

Lx) =I B (SSE[sy, (N - By (s:£[s:y,(s)])

+X0

I(x) < (s - (a+ ngl)(r(la:l))(o +h - s - {;:2 frey. ] o 19

a+x 0

Asagidaki isaretleri kabul edelim.

of
M1 = X %{—I
of
M2 = max ‘5}-‘
32

f

M1 = ?]1)@3)( 5;5‘
2

of

M2 = 5 5xay
2

J0f

M22 = ?11)%( 6y2

Lorenz (1953)’deki
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N ° i+1 |
ad; Bn(x,0) = hnl"li; C{,_l[a + Xo + % ,a + X + (i+Lh n)hxp]

(x - (@ + %)} (@ + %o + h - xpi
formiiliini kullanirsak [0,1] aralifindakine benzer olarak

y () = f B ([s,.(5)) ds

+Xg
[y, x)], s M

y (x),, €M

oldugundan

max |£(2~2 f [x,yn(x)}

elde ederiz. Buradan

<M, + My, + M2M, + M) + MM,,) = N,

X

N
Il(x)sin(—n—%_—T)J (5-(a+x){a+x,+h-5s)ds

a+x0

hN
1,60 S gy 6 - (8 + %) D

elde edilir. (21) deki ikinci integralin altinda Lipschitz egitsizligini kullanirsak

Lix) = I B(sif[s:y,S))| - By(s:f[s.y, ,(8)]) ds

L) < f B (5Ll 5) - ¥,.,6)) o

L(x) < J B (:B (s, (s))) ds (22)

+X0

buluruz. (18), (19), (22) den
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hix - (a + xp)" "
e (x) < p— 1)0 N, + L J B (€, ) ds ,n=12,. (23)

elde edilir.
g,(X) < M(x - (a + xp) = 80(x)

dir. (23)’ti kullanirsak

2 X
e (x) < " 4(1a1; i) BN J B (i () ds

+X0

(15) kullanilirsa

Bi(s.ofs)) = - [eola + %o) (2 + X0 + h - 5) + eola + X0 + h) (5 - (a + xo)]
bulunur.

ao(x) <MEX - a+ xo)
idi. Buradan

ga + X)) =0

bulunur. O halde

Bi(s.eofs)) = fl{ g (2 + xo + h) (s - (a + Xo))

dir. Yukaridaki esitsizlik kullanilirsa

P e ) N, +L J gl + X, +h) (5 - (2 + x,))ds

4.12 h 0
a+x0
2 2
X-{a +X X-{a+X
81()() < h( i.lz 0)) N2 + %— go(a + xo + h) ( ( 5 O)) (24)
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elde edilir.
so(a+x0+h)=Mh

oldugunu biliyoruz. Buradan

<mwu%fw+
L]

LML (x - (2 + x))”

1
&,(x) < 412 h

) S [z

X - (a+ xp) —81(x)

elde edilir.

2 X
) < & fz.; ) N J B,{s:8,(s)) ds

a+x0

oldugu aciktir. Sl(x) ifadesinin [a+x, , a+x,+h] arahifinda birinci basamaktan

konveks oldugunu ve Popoviciu (1953)’deki teorem 1’i kullanirsak
< B(s:8,(s)) < B (s;8,(s))

buluruz. Buna gore

hx - (@ + x,))° "
g,(x) £ = 133 0 N, + L I BI(S‘,SI(S)) ds

+Xo

¢ikar. (11)’den

B1(3;51(8)> = -11; [81(a+x0)(a+x0+h-s) + 81(a+x0+h)(s-(a+x0))]

8,(s) = [ 113 N, + LM] (s- (a+x0))

oldugunu biliyoruz.
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@ + X)) =0

dir. Buradan

BI(S;SI(S)) = 11; 8 (at+x5+h) (s-(a+x))

oldugu goriiliir. Boylece

423 2 h

mx-@rx)
ez(x) < N, + = 3 (a+xy+h) (s-(a+xo)) ds

bulunur. Sonug olarak

2 2
< b - (a + xg)) N, + % 5 (atx g +h) (x-(a+x,))

&) < 423 2

3. (a+x +h)
< h L 1 0
&K S oz No + 3 h

cikar. Benzer gekilde

X

2
g4(x) < hix - 5:13; ) N, + L B,(s;0,(s)) ds

o at+xg

X

hix - (a + x,))’
e,(x) < Y] 0N, + L B (5;8,(s)) ds

Juor

§ h)|
83(x) < L—g—z N, + 12= —Zga—_:—(—‘l-'-—lﬂ (x—(a+x0))2 = 8,(x)

bulunur. Devam edersek

) 2
h L_ n-1 - =
E(x) < [4n(n+1) N+ 3 (a+x,+D)h (x-(a+xp) = 8,(x)

elde edilir. Buradan

25)
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h3

=Lh _n
3 (a+x ,+h) > 3, (a+x +h) + oot N,
,(a+x,+h) = Mh
esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler
3
_LH =
o= , B 2 N,
olmak {izere
- B -
Sn ad_ D) n= 1, 2,
3, = Mh (29

seklinde yazilabilir. Bu egitlikleri kullanirsak

=..I;‘h.
o 251

olmak iizere 2 3 (at+xy+h) serisi yakimsaktir ve

n=0
S = 8,+B
I-o
3
Mh + b N,
S = 4
1 -Lh
2

dir. Simdi bunun dogru oldugunu gosterelim.

S, = Z 8 (a+x+h)

n=0

oldugunu biliyoruz.



_ B
6 =ad, n(n+1)
oldugundan
o, +B
= = 0
i

bulunur. (25)°den goriliir ki Y, 3 (a+x;+h) serisi [a+x

n=0

a+x+h] aralifinda

20 € () fonksiyon serisi icin Majorant seridir. Dolayisiyla (14) fonksiyon di-
n=l

zisi bu aralikta y(x) fonksiyonuna mutlak ve diizglin yakinsaktir n — oo iken

(14) esitliginden

yx) =y, + J f[s.y(s)] ds
X0

buluruz. Bu da gosteriyorki y(x) fonksiyonu (12) denkleminin (13) sartini

saglayan ¢Oziimiidir.
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5. GENELLESTIRILMIS SASZ OPERATORU
5.1. Girig
Bernstein polinomlarinin [0,e0] aralifinda benzeri olan Sasz operatdrii

_ om¥ gk) (X
Su(fx) = e kgod]ni)%_

bicimindedir. n — oo iken a > 0 keyfi bir say1 olmak lizere [0,a] aralifinda
Sn(f;x)___>E f(x) dir, burada f, [0,a] da siirekli ve [O,c] aralifinda simrh

fonksiyondur.
Bu operatorlerin Stancu tipinde genellesmesini
Pi) = o= 3 £ (Lt

g6z Oniine alalim. a =B = 0 oldugunda

Su(fx) = Pi(x)
olmaktadir.
Lemma 5.1.1. f’(x) var, k > 0 i¢in x — e iken

fi(x) = O(x")

ve x = § noktasinda f*(x) siirekli ise P (x), x = § de diizglin olarak f'(x)’e

yaklagir (Butzer 1954).
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Lemma 5.1.2.
21
Ea(v - u)” o = ue’
dir (Butzer 1954).
Lemma 5.13. 0 < 8 < 1 igin
uu’ -82u 27)
2 e o7 = Olexp (5)f ,u = = (

dir (Butzer 1954).

Teorem 5.14. f(x), VR > 0 i¢in 0 < x < R aralifinda smurli, X — oo iken

f(x) = O(x*) ve f(€) nin var oldugu herhangi bir & noktasinda

— @a-nx ( )V
© 2 ) (n + ﬁ v! 28)
ise
im 4 pg) = 4 fe) 29)
n - e d§ dg

dir.

ispat: (28)’den

dir. Her iki tarafin £’e gore tiirevi alinirsa

,Q_P()z_neﬂng(y_-‘-_g)(é) +e-n§zf(v+a) (g)

d§ v=0 n + f v=0 n + B
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elde edilir. Sadelesme yapilirsa

_ﬂ_pf() neﬂéxf(v+a)(§) +en&zf(v+oc) (“)‘L1

e " V=0 n +P = n+p (V-1

cikar. Esitligin sag tarafindaki ikinci toplamda v yerine v+1 alinirsa

d ple) =- neﬂﬁzf(u‘) (nE,) +nen§21(v + o+ 1\( )

df_,n =0 n + B o a+p W

bulunur. Ayn1 toplam altinda toplarsak

— ne-l 1 -I(ng
agpf(g ne- Q\Za[f (- (: g ) - (:}1 j— g)J( v)!

elde edilir.

) fix)| - £x)

n[f (x+

oldugundan tiirev var ve f'(0) var isc § = 0 da (29) bagntist vardr. § > 0

olsun.
=€) +x-9 ) +e x) -8
dirl x - & < 8 igin le(®)l < @) ve 8- 0 igin NG — 0 olmak lizere
p(x) = f(§) + x - § f(©
g = x-8e ® (30)
olsun.
g® =g® =0

dir.



oldugunu gosterelim.

P(x) = e "XZ P (y—@) (v

v=0

olsun. Pnp(x)’in x’e glre tiirevi alinirsa

nxv
Pp(x [ mZP (V * 0‘) ((v))! J

o8 (nx)"

P = zp(vszéa) V)
o X + O V
Zp B (V)'

oldugu gosterilmisti. p(x) = f(€) + (x - &) f(§) degeri yerinc konursa
4 pRy) = + + 0o V4O p (ni)
o ¥ Eo ()(V“[3 -9 1g) - e @M

elde edilir. Boylece.

o \Y%
4 pry) = o™ 3 pfe) 2L

dx ~» n+B v=0 v!

bulunur.

_pg(x _emz gL+ %) (nx)"

= n+p Vv
idi. gx) = x - &) e(®) yazilir ve pg“(x) in x’¢ glre tiirevi alinirsa egitligin

sagindaki ikinci toplamda v yerine v+1 alinirsa

a Pﬁ(x) = -ne'nxi (X E) € (n) gnt—')v + ne™ i (M:l:l_ - &) ev(n) (nx?v

dx v=0 n+[3 * v=0 1'1+B v
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elde edilir. Buradan

o me )
9= e Bty
¢ikar.
) e (nx)¥
S = g e F e
dir.
dpf =emw +1+ + o] (%)Y
i) =0 \zzt')[f(v n+ P )f(vn+ B)} v

idi. Simdi f+ 1 + @) ve X+ degerlerini bulalm.
n+f n+ B

ptlt oy - fe) + @tlra gy e+ e (n) @rlie .
n+ B n+ P n+ f

2y = flg) + Lo g) £lE) + e () ML - E) (31)
n + B n+f n+ B

dir. -Buradan

L plx) = D em I [7(E) ey (o] B

elde edilir. Boylece

oldugu gosterilmis oldu. Lemma 4.1.1. den teoremimizi ispatlamak icin sadece
X —> oo icin saf taraftaki ikinci terimin sifira yaklagdifimi gdstermemiz

yeterlidir. Yani
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oldugundan

oldugunu gdstermek yeterlidir.

Pi(x)=em2(v————+°‘-§)e

v=0 n +

idi. Her iki taraftan x’e gore tiirev alinirsa

- o™y (nx)"
ad;Pi(x)-“ne vgo(y;ﬁ-ﬁ)ev(n) n\;,(!

bulunur. Ayni toplam altinda toplarsak

Pi(x):g—;i[v(v"'a-&)—(v*'a-@nx] ev(n)(nx)v
v=0 n+ﬁ

n +

L () &

+

v

v!

-
%—2"

v=0

& -8 e (n)

n+p

v!

(nx)

v

v!

clde edilir. Bu egitlifin sag tarafindaki toplamin igindeki parantezi agik bir

sekilde yazarsak

o0

450 = <3 vao)nhotvsairnse o2

x(n+B)v.=0

nx

v

P = 3 Vom0 5]

v=0

elde edilir. x yerine § alinirsa

xlgw
n

prac il i) [v2+vosgyn vty smtont n24g nple fnf -

1%

bulunur. Bu ifadeyi diizenlersek

- -

aof) = 5 el o)+ 0] O

dn+ )v--o

v
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bulunur. Egitligin sag tarafindaki toplamu {i¢ ayn toplam geklinde yazilirsa

ﬁslexn) &) + v - &) (o - 2) (f) '
o3 e o) ool fo- o] 0L
et .

3 [ty ol b we ] B

=T, +T,+T,

elde edilir. Burada h = v + o , t = n + B dur. Simdi

N
BB
degerini bulalim.
e e s il el b gl e O
&n + p) n + B) pd < 5 Y
(32)
Buradan
« = z (ng)"
¢ T|< — v()(v-é)+(1+a-€ﬁ)!
En + p) i &n + B) |h—t§|25 ta!e ’ H ' v

gikar. le (X <1(d) oldugundan

__ent enk ] ) (n€)”
é’;(ne+ ) Ty < ot Bl (1 + o - ER) n(S)Ih_taz;ta (v - En)? >

Lemma 4.1.2. den

e p) T g MO 1 - ) oot



elde edilir. Buradan

e i1y = O(n(s)

&n + B)

bulunur.

sup |f(x)] = M(g)

x <&
olsun

flx) = f§) + (x - &) &) + ev (n) (x - &)
idi.
- 4 n :—[3

yazilirsa

M) = (8) + (L5 -0 £D) + ov () (& - D

cikar.

e ) [viogn+B)] (v-En) = - (v+a-t (n+B)) (v-En)ee(e) +

+ (n+B) (v-£n)

£(UEQ) - f(é)} (33)

n+f

egitligini gbzOniline alalim.

sup IfC)l = M)

idi.

T Y kb -&)lv+a-gn+p) (“f,)v

(t{:,-h) 2 t8
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oldugu biliniyor. (32) esitligi gbzoniine alinirsa

s 3 [(vEn) (nep)

(tl’;-h) 2 td

() fe) - vrotng) (vin) ] 0

n+

elde edilir (33) esitlifinden

e 3 looh) (o) e + () eosp) - ] D 2L

(tt-n) = t5 v

¢ikar. Diizenlenirse

Ty sfo+B) e - o) M)+ s X (n&)”

bulunur. Lemma 4.1.2. den

_ein_&_ EB - o w5 el (o # (ni)
™) T, < 3 e [m(e) + & [r(e)| (n+p)e] (@_3‘; i 34)

bulunur. Lemma 4.1.3. den

RS

82(11 +[3)
mmso (o + B) exp (._?-)

¢ikar. Simdi

2

e, mllv-8) +(v-&)a-2) - e

ifadesini hesaplayalim.

e, |v-8) +(v-2)fo-) v - &) = |
(n+B)(v-&n)[f(ﬁ)-i)]-(\'-én)(v+<x—é(n+[3))f (35)

Buradan

comlv o bbb B oo
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oldugu kolayca gosterilir. f(x) = O(x*) oldugundan

ev(n)[(v-&n)2+(v-&)(a-ﬁﬁ)](v-ﬁn)SN(n+B)(V+°‘)((v_‘i—z)L:

dir. Boylece
e mlv-eaf + - ) lo- 28] (v - &) = ofn? [(v_+_oo“_l}}

elde edilir. Sonu¢ olarak

Ty = O (ng)"
’ {(h-u%&k-l Vb

bulunur. Lemma 4.1.3. den

(0 + BF exp (ag - 20+ By

T3 = O
3 3&,

cikar. Boylece

(n + B) oxp (- M)}

€% Ty =0
3 3

&n + B)

Buldugumuz T,, T,, T, degerlerini yerine yazarsak

4 e <olnfels” + 0{(? * Blew ¢ iz(3—2%}

elde edilir. Bu da teoremimizin ispatint tamamlar.
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