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Bu tez beş bölümden oluşmaktadır.

İlk bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.

İkinci bölümde, fonksiyonel analizin temel tanımlarıve önemli teoremleri verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, integral tipli genel büzülme koşulunu sağlayan bazı sabit nokta

teoremleri incelenmi̧s ve bu teoremlere ait sonuçlar elde edilmi̧stir.

Dördüncü bölümde ise integral tipli genel büzülme koşulunu sağlayan dönüşüm çift-

leri için sabit nokta teoremi verilmi̧stir.

Son bölümde ise bu tezde yapılan çalı̧smalar ve bu çalı̧smaların sonuçları ifade

edilmi̧stir.
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This thesis consists of five chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some basic definitions and main theorems of functional analy-

sis have been given.

In the third chapter, some fixed point theorems for satisfying a general contrac-

tive condition of integral type are investigated and corollaries of these theorems are

obtained.

In the fourth chapter, a fixed point theorem for a pair of maps satisfying a general

contractive condition of integral type is given.

In the last chapter, the studies performed in this thesis and the result of these studies

are expressed.
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1. G·IR·IŞ

Sabit nokta teori, diferensiyel denklemlerin, integral denklemlerin, k¬smi diferensiyel

denklemlerin ve di¼ger ilgili alanlar¬n varl¬k teorisinde kullan¬lmaktad¬r. Yine sabit

nokta teori, s¬n¬r de¼ger problemleri ve yaklaş¬m problemlerinde oldu¼gu kadar özde¼ger

problemlerinde de çok verimli uygulamalara sahiptir.

Genel olarak sabit nokta teori çal¬̧smalar¬ iki yönde geli̧smi̧stir. Birincisi normlu

lineer uzaylarda sürekli dönüşümler için sabit nokta teorisi, di¼geri ise tam metrik

uzaylarda büzülme ve büzülme tipli dönüşümler için sabit nokta teorisidir.

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teori çal¬̧smalar¬Brouwer taraf¬ndan 20. yüzy¬l¬n

başlar¬nda başlam¬̧st¬r. 1912 y¬l¬nda Brouwer; Rn nin kapal¬birim yuvarlar¬ndan

kendisine tan¬ml¬her sürekli dönüşümün sabit noktas¬n¬n var oldu¼gunu göstermi̧stir.

Brouwer�in teoremi 1930 y¬l¬nda Schauder taraf¬ndan sonsuz boyutlu uzaylara geni̧s-

letilmi̧stir.

Tam metrik uzaylar üzerinde sabit nokta teori çal¬̧smalar¬ise Banach ile başlam¬̧st¬r.

Banach sabit nokta teoremi, dönüşümün sabit noktas¬n¬n varl¬¼g¬n¬garanti etti¼gi gibi,

Brouwer ve Schauder sabit nokta teoremlerinden farkl¬ olarak bu sabit noktan¬n

tekli¼gini ve nas¬l bulunabilece¼gini aşa¼g¬daki teoremde ifade ve ispat etmi̧stir.

"(X; d) bir tam metrik uzay ve f : X ! X dönüşümü k 2 [0; 1) olacak şekilde

d(fx; fy) � kd(x; y)

büzülme şart¬n¬sa¼glas¬n. Bu durumda f dönüşümünün X de bir tek sabit noktas¬

vard¬r."
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Daha sonra bu teorem 1968 y¬l¬nda Kannan, 1971 y¬l¬nda Reich, 1974 y¬l¬nda Ciric,

1976 y¬l¬nda Caristi gibi bir çok yazar taraf¬ndan geni̧sletilmi̧stir.

2002 y¬l¬nda Brianciari, büzülme dönüşümünü geni̧sleterek integral tipli büzülme

kavram¬n¬ortaya ç¬karm¬̧st¬r. Bu tez çal¬̧smas¬nda integral tipli büzülmeler ve elde

edilen sabit nokta teoremleri detayl¬bir şekilde incelenecektir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde temel tan¬m ve teoremlerden bahsedilecektir.

2.1 Temel Tan¬mlar

Tan¬m 2.1.1 X boş olmayan bir küme olmak üzere d : X �X ! R fonksiyonu her

x; y; z 2 X için

M1) d(x; y) = 0, x = y

M2) d(x; y) = d(y; x) (Simetri Özelli¼gi)

M3) d(x; y) � d(x; z) + d(z; y) (Üçgen Eşitsizli¼gi)

koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa d ye X üzerinde bir metrik (X; d) ikilisine de bir metrik uzay

denir.

Örnek 2.1.1 Her x; y 2 R için d(x; y) = jx� yj şeklinde tan¬mlanan bir

d : R�R! R fonksiyonu R üzerinde bir metriktir. Bu metri¼ge R nin mutlak de¼ger

(al¬̧s¬lm¬̧s, do¼gal) metri¼gi denir.

Örnek 2.1.2 d : R2 � R2 ! R fonksiyonu, her x = (x1; x2) ve

y = (y1; y2) 2 R2, d(x; y) = jx1 � y1j+ jx2 � y2j şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda

d fonksiyonu R2 üzerinde bir metriktir.

Örnek 2.1.3 d : R2 � R2 ! R fonksiyonu, her x = (x1; x2) ve

y = (y1; y2) 2 R2 için d(x; y) =
�
(x1 � y1)

2 + (x2 � y2)
2
�1=2

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu

durumda d fonksiyonu R2 nin al¬̧s¬lm¬̧s (do¼gal) metri¼gi veya R2 deki Euclid metri¼gi

denir.

Tan¬m 2.1.2 (X; d) bir metrik uzay ve (xn), X de bir dizi olsun. nk < nk+1 olmak

üzere (xnk) dizisine (xn) dizisinin bir alt dizisi denir.

3



Tan¬m 2.1.3 (X; d) bir metrik uzay ve (xn), X de bir dizi olsun. Her " > 0 için

m;n � n0 oldu¼gunda d(xm; xn) < " olacak şekilde n0 = n0(") say¬s¬ varsa (xn)

dizisine Cauchy dizisi denir.

Tan¬m 2.1.4 Bir (X; d) metrik uzay¬nda (xn) bir dizi olsun. Her " > 0 say¬s¬na

kaŗs¬l¬k her n � N(") için d(xn; x) < " olacak şekilde bir N(") do¼gal say¬s¬varsa

(xn) dizisi x noktas¬na yak¬nsar denir ve k¬saca xn ! x ile gösterilir.

Tan¬m 2.1.5 X deki her Cauchy dizisi yak¬nsak ise, yani xn ! x 2 X ise (X; d)

metrik uzay¬na tam denir.

Tan¬m 2.1.6 X bir metrik uzay olsun. E¼ger X deki her dizi yak¬nsak bir alt diziye

sahip ise, X uzay¬na kompaktt¬r denir.

Tan¬m 2.1.7 X 6= ; bir küme ve f : X ! X herhangi bir dönüşüm olsun. f(x) = x

olacak şekilde bir x 2 X varsa, bu x noktas¬na f nin bir sabit noktas¬denir. Başka

bir ifadeyle f(x) = x (x 2 X) denkleminin çözümü f nin bir sabit noktas¬d¬r.

Örnek 2.1.4 f : R ! R; f(x) = x2 dönüşümü için x = 0 ve x = 1 noktalar¬sabit

noktalard¬r.

Örnek 2.1.5 X = [0;1) ve c > 0 olmak üzere f : X ! X; f(x) = x+ c olsun. Bu

durumda f dönüşümünün hiçbir sabit noktas¬yoktur.

Örnek 2.1.6 X = [0;1) ve f : X ! X; f(x) = x
4
olsun. Bu durumda x = 0

noktas¬f dönüşümünün tek sabit noktas¬d¬r.

Yukar¬daki örneklerde görüldü¼gü gibi, bir dönüşümün sabit noktas¬n¬n varl¬¼g¬, dönüşü-

mün niteli¼gine ba¼gl¬oldu¼gu gibi, ayn¬zamanda tan¬ml¬oldu¼gu kümenin yap¬s¬na da

ba¼gl¬d¬r. Bu nedenle sabit nokta teoride, bir dönüşümün hangi koşullar alt¬nda sabit

noktas¬n¬n var ve tek oldu¼gu sorusuna cevap aran¬r.
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Tan¬m 2.1.8 (X; d) bir metrik uzay ve f : X ! X herhangi bir dönüşüm olsun.

Her x; y 2 X için

d (fx; fy) � Ld(x; y)

koşulunu sa¼glayan bir L > 0 reel say¬s¬varsa f dönüşümü Lipschitz koşulunu sa¼gl¬yor

denir. Burada L < 1 ise f ye büzülme dönüşümü veya daralma dönüşümü, L � 1

ise f ye geni̧slemeyen dönüşüm denir.

8x; y 2 X için (x 6= y)

d(fx; fy) < d(x; y)

ise f ye büzülebilir dönüşüm denir.

2.2 Temel Teoremler

Teorem 2.2.1 Bir X metrik uzay¬nda, bir (xn) dizisi yak¬nsak olsun. (xn) dizisinin

her (xnk) alt dizisi de yak¬nsakt¬r ve ayn¬limit de¼gerine sahiptir.

Teorem 2.2.2 Bir X tam metrik uzay¬n¬n bir M alt uzay¬n¬n da tam olmas¬için

gerek ve yeter koşul M nin X de kapal¬bir küme olmas¬d¬r.

Teorem 2.2.3 (X; d) bir metrik uzay, (xn) X de bir dizi ve

1X
n=1

d(xn; xn+1) <1

olsun. Bu durumda (xn) dizisi bir Cauchy dizisidir.

·Ispat. Her m;n 2 N ve m > n için

d(xn; xm) � d(xn; xn+1) + :::+ d(xm�1; xm)

=
m�1X
i=n

d(xi; xi+1)

�
1X
i=n

d(xi; xi+1)
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olur.
1P
i=n

d(xi; xi+1) ifadesi verilen serinin kalan terimi oldu¼gundan n!1 için

lim
n!1

d(xn; xm) = 0

elde edilir. Bu ise (xn) dizisinin bir Cauchy dizisi oldu¼gunu gösterir.

Teorem 2.2.4 Bir (X; d) metrik uzay¬ndan, bir (Y; d1) metrik uzay¬n¬n içine olan

f : X ! Y dönüşümünün bir x0 2 X noktas¬nda sürekli olmas¬için gerek ve yeter

koşul

xn ! x0 ) fxn ! fx0

olmas¬d¬r.

Teorem 2.2.5 f : [a; b] ! R bir s¬n¬rl¬ fonksiyon olsun. f; Riemann anlam¬nda

integrallenebiliyorsa Lebesgue anlam¬nda integrallenebilirdir ve her iki integral bir-

birine eşittir.

Teorem 2.2.6 (Banach Sabit Nokta Teoremi)

(X; d) bir tam metrik uzay ve f : X ! X , L Lipschitz sabitine sahip bir büzülme

dönüşümü olsun. Bu durumda f bir tek z 2 X sabit noktas¬na sahiptir.

Üstelik herhangi bir x0 2 X için (fnx0) dizisi f nin bu sabit noktas¬na yak¬nsar ve

d(fnx0; z) �
Ln

1� L
d(x0; fx0)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.
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·Ispat. x0 2 X key� bir nokta olsun.

x1 = fx0; x2 = fx1 = f 2x0; :::; xn = fxn�1 = fnx0; :::

olacak şekilde bir (xn) dizisi oluşturulsun.

·Ilk olarak (xn) dizisinin Cauchy dizisi oldu¼gu gösterilecektir.

8n 2 N için

d(xn; xn+1) = d(fxn�1; fxn) � Ld(xn�1; xn) � ::: � Lnd(x0; x1)

oldu¼gundan her m > n için

d(xn; xm) � d(xn; xn+1) + d(xn+1; xn+2) + :::+ d(xm�1; xm)

� Lnd(x0; x1) + Ln+1d(x0; x1) + :::+ Lm�1d(x0; x1)

= (Ln + Ln+1 + :::+ Lm�1)d(x0; x1)

� Ln(1 + L+ :::+ Lm�n�1 + :::)d(x0; x1)

� Ln

1� L
d(x0; x1)

bulunur. Bu ise (xn) dizisinin Cauchy dizisi oldu¼gunu gösterir. X tam metrik uzay

oldu¼gu için (xn) dizisi yak¬nsakt¬r.

O halde lim
n!1

xn = z olacak şekilde z 2 X vard¬r.

f sürekli oldu¼gundan

fz = f lim
n!1

xn = lim
n!1

fxn = lim
n!1

xn+1 = z

olur. Bu durumda z 2 X; f dönüşümünün bir sabit noktas¬d¬r.
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Ayr¬ca

d(xn; xm) �
Ln

1� L
d(x0; x1)

ifadesinden m!1 için limit al¬n¬rsa

d(xn; z) �
Ln

1� L
d(x0; x1)

bulunur.

Son olarak sabit noktan¬n tek oldu¼gu gösterilecektir.

z ve w, f nin farkl¬iki sabit noktas¬olsun. Buna göre, fz = z ve fw = w dir.

O halde

0 < d(z; w) = d(fz; fw) � Ld(z; w) < d(z; w)

bulunur ki bu bir çeli̧skidir. Yani f dönüşümünün sabit noktas¬tektir.
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3. ·INTEGRAL T·IPL·I GENEL BÜZÜLME KOŞULUNU SA¼GLAYAN

BAZI SAB·IT NOKTA TEOREMLER·I

Bu bölümde integral tipli büzülme koşulu verilerek, tammetrik uzaydaki dönüşümler

için sabit noktalar¬n varl¬¼g¬analiz edilecektir.

Teorem 3.1 (X; d) bir tam metrik uzay ve f : X ! X bir dönüşüm olsun. Negatif

olmayan ' : [0;+1) ! [0;+1] dönüşümü, [0;+1) aral¬¼g¬n¬n her bir kompakt alt

aral¬¼g¬nda sonlu integrale sahip Lebesgue integrallenebilir ve her " > 0 için

Z "

0

'(t)dt > 0

koşulunu sa¼glas¬n.

Bu durumda her x; y 2 X ve en az bir c 2 (0; 1) için

Z d(fx;fy)

0

'(t)dt � c

Z d(x;y)

0

'(t)dt (3.1)

koşulunu gerçekleyen f dönüşümü bir tek z 2 X sabit noktas¬na sahip olup her

x 2 X için lim
n!+1

fnx = z dir.

·Ispat. Bu teorem beş ad¬mda ispatlanacakt¬r.

Ad¬m 1. ·Ilk olarak

Z d(fnx;fn+1x)

0

'(t)dt � cn
Z d(x;fx)

0

'(t)dt

eşitsizli¼gi elde edilecektir.
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(3:1) eşitsizli¼gi n defa uygulan¬rsa

Z d(fnx;fn+1x)

0

'(t)dt � c

Z d(fn�1x;fnx)

0

'(t)dt

� c2
Z d(fn�2x;fn�1x)

0

'(t)dt

:

:

:

� cn
Z d(x;fx)

0

'(t)dt

ifadesi elde edilir. Buradan n! +1 için limit al¬n¬rsa c 2 (0; 1) oldu¼gundan

lim
n!+1

Z d(fnx;fn+1x)

0

'(t)dt = 0

bulunur.

Ad¬m 2. Bu ad¬mda n! +1 iken d(fnx; fn+1x)! 0 oldu¼gu gösterilecektir.

lim
n!+1

sup d(fnx; fn+1x) = " > 0

oldu¼gu kabul edilsin.

Bu durumda d(fnvx; fnv+1x) ! " > 0, (� ! +1) koşulunu sa¼glayan �" 2 N

say¬s¬ve (fn�x)���" dizisi vard¬r. Ayr¬ca her bir v � v" için d(fnvx; fnv+1x) � "
2

gerçeklenir.

Buradan

0 = lim
v!+1

Z d(fnvx;fnv+1x)

0

'(t)dt �
Z "

2

0

'(t)dt > 0

elde edilir ki bu bir çeli̧skidir.

O halde, lim
n!+1

d(fnx; fn+1x) = 0 d¬r.
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Ad¬m 3. Bu ad¬mda her x 2 X için (fnx)n2N dizisinin bir Cauchy dizisi, yani

8" > 0; 9v" 2 N 3 8m;n 2 N için m > n > v"; d(f
mx; fnx) < "

oldu¼gu gösterilecektir.

Kabul edelim ki (fnx) dizisi Cauchy dizisi olmas¬n. O halde her v 2 N için

mv; nv 2 N vard¬r, öyle ki mv > nv > v oldu¼gunda d(fmvx; fnvx) � " olacak şekilde

bir " > 0 bulunabilir.

(mv)v2N ve (nv)v2N dizileri yukar¬daki koşulu sa¼glayan en küçük do¼gal say¬her bir

v 2 N için mv olacak şekilde seçilsin. Bu durumda her bir h 2 fnv + 1; :::;mv � 1g

için d(fhx; fnvx) < " olup di¼ger durumlarda d(fmvx; fnvx) � " d¬r.

Şimdi d(fmvx; fnvx) ve d(fmv+1x; fnv+1x) ifadelerinin özellikleri analiz edilecektir.

·Ilk olarak v ! +1 için d(fmvx; fnvx) ! "+ oldu¼gu gösterilecektir. Gerçekten,

ad¬m 2 ve üçgen eşitsizli¼ginden

" � d(fmvx; fnvx)

� d(fmvx; fmv�1x) + d(fmv�1x; fnvx)

< d(fmvx; fmv�1x) + "
v!+1! "+

elde edilir. Ayr¬ca her bir v > � do¼gal say¬s¬ için d(fmv+1x; fnv+1x) < " olacak

şekilde � 2 N vard¬r.

Kabul edelim ki d(fmvk
+1x; fnvk+1x) � " olacak şekilde (vk)k2N � N alt dizisi olsun.

d(fmvk
+1x; fnvk+1x) � " eşitsizli¼gini gerçekleyen (vk)k2N � N alt dizisi varsa, üçgen

eşitsizli¼gi kullanarak

11



" � d(fmvk
+1x; fnvk+1x)

� d(fmvk
+1x; fmvkx) + d(fmvkx; fnvk+1x)

� d(fmvk
+1x; fmvkx) + d(fmvkx; fnvkx) + d(fnvkx; fnvk+1x)

k!+1! "

ve (3:1) den

Z d(fmvk+1x;fnvk+1x)

0

'(t)dt � c

Z d(fmvk x;fnvk x)

0

'(t)dt (3.2)

elde edilir. Bu son eşitsizli¼gin her iki taraf¬ndan k ! +1 için limit al¬n¬rsa

Z "

0

'(t)dt � c

Z "

0

'(t)dt

bulunur ki c 2 (0; 1) ve integral pozitif oldu¼gundan bu bir çeli̧skidir. Her v > � için

d(fmv+1x; fnv+1x) < " olacak şekilde bir � 2 N vard¬r.

Son olarak her v > v" (v 2 N) için d(fmv+1x; fnv+1x) < "� �" olacak şekilde en az

bir v" 2 N ve �" 2 (0; ") oldu¼gu gösterilecektir.

Kabul edelim ki k ! +1 iken d(fmvk
+1x; fnvk+1x)! "� olacak şekilde

(vk)k2N � N dizisi var olsun. (3:2) den k ! +1 için limit al¬n¬rsa benzer şekilde

çeli̧ski elde edilir.

Sonuç olarak her bir v > v" do¼gal say¬s¬için

" � d(fmvx; fnvx)

� d(fmvx; fmv+1x) + d(fmv+1x; fnv+1x) + d(fnv+1x; fnvx)

< d(fmvx; fmv+1x) + ("� �") + d(fnv+1x; fnvx)
v!+1! "� �"

ve burada " � " � �" olup çeli̧ski elde edilir. Dolay¬s¬yla (fnx)n2N dizisi Cauchy

dizisidir.
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Ad¬m 4. Bu ad¬mda sabit bir noktan¬n var oldu¼gu gösterilecektir.

(X; d) bir tam metrik uzay oldu¼gundan z = lim
n!+1

fnx olacak şekilde z 2 X vard¬r.

O halde z bir sabit noktad¬r.

d(z; fz) > 0 oldu¼gu kabul edilsin. Bu durumda

0 < d(z; fz) � d(z; fn+1x) + d(fn+1x; fz)
n!+1! 0

ifadesinin do¼gru oldu¼gu gösterilecektir. Gerçekten,

z = lim
n!+1

fnx oldu¼gundan z = lim
n!+1

fn+1x ve dolay¬s¬yla d(z; fn+1x)! 0 bulunur.

·Ikinci ifade için (3:1) den

Z d(fn+1x;fz)

0

'(t)dt � c

Z d(fnx;z)

0

'(t)dt
n!+1! 0

elde edilir.

n ! +1 iken d(fn+1x; fz) 9 0 oldu¼gu kabul edilsin. O halde baz¬ " > 0 için

d(fnv+1x; fz) � " olacak şekilde (fnv+1x)v2N � (fn+1x)n2N alt dizisi vard¬r.

Buradan

0 <

Z "

0

'(t)dt �
Z d(fnv+1x;fz)

0

'(t)dt
v!+1! 0

elde edilir ki bu bir çeli̧skidir.

O halde d(fn+1x; fz) ! 0 bulunur. Dolay¬s¬yla d(z; fz) = 0 olup z = fz yani f in

bir sabit noktas¬vard¬r.
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Ad¬m 5. Bu ad¬mda sabit noktan¬n tek oldu¼gu gösterilecektir.

Kabul edelim ki z; w 2 X noktalar¬f nin farkl¬ iki sabit noktas¬olsun. O halde

fz = z ve fw = w d¬r. z 6= w olmak üzere (3:1) den

0 <

Z d(z;w)

0

'(t)dt =

Z d(fz;fw)

0

'(t)dt � c

Z d(z;w)

0

'(t)dt <

Z d(z;w)

0

'(t)dt

ifadesi elde edilir. Bu ise bir çeli̧skidir. Yani z = w dir.

Bu son ad¬mla birlikte her x 2 X için lim
n!+1

fnx = z = fz oldu¼gu elde edilerek ispat

tamamlanm¬̧st¬r.

Sonuç 3.1 Teorem (3:1) Banach büzülme ilkesinin genelleştirilmi̧s halidir.

Gerçekten (3:1) de her t � 0 için '(t) = 1 al¬n¬rsa

Z d(fx;fy)

0

'(t)dt = d(fx; fy) � cd(x; y) = c

Z d(x;y)

0

'(t)dt

bulunur.

Dolay¬s¬yla Banach büzülme ilkesi (3:1) i sa¼glar. Fakat bu ifadenin tersi do¼gru

de¼gildir. Yani, (3:1) koşulunun sa¼glanmas¬Banach büzülmesini gerektirmez. Aşa¼g¬da

buna ili̧skin örnek verilmi̧stir.

Örnek 3.1 X := f 1
n
: n 2 Ng [ f0g uzay¬R de d(x; y) := jx� yj metri¼gi ile ele

al¬ns¬n. X � R olmak üzere X bir tam metrik uzayd¬r. f : X ! X dönüşümü

fx =

8<: 1
n+1

; x = 1
n
; n 2 N

0 ; x = 0
(3.3)

ile tan¬mlans¬n. Burada c = 1
2
ve her t > 0 için '(0) = 0 ve '(t) = t

1
t
�2 [1� log t]

ile (3:1) sa¼glan¬r.
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x = 0, y = 0 al¬n¬rsa (3:1) eşitsizli¼gi aşikar olarak sa¼glan¬r.

R �
0
'(t)dt = �

1
� ve her x 6= y için (3:1) den

d(fx; fy)
1

d(fx;fy) � cd(x; y)
1

d(x;y) (3.4)

elde edilir. Bu eşitsizli¼gin gerçeklendi¼gini göstermek için m;n 2 N olmak üzere

m > n olacak şekilde x = 1
n
; y = 1

m
al¬n¬rsa

d(fx; fy)
1

d(fx;fy) =

���� 1

n+ 1
� 1

m+ 1

���� 1

j 1
n+1�

1
m+1 j

=

�
m� n

(n+ 1)(m+ 1)

� (n+1)(m+1)
(m�n)

ve

d(x; y)
1

d(x;y) =

���� 1n � 1

m

���� 1

j 1n� 1
m j

=

�
(m� n)

nm

� nm
(m�n)

elde edilir. Elde edilen bu son iki eşitlik (3:4) de yerine yaz¬l¬rsa

�
m� n

(n+ 1)(m+ 1)

� (n+1)(m+1)
(m�n)

� 1

2

�
(m� n)

nm

� nm
(m�n)

ya da bu ifadeye eşit olarak

�
m� n

(n+ 1)(m+ 1)

� (nm+n+m+1)
(m�n)

�
nm

(m� n)

� nm
(m�n)

� 1

2

�
m� n

(n+ 1)(m+ 1)

� (n+m+1)
(m�n)

(�
m� n

(n+ 1)(m+ 1)

� nm
(m�n)

�
nm

(m� n)

� nm
(m�n)

)
� 1

2

�
m� n

(n+ 1)(m+ 1)

� (n+m+1)
(m�n)

�
nm

(n+ 1)(m+ 1)

� nm
(m�n)

� 1

2

bulunur.
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nm < (n+ 1)(m+ 1) ve nm
m�n > 0 oldu¼gundan

�
nm

(n+ 1)(m+ 1)

� nm
(m�n)

� 1

yaz¬labilir. Ayr¬ca

m � n �m

m � nm+ 3n+ 1

2m � m+ nm+ 3n+ 1

2(m� n) � (m+ 1)(n+ 1)

ve

(m+ n+ 1) > (m� n)

oldu¼gundan �
m� n

(n+ 1)(m+ 1)

� (n+m+1)
(m�n)

� 1

2

elde edilir. Böylece (3:4) eşitsizli¼gi x = 1
n
; y = 1

m
için sa¼glan¬r.

Di¼ger taraftan, x = 1
n
(n 2 N) ve y = 0 al¬n¬rsa

d(fx; fy)
1

d(fx;fy) =

�
1

n+ 1

�n+1
=

�
1

n+ 1

�n
1

n+ 1

� 1

2

�
1

n

�n
=

1

2
d(x; y)

1
d(x;y)

elde edilir. Böylece x 6= y olmak üzere (3:4) eşitsizli¼gi c = 1
2
için sa¼glan¬r. Fakat

sup
fx;y2X:x 6=yg

d(fx; fy)

d(x; y)
= 1

olup, bu son eşitlik Banach büzülme de¼gildir.
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Sonuç 3.2 Teorem (3:1) deki ' nin poziti�ik şart¬kald¬r¬lamaz.

Örnek 3.2 f : R+ ! R+ dönüşümü fx := x + 1 ile tan¬mlans¬n. Her t � 0 için

'(t) = �1; R de d Euclid metri¼gi olmak üzere key� c 2 (0; 1) için

Z d(fx;fy)

0

'(t)dt = �d(fx; fy) = �d(x; y) � c

Z d(x;y)

0

'(t)dt

elde edilir. Böylece '(t) = �1 ve her c 2 (0; 1) için (3:1) sa¼glan¬r. Fakat R+ üzerinde

tan¬mlanan f dönüşümünün sabit noktas¬yoktur.

Şimdi

m(x; y) = max

�
d(x; y); d(x; fx); d(y; fy);

�
d(x; fy) + d(y; fx)

2

��
(3.5)

ile tan¬mlanarak Teorem (3:1) in bir genelleştirilmesi verilecektir.

Teorem 3.2 (X; d) bir tam metrik uzay ve f : X ! X bir dönüşüm olsun. Negatif

olmayan ' : R+ ! R+ dönüşümü sonlu integrale sahip Lebesgue integrallenebilir ve

8" > 0 için
Z "

0

'(t)dt > 0 (3.6)

koşulunu sa¼glas¬n.

Bu durumda her x; y 2 X ve en az bir k 2 [0; 1) için

Z d(fx;fy)

0

'(t)dt � k

Z m(x;y)

0

'(t)dt (3.7)

koşulunu gerçekleyen f dönüşümü bir tek z 2 X sabit noktas¬na sahip olup her

x 2 X için lim
n!1

fnx = z dir.
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·Ispat. x 2 X key� bir nokta olmak üzere

xn = fnx = fxn�1

şeklinde tan¬ml¬(xn) dizisi ele al¬ns¬n. Her bir n � 1 tamsay¬s¬için (3:7) den

Z d(xn;xn+1)

0

'(t)dt � k

Z m(xn�1;xn)

0

'(t)dt (3.8)

elde edilir. (3:5) kullan¬larak

m(xn�1; xn) = max

8<: d(xn�1; xn); d(xn�1; fxn�1); d(xn; fxn);h
d(xn�1;fxn)+d(xn;fxn�1)

2

i
9=;

= max

�
d(xn�1; xn); d(xn; xn+1);

d(xn�1; xn+1)

2

�

elde edilir. Üçgen eşitsizli¼ginden

d(xn�1; xn+1)

2
� d(xn�1; xn) + d(xn; xn+1)

2

� max fd(xn�1; xn); d(xn; xn+1)g

bulunur. Böylece

m(xn�1; xn) = max fd(xn�1; xn); d(xn; xn+1)g

dir. Bu son ifade (3:8) de yerine yaz¬l¬rsa

Z d(xn;xn+1)

0

'(t)dt � k

Z maxfd(xn;xn+1);d(xn;xn�1)g

0

'(t)dt (3.9)

= kmax

(Z d(xn;xn+1)

0

'(t)dt;

Z d(xn;xn�1)

0

'(t)dt

)

elde edilir.
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E¼ger Z d(xn;xn+1)

0

'(t)dt �
Z d(xn�1;xn)

0

'(t)dt

ise Z d(xn;xn+1)

0

'(t)dt � k

Z d(xn;xn+1)

0

'(t)dt <

Z d(xn;xn+1)

0

'(t)dt

olur ki bu bir çeli̧skidir.

O halde Z d(xn�1;xn)

0

'(t)dt >

Z d(xn;xn+1)

0

'(t)dt

dir. (3:9) dan

Z d(xn;xn+1)

0

'(t)dt � k

Z d(xn�1;xn)

0

'(t)dt

� k2
Z d(xn�2;xn�1)

0

'(t)dt

:

:

:

� kn
Z d(x0;x1)

0

'(t)dt

elde edilir.

Buradan n!1 için limit al¬n¬rsa

lim
n!1

Z d(xn;xn+1)

0

'(t)dt = 0

ve (3:6) dan aç¬k olarak

lim
n!1

d(xn; xn+1) = 0 (3.10)

bulunur.

Şimdi (xn) dizisinin Cauchy dizisi oldu¼gu gösterilecektir.
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Kabul edelim ki (xn) dizisi Cauchy dizisi olmas¬n. O halde (m(p)) ve (n(p)) alt

dizileri vard¬r, öyle ki m(p) < n(p) < m(p+ 1) iken

d(xm(p); xn(p)) � " ve d(xm(p); xn(p)�1) < " (3.11)

olacak şekilde " > 0 vard¬r. (3:5) den

m(xm(p)�1; xn(p)�1) = max

8<: d(xm(p)�1; xn(p)�1); d(xm(p)�1; xm(p));

d(xn(p)�1; xn(p));
d(xm(p)�1;xn(p))+d(xn(p)�1;xm(p))

2

9=;
(3.12)

elde edilir. (3:10) ve (3:12) ifadeleri kullan¬larak

lim
p!1

Z d(xm(p)�1;xm(p))

0

'(t)dt = lim
p!1

Z d(xn(p)�1;xn(p))

0

'(t)dt = 0 (3.13)

bulunur. Üçgen eşitsizli¼gi ve (3:11) den

d(xm(p)�1; xn(p)�1) � d(xm(p)�1; xm(p)) + d(xm(p); xn(p)�1)

< d(xm(p)�1; xm(p)) + "

elde edilir. Böylece

lim
p!1

Z d(xm(p)�1;xn(p)�1)

0

'(t)dt �
Z "

0

'(t)dt (3.14)

dir. Tekrar üçgen eşitsizli¼gi ve (3:11) kullan¬larak

v(m;n) : =
d(xm(p)�1; xn(p)) + d(xn(p)�1; xm(p))

2

�
d(xm(p)�1; xm(p)) + d(xm(p); xn(p)) + d(xn(p)�1; xm(p))

2

�
d(xm(p)�1; xm(p)) + 2d(xm(p); xn(p)�1) + d(xn(p)�1; xn(p))

2

<
d(xm(p)�1; xm(p)) + d(xn(p)�1; xn(p))

2
+ "
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elde edilir. Dolay¬s¬yla (3:10) dan

lim
p!1

Z v(m;n)

0

'(t)dt �
Z "

0

'(t)dt (3.15)

bulunur. (3:7); (3:11); (3:12); (3:13); (3:14) ve (3:15) kullan¬larak

Z "

0

'(t)dt �
Z d(xm(p);xn(p))

0

'(t)dt

� k

Z m(xm(p)�1;xn(p)�1)

0

'(t)dt

� k

Z "

0

'(t)dt

olur ki bu bir çeliskidir.

O halde (xn) dizisi bir Cauchy dizisidir. X tam uzay oldu¼gundan (xn) dizisi yak¬n-

sakt¬r. Dolay¬s¬yla lim
n
xn = z al¬nabilir.

(3:5) den

Z d(fz;fxn)

0

'(t)dt � k

Z m(z;xn)

0

'(t)dt

= kmax

8<:
R d(z;xn)
0

'(t)dt;
R d(z;fz)
0

'(t)dt;
R d(xn;fxn)
0

'(t)dt;R d(z;fxn)
0

'(t)dt;
R d(xn;fz)
0

'(t)dt

9=;
elde edilir. Bu son ifadeden n!1 için limit al¬n¬rsa

Z d(z;fz)

0

'(t)dt � k

Z d(z;fz)

0

'(t)dt

olup k 2 (0; 1) için Z d(z;fz)

0

'(t)dt = 0

bulunur. (3:6) dan d(z; fz) = 0 olup z = fz elde edilir.

Şimdi sabit noktan¬n tek oldu¼gu gösterilecektir.
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Kabul edelim ki z ve w , f nin farkl¬iki sabit noktas¬olsun. O halde (3:5) den

Z d(z;w)

0

'(t)dt =

Z d(fz;fw)

0

'(t)dt

� k

Z m(z;w)

0

'(t)dt

= kmax

(Z d(z;w)

0

'(t)dt; 0

)

= k

Z d(z;w)

0

'(t)dt

ve buradan Z d(z;w)

0

'(t)dt = 0

elde edilir. (3:7) den d(z; w) = 0 olup z = w bulunur. Dolay¬s¬yla f dönüşümünün

bir tek sabit noktas¬vard¬r.

Tan¬m 3.1 O(x; n) := fx; fx; f2x; :::; fnxg ile tan¬mlanan kümeyeX in n-inci orbiti

denir.

(3:5) koşulu yerine Ciric taraf¬ndan verilen

M(x; y) := max fd(x; y); d(x; fx); d(y; fy); d(x; fy); d(y; fx)g (3.16)

ifadesi ele al¬n¬rsa Z d(fx;fy)

0

'(t)dt � k

Z M(x;y)

0

'(t)dt (3.17)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r m¬?

Aşa¼g¬daki örnekte bu eşitsizli¼gin gerçeklendi¼gi fakat dönüşümün bir tek sabit nok-

tas¬n¬n olmas¬için orbitlerin s¬n¬rl¬olmas¬gerekti¼gi gösterilecektir.
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Örnek 3.4 f : N ! N olmak üzere f(n) = n + 1 ve �; ' : [0;1) ! [0;1) olsun.

�(t) := (t+ 1)t+1 � 1 iken '(t) = �
0
(t) tan¬mlans¬n.

Buradan n > m için t := n�m iken (3:16) dan

M(n;m) = max fd(n;m); d(n; Tn); d(m;Tm); d(n; Tm); d(m;Tn)g

= max fn�m; 1; n�m� 1; n�m+ 1g

= n�m+ 1 = t+ 1

elde edilir.

8t 2 N için

(t+ 2)t+2 = (t+ 1 + 1)t+2 � 1

� (t+ 1)t+2 + 1t+2 � 1

= (t+ 1)t+1(t+ 1)

� 2(t+ 1)t+1

� 2(t+ 1)t+1 � 2

= 2
�
(t+ 1)t+1 � 1

�
bulunur. '(t) = �

0
(t) oldu¼gundan ve bu son eşitsizlikten

Z t

0

'(t)dt � 1

2

Z t+1

0

'(t)dt

ve ya Z d(fn;fm)

0

'(t)dt � 1

2

Z M(n;m)

0

'(t)dt

yaz¬labilir ve (3:17) sa¼glan¬r.

Fakat orbitler s¬n¬rl¬de¼gildir ve f dönüşümünün sabit noktas¬yoktur.
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Lemma 3.1 0 < k � n olacak şekilde baz¬k tamsay¬lar¬için �(O(x; n)) = d
�
x; fkx

�
d¬r.

·Ispat. Her n için �(O(x; n)) > 0 olsun. E¼ger �(O(x; n)) = 0 olacak şekilde bir n

varsa f bir sabit noktaya sahiptir.

Kabul edelim ki 0 < i < j � n olmak üzere �(O(x; n)) = d (xi; xj) olsun.

(3:17) den

Z �(O(x;n))

0

'(t)dt =

Z d(xi;xj)

0

'(t)dt

� k

Z M(xi�1;xj�1)

0

'(t)dt

� k

Z �(O(x;n))

0

'(t)dt

elde edilir.

�(O(x; n)) > 0 oldu¼gundan, kabul yanl¬̧s olup i = 0 d¬r. O halde 0 < k � n olacak

şekilde �(O(x; n)) = d(x; fkx) yaz¬labilir.

Teorem 3.3 (X; d) bir tam metrik uzay olsun. k 2 [0; 1); f : X ! X bir dönüşüm

olmak üzere her x; y 2 X için (3:17) eşitsizli¼gini sa¼glayan negatif olmayan ' : R+ !

R+ dönüşümü sonlu integrale sahip Lebesgue integrallenebilir olsun ve (3:7) koşulunu

sa¼glas¬n.

E¼ger s¬n¬rl¬ orbit ile bir x 2 X noktas¬ var ise f bir tek z 2 X sabit noktas¬na

sahiptir.

·Ispat. O(x; n) nin tan¬m¬ndan �(O(x; n)) = d (f ix; f jx) olacak şekilde

0 � i < j � n koşulunu sa¼glayan i; j tam say¬lar¬vard¬r.
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S¬n¬rl¬orbit ile x 2 X seçilip, m > n olacak şekilde m;n tamsay¬lar¬için (3:17) den

Z d(xn;xm)

0

'(t)dt � k

Z M(xn�1;xm�1)

0

'(t)dt

� k

Z �(O(xn�1;m�n+1))

0

'(t)dt

= k

Z d(xn�1;xk1+n�1)

0

'(t)dt , baz¬0 < k1 � m� n+ 1 için

� k2
Z M(xn�2;xk1+n�2)

0

'(t)dt

� k2
Z �(O(xn�2;xk1+n�1))

0

'(t)dt

= k2
Z d(xn�2;xk2+n�2)

0

'(t)dt , baz¬0 < k2 � m� n+ 2 için

:

:

:

� kn
Z �(O(x;m))

0

'(t)dt

bulunur. m; n!1 için limit al¬n¬rsa x in orbiti s¬n¬rl¬oldu¼gundan

lim
m;n!1

Z d(xn;xm)

0

'(t)dt = 0

ve (3:7) den aç¬k olarak

lim
m;n!1

d(xn; xm) = 0

d¬r.

Böylece (xn) dizisi Cauchy dizisidir. X tam oldu¼gundan (xn) dizisi yak¬nsak ve

lim
n!1

xn = z yaz¬labilir. (3:17) den

Z d(fxn;fz)

0

'(t)dt � k

Z M(xn;z)

0

'(t)dt

= k

Z maxfd(xn;z);d(z;fz);d(xn;;fxn);d(xn;fz);d(z;fxn)g

0

'(t)dt
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bulunur. Her iki taraf¬n n!1 için limiti al¬n¬rsa

Z d(z;fz)

0

'(t)dt � k

Z d(z;fz)

0

'(t)dt

k 2 [0; 1) oldu¼gundan ve (3:7) den aç¬k olarak d(z; fz) = 0 yani z = fz dir.

Kabul edelim ki z ve w, f nin farkl¬iki sabit noktas¬olsun. (3:17) den

Z d(fz;fw)

0

'(t)dt � k

Z M(z;w)

0

'(t)dt

= k

Z d(z;w)

0

'(t)dt

elde edilir. k 2 [0; 1) olup bu bir çeli̧skidir.

O halde d(z; w) = 0 olup z = w dir. Dolay¬s¬yla f dönüşümünün sabit noktas¬

tektir.
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4. ·INTEGRAL T·IPL·I GENEL BÜZÜLME KOŞULUNU SA¼GLAYAN

DÖNÜŞÜM Ç·IFTLER·I ·IÇ·IN SAB·IT NOKTA TEOREM·I

Bu bölümde integral tipli büzülme eşitsizli¼gini sa¼glayan dönüşüm çifti için sabit

nokta teorisinden bahsedilecektir.

' negatif olmayan, azalmayan, Lebesgue integrallenebilir ve

8" > 0 için
Z "

0

'(t)dt > 0 (4.1)

şart¬n¬sa¼glayan bir dönüşüm olmak üzere � = f' : ' : R+ ! R+g şeklinde tan¬m-

lans¬n.

 : R+ ! R+ dönüşüm olmak üzere

i)  negatif olmayan ve R+ da azalmayan

ii) 8t > 0 için  (t) < t

iii) Her sabit t > 0 için
1X
n=1

 n(t) <1

özelliklerini sa¼glayan  dönüşümlerinin s¬n¬f¬	 ile gösterilsin.

Yani 	 = f :  ; (i)� (iii) sa¼glar g olsun.

Lemma 4.1 S : X ! X, T : X ! X; (X; d) metrik uzay¬nda iki dönüşüm olsun.

x0 2 X; x2n+1 := Sx2n; x2n+2 := Tx2n+1 şeklinde tan¬mlanan (xn) � X dizisi için

(xn) tam oldu¼gunu kabul edilsin.

Ayr¬ca ' 2 �;  2 	 olmak üzere x = Ty ve ya y = Sx özelli¼gini sa¼glayan her ayr¬k

x; y 2 (xn) için Z d(Sx;Ty)

0

'(t)dt �  

 Z d(x;y)

0

'(t)dt

!
(4.2)

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n.
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Bu durumda aşa¼g¬daki iki durumdan biri gerçeklenir.

a) S ve ya T nin (xn) içinde sabit noktas¬vard¬r

ya da

b)

d :=

Z d(x0;x1)

0

'(t)dt (4.3)

olmak üzere (xn) dizisi baz¬p 2 X noktas¬na yak¬nsar ve her n > 0 için

Z d(xn;p)

0

'(t)dt �
1X
i=n

 i(d) (4.4)

gerçeklenir.

·Ispat.

a) Baz¬n ler için x2n+1 = x2n oldu¼gu kabul edilsin. x2n = x2n+1 = Sx2n olup x2n; S

için bir sabit noktad¬r.

Benzer şekilde, e¼ger baz¬n ler için x2n+2 = x2n+1 ise x2n+1 = x2n+2 = Tx2n+1 olup

x2n+1; T için bir sabit noktad¬r.

b) Her n için xn 6= xn+1 oldu¼gu kabul edilsin.

x = x2n ve y = x2n+1 al¬n¬rsa (4:2) den

Z d(Sx;Ty)

0

'(t)dt =

Z d(x2n+1;x2n+2)

0

'(t)dt �  

 Z d(x2n;x2n+1)

0

'(t)dt

!

elde edilir.

x = x2n ve y = x2n�1 al¬n¬rsa (4:2) den

Z d(x2n+1;x2n)

0

'(t)dt �  

 Z d(x2n;x2n�1)

0

'(t)dt

!

bulunur.
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Buradan her n � 0 için

Z d(xn;xn+1)

0

'(t)dt �  

 Z d(xn�1;xn)

0

'(t)dt

!
(4.5)

�  2

 Z d(xn�2;xn�1)

0

'(t)dt

!
:

:

:

�  n

 Z d(x0;x1)

0

'(t)dt

!
=  n(d)

elde edilir.

m;n 2 N olmak üzere m > n al¬ns¬n. Üçgen eşitsizli¼ginden

d(xn; xm) � d(xn; xn+1) + d(xn+1; xn+2) + :::+ d(xm�1; xm)

=
m�1X
i=n

d(xi; xi+1)

bulunur. Tümevar¬m ile

Z d(xn;xm)

0

'(t)dt �
m�1X
i=n

Z d(xi;xi+1)

0

'(t)dt (4.6)

elde edilir. (4:5) ve (4:6) kullan¬larak

Z d(xn;xm)

0

'(t)dt �
m�1X
i=n

 i(d) �
1X
i=n

 i(d) (4.7)

bulunur. (4:7) denm; n!1 için limit al¬n¬rsa  nin (iii) koşulundan (xn) dizisinin

Cauchy dizisi oldu¼gu gösterilir. (xn) tam oldu¼gundan (xn) dizisi yak¬nsakt¬r ve

dolay¬s¬yla lim
n!1

xn = p elde edilir.
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(4:7) den m!1 için limit al¬n¬rsa

Z d(xn;p)

0

'(t)dt �
1X
i=n

 i(d)

elde edilir.

Teorem 4.1 (X; d) bir tam metrik uzay ve S : X ! X; T : X ! X iki dönüşüm

olsun. ' 2 �;  2 	 ve

M(x; y) := max

�
d(x; y); d(x; Sx); d(y; Ty);

[d(x; Ty) + d(y; Sx)]

2

�
(4.8)

olmak üzere her x; y 2 X (x 6= y) için

Z d(Sx;Ty)

0

'(t)dt �  

 Z M(x;y)

0

'(t)dt

!
(4.9)

sa¼glans¬n.

Bu durumda S ve T bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

·Ispat. ·Ilk olarak, S nin herhangi bir sabit noktas¬n¬n T nin de bir sabit noktas¬

oldu¼gu ve benzer şekilde T nin herhangi bir sabit noktas¬n¬n S nin de bir sabit

noktas¬oldu¼gu gösterilecektir.

p = Sp olsun. (4:8) den

M(p; p) = max

�
d(p; p); d(p; Sp); d(p; Tp);

d(p; Tp) + d(p; Sp)

2

�
= d(p; Tp)

30



ve (4:9) dan

Z d(Sp;Tp)

0

'(t)dt =

Z d(p;Tp)

0

'(t)dt

�  

 Z d(p;Tp)

0

'(t)dt

!

<

Z d(p;Tp)

0

'(t)dt

elde edilir. (4:1) den aç¬k olarak p = Tp bulunur.

Benzer şekilde p = Tp al¬n¬rsa p = Sp elde edilir.

Şimdi, S ve T nin (4:2) eşitsizli¼gini sa¼glad¬¼g¬gösterilecektir.

y = Sx al¬narak

M(x; Sx) = max

�
d(x; Sx); d(x; Sx); d(Sx; TSx);

d(x; TSx) + d(Sx; Sx)

2

�

ve üçgen eşitsizli¼ginden

d(x; TSx)

2
� d(x; Sx) + d(Sx; TSx)

2

� maxfd(x; Sx); d(Sx; TSx)g

bulunur. O halde d(x; Sx) < d(Sx; TSx) ise (4:9) dan

Z d(Sx;TSx)

0

'(t)dt �  

 Z M(x;Sx)

0

'(t)dt

!

�  

 Z d(Sx;TSx)

0

'(t)dt

!

<

Z d(Sx;TSx)

0

'(t)dt

elde edilir. Bu ise (4:1) den çeli̧skidir.

31



Bu nedenle her x 2 X için M(x; Sx) = d(x; Sx) dir. Dolay¬s¬yla (4:2) sa¼glan¬r.

E¼ger Lemma (4:1) in (a) durumu do¼gru ise S ve ya T bir sabit noktaya sahiptir.

Önceki ad¬mlarda S nin herhangi bir sabit noktas¬n¬n T nin de bir sabit noktas¬

oldu¼gu ve benzer şekilde bu durumun tersi gösterildi. O halde S ve T ortak bir

sabit noktaya sahiptir.

Lemma (4:1) de (b) durumunun do¼gru oldu¼gu kabul edilsin. Bu durumda (4:4) den

x = x2n; y = p al¬narak

Z d(Sx2n;Tp)

0

'(t)dt �  

 Z d(x2n;p)

0

'(t)dt

!

<

Z d(x2n;p)

0

'(t)dt

�
1X
i=2n

 i(d)

bulunur. Bu durumda lim
n!1

d(Sx2n; Tp) = 0 oldu¼gu aç¬kt¬r.

Ayr¬ca Lemma (4:1) in (b) durumundan (xn) dizisi p ye yak¬nsak olup (x2n) alt dizisi

de ayn¬p ye yak¬nsar.

Yine Lemma (4:1) den Sx2n = x2n+1 olup n!1 için limit al¬n¬rsa

d(p; Tp) � d(p; Sx2n) + d(Sx2n; Tp)! 0

elde edilir. Böylece p; T nin bir sabit noktas¬d¬r. O halde S nin de bir sabit

noktas¬d¬r.

Şimdi bu sabit noktan¬n tek oldu¼gu gösterilecektir.
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Kabul edelim ki p ve w farkl¬iki sabit nokta olsun. (4:8) den

Z d(Sp;Tw)

0

'(t)dt �  

 Z M(p;w)

0

'(t)dt

!

=  

 Z d(p;w)

0

'(t)dt

!

<

Z d(p;w)

0

'(t)dt

elde edilir. Bu ise bir çeli̧ski olup sabit nokta tektir.

Sonuç 4.1 (X; d) bir tam metrik uzay ve S : X ! X; T : X ! X dönüşümleri

verilsin.

' 2 �; k 2 [0; 1) ve

n(x; y) := max

�
d(y; Ty)[1 + d(x; Sx)]

1 + d(x; y)
; d(x; y)

�
(4.10)

olmak üzere her x; y 2 X (x 6= y) için

Z d(Sx;Ty)

0

'(t)dt � k

Z n(x;y)

0

'(t)dt (4.11)

sa¼glans¬n. Bu durumda S ve T bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

·Ispat. ·Ilk olarak S ve T nin sabit noktalar¬n¬n ortak oldu¼gu gösterilecektir.

p = Sp olsun.

n(p; p) = max

�
d(p; Tp)[1 + d(p; Sp)]

1 + d(p; p)
; d(p; p)

�
= d(p; Tp)
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ve (4:11) den

Z d(Sp;Tp)

0

'(t)dt =

Z d(p;Tp)

0

'(t)dt

� k

Z d(p;Tp)

0

'(t)dt

bulunur ki, k 2 [0; 1) oldu¼gundan d(p; Tp) = 0 yani p = Tp elde edilir.

Benzer şekilde p = Tp al¬narak p = Sp bulunur.

Şimdi Lemma (4:1) i kullanabilmek için S ve T nin (4:2) yi gerçekledi¼gi gösterile-

cektir.

n(x; Sx) = max

�
d(Sx; TSx)[1 + d(x; Sx)]

1 + d(x; Sx)
; d(x; Sx)

�
= max fd(Sx; TSx); d(x; Sx)g

E¼ger d(Sx; TSx) > d(x; Sx) ise (4:11) den

Z d(Sx;TSx)

0

'(t)dt � k

Z d(Sx;TSx)

0

'(t)dt

elde edilir. k 2 [0; 1) olup bu bir çeli̧skidir. O halde n(x; Sx) = d(x; Sx) olmal¬d¬r.

O halde (4:11) den Z d(Sx;TSx)

0

'(t)dt � k

Z d(x;Sx)

0

'(t)dt

sa¼glan¬r.

Lemma (4:1) in (b) durumundan lim
n!1

xn = p olup

Z d(Sxn;Tp)

0

'(t)dt � k

Z d(xn;p)

0

'(t)dt
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ve buradan n!1 için limit al¬n¬rsa lim
n!1

d(Sxn; Tp) = 0 ve

d(p; Tp) � d(p; Sxn) + d(Sxn; Tp)! 0

d¬r. Dolay¬s¬yla p; T nin bir sabit noktas¬ve böylece S nin de bir sabit noktas¬d¬r.

Sabit noktan¬n tekli¼gini göstermek için p ve w , T nin ve S nin sabit noktalar¬olsun.

n(p; w) = max

�
d(w; Tw)[1 + d(p; Sp)]

1 + d(p; w)
; d(p; w)

�
= d(p; w)

ve buradan

Z d(Sp;Tw)

0

'(t)dt =

Z d(p;w)

0

'(t)dt

� k

Z d(p;w)

0

'(t)dt

elde edilir. k 2 [0; 1) oldu¼gundan d(p; w) = 0 yani p = w dir. Bu ise sabit noktan¬n

tekli¼gini ispatlar.

Örnek 4.1 X := f 1
n
: n 2 Ng [ f0g uzay¬Euclid metri¼gi ile verilsin.

S : X ! X; T : X ! X dönüşümleri

S

�
1

n

�
=

8>>><>>>:
1
n+1

; n tek
1
n+2

; n çift

0 ; n =1

T

�
1

n

�
=

8>>><>>>:
1
n+1

; n çift
1
n+2

; n tek

0 ; n =1

şeklinde tan¬mlans¬n.

Her n için, x2n+1 = Sx2n; x2n+2 = Tx2n+1 al¬ns¬n.
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·Ilk olarak m; n 2 N olmak üzere x = Ty ve ya y = Sx şart¬n¬sa¼glayan x = 1
n
; y = 1

m

noktalar¬n¬n

d(Sx; Ty) �
���� 1

n+ 1
� 1

m+ 1

����
eşitsizli¼gini gerçekledi¼gi gösterilecektir.

Bunun için 4 durum incelenecektir.

Durum 1. m çift olmak üzere y = 1
m
; x = 1

n
= Ty = 1

m+1
ve Sx = 1

m+2
olsun.

Buradan

d(Sx; Ty) =

���� 1

m+ 2
� 1

m+ 1

���� = ���� 1

n+ 1
� 1

m+ 1

����
bulunur.

Durum 2. m tek olmak üzere y = 1
m
; x = 1

n
= Ty = 1

m+2
ve Sx = 1

m+3
olsun.

Buradan

d(Sx; Ty) =

���� 1

m+ 3
� 1

m+ 2

���� = 1

m+ 2
� 1

m+ 3

� 1

m+ 1
� 1

m+ 3
=

���� 1

n+ 1
� 1

m+ 1

����
bulunur.

Durum 3. n çift olmak üzere x = 1
n
; y = 1

m
= Sx = 1

n+2
ve Ty = 1

n+3
olsun.

Buradan

d(Sx; Ty) =

���� 1

n+ 2
� 1

n+ 3

���� = 1

n+ 2
� 1

n+ 3

� 1

n+ 1
� 1

n+ 3
=

���� 1

n+ 1
� 1

n+ 3

����
bulunur.
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Durum 4. n tek olmak üzere x = 1
n
; y = 1

m
= Sx = 1

n+1
ve Ty = 1

n+2
olsun.

Buradan

d(Sx; Ty) =

���� 1

n+ 1
� 1

n+ 2

���� = ���� 1

n+ 1
� 1

m+ 1

����
bulunur.

Tüm bu durumlardan (4:11) sa¼glan¬r.

8t > 0 için '(0) = 0 olmak üzere

'(t) = t
1
t
�2[1� log t]

ile ' tan¬mlans¬n. Buradan herhangi bir � > 0 için

Z �

0

'(t)dt = �
1
�

ve ' 2 � dir.

Örnek (3:1) i kullanarak Lemma (4:1) de her x; y için

Z d(Sx;Ty)

0

'(t)dt � d(Sx; Ty)
1

d(Sx;Ty)

�
���� 1

n+ 1
� 1

m+ 1

���� 1

j 1
n+1�

1
m+1 j

� 1

2

���� 1n � 1

m

���� 1

j 1
n+1�

1
m+1 j

= d(x; y)
1

d(x;y)

elde edilir. Böylece  (t) = t
2
ile (4:2) koşulu sa¼glan¬r.
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5. SONUÇ

Bu tez çal¬̧smas¬nda temel sabit nokta teoremlerinden Banach sabit nokta teoremi

verilip, integral tipli genel büzülme koşulunu sa¼glayan dönüşümler için baz¬sabit

nokta teoremleri ispatlanm¬̧st¬r. Bu teoremlere ait büzülme koşullar¬geni̧sletilerek

sabit noktan¬n varl¬¼g¬ve tekli¼gi incelenmi̧s, elde edilen sonuçlar ve örnekler veril-

mi̧stir. Di¼ger taraftan, integral tipli genel büzülme koşulunu sa¼glayan dönüşüm

çiftleri için sabit nokta teoreminden bahsedilip bu teoreme ili̧skin sonuç ve örnek

incelenmi̧stir.
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