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Bu tez beg boliimden olugsmaktadir.
Ik boliim giris kismina ayrilmistir.
Ikinci boliimde, fonksiyonel analizin temel tanimlar: ve 6nemli teoremleri verilmistir.

Uciincii boliimde, integral tipli genel biiziilme kosulunu saglayan bazi sabit nokta

teoremleri incelenmisg ve bu teoremlere ait sonuclar elde edilmistir.

Dordiincii boliimde ise integral tipli genel biiziilme kosulunu saglayan doniistim ¢ift-

leri icin sabit nokta teoremi verilmistir.

Son boliimde ise bu tezde yapilan caligmalar ve bu c¢alismalarin sonuglar1 ifade

edilmigtir.
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This thesis consists of five chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some basic definitions and main theorems of functional analy-

sis have been given.

In the third chapter, some fixed point theorems for satisfying a general contrac-
tive condition of integral type are investigated and corollaries of these theorems are

obtained.

In the fourth chapter, a fixed point theorem for a pair of maps satisfying a general

contractive condition of integral type is given.

In the last chapter, the studies performed in this thesis and the result of these studies

are expressed.
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Porzitif reel sayilar kiimesi

Metrik uzay
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d(A) =sup{d(x,y) : z,y € A} (A nmn ¢ap1)
A kiimesinin kapanisi

Dizi

(x,,) dizisi x e yakinsar
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1. GIRIS

Sabit nokta teori, diferensiyel denklemlerin, integral denklemlerin, kismi diferensiyel
denklemlerin ve diger ilgili alanlarin varlik teorisinde kullanilmaktadir. Yine sabit
nokta teori, sinir deger problemleri ve yaklagim problemlerinde oldugu kadar 6zdeger

problemlerinde de ¢ok verimli uygulamalara sahiptir.

Genel olarak sabit nokta teori caligmalar1 iki yonde gelismistir. Birincisi normlu
lineer uzaylarda siirekli doniisiimler icin sabit nokta teorisi, digeri ise tam metrik

uzaylarda biiziilme ve biiziilme tipli doniigiimler i¢in sabit nokta teorisidir.

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teori ¢caligmalar1 Brouwer tarafindan 20. yiizyilin
basglarinda baglamigtir. 1912 yilinda Brouwer; R™ nin kapali birim yuvarlarindan
kendisine tanimh her siirekli doniisiimiin sabit noktasinin var oldugunu gostermistir.
Brouwer’in teoremi 1930 yilinda Schauder tarafindan sonsuz boyutlu uzaylara genis-

letilmistir.

Tam metrik uzaylar tizerinde sabit nokta teori ¢aligmalar: ise Banach ile baglamisgtir.
Banach sabit nokta teoremi, doniistimiin sabit noktasinin varligini garanti ettigi gibi,
Brouwer ve Schauder sabit nokta teoremlerinden farkli olarak bu sabit noktanin

tekligini ve nasil bulunabilecegini asagidaki teoremde ifade ve ispat etmistir.

"(X,d) bir tam metrik uzay ve f: X — X doniigiimii k£ € [0, 1) olacak sekilde

d(fz, fy) < kd(z,y)

biiziilme gartini saglasin. Bu durumda f doniisiimiiniin X de bir tek sabit noktasi

vardir."



Daha sonra bu teorem 1968 yilinda Kannan, 1971 yilinda Reich, 1974 yilinda Ciric,

1976 yilinda Caristi gibi bir ¢ok yazar tarafindan genigletilmistir.

2002 yilinda Brianciari, biiziilme doniisiimiinii genigleterek integral tipli biiziilme
kavramim ortaya ¢ikarmigtir. Bu tez caligmasinda integral tipli biiziilmeler ve elde

edilen sabit nokta teoremleri detayl bir sekilde incelenecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde temel tamim ve teoremlerden bahsedilecektir.
2.1 Temel Tanimlar

Tanim 2.1.1 X bos olmayan bir kiime olmak iizere d : X x X — R fonksiyonu her
x,y, z € X i¢in

M1) d(z,y) =0z =y

M2) d(z,y) = d(y,z) (Simetri Ozelligi)

M3) d(x,y) < d(z,z) +d(z,y) (Uggen Esitsizligi)

kogullarimi sagliyorsa d ye X iizerinde bir metrik (X, d) ikilisine de bir metrik uzay

denir.

Ornek 2.1.1 Her z, y € R icin d(x,y) = |z — y| seklinde tanimlanan bir
d: R xR — R fonksiyonu R {iizerinde bir metriktir. Bu metrige R nin mutlak deger

(alisilmig, dogal) metrigi denir.

Ornek 2.1.2 d : R? x R? — R fonksiyonu, her 2 = (x1, z3) ve
y = (y1,y2) € R, d(x,y) = |xr1 — y1| + |x2 — 92| seklinde tamimlansin. Bu durumda

d fonksiyonu R? {izerinde bir metriktir.

Ornek 2.1.3 d : R? x R? — R fonksiyonu, her x = (1, ;) ve
y = (y1,y2) € R?igind(z,y) = [(xl — y1)2 + (29 — y2)2] 2 seklinde tanimlansin. Bu
durumda d fonksiyonu R? nin ahsilmig (dogal) metrigi veya R? deki Euclid metrigi

denir.

Tanim 2.1.2 (X, d) bir metrik uzay ve (z,), X de bir dizi olsun. nj < ng;; olmak

tizere (z,, ) dizisine (x,,) dizisinin bir alt dizisi denir.



Tanim 2.1.3 (X, d) bir metrik uzay ve (z,), X de bir dizi olsun. Her ¢ > 0 i¢in
m,n > ng oldugunda d(z,,,z,) < e olacak sekilde ng = ng(e) sayis1 varsa (z,)

dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.1.4 Bir (X, d) metrik uzaymda (z,,) bir dizi olsun. Her ¢ > 0 sayisina
kargihk her n > N(e) i¢in d(z,,z) < € olacak sekilde bir N(g) dogal sayis1 varsa

(x,) dizisi = noktasina yakinsar denir ve kisaca x,, — x ile gosterilir.

Tanim 2.1.5 X deki her Cauchy dizisi yakinsak ise, yani x,, — = € X ise (X,d)

metrik uzayina tam denir.

Tanim 2.1.6 X bir metrik uzay olsun. Eger X deki her dizi yakinsak bir alt diziye

sahip ise, X uzaymma kompakttir denir.

Tanim 2.1.7 X # () bir kiime ve f : X — X herhangi bir déniigiim olsun. f(z) =z
olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina f nin bir sabit noktasi denir. Bagka

bir ifadeyle f(z) = = (x € X) denkleminin ¢tziimii f nin bir sabit noktasidir.

Ornek 2.1.4 f: R — R, f(z) = 2% doniisiimii i¢in 2 = 0 ve = 1 noktalar sabit

noktalardir.

Ornek 2.1.5 X = [0,00) ve ¢ > 0 olmak tizere f : X — X, f(x) = 2 + ¢ olsun. Bu

durumda f doniistimiiniin hicbir sabit noktasi yoktur.

Ornek 2.1.6 X = [0,00) ve f : X — X, f(z) = & olsun. Bu durumda z = 0

1

noktasi1 f doniisiimiiniin tek sabit noktasidir.

Yukaridaki orneklerde goriildiigii gibi, bir doniisiimiin sabit noktasinin varligi, doniisii-
miin niteligine bagh oldugu gibi, ayn1 zamanda taniml oldugu kiimenin yapisina da
baghdir. Bu nedenle sabit nokta teoride, bir doniigiimiin hangi kogullar altinda sabit

noktasinin var ve tek oldugu sorusuna cevap aranir.



Tamim 2.1.8 (X, d) bir metrik uzay ve f : X — X herhangi bir doniigiim olsun.
Her z,y € X i¢in
d(fz, fy) < Ld(z,y)

kosulunu saglayan bir L > 0 reel sayis1 varsa f doniigtimii Lipschitz kogulunu sagliyor
denir. Burada L < 1 ise f ye biiziilme doniisiimii veya daralma doniigtimii, L < 1
ise f ye genislemeyen doniisiim denir.
Va,y € X igin (x # y)

d(fx, fy) < d(z,y)

ise f ye biiziilebilir doniisiim denir.
2.2 Temel Teoremler

Teorem 2.2.1 Bir X metrik uzayinda, bir (z,,) dizisi yakinsak olsun. (z,,) dizisinin

her (z,,) alt dizisi de yakisaktir ve aym limit degerine sahiptir.

Teorem 2.2.2 Bir X tam metrik uzaymin bir M alt uzaymin da tam olmasi i¢in

gerek ve yeter kogul M nin X de kapali bir kiime olmasidir.
Teorem 2.2.3 (X, d) bir metrik uzay, (x,) X de bir dizi ve

Zd(mn, Tpa1) < 00
n=1
olsun. Bu durumda (z,,) dizisi bir Cauchy dizisidir.

Ispat. Her m,n € N ve m > n icin

d(xp, xm) < d(@p, Tps1) + oo + d(Tmo1, Tm)

m—1
= Zd@?i, Tit1)

Zd(l‘“ ZEZ'+1)

IN



o
olur. » d(x;,z;y1) ifadesi verilen serinin kalan terimi oldugundan n — oo igin

i=n

lim d(z, z,) =0

n—0o0

elde edilir. Bu ise (z,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

Teorem 2.2.4 Bir (X, d) metrik uzaymdan, bir (Y, d;) metrik uzayinin icine olan
f+ X — Y doniigiimiiniin bir zy € X noktasinda siirekli olmasi igin gerek ve yeter
kosul

Tpn — o = fr, — fxo

olmasidir.

Teorem 2.2.5 f : [a,b] — R bir sinirh fonksiyon olsun. f, Riemann anlaminda
integrallenebiliyorsa Lebesgue anlaminda integrallenebilirdir ve her iki integral bir-

birine esittir.
Teorem 2.2.6 (Banach Sabit Nokta Teoremi)

(X, d) bir tam metrik uzay ve f : X — X , L Lipschitz sabitine sahip bir biiziilme

doniisiimii olsun. Bu durumda f bir tek z € X sabit noktasina sahiptir.

Ustelik herhangi bir 2y € X icin (f"x) dizisi f nin bu sabit noktasina yakimsar ve

LTL
1-L

d(f"zo, 2) < d(xo, fro)

esitsizligi saglanir.



Ispat. z, € X keyfi bir nokta olsun.

r1 = fxg, 1o = fa1 = f2x0, vy Ty = fxp1 = f"xp, ...

olacak sekilde bir (x,,) dizisi olugturulsun.

Ik olarak (z,) dizisinin Cauchy dizisi oldugu gosterilecektir.

Vn € N igin

d(xp, Tpns1) = d(frn_1, frn) < Ld(zp_1,2,) < ... < L"d(x0, 1)

oldugundan her m > n icin

d((L’n, xm) S d(l’n, xn—l—l) + d(afn—l-l; xn+2) + ...+ d(l‘m—lu xm)
< Lnd<l’0, l’l) + Ln+1d($0, Il) + ...+ Lm71d<l'0, .1'1)
= (L"+L"™ + ..+ L™ Yd(wg, 1)
< L'+ LA+ ..+ L™ 4 ))d(zg, 71)
1L
S 1 _ Ld(x()? ml)

bulunur. Bu ise (z,) dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam metrik uzay

oldugu i¢in (z,,) dizisi yakinsaktr.

O halde lim z, = z olacak sekilde z € X vardir.

n—oo

f siirekli oldugundan
fz=flim z, = lim fz, = lim z,,1 = 2

olur. Bu durumda z € X, f doniisiimiiniin bir sabit noktasidir.



Ayrica

n

d(zn, Tn) < 77 (@0, 21)
ifadesinden m — oo icin limit alinirsa
L'fl
d(zy,, 2) < . d(xo, 1)

bulunur.

Son olarak sabit noktanin tek oldugu gosterilecektir.

z ve w, f nin farkl iki sabit noktasi olsun. Buna gore, fz = z ve fw = w dir.
O halde
0<d(z,w)=d(fz, fw) < Ld(z,w) < d(z,w)

bulunur ki bu bir celigkidir. Yani f doniigiimiiniin sabit noktas: tektir.



3. INTEGRAL TiPLi GENEL BUZULME KOSULUNU SAGLAYAN
BAZI SABIT NOKTA TEOREMLERI

Bu boliimde integral tipli biiziilme kosulu verilerek, tam metrik uzaydaki doniigtimler

icin sabit noktalarin varhigl analiz edilecektir.

Teorem 3.1 (X, d) bir tam metrik uzay ve f : X — X bir doniigiim olsun. Negatif
olmayan ¢ : [0,400) — [0, +0o0] déniigiimii, [0, +00) araliginin her bir kompakt alt

araliginda sonlu integrale sahip Lebesgue integrallenebilir ve her ¢ > 0 icin

/Usgo(t)dt >0

kosulunu saglasin.

Bu durumda her z,y € X ve en az bir ¢ € (0,1) i¢in

d(fz,fy) d(z,y)
/ ¢@ﬁ§c/ o(t)dt (3.1)
0 0

kogulunu gergekleyen f doniisiimii bir tek z € X sabit noktasina sahip olup her

x € X igin lim f"x = z dir.

n—-+o0o

Ispat. Bu teorem bes adimda ispatlanacaktir.

Adim 1. Ik olarak

d(fma, frtie) d(z,fz)
/ ¢@ﬁgw/ S(t)dt
0 0

esitsizligi elde edilecektir.



(3.1) esitsizligi n defa uygulanirsa

d(fra, frt i) d(frta, fmx)
/ o)t < ¢ / o(t)dt
0 0

d(fn_Qz,f"_lr)
c? / o(t)dt
0

IN

d(z,fz)
< " / o(t)dt
0

ifadesi elde edilir. Buradan n — 400 igin limit alinirsa ¢ € (0, 1) oldugundan

d(f*x,f )
lim e(t)dt =0

n—-+o00 0

bulunur.

Adim 2. Bu adimda n — +oo iken d(f"z, f"*1x) — 0 oldugu gosterilecektir.

lim supd(f"x, f"'2) =e>0

n—-4oo

oldugu kabul edilsin.

Bu durumda d(f™z, f"*"'z) — ¢ > 0, (v — +o0) kogulunu saglayan v. € N
sayst ve (f™x),>,, dizisi vardir. Ayrica her bir v > v, igin d(f™w, f*tlz) > £

gerceklenir.

Buradan
d(fmoa, frotiz) s

0= lim e(t)dt > / e(t)dt >0
0

V—+00 0

elde edilir ki bu bir celigkidir.
O halde, lirf d(frx, frr) =0 dir.

10



Adim 3. Bu adimda her z € X i¢in (f"z),en dizisinin bir Cauchy dizisi, yani

Ve >0, Jv. e No>Vm,n € Nigin m >n > v, d(f"z, f'z) <e

oldugu gosterilecektir.

Kabul edelim ki (f"x) dizisi Cauchy dizisi olmasin. O halde her v € N igin
My, N, € N vardir, 6yle ki m,, > n, > v oldugunda d(f™x, f*x) > ¢ olacak sekilde

bir € > 0 bulunabilir.

(my)ven Ve (ny)pen dizileri yukaridaki kogulu saglayan en kiigiik dogal say1 her bir
v € N igin m, olacak sekilde secilsin. Bu durumda her bir h € {n, +1,...,m, — 1}
icin d(f"x, f*x) < € olup diger durumlarda d(f™ z, f*z) > e dir.

Simdi d(f™z, frvx) ve d(f™ Tz, frotly) ifadelerinin 6zellikleri analiz edilecektir.

Ik olarak v — +oo icin d(f™z, f**x) — e+ oldugu gosterilecektir. Gergekten,

adim 2 ve iiggen esitsizliginden

™
INA

d(f™x, f*r)
< d(fm, ) (N o)

d(f™a, frte) 4o AT et

A

elde edilir. Ayrica her bir v > p dogal sayist igin d(f™ "z, f*Tlz) < e olacak

sekilde p € N vardir.
Kabul edelim ki d(f™»x, froetlz) > e olacak sekilde (vy)ren € N alt dizisi olsun.

d(fmos e, frotly) > e egitsizligini gercekleyen (vg)reny C N alt dizisi varsa, tiggen

esitsizligi kullanarak

11



)
IN

d(fmvk—‘rlm’ fn“k+1l*)

IN

d(fmortte, froeg) £ d( e, froe )

d(fmvk+1x, fmvk LE) + d(fmvkl', f’fl'uk SC) + d(fn“kl', fn%+1x> k—>_+>oo c

IN

ve (3.1) den

d(f™ ok e, e ) d(f™vk @, f"k x)
/ e(t)dt < c/ o(t)dt (3.2)
0 0

elde edilir. Bu son esitsizligin her iki tarafindan £ — 400 icin limit alinirsa

/Osgo(t)dt < c/og o(t)dt

bulunur ki ¢ € (0,1) ve integral pozitif oldugundan bu bir geligkidir. Her v > p igin
d(fmetty, fretly) < e olacak sekilde bir p € N vardir.

Son olarak her v > v, (v € N) igin d(f™ ™z, fTlx) < & — 0. olacak sekilde en az

bir v. € N ve 0. € (0,¢) oldugu gosterilecektir.

Kabul edelim ki k¥ — +o0 iken d(f™x, fretlz) — e— olacak sekilde
(vg)ken € N dizisi var olsun. (3.2) den k — 400 i¢in limit alinirsa benzer sekilde

celigki elde edilir.

Sonug olarak her bir v > v. dogal sayisi igin

™
IA

A, )
< d(frem, fr )+ d(f e ) d(f e )

A(f™x, fro ) + (6 — o) + d(f e, flra) 5% e — o,

A\

ve burada ¢ < € — 0. olup ¢eligki elde edilir. Dolaysiyla (f"z),en dizisi Cauchy

dizisidir.
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Adim 4. Bu adimda sabit bir noktanin var oldugu gosterilecektir.

(X, d) bir tam metrik uzay oldugundan z = lim f"x olacak sekilde z € X vardur.

n—-+oo
O halde z bir sabit noktadir.

d(z, fz) > 0 oldugu kabul edilsin. Bu durumda
0< d(Z, fZ) S d(z’ fn-i—lx) + d(fn+1$, fZ) nim 0

ifadesinin dogru oldugu gosterilecektir. Gergekten,

z= liril f"z oldugundan z = liril "z ve dolaysiyla d(z, f"™x) — 0 bulunur.

Ikinci ifade icin (3.1) den

d(fm 1, f2) d(f",2)
/ o(t)dt < c/ p(t)dt "3 0
0 0

elde edilir.

n — +oo iken d(f""z, fz) » 0 oldugu kabul edilsin. O halde baz1 ¢ > 0 igin

d(f™*'z, fz) > e olacak gekilde (f™'x)yen C (f""'2)nen alt dizisi vardir.

Buradan

€ d(frotle, fz) oo
O</ gp(t)dtﬁ/ e(t)dt =0
0 0

elde edilir ki bu bir celigkidir.

O halde d(f""'z, fz) — 0 bulunur. Dolaysiyla d(z, fz) = 0 olup z = fz yani f in

bir sabit noktas: vardir.
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Adim 5. Bu adimda sabit noktanin tek oldugu gosterilecektir.

Kabul edelim ki z,w € X noktalar1 f nin farkh iki sabit noktasi olsun. O halde

fz=2zve fw=w dir. z%# w olmak iizere (3.1) den

d(z,w) d(fz,fw) d(z,w) d(z,w)
0< / o(t)dt = / e(t)dt < c/ p(t)dt < / o(t)dt
0 0 0 0

ifadesi elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir. Yani z = w dir.

Bu son adimla birlikte her z € X i¢in lim f"z = z = fz oldugu elde edilerek ispat

n—-+o00

tamamlanmigtir.
Sonug 3.1 Teorem (3.1) Banach biiziilme ilkesinin genellestirilmig halidir.
Gergekten (3.1) de her t > 0 igin ¢(t) = 1 alinirsa

d(fz,fy) d(z,y)
/0 ()t = d(fr. fy) < cd(x,y) = ¢ / o(t)dt

bulunur.

Dolayisiyla Banach biiziilme ilkesi (3.1) i saglar. Fakat bu ifadenin tersi dogru
degildir. Yani, (3.1) kogulunun saglanmasi Banach biiziilmesini gerektirmez. Asagida

buna iligkin 6rnek verilmigtir.

Ornek 3.1 X := {%:n e N}U{0} uzayr R de d(z,y) := |z — y| metrigi ile ele
alinsin. X C R olmak iizere X bir tam metrik uzaydir. f: X — X doniisiimii
—— , T = %, neN

foz={¢ ™! (3.3)
0o z=0

ile tamimlansin. Burada ¢ = § ve her ¢ > 0 i¢in (0) = 0 ve ¢(t) = t172[1 — log t]

ile (3.1) saglamr.
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r =0,y =0 alinirsa (3.1) esitsizligi agikar olarak saglanir.
Jo e(t)dt = 77 ve her x # y i¢in (3.1) den
d(fx, fy) T < cd(z,y) ™D (3.4)

elde edilir. Bu esitsizligin gergeklendigini gostermek igin m,n € N olmak iizere

m > n olacak sekilde x = %, Yy = % aliirsa

a(f f)d(flfi 1 1 AT T
€T z,fy — —
JY n+1 m+1
(n4+1)(m+1)
m—n (m=mn)
[(n—i—l)(m—l—l)
ve
1 1T
1 1
d@,y)@n = |- —— [+
n m
B (m—n) o
N nm

elde edilir. Elde edilen bu son iki egitlik (3.4) de yerine yazilirsa

(n+1)(m+1) nm

m—n Seem 1 [(m—n) ]
< —
(n+1)(m+1) — 2| nm
ya da bu ifadeye esit olarak
(nm+4nt+m+1) nm
[ m—-n (m—mn) nm :| (m—n) < 1
(n+1)(m+1) (m —n) 2
(n+m+1) nm nm
m-—n (m—n) m-—n (m—n) nm (m—n) < 1
(n+1)(m+1) (n+1)(m+1) (m —n) —2

(ntm+1) nm

l(u S 1>} o [<n i 1>} ey

bulunur.

15



nm < (n+1)(m+ 1) ve 2 > 0 oldugundan

nm

{(mﬁ&uﬂ T

yazilabilir. Ayrica

m < n-m
m < nm+3n+1
2m < m+nm+3n+1
2(m—n) < (m+1)(n+1)
ve
(m+n+1)>(m—n)
oldugundan

(n+m+1)
m—n (m—n)

{(n—i— 1)(m+1)

<

N | =

elde edilir. Boylece (3.4) esitsizligi = L, y = L i¢in saglanr.

Diger taraftan, z = = (n € N) ve y = 0 alimirsa

d(fx, fy) T =

elde edilir. Boylece x # y olmak iizere (3.4) esitsizligi ¢ = % icin saglanir. Fakat

d(fz, fy)

sup ——— =1
{z,yeX:xy} d(ﬂ?,y)

olup, bu son esitlik Banach biiziilme degildir.

16



Sonug 3.2 Teorem (3.1) deki ¢ nin pozitiflik sart1 kaldirilamaz.

Ornek 3.2 f : RT — Rt doniisiimii fz := z + 1 ile tammlansin. Her ¢ > 0 icin

©(t) = —1, R de d Euclid metrigi olmak {izere keyfi ¢ € (0,1) i¢in

d(fz,fy) d(z,y)
/ o(t)dt = —d(fr, fy) = —d(x,y) < c / o(t)dt
0 0

elde edilir. Boylece p(t) = —1 ve her ¢ € (0, 1) i¢in (3.1) saglanir. Fakat RT {izerinde

tanimlanan f doniisiimiiniin sabit noktasi yoktur.

Simdi

(z, fy) ; d(y, fﬂf)} } (3.5)

m(z,y) = max {d<x, y).d(, f2).d(y. fy), |

ile tanimlanarak Teorem (3.1) in bir genellegtirilmesi verilecektir.

Teorem 3.2 (X, d) bir tam metrik uzay ve f : X — X bir doniigiim olsun. Negatif

olmayan ¢ : R™ — R* doniisiimii sonlu integrale sahip Lebesgue integrallenebilir ve

Ve > 0 igin / St)dt > 0 (3.6)
0

kogulunu saglasin.

Bu durumda her z,y € X ve en az bir k € [0, 1) i¢in

d(fx,fy) m(z,y)
/ e(t)dt < k / o(t)dt (3.7)
0 0

kosulunu gercekleyen f doniisiimii bir tek z € X sabit noktasina sahip olup her

x € X i¢in lim f"x = z dir.

n—oo
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Ispat. = € X keyfi bir nokta olmak iizere

xn:fnl’:fxn—l

seklinde taniml (x,,) dizisi ele alinsin. Her bir n > 1 tamsayist igin (3.7) den

d(Tn,Tnt1) m(Tn_1,2n)
/ o(t)dt < k/ o(t)dt (3.8)
0 0

elde edilir. (3.5) kullamlarak

o d<xn717 SCn), d(xnfla fxnfl); d(xn7 fxn)>
m(xTLil, xn) - max [d(xnfl:fmn)‘i’d(ﬁn,fx'nfl)i|
2

= max {d(l‘n—b ZL‘n), d(xna xn—l—l)a w}

elde edilir. Ucgen esitsizliginden

d(xn—ly mn—‘,—l) < d(£n—17 zn) + d(xny mn—&-l)
2 - 2

< max{d(an,wn),d(ile’nH)}

bulunur. Boylece

(T -1, Tp) = max {d(Tn—1,Tn), d(Tn, Tny1)}

dir. Bu son ifade (3.8) de yerine yazilirsa

d(Tn,Tn+1) max{d(xn,rn+1),d(Tn,Tn-1)}
/ o)t < & / o(t)dt (3.9)
0 0

d(df7“$n+1) d(l’n,zn—l)
= kmax / gp(t)dt,/ (t)dt
0 0

elde edilir.
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Eger
d(Tn,Tnt1) d(zn—1,2n)
/ ooyt = [ ()t
0 0

ise

A(Tn,Tnt+1) d(Tn,Tnt1) A(Tn,Tnt+1)
/ (t)dt < k/ p(t)dt < / (t)dt
0 0 0

olur ki bu bir celigkidir.

O halde
d(Tn—1,2n) d(Tn,Tnt1)
/ o(t)dt >/ (t)dt
0 0

dir. (3.9) dan

d(xnyanrl) d(mnfl,mn)
/ p(t)dt < k/ o(t)dt
0 0

d($n727$n71)
< K / o(t)dt
0
. d(zo,21)
< k" / o(t)dt
0
elde edilir.
Buradan n — oo i¢in limit alinirsa
d(Tn,Tn+1)
lim e(t)dt =0

n—oo 0

ve (3.6) dan acik olarak

lim d(z,,xn41) =0

n—oo

bulunur.

Simdi (x,,) dizisinin Cauchy dizisi oldugu gosterilecektir.
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Kabul edelim ki (z,) dizisi Cauchy dizisi olmasim. O halde (m(p)) ve (n(p)) alt

dizileri vardir, dyle ki m(p) < n(p) < m(p+ 1) iken

d(xm(p)a xn(p)) 2 € ve d(xm(p)y xn(p)fl) <e€ (311)

olacak sekilde € > 0 vardir. (3.5) den

(@) -1, Tnp)-1)s ATm(p)—15 Tm(p) )

mix 1, —_1) = max
( m(p)—1s tn(p) 1) d(xm(p)—l7In(p))+d(mn(p)—1’xm(p))

d(Zn(p)-1, Tn(p)); 2
(3.12)
elde edilir. (3.10) ve (3.12) ifadeleri kullamlarak
AT (p)—1:Tm(p)) AT (p)—1:Tn(p))
lim e(t)dt = lim e(t)dt =0 (3.13)
bulunur. Ucgen esitsizligi ve (3.11) den
()15 Tny-1) < ATm) 15 Zmp) + AL, Tn)-1)
< d(@mp)—1 Tm(p)) + €
elde edilir. Boylece
AT (p)—1:Tn(p)—1) €
lim o(t)dt < / o(t)dt (3.14)
p=0o0 Jo 0

dir. Tekrar ii¢gen esitsizligi ve (3.11) kullanilarak

A(Tm(p)-1> Tn@p)) T ATnp)-1, Tm(p))

vim,n) : =

2

< WEmp)-1, Tm) + dTmp), Top) + d@nE)-1, Tme)

= 2

< WTn@)-1, Tm)) + 2A(@Tm), To)-1) + d(Zag)-1, Tn)
= 2

< W@me)1 ) + A1, ) |

2
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elde edilir. Dolayisiyla (3.10) dan

v(m,n)

lim o(t)dt < /6 (t)dt (3.15)

p— Jo

bulunur. (3.7), (3.11), (3.12), (3.13), (3.14) ve (3.15) kullanilarak

€ AT (p)Tn(p))
(/@@ﬁ < S(t)dt
0

M1 (p) —15%n (p)—1)
/ o(t)dt

| etoya

IN

IA
e

olur ki bu bir celiskidir.

O halde (z,,) dizisi bir Cauchy dizisidir. X tam uzay oldugundan (x,,) dizisi yakin-

saktir. Dolayisiyla limz,, = z alinabilir.

(3.5) den

d(fz,fzn) m(z,Zn)
[ e <k [ e
0 0

Sy E ewyde, [ (e, f T (),
ST o @)dt, [ o(t)dt

= kmax

elde edilir. Bu son ifadeden n — oo i¢in limit alinirsa

d(z,fz) d(z,fz)
/ @@ﬁgk/ S(t)dt
0 0

olup k € (0,1) icin
d(z,fz)
/ ()t =0
0

bulunur. (3.6) dan d(z, fz) = 0 olup z = fz elde edilir.

Simdi sabit noktanin tek oldugu gosterilecektir.

21



Kabul edelim ki z ve w , f nin farkh iki sabit noktas: olsun. O halde (3.5) den

d(z,w) d(fz,fw)
/ p(t)dt = / p(t)dt
0 0
m(z,w)
< k / o(t)dt
0

d(z,w)
= kmax / @(t)dt, 0
0

d(z,w)
= k:/ o(t)dt
0

ve buradan

d(z,w)
/ S(t)dt = 0
0

elde edilir. (3.7) den d(z,w) = 0 olup z = w bulunur. Dolayisiyla f doniigtimiiniin

bir tek sabit noktas1 vardir.

Tanim 3.1 O(z,n) := {x, fz, f2x, ..., fz} ile tammlanan kiimeye X in n-inci orbiti

denir.

(3.5) kogulu yerine Ciric tarafindan verilen

M(z,y) := max{d(z,y),d(z, fz),d(y, fy), d(z, fy),d(y, fx)} (3.16)

ifadesi ele alimirsa
d(fz,fy) M(z,y)
/ p(t)dt < k;/ @(t)dt (3.17)
0 0

egitsizligi saglanir m1?

Agagidaki 6rnekte bu esitsizligin gergeklendigi fakat doniisiimiin bir tek sabit nok-

tasinin olmasi i¢in orbitlerin siirli olmasi gerektigi gosterilecektir.
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Ornek 3.4 f : N — N olmak tizere f(n) = n+1 ve ¢, : [0,00) — [0, 00) olsun.
o(t) == (t+ 1) — 1 iken @(t) = ¢ () tammlansmn.

Buradan n > m igin ¢ := n — m iken (3.16) dan

M(n,m) = max{d(n,m),d(n,Tn),d(m,Tm),d(n,Tm),d(m,Tn)}
= max{n—m,l,n—m—1,n—m+ 1}

= n-m+1l=t+1
elde edilir.
vVt € N icin

(t 4 2)t+2 — (t i 1 4 1)t+2 -1

v

(t + 1)t+2 + 1t+2 -1

(t+ 1)t +1)

v

20t + 1)1

v

2(t + 1) -2

2[(t+1)" —1]

bulunur. o(t) = ¢ (t) oldugundan ve bu son esitsizlikten

A}@ﬁg%lmwmﬁ

d(fnvfm) 1 M(nrm)
/‘ ¢@ﬁg—/ o(t)dt
0 2 0

yazilabilir ve (3.17) saglanir.

ve ya

Fakat orbitler sinirh degildir ve f doniigiimiiniin sabit noktas1 yoktur.
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Lemma 3.1 0 < k < n olacak sekilde baz1 k tamsayilar i¢in 6(O(x, n)) = d (z, f*z)
dir.

Ispat. Her n icin 6(O(x,n)) > 0 olsun. Eger 6(O(z,n)) = 0 olacak sekilde bir n

varsa f bir sabit noktaya sahiptir.

Kabul edelim ki 0 < ¢ < j < n olmak iizere 6(O(x,n)) = d(x;,z;) olsun.
(3.17) den

5(0(z,n)) d(zi,x;)
[ etnar - ooyt
0 0

M(z;—1,25-1

IN

2 )dt
0

/5(0(:p,n)
0

)
o(t
)
(t)dt

IA
>

elde edilir.

d(O(z,n)) > 0 oldugundan, kabul yanhs olup i = 0 dir. O halde 0 < k£ < n olacak
sekilde 6(O(x,n)) = d(z, f*x) yazlabilir.

Teorem 3.3 (X, d) bir tam metrik uzay olsun. k£ € [0,1), f : X — X bir doniisiim
olmak fizere her 2,y € X i¢in (3.17) esitsizligini saglayan negatif olmayan ¢ : RT™ —
R* doniistimii sonlu integrale sahip Lebesgue integrallenebilir olsun ve (3.7) kogulunu

saglasin.

Eger sinirli orbit ile bir x € X noktasi var ise f bir tek z € X sabit noktasina

sahiptir.

Ispat. O(z,n) nin tammindan 6(O(z,n)) = d(f'z, f/z) olacak sekilde

0 <17 < j < n kogulunu saglayan ¢, j tam sayilar1 vardir.
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Sinirh orbit ile z € X secilip, m > n olacak sekilde m,n tamsayilar igin (3.17) den

d(zn,zm) M(zp—1,Zm—1)
/ St <k / (1)
0 0

6(0(zp—1,m—n+1))
k:/ o(t)dt

VAN
o

d(Tn—1,Tk; +n—1)

= k o(t)dt ,baz1 0 < ky <m —n+ 1 igin

M(@n—2,Tk; +n—2)

o(t)dt

0
J
3(O(xn—2,Tk; +n—1))
I / p(t)dt
0
J

IA
s

IA

d(Tn—2,Tkytn—2)

e(t)dt , baz1 0 < kg <m —n+ 2 igin

5(0(z,m))
< K / o(t)dt
0

bulunur. m, n — oo i¢in limit alinirsa x in orbiti sinirli oldugundan

d(Tn,Tm)

lim e(t)dt =0

m,n—oo [n

ve (3.7) den agik olarak

lim d(zp,z,) =0

m,n—00

dir.

Boylece (z,) dizisi Cauchy dizisidir. X tam oldugundan (z,) dizisi yaknsak ve

lim x,, = z yazlabilir. (3.17) den

d(fzn,fz) M(xn,2)
/ p(t)dt < k/ o(t)dt
0 0

/max{d(ﬂcn ,2),d(2,f2),d(zn,, f2n),d(Tn,f2),d(z,fTn)}

=k o(t)dt

0
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bulunur. Her iki tarafin n — oo icin limiti alinirsa

d(z,fz) d(z,fz)
/ p(t)dt < k/ o(t)dt
0 0

k € ]0,1) oldugundan ve (3.7) den agik olarak d(z, fz) = 0 yani z = fz dir.

Kabul edelim ki z ve w, f nin farkh iki sabit noktasi olsun. (3.17) den

d(fz,fw) M (z,w)
/ S)dt <k / S(t)dt
0 0
d(z,w)
= k:/ @(t)dt
0

elde edilir. k£ € [0,1) olup bu bir geligkidir.

O halde d(z,w) = 0 olup z = w dir. Dolayisiyla f doniigiimiiniin sabit noktasi

tektir.
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4. INTEGRAL TiPLi GENEL BUZULME KOSULUNU SAGLAYAN
DONUSUM CIFTLERI iCIN SABIT NOKTA TEOREMI

Bu boliimde integral tipli biiziilme esitsizligini saglayan doniistim ¢ifti icin sabit

nokta teorisinden bahsedilecektir.

¢ negatif olmayan, azalmayan, Lebesgue integrallenebilir ve

Ve > 0 icin / e(t)dt >0 (4.1)
0

sartin1 saglayan bir doniigiim olmak iizere ® = {¢ : ¢ : R" — R*} geklinde tanim-

lansin.

Y : RT — RT doniisiim olmak iizere

i) 1 negatif olmayan ve R™ da azalmayan
ii) Vt > 0 icin ¥(t) <t

iii) Her sabit ¢ > 0 icin

DUt <o

ozelliklerini saglayan 1/ doniigiimlerinin sinifi ¥ ile gosterilsin.

Yani U = {4 : ¢, (i) — (i4i) saglar } olsun.

Lemma 4.1 S: X — X, T: X — X, (X,d) metrik uzaymnda iki doniigiim olsun.

(x,) tam oldugunu kabul edilsin.

Ayrica ¢ € @, 1 € U olmak iizere x = Ty ve ya y = Sz tzelligini saglayan her ayrik

d(Sz,Ty) d(z,y)
/0 ()t < ¢ ( / @(t)dt> (4.2)

7,y € (@) icin

esitsizligi saglansin.
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Bu durumda agsagidaki iki durumdan biri gergeklenir.
a) S ve ya T nin (z,) iginde sabit noktasi vardir
ya da
b)
d(zo,z1)
d ::/ (t)dt (4.3)
0

olmak iizere (x,) dizisi baz1 p € X noktasina yakinsar ve her n > 0 i¢in
d(zn,p) e .
| et < 3 via) (1.4
0 =n
gerceklenir.
ispat.

a) Bazi n ler i¢in 29,41 = 3, oldugu kabul edilsin. xs, = x9,11 = Sxa, olup za,, S

i¢in bir sabit noktadir.

Benzer sekilde, eger bazi n ler igin o, 2 = Topi1 iS€ Topi1 = Topio = 19,41 Olup

Tont1, 1 icin bir sabit noktadir.

b) Her n i¢in z,, # 2,41 oldugu kabul edilsin.

T = X9, Ve Y = Tg,y1 alimrsa (4.2) den

d(Sz,Ty) d(®2n41,T2n+2) d(x2n,T2n+1)
/ e(t)dt = / e(t)dt < / (t)dt
0 0 0

elde edilir.

T = Ty, Ve Yy = To, 1 alimrsa (4.2) den

d(x2n+1»m2n) d(x2n:x2n—1)
/ S(t)dt < o / S(t)dt
0 0

bulunur.
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Buradan her n > 0 igin

A(Tn,Tnt+1) d(zn—1,2n)
/ e < v [ ()t
0 0
d(mn—2 yLn— 1)
b’ / p(t)dt
0

IA

VAN
= .
3
QUL -/
o\
Q.
5
&
S
=
Y
~
~_

elde edilir.

m,n € N olmak tizere m > n alinsin. Ucgen esitsizliginden

d('rrn 'rm) S d(In, anrl) + d('rn+17 mn+2) + ...+ d(l’m,b Im)

m—1
- Z d(@i, Tit1)

bulunur. Tiimevarim ile

d(.Z‘7L,Z‘7,L) m—1 d($i,$i+1)
/ p(t)dt <y / o(t)dt
0 i

elde edilir. (4.5) ve (4.6) kullamlarak

d(Tn,Tm) m—1 A 0 ‘
JRREED AU ES AT

(4.5)

(4.7)

bulunur. (4.7) den m, n — oo igin limit alinirsa ¢ nin (4i¢) kogulundan (z,,) dizisinin

Cauchy dizisi oldugu gosterilir. (z,) tam oldugundan (z,) dizisi yakimsaktir ve

dolayisiyla lim x,, = p elde edilir.
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(4.7) den m — oo i¢in limit alimirsa

elde edilir.

Teorem 4.1 (X, d) bir tam metrik uzay ve S : X — X, T': X — X iki doniisiim
olsun. ¢ € ®, ) € U ve

(4.8)

[d(x, Ty) + d(y, Sz)] }
2

M(z9) = e ) 52), 0. T),
olmak iizere her z,y € X (x # y) igin
d(Sz,Ty) M(z,y)
[ e [T e (19)
0 0
saglansin.
Bu durumda S ve T bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.
Ispat. Ik olarak, S nin herhangi bir sabit noktasimin 7" nin de bir sabit noktas
oldugu ve benzer gekilde 7" nin herhangi bir sabit noktasinin S nin de bir sabit

noktasi oldugu gosterilecektir.

p = Sp olsun. (4.8) den

d(p, T'p) + d(p, Sp) }

M(p,p) = max{d(p,p)ad(p,Sp)yd(p,Tp), 5

= d(p,Tp)
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ve (4.9) dan
d(Sp,Tp) d(p,Tp)
/ p(t)dt = / p(t)dt
0 0

d(p,Tp)
(e ( /0 @(t)dt>

d(p,Tp)
< / o(t)dt
0

elde edilir. (4.1) den agik olarak p = T'p bulunur.

IA

Benzer sekilde p = T'p alimirsa p = Sp elde edilir.

Simdi, S ve T nin (4.2) esitsizligini sagladig1 gosterilecektir.

y = Sx alimarak

M(z, Sz) = max {d<a:, Sz), d(x, Sx), d(Sz, TSz), W05 -QF d(Sz, Sz) }

ve ti¢gen esitsizliginden

d(z,TSx) d(z,Sx) + d(Sz, T Sx)
2 2
< max{d(x,Sx),d(Sx,TSz)}

bulunur. O halde d(z, Sx) < d(Sz,TSz) ise (4.9) dan

d(Sz,TSx) M(z,Sx)
/ p(t)dt < / t)dt
0
d(Sz,TSx)
/ )t
0

d(Sx TSx)
< (t)dt
0

IN

elde edilir. Bu ise (4.1) den geligkidir.
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Bu nedenle her z € X i¢in M (z, Sz) = d(x,Sx) dir. Dolayisiyla (4.2) saglanir.

Eger Lemma (4.1) in (a) durumu dogru ise S ve ya T bir sabit noktaya sahiptir.
Onceki adimlarda S nin herhangi bir sabit noktasinm 7" nin de bir sabit noktasi
oldugu ve benzer sekilde bu durumun tersi gosterildi. O halde S ve T ortak bir

sabit noktaya sahiptir.

Lemma (4.1) de (b) durumunun dogru oldugu kabul edilsin. Bu durumda (4.4) den

T = Top, y = p alinarak

d(S.’L‘Qn,Tp) d(332'n7p)
/ S)dt < / S(t)dt
0

0

d($2n 7p)
< / o(t)dt
0

< ) Wi(d)

1=2n

bulunur. Bu durumda lim d(Szs,, Tp) = 0 oldugu agiktir.

n—oo

Ayrica Lemma (4.1) in (b) durumundan (z,,) dizisi p ye yakinsak olup (z2,) alt dizisi

de ayn1 p ye yakinsar.

Yine Lemma (4.1) den Sxs, = x9,.1 olup n — oo i¢in limit alinirsa
d(p, Tp) < d(p, Svy,) + d(Sw2, Tp) — 0

elde edilir. Boylece p, T nin bir sabit noktasidir. O halde S nin de bir sabit

noktasidir.

Simdi bu sabit noktanin tek oldugu gosterilecektir.
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Kabul edelim ki p ve w farkl iki sabit nokta olsun. (4.8) den

d(Sp,Tw) M (p,w)
/0 S()dt < w( /0 go(t)dt)
d(p,w)
= 9 < /O w(t)dt)

d(p,w)
< / (t)dt
0

elde edilir. Bu ise bir geligki olup sabit nokta tektir.

Sonug 4.1 (X,d) bir tam metrik uzay ve S : X — X, T : X — X doniigiimleri
verilsin.
pe® kel0,1)ve

d(y, Ty)[1 + d(z, Sz)]
1+d(z,y)

n(z,y) == max{ d(z, y)} (4.10)

olmak tizere her z, y € X (x # y) igin

d(Sz,Ty) n(z,y)
/ e(t)dt < k‘/ o(t)dt (4.11)
0 0

saglansin. Bu durumda S ve T bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.
Ispat. Ilk olarak S ve T' nin sabit noktalarinin ortak oldugu gosterilecektir.

p = Sp olsun.

n(p,p) = max{
= d(p,Tp)

d(p, Tp)[1 + d(p, Sp)]
Lrdpp ’p>}
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ve (4.11) den

d(Sp,Tp) d(p,Tp)
[ e = [ et
0 0

d(p,Tp)
< k / o(t)dt
0

bulunur ki, £ € [0, 1) oldugundan d(p, Tp) = 0 yani p = Tp elde edilir.
Benzer gekilde p = T'p alinarak p = Sp bulunur.

Simdi Lemma (4.1) i kullanabilmek i¢in S ve T nin (4.2) yi gercekledigi gosterile-

cektir.

B d(Sz, TSz)[1 + d(z, Sx)]
n(x,Sx) = max{ 1+ d(z. S1) ,d(x,Sm)}
= max{d(Sz,TSz),d(z,Sz)}

Eger d(Sz,TSxz) > d(z, Sx) ise (4.11) den

d(Sz,TSx) d(Sz,TSz)
/ ﬂﬂﬁgk/‘ S(t)dt
0 0

elde edilir. k£ € [0,1) olup bu bir ¢eligkidir. O halde n(x,Sz) = d(z, Sz) olmahdur.

O halde (4.11) den

saglanir.

Lemma (4.1) in (b) durumundan lim z,, = p olup

n—oo

d(Szy,Tp) d(xn,p)
/ @@ﬁgk/ S(t)dt
0 0
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ve buradan n — oo igin limit alinirsa lim d(Sx,, Tp) = 0 ve

n—oo

d(p,Tp) < d(p, Sx,) + d(Szy,, Tp) — 0

dir. Dolayisiyla p, T nin bir sabit noktasi ve bdylece S nin de bir sabit noktasidir.

Sabit noktanin tekligini gostermek icin p ve w , T" nin ve .S nin sabit noktalar1 olsun.

o) = ]
= d(p,w)

d(w, Tw)[1 + d(p, Sp)]
1+ d(p,w) (P, w)}

ve buradan

d(Sp,Tw) d(p,w)
/ o(t)dt = / o(t)dt
0 0

d(pyw)
< k / o(t)dt
0

elde edilir. k£ € [0, 1) oldugundan d(p,w) = 0 yani p = w dir. Bu ise sabit noktanin
tekligini ispatlar.

Ornek 4.1 X := {2 :n € N} U {0} uzay1 Euclid metrigi ile verilsin.
S: X —- X, T: X — X doniigiimleri

1
) el n tek
— | = 1 :
S (n) - w2 n Qlft
0 , n=ow
\
(. )
. PRI n Qlft
— ) = 1
T <n) - P n tek
0 , n=o0

seklinde tanimlansin.

Her n icin, xo,11 = SToy, Topio = Txo,,1 alinsin.
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Ik olarak m, n € N olmak tizere x = Ty ve ya y = Sx sartin saglayan o = %, Yy = %
noktalarinin
1 1
d(Sx, Ty) < —
(52, Ty) < n+1 m—i—l‘
esitsizligini gercekledigi gosterilecektir.
Bunun i¢in 4 durum incelenecektir.
Durum 1. m cift olmak tizere y = -, o = & = Ty = 15 ve Sz = L5 olsun.
Buradan
1 1 1 1
(52, Ty) ‘m—i—Q m—i—l' n+1 m+1‘
bulunur.
Durum 2. m tek olmak tizere y = #, x = % =Ty = m+r2 ve Sx = m+r3 olsun.
Buradan
1 1 1 1
(2, Ty) ‘m—i—?) m+2' m+2 m+3
1 11 1
m+1 m+3 |[n+l m+1
bulunur.
Durum 3. n ift olmak iizere © = 1,y = .- = Sz = 5 ve Ty = —= olsun.
Buradan
1 1 1 1
d(Sxz,Ty) = — = _
(S, Ty) n+2 n+3' n+2 n+3
1 1 1
n+l n+3 |n+l n+3
bulunur.
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. 1 1 1 1
Durum 4. n tek olmak tizere v = -, y = - = Sz = =57 ve Ty = - olsun.
Buradan
1 1 1 1
(5z,Ty) n+1 n+2‘ n+1 m—i—l‘
bulunur.

Tiim bu durumlardan (4.11) saglanir.
Vt > 0 igin ¢(0) = 0 olmak iizere
p(t) =171 — log ]

ile ¢ tamimlansin. Buradan herhangi bir 7 > 0 icin

ve p € ¢ dir.

Ornek (3.1) i kullanarak Lemma (4.1) de her x, y i¢in

d(Sz,Ty) L
/ e(t)dt < d(Sz,Ty)dE=Te
0

1 1

< _
— n+l1 m+1

LN R R e
- 2in m
= d(x’ y) d(<”017y)

elde edilir. Boylece 1(t) = £ ile (4.2) kosulu saglanir.
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5. SONUC

Bu tez caligmasinda temel sabit nokta teoremlerinden Banach sabit nokta teoremi
verilip, integral tipli genel biiziilme kogulunu saglayan doniistimler i¢in bazi sabit
nokta teoremleri ispatlanmigtir. Bu teoremlere ait biiziilme kosullar1 genisletilerek
sabit noktanin varligi ve tekligi incelenmis, elde edilen sonuclar ve 6rnekler veril-
mistir. Diger taraftan, integral tipli genel biiziilme kosulunu saglayan doniisiim
cgiftleri icin sabit nokta teoreminden bahsedilip bu teoreme iligskin sonu¢ ve ¢rnek

incelenmigtir.
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