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Damgman : Prof. Dr. Sait HALICIOGLU

Bu caligma beg boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde c¢aligmanin amaci an-
latilmaktadir. Ikinci boliimde caligsma icin gerekli olan on bilgiler verilmektedir.
Ugiincii boliimde genellestirilmis tersinir elemanlar tanimlanmakta ve genellestirilmis
tersinir elemanlarin bazi 6zellikleri incelenmektedir. Dordiincii boliimde yar1 kutup-
lu halkalar tanimlanmakta ve yari kutuplu halkalarin ozellikleri incelenmektedir.
Besinci boliimde bazi matris halkalarinin hangi sartlar altinda yar1 kutuplu olduk-

lar1 incelenmektedir.
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ABSTRACT
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This thesis consists of five chapters. The first chapter is the introduction of the
thesis. In the second chapter, basic concepts which are necessary for the thesis are
given. In the third chapter, generalized invertible elements are defined and some
results of these elements are given. The fourth chapter is related to quasipolar rings.
In this chapter, the quasipolar rings are introduced and some results are studied. In
the fifth chapter, quasipolarity of matrix rings is given. The question of under what

conditions matrix rings are quasipolar are investigated.
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1. GIRIS

Drazin (1958) yilinda “Pseudo-inverses in associative rings” isimli makalesinde bir
R halkasinda z € R igin , 2™ = 2™"c ve ¢ = c®z olacak sekilde ¢ € comm(z)
ve m € Z* varsa z elemanina pseudo-tersinir (pseudo-invertible) adim vermistir.
Burada ¢ € R ye x in pseudo-tersi denilmisgtir. Ayni makalede Azumaya’'nin kuvvetli
m-diizenli eleman tanimiyla pseudo-tersinir eleman arasindaki iligkiyi incelemis ve

denk olduklarini1 gostermistir.

Kolihamin (1995) yilindaki “A generalized Drazin inverse” isimli galigmasinda bir
R halkasinda b € comm(a), ab®> = b, k € ZT olmak iizere a* = a*™b ve denk olarak
b € comm(a), ab® = b, a — a®b € R™ gartlarim saglayan b € R ye a nin Drazin tersi
(Drazin inverse) adi verilmistir. Boylece pseudo-tersinir eleman tamimina alternatif

bir karakterizasyon ortaya koyulmustur.

Harte (1991) yilinda, bir R halkasinda eger her x € comm(a) igin 1 + za € U(R)
oluyorsa a € R y1 yari ustel sifir (quasinilpotent) eleman olarak tanimlamig ve tiim
yari iistel sifir elemanlarin kiimesini R ile gostermistir. Aym caliymada bir R
halkasinda a(1 — ab) € R™! ab = (ab)? olacak sekilde b € comm?(a) varsa a € R
ye yart kutuplu (quasipolar) eleman denmigtir. Harte bu tamim yardimiyla kuvvetli
m-diizenli elemanlar1 yar1 kutuplu elemanlara genellegtirmisgtir. Koliha ve Patricio
(2002) yihinda yayimladiklart “Elements of rings with equal spectral idempotens”
makalesinde Harte tarafindan verilen yar1 kutuplu eleman tanimini “bir R halkasinda
a+p € U(R), ap € R™! olacak sekilde p* = p € comm?(a) varsa a ya yar1 kutuplu
eleman denir” geklinde giincellemislerdir. Ayrica bu sartlar1 saglayan p ye a nin

spektral eskare (spectral idempotent) elemaniy ad1 verilmistir.

Ying ve Chen (2012) yilindaki “On quasipolar rings” makalesinde yar1 kutuplu hal-
kalarin bazi halka smuiflaryla iligkilerini incelemigler ve T,,(R) nin hangi sartlar
altinda yar1 kutuplu oldugunu aragtirmiglardir. Daha sonra bu sonuclar da kul-
lanilarak Cui ve Chen “When is a 2 X 2 matriz ring over a commutative local

ring quasipolar?” makalesinde Ms(R) halkasimin hangi sartlar altinda yari kutuplu



oldugunu gostermislerdir.

Huang, Tang ve Zhou (2012) yilinda yerel bir halka tizerinde genellestirilmis ma-
tris halkalarimin yar1 kutupluluk ézelligini incelemiglerdir. Bir R halkasi i¢in K (R)
halkasinin birim elemani I5 olarak tamimlanmigtir. Giirgiin, Halicioglu ve Harmanci
(2014) te yayimlanan “Nil-quasipolar rings” isimli calismada, a +p € R™ ola-
cak sekilde p? = p € comm?(a) varsa a ya dstel yar, kutuplu (nil-quasipolar) ve
bu sartlar saglayan p € R ye dstel spektral eskare (nil-spectral idempotent) ele-
man adin vermislerdir. Bu caligmada iistel yar1 kutuplu halkalarin bazi 6zellikleri
incelenmistir.  Ustel yar1 kutuplu halka ile yar1 kutuplu halka arasmdaki iligki
aragtirilmistir. Ayrica matrislerin hangi sartlar altinda tistel yar1 kutuplu oldugu

da gosterilmigtir.

Bu tezde kuvvetli m-diizenli (strongly m-regular), kutuplu (polar), pseudo-tersinir
(pseudo-invertible) ve Drazin tersinir (Drazin invertible) elemanlarin denk olduklar
gosterilmigtir. Daha sonra yar1 kutuplu eleman tanimi verilmis ve bazi 6zellikleri
incelenmistir. Yar1 kutuplu halkalarin bazi halka simiflariyla olan iligkileri iizerinde
durulmustur. Ustel yar1 kutuplu halka tanmm verilmis ve bazi halka smiflan ile
iligkileri incelenmistir. Son olarak, bazi matris halkalarimin hangi sartlar altinda

yart kutuplu oldugu ¢aligilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1 Bazi Tanim ve Teoremler

Bu boliimde tezin sonraki boltimlerinde kullanilacak olan halkalar ile ilgili tanim ve

teoremler verilmektedir.

Uyar: 2.1.1. Bu calisma boyunca halkalar birimli alinmaktadir. Bir R halkasinin

tersinir elemanlarimin kiimesi U(R) ile gosterilmektedir.

Uyar1 2.1.2. Bir R halkasi iizerindeki n > 1 tamsayilari i¢cin n x n tipindeki tiim

tist liggensel matrislerin olugturdugu kiime 7,,(R) ile gosterilmektedir.

Tanim 2.1.3. R bir halka olsun. Eger e € R i¢in e? = e saglaniyor ise, e ye eskare
(idempotent) eleman; ey, es € R eskare elemanlar olmak iizere eger ejey = 0 = egeq

ise e ve ey elemanlaria dik eskare (orthogonal idempotents) denir.

Tanim 2.1.4. Bir R halkasinin biitiin elemanlar1 eskare ise R ye Boolean halka

denir.

Tanim 2.1.5. R bir halka olsun. C(R) = {z € R : Hery € R i¢in yz = xy}

kiimesine R halkasimin merkezi (center of R) denir.

Tamim 2.1.6. R bir halka ve € = ¢ € R olsun. Eger e € C(R) ise e ye merkezil

eskare (central idempotent) denir.

Tanim 2.1.7. R bir halka olsun. Eger R nin tiim egkare elemanlar1 R nin

merkezinde ise o zaman R ye abel (abelian) halka denir.

Tanim 2.1.8. R bir halka olsun. Eger a € R ic¢in a” = 0 olacak bicimde bir
n € ZT varsa a ya tstel sifir (nilpotent) eleman denir ve R halkasindaki tiim {istel

sifir elemanlarim kiimesi R™ ile gosterilir.

Tanim 2.1.9. R bir halka olsun. Eger R nin bir [ idealinin her elemani tstel sifir

ise I ya dstel ideal (nil ideal) denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.10.  Sifirdan farkh tistel sifir elemana sahip olmayan halkaya in-

dirgenmis (reduced) halka denir (Anderson ve Fuller 1992).
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Tamim 2.1.11. R bir halka olsun. rg(a) = {z € R : ax = 0} seklinde tanmimh
kiimeye a nin R deki sag sifirlayans (right annihilator) denir. Benzer sekilde lg(a) =
{y € R : ya = 0} seklinde tamiml kiimeye a nin R deki sol sifirlayans (left annihi-
lator) denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.12. R bir halka olsun. Bu durumda a € R icin
comm(a) ={z € R: ax = za}

ve

comm?(a) = {x € R : her y € comm(a) i¢in zy = yz}

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.1.13. R bir halka olsun. Eger R nin sifirdan farkli her elemani tersinir

ise R ye bolimlii (division) halka denir.

Tanim 2.1.14. R bir halka olsun. Eger z € R i¢in xyr = z sartin1 saglayan
y € R varsa x e dizenli (reqular) eleman denir ve y = x~ ile gosterilir. R nin her
elemam diizenli ise R ye diizenli (reqular) halka denir. R halkasmin tiim diizenli

elemanlariin olusturdugu kiime R~ ile gosterilir.

Onerme 2.1.15. a, b € R~ ve A, B C R olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

saglanir.

(1) (1 —a"a)R = rg(a),

(2) rr(a) = rr(Ra),

(3) Ra = lr(rr(a)) = lr(rr(Ra)),

(4) AC Bise Ip(B) C Ig(A) (Koliha ve Patricio 2002).
Ispat:

(1) y € Rigin a((1 —a~a)y) = 0 olur ve (1 —a~a)y € rr(a) elde edilir. Kargit

olarak ax = 0 olsun, buradan (1 — a~a)z = z yani « € (1 — a"a)R olur.



(2) rr(a) € rr(Ra) oldugu agiktir. Kargit olarak rp(Ra) ={ y € R : her x € R

i¢cin zay = 0 } oldugundan = = 1 alinirsa ispat tamamlanmig olur.

(3) ya € Ra olsun. Bu durumda her = € rg(a) icin yax = 0 olur ve ya € (g(rr(a))
elde edilir. Kargit olarak y € Ig(rg(a)) olsun. Bdéylece her z € rg(a) icin
yr =0olur. y=ya a+y(l —a a) ve (1) den (1 —a"a) € rg(a) oldugundan

y(1 —a~a) =0 olur ve y = ya~a € Ra ispatlanir.
(4) AC Biselg(B) CIr(A) oldugu agikg¢a goriilmektedir.

Tanim 2.1.16. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun. Eger [ + K = R olacak
sekilde R nin her K ideali igin K = R ise, I ya dar (small) ideal ad1 verilir.

Tanim 2.1.17. R bir halka ve z € R olsun. Eger 1 — x in R de sol tersi varsa
x e sol yary dizenli (left quasiregular), 1 — x in R de sag tersi varsa x e sag yar:
diizenli (right quasiregular), 1 — x in R de sol ve sag tersi varsa = e yari dizenli

(quasiregular) eleman denir (Anderson ve Fuller 1992).

Onerme 2.1.18. R bir halka ve R nin bir ideali I olmak iizere asagidaki ifadeler
denktir.

(1) I sol yar1 diizenlidir.
(2) I yan diizenlidir.

(3) I ideali R de dardir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.19. R bir halka ve z € R olsun. Eger x = zux olacak sekilde u € U(R)

elemani mevcut ise x e tersinir dizenli (unit reqular) eleman denir (Nicholson 1999).

Tanmim 2.1.20. R bir halka olsun. R nin maksimal sol (sag) ideallerinin kesigimine

R nin Jacobson radikali denir ve J(R) ile gosterilir.

Onerme 2.1.21. R bir halka olsun. Bu durumda asagidaki kiimeler egittir.
(1) J(R),
(2) R nin tiim sol (sag) ilkel ideallerinin kesigimi,
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(3) {x € R| her r,s € R igin rzs yar diizenli},

(4) {z € R | her r € R i¢in rx yar diizenli},

(5) {x € R | her s € R i¢in xs yan diizenli},

(6) R nin tiim yar1 diizenli sol (sag) ideallerinin birlegimi,
(7) R nin tiim yar1 diizenli ideallerinin birlegimi,

(8) R nin en genig dar sol (sag) ideali (Anderson ve Fuller 1992).

Uyar: 2.1.22. R bir halka olsun. Her u € U(R) ve j € J(R) i¢in u+ j € U(R)
dir.

Tanim 2.1.23. R bir halka olsun. Eger R/J(R) boliimlii halka ise o zaman R ye
yerel (local) halka denir.

Onerme 2.1.24. Bir R halkasi icin asagidaki ifadeler denktir.
(1) R yerel halkadir.
(2) R halkasi tek maksimal ideale sahiptir.
(3) J(R) maksimal sol idealdir.
(4) R nin sol terse sahip olmayan elemanlarinin kiimeleri toplamaya gore kapalidir.
(5) J(R)={x € R| Rz # R}
6) J(R)={r e R |z ¢ U(R)}
(7) Her z € Ri¢in x € U(R) veya 1 —z € U(R) dir.

Tanim 2.1.25. Sifirdan farkli bir R halkasinin sifir ve kendisinden bagka ideali

yoksa R ye basit (simple) halka denir.

Tanim 2.1.26. R bir halka olsun. Eger R halkasi minimal sag ideallerinin direkt

toplami olarak yazilabiliyorsa R ye yakin basit (semisimple) halka denir.



Teorem 2.1.27. Bir R halkasinin yakin basit olmasi icin gerek ve yeter sart R nin

minimal sol ideallerinin direkt toplami olmasidir.

Tamim 2.1.28. R bir halka olmak tizere eger R/J(R) yakin basit halka ise R ye

yakin yerel (semilocal) denir.

Tanim 2.1.29. R bir halka olsun. Eger her z € comm(a) i¢in 1 — za € U(R)
oluyorsa a € R ye yar istel sifir (quasinilpotent) eleman denir. R halkasindaki tiim

yar1 iistel sifir elemanlarm kiimesi R?" ile gosterilir.
Lemma 2.1.30. Bir R halkasi igin J(R) C R™! ve R C R™! saglanir.

Ispat: J(R)={a € R: 1+ Ra C U(R)} oldugundan J(R) C R oldugu aciktur.

a € R™ a mn indeksi k ve x € comm(a) olsun. Bu durumda 1 + za € U(R) ve

E
—

(1+za)™ =) (=12’

i

Il
o

dir. Dolayisiyla a € R olur.

Fakat Ornek 2.1.31 de goriildiigii gibi yukaridaki kapsamalarin tersi her zaman dogru
degildir.

Ornek 2.1.31.

(1) Zg) = {% € Q| 21 b} halkasinda 2 € Z) yari iistel sifir eleman olmasina

ragmen tstel sifir degildir.

01
(2) R birimli bir halka olmak tizere My(R) halkasinda eleman tistel
00
sifir eleman oldugundan yar tistel sifir eleman olup ayni eleman J (MQ(R)) =
J(R) J(R
(B) J(R) de degildir.
J(R) J(R)

Onerme 2.1.32. R bir halka, a € U(R) ve b € R™"Ncomm(a) olsun. Bu durumda
a+be U(R) dir.



Ispat: b € R™" oldugundan her x € comm(b) icin 1+ zb € U(R) dir. b € comm(a)
oldugundan 1+ab € U(R), boylece b € J(R) olur ve buradan a=!(a+b) = 1+a~'b €
U(R) elde edilir. Sonug olarak (14 a~'b) 'a~'(a +b) = 1 saglanr.

Tanim 2.1.33. M bir R-modiil ve N < M olsun. Eger N + K = M olacak sekilde
M nin her K alt modiilii igin K = M ise, N ye dar (small) alt modil adi verilir ve
N <« M ile gosterilir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.34. M, K ve U R-modiiller olmak iizere her f : M — K R-modiil epi-
morfizmasi ve her v : U — K R-modil homomorfizmasi i¢gin f7 = ~ olacak bigimde
5 : U — M, R-modiil homomorfizmasi varsa U ya M -projektif modil denir. Eger
U, her M modiilii i¢in M-projektif ise U ya projektif (projective) modil ad1 verilir
(Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.35. M bir modiil olmak iizere bir P projektif modiilii i¢in ¢ : P — M
epimorfizma olsun. Eger Kerp < P ise, P ye M nin projektif ortisi (projective
cover) denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.36. Sifirdan farkli M modiiliiniin sifir ve kendisinden bagka alt modiilii

yoksa M ye basit (simple) modil denir (Lam 2001).

Tanim 2.1.37. R bir halka olsun. Eger her sag (sol) R-modiil bir projektif
ortitye sahip ise, R ye sag (sol) mikemmel (perfect) halka denir. Eger her basit

R-modiil bir projektif értiiye sahip ise, R ye yakin mikemmel (semiperfect) halka
denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.38. p bir asal say1 olmak iizere R = zp = {i ap':a; € 7,0 < aq; <
p — 1} kiimesi asagida tanimlanan toplama ve garpma ig,lér:r?leriyle bir halkadir. Bu
halkaya p tabanina gore tamsayilar (p-adic integers) halkasi denir. R degismeli yerel
halkadir ve J(R) = pR dir. Toplama iglemi

ap+ by = co(mod p), ag+by = co+ kop; a1 + b1 + ko = c1(mod p), a1 + by + ko = 1 +
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ip; ... olmak iizere (ag+aip+asp*+...)+(bo+bip+bap*+...) = co+cip+cop*+. ..
ve carpma iglemi

aobo = do(mod p), agby = do+1lop; apbi +a1by+1lo = di(mod p), agby +arbo+1ly = dy+
lip; ... olmak tizere (ag+ayp+asp*+...)+(bg+bip+bop*+...) = do+dip+dap*+. ..

seklinde tanimhdir.



3. GENELLESTIRILMIS TERSINIR ELEMANLAR
3.1 Kuvvetli 7-Diizenli Elemanlar
Onerme 3.1.1. R bir halka olsun. a € R icin asagidaki ifadeler denktir.
(1) a*x = a = ya® olacak sekilde x,y € R vardir.
(2) aR = a®R ve rg(a) = rr(a?).
(3) R=aR®rg(a).
(4) aua = a ve au = ua olacak sekilde u € U(R) vardur.
(5) €* =e € R igin a = ue = eu olacak sekilde u € U(R) vardir.
(6) a*u = a = ua® olacak sekilde v € U(R) vardr.
(7) b € comm(a) ve a®b = a olacak sekilde b € R vardir.

Tanim 3.1.2. Onerme 3.1.1 deki denk sartlardan birini saglayan a € R ve kuvvetli
dizenli (strongly regular) veya grup tersinir (group invertible) eleman denir. R
halkasinin tiim kuvvetli diizenli elemanlarimm kiimesi R* ile gosterilir. Bu caligmada

genellikle kuvvetli diizenli kavrami kullanilmaktadir.

Onerme 3.1.3. R bir halka ve a € R olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler denktir.
(1) a™ € a"™' R olacak sekilde n € Z* vardr.
(2) a"R = a""'R olacak sekilde n € Z* vardir.

(3) aR 2 a*R 2 -+ zinciri sonlu bir adimda durur (Nicholson 1999).

Tanmm 3.1.4. Onerme 3.1.3 deki denk sartlardan birini saglayan a ya sad 7-dizenli
(right w-reqular) eleman denir. Benzer sekilde sol w-diizenli (left m-regular) eleman

tanimi da yapilabilir (Nicholson 1999).

Onerme 3.1.5. (Dischinger Lemma) Bir R halkasinin tiim elemanlar sag m-diizenli

ise R nin tiim elemanlar: sol m-diizenlidir (Dischinger 1976).
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Lemma 3.1.6. R bir halka ve a € R kuvvetli diizenli eleman olsun. Bu durumda
z € comm(a), a*z(= za®) = a ve az*(= z%a) = z olacak sekilde bir tek z € R vardur.
Ozel olarak a diizenlidir. a®z = a sartim saglayan herhangi bir z € R i¢in 2z = ax?

dir. Ayrica z € comm?(a) dir (Azumaya 1954).

Ispat: =,y € R ve a®x = a , ya® = a olsun. Bu durumda agagidaki (1), (2), (3)

esitlikleri saglanir.
(1) ax = ya*r = ya.
(2) az® = yazx = y*a.
(3) aza = ya* = a = a’z = aya.

Burada z = az? alir ve yerine yazarsak (1), (2), (3) den

az = CLGZEQ = CLQJ}ZL' = ayar = ar = ya = yara = GZEQG = za ,

a’z = aaz = aza = aax’a = a’xxa = axra = a ,
az? = azz = yaz = yar = ax? = z elde edilir.

Simdi a2’ = Z'a, a®2'(= Za®) = a , az*(= 2*a) = 2 olsun. (2) de = ve y yerine

2 2

sirasiyla z ve 2’ yazarsak z = az* = 2/“a = 2’ olur ve z nin tekligi ispatlanr. Simdi

¢ € comm(a) olsun. O zaman zac = zca = zca*z = za*cz = acz = caz olur. Boylece
zc = 2%ac = zzac = zcza = zcaz = zacz = cazz = caz® = cz olup z € comm?(a)

elde edilir.

Lemma 3.1.7. R bir halka olmak iizere a € R sag diizenli eleman ve a?z = a olsun.

Bu durumda her n € Z* icin,

a” — az" g r=1,2...,n,

(a —az"a™)" =
0 r=mn+1.

(Azumaya 1954).

Tanim 3.1.8. R bir halka olsun. Eger R nin biitiin iistel sifir elemanlarinin iistel
sifirlik indeksi sinirh ise R ye sunurle indekse (bounded index) sahiptir denir ve bu
durumda biitiin iistel sifirlik indekslerinin iist sinirlarinin en kiiciigine R nin indekst

denir (Azumaya 1954).
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Teorem 3.1.9. R smirli indekse sahip bir halka olsun. Bu durumda R nin her sag

diizenli (sol diizenli) elemani kuvvetli diizenlidir (Azumaya 1954).

ispat: R nin indeksi n ve a € R sag-diizenli, a®>z = a olsun. Bu durumda Lemma
3.1.7 geregince (a — ax™a™)"™ = 0 oldugundan (a — az"a™)" = 0 olur ve (a —
ax™a™)" = a" — axa™ = 0 elde edilir. Aym lemmada n yerine n + 1 almirsa (a —

az"lgn )t = gt —gra™ ™! = a(a" —axa™) = 0 ve buradan (a—az" et =

2 n+1

a® — axa 2 n+1

= 0 olup a" = az”a sonucuna varilir. Bu esitlik sagdan ax™ ile

carpilir ve a"*!'a" = @ olmasi kullanilirsa a = az?a?® bulunur ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.10. R bir halka ve a € R sag diizenli eleman olsun. Bu durumda a nin

kuvvetli diizenli olmasi igin gerek ve yeter sart rg(a?) = rg(a) olmasidir (Azumaya

1954).

Ispat: a kuvvetli diizenli olsun. O zaman ya® = a olacak sekilde y € R vardir.
t € rr(a?®) almirsa a’*t = 0 olup ya*t = 0 ve buradan at = 0 bulunur. Boylece
rr(a®) C rr(a) elde edilir. rg(a) C rr(a?) oldugu aciktir. Karsit olarak rp(a) =
rr(a?) olsun. a sag diizenli oldugundan a*R = aR olup f : aR — aR ve u € aR
olmak iizere f(u) = au ile tammh doniigiim homomorfizmadir. Hatta v € Kerf i¢in
f(u) =a*y =0ise y € rr(a®) = rr(a) olur. Buradan ay = 0 = u bulunur. Boylece
f izomorfizma olur. ¢ doniigiimii f nin tersi olmak tizere ¢ de izomorfizma olur.
a € (a*R =)aR oldugundan ozel olarak ¢(a*) = a olur. Buradan ((¢)*(a))(a?) =
#(p(a?))(a) = ¢p(a*) = a olup a sol diizenli bulunur.

Tanim 3.1.11. R bir halka olsun. Eger R/.J(R) diizenli ve egkare elemanlar J(R)
ye gore yiikselir ise R ye yakin dizenli (semiregular) halka denir (Nicholson 1977).

Teorem 3.1.12. Bir a € R icin asagidaki ifadeler denktir.
(1) p € comm(a), ap € R™ ve a+ p € U(R) olacak sekilde p?> = p € R vardir.
(2) p € comm?(a), ap € R™ ve a+ p € U(R) olacak sekilde p?> = p € R vardir.
(3) b€ comm(a), b= ab® ve a* = a**1b olacak sekilde b € R ve k € N vardr.

(4) b € comm?(a), b= ab® ve a* = a**1b olacak sekilde b € R ve k € N vardir.
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(5) b € comm?(a), b= ab?® ve a — a*h € R™ olacak sekilde b € R vardur.
(6) b€ comm(a), b= ab? ve a — a®b € R™ olacak sekilde b € R vardir.

7) a? = aP™la ve a? = ya?! olacak sekilde p,q pozitif tamsayilar ve z,y € R
Yy Y

vardir.
(8) b € comm(a) ve a* = a**1b olacak sekilde b € R ve k € N vardur.

(9) b € comm?(a) ve a* = a**'b olacak sekilde b € R ve k € N vardur.

Ispat: (1) = (2) ap € R" oldugundan (ap)* = a*p = 0 olacak sekilde k pozitif
tamsayist vardir. b = (a + p)~'(1 — p) olsun. Bu durumda ab = ba = 1 — p olur.
Eger x € comm/(a) olarak alimirsa, zp — pzp = (1 — p)ap = (1 — p)kap = brarap =
b*xakp = 0 olup xp = pap elde edilir. Benzer sekilde pxr = pxp oldugu gosterilerek
p € comm?(a) bulunur.

(2) = (3) Eger b = (a + p)~*(1 — p) olarak almirsa, b € comm(a) oldugu agiktir.
Diger taraftan ab®> = a[(a+p) ' (1—-p)]> = ala+p)*(1—p) = (a+p)(a+p)*(1—p) =
(a+p)~*(1 — p) = b dir. Kabul geregince ap® = a*p = 0 olacak bicimde pozitif bir
k tamsayis1 mevcut olup kolayca goriilebilecegi iizere a* = a**1b elde edilir.

k' = ¢**1p olacak bicimde

(3) = (4) Kabul geregince b € comm(a), b = ab® ve a
bir b € R ve k € N vardir. Dolayisiyla sadece b € comm?(a) oldugunu gostermek
yeterlidir. Bunun i¢in za = ax olacak sekilde bir x € R alinsin. Bu durumda
br = b(ab)kz = VFlakz = VWHlzd® = ¥ lad b = (ba)*ab = brab ve xb =
x(ab?) = xafth ! = aFabftl = o lbabt! = brab = baxb elde edilir. Yani bz = xb
olup b € comm?(a) dir.

(4) = (5) (4) geregince a* = a*™1b olup (a — a®b)* = 0 bulunur.

(5) = (6) Agiktar.

(6) = (7) Hipotez geregince a — a?b € R™ oldugundan (a — a?b)* = olacak bigimde
bir k pozitif tamsayis1 vardir. Bu durumda a* = a**'b ve a* = ba**! elde edilir ki
bu istenendir.

(7) = (8) a? = aP™x ve a? = ya?™" olacak sekilde z,y € R ve p,q € Z mev-

cut olsun. Eger p ve ¢ tamsayilarimin maksimumuna m denilir ve b = a™z™H!

1 m

alinirsa, a™ 'z = a™ = ya™*t! ve a™x = ya™lr = ya™ saglamr. Tiimevarim
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prensibinin uygulanmasi ile kolayca gosterilebilir ki a™a* = yka™ (k = 1,2,...)

dir. Dikkat edilmelidir ki b tamsayisi aym1 zamanda b = y™*la™ olarak ifade

m ,m

edilebilir. Bu durumda ab = aa™z™ = ¢™ lya™ = ama™ = y"a™ = --- = ba
olup yine Tiimevarim prensibi geregince a™ = a™**z* elde edilir. Boylece a™'b =

atlgmgmtt = gmrmEl)gmtl — g gaslanr.
(8) = (9) (8) geregince ab = ba ve a* = a**'b olacak sekilde bir b € R ve k € Z*

k Mlp = o202 = of 303 = ... = d*HY (5 = 1,2,..)

vardir. Buradan ¢ = a

k k

FpE+1 alimirsa o zaman af = a**lc olacagi aciktir. Yine

elde edilir. Eger ¢ = a
ac = a*F ve ca = a*bF e = a*H1HFH oldugundan ac = ca dir. Diger taraftan
c € comm?(a) oldugu (3)=-(4) ispatina benzer olarak gosterilebilir.

(9) = (1) Kabulden b € comm?(a) ve a* = a*T1b olacak bicimde b € R ve k € Z*

kbk+1

mevcuttur. Eger ¢ = a denilirse, b € comm?(a) oldugundan kolayca goriiliir ki

k+1

c € comm?(a) dir. Ayrica a*lc = a* oldugu da aciktir. Diger taraftan c?a = cac =

2

caFTiph+t = ¢ dir. Bu durumda p = 1 — ac olsun. ac* = ¢ ve

_ gLkl — gkl
¢ € comm(a) oldugundan p? = p € comm(a) saglanir. a* — a**lc = a*(1 — ac) =
a*p = (ap)¥ = 0 olup ap € R™ bulunur. Diger taraftan (a+p)(c+p) = 1+ap € U(R)

olup a +p € U(R) olma sart1 da saglanir.

Tanim 3.1.13. Teorem 3.1.12 deki denk sartlardan birini saglayan a € R ye kuvvetli
w-diizenli (strongly w-reqular), Drazin-tersinir (Drazin-invertible), pseudo-tersinir
(pseudo-invertible), kutuplu (polar) eleman denir. Teorem 3.1.12 deki (3), (4), (5)
ve (6) denk sartlarmdan birini saglayan b elemanina, a nin Drazin tersi denir ve a® ile

gosterilir. Bu calismada genellikle kuvvetli 7w-diizenli ve Drazin tersinir kavramlar:

kullanilmaktadir.

Teorem 3.1.14. R bir halka ve x € R olsun. Bu durumda x in R de en fazla
bir tane Drazin-tersi vardir. Eger x in R de Drazin-tersi varsa bu eleman z ile yer

degistiren elemanlarla yer degistirir (Drazin 1958).

Sonuc 3.1.15.  Eger wy,...,x; Drazin-tersinir elemanlar ve z,x; = 0 (s, =
1,...,j;8 #t)ise x1+...+x; Drazin-tersinirdir ve (z1+...+z;)” = 1P +.. . +2,;”

dir (Drazin 1958).
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Teorem 3.1.16. R bir halka, x € R Drazin-tersinir ve k bir pozitif tamsayi
olsun. Bu durumda z* Drazin-tersinirdir, (25)” = (zP)* dir ve i(z*) = ¢ sayis1

0 < kg —i(x) < k sartim1 saglayan tek (pozitif) tamsayidir (Drazin 1958).

Teorem 3.1.17. R bir halka ve x € R olsun. Eger x Drazin-tersinir ise z” de

Drazin-tersinirdir. Yani z”

(Drazin 1958).

var oldugunda indeksi 1 dir ve (zP)P = 2%2P saglanir

Sonuc 3.1.18. R bir halka ve x € R olsun. (z”)? = z olmas1 igin gerek ve yeter
sart x in Drazin-tersinir ve indeksinin 1 olmasidir. Bu durumda y € R olmak iizere

y € comm(x) olmast igin gerek ve yeter sart 2Py = ya” olmasidir (Drazin 1958).

Sonuc 3.1.19. R bir halka ve € R Drazin-tersinir eleman olsun. Bu durumda

her k > i(x) tamsayisi igin ((2*)P)P = z* saglanir (Drazin 1958).

Sonuc 3.1.20. R bir halka olsun. = € R Drazin-tersinir eleman olmak iizere

((2P)P)P = 2P dir (Drazin 1958).

1 m

Lemma 3.1.21. Baz n,m € Z' icin "tz = a" ve ya™™ = a™ olsun. Bu

+1

durumda o™z = a™ ve ya"™! = a" de saglanir (Azumaya 1954).

+

ispat: m > n ise a1z = a” oldugundan a™ 'z = a™ elde edilir. m < n olsun.

m+2 _

Bu durumda o™ = ya™*" den o™ (= y’a ...) =y ™a" ve boylece ™l =

Yyl = ¢y ™" = a™ elde edilir. Benzer sekilde ya™™! = a” de bulunur.

Onerme 3.1.22. (Azumaya Lemma) R bir halka, a € R kuvvetli n-diizenli ve
a"R = a""'R olacak sekilde n € Z* olsun. O halde a" kuvvetli diizenlidir ve

ab = ba, a” = a""'b olacak sekilde b € R vardir (Azumaya 1954).

Sonuc 3.1.23. R bir halka ve a € R olsun. Eger a kuvvetli 7-diizenli ise a 7-

diizenlidir (Azumaya 1954).

Ispat: Onerme 3.1.22 geregince a™ kuvvetli diizenlidir. Boylece a” diizenli olup a

m-diuzenlidir.
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Tanim 3.1.24. " sag diizenli (sol diizenli) olacak sekildeki en kiigiik n pozitif

tamsayisina kuvvetli w-diizenli a elemanimin indeksi denir (Azumaya 1954).

Uyar: 3.1.25. R bir halka ve a € R olsun. a tustel sifir eleman ise a kuvvetli
m-diizenlidir ve iistel sifirlik indeksi Tamm 3.1.24 deki indeksle aymidir (Azumaya

1954).

Lemma 3.1.26. « indeksi n olan kuvvetli 7-diizenli eleman ve az = za, "'z = a®
olacak sekilde z mevcut olsun. Bu durumda a — a?z iistel sifir elemandir ve indeksi

n dir (Azumaya 1954).

Teorem 3.1.27. R smnirh indekse sahip bir halka olsun. Bu durumda agagidaki
ifadeler denktir.

(1) R halkasi m-diizenlidir,
(2) R sag m-diizenlidir,
(3) R sol m-diizenlidir,
(4) R kuvvetli m-diizenlidir (Azumaya 1954).
Teorem 3.1.28. R bir halka ve x € R olmak iizere agagidakiler denktir.

(1) z, ey, up birbirleriyle degismeli ve 2™ = eju; olacak sekilde e, = e; € R,

uy € U(R) ve ny pozitif tamsayis1 vardir.

(2) = = eg+usy, ey = Ugey ve (Teg)™ = 0 olacak sekilde €22 = ey € R, uy € U(R)

ve no pozitif tamsayisi vardir.

(3) wes = ezx € UlezRes) ve (1 —e3)x™ = 0 olacak sekilde e3? = e3 € R ve ng

pozitif tamsayis1 vardir.
(4) x kuvvetli 7-diizenlidir.

Yukaridaki eq, eq, e3 eskare elemanlar: tektir (Ying ve Chen 2012).
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Ispat: (1) = (4) 2™ = ejuy olacak sekilde e;2 = e, € R, uy € U(R) ve ny pozitif

tamsayisi olsun. 2™t = zeju; ve ejz™ = eju; = (e1x)™ saglanir. Bu durumda

2 —n1, ni+1

o™ = equyu? = equptud = L= equy M T = w M (equg )M = M ()M =
bax™ ! olup z kuvvetli m-diizenli olur.
(4) = (1) = kuvvetli 7-diizenli olsun. Onerme 3.1.22 geregince zy = yx ve 2" =

2"y olacak sekilde n > 1 tamsayisi ve y € R vardir. Bu durumda her & > 1

icin #" = a"(zy) = 2" y(xy) = 2" 2y = ... = 2"FyF elde edilir. Ozel olarak
" = " = a"y"z" olup f = a"™y" = y"a" eskare elemandir. y"f = z ol-
sun. z € fRf ve 2"z = za™ = f saglanir. Boylece xf = fx, 2"f = x" ve

w=2"4 (1 — f) € U(R) olmak iizere fw = wf = 2" f = 2" elde edilir. Burada
w =2+ (1- f) dir.

(1) = (2) Teorem 3.1.32 den x — (1 —e;) € U(R) dir. eo =1 — €1 ve ug = & — e
olsun. Bu durumda uses = equy ve (zeg)™ = x™ey = 0 elde edilir.

(2) = (3) e3 = 1 — ey olsun. Bu durumda ze3 = ezx = e3(x —e3) = ezug € U(ezRe3)
saglanir. €3 = e oldugundan €3 = e3 oldugu agiktir. Ayrica (1—e3)a™ = (aez)™ =0
olup ispat tamamlanir.

(3) = (1) = elemam (3) i sagladigindan baz1 v3 = e3(esz)™' = (we3) ez € esRes
icin xvy = v3r = e3 ve 2™ = x™eg saglanir. u; = 2™ + 1 —e3 vev; = v3® + 1 —e;3
olsun. Bu durumda w;v; = vyu; = 1 ve x, e3, u; degismeli olacak gekilde z™ =
e3r™+e3—e3 = eguq elde edilir. e; = e3 = 1—e5 oldugundan ey, ey, e3 egkare eleman-
larinin tekligini gostermek icin sadece eg eskare elemaninin tek oldugunu gostermek
yeterlidir.

Iddia: Eger e egkare elemani (3) ii saglar ise o zaman e € comm?(x) saglamr.
Ispat: y € comm(x) olsun. ze = ex € U(eRe) oldugundan zu = e¢ = ux olacak
sekilde u € eRe vardir. Ayrica (1 — e)z™ = 0 olacak sekilde n pozitif tamsayisi
vardir. Boylece ey — eye = ey(1 — e) = u"z"y(l — e) = u"yz"(1 — e) = 0 olur ve
ey = eye elde edilir. Benzer sekilde ye = eye olup ey = ye yani e € comm?(x)
bulunur.

f? = f elemam (3) deki sartlar saglasim. Bu durumda yukaridaki iddiamizdan
[ € comm?(x) olur. Ayrica x, e3, vs € comm(x) ve herbiri degismeli oldugundan

f, es, x, vg degismeli olur. Boylece e3 —esf = es(1— f) =vsx(1—f) =v3(1 — flz
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yar1 iistel sifir olur. Benzer gekilde f— fes elemani da iistel sifir olur. Ayrica e3—esf
ve f — fes eskare eleman oldugundan es = esf = f bulunur ve ez egkare elemaninin

tekligi ispatlanir.

Onerme 3.1.29. R bir halka olsun. a € R icin asagidaki ifadeler denktir.
(1) a kuvvetli m-diizenlidir.

(2) a® = fw = wf sartim saglayan herbiri aralarinda degismeli f> = f € R,

w € U(R) elemanlar i¢in n € Z* mevcuttur.

(3) a™ kuvvetli diizenli olacak sekilde m pozitif tamsayis1 vardir (Nicholson 1999).

Ispat: (1)=(2) Kabul edelim ki a € R kuvvetli m-diizenli olsun. Bu durumda
Onerme 3.1.22 geregince ab = ba ve a® = a™*'b olacak sekilde b € R ve n € Z*
vardir. Buradan a™ = a™(ab) = a""b(ab) = ... = a"™*V* elde edilir. Son durumda
k = n alimrsa a® = a*b" olur. Ayrica a™b" = b"a" oldugundan a” = a™b"a™ dir.
f = a™b" olarak alinirsa f?> = f € R bulunup af = fa ve a"f = a"b"a" = a" dir.
Burada ¢ = 0" f seklinde segilsin. Agikca ¢ € fRf ve a"c = ca™ oldugu gortiliir.
w=a"+ (1 — f) elemaninin tersi w™ = c+ (1 — f) olup fw =wf = a"f = a™ dir.
(2)=(3) a™w™ta" = a"(c+(1—f))a™ = a"ca+a"(1—f)a" = fa"+a*"—a"fa" = a™
ve a"w—1 = wla™ oldugundan a™ kuvvetli diizenlidir.

(3)=(1) m € Z" i¢in a™ kuvvetli diizenli olsun. Boylece a™ = a*™b; ve a™ = bya®™

olacak gekilde by, by € R mevcuttur. a™ = a™(a™ 1) ve a™ = (bya™ )a™ !

olarak yazilabileceginden a kuvvetli 7-diizenli olarak bulunur.

Tanim 3.1.30. R bir halka ve a € R olsun. Eger a = e + u ve eu = ue olacak
sekilde e = e € R, u € U(R) mevcut ise a ya kuvvetli temiz (strongly clean) denir

(Nicholson 1999).

Tanim 3.1.31.  Biitiin elemanlar1 kuvvetli temiz olan halkaya kuvvetli temiz

(strongly clean) halka denir (Nicholson 1999).

Teorem 3.1.32. R bir halka ve a € R olsun. Eger a kuvvetli w-diizenli ise kuvvetli

temizdir (Nicholson 1999).
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ispat: a € R kuvvetli m-diizenli olsun. Onerme 3.1.29 geregince bir n > 0 tamsayisi
icin a" = fw = wf olacak sekilde f> = f € R ve w € U(R) mevcuttur ve bu
elemanlar aralarinda degismelidir. v = a(1 — f) ve v = a" w™f — (1 +a+... +
a" 1) (1 — f) olarak segilsin. Buradan uv = vu bulunur ve u = af — (1 — a)(1 — f)
dir. Ayrica a”f = fa" = a" dir. O zaman
w=laf —(1—a)(1—)le"wf—Q+a+...+a" (1 - f)]
=adwlf+(1—-a)l+a+...+a"H(1-Ff)
=f+A—-a")(1-/)
=1
bulunur. Bu durumda u € U(R) ve (1— )2 =1— f olup a = (1 — f) +u elde edilir.
Ayrica (1 — f)u = u(l — f) oldugundan a kuvvetli temizdir.

Sonuc 3.1.33. Her kuvvetli 7-diizenli halka kuvvetli temizdir (Nicholson 1999).
Sonuc 3.1.34. Her kuvvetli diizenli halka kuvvetli temizdir (Nicholson 1999).

Ornek 3.1.35. Her sol (sag) miikemmel halkamn tek iiretecli sol (sag) idealleri
iizerinde azalan zincir kurali saglandigindan kuvvetli 7w-diizenlidir. Béylece Sonug

3.1.33 geregince mitkemmel her halka kuvvetli temiz olur (Nicholson 1999).

Sonug 3.1.33 {in karsit1 her zaman dogru degildir. Ornek 3.1.36 da goriildigii gibi

her kuvvetli temiz halka kuvvetli w-diizenli olmayabilir.

Ornek 3.1.36. Ly = {% € Q : 2 1 b} halkas: yerel halka olup her yerel halka
kuvvetli temiz oldugundan Z) halkasi kuvvetli temizdir. Fakat 2 € Z) i¢in 2" =

2"1p olacak sekilde b € Z9) olmadigindan Z ) kuvvetli m-diizenli degildir.

Onerme 3.1.37. R bir halka ve a € R olsun. Bu durumda a nin Drazin-tersinir
olmasi icin gerek ve yeter sart a® grup tersinir olacak sekilde k& € N nin mevcut

olmasidir (Koliha ve Patricio 2002).

Ispat: a € R Drazin-tersinir olsun. Tamm 3.1.13 geregince af = a**1b ve ab = ba
saglanacak bicimde b € R ve k € N vardir. Bu durumda a* = a**1b ifadesinin sag
tarafindaki a* yerine esiti olan a*+'b nin yazilmasi ile a* = a**'b = aa*b = aa*'bb

elde edilir. Bu sekilde devam edilerek a* = a?*b*~! bulunur ve ab = ba oldugundan
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a* grup tersinirdir. Karsit olarak bir & € N icin a* grup tersinir olsun. Dolayisiyla
a® = a®*b ve ab = ba olacak sekilde b € R mevcuttur. Bu durumda ¢ = a*~'b € R
k k+

icin a® = a**1c ve ac = ca saglandigindan a Drazin tersinirdir.

Onerme 3.1.38. a € End(zM) ve 7 = 72 € End(zM) olsun.
(1) Mma < M~ olmas icin gerek ve yeter sart ma = wam olmasidir.

(2) Mma < Mmve M(1—m)a < M(1—m) olmasi i¢in gerek ve yeter sart o = amr
olmasidir (Nicholson 1999).

ispat: 7 eskare eleman oldugundan ispat agiktir.

Sonuc 3.1.39. R bir halka ve M bir sol R-modiil olsun. Bu durumda agagidaki
ifadeler denktir.

(1) a € E =End(M) kuvvetli 7-diizenlidir.
(2) M = Ma™® Kera™ olacak bigimde n > 1 tamsayis: vardur.

(3) mav = am € wET tersinir ve (1 —7)(a) = (a)(1 —7) € (1 — 7)E(1 — ) lstel

sifir olacak bicimde 7 = 72 € E vardir

(4) Pa < P ve Qo < @ olmak iizere M = P & @ ayrigimu vardir. Burada alp €
End(P) tersinir ve afg € End(Q) tistel sifirdir (Armendariz vd. 1978).

Ispat: (1) = (2) a € E =End(M) kuvvetli 7-diizenli olsun. Bu durumda Teorem
3.1.12 den ™ = a?"h olacak bi¢imde bir n > 1 tamsayist ve h € comm(a™) vardir.
Bu durumda m(1 — a™h) € M(1 — a”h) i¢in (m(1 — a"h))a™ = 0 olup M(1 —
a"h) <Kera™ bulunur. Ayrica M = M(1 — o™h) + M(a"h) oldugundan M =
Ma"+Kera™ saglanir. © € Ma"NKera™ ise, xa™ = 0 ve x = ma™ olacak bicimde

" = za"™h = ma®h = ma™ = z olup z = 0 olacagindan

m € M vardir. za
M = Ma"®Kera™ elde edilir.

(2) = (1) @ € E ve bir n > 1 tamsayist i¢cin M = Mo "®Kera™ ve g = o
olsun. M = Mg®Kerg olup Mg = (Mg®Kerg)g = Mg?* olur. Diger taraftan

(Kerg?)g < MgnKerg = 0 olacagindan Kerg? <Kerg <Kerg? olup Kerg =Kerg?
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dir. Boylece M = Mg*®Kerg? dir. v : M — M endomorfizmas1 x €Kerg =Kerg?
ve yg? € Mg?> = Mg olmak iizere (z + (y)g*)u = yg ile tamimh olsun. Bu durumda
u € F iyi tammhdir. Dolayisiyla g = g?u olup g = o™ icin a" = a*™u oldugundan
a € E kuvvetli m-diizenlidir.

(1) & (3) Teorem 3.1.28 den agiktir.

(3) = (4) P=Mm ve @ = M(1 — ) olsun. Lemma 3.1.38 geregince ma = an ise
Pa < P ve Qo < Q saglanir. ma = am € 7E7 tersinir oldugundan (ar)™! = myw
olacak gekilde v € E vardir. 79 = my7|p olsun. Bu durumda vy €End(P) olur.
p € P icin ((p)alp)yo = (pm)aye = plamyo) = pr = p ve ((p)yo)alp = p(mym)alp =
p(myma) = pr = p olur ve a|p € U(End(P)) bulunur. Son olarak (1 — 7)(a) =
()(1 —7) € (1 —m)E(1 — ) iistel sifir olsun. Bu durumda ((1 — 7)a)™ = 0 olacak
sekilde n pozitif tamsayisi vardir. M (1 —7) = M — M7 = M — P = @ oldugundan

)
)

m € M i¢in m(1 — 7)o = malg olup «q tstel sifir eleman olur.

(4) = (3) P=Mnm ve @ = M(1 —m) olsun. Lemma 3.1.38 geregince Pa < P ve
Qo < Q ise Ta = ar saglanir. alp € U(End(P)) olsun. (a|p)™' = ve vo = my7
olsun. Bu durumda p € P ig¢in p(am)yy = plam)myr = panyr = pa|pyr = pr ve
PYQT = PTYTQT = pTYTTQ = pyra = pyarw = pya|pm = prw olup (am)y =7 =
Yo(am) bulunur. Boylece ar € U(rEm) elde edilir. Son olarak o iistel sifir eleman
ise M(1—m) =M —Mmr =M —P = Q oldugundan m € M i¢in m(1 —7m)a = malg
olup (1 —m)(a) = (a)(1 —7) € (1 —m)E(1 — 7) tstel sifir olur.
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4. YARI KUTUPLU HALKALAR

Bu boliimde yar1 kutuplu eleman ile genellestirilmig Drazin tersinir eleman tanimlarinin
denkligi gosterilecektir. Daha sonra yar1 kutuplu halka tanimi verilecek ve bazi

ozellikleri incelenecektir.

4.1 Yar:1 Kutuplu Eleman ve Denklikleri
Teorem 4.1.1. R bir halka olmak iizere a € R i¢in agagidaki ifadeler denktir.
(1) b € comm?(a), ab® = b ve a®b — a € R™" olacak sekilde b € R vardr.
(2) p € comm?(a), ap € R™! ve a + p € U(R) olacak sekilde p? = p € R vardur.

Ispat: (1) = (2) p = 1—abalmrsa p € comm?(a), (1—p)? = a®* = a(ab?) = ab =
1—p, yani p? = psaglamir. a?b—a € R oldugundan ap € R bulunur. Son olarak
a +p € U(R) oldugu gosterilir ise ispat tamamlanir. bp = b(1 — ab) = b — ab®* =0

oldugundan
(a+p)b+p)=ab+ap+bp+p=1—p+ap+p=1+apcU(R) (4.1)

elde edilir.

(2) = (1) b= (a+p) "(1—p) olsun. Bu durumda b € comm?(a) saglamr. Ayrica,
ab? = a(l =p)(a+p)° = (a+p)L=p)a+p) =1 -p)latp) " =b,
a®b—a=a*(1-p)lat+p) " —a=ala+p)(at+p) ' (1—p)—a=—ap € R™ elde
edilir. Ayrica (a+p)b = ab+pb=1—p+pb=1—p, yani b = (a+p) (1 — p)

bulunur.

Tanim 4.1.2. Yukaridaki denk sartlardan birini saglayan a € R ye yar: kutuplu
(quasipolar) veya genellestirilmis Drazin tersinir (generalized Drazin invertible) ele-
man (kisaca g-Drazin tersinir) denir. R nin g-Drazin tersinir elemanlarimin kiimesi
RIP ile gosterilir. (2) sartin1 saglayan p € R ye a min spektral eskare (spectral idem-
potent) elemans denir ve p = a™ ile gosterilir. (1) sartim saglayan b € R ye a nin
g-Drazin tersi (g-Drazin inverse) denir ve b = a9® ile gosterilir. Spektral idempotent

ile g-Drazin ters arasinda
P =b=(a+a") "' 1-a")=1—a")(a+a")" (4.2)
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a" =1—-aa=1-aa"”, a"a?® = a’"a™ =0 (4.3)

bagmtilar: vardir. Ayrica (4.1) den a9 + a™ € U(R) elde edilir (Koliha ve Patricio
2002).

Ornek 4.1.3. Bir R halkasmin eskare elemanlari, tersinir elemanlar1 ve iistel sifir

elemanlar1 yar1 kutupludur. Ayrica J(R) deki her eleman yar1 kutupludur.

Ispat: e2=e¢ e R, uec U(R), a € R ve b e J(R) olsun. Swasiyla 1 —e¢, 0, 1, 1

spektral eskare elemanlariyla e, u, a, b elemanlar1 yar1 kutuplu olur.

Onerme 4.1.4. R bir halka ve a € R yart kutuplu olsun. Bu durumda a™ tektir
(Koliha ve Patricio 2002).

ispat: p ve q, a min spektral eskare elemanlar: olsunlar.
1—(1-p)g=1-(1—-p)a+p) (a+p)g

=1—(1—p)(a+p) 'ag—(1—p)la+p) 'pg

=1 —b(aq)
p € comm?(a) oldugundan b € comm(aq) olur ve aq € R™! den 1 — b(aq) € U(R)
elde edilir. Bu durumda 1 — (1 —p)g=1—(1—-p)*¢* = (1 - (1 —p)q)(1 + (1 — p)q)
ve 1 — (1 —p)g € U(R) oldugundan (1 — p)g = 0 yani ¢ = pq olur. Benzer gekilde
1 —(1—¢q)p € U(R) oldugu gosterilebilir. Sonug olarak p = ¢ elde edilir.

Uyar1 4.1.5. U(R) C R* C RP C R9 (Koliha ve Patricio 2002).

Agagidaki ornekte goriildiigli gibi yukaridaki kapsamalarin tersi her zaman dogru

degildir.

Ornek 4.1.6.

(1) Z4 halkasinda 2 € Z, alinsin. Bu durumda 2 nin spektral egkare elemani 1
olsun. Buradan 2 g-Drazin tersinirdir ayrica Drazin tersinirdir. Fakat 2 ¢

U(Zy4) dir.

(2) Zg halkasinda 3 € Zg kuvvetli diizenlidir yani 3 € Zg* dir. Fakat 3 ¢ U(Zg)
dir.
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Onerme 4.1.7. Eger a € R ise, 0 zaman a%? € R ve (a9?)" = o™ dir. Ayrica

a?? € U(R) olur (Koliha ve Patricio 2002).

Ispat: b € comm?(a), ab® = b, a?b—a € R olacak sekilde b € R olsun. b = a9P €
R* oldugu gosterilecektir. (4.1)den a?? + a™ € U(R) ve a?Pa™ = a"a?P = (0 € R™!,
a™ € comm?(aP) olup a?P, a™ spektral egkare elemam ile yar1 kutuplu olur ve
(aP)™ = a™ dir. Ayrica ab® = b ve b € comm?(a) oldugundan b*a — b = 0, yani

i(b) < 1 bulunur ve b = a%? € R* olur.

Onerme 4.1.8. a € RYP olsun. Eger z € U(R) N comm(a) ise a + za™ € U(R) ve
a?? = (a+ xa™) (1 — a™) (4.4)

saglanir (Koliha ve Patricio 2002).

Ispat: = € U(R)Ncomm(a) olsun. Bu durumda z € U(R) ve aa™ € R™!Ncomm/(a)
oldugundan Onerme 2.1.32 geregince aa™ + x € U(R) olur.
a+za™ = (a+za")a" + (a+za™)(1 —a”)
= (aa™ + za™) + a — aa™ + xa™ — xa”
= (aa™ + x)a™ + a(l — a™)
= (aa™ +z)a™ + (a +a™)(1 —a")
boylece (a+za™)™! = (aa™ + )" 'a™ + (a+a™) " (1 —a™) bulunur ve a+za™ € U(R)

olur. (4.3) den (a + za™)a?® = aa” + za™a” = 1 — a™ kolaylikla elde edilir.

Tanim 4.1.9. R bir halka ve a,b € R olmak tizere a™ = b™ olmasi igin gerek ve

yeter sart aa/? = bb9P olmasidir.

Teorem 4.1.10. R bir halka, a € R’ ve b € R olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler denktir.

(1) b€ RIP ve a™ = b™ saglanir.

(2) a™ € comm?(b), ba™ € R™ ve b+ a™ € U(R) saglanir.

(3) a™ € comm?(b), ba™ € R™ ve aPb + a™ € U(R) saglanir.

(4) b€ RIP a9Pb+ a™ € U(R) ve b9° = (a9Pb + a™) " 'a?” saglanir.
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(5) b e RIP ve b9 — a9P = a9P(a — b)bIP saglanir.
(6) b e R a™ € comm(b) ve 1 — (b™ — a™)? € U(R) saglanir.
(7) be RIP, p9PR C a9 R ve r(b9P) C r(a?P) saglanmir (Koliha ve Patricio 2002).

Ispat: (1) < (2) Teorem 4.1.1 den denklik aciktar.
(2) & (3) (P +a™)((1 + a™)b+ a™) = a?Pb + a™ elde edilir. a?? + a™ € U(R)

oldugundan
(b+a™) —a™b € UR) < a’’b+a™ € U(R) (4.5)

dir. a™b(a?"b+ a™) = a"ba?Pb + a"ba™ = ba"a?Pb + a™b = a™b ve

(a9Pb + a™)a™b = a%Pba™b + a™b = a?Pa"b? + a™b = a™b saglanir yani (a9Pb+ a™) €
comm(a™b) olur. a™b € R™! oldugundan 1 + (a??b + a™)a™b = 1 + a™b € U(R)
olur. Ayrica b+ a™ € comm(a™b) oldugu kolayca goriilebilir ve buradan da 1+ (b+
a™)a™ € U(R) saglanir. (2) sart1 saglansin. Bu durumda (b + a™)~! € comm(a™)
olacagindan 1 + (b + a™)"ta™ € U(R) olur ve (4.5) den a??b + a™ € U(R) elde
edilir. Karsit olarak (3) sart: saglansin (4.5) den (b+ a™) —a™b € U(R) olacagindan
((b+a™) —a™b)(1 4+ a™b) = b+ a™ € U(R) bulunur ve denklik ispatlanir.

(3) = (4) (1) ve (3) denk oldugundan a™ = b™ olur. Bu durumda (a9”b + a™)p9P =
a?Pbb9P + a™ 9P = a9P (1 — a™) + b"bIP = a9 saglanir ve V9P = (a9Pb + a™) " taIP
elde edilir.

(4) = (5) Eger b9 = (a?Pb+a™) 1P ise a9P = (a9Pb+a™)bP olur ve b9 —a9P =
(1 —a?Pb — a™)b9P = (a9Pa — a?Pb)b9P = a9 (a — b)b9P elde edilir.

(5) = (1) b9P — a9P = a9 (a — b)b9P oldugundan b9P = a9 (b™ + ab??) saglanir. Bu
esitlik sagdan b9Pb? ile carpilir ise bb9° = a9PabsPb elde edilir. aas? = 1 — a™ ve
bbIP =1 — b™ oldugundan a™ = a™b™ bulunur. Benzer sekilde a9 = (a™ + a9Pb)b9P
esitligi soldan a?a¢? ile carpilir ise aa?? = aa?Pbb9” bulunur ve b™ = a™b” elde edilir.
Boylece a™ = 0™ saglanir.

(1) = (6) Agiktar.

(6) = (1) b™ € comm?(b) ve a™ € comm(b) oldugundan b"a™ = a™b" saglanir. Bu
durumda 1—(b"—a™)? = (1—a™+b")(1—-b"+a™) € U(R) oldugundan (1—a™+b") €
U(R)ve (1—b"+a™) € U(R) olur. Ayrica a™(1—a™+b") = a™b™ = b"(1 —b"+a")
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dir. Boylece
a"=(1—a"+b")ta™™ = (1 —a™ +b0")"}(1 —a™ + b™)a™b™ = a™b",
b= (1= b + a™)~b7a™ = (1 — b™ + a™) "L (1 — b" + a™)b"a™ = a™b" elde edilir.

(7) = (1) a9, P diizenli elemanlardir. Onerme 2.1.15 den,
r(RbP) = r(b9P) C r(a®) = r(Ra"")

ve

RbP = Ip(rp(RbP)) 2 lp(rr(Ra’”)) = Ra?"

elde edilir. RaP C Rb9P, b9P C a9PRve a/PR = aaP R, RWP = Rbb9P oldugundan
a?? = ybb?” ve aa?Pz = b9P (4.6)

olacak sekilde z,y € R mevcuttur. (4.6) dan a¥Paa?Pz = a9Pb9 elde edilir. a?” €
comm(a) ve a(aP)? = a9 oldugundan a%r = aPbP saglanir. Benzer sekilde
(4.6) dan a?Pb9P = ybb9PHIP elde edilir. b(b9P)? = b9 oldugundan a?PH9P = yh9P
bulunur. Bulunan esitlikler (4.6) da yerine yazilirsa a9” = a9PbbP ve b9° = aa9PbsP
bulunur. Bu durumda aa? = aa?PbbIP ve bbIP = aatPbbIP saglanir. Sonug olarak
aad? = bbIP olup istenilen elde edilir.

(1) = (7) aa?? = bbP oldugundan bR = bVIPR = aa'’ R = a9’ R ve benzer
sekilde RbIP = Ra9P saglanir. Buradan r(RbP) = r(RaP) oldugu aciktir. Sonug

olarak Onerme 2.1.15 den 7(a%") = r(b9P) elde edilir.

Uyar1 4.1.11. Teorem 4.1.10 daki 1 — (b —a™)? € U(R) olmas: igin gerek ve yeter
sart 1 —a™ + b € U(R) ve 1 —b™ + a™ € U(R) olmasidir. Fakat Ornek 4.1.12 de
goriildiigii gibi sadece 1 —a™ + b™ € U(R) ya da sadece 1 — 0™ + a™ € U(R) olmasi
yeterli degildir.

Ornek 4.1.12. R = Ms(R) ve a, b € R olmak iizere,

1 0 0 1 0 0
a=100 0|veb=]0 0 0 | olsun. Bu durumda a%” = a ve b9 = b olup
0 01 0 00
000 0 00

a =101 0| vedb™ =] 0 1 0 | elde edilir.
000 0 0 1
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1 00
ba™ =a"bvel—a"+0"= | 0 1 0 | € U(R) olmasina ragmen a™ # b™ dir. Yani

0 0 2
1— (b" —a™)* ¢ U(R) bulunur.

Lemma 4.1.13. R bir halka olsun. a € R icin asagidaki ifadeler denktir.
(1) a yar1 kutupludur.
(2) p € comm?(a), 1 —p € aRa ve ap € R™™ olacak sekilde p? = p € R vardir.

(3) p € comm?(a), ap € R™! ve her x € U(R) N comm(a) icin za + p € U(R)
olacak sekilde p? = p € R vardir (Cui ve Chen 2012a).

Ispat: (1) = (3) a nin spektral egkare elemani p € R olsun. Bu durumda p? = p €
comm?(a), a +p € U(R) ve ap € R™" saglanir. Boylece her z € U(R) N comm(a)
i¢in zp = pz dir. ap € R™! oldugundan 1+zap € U(R) ve buradan 7' +ap € U(R)
olur. y = (ap +z )tz p+ (a + p)'z71(1 — p) olsun.
(za+ p)y = y(za + p)

= (ap+27)ap + (ap +27) a7 p + (a+p)~la(l - p)

= (ap+a7")Hap+ 27 )p+ (a+p)H(a+p)(1—p)

=p+(1-p

=1
olup za + p € U(R) olur.
(3) = (2) =1 alahm ve a + p = v € U(R) olsun. Bu durumda au™' +pu=t =1
saglanir. up = pu oldugundan au™'(1 — p) = 1 — p elde edilir. Benzer sekilde
u Y (a + p) = 1 oldugundan (1 — p)u—ta = 1 — p elde edilir. Sonug olarak 1 — p =
(1-p)? =au (1 — p)u~ta € aRa bulunur.
(2) = (1) 1 — p = ara € aRa olsun. ap = pa ve ap € R™! oldugundan
(a +p)(arara +p) = (a+ p)[(1 —p)ra + p]

=1l—p+p+ap
=1+apecU(R)

elde edilir. Benzer sekilde (arara + p)(a + p) = 1+ ap € U(R) olur. Boylece
a+ p € U(R) bulunur.
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Lemma 4.1.14. R bir halka olsun. Eger ¢ € R yari kutuplu ise o zaman her
x € U(R) N C(R) igin za yar1 kutupludur (Cui ve Chen 2012a).

Ispat: a nin spektral eskare elemam p € R olsun. Bu durumda her 2 € U(R)NC(R)
icin Onerme 4.1.13 geregince za + p € U(R) olur. z € comm(za) alalm. z €
U(R) N C(R) oldugundan z € comm(a) olur. p € comm?(a) oldugundan 2p = pz
dir. Boylece p € comm?(xa) olur. Ayrica her w € comm(zap) i¢in wx € comm(ap)
saglanir. ap € R oldugundan 1 + w(zap) € U(R) ve buradan (za)p € R™" elde

edilir. Sonug olarak xa eleman p spektral eskare elemaniyla yar: kutuplu olur.

Sonuc 4.1.15. R bir halka ve a € R olsun. a nin yar1 kutuplu olmasi i¢in gerek ve

yeter sart —a nin yari kutuplu olmasidir.

ispat: Lemma 4.1.14 de x = —1 igin ispat agiktir.

4.2 Yar:1 Kutuplu Halkalar

Tanim 4.2.1. R bir halka olsun. Eger R nin tiim elemanlar1 yar1 kutuplu ise R ye

yary kutuplu halka (quasipolar ring) denir.

Teorem 4.2.2. Eger R abel yakin diizenli halka ise o zaman R yar1 kutupludur.
Kargit1 her zaman dogru degildir. R degismeli yar1 kutuplu halka ise R yakin
diizenlidir (Ying ve Chen 2012).

Ispat: R abel yakin diizenli halka olsun. Bu durumda her a € R i¢in a—aba € J(R)
olacak sekilde b € R mevcuttur. Egkare elemanlar J(R) ye gore yiikseldiginden
e —ba € J(R) olacak sekilde e* = e € R vardir. Bu durumda u =1—e+ba € U(R)
saglanir. 7 € R i¢in T = r + J(R) oldugundan @ = 1 olur. Boylece a(1 —€) = a(1 —
ba) = a—aba = 0 olup a(l1—e) € J(R) C R™ elde edilir. Ayrica ue = bae ve R abel
oldugundan e = v~ 'ba = eu'ba olur. r = eu~'b olsun. Bu durumda e = ra, r = er
ve ra = rara oldugundan ra = era = r(ar)a = ra(ar) = (ra)ar = a(ra)r = ar
bulunur. Béylece a(1 — e) € J(R) oldugundan,

(@t (=e)(r+(1—e) = (r+(1—e)a+(1—e))

=ra+r(l—e)+(1—e)a+(1—e)
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=ra+r—reta—ea+1l-—e

=1+4+a(l—e) e U(R)
elde edilir. Son olarak R abel oldugundan 1 — e € comm?(a) oldugu agiktir. Sonug
olarak a elemani 1 — e spektral egkare elemani ile yar1 kutuplu olur.
Kargit olarak R degigmeli yar1 kutuplu halka olsun. Bu durumda R temiz halka
oldugundan egkare elemanlar J(R) ye gore yiikselir. Her a € Rigin a +p = u €
U(R) ve ap € R™! = J(R) olacak sekilde p?> = p € R mevcuttur. Bu durumda
p=upu=utp(p+a)=utp(l+a)=(1—-u"ta)(1+a) ve boylece a — a(u™' +
ula — 1)a = ap € J(R) bulunur. Buradan @ € R/J(R) diizenli olup R yakin

diizenlidir.

Uyar1 4.2.3. [ [, R; halkasinin yar1 kutuplu, abel yakin diizenli ve kuvvetli 7-diizenli
olmasi icin gerek ve yeter sart her R; halkasinin yari kutuplu, abel yakin diizenli ve

kuvvetli w-diizenli olmasidir.
Uyar1 4.2.4.

Boolean ———— kuvvetli diizenli —— kuvvetli 7-duzenli

Tek tiirlii temiz —— abel yakin diizenli ——— yar1 kutuplu ———— kuvvetli temiz

Ornek 4.2.5.

(1) Ry = Z) ve S sonlu bir halka, n > 1 olmak iizere Ry = M,(S) olsun.
Bu durumda R; ¢ R» yari kutupludur fakat abel yakin diizenli ve kuvvetli

m-diizenli degildir.

(2) F ikiden fazla eleman: olan bir cisim olsun. Bu durumda R; & F abel yakin
diizenlidir fakat kuvvetli 7-diizenli ve tek tiirlii temiz halka degildir (Ying ve

Chen 2012).
ispat:

(1) Ri/J(Ry) = Zy oldugundan R, tek tiirlii temiz halkadir. Fakat Ornek 4.2.16
geregince R, yari kutupludur ama kuvvetli m-diizenli degildir. R, halkasi sonlu

oldugundan kuvvetli 7-diizenlidir fakat abel yakin diizenli degildir. Uyar1 4.2.3
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geregince R; & Ry yarit kutupludur fakat abel yakin diizenli ve kuvvetli 7-
diizenli degildir.

(2) F cisim oldugundan a € F igin a, a—1 € U(F) ve 0, 1 egkare elemanlar olmak
tizere a = a+ 0 ve a = (a — 1) + 1 geklinde yazilabildiginden F tek tiirlii
temiz halka degildir. Ayrica R; kuvvetli m-diizenli olmadigindan Uyar1 4.2.3
geregince Ry @ F halkasi tek tiirlii temiz ve kuvvetli m-diizenli halka degildir.

Fakat F ve R, yakin diizenli oldugundan R; & F halkas1 da yakin diizenlidir.

Lemma 4.2.6. R bir halka ve €2 = ¢ € R olsun. Bu durumda (eRe)?™" = (eRe) N
Rl C eR™Mle saglamir. Ayrica eger her r € R icin er = re ise o zaman

(eRe)™! = (eRe) N R™! = eR™le dir (Ying ve Chen 2012).
Ispat: Asagidaki ifadeleri ispatlamak yeterli olur.
(i) Eger a € (eRe)™! ise a € R™! saglanir.
(ii) Eger a € (eRe) N R™! ise a € (eRe)™ saglanir.
iii) Eger a € (eRe) N R™! ise a € eR™e saglanir.
g g
(iv) Eger her r € R icin er = re ve a € eR™e ise a € (eRe)™! saglanir.

Ispat: (i) Her x € comm(a) olsun. Bu durumda erea = exa = eaxr = ax ve
aere = are = zrae = za saglanir. a € (eRe)™! oldugundan e — exea € U(eRe)
dir. Buradan b(e — exea) = e = (e — exea)b olacak gekilde b € R mevcut olup
b(1 — za) = e = (1 — za)b elde edilir. Boylece
(1 + zab)(1 — za) =1 — za + xab — xabza

=1—za+ za(b— bra)

=1—xa+ zae

=1

= (1 — za)(1 + zab)
olup 1 — za € U(R) elde edilir ve a € R™! olur.
(ii) @ € R™! oldugundan her & € comm(a) icin ¢(1 — xa) = 1 = (1 — za)c olacak

sekilde ¢ € R mevcuttur. Boylece (e — za)ece = e(l — za)ce = e = ec(l — za)e =
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ece(e — za) olup e — za € U(eRe) elde edilir.
(iii) a € (eRe) N R™! olsun. Bu durumda a = eae € eR™!e saglanir.
(iv) d € R™™" olmak iizere a = ede olsun. Hipotezden ed = de saglamir. Ayrica z €
eRe olmak tizere x € comm(a) i¢in xd = red = xede = xa = ax = edex = dex = dx
elde edilir. d € R™! oldugundan ¢(1 — zd) = 1 = (1 — zd)c olacak sekilde ¢ € R
mevcuttur. Buradan
ece(e — xa) = ece(e — xede)

= ece(e — xd)

= ec(e — zd)

=ec(l — xzd)e

=e

= (e — za)ece

olup e — za € U(eRe) elde edilir ve a € (eRe)™! saglanir.

Asagidaki ornekte goriildiigii gibi Lemma 4.2.6 daki her r € R icin er = re olma

sart1 kaldirilamaz.

. 10 , ,
Ornek 4.2.7. R = My(Zy) vee = olsun. Bu durumda eR™'e ¢ (eRe)™!
0 0
dir (Ying ve Chen 2012).
ispat:
, 00 0 1 0 0 11
anll - { Y Y Y }7
0 0 0 0 10 11
0 0 10 , 00
eRe = { : } ve (eRe)™! = { } elde edilir. Boylece
00 00 00
10 : 10 A , .
€ eRM™ile olup ¢ (eRe)™! oldugundan eR™'e ¢ (eRe)™ bu-
0 0 0 0
lunur.

Onerme 4.2.8. R bir halka olsun. Eger R yar1 kutuplu ise o zaman her 2 = e € R

i¢cin eRe halkas1 da yar1 kutupludur (Ying ve Chen 2012).

ispat: R yar1 kutuplu olsun. Bu durumda her a € eRe i¢gin a +p = u € U(R),

ap € R™! olacak sekilde p? = p € comm?(a) meveuttur. e € comm(a) oldugundan
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ep = pe saglamir. Boylece (epe)? = epeepe = epepe = epe ve eu = e(a + p) =
(a + p)e = ue elde edilir. Buradan a + epe = e(a + p)e = eue € U(eRe) bulunur.
r € eRe olmak iizere x € comm(a) olsun. Bu durumda p € comm?(a) oldugundan
repe = xp = pr = epexr olup epe € comm?(a) dir. Son olarak aepe = ap €
eRe N R™! olup Lemma 4.2.6 geregince a(epe) € (eRe)?! bulunur ve eRe halkasi

yar1 kutuplu olur.

Teorem 4.2.9. R bir halka olsun. Eger a € R kuvvetli 7-diizenli ise o zaman a

yart kutupludur (Cui ve Chen 2012a).

ispat: a kuvvetli mw-diizenli olsun. Teorem 3.1.28 geregince a = p + u, pu = up
ve (ap)® = 0 olacak sekilde p*> = p € comm?*(a), u € U(R) ve n € ZT vardr.
Bu durumda —a +p = —u € U(R) ve —ap € R" C R™! oldugundan —a yar

kutupludur. Sonug 4.1.15 geregince a yar1 kutuplu olur.
Sonuc 4.2.10. Her kuvvetli 7-diizenli halka yar1 kutupludur (Ying ve Chen 2012).

Teorem 4.2.11. R bir halka olsun. Eger a € R yar1 kutuplu ise o zaman a kuvvetli

temizdir (Cui ve Chen 2012a).

Ispat: a yar kutuplu olsun. Sonug¢ 4.1.15 geregince —a yari kutuplu olur. Bu
durumda —a +p = u € U(R), —ap € R™ olacak sekilde p*> = p € comm?(—a)

mevcuttur. Buradan a = p 4 (—u) ve up = pu oldugundan a kuvvetli temiz olur.
Sonuc 4.2.12. Her yar1 kutuplu halka kuvvetli temizdir.

Onerme 4.2.13. Bir R halkasi i¢in agagidaki ifadeler denktir.
(1) R yan kutupludur ve egkare elemanlar1 sadece 0 ve 1 dir.
(2) R yerel halkadur.

(3) R kuvvetli temizdir ve eskare elemanlar: sadece 0 ve 1 dir (Cui ve Chen 2012a).

Ispat: (2) = (1) R bir yerel halka olsun. Bu durumda a € R icin a € U(R) ya da
a € J(R) dir. a € U(R) olsun. Bu durumda p = 0 spektral egkare elemaniyla a yar
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kutuplu olur. a € J(R) olursa p = 1 spektral egkare elemaniyla yari kutuplu olur ve
ispat tamamlanir.

(1) = (3) Agiktar.

(3) = (2) Eskare elemanlarin sadece 0 ve 1 oldugu halkalarda kuvvetli temiz ve
temiz olma Ozellikleri denktir. a € R, e € {0,1} i¢in a = e + u ve u € U(R) olsun.
Eger a ¢ U(R) ise e = 1 olur ve buradan 1 — a € U(R) bulunur. Boylece R yerel
halkadir.

Onerme 4.2.14. R bir yar kutuplu halka ve R = J(R) olsun. Bu durumda R
nin kuvvetli 7-diizenli olmasi igin gerek ve yeter sart R = R olmasidir (Cui ve

Chen 2012a).

Ispat: R kuvvetli 7-diizenli olsun. Bu durumda her a € .J (R) i¢in a™ = a™*'b
olacak sekilde m pozitif tamsayis1 ve b € R mevcuttur. a™(1 —ab) = 0 ve 1 —
ab € U(R) oldugundan a™ = 0 olur. Boylece J(R) = R C R™! saglanir. Her
zaman R™ C R™! oldugundan R™ = R elde edilir. Karsit olarak R™ = Rl
olsun. 7 € R ve —r nin spektral eskare elemani olarak p € R alinsin. Bu durumda
—r+p=u¢€ U(R) ve rp € R™ = J(R) saglanir. v = —u ve 1 — p = e alinirsa
r = p+wv ve J(R) nil oldugundan bazi n pozitif tamsayilar: i¢in "p = 0 elde edilir.
Buradan r" = r"(1 —p) = (p+v)"(1 — p) = v"e = ev™ olacak sekilde v € U(R) ve

e = e € R vardir. Onerme 3.1.29 geregince r kuvvetli r-diizenlidir.

Halkalar degismeli olsa bile yar1 kutuplu halkalar kuvvetli m-diizenli ve kuvvetli

temiz halkalardan farklhdir.

Ornek 4.2.15. S bir halka olmak lizere,
SQ,Zy) ={(q1,--,qn,a,a,...) :n>1,¢ € Q,a € Zx)} halkast kuvvetli temizdir
fakat yar1 kutuplu degildir (Ying ve Chen 2012).

Ispat: R = S[Q, Z2)] bilegensel toplama ve ¢arpma iglemleri ile birimli ve degigmeli
bir halkadir. Ayrica Z) nin yerel halka oldugu agiktir. = (¢1,...,¢n,a,0a,...) € R
alimsin. (e1,...,en,6e,6,...)% = (€1,...,en,6,6,...) ve (Ur,...,Up,u,u,...) € U(R)
olacak gekilde x = (ey,...,en,e,6,...) + (ug,. .., Uy, u,u,...) seklinde yazilabildigi

gosterilecektir.
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a € U(Z(g)) ve ¢; # 0 olsun. Bu durumda e¢; = 0, u; = ¢;, ¢ = 0 ve u = a alinirsa x
kuvvetli temiz olur.

a € U(Z)) ve ¢; = 0 olsun. Bu durumda e; = 1, u; = —1, e = 0 ve u = @ alnirsa
kuvvetli temiz olur.

a ¢ U(Z)) ve ¢ # 0 olsun. Bu durumda e; = 0, u; = ¢;, e = 1 ve u = a — 1 alirsa
x kuvvetli temiz olur.

a ¢ U(Zep)y) ve ¢; = 0 olsun. Bu durumda e¢; =1, u; = =1, e = 1veu = a —1
alimirsa « kuvvetli temiz olur. Boylece R kuvvetli temizdir.

R yar kutuplu olsun. J(R) = R™! ve R degismeli oldugundan R"! = R = ()
bulunur ve Onerme 4.2.14 geregince R kuvvetli n-diizenli olur. Fakat (2,2,...) € R

nin kuvvetli 7-diizenli olmamasiyla gelisilir. Dolayisiyla R yar1 kutuplu degildir.

Ornek 4.2.16. Zp) lokalizasyon halkasi yar1 kutupludur fakat kuvvetli 7-diizenli
degildir (Cui ve Chen 2012a).

Ispat: R = Zpy yerel halka oldugundan Onerme 4.2.13 geregince yar1 kutupludur.
J(R) = R™! fakat R" # R oldugundan Onerme 4.2.14 geregince kuvvetli -

diizenli degildir.

Tanim 4.2.17. R bir halka ve gVr R — R ikili modiil olsun. R nin V ile olan
ideal-genislemesi (ideal-extension) I(R;V) ile gosterilir. I(R;V) = R & V kiimesi
bilegensel toplama iglemi ile abel gruptur ve (r,v)(s,w) = (rs, rw+wvs+vw) seklinde

tanimh ¢arpma iglemi ile birimi (1,0) olan bir halkadir (Cui ve Chen 2012a).

Uyar1 4.2.18. Bir R halkasimin I(R;V’) ideal geniglemesi verilsin. Buradan
(R,0) = {(r,0) : r € R} ve (0,V) = {(0,v) : v € V} dir. Bu durumda (R,0)
kiimesi R nin bir alt halkasidir ve (R, 0) = R dir. Ayrica (0, V) kiimesi /(R; V) nin
bir ideali olup (0,V) =V ve I(R;V)/(0,V) = R dir.

Uyar1 4.2.19. S = I(R;V) i¢in agagidakiler denktir.
(1) (0,V) C J(S) dir.

(2) Eger u e U(R) ve v € V ise (u,v) € U(S) dir.
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(3) Eger v € V ise v + w 4+ vw = 0 olacak gekilde w € V mevcuttur.

Lemma 4.2.20. Eger agsagidaki sartlar saglanirsa S = I(R; V) ideal geniglemesi
yar1t kutupludur.

(1) R yar1 kutupludur.
(2) Eger €2 = ¢ € R ise o zaman her v € V igin ev = ve saglanir.
(3) Eger v € V ise o zaman baz1 w € V i¢in v + w + vw = 0 saglanir.

Ayrica S abel yar1 kutuplu ve V sifirdan farkli egkare eleman igermiyor ise yukaridaki

sartlar saglanir (Cui ve Chen 2012a).

Ispat: s = (r,v) € S olsun. Eger r € U(R) ise s = (r,0)(1,7v) ve (0,V) C J(S)
oldugundan (1,7 'v) = (1,0) + (0,7 'v) € U(S) olup s € U(S) dir. (1) den r yan
kutuplu oldugundan e? = e € comm?(r), r + e € U(R) ve er € R olacak sekilde
spektral egkare eleman mevcuttur. p = (e,0) olsun. Bu durumda p?> = p € S ve
r+e € U(R) oldugundan p + s = (e + r,v) € U(S) elde edilir. Eger s’ = (r',0') €
comm(s) ise r' € comm(r) dir. e € comm?(r) oldugundan er’ = r’e ve (2) den
ps' = (er',ev’) = (r'e,v'e) = s'p saglanir. Boylece p € comm?(s) elde edilir. Son
olarak her t = (a,w) € comm(ps) i¢in a € comm(er) olur. er € R™ oldugundan
1+ (er)a € U(R) dir. Boylece (1,0) + (ps)t € U(S) oldugundan ps € S bulunur
ve S halkasi yar1 kutuplu olur.

Kargit olarak S abel yar1 kutuplu halka olsun ve V sifirdan farkli egkare eleman
icermesin. Eger ¢ = e € R ise (e,0) € S de egkare eleman olur. S abel oldugundan
her v € V i¢in (e,0)(0,v) = (0,v)(e, 0) olur ve (2) saglanir.

(1) ve (3) iin saglandigim gostermek igin ilk iddia (e, x)? = (e, z) ise €2 = e ve z = 0
oldugudur. (e, r)? = (e, z) olsun. Bu durumda e = e ve (2) den x = 2ex + 2 olur.
Bu esitlik e ile carpilirsa ex + ex? = 0 ve x ile carpilirsa 22 = 2ex? + 23 elde edilir.
Bu ii¢ esitlikten z = 23 olup 2% € V egkare eleman olur. Hipotezden x? = 0 dir.
Boylece © = 2ex yani (1 — 2e)x = 0 bulunur. 1 —2e € U(R) oldugundan x = 0 olur
ve iddia ispatlanir.

a € R olsun. Bu durumda k = (a,0) € S olur. €? = e olmak iizere p?> = p = (e,0) €
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S, k nm spektral egkare elemani olsun. k& 4+ p = (a +¢,0) € U(S) oldugundan
a+e € U(R) elde edilir. Her ¢’ € comm(a) i¢in (a/,0) € comm(k) olur. p €
comm?(k) oldugundan p(a’,0) = (a’,0)p bulunur ve ea’ = d’e saglandigindan e €
comm?(a) elde edilir. ae € RI™! oldugunu gostermek icin b € comm(ae) almirsa
(b,0) € comm(kp) olur. kp = (ae,0) € S oldugundan 1 + (ae)b € U(R) bulunur
ve a elemani e spektral egkare elemaniyla yar1 kutuplu olur.

Son olarak (3) iin saglandigi gosterilsin. v € V, (0,v) € S olsun. S yar1 kutuplu
oldugundan ¢ + (0,v) = (f,v) olacak sekilde ¢*> = q = (f,0) € S spektral egkare
elemani mevcuttur. Bu durumda f% = f € U(R) oldugundan f =1 ve bazi w € V
i¢in (1,v)~' = (1, w) bulunur. Boylece (3) elde edilir.

Teorem 4.2.21. Bir abel R halkas: icin agagidaki ifadeler denktir.
(1) R yar kutupludur.
(2) Her n > 1 igin R[z]|/(z™) yar1 kutupludur.
(3) Baz1n > 2 i¢in R[z]/(z") yar1 kutupludur.
(4) R][z]] yar1 kutupludur.

(5) Her n > 1i¢in R,, = {(ai;) € T,(R)|a11 = ... = apy,} yar1 kutupludur (Cui ve
Chen 2012a).

Ispat: (1) < (4) z tarafindan iiretilen ideal (z) olmak iizere R[[z]] = I(R; (x)) dir.
I(R; (x)) yart kutuplu olsun. (z) C J(R[[z]]) sifirdan farkli egkare eleman igermez.
Ayrica (e,z) € I(R;(x)) ise €2 = ¢ ve x = 0 olup R abel oldugundan I(R;(z))
abeldir. Bu durumda Onerme 4.2.20 den R yar1 kutuplu olur.

Karsit olarak R yari kutuplu olsun. Bu durumda Onerme 4.2.20 de (1) saglanr.
(x) € J(R][[z]]) olup (3) ve R abel oldugundan (2) saglanir. Boylece I(R;(x)) yar1
kutuplu olur.

(1) & (5) V = {(ai) € To(R)|a11 = ... = apy, = 0} olsun. Bu durumda R, =
I(R;V) olur. R yar kutuplu olsun. Bu durumda Onerme 4.2.20 de (1) saglanir.
R, halkasinin eskare elemanlar1 kogsegensel matrislerdir. Ayrica R abel oldugundan

¢? = e € R ise her (a;) € V i¢in e(a;;) = (ai;)e olup Onerme 4.2.20 de (2) de

36



saglanir. Son olarak V' C J(R,) = {(ai;) € Th(R)|la1n = ... = an, € J(R)}
oldugundan Onerme 4.2.20 de (3) saglanir ve I(R; V) yar1 kutuplu olur.

Kargit olarak I(R; V) = R, yar1 kutuplu olsun. R abel oldugundan I(R; V') abeldir
ve V halkasinin tiim elemanlar iistel sifir oldugundan sifirdan farkh eskare elemani

yoktur. Dolayisiyla Onerme 4.2.20 den R yar1 kutuplu olur.

n—1 n—1
(1) = (2) n > 1igin S = R[z]/(z") ve e = > e;x* € S olsun. > e;x’ iistel sifir
i=0 i=0

oldugundan e € U(S) olmasi igin gerek ve yet;r sart ey € U(R) olmasidir. R abel
n—1

= > bjal € S olsun.
j=0

oldugundan eger e egkare eleman ise e = ¢ seklindedir. h(x)

by € R nin spektral eskare elemani p olsun. ril bja? = xh'(x) olsun. Bu durumda
p+h(x) =p+by+ah/(x) ve by +p € U(R) ojltﬁlgundan p+h(z) € U(S) olur. Son
olarak y € comm(h(z)p) olsun. Bu durumda y € comm(byp) olur ve bgp € RI""
oldugundan 1—ybgp € U(R) bulunur. Boylece 1—yh(x)p € U(S) olup h(z)p € R
elde edilir. Sonug olarak h(x), p spektral egkare eleman ile yar1 kutuplu olur.

(2) = (3) Agktir.

(3) = (1) Ispat (1) = (2) deki ispata benzer olarak yapilabilir. a € R olsun.
Bu durumda a, R[z]/(2") halkasmim eleman olarak goriilebilir. Ciinkid f : R —
R[x]/(z"), f(a) = a + (2™) ile tamimli doniigiim birebir halka homomorfizmasidir.
R[z]/(x™) yar1 kutuplu oldugundan a + p € U(R[z]/(2")) ve ap € (R[z]/(x™))?!
olacak sekilde p* = p € comm?(a) spektral egkare elemam vardir. Bu durumda
a+p € U(R) ve ap € R olup a elemam p spektral eskare elemani ile yar1 kutuplu

olur.

Tanim 4.2.22. R bir halka ve M bir (R, R) ikili modiil olmak {izere R nin M ile
olan agikar genislemesi (trivial extension) olan T'(R, M) = R® M bilesensel toplama

iglemi ve (r1,mq)(r2, ma) = (1172, 71ma + myry) seklinde tanimlanan garpma iglemi

rom
ile bir halkadir. Bu halka » € R ve m € M olmak tizere seklindeki

0 r
matrislerden olugan halkaya izomorftur (Cui ve Chen 2012a).

Uyar1 4.2.23. S sonlu bir halka ve n pozitif bir tamsay1 olsun. Sonlu halkalar
mitkemmel ve miitkemmel halkalar kuvvetli m-diizenli oldugundan R = T,(S) ve

T(R, R) halkalar1 Sonug 4.2.10 geregince yar1 kutupludur (Cui ve Chen 2012a).
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Ornek 4.2.24. Eger R abel yar1 kutuplu bir halka ise o zaman kuvvet serileri
halkasi olan R[[z]] yar1 kutupludur. Fakat R[[z]] in alt halkasi olan R|x] halkas: yar1
kutuplu degildir (Cui ve Chen 2012a).

Ispat: Teorem 4.2.21 den R[[z]] in yar1 kutuplu oldugu agiktir. z € R[z] icin
x kuvvetli temiz olmadigindan R[z]| kuvvetli temiz degildir. Dolayisiyla R[x] yar

kutuplu degildir.

4.3 Ustel Yan Kutuplu Halkalar

Bu boliimde iistel yar1 kutuplu halka tanimi verilecek ve My(R) nin hangi sartlar

altinla tistel yar1 kutuplu oldugu arastirilacaktir.

Tanim 4.3.1. R bir halka ve a € R olsun. Eger a + p € R olacak sekilde
p? = p € comm?(a) varsa a ya tstel yarr kutuplu (nil quasipolar) denir. Bu sartlari
saglayan p ye a nn dstel spektral eskare (nil spectral idempotent) elemant denir.
Eger R nin tiim elemanlar: iistel yar1 kutuplu ise R ye dstel yart kutuplu halka

(nil-quasipolar ring) denir (Gurgiin vd. 2014).
Ornek 4.3.2. R bir halka olsun. Asagidakiler saglanir.

(1) Her a € R™ iistel yar1 kutupludur.

(2) a € R nin istel yar1 kutuplu olmasi igin gerek ve yeter sart —1 — a € R nin

iistel yar1 kutuplu olmasidir.

(3) u € U(R) nin iistel yar1 kutuplu olmas icin gerek ve yeter sart u + 1 € R™
olmasidir (Giirgiin vd. 2014).

ispat:
(1) Her a € R™ p = 0 iistel spektral eskare eleman ile iistel yar1 kutupludur.

(2) a+p e R ve p?> = p € comm?(a) olmas icin gerek ve yeter sart (—1 — a) +
(1-p)e R ve (1—p)2=1—pe€ comm?(—1— a) olmasidir.
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(3) u iistel yar1 kutuplu olsun. Bu durumda u +p = b € R" olacak sekilde
p? = p € comm?(u) vardir. Bu durumda p = b — u € U(R) olur. Buradan
p = 1 elde edilir ve u + 1 € R™ bulunur. Karsit olarak u + 1 € R™! ise u nun

iistel yar1 kutuplu oldugu agiktir. Ayrica u € —1 + R™ C U(R) dir.

Sonuc 4.3.3. Eger R iistel yar1 kutuplu bir halka ise o zaman 2 iistel sifirdir ve

2 € J(R) dir (Giirgiin vd. 2014).
Ispat: 1 € U(R) oldugundan Ornek 4.3.2 den 2 € R™ dir.

Tanim 4.3.4. R bir halka ve a € R olsun. Eger a — e € R™ ve ae = ea
olacak sekilde e? = e € R mevcut ise a ya kuvvetli tstel temiz (strongly nil clean)

eleman denir. R nin tiim elemanlar1 kuvvetli iistel temiz ise R ye kuvvetls ustel temiz

(strongly nil-clean) halka denir (Diesl 2006).

Teorem 4.3.5. R bir halka olsun. R nin iistel yar1 kutuplu olmasi icin gerek ve

yeter gart kuvvetli iistel temiz olmasidir (Giirgiin vd. 2014).

Ispat: R iistel yarl kutuplu olsun. O zaman a € R icin a + p € R™ olacak
sekilde p?> = p € comm?(a) vardir. Sonug 4.3.3 den 2 € R™ dir. Bu durumda
a+p—2p=a—p e R dir. Boylece a kuvvetli iistel temiz olup R kuvvetli
ustel temizdir. Karsit olarak R kuvvetli tistel temiz ve a € R olsun. Bu durumda
a — e € R™ olacak sekilde €? = e € comm(a) mevcuttur. Ayrica p?> = p € R icin
2—pe R olup2—p—1=1—pec U(R) oldugundan p = 0 dir. Buradan 2 € R
bulunur. Boylece a — e+ 2e = a+e € R™ olur. e € comm?(a) oldugunu gostermek
i¢in € comm(a) olsun. a — e = b € R" oldugundan (a —€)(1 —e) € R™! dir. O
zaman (a(1 — e))¥ = a*(1 — e) = 0 olacak sekilde k pozitif tamsayis1 vardir. Ayrica
ae =ea = e(b+1) = (b+ 1)e ve boylece ae(b+1)"! = (b+1)"'ea = e dir. Buradan
er —eve = ex(l—e) = efx(l—e) = (b+1)Feabz(1—e) = (b+ 1) Fexa®(1—e) =0
olup ex = exe elde edilir. Benzer sekilde ze = exe oldugu da gosterilebilir. Sonug

olarak e € comm?(a) bulunur.

Teorem 4.3.5 de gosterildigi gibi iistel yar1 kutuplu halkalar ile kuvvetli iistel temiz

halkalar denktir. Fakat agagidaki ornekte goriildiigi gibi kuvvetli tistel temiz eleman

39



ustel yar1 kutuplu olmak zorunda degildir. Benzer sekilde tistel yar1 kutuplu olup

kuvvetli tistel temiz olmayan elemanlar da mevcuttur.

Ornek 4.3.6. R =Z;olsun. 2+ 1 =0 € R" olup 2 € R iistel yar1 kutupludur.
Fakat kuvvetli iistel temiz degildir. Ayrica 1 —1 =0 € R™ olup 1 € R kuvvetli

iistel temizdir. Fakat tistel yar1 kutuplu degildir.

Sonuc 4.3.7. R bir halka ve 2 € R" olsun. Bu durumda a € R nin iistel yar

kutuplu olmasi igin gerek ve yeter sart @ min kuvvetli iistel temiz olmasidir (Giirgiin

vd. 2014).
ispat: Teorem 4.3.5 den ispat agiktir.

Onerme 4.3.8. R bir halka ve a € R olsun. Eger a tistel yar1 kutuplu ise o zaman

a yar1 kutupludur (Giirgiin vd. 2014).

Ispat: a € R iistel yar1 kutuplu olsun. Bu durumda a +p = b € R™ olacak sekilde
p? = p € comm?(a) meveuttur. a+(1—p) =b—2p+1olupb € R" ve (2p—1)? =1
oldugundan b—2p+1 € U(R) dir. Ayrica p? = p € comm?(a) oldugundan (1—p)? =
1—p € comm?(a) dir. Son olarak a(1—p) = (a+p)(1—p) =b(1—p) € R™ C R

dir. Boylece a eleman1 1 — p spektral eskare elemani ile yar1 kutupludur.

Sonuc 4.3.9. Her iistel yar1 kutuplu halka yar1 kutupludur (Giirgiin vd. 2014).

Onerme 4.3.10. R bir halka olsun. a € R iistel yar1 kutuplu olmak iizere a®

seklinde tanimh bir tek tistel spektral egkare elemana sahiptir (Giirgtin vd. 2014).

Ispat: a nm iistel spektral eskare elemanlari p, ¢ € R olsun. O zaman Onerme 4.3.8
den 1 — p ve 1 — q elemanlar1 @ nin spektral eskareleridir. Onerme 4.1.4 geregince

1—p=1—¢q olup p = ¢ bulunur.

Onerme 4.3.11. R bir halka ve a € R olsun. Eger a tistel yar1 kutuplu ise a
kuvvetli m-diizenlidir (Giirgiin vd. 2014).
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ispat: a € R iistel yar1 kutuplu olsun. Bu durumda a + p = b € R™! olacak sekilde
p? = p € comm?(a) meveuttur. a+(1—p) =b—2p+1olupb e R" ve (2p—1)2 =1
oldugundan b—2p+1 € U(R) dir. Ayrica p? = p € comm?(a) oldugundan (1—p)? =
1 —p € comm?(a) dir. Son olarak a(1 — p) = (a + p)(1 — p) = b(1 — p) € R" olup

Tanim 3.1.13 den a kuvvetli r-diizenlidir.

Ornek 4.3.12 de goriildiigii gibi Onerme 4.3.11 in karsit: her zaman dogru degildir.

Ornek 4.3.12. R = Zz olsun. 1+0=1¢€ U(R) ve1-0 =0 € R oldugundan
1 € R kuvvetli m-diizenlidir. Fakat iistel yar1 kutuplu degildir.

Sonuc 4.3.13. R bir halka olsun. Eger R tstel yar1 kutuplu ise o zaman R kuvvetli

m-dizenlidir.

Tanim 4.3.14. a,b € R i¢in aR + bR = R olsun. Eger a + by € U(R) olacak
sekilde z,y € R varsa R halkasina durgun aralige bir olan (stable range one) halka

denir.

Ornek 4.3.15. (1) R = Z;3 olsun. R yerel oldugundan yan kutupludur. Fakat
2 € U(R) oldugundan Sonug 4.3.3 den R iistel yar1 kutuplu degildir.

(2) R = Z3) halkas: yerel oldugundan yari kutupludur. Fakat J(R) = 2R olup iistel
olmadigindan kuvvetli m-diizenli degil, dolayisiyla Sonug 4.3.13 geregince tstel yari

kutuplu degildir.

4.3.1 Ustel yar1 kutuplu matris halkalari

Onerme 4.3.16. R bir degismeli yerel halka ve E € M, (R) olsun. Bu durumda

E? = E olmas icin gerek ve yeter sart £ = 0 yada E = I, ya da yz = x — 22 sarti

x
saglayan x,y, 2z € R i¢in F = Y seklinde olmasidir (Cui ve Chen 2011).

z 1—=x

. a b
Ispat: F = ve F? = E olsun. Boylece

c d
be = a — a?
bla+d—1)=0
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cla+d—-1)=0

be =d — d?
esitlikleri elde edilir. Buradan a — a® = d — d? olup (a — d)(a + d — 1) = 0 bulunur.
Son esitlikte biitiin durumlar incelenirse,
1.Durum: a+d—1 € U(R) olsun. Bu durumda b = 0, ¢ = 0 ve a = d bulunur.
Buradan a = a? elde edilir. R yerel halka oldugundan eskare elemanlar1 0 ve 1 dir.
Boylece £ =0 ya da E = I olarak bulunur.
2.Durum: a+d—1 € J(R) olsun. Eger a—d € J(R) ise —4bc+1 =4(a*>—a)+1 =
((a—d)+(a+d—1))? € J(R) olur. Buradan bc € U(R) dir. Ayrica be(a+d—1)* =0

a

b
oldugundan a +d — 1 = 0 bulunur. Bu durumda E = seklindedir ve
c 1—a

be = a —a? dir. Eger a —d € U(R) ise a+d — 1 = 0 elde edilir. Benzer gekilde
a b

E = olup bc = a — a? dir.
c 1—a

Tamim 4.3.17. R bir halka ve A, B € M,(R) olsun. Eger baz1 V' € U(M,(R))

icin A = V1BV oluyorsa A ile B benzerdir (similar) denir ve A ~ B ile gosterilir.

Lemma 4.3.18. R bir halka, a € R ve u € U(R) olsun. Bu durumda a nin iistel
yar1 kutuplu olmasi icin gerek ve yeter sart 4~ *au nun iistel yar1 kutuplu olmasidir

(Giirgiin vd. 2014).

lau nin da iistel yar1 kutuplu

Ispat: Eger a iistel yar1 kutuplu ise o zaman u~
oldugunu gostermek yeterlidir. a iistel yar1 kutuplu olsun. O zaman a+e = b € R™
olacak sekilde e? = 2 € comm?(a) vardir. p = u'eu olsun. Bu durumda p? = p € R
dir. b € R™ oldugundan b* = 0 olacak sekilde t € N vardir. Buradan (u~'bu)! =
u 'y = 0 olup (v tau) + (v teu) = v lou € R™ dir. =z € comm(utau) icin

2 = e € comm?(a)

r(utau) = (v tau)z ve boylece (uzu=')a = a(uzu™?t) dir. e
oldugundan e(uru=') = (uru=')e elde edilir. Boylece pr = zp olup p € comm?(a)
olur. Sonug olarak w 'au elemami p iistel spektral eskare elemam ile iistel yari

kutuplu bulunur.

Lemma 4.3.19. R bir halka olsun. Bu durumda A € U(M,(R)) nin tstel yari

kutuplu olmas i¢in gerek ve yeter sart A + Iy € (My(R))™ olmasidir (Giirgiin vd.

2014).
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Ispat: A € U(M,(R)) ve A iistel yar kutuplu olsun. Bu durumda AN = I, olup
A+ I € (My(R))™ dir. Karsit olarak A + Iy € (My(R))™ olsun. Bu durumda A
tistel yar1 kutupludur ve A € —1I5 + (My(R))™" C U(My(R)) olur.

Onerme 4.3.20. R degigmeli yerel bir halka ve A ¢ (My(R))™" olacak sekilde
A € Ms(R) olsun. Eger det(A), tr(A) € J(R) ise o zaman A iistel yar1 kutuplu
degildir (Giirgiin vd. 2014).

Ispat: A iistel yar1 kutuplu olsun. Bu durumda Ornek 4.3.2(2) geregince —A — I

tistel yar1 kutupludur. det(—A — ) = 1 + det(A) + tr(A) € U(R) oldugundan

Lemma 4.3.19 geregince (—A — L)+ I, = —A € (My(R))™" dir. Bu ise bir geligkidir.
j 0

Lemma 4.3.21. R degigmeli yerel bir halka olsun. Bu durumda A = nin
0 u

iistel yar1 kutuplu olmasi icin gerek ve yeter sart agagidakilerden birinin saglanmasidir.
(1) A e (My(R))" dir.
(2) A+ I, € (My(R))™ dir.
(3) u€ -1+ R" ve j € R™ dir.
(4) j € =1+ R ve v € R™ dir (Giirgiin vd. 2014).

Ispat: A iistel yar kutuplu olsun. O zaman A + E = W € (My(R))™ olacak
sekilde E* = E € comm?(A) vardir. Eger E = 0 ise (1) saglanir. Eger F = I,
ise (2) saglanir. E # 0 ve E # I olsun. Bu durumda Onerme 4.3.16 geregince

a
bc = a — a? sartim saglayan a,b,c € R icin E = seklindedir. F =
c 1l—a

€ comm(A) oldugundan FF = FFE olup b = ¢ = 0 bulunur. Buradan

00 10 0 0
E = veya E = dir. Eger £ = ise A+ E =W €

: A : 10
(My(R))™ oldugundan v € —1 + R™ ve j € R dir. Eger E = ise
0 0

A+ E =W € (My(R))™ oldugundan j € —1 + R"™ ve u € R" dir. Karsit
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olarak eger A € (My(R))"™ ya da A+ I, € (My(R))™! ise A iistel yar1 kutupludur.

A . 0 0
u=-14+we —-1+R"veje R ve E= € Ms(R) olsun. Bu durumda
0 1
Jj 0 _— y a b
F*=Fve A+ E = € (My(R))™ dir. Eger B = € comm(A)
0 w c d
ise b =c =0 olup EB = BE elde edilir. Boylece E € comm?(A) olup A iistel yar
4 . 10
kutuplu olur. Simdi j = -1 +w' € =1+ R" ve u € R™ olsun. F = €
0 0

w0 ,
M,(R) almsm. Bu durumda E? = E ve A+ F = € (My(R))™" dir. Son

a b
olarak B = € comm(A) olsun. Bu durumda b = ¢ = 0 olup EB = BE

c d
elde edilir. Boylece E € comm?(A) olup A tistel yar1 kutuplu olur.

Onerme 4.3.22. R degismeli yerel bir halka olsun. Bu durumda asagidakiler denk-
tir.

(1) J(R) tsteldir.

(2) R kuvvetli m-diizenlidir.

(3) Her n > 1 igin M, (R) kuvvetli w-diizenlidir (Borooah vd. 2008).

Lemma 4.3.23. R yerel halka ve A € M,(R) olsun. Bu durumda A nin agikar

olmayan kuvvetli temiz olmasi igin gerek ve yeter sart ji, jo € J(R) olmak tizere
1+41 O
A~ olmasidir (Yang ve Zhou 2008).
0 J2
Tanim 4.3.24. R bir halka ve A € M,(R) olsun. Eger A ¢ U(My(R)) ise A ya
tekil (singular) eleman denir (Chen 2010).

Tanmim 4.3.25. R bir halka ve A € My(R) tekil olsun. Bu durumda eger I, — A ¢
U(My(R)) ise A ya katkisiz tekil (purely singular) eleman denir (Chen 2010).

Onerme 4.3.26. R degismeli yerel bir halka olsun. Bu durumda asagidakiler
denktir.
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(1) Ms(R) nin her katkisiz tekil elemamn tistel yar1 kutupludur.
(2) J(R) iisteldir.

. 0
Ispat: (1) = (2) j € J(R) olsun. Bu durumda A = / € Ms(R) katkisiz
01

tekildir. Hipotezden A + E = W € (My(R))™ olacak sekilde E? = E € comm?(A)

vardir.  Onerme 4.3.16 geregince bc = a — a® sartim saglayan a,b,c € R icin
a b 10

E = seklindedir. F = € comm(A) oldugundan EF = FFE
c 1—a 0 0

olup b = ¢ = 0 bulunur. Buradan F = seklindedir. Bu durumda

0 1—-a
j+a O . y , ..
A+ E = € (M2(R))™ oldugundan j +a,2 —a € R™ dir. Ayrica
0 2—-a

a’ = a oldugundan a = 0 ya da @ = 1 dir. Eger a = 1 ise 1 € R™ olur ve bu bir

celigkidir. Bu nedenle a = 0 dir. Béylece j € R™ olup J(R) iisteldir.
(2) = (1) Onerme 4.3.22 geregince My(R) kuvvetli m-diizenlidir. Béylece Ma(R)
kuvvetli temizdir. A € My(R) katkisiz tekil olsun. Lemma 4.3.23 geregince j1, jo €

14+751 0 10 b 0
J(R) olmak tizere A ~ n dir. Boylece P~1AP = + I
0 J2 0 0 0 72
: 10 i 0
olacak sekilde P € U(M,(R)) vardir. Buradan A = P pP~l+pP P!
0 0 0 J2
0 A
elde edilir. J(R) iistel oldugundan P n Pl € (My(R))™ olur ve A iistel
0 J2

yar1 kutuplu olur.
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5. MATRIS HALKALARINDA YARI KUTUPLULUK

5.1 M,(R) Halkasinda Yar:1 Kutupluluk

Onerme 5.1.1. R bir halka, n > 1 olmak iizere A € M,(R) ve V € U(M,(R))
olsun. Bu durumda A nin yari kutuplu olmasi icin gerek ve yeter sart V1AV nin

yar1 kutuplu olmasidir (Cui ve Chen 2011).

Ispat: T = M, (R) ile gosterilsin. A € T olmak tlizere F € T, A nin spektral
egkare elemam olsun. P = V!'EV alimirsa P2 = P saglanr. A+ E € U(T)
oldugundan V7'AV + P € U(T) olur. B € comm(V~'AV) almsin. Buradan
VBV ™! € comm(A) elde edilir. E € comm?(A) oldugundan

E(VBV™Y = (VBV Y)E & B(V'EV) = (V'EV)B < BP = PB

olur ve boylece P € comm?(V~1AV) elde edilir. Ayricaher Y € comm(V 1AV P) =
comm(VTAEV) igin

Y(VIAEV) = (V'AEV)Y & (VYV YAE = AE(VYV ™)

vani (VYV™) € comm(AE) olur. AE € T%™! oldugundan I, + AE(VYV™!) €
U(T) ve buradan I,+V'AE(VYV YV = [,+(VTAEV)Y = I,+(V'AVP)Y €
U(T) saglanir. Boylece (VTIAV)P € T elde edilir ve V"!AV € T yan kutuplu

olur.

Uyar1 5.1.2. Onerme 5.1.1 de ispat edildigi gibi £ nin, A nmin spektral egkare
eleman1 olmasi icin gerek ve yeter sart V'EV nin, V"'AV nin spektral egkare

elemani olmasidir (Cui ve Chen 2011).

Lemma 5.1.3. R bir yerel halka olsun. R/J(R) = Z, olmas i¢in gerek ve yeter
sart her u,v € U(R) igin u + v # 1 olmasidir (Chen vd. 2006).

Ispat: R/J(R) = Z; ve u+ v = 1 olacak sekilde u,v € U(R) olsun. Bu durumda
f: R/J(R) — Zy olacak sekilde bir f izomorfizmasi mevcuttur. Bu izomorfizma
altinda her u € U(R) f(u) =1veher j € J(R) f(j) = 0 elemaniyla eglesir. Buradan
u,v € U(R) igin f(u+v) = f(1) =1= f(u) + f(v) =1+ 1 =0 dir. Sonugta bir
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geligki olugtugundan kabul yanhg olup istenilen elde edilir. Kargit olarak u € U(R)
olsun. Bu durumda v+ (1 —u) = 1 dir. Hipotezden 1 —u € J(R) olmaldir. Boylece
R/J(R) = Z, elde edilir.

Teorem 5.1.4. R degismeli yerel halka ve det(A) € J(R) olacak sekilde A € Ms(R)
olsun. Bu durumda tr(A) € J(R) olmasi i¢in gerek ve yeter sart A nin yar1 kutuplu

ve spektral egkare elemaninin I, olmasidir (Cui ve Chen 2011).

. a b .
Ispat: det(A) € J(R) olacak sekilde A = € Ms(R) olsun. Ornek 4.1.3
c d

den dolay1 A ¢ J(My(R)) almabilir.

tr(A) € J(R) olsun. R yerel oldugundan a, d € J(R) ya da ad € U(R) dir.
a,d € J(R) oldugu durumda b, ¢ den biri J(R) de ve ad € U(R) oldugu durumda
bc € U(R) olur. a, d € J(R) ve b, ¢ den biri J(R) de olsun. b € J(R) ve c € U(R)
alinsin. P = I, alinirsa det(A + P) = 1+ tr(A) + det(A) € U(R) boylece A+ P €
U(Ms(R)) olur. B € comm(AP) alimsin. Bu durumda APB = BAP e

To1 T22
i¢in 11, T12, T2 € J(R) olur. Bu durumda I, + APB € U(R) ve AP € (M,(R))

elde edilir.
a, b, ¢, d € U(R) olsun. P = I, alinirsa det(A) € J(R) oldugundan det(A + P) =
1+tr(A) 4+ det(A) € U(R) ve buradan A+ P € U(My(R)) elde edilir. Y = (y;5) €

comm(AP) olsun. Bu durumda

cyr2 = byar, b(yu - y22) = y12(a - d)v C(yn - y22) = ym(a - d) (5-7)

elde edilir. s =a — d alimirsa
1. Durum: 2 € U(R) olsun. tr(A) € J(R) ve d € U(R) oldugundan s = tr(A)—2d €
U(R) olur. (5.7) den ya; = s 'c(y11 — ya2) elde edilir. Buradan
det(Iy + APY) = 1+ ayn + dyaa + bya1 + cyrz + (ayi1 + bya1)(cyr2 + dyzo)
—(ay12 + byzz)(cyn + dyz1)

=1+ ayi1 + dyasz + 2bys; + det(A)det(Y)

=1+ ayy + dyzo + 20(s Lc(y11 — yo2)) + det(A)det(Y)

=14 (a+ 2bes™Yyi1 + (d — 2bcs™ ) yon + det(A)det(Y)

= 1+s Hatr(A)—2det(A))y11—s (dtr(A)—2det(A))yzo+det(A)det(Y)
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=1+ s Yr(A)(ay1 — dya) — 257 det(A)(y11 — ya2) + det(A)det(Y)
elde edilir. tr(A), det(A) € J(R) oldugundan det(I + APY') € U(R) olur. Boylece
AP = A € (My(R))™" olup I matrisi A nin spektral egkare elemanidir.
2. Durum: 2 € J(R) olsun. Bu durumda s = tr(A) — 2d € J(R) olur. b € U(R)
oldugundan (5.7) den yi; = Yoz + b 'y125 elde edilir. Buradan
det(Iy + APY) = 1 + ayy; + dyns + 2bysy + det(A)det(Y)

=1+ a(yoe + b 'y125) + dyaa + 2by21 + det(A)det(Y)

=1+ tr(A)ys + ab ly128 + 20ya; + det(A)det(Y) € U(R)
olup AP € (My(R))™! elde edilir ve sonug olarak I, matrisi A nin spektral egkare
elemani olur.

Kargit olarak P = I, A min spektral eskare eleman olsun. ¢r(A) € U(R) alinsin. Bu
—(tr(A))™! 0

durumda Y = i¢cin Y € comm(AP) olmasina ragmen

0 —(tr(A))™!
det(I, + APY) = (tr(A)) 2det(A) € J(R) elde edilir. Bu ise AP € (My(R))™!

olmasi ile geligir. Boylece tr(A) € J(R) bulunur.

Ornek 5.1.5. R degismeli yerel bir halka ve R/J(R) = Z, olsun. Bu durumda
det(A) € J(R) ve det(A—1) € U(R) olacak sekildeki her A € My(R) yar1 kutupludur
(Cui ve Chen 2011).

Ispat: A € My(R), det(A) € J(R) ve det(A —I) € U(R) olsun. R/J(R) = Z,
oldugundan Lemma 5.1.3 den tr(A) = 1+det(A) —det(A—1,) € J(R) olur. Boylece

Teorem 5.1.4 geregince A matrisi I spektral egkare elemani ile yar1 kutuplu olur.

Uyar1 5.1.6. Ornek 5.1.5 deki R/.J(R) = Zj sart: kaldinlamaz. R = Zy5) degigmeli

3 1
yerel halkasi igin J(R) = 5R dir. A= € My(R) icin det(A) = 5 € J(R)
-2 1

ve det(A — I) = 2 € U(R) olmasma ragmen tr(A) = 4 € U(R) olup Sonug 5.1.14
ten A yar1 kutuplu degildir (Cui ve Chen 2011).

Onerme 5.1.7. R degismeli yerel bir halka, A € My(R) ve det(A) € J(R) olsun.
A nimn karakteristik polinomu olan 22 — tr(A)x + det(A), R de koke sahip ise A yar
kutupludur. Eger tr(A) € U(R) ise ifadenin karsit1 da dogrudur (Cui ve Chen 2011).
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. a b
Ispat: A = € My(R) ve det(A) € J(R) ve My € R, 2% — tr(A)x +
c d

det(A) = 0 egitliginin bir ¢oziimii olsun. Bu durumda Ay = tr(A) — A\; de ¢oziim
olur. MAy = det(A) € J(R) ve R yerel halka oldugundan A, ve Ay den biri U(R)
nin elemani ya da Ay, A2 € J(R) dir.

1. Durum: A\ € J(R), Ay € U(R) olsun. Bu durumda A\ + Ay = tr(A) =a+d €

U(R) olur. a € U(R) ve V = \ booamh alahm. det(V) = a(tr(A))+ (N2 —
—a c

2a\; — det(A)) € U(R) olduguncllan V € U(My(R)) dir. Boylece A2 — tr(A)A\; +

det(A) = 0 oldugundan V1AV = /:)1 )(\) bulunur ve Lemma 5.1.1 geregince A
2

yar1 kutuplu olur.

2. Durum: A\, Ay € J(R) olsun. Bu durumda A\, + Ay = tr(A4) € J(R) oldugundan
Teorem 5.1.4 geregince A yar1 kutupludur.

Kargit olarak A € Ms(R) yar1 kutuplu ve tr(A) € U(R) olsun. Bu durumda Lemma

x
4.3.16 ve Teorem 5.1.4 geregince yz = x — x? olmak iizere £ = Y €
z 1—=x

My(R) A nin spektral egkare elemanidir. R yerel oldugundan 2 € U(R) veya 1 —
Tz Yy Y r—1
r € UR) dir. V; = ve Vo = olsun. det(Vy) =

z —x 1l—x z
—x ve det(Va) = 1 — x oldugundan Vi € U(Ms(R)) veya Vo € U(M(R)) dir.
det(V) € U(Ms(R)) olacak sekilde ¢ = 1, 2 i¢cin V = V; ve B = (b;;) = V1AV
almsin. Bu durumda Onerme 5.1.1 ve Uyar 5.1.2 geregince B, P = V~'EV spektral
eskare elemani ile yar1 kutuplu olur. Buradan BP = PB olup by = by; = 0 elde
bui

0
edilir. Boylece B = oldugundan tr(B) = by + bey ve det(B) = by1bas
0 b

bulunur. Sonug olarak z? — tr(B)x + det(B) = 0 denkleminin kokleri by; ve by, olur.
tr(A) = tr(B) ve det(A) = det(B) oldugundan 2> — tr(A)z + det(A) = 0 denklemi
de R de ¢oziime sahiptir.
Uyar1 5.1.8.

1

1
(1) R = Z) ve A= € My(R) olsun. det(A) =2 € J(R) ve tr(A) =
-1 1

2 € J(R) dir. Teorem 5.1.4 geregince A yar1 kutuplu olmasina ragmen % —
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tr(A)x + det(A) polinomu R de bir kéke sahip degildir.

(2) Onerme 5.1.7 nin ispatinda goriildiigii gibi det(A) € J(R) ve tr(A) € U(R)
olmasi halinde x? — tr(A)x + det(A) polinomunun R de koke sahip olmas igin

gerek ve yeter sart A nin kogegenlegebilir olmasidir (Cui ve Chen 2011).

Teorem 5.1.9. R degismeli yerel bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) My(R) yar1 kutupludur.

(2) det(A) € J(R) olacak sekildeki her A € My(R) igin asagidakilerden biri
saglanir.
(a) tr(A) € J(R)
(b) z* — tr(A)x + det(A) polinomu R de koke sahiptir.

(3) det(A) € J(R) olacak sekildeki her A € My(R) icin agagidakilerden biri
saglanir.
(a) tr(A) € J(R)
(b) A matrisi My(R) de kogegenlesebilirdir (Cui ve Chen 2011).

Ispat: Her A € My(R) icin eger det(A) € U(R) ise Ornek 4.1.3 geregince A yan
kutupludur. Bu nedenle det(A) € J(R) kabul edilebilir. Onerme 5.1.7 geregince eger
tr(A) € U(R) ise A min yar1 kutuplu olmast igin gerek ve yeter sart x? — tr(A)z +
det(A) polinomunun R de kdke sahip olmasidir.

(1) & (2) Teorem 5.1.4 ve Onerme 5.1.7 den elde edilir.

(2) & (3) Uyar1 5.1.8 (2) den elde edilir.

Tamim 5.1.10. R bir halka ve a € R olsun. Eger a = b? olacak sekilde b € R

mevceut ise a ya karesel (square) eleman denir (Cui ve Chen 2011).

Lemma 5.1.11. R degismeli yerel bir halka olmak iizere p,q € R icin t = p? — 4q

olsun.

(1) Eger 2* — px + ¢ polinomu R de koke sahip ise t kareseldir. 2 € U(R) ise

ifadenin karsit1 da dogrudur.
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(2)

J(R) = 2R ve R tamlik bolgesi olsun. t karesel olacak sekilde p € U(R) ve
q € J(R) ise * — px + ¢ polinomu R de koke sahiptir (Cui ve Chen 2011).

ispat:

(1)

2% —px+q polinomunun R de bir kokii A olsun. Bu durumda 4\%2 —4pA+4q = 0

olur. Boylece t = p* — 4q = (2\ — p)? oldugundan ¢ kareseldir.

Kargit olarak 2 € U(R) ve u € R i¢in t = »? olsun. Bu durumda ptu

2% — pz + ¢ polinomunun bir kokii olur.

J(R) = 2R = 0 olsun. Bu durumda hipotezden ¢ = 0 olup 2% — pr = 0 R de
koke sahiptir. J(R) = 2R ve 2 # 0 olsun. Hipotezden 422 — 4px + 4q = 0 dir.
u € Ricin t = u? olsun. (p + u)? = p* + 2pu + u? = p* + 2pu + p* — 4q =
2p? + 2pu — 4q € J(R) olur ve R yerel oldugundan p + u € J(R) dir. Bu
nedenle p + u = 2r olacak sekilde r € R vardir. Boylece 4(r* — pr + q) =
(2r —p)*— (p* —4q) = u* —t =t —t = 0 elde edilir. R tamlik bolgesi ve 4 # 0
oldugundan r% — pr + ¢ = 0 bulunur. Sonug¢ olarak z? — px + ¢ polinomunun

bir kokii r olur.

Onerme 5.1.12. R degismeli yerel bir halka olsun. Eger A € My(R) yar1 kutuplu

ise asagidakilerden biri saglanir.

(1)
(2)
(3)

A € U(My(R)) dir.
det(A) € J(R) ve tr(A) € J(R) dir.

det(A) € J(R), tr(A) € U(R) ve u € U(R) olmak iizere (tr(A))? — 4det(A) =
u? dir (Cui ve Chen 2011).

Ispat: A yar kutuplu olsun. Ornek 4.1.3 ve Teorem 5.1.4 geregince det(A) € J(R),
tr(A) € U(R) kabul edilebilir. Bu durumda (tr(A))? — 4det(A) € U(R) elde edilir.
Onerme 5.1.7 den 22 — tr(A)z + det(A) = 0 esitligi R de coziilebilirdir. Béylece
Lemma 5.1.11 (1) den (tr(A))? — 4det(A) = u? olacak sekilde v € U(R) vardar.

Teorem 5.1.13. R bir degismeli yerel halka olmak tizere J(R) = 2R ve R tamlik

bolgesi ya da 2 € U(R) olsun. Bu durumda A € M,(R) nin yari kutuplu olmasi i¢in

gerek ve yeter sart asagidakilerden birinin saglanmasidir.
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(1) Ae U(My(R)) dir.
(2) det(A) € J(R) ve tr(A) € J(R) dir.
(3) det(A) € J(R), tr(A) € U(R) ve u € U(R) igin (tr(A))? — 4det(A) = u?* dir

(Cui ve Chen 2011).

ispat: A yar1 kutuplu olsun. Bu durumda Onerme 5.1.12 geregince ispat tamam-
lanir. Kargit olarak A € Ms(R) olsun. Eger (1) saglanir ise Ornek 4.1.3 geregince A
yar1 kutuplu olur. Eger (2) saglanir ise Teorem 5.1.4 geregince A min yar1 kutuplu
oldugu agiktir. (3) saglansin. Bu durumda (tr(A))? — 4det(A) = u? oldugundan
Lemma 5.1.11 den z? — tr(A)x + det(A) = 0 esitligi R de ¢oziilebilirdir. Boylece

Onerme 5.1.7 den A yar1 kutuplu olur.

Sonuc 5.1.14. R = Z, olsun. Bu durumda A € M,(R) nin yar1 kutuplu olmas:

icin gerek ve yeter sart agagidaki sartlarin saglanmasidir.
(1) Ae U(My(R)) dir.
(2) det(A) € J(R) ve tr(A) € J(R) dir.

(3) det(A) € J(R), tr(A) € U(R) ve u € U(R) igin (tr(A))* — 4det(A) = u? dir
(Cui ve Chen 2011).

p+1 —p

Ornek 5.1.15. Sonug 5.1.14 geregince € My(Zy) yart kutupludur.
1 0
2p - 1 p . v .
Fakat € My(Z)), Sonug 5.1.14 {in sartlarin saglamadigindan yari
1 1

kutuplu degildir.

Teorem 5.1.16. R bir degismeli yerel halka ve A € My(R) olsun. detA € J(R) ve
det(A —I) € J(R) verilsin. Asagidakiler denktir.

(1) A kuvvetli temizdir.

det(A
(2) 22—z — (tr(A))sE 4)det(A) polinomu R de koke sahiptir.

(3) 22 —tr(A)x + det(A) polinomu R de koke sahiptir.
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(4) A matrisi Ms(R) de kosegenlegebilirdir.

1 1
(5) B= kuvvetli temizdir (Li 2007).
det(A) 0
r(A))?—4det(A)

Lemma 5.1.17. R degismeli yerel bir halka olsun. det(A) € J(R) ve det(A—1I) €
J(R) olacak sekildeki A € Ms(R) icin agagidaki ifadeler denktir.

(1) A yar1 kutupludur.
(2) A kuvvetli temizdir.
(3) 22 —tr(A)x + det(A) polinomu R de koke sahiptir.

(4) A kosegenlegebilirdir (Cui ve Chen 2011).

Ispat: det(A) € J(R) ve det(A — I) € J(R) olacak sekildeki A € My(R) olsun.
Bu durumda Teorem 5.1.16 geregince (2) < (3) < (4) oldugu aciktir. ¢r(A) =
1+ det(A) — det(A — I,) € U(R) oldugundan Onerme 5.1.7 ve Uyar1 5.1.8(2) den
(1) & (3) & (4) elde edilir.

R degismeli yerel bir halka olsun. det(A) € J(R) ve det(A — I;) € U(R) olacak
sekilde A € My(R) alinsin. Bu durumda A kuvvetli temizdir. Asagidaki drnekte

goriildiigti gibi bu sartlar altinda A her zaman yar1 kutuplu degildir.

. 3 3
Ornek 5.1.18. Z3) halkasi goz oniine alinsim. A= € My(Zs)) kuvvetli

-2 2
temiz olmasina ragmen yari kutuplu degildir (Cui ve Chen 2011).

ispat:

3 3 10 2 3 -
A= = + olup kuvvetli temizdir. tr(A) =5 €
-2 2 01 -2 1

U(Z) ve det(A) = 12 € J(Zg)) dir. Fakat (tr(A))* — 4det(A) = —23 karesel
olmadigindan Sonug 5.1.14 geregince A yar1 kutuplu degildir.

x
Tamim 5.1.19. R bir halka ve 6(R) = { Y1 z,y € R} olmak iizere §(R)
y
halkas1 M5(R) nin alt halkasidir.
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Teorem 5.1.20. R degismeli yerel bir halka olsun. Bu durumda 6(R) yar1 kutu-
pludur (Cui ve Chen 2011 ).

Ispat: R degismeli oldugundan & (R) halkas1 da degigmelidir. Bu nedenle J(§(R)) =

. Ty
(6(R))™ dir. A = € d(R) olsun.
y T
x
L. Durum: 2 € J(R) olsun. Eger A = Y ¢ U(6(R)) ise o zaman det(A) €
y

J(R) dir. Bu durumda det(A — I) =1 — 2z + det(A) € U(R) olup A — I, € U(R)
bulunur. Buradan §(R) yerel olup yar1 kutupludur.

2.Durum: 2 € U(R) olsun. det(A) € J(R) kabul edilebilir. Eger z,y € J(R) (A €
J(6(R))) ya da det(A) € U(R) ise Ornek 4.1.3 ten A yan kutupludur. = € U(R),
y € U(R) ve det(A) = 2> —y* = (x — y)(z + y) € J(R) olsun. Eger z —y € J(R)
ve z +y € J(R) olursa o zaman 2z € J(R) bulunur. Fakat 2,z € U(R) oldugundan
bu bir geligkidir. Boylece z —y € U(R) ve x +y € J(R) yada z —y € J(R) ve
z+y € U(R) olmaldir.

i _
2

N | =

(i) Egerz —y e J(R) vex +y € U(R) ise P = olsun. Bu durumda

1
2

det(P+ A) = (z+y) + (° — v*) € U(R)

N =

ve

Tr—

<

PA = e J(6(R))

| N

8

y—x
2

Yy r—y

2 2

elde edilir. Boylece P+ A € U(R) ve PA € (§(R))™! olup A € §(R), P spektral

eskare elemani ile yar1 kutuplu olur.

(ii)zr—yeU(R)vex+ye J(R)ise P = olsun. Bu durumda

NI—= N
WI= o=

det(P+ A) = (z —y) + (2 — y*) € U(R)

ve
zty  ytz
_ | 2
PA = U J(0(R))
7 2
elde edilir. Boylece P+ A € U(R) ve PA € (§(R))™" olup A € 6(R), P spektral

eskare elemani ile yar1 kutuplu olur.



Uyar: 5.1.21. R = Zy olsun. Bu durumda Teorem 5.1.20 geregince §(R) yar1

[\

0 x
kutupludur. A = € 0(R) olsun. Eger X = Y € 0(R) vem >1

2 Yy
tamsayilar1 igin A™ = A™T1X ise 2™ = 2™ty olup 2™(1 — 2x) = 0 dir. 2 € J(R)

e}

oldugundan 1 — 2z € U(R) dir. Bdylece 2™ = 0 olup bu bir geligkidir. Dolayisiyla
d(R) kuvvetli m-diizenli degildir.

5.2 T,(R) Halkasinda Yar1 Kutupluluk

Teorem 5.2.1. R degismeli tek tiirlii temiz bir halka olsun. Bu durumda her n > 1

i¢in 7),(R) yar1 kutupludur (Ying ve Chen 2012).

Teorem 5.2.2. R degismeli yerel bir halka olsun. Bu durumda her n > 1 icin
T, (R) yar1 kutupludur (Ying ve Chen 2012).

Sonuc 5.2.3. R degismeli yerel bir halka olsun. Bu durumda her n > 1 i¢in 7,,(R)
kuvvetli temizdir (Ying ve Chen 2012).

Lemma 5.2.4. R bir halka ve £, A, B € T,,(R) olsun.
(1) Eger E? = E ise her i = 1,...,n i¢in (E;)? = E;; saglanr.

(2) A€ U(T,(R)) olmast i¢in gerek ve yeter sart her i = 1,...,n i¢cin A; € U(R)

olmasidir.

(3) B € J(T,,(R)) olmas: i¢in gerek ve yeter sart her ¢ = 1,...,n icin B;; € J(R)
olmasidir (Cui ve Chen 2012b).

Sonuc 5.2.5. R bir halka ve E, A, B € Ty(R) olsun.
(1) Eger E2 = F ise (E11)2 = E11 ve <E22)2 = E22 saglamr.
(2) A € U(T2(R)) olmast igin gerek ve yeter sart Ayy, Ay € U(R) olmasidir.

(3) B € J(T5(R)) olmasi igin gerek ve yeter sart Byy, Bag € J(R) olmasidir.

ispat:
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€11 €12

(1) E = € Ty(R) i¢in E* = F olsun. Bu durumda
0 e
e e e11e €11€12 + €12€
o 11 €12 _ 11€11 €11€12 12€22 ve buradan (611)2 .
0 €929 0 €22€22

(622)2 = €99 elde edilir.

-1

a;; a a;l a by b
@ A= | " Pl eu@r)ve | P =7 T olsun.
0 a9 0  ao 0 bQZ
Bu durumda
a11b11 11012 + a12ba 10 biiair  biiaiz + biaage
= = bulunur
0 2229 01 0 basasg
ve aj1, agy € U(R) olur.
a11 Qaig .
Karsit olarak A = € Ty(R) i¢in ajq, asy € U(R) olsun. Bu du-
0 ag
rumda by = (a11) 7Y, byg = (ag) ™! ve bis = —(a11) taia(an) ™! olacak sekilde
bir b2 - .
B = matrisi alimirsa B = A~! olup A € U(T%(R)) bulunur.
0 by

(3) B € J(T5(R)) olsun. Budurumda her A € Ty(R) igin Iy,—AB € U(T,(R)) olur.
(2) den 1 — Ay1 By, 1 — A By € U(R) saglanir ve buradan By, B € J(R)
elde edilir.

Karsit olarak Byj, Bsy € J(R) olsun. Bu durumda her Ay, Ay € R igin
1 — A By, 1 — AgaBos € U(R) olup (2) den Iy — AB € U(Ty(R)) yani
B € J(Ty(R)) bulunur.

Lemma 5.2.6. Eger T,,(R) yar1 kutuplu ise her m < n igin 7,,(R) yar1 kutupludur
(Cui ve Chen 2012b)
L, O

Ispat: E = € T.(R) olsun. Bu durumda T,,(R) = ET,(R)E dir.
0 0

Onerme 4.2.8 geregince T),(R) yar1 kutupludur.

Tamim 5.2.7. R bir yerel halka olsun. Eger her j € J(R) ve her u € U(R) i¢in
l, —r; ve l; —r, abel grup endomorfizmalar1 6rten ise R ye agaran (bleached) halka

denir (Borooah vd. 2007).
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Tanim 5.2.8. R yerel bir halka olsun. Eger her j € J(R) ve her u € U(R) igin
l, —rj ve l; — r, abel grup endomorfizmalar1 izomorfizma ise R halkasina tek tirli
agaran (uniquely bleached) denir (Cui ve Chen 2012b).

Tek tiirlii agaran halka siiflar1 ¢cok sayida ornek igerir. Degismeli yerel halkalar,

bolimli halkalar bunlardan bazilaridir.

Lemma 5.2.9. R yerel bir halka, u € U(R) ve j € J(R) olsun. Bu durumda

agagidaki ifadeler denktir.

(1) 1, — r; endomorfizmasi izomorfizmadir.

. u-r . 0 e
(2) Her r € R igin € Ty(R), e12 € R olmak {izere spektral

0 j 0 1
egkare elemamyla yar1 kutupludur (Cui ve Chen 2012b).

Ispat: (1) = (2) 7 € R olsun. Hipotezden ue;; — 15§ = —r olacak sekilde bir
u r 0 e
tek e € R vardir. A = € Th(R) ve E = olsun. Bu durumda
0 j 0 1
u r+e 0 weps+r
E? = E, A+E = 1 € U(Ty(R)) ve AE = " € J(Tx(R)) C
0 j+1 0

(Tz(R))™" saglamir. Son olarak E € comm?(A) oldugu gosterilmelidir. C' = (¢;;) €

T5(R) ve C' € comm(A) olsun. Bu durumda,

uciy = Ccull, JCa2 = €] (5.8)
ve

ucC1g + ey = cnr + C12J (5.9)

esitlikleri elde edilir. (5.9) da r = e12j — uejs yazilirsa (5.8) den ufcis + (c11€12 —
e12C22)] — [c12 + (C11€12 — €12¢22)]j = 0 bulunur. [, — r; birebir oldugundan c¢j1e12 —
12099 = —c1 elde edilir. Bu durumda EC = CE olup E € comm?(A) olur. Sonug

olarak A matrisi, F spektral eskare eleman ile yar1 kutuplu olur.

u o 0 e 0 e u o
(2) = (1) Her r € Rigin e15 € R olmak tizere, - 2

0 j|lo 1 0 1|0 j
oldugundan u(—ej2) — (—e12)j = r saglanir. Boylece [, — r; endomorfizmas: Orten
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olur. [, —r; endomorfizmasinin birebir oldugunu gostermek icin vz — x5 = 0 alinsin.

u 0
A= € T3(R) ve hipotezden E = Jiz A matrisinin spektral eskare
0 j 0 1
0
elemani olsun. C' = alinirsa kabul geregince ux — 7 = 0 oldugundan
00

AC = CA elde edilir. E € comm?(A) oldugundan EC = CFE saglanir. Buradan

x = 0 olup [, — r; endomorfizmas1 birebirdir.
Lemma 5.2.9 a benzer olarak agagidaki lemma verilebilir.

Lemma 5.2.10. R yerel bir halka, u € U(R) ve j € J(R) olsun. Bu durumda
agsagidaki ifadeler denktir.

(1) I; — r, endomorfizmasi bir izomorfizmadir.

- Jor .. 0 e
(2) Her r € R igin € Ty(R), e12 € R olmak ftizere spektral

0 u 0 1
egkare elemanyla yar1 kutupludur (Cui ve Chen 2012b).

Sonuc 5.2.11. R yerel bir halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.
(1) R halkas tek tiirlii agarandir.

a1 Q19 €11 €12 .
e Tr(R), spektral eskare elemani ile yar1 kutu-

0 ag 0 ex
pludur. Burada a; € U(R) iken e; = 0 ve a;; € J(R) iken e; = 1 dir (Cui ve

Chen 2012b).

(2) Her

Ispat: (1) = (2) R tek tiirlii agaran halka ve A = (a;;) € Ty(R) olsun. Eger
i=1, 2igin a; € U(R) ise A € U(T»(R)) dir ve E = 0 spektral egkare eleman ile
yart kutuplu olur. Eger ¢ = 1, 2 i¢in a; € J(R) ise A € J(T32(R)) dir ve E = I,
spektral egkare elemani ile yar1 kutuplu olur. a;; € U(R) ve ag € J(R) olsun. R tek
ttrlii agaran halka oldugundan [, — r; izomorfizmadir. Bu durumda Lemma 5.2.9
geregince ispat tamamlanir. a;; € J(R) ve ag € U(R) olsun. R tek tiirlii agaran
halka oldugundan [,, — r; izomorfizmadir. Boylece Lemma 5.2.10 dan istenilen elde

edilir.
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(2) = (1) Lemma 5.2.9 ve Lemma 5.2.10 geregince R halkasmin tek tiirlii agaran

oldugu elde edilir.

Teorem 5.2.12. R bir yerel halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.
(1) R halkas tek tiirlii agarandar.

2) Her (a;;) € T,(R), (e;;) € T,,(R) spektral eskare elemaniyla yar1 kutupludur.
j J

Burada her n > 1 igin a; € U(R) iken e; = 0 ve a;; € J(R) iken e; = 1 dir.

(3) Her (a;;) € T,,(R), (ei;) € To(R) spektral egkare elemaniyla yar1 kutupludur.
Burada baz1 n > 2 i¢in a;; € U(R) iken e; = 0 ve a;; € J(R) iken e; = 1 dir
(Cui ve Chen 2012b).

Sonuc 5.2.13. Eger R tek tiirlii agaran yerel bir halka ise her n > 1 i¢in T,,(R)
halkas: yar1 kutupludur (Cui ve Chen 2012b).

Onerme 5.2.14. R bir agaran yerel halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) R tek tiirlii agarandir.
(2) Her n > 1 igin T,,(R) halkas: yar1 kutupludur.

(3) Bazi n > 1 i¢in 7,,(R) halkasi yar1 kutupludur (Cui ve Chen 2012b).

Onerme 5.2.15. R bir degismeli yakin yerel halka olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler denktir.

(1) R halkasi yakin miitkemmeldir.
(2) Her n > 1 igin 7,,(R) halkas1 yar1 kutupludur.
(3) Bazi n > 1 i¢in T,,(R) halkas1 yar1 kutupludur.

(4) Her n > 1 igin T,,(R) halkas1 kuvvetli temizdir (Cui ve Chen 2012b).

Ispat: (1) = (2) R yakin miikemmel oldugundan 1 = e; + ... + e, olacak
sekilde ¢+ = 1,...,m icin e; dik egkare elemanlar mevcuttur. Bu durumda R =

e1Re; x ... X e, Re,, seklinde degismeli yerel halkalarin direkt carpimi geklinde
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yazilir. Bu durumda her i i¢in e;Re; degismeli yerel oldugundan her n > 1 igin
T.(e;Re;) yart kutupludur. T,(R) = T,(e1Rey) x ... x T, (e, Re,,) oldugundan
T, (R) yar1 kutuplu halkalarin direkt garpimi geklindedir. Bdoylece her n > 1 igin
T, (R) yar1 kutuplu olur.

(2) = (3) Agiktur.

(3) = (1) Lemma 5.2.6 geregince R yar1 kutupludur. Boylece kuvvetli temiz olur.
Bu durumda egkare elemanlar J(R) ye gore yiikselir ve hipotezden R yakin yerel
oldugundan R yakin miikemmel bulunur.

(2) = (4) Yar kutuplu halkalar kuvvetli temiz oldugundan agiktir.

(4) = (1) Her n > 1 igin T,,(R) kuvvetli temiz olsun. Bu durumda
1 -« O||lR -+ RI]1 -+ 0 R --- 0
=|: . | =2 R oldugundan R

0 --- 0 0 --- R 0 --- 0 0 --- 0
kuvvetli temiz olur. Béylece egkare elemanlar J(R) ye gore yiikselir. Ayrica hipotez-

den R halkas1 yakin yerel oldugundan R yakin miikemmel olur.

Uyar1 5.2.16. R bir halka olmak iizere a € R nin kuvvetli temiz olmasi i¢in gerek
ve yeter sart 1 —a nin kuvvetli temiz olmasidir. Fakat yar1 kutuplu halkalar i¢cin bu

dogru degildir.

5.3 K,(R) Halkasinda Yar1 Kutupluluk

Tanim 5.3.1. A, B iki halka, 4N ve g M4 ikili modiiller olsun. W : NQ M — A
ve & : M@ N — B modiil homomorfizmalar: olmak tizere m,m’ € M ,]iz, n' € N
icin U(n ®Am)n’ =nd(m®n') ve d(m ® n)m’ = m¥(n ® m’) olsun. Bu durumda
(A, B, M, N, ¥, ®) yapisina Morita yapisi (Morita context) denir.

a

n
T ={ ca € Ab € Bym € M,n € N} kiimesinin yukaridaki egitlikler
m b

yardimiyla bir halka yapisi vardir. Bu halkaya Morita i¢eriginin halkas: denir (Tang
ve Zhou 2012).

a x
Uyar1 5.3.2. R bir degismeli halka ve s € R olsun. A= € K (R) i¢in

y b
dets(A) = ab — sxy ve tr(A) = a + b geklinde tanmimhdir (Tang ve Zhou 2012).
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Lemma 5.3.3. R bir halka ve s € C'(R) olsun.

J(R)  (s:J(R))
(s: J(R))  J(R)

(1) (s: J(R))={r € R:rs € J(R)} olmak tizere J(K (R))=

dir.
J(R) R
(2) R halkas yerel ve s € J(R) ise J(K(R))= dir.
R J(R)
a x
(3) R yerel ve s € J(R) olsun. € K, (R) nin tersinir olmasi i¢in gerek ve
y b

yeter sart a,b € R nin tersinir olmasidir (Krylov ve Tuganbaev 2010).

a x b
Lemma 5.3.4. R bir halka olsun. f : — Y seklinde tanimh f

y b r a
K(R) {izerinde birebir homomorfizmadir (Tang ve Zhou 2012).

a x
Lemma 5.3.5. R bir halka olsun. s € C(R) N U(R) olmak iizere f : —
y b
a
seklinde tanimlanan f fonksiyonu K (R) den K;(R) ye bir izomorfizmadir
sy b

(Krylov 2008).

Lemma 5.3.6. 0 : R — S bir halka izomorfizmasi, a € R ve e = ¢ € R olsun. a
nin e spektral egskare elemaniyla yari kutuplu olmas igin gerek ve yeter sart o(a) € S

nin o(e) € S spektral egkare elemaniyla yari kutuplu olmasidir (Huang vd. 2012).

Tanim 5.3.7. R bir halka ve a,b € R olsun. Eger b = wav olacak sekilde
u,v € U(R) mevcut ise a ve b denktir (equivalent) denir (Tang ve Zhou 2012).

Lemma 5.3.8. £ € K (R) eskare olsun. E bir kogegensel matrise denk ise E
kogegensel bir matrise benzerdir (Tang ve Zhou 2012).

Lemma 5.3.9. R bir degismeli halka ve s € R olmak iizere A, B € K (R) i¢in

agagidakiler saglanir.

(1) dets(AB) = dets(A)dets(B).
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(2) A € U(Ks(R)) olmast i¢in gerek ve yeter sart dets(A) € U(R) olmasidir.

a x b —x
Ayrica A= tersinir ise A™'=det,(A)™! seklindedir.
y b —y a

(3) A~ B ise dets(A) = dets(B) ve tr(A) = tr(B) dir (Tang ve Zhou 2012).

Teorem 5.3.10. R degismeli yerel bir halka ve s € R olsun. A € K (R) igin

agagidakiler denktir.

(1) A agikar olmayan kuvvetli temizdir.

0
(2) abe J(R) ve a+b e 1+ J(R) olmak tizere A ~ ¢ dir.

0 b

(3) dets(A) € J(R), trA € 1+ J(R) ve A kosegensel bir matrise benzerdir.

(4) dets(A) € J(R), trA € 1+ J(R) ve t* — (trA)t + det,(A) polinomu R de koke
sahiptir (Tang ve Zhou 2012).

Ispat: (1)=(2)=(3) Lemma 5.3.16 ve Lemma 5.3.9 geregince acikca goriilmektedir.

a 0
(3)=(4) A ~ olsun. Lemma 5.3.9 geregince dets(A) = ab € J(R) ve

0 b
tr(A) = a+b € 1+ J(R) dir. Bu durumda t* — (tr(A))t + dets(A) polinomunun

kokleri a ve b olur.

(4)=(1) t* — (tr(A))t + dets(A) polinomunun kokii @ € R olsun. Buradan b =
tr(A) —a € R polinomun diger kokiidiir. Boylece dets(A) = ab ve tr(A) = a+ b dir.
tr(A) € 14+ J(R) C U(R) ve dets(A) € J(R) oldugundan a € U(R), b € J(R) ya da
a € J(R), b € U(R) dir. Genelligi bozmaksizin a € U(R) ve b € J(R) olsun. A =

apy a
1T almsin. a1 + aze = tr(A) € U(R) oldugundan ay; € U(R) ya da agy €
Q21 A22
. ; Q22 a21 ; ,
U(R) dir. A" = olsun. Buradan tr(A) = tr(A’) ve dets(A) = dets(A)
aiz2 4

olup Lemma 5.3.4 den A nin kuvvetli temiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart A’ niin

kuvvetli temiz olmasidir. Genelligi bozmaksizin ay; € U(R) olsun. a+b = aj3+ag =

1 ai2

tr(A) € U(R) oldugundan a — ags = an — b € U(R) dir. P = (b—a11)
(a—a22)
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—aayy + (@ — a)b+ dety(A)
(CL — (122)(1) — CLH)

olarak segilsin. Bu durumda det,(P) = € U(R) olup

Lemma 5.3.9 geregince P tersinirdir. Buradan

1 1 —H air a2 1 ey

PlAP= b—a11 b—a11
d@ts(P> ] _02%22 1 a21 a22 aiil22
a12(b?—tr(A)b+dets(A))
= 1 * = (b—a11)2
dets(P) | azi(a®~tr(A)atdets(A)) .
L (a—a22)?
* 0
0 =

olur. Hipotezden A ve A — I nin tersinir olmadig1 goriilmektedir. Lemma 5.3.16

geregince A kuvvetli temiz olup (1) elde edilir.

Sonuc 5.3.11. R degismeli yerel bir halka ve s € U(R) olsun. K, (R) halkasinin
kuvvetli temiz olmast i¢in gerek ve yeter sart her w € J(R) i¢in *—t—w polinomunun

R de kéke sahip olmasidir (Tang ve Zhou 2012).

. 1 1

Ispat: w € J(R) ve A = ) olsun. Bu durumda det,(A) = det,(A —

sTw 0

I) = —w € J(R) dir. Boylece A agikar olmayan kuvvetli temizdir. Teorem 5.3.10

geregince t* — (tr(A))t + dets(A) polinomu R de koke sahiptir. A igin tr(A) = 1

ve dety(A) = —w oldugundan ispat tamamlanir. Kargit olarak her w € J(R) i¢in

t* —t — w polinomu R de koke sahip olsun. A € K, (R) i¢in det,(A) € J(R) ve
dets(A

— e—() = 0 olacak sekilde r € R
(tr(A))?

vardir. Buradan (tr(A)r)? — tr(A)(tr(A)r) + dets(A) = 0 olup t = tr(A)r € R

t? — tr(A)t + det,(A) = 0 m bir ¢oziimudir. Boylece Teorem 5.3.10 geregince A

tr(A) € 1+ J(R) alnsin. Hipotez geregi 72 —r

kuvvetli temiz olur.

Tamim 5.3.12. R bir halka ve f(t) = ag + a1t + ast® + ... + a,t" € R[t] olsun.
Eger r € R i¢in ag +7a; +r%as + ... +1"a, = 0 oluyorsa r ye f(t) nin sol kokii (left
root) denir. Benzer sekilde s € R igin ag + a15 + ass* + ... + a,s" = 0 oluyorsa s ye

f(t) nin sag kékii (right root) denir (Tang ve Zhou 2012).

Lemma 5.3.13. R bir halka olsun. Bu durumda f(t) = t* — at + b € R|[t] olmak

iizere agagidakiler saglanir.
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(1) ¢ € R nin, f(t) nin sol kokii olmasi igin gerek ve yeter sart a — ¢ € R nin, f(¢)

nin sag koki olmasidir.

(2) a € 1+ J(R) olsun. f(t) nin, 1 + J(R) de sol (sag) koke sahip olmasi igin
gerek ve yeter sart f(¢) nin, J(R) de sag (sol) koke sahip olmasidir (Tang ve
Zhou 2012).

ispat:

(1) f(t) nin sol kokii ¢ € R olsun. Bu durumda ¢* —ca+b=0dir. ¢* —ca+b=
(¢c—a)*> —ala—c)+b=0oldugundan ¢ — a € R, f(t) nin sag kokidiir.

(2) c€ 14 J(R), f(t) nin sol koki ve a € 1 + J(R) olsun. (1) den a — ¢ € J(R)
sag kok olur. Karsit olarak d € J(R), f(t) nin sag koki olsun. Bu durumda
(1) den a —d € 1 + J(R) sol kok olur.

a b ra b
Uyar1 5.3.14. A= € Ky(R) ver € Rolsun. Bu durumda rA=
c d rc rd
ar br
ve Ar= dir.
cr dr

Teorem 5.3.15. f, f nin (R/J)[t] deki goriintiisii olmak iizere W = {f € R[t] :
der(f) =2, f monik ve f(0) = f(1) = 0} seklinde tammlansin. Bu durumda f € W
olmast igin gerek ve yeter sart f(t) = ¢ — (14w )t +wy i¢in wy, w; € J(R) olmasidir.
R bir yerel halka olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler denktir.

(1) My(R) kuvvetli temizdir.

(2) Her A € My(R) igin A € U(My(R)) veya Iy — A € U(Ms(R)) veya a,b € R

a
olmak tizere A ~ dir.
00
0w L
(3) Her wp, w;, € J(R) i¢in kuvvetli temizdir.
1 1 + w1

(4) Her f € W nin J(R) de ve 1+ J(R) de sol kokii vardur.
(5) Her f € W nin J(R) de sol kokii vardir.
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(6) Her f € W nin 1+ J(R) de sol kokii vardur.

(7) Her f € W nin J(R) de ve 1 + J(R) de sag kokii vardir.

(8) Her f € W nin J(R) de sag kokii vardir.

(9) Her f € W nin 1+ J(R) de sag kokii vardir (Yang ve Zhou 2008).

Lemma 5.3.16. R bir yerel halka ve s € C(R) olsun. A € K (R) nin kuvvetli

temiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki sartlardan birinin saglanmasidir.

(1) A veya A — I tersinirdir.

a 0
(2) a,b€ Rigin A ~ dir (Tang ve Zhou 2012).
0 b

Ispat: A veya A — I tersinir olsun. Bu durumda A kuvvetli temizdir. Eger

a 0
a,b € Rigin A ~ ise R yerel oldugundan kuvvetli temizdir. Bu durumda
0 b
a = e +u ve b= ey + uy olacak sekilde e? = ¢;, u; € U(R) var olup e;u; = u;e;
g a 0 €1 0 Uy . .
saglanir. = + olarak yazilirsa A nin kuvvetli temiz
0 b 0 ()] 0 U9

oldugu goriiliir. Kargit olarak A kuvvetli temiz olsun ve (1) saglanmasim. Bu du-

rumda A = E + U olacak sekilde E? = F € K (R), U € U(K,(R)) vardir ve

c x
EU = UFE saglanir. E= alinsin. Eger ¢ € U(R) ise,
y d
1 0|l|ec a||ct —cta 1 0 3 o
= olur. Boylece E bir kosegensel
—yc 1 y d 0 1 0 d—syc 'z
matrise denk olur. Eger d € U(R) ise Lemma 5.3.4 kullanihp benzer gekilde E

kogegensel bir matrise denk bulunur. Eger ¢,d € J(R) ise Lemma 5.3.3 geregince
E € J(K4(R)) olur. J(K (R)) sifirdan farkli eskare igeremeyeceginden E = 0 ol-
malidir. Bu ise A nin tersinir olmasimi gerektirdiginden celigki olusur. Bu durumda
s € U(R) olup z € U(R) veya y € U(R) dir. Genelligi bozmaksizin z € U(R) olsun.

0 1 0 1 s 0 0 1
= € U(K4(R)) oldugundan tersinirdir. Ayrica

10 10 0 s 10

1 0 c 0 1 sr ¢ . _
= ve st € U(R) oldugundan E kosegensel bir

0 1 y d 10 d sy
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matrise denk olur. y € U(R) olmasi halinde Lemma 5.3.4 geregince benzer iglemler
yapilarak E kosegensel olarak bulunur. Béylece Lemma 5.3.8 geregince PEP =
d olacak gekilde bir P € U(K (R)) vardir. R bir yerel halka ve E agikar ol-

0 g
mayan egkare oldugundan f =0 ve g =1 yada f =1 ve g = 0 olmahdir. Kuvvetli

temiz olma ozelligi benzerlik altinda korundugundan PAP~! = PEP~! + PUP™!
kuvvetli temizdir. Burada PEP~! ile PUP~! in degismeli olmasi kontrol edildiginde
PUP~! in kogegensel bir matris oldugu goriiliir. Sonucta iki kosegensel matrisin

toplami da kosegensel olacagindan PAP~! kosegenseldir.

Lemma 5.3.17. R bir yerel halka ve s € C(R)NJ(R) olsun. u € 1+J(R), v € U(R)

u 1
ve w € J(R) olmak tizere A= € K (R) i¢in agagidakiler denktir.

vow

(1) A kuvvetli temizdir.

(2) t* — (vuv™' + w)t + (vuv~'w — sv) polinomu 1 + J(R) de sag koke sahiptir ve
t? — (u + w)t + (wu — sv) polinomu J(R) de sag koke sahiptir (Tang ve Zhou
2012).

Ispat: (1)=(2) A kuvvetli temiz, A ¢ U(Kg(R)) ve [ — A ¢ U(K,(R)) oldugundan

a x
Lemma 5.3.16 geregince A bir kosegensel matrise benzerdir. Buradan €
y b
A0 o
U(Ks(R)) ve € K¢(R) igin
0 A
u 1 a x a || A O ) o
= dir. Matris egitligi tanimindan
vow y b y b 0 X
ua + sy = al (5.10)
va +wy = y\ (5.11)
ur +b=1xX (5.12)
svx 4+ wb = bAg (5.13)
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olur. Lemma 5.3.3 geregince a, b € U(R) olacagindan (5.10) ve (5.13) esitliklerinden
' 10 MO 1=\ 0
A € U(R), Ay € J(R) dir. — -
01 0 o 01—

U(Ks(R)) oldugundan Lemma 5.3.3 geregi A; € 1+ J(R) dir. Ayrica (5.11) ve (5.12)

esitliklerinden x,y € U(R) olarak bulunur. Buradan X, = y\y™! = w +vay™' €

1+ J(R) ve Ny = zXox™ ! = u+ bzt € J(R) olacak sekilde segilirse

(A)? = (vuv ™t +w) N +ouv ™ w = (w+vay ™) — (vuv ™ +w) (w+vay ) +ouv T w
= (vay ) (vay™' + w) — vuay ™!

= (vay ™ )yMy ™t — vuay ™!

1 mmy‘l

=va\y~
=v(ua + sy)y ' —vuay™?
= sv olur. Ayrica
(M) — (u+w)Ay +wu = (u+bz™)? — (u+w)(u+bx™t) + wu
= bz~ (bx™! + u) — wbxr™!
= (bz)adox™! — wbz™!
= bz~ — wbxr™!
= (svx+wb)z™! —wbr™! = sv olur. Buradan t? — (vuv~! +
w)t+ (vuv™tw — sv) polinomunun sag kokii Ay € 1+ J(R) ve * — (u+w)t+ (wu—sv)
polinomunun sag koki A, € J(R) oldugu agikca goriilmektedir.
(2)=(1) #* — (vuv™ + w)t + (vuv~'w — sv) polinomunun sag kokii N} € 1 + J(R)
ve 1> — (u + w)t + (wu — sv)polinomunun sag kokii A, € J(R) olsun. Lemma 5.3.3

' v (A —w) 1 A0 '
geregi P = € U(K4(R)) olup P'AP = dir.
1 /\2 —Uu 0 /\2

Buradan Lemma 5.3.16 geregince A kuvvetli temizdir.

Lemma 5.3.18. R bir yerel halka, v € U(R) ve j € J(R) olsun. Agagidakiler

denktir.
u 0
(1) , Ks(R) de yar1 kutupludur.
0 J
g 0
(2) , Ks(R) de yar1 kutupludur.
0 u

(3) l, —r; ve l; — r, grup endomorfizmalar1 birebirdir (Huang vd. 2012).
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IS
o
=

Ispat: (1) = (3) A= E = spaktral egkare elemani ile K (R) de

ja=)
.
@)

yar1 kutuplu olsun. Bu durumda X = € comm(A) oldugundan EX = XFE

b

d
0
01

saglanir. Buradan b = ¢ =0, a = a® ve d = d* bulunur. Ayrica A+ E € U(K,(R))

_ufl

0
oldugundan d = 1 dir. B = alimirsa B € comm(AE) olur. O za-
0 0

ua 0 , l1—a O
man AE = € (K (R))™" oldugundan I, + AEB = €
0 j 0 1

U(K,(R)) dir. Buradan 1 —a € U(R) ve a*> = a oldugundan a = 0 bulunur.

0
Boylece E = olur. Simdi z, y € R olmak iizere (I, — rj)(z) = 0
0 1

ve (I; —ry)(y) = 0 olsun. Buradan wr = zj ve jy = yu saglanir. Bdylece

0 =z 0 =z 0 0 0
€ comm(A) C comm(FE) olur. O zaman =

y 0 y 0|0 1 00
0 0[]0 = 0 0

ve = oldugundan = y = 0 bulunur ve l, — r;, [; — 7,
01 y 0 y 0
grup endomorfizmalar1 birebir olur.
u 0 a b a b
3) = (1) A= ve B = olsun. X = € comm(A)
0 g c d c d

alimirsa ub = bj ve jc = cu bulunur. Hipotezden [, —r; ve [; —r, birebir oldugundan

a b a 0
b=c=0ve X = = seklinde kosegen matris olur. Buradan

c d 0 d
EX = XF oldugundan E € comm?(A) elde edilir. A+ FE € U(K,(R)) ve AE =

0 0 :
€ J(K,(R)) C (K,(R))™" oldugundan A matrisi K,(R) de yar1 kutup-
0 J

ludur.

(1) & (2) Lemma 5.3.4 ve Lemma 5.3.6 geregince ispat tamamlanir.

Tanim 5.3.19. R bir yerel halka olsun. Eger her j € J(R) ve her u € U(R) igin
l,—1; ve l; —r, abel grup endomorfizmalar: birebir ise R ye es-agaran (co-bleached)

halka denir (Huang vd. 2012).

Sonuc 5.3.20. R bir yerel halka olsun. Eger K (R) yar1 kutuplu ise R eg-agarandir
(Huang vd. 2012).

68



Lemma 5.3.21. R bir yerel halka ve s € C(R) N U(R) olsun. a € U(R), d €
a b

J(R) olmak iizere eger A= ise A matrisi a; € U(R), by, c1,d; € J(R) igin
c d
aq b1
matrisine benzerdir (Huang vd. 2012).

C1 d1
. 1 0 1 0 1 0 a b 1 0
Ispat: A ~ A =

—ca™' 1 ca™t 1 —ca™! 1 c d||ecat 1
a b 1 0

0 —sca'b+d ca”l 1

a+ sbea™ b
(—sca b+ d)ca™ —sca™'b+d

Qo b

co do
a € UR), s € J(R) oldugundan ag € U(R) ve s € J(R), d € J(R) oldugundan

. . a b a b
co,do € J(R) dir. Eger b € J(R) ise o zaman = olur. Eger
C1 dl Co CZO
b € U(R) ise o zaman
) 1 ag'b||a b || 1 —ag'd ag + sagtbcy b+agtbdy| | 1 —ag'h
0 1 o do | |0 1 Co do 0 1

ap + sagbey  (ao + sag'bey)(—ag'b) + b+ ag 'bdy
co —scoag b+ do

ag + saglbco —b— saglbcoaalb +b+ aalbdo

Co —scoaalb + dy
ap b
a dy

bulunur ve istenilen ispatlanir.

Teorem 5.3.22. R bir yerel halka ve U(R) C C(J(R))+J(R) olsun. K,(R) nin yar
kutuplu olmasi i¢in gerek ve yeter sart K (R) nin kuvvetli temiz ve R nin eg-agaran

olmasidir (Huang vd. 2012).

Ispat: K (R) yar kutuplu olsun. Bu durumda Sonug 4.2.12 ve Sonug¢ 5.3.20
geregince K (R) kuvvetli temiz ve R eg-agarandir. Kargit olarak K (R) kuvvetli
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temiz ve R es-agaran olsun. A € K (R) almnsin. Ornek 4.1.3 geregince A ¢
U(R)U J(R) almabilir.

a
1. Durum: s € J(R) olsun.A = alinirsa Lemma 5.3.4 ve Lemma 5.3.6

c d
geregince a € U(R) ve d € J(R) alimabilir. Ayrica Lemma 5.3.21 geregince a € U(R)

ve b,c¢,d € J(R) kabul edilsin. U(R) C C(J(R))+J(R) oldugundan h € C(J(R)) ve

. . A . L+ry b
j € J(R) olacak sekilde a = h+ j seklindedir. r =h™ ! ve B=7rA =
rec rd
olsun. P, = alinirsa r P, = Pir olur.
11
1+7r(5—sb rb 1+a; b
C := PBP ' = U ) = " 7| olsun. Bu
1+r(j+c—sb—d) r(sb+d) l+c dy
1 1
durumda aq, by, ¢1,dy € J(R) dir. P, = alimirsa r P, = Por saglanir.
0 1
l+a1+s(l+c) —1—a;—s(l+c)+b+d
R L+ s(L+ ) L= st ) + by d)
1+¢ —s(14+c¢1)+dy
1+ a9 -1+ bQ .
= olsun. Bu durumda ag, by, co,ds € J(R) dir.
1+ Co dg
1 0 5
Py = almirsa Pyr = rPj saglanir ve u € 1 + J(R), v € —1 + J(R),
0 —1+by
u 1 u 1
w € J(R) olmak iizere PsDP; ! = dir. € K (R) kuvvetli temiz
vow vow

oldugundan Lemma 5.3.17 geregince t* — (vuv™! + w)t + (vuv ™ w — sv) polinomu
A1 € 1+ J(R) sag kokiine ve 2 — (u + w)t + (wu — sv) polinomu Ay € J(R) sag
v (A — w) 1

kokiine sahiptir. Py = olsun. O zaman r P, = Pyr saglanir.
1 )\2 —Uu
u 1 A O y w1 A O
Ayrica Py =P oldugundan P, P, =
vow 0 X vow 0 X

elde edilir. P = P;'P3P,P olsun. Bu durumda rP = Pr ve r(PAP™') =
P(rA)P~' = PBP~' = P/'PsP,PBP; ‘P, ' Py ' Py

= P'P,P,CPy Py Py

= P,'PsDP; Py
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=Pt P,
vow
_ A O
0 X
. A O 7‘71)\1 0
elde edilir. Buradan PAP~! = ! = bulunur. »~')\; €
0 )\2 0 7"_1)\2

U(R) ve r~')\y € J(R) oldugundan Lemma 5.3.18 geregince PAP~! yar1 kutuplu
olur. Boylece Lemma 5.3.6 geregince A yar1 kutupludur.

2. Durum: s € U(R) olsun. Bu durumda Lemma 5.3.5 geregince K (R) = K;(R)

a b
dir. Lemma 5.3.6 geregince s = 1 almabilir. A = ve n, A nin U(R) deki
c d
girdilerinin sayis1 olsun. 1 < n < 4 oldugu agiktir. A ¢ K;(R) oldugundan n # 3
tir.
Eger n =4 ise b € U(R) dir. Bu durumda
1 0 1 0 0 b
A~ A = olup en fazla iki girdisi U(R) nin ele-
b la 1 —bla 1 k%

manidir. Fakat n = 4 kabul edildiginden bu bir celigkidir. Yani n # 4 olur.

Eger n = 2 ise A matrisinin bir satir1 veya bir siitunu tersinir eleman igerir. Lemma
5.3.4 ve Lemma 5.3.6 geregince a,b € U(R) ve ¢,d € J(R) ya da a,c € U(R) ve
b,d € J(R) kabul edilebilir. Eger ¢ € J(R) ise

1 a ' 1 —a'b a+atbe a'b(d— ca'd)
A~ A = olup sadece a +
0 1 0 1 c —ca b +d
a~tbc € U(R) dir. n = 2 kabul edildigi igin bu bir geligkidir. Benzer sekilde eger
be J(R) ise
1 0 1 0 a+bea=! b
A~ A = olup sadece
—ca™t 1 ca”t 1 (—ca”'b+d)ca™? —ca'b+d

a+bea™' € U(R) dir ve n = 2 oldugundan bu bir geligkidir. Boylece Lemma 5.3.6
geregince n = 1 alimabilir. Tekrar Lemma 5.3.4 ve Lemma 5.3.6 geregince a € U(R)

ya da b € U(R) almmabilir.

x
Eger b € U(R) ise a,c,d € J(R) dir. X := Y € comm(A) olsun. Bu du-
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ra+yc ay+ bw
rumda AX = XA = olur. Buradan

za +we cy + dw

1+ xa+ yc ay + bw
L+ AX = ve W ve det(I, + AX) € U(R) oldugundan

za+we 1+ cy+dw
I, + AX € U(K;(R)) elde edilir. Boylece A € (K;(R))™" olur. Ayrica A+ I, =

l1+a b
€ U(K1(R)) olup A matrisi I; spektral egkare elemani ile yar1 ku-

c 1+d
tupludur.

Eger a € U(R) ise b,c,d € J(R) dir. U(R) € C(J(R)) + J(R) oldugundan
h € C(J(R)) ve j € J(R) olacak sekilde a = h + j seklindedir. r = h™! ve

1+7r5 rb
B=rA= olsun. P, = alimirsa rP, = Pyr olur.
rc rd 1 1

147 —0 rb 14a b
C = PBP[' = G=0) = b7 olsun. Bu
1+r(j+c—b—d) r(b+d) l4+c¢ dy
1 —CL1<1 +Cl)_1

durumda ay, by,¢1,d; € J(R) dir. P, = alimirsa rPy, = Pyr
0 1

saglanir.

1 a(l+c) P40 —a(1+¢)
Do PgC’P{l _ 1( 1) 1 1( 1) 1
1—|—Cl (1+01)a1(1+61)_1+d1

1 v
= olsun. Bu durumda v € 1 + J(R) ve v,w € J(R) dir.

u w
Teorem 5.3.15 den ¢2 — (1 — w wu)t — vu polinomu \; € 1+ J(R) sol kdkiine ve

1wt
ul;t o1

t?* — (1 —w)t —uwv polinomu Ay € 1+ J(R) sag kokiine sahiptir. P3 =

*
)

1 1 _,UA2_1 o
olsun. Bu durumda P; " = ve rP3; = P3r oldugundan
0 * —u\" 1

Pylr=rP; } dir. Ayrica

L x 0 1 —oAy 1 w 1wt

Py DP; =
0 =* —u\ 1 U w ulyt 1

x 0 * VAT A2 — (1 — w)Ay — uv] Ayt

0 * | | uA\ P A2 = A (1 — v twu) — vul AT s
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* 0 * 0 *
= = bulunur.

0 = 0 =* 0 =*
P = P;'PP olsun. Bu durumda rP = Pr ve r(PAP™') = P(rA)P™' =
* 0
P371P2P13P171P271P3 - P371PQCP271P3 = P:JIDP3 = elde edilir. Buradan
0 *
* 0

PAP™! =7t olup esas kogegende girdilerden biri tersinir digerleri J(R)
0 =*

de ve R es-agaran oldugundan Lemma 5.3.18 geregince PAP~! yar1 kutupludur.
Boylece Lemma 5.3.6 geregince A yar1 kutupludur.

Sonuc 5.3.23. R bir yerel halka olmak iizere R/J(R) = Q ya da bir p asal igin
R/J(R) = Z, olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(1) K4(R) yar1 kutupludur.

(2) K(R) kuvvetli temizdir ve R eg-agarandir (Huang vd. 2012).

Ispat: ¢ : R/J(R) — Z, izomorfizma olsun. Bu durumda u € U(R) olmak iizere
o(u+ J(R)) = @ seklinde tanimlansin. Boylece @ € U(Z,,) olur. Buradan ax + py =
1 olacak sekilde x,y € Z vardir. O zaman @ T = 1 olur. ¢ orten oldugundan
o(k + J(R)) = T olacak sekilde k € U(R) vardir. Bu durumda 1 —a T = (1 +
J(R)) — p(u+ J(R))p(k + J(R)) = ¢(1 —uk + J(R)) = 0 olup 1 — uk + J(R) €
Kerp = J(R) dir. Boylece 1 — uk € J(R) dir. Yani 1 — uk = j olacak gekilde
j € J(R) vardir. u = k~!' 4+ J(R) olup U(R) C C(R) + J(R) bulunur. Teorem
5.3.22 den denklik ispatlanir. Benzer gekilde R/J(R) = Q olursa her u € U(R) igin
1 — (mnY)u € J(R) olacak sekilde m,n € Z vardir. Buradan u € nm™' + J(R)
olup U(R) C C(R) + J(R) bulunur ve Teorem 5.3.22 den denklik ispatlanir.

Teorem 5.3.24. R bir yerel halka ve J(R) C C(R) olsun. Bu durumda K,(R)
nin yar1 kutuplu olmasi i¢in gerek ve yeter sart K (R) nin kuvvetli temiz olmasidir

(Huang vd 2012).

Ispat: K,(R) yar1 kutuplu ise Sonug 4.2.12 den K (R) kuvvetli temizdir. Karsit
olarak K (R) kuvvetli temiz ve J(R) C C(R) olsun. u € U(R) ve j € J(R) olmak

tizere © € R i¢in (I, — r;)(z) = 0 almrsa uz — 2j = ur — jr = (u — j)z = 0 olur.
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u—j € U(R) oldugundan = = 0 dir. Boylece [, — r; birebirdir. Benzer gekilde
l; — r, nun da birebir oldugu gosterilebilir. Sonug olarak R es-agaran olur. Ayrica
v € U(R) ve j € J(R) igin hipotezden J(R) C C(R) oldugundan vj = jv olup
v=v+0¢€ C(J(R))+ J(R) yani U(R) C C(J(R)) + J(R) elde edilir. Boylece
Teorem 5.3.22 den K (R) yar1 kutupludur.

Sonuc 5.3.25. R bir degismeli yerel halka ve s € U(R) olsun. K (R) nin yar
kutuplu olmasi i¢in gerek ve yeter sart her w € J(R) igin t* — ¢ — w polinomunun R

de koke sahip olmasidir (Huang vd. 2012).

Ispat: Teorem 5.3.24 ve Sonug 5.3.11 geregince ispat aciktir.

Lemma 5.3.26. R yerel bir halka ve s € C(R) N U(R) olsun. Ayrica A € K¢(R)
olmak tizere A ve A — [ tersinir olmasin. Bu durumda v € 1+ J(R), v € U(R) ve

u 1 w 1
w e J(R) igin A ~ vada A ~ dir (Tang ve Zhou 2012).

. a b
Ispat: A= olsun. A ya da I — A tersinir olmadigindan Lemma 5.3.3 geregi
c d

ac€l+J(R),de J(R)yadaaec J(R),de 1+ J(R) olur.
1 a'(b—-1)

L. Durum: a € 1 + J(R) ve d € J(R) olsun. Bu durumda P = i¢in
0 1
_ | »
APl — 1 a*b=1D|]a b||1 —atb-1)
0 1 c d 0 1
1+sat(b—1)c 1—sa ' (b—1cat(b—1)+at(b—1)d
c —sca Y (b—1)+d
aq b1
= olsun.
C d1
Bu durumda a; € U(R), by € 1 + J(R) C U(R) ve d; € J(R) olmak fizere
aq b1
A~ dir. Boylece b € 1+ J(R) aliirsa
C dl
1 0 a b 1 0 a 1
= :=B olup A ~ B dir. Eger ¢ € U(R)
0 b c d 0 bt be bdbt

ise istenilen elde edilir. Eger ¢ € J(R) ise
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1 0 a 1 1 0 a— S 1 u 1
= = olup
1 1 be bdb~! -1 1 a+bc—s—>bdb' s+ bdb! vow

u 1
uel+ J(R),veU(R)vew e J(R) dir. Boylece B ~ bulunur. A ~ B

u 1
oldugundan A ~ elde edilir.
vow

2. Durum: a € J(R) ve d € 1 4+ J(R) olmasi durumda Lemma 5.3.4 geregince benzer

ispat yapilarak sonuca ulagilir.

Teorem 5.3.27. R bir yerel halka ve s € C(R) NU(R) olsun. Agagidakiler denktir.
(1) K (R) kuvvetli temizdir.

(2) Her u € 1+ J(R), v € U(R) ve w € J(R) igin ¢* — (u + w)t + (uw — sv)
polinomu 1+ J(R) de sag koke sahiptir ve t? — (u +w)t + (wu — sv) polinomu
J(R) de sag koke sahiptir.

(3) Her u € 1+ J(R), v € U(R) ve w € J(R) igin t* — (u + w)t + (uw — sv)
polinomu J(R) de sol kike sahiptir ve t2 — (u+w)t + (wu — sv) polinomu J(R)
de sag koke sahiptir.

u 1
(4) Her u € 1 4+ J(R), v € U(R) ve w € J(R) igin € K (R) kuvvetli

vow
temizdir (Tang ve Zhou 2012).

Ispat: (1)=(2) Acikca goriilmektedir.

(2)<(3) Lemma 5.3.13 geregince agiktir.

(2)=(4)uel+J(R),v e U(R) vew € J(R) olsun. vuv~™" € 1+ J(R) oldugundan
(2) geregince t? — (vuv™! 4+ w)t + (vuv™'w — sv) polinomu 1 + J(R) de sag koke
sahiptir ve t* — (u + w)t + (wu — sv) polinomu J(R) de sag koke sahiptir. Buradan

u
Lemma 5.3.17 geregince kuvvetli temizdir.

v ow

(4)=2) u e 1+ J(R), v e UR), w € J(R) olmak iizere A = ve
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VUY 1
B = alimsim. vuv™' € 1+ J(R) oldugundan hipotez geregi A ve

(% w

B kuvvetli temizdir. Lemma 5.3.17 geregince t* — (u + w)t + (uw — sv) polinomu
1+ J(R) de sag koke sahiptir ve t* — (u+ w)t + (vuv~ — sv) polinomu J(R) de sag
koke sahiptir.

(1)=(4) Acgikca goriilmektedir.

(4)=(1) A € K (R) olmak iizere A ve A — I tersinir olmasin. Lemma 5.3.26

u 1
geregince u € 1+ J(R), v € U(R) ve w € J(R) olmak {izere A ~ ya
vow
w 1 w 1
da A ~ dir. Hipotezden ilk durum asikar oldugundan A =
vou vou
u v
olmasi durumu incelensin. Lemma 5.3.4 geregince B = nin kuvvetli temiz
1 w

oldugunu kontrol etmek yeterlidir. Lemma 5.3.26 nin ispatindan v’ € 1+ J(R),
u v u 1
v' € U(R) ve w € J(R) olmak iizere ~ := C dir. Hipotez-

1 w v

den C' kuvvetli temizdir. Kuvvetli temiz olmak benzerlik altinda korundugundan B

kuvvetli temizdir.
Lemma 5.3.28. R degismeli bir halka ve s € J(R) olsun. a € U(R), d € J(R),

a b
I = (s¢)R + dR ve A= olsun. Bu durumda her n > 0 tamsayist i¢gin
c d

an by
a, € U(R), b, € I", d, € I olmak iizere A ~ vardir (Tang ve Zhou
c d,

2012).

Ispat: n tizerinden tiimevarim uygulanirsa n = 0 icin I = R olup ap = a, by = b

ve dy = d icin sonug agiktir. n > 1i¢in a, 1 € U(R), b,y € [" ', d,_ 1 € [ ve A

. . Qp bn 1 —a;ﬁlbn_l
ile benzer olacak sekilde var olsun. Bu durumda P =
c d, 0 1
[ b b1
n—1 ani bni 1 _n=1
icin P71AP = fn—1 ' ' fn=t
0 1 Cc dn—l 0 1
[ scbp—1  bp_1 bn—1
= (n—1 7+ n-1  Gn-1 (dn_l o anﬂ)
C dn,1 — —32:"__11




= "l vea,eU (R), b, € I", d,, € I olup istenilen elde edilir.
c d,

Teorem 5.3.29. R degismeli yerel bir halka, s € J(R) ve n > 0 tamsayisi igin

agagidakiler denktir.
(1) K(R) kuvvetli temizdir.

(2) Her wy € U(R) ve wy € J(R) igin t* — (1 4+ wy)t + (w; — swp) polinomu R de
koke sahiptir.

(3) Her wy € J(R)" ve wy € J(R) igin t? — (1 + wy )t + (w; — swp) polinomu R de
koke sahiptir.

1 1
(4) Her wy € J(R)" ve wy € J(R) icin kuvvetli temizdir (Tang ve
Wo Wi

Zhou 2012).

Ispat: (1)&(2) ue 1+ J(R),v e U(R) vew € J(R) icin 2 — (u+ w)t + (uvw — sv)

t t
polinomunun kdke sahip olmast icin gerek ve yeter sart (—)*—(1+ E)( —)+ (E —s%)
u u u o u

polinomunun koke sahip olmasidir. Teorem 5.3.27(3) geregince her v € 1+ J(R),
v e U(R) vew € J(R) igin t* — (u + w)t + (uw — sv) polinomunun J(R) de koke
sahip olmas igin gerek ve yeter sart her wy, w; € J(R) igin 2 — (1+w1 )t + (w; — swy)
polinomunun J(R) de kdke sahip olmasidir. Lemma 5.3.13 (2) den denklik agikca
goriillmektedir.

(1)=(4) Agktr.

(4)=3) w; € J(R), wy € J(R)" ve A = b olsun. Buradan dets(A) =

Wy Wy
wy; — swy € J(R) ve dets(A — 1) = —swy € J(R) dir. Boylece A asgikar olmayan

kuvvetli temizdir. Teorem 5.3.10 geregince t* — (trA)t+det(A) polinomu R de koke

sahiptir. trA =1+ w; ve dets(A) = w; — swy oldugundan istenilen elde edilir.

a x
(3)=(1) A= olsun. A ve A — I tersinir olmasin. Bu durumda dety(A) =

y b
ab—sxy € J(R) ve dets(A—1) € J(R) oldugundan trA =a+b=1—dets(A—1)—

dets(A) € 14+ J(R) dir. Boylece a € U(R), b€ J(R) yadaa € J(R), b e U(R) dir.
Lemma 5.3.4 geregi a € U(R) ve b € J(R) alinsin. Buradan (sy)R+bR C J(R) dir.
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Lemma 5.3.28 geregince v € U(R), w € J(R)" ve d € J(R) igin A ile benzer olan

u v ) 5 d d wy )
B= mevcuttur. Hipotezden r*—(1+—)r+(——s(—)) = 0 olacak sekilde
u u

y d v
r € R vardir. Buradan (ur)?—(tr B)(ur)—det,(B) = 0 olup t*— (tr B)t+det,(B) = 0
dir. trB € 1+ J(R) ve dets(B) € J(R) oldugundan Teorem 5.3.10 geregince B

kuvvetli temizdir. Kuvvetli temiz olmak benzerlik altinda korundugundan A da

kuvvetli temiz olur.

Sonuc 5.3.30. R bir degigmeli yerel halka ve s € J(R) olsun. K (R) nin yar
kutuplu olmasi igin gerek ve yeter sart her wg, wy € J(R) igin t2— (14w )t+(w; —swy)

polinomunun R de kéke sahip olmasidir (Huang vd. 2012).
Ispat: Teorem 5.3.24 ve Teorem 5.3.29 geregince ispat aciktir.

Bundan sonraki boliimde s = 0 oldugu durum incelenecektir.

Tanim 5.3.31. R bir yerel halka olsun. Eger her u € 1+ J(R) ve her j € J(R) i¢in
R nin 1, —r;, l; —r,, abel grup endomorfizmalar érten ise R ye zayif agaran (weakly

bleached) halka denir (Yang ve Zhou 2008).

. AV
Ornek 5.3.32. A, B yerel halka ve 4Vp bir ikili modiil olsun. R = olmak

0 B
iizere agagidakiler denktir.

(1) R kuvvetli temizdir.

(2) Egera—1€ J(A),be J(B) ve v € V ise 0 zaman v = xb — ax olacak sekilde
x € V vardir (Nicholson 1999).

Teorem 5.3.33. R bir yerel halka olsun. Bu durumda agagidakiler denktir.
(1) Ko(R) kuvvetli temizdir.
(2) T2(R) kuvvetli temizdir.
(3) R zayif agarandir.

(4) Her u € 14+ J(R) ve her j € J(R) i¢in (I, —r;)(x) =1, ([; —r,)(y) = 1 olacak

sekilde z,y € R mevcuttur.
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(5) Her w € 1+ J(R), v € U(R) ve w € J(R) igin t* — (u + w)t + uw polinomu
J(R) de sol koke sahiptir ve t* — (u + w)t + wu polinomu J(R) de sag koke
sahiptir (Huang vd. 2012).

Ispat: (1) < (5) Teorem 5.3.27 geregince ispat agiktir.

(2) < (3) Ornek 5.3.32 geregince ispat aciktir.
(3) = (4) Tamm 5.3.31 geregince ispat agiktir.
a b
4)=(1) A= € Ko(R) olsun. A € U(Ky(R)) veya Iy — A € U(Ky(R))

c d
oldugunda A nin kuvvetli temiz oldugu aciktir. Bu nedenle A ¢ U(Ky(R)) ve

I, — A ¢ U(Ky(R)) almabilir. Buradana € 1+ J(R) ved € J(R) yada a € J(R) ve
d €1+ J(R) dir. Lemma 5.3.4 geregince a € 1 + J(R) ve d € J(R) olsun. Lemma
5.3.26 nin ispatina benzer ispat yapilirsa u € 14+ J(R), v € U(R) ve j € J(R) olmak

tizere A ~ bulunur. Hipotezden ux — x5 = 1 olacak sekilde x € R vardir.
v

v ovr v T
P = ] € U(Ky(R)) olup P71 = dir. Boylece
0 1

u 1 VUV 0 .
A~P P1= elde edilir. Hipotezden jy — y(vuv™') =1 ola-

. 1 0| |wvuwwt 0 1 0
cak gekilde y € R vardir. O zaman A ~ B := =

y 1 1 J —y 1
vuv
bulunur. Lemma 5.3.16 den B kuvvetli temiz oldugundan A da
0
kuvvetli temizdir.
u —x
(1)= 3)uel+J(R),j € J(R)vex,y € Rolsun. (1)den A = € Ky(R)

0 J
kuvvetli temizdir. O zaman A = U + E, AE = EA olacak sekilde E* = F € Ky(R)
ve U € U(Ky(R)) vardir. a,b € U(R) ve ¢* = ¢, d> = d € R olmak iizere

a * c z
U = ve I/ = olsun. Bu durumda v = a+cve 7 = b+ d

* b * d

0 =z
olup ¢ =0 ve d =1 dir. Boylece F = olur. Simdi AE = F A oldugundan
* 1

uz —x = zj yani (I, — r;)(2) = x elde edilir. Boylece [, — r; orten olur. Benzer
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sekilde 7Y € Ky(R) nin kuvvetli temiz oldugu kullanmilirsa (I; — 7,)(2') = y

0 wu
olacak sekilde 2’ € R nin var oldugu goriiliir. Buradan I; — 7, Orten olur. Boylece

R zayif agaran bulunur.

Uyar1 5.3.34. 1p = 15 ve RNU(S) = U(R) olmak tizere R halkas1 S halkasinin bir
alt halkas1 olsun. a € R ve €2 = ¢ € R alinsim. Eger a, e spektral eskare elemaniyla

S de yar1 kutuplu ise a, e spektral egkare elemaniyla R de yar1 kutupludur (Huang
vd. 2012).

Teorem 5.3.35. R bir yerel halka olsun. Bu durumda agagidakiler denktir.
(1) Ko(R) yar1 kutupludur.
(2) Ty(R) halkasmin her elemani Ky(R) halkasinda yar1 kutupludur.

(3) T(R) yar1 kutupludur (Huang vd. 2012).

Ispat: (1) = (2) Aciktir.

a b N
(2)=(3)A= € T :=T5(R) olsun. Ornek 4.1.3 geregince A ¢ U(T)UJ(T)
0 d
alimabilir. Boylece a € U(R) ve d € J(R) yada a € J(R) ve d € U(R) dir. (2) den
* %
A Ky(R) de yar1 kutupludur. A nin spektral egkare elemam E = olsun.
e *

AFE = EA oldugundan de — ea = 0 = (I; — r,)(e) bulunur. Lemma 5.3.18 geregince
l4— 4 birebir olup e = 0 elde edilir. Boylece E € Ty(R) olur. Uyar 5.3.34 geregince
A matrisi E spektral egkare elemani ile T5(R) de yar1 kutupludur.

a b .
(3) = (1) A= € Ky(R) olsun. Ornek 4.1.3 geregince A ¢ U(Ky(R)) U
c d

J(Ko(R)) alnabilir. Boylece a € U(R) ve d € J(R) yada a € J(R) ve d € U(R)

dir. Lemma 5.3.4 geregince a € U(R) ve d € J(R) durumunu incelemek yeterlidir.

a b d c
A = , Ay = € T := Ty(R) olsun. (3) den A; ve Ay, T de
0 d 0 a
e
yar1 kutupludur. A; in spektral eskare eleman1 F;, = ! ve A, nin spektral
01
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1 h
egkare elemam Fy = olsun. E; = I alinsin. Bu durumda A; + I, € U(T)
0 g
oldugundan a + 1, d+ 1 € U(R) olur ve A + Iy € U(Ky(R)) bulunur. Eger X =
Ty r y
€ comm(A) ise X; = € comm(A;) olur. Boylece Io + X A, €
w oz 0 =z

U(T) bulunur ve 14+za, 14+2d € U(R) elde edilir. Buradan I,+X A € U(Ky(R)) olup
A matrisi I spektral egkare elemani ile Ky(R) de yar1 kutuplu olur. Eger Fy = I

olursa As+15 € U(T') oldugundan d+1, a+1 € U(R) dir. Béylece A+1, € U(Ky(R))
9 o Y . Z w

saglanir. Eger X = € comm(A) ise Xy = € comm(Asz) olur.
w oz 0 =z

Boylece Iy + XyA5 € U(T) bulunur ve 1+ zd, 1+ za € U(R) elde edilir. Buradan
I, + XA € U(Ky(R)) olup A matrisi I spektral egkare eleman ile Ky(R) de yar
kutuplu olur. Bu nedenle E; # I, ve Ey # [ alinabilir. Bu durumda e = 0 ve

. 0 f 1L h . 0 f
g = 0 dir. Boylece Fy = ve By = bulunur. Simdi £ =
01 0 0 h 1
a b+ f
olsun. O zaman s = 0 oldugundan E* = F € Ky(R), A+ E =
c+h d+1
0 af+b .
U(Ko(R)) ve AE = € J(Ko(R)) C (Ko(R))™ elde edilir. Son
dh d
r oy r 'y
olarak X = € comm(A) olsun. Bu durumda X; = € comm(A;)
woz 0 =
z w
ve Xy = € comm(Ay) oldugundan E1X; = X E; ve Ey Xy = XoF, dir.
0 x

Buradan fz = zf +y ve w + hx = zh elde edilir. Béylece EX = X E olur ve A nin
E spektral egkare elemamn ile Ky(R) de yar1 kutuplu oldugu ispatlanir.

Lemma 5.3.36. R bir halka olsun. u € U(R), j € J(R) ve z € R olarak verilsin.

u x u 1
Bu durumda 7T5(R) halkasinda j’, j” € J(R) olmak tizere ~ ve

0 j 0 j
-/

1
~ |7 dir (Huang vd. 2012)
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. T L vioe—D||uw z||1 —uz-1)
Ispat: ~
0 J 0 1 0 7 0 1
u I
= (burada z; = 1+ u t(z —1)j € 1 + J(R) dir.)
0 J
1 0 u I 1 0 U 1
~ = bulunur.
0 1 [ |0 j||0 =! 0 zjzy’
Benzer sekilde i : __ : :
j 1 -2 tf|j =||1 —(1-2)u!
0 u 0 1 0 u 0 1
J . 1 .
= (burada xy = 1+ j(x — )u™' € 1 + J(R) dir.)
0 u
_:1:’1 0 T 1 0 v jr
~ | s ' _ | bulunur ve istenilen elde
0 1 0 u 0 1 0
edilir. )

Lemma 5.3.37. R bir eg-agaran yerel halka, u € U(R) ve j € J(R) olsun.

_ u 1 10 b
(1) Eger bj — ub = 1 ise matrisi,
0 j 0 1
Ko(R) de yar1 kutupludur. )
jo1 1 b
(2) Eger jb—bu = 1 ise matrisi,
0 wu 00

Ky(R) de yan kutupludur (Huang vd. 2012).

ispat:
u 1
(1) A = ve B =
0 j 0 1
0 ub+1
ve AE =
0
r oy 4
€ comm(A) olsun. Buradan wu — jw
w oz

oldugundan w = 0 bulunur.

x +1yj = uy + z elde edilir. Boylece
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spektral egkare elemaniyla

spektral egkare elemaniyla

olsun. Bu durumda A + E € U(Ky(R))

€ J(Ko(R)) C (Ko(R))™" elde edilir. Simdi X =

0 olur ve R es-agaran

Boylece XA = AX den zu = ux, zj = jz,



u(zb +y — bz) = zub + uy — ubz
=x(bj— 1)+ (z+yj—2)—(bj—1)z
=axbj+yj —bjz
= (zb+y —b2)j
bulunur ve R eg-agaran oldugundan xb + y — bz = 0 elde edilir. Bu durumda

0 zb+y 0 bz
XE = = = EX olup E € comm?(A) elde edilir.

0 z 0 =z
Boylece A nin F spektral egkare elemaniyla yari kutuplu oldugu ispatlanir.

1 1 b
A= |7 ve £ = olsun. Bu durumda A + E € U(Ky(R))
0 u 0 0
J b L o Ty
ve AE = € J(Ko(R)) C (Ko(R))?™ elde edilir. X = €
0 0 woz

comm(A) olsun. O zaman wj —uw = 0 olur ve R es-agaran oldugundan w = 0
dir. Boylece AX = X A egitliginden xj = jx, v +yu = jy + z ve uz = zu elde
edilir. Bu egitlikler kullanilarak
J(y + bz — xb) = jy + jbz — xjb

=x+yu—z+ (1+bu)z — (1l + bu)

= yu + bzu — xbu

= (y+ bz — zb)u
bulunur ve R eg-agaran oldugundan y + bz — 2b = 0 dir. Bu durumda X E =
x xb x y+bz . )
= = EX olup E € comm?(A) elde edilir. Boylece A
0 0 0 0

nin F spektral egkare elemaniyla yar1 kutuplu oldugu ispatlanir.

Sonuc 5.3.38. R bir yerel halka olmak tizere her u € U(R) ve her j € J(R) igin

(ly—rj)(xz) =1, ([; —ry)(z) = 1 olacak sekilde x,y € R mevcut olsun. Bu durumda

(1)

(2)

T5(R) nin her elemanimin K (R) de yar1 kutuplu olmasi igin gerek ve yeter sart

R nin eg-agaran olmasidir.

Ky(R) nin yar1 kutuplu olmasi igin gerek ve yeter sart R nin eg-agaran ol-

masidir (Huang vd. 2012).

ispat:
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(1) T5(R) nin her elemam K (R) de yar1 kutuplu olsun. Bu durumda Lemma

5.3.18 geregince R eg-agarandir. Kargit olarak R eg-agaran olsun. A =

a b
€ Ty(R) almsin. a,d € U(R) ya da a,d € J(R) oldugu durumda
0 d

A nin yar1 kutuplu oldugu agiktir. Bu nedenle a € U(R) ve d € J(R) ya
da d € U(R) ve a € J(R) oldugu durumlara bakmak yeterlidir. Bu durumda
Lemma 5.3.36 geregince b = 1 kabul edilebilir. Boylece Lemma 5.3.37 geregince
A € T3(R), K4(R) de yar1 kutuplu olur.

(2) Teorem 5.3.35 ve (1) den agikga goriilmektedir.

Teorem 5.3.39. R bir degismeli yerel halka ve dets(A) € J(R) olacak sekilde
A € K (R) olsun. Bu durumda agagidakiler saglanir.

(1) tr(A) € J(R) olmasi i¢in gerek ve yeter sart A nin, [ spektral eskare ele-

maniyla yar1 kutuplu olmasidir.

(2) tr(A) € U(R) olmak {izere A nin yar1 kutuplu olmasi igin gerek ve yeter sart
t?—tr(A)t+det,(A) polinomunun R de koke sahip olmasidir (Huang vd. 2012).

ispat:

—tr(A)™! 0
(1) tr(A) € U(R) olsun. Y = alinirsa Y € comm(Al)
—tr(A)~!

0
olur. Bu durumda det (I + ALY') = tr(A)?dets(A) € J(R) oldugundan I, +
ALY ¢ U(K,(R)) dir. Buise Al € (K,(R))™" olmas ile celigir. Bu nedenle
tr(A) € J(R) dir. Karsit olarak tr(A) € J(R) olsun. Eger s € U(R) ise

a
Lemma 5.3.5 den f : — seklinde tanimlanan f fonksiyonu
c d sc d

a b
K (R) den K;(R) ye bir izomorfizmadir. Bu durumda A = olmak
c d

tizere tr(A) = tr(f(A)) € J(R) ve dets(A) = det(f(A)) € J(R) bulunur.
Boylece Teorem 5.1.4 geregince f(A) matrisi, I spektral egkare elemam ile
yart kutuplu olur. Sonug olarak f(I5) = I oldugundan Lemma 5.3.5 geregince

A nin, I, spektral egkare elemani ile K (R) de yar1 kutuplu oldugu ispatlanir.
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s € J(R) olsun. tr(A) € J(R) ve dets(A) € J(R) oldugundan a,d € J(R) dir.
Bu durumda A € J(K,(R)) olup Ornek 4.1.3 den I, spektral egkare eleman:
ile K4(R) de yar1 kutupludur.

A1 € R, t?—tr(A)t+dets(A) = 01n bir ¢oziimii olsun. O zaman Ay = tr(A)—X\
diger ¢oziimdir. Eger A\, A2 € J(R) ise tr(A) = A\ + Ay € J(R) olup (1)
den A yar1 kutupludur. A; ve Ay aym anda J(R) de olmasin. dets(A) =
AMA2 € J(R) oldugundan Ay € U(R) ve Ay € J(R) ya da Ay € J(R) ve
Ay € U(R) dir. Genelligi bozmaksizin \; € U(R) ve Ay € J(R) alinsin. Bu

a b
durumda A = olmak {izere a +d = tr(A) = A\ + Ay € U(R) dir.

c d
Lemma 5.3.4 ve Lemma 5.3.6 geregince a € U(R) kabul edilebilir. Boylece
1 b()\Q — G,)_l
M —d=a— X € U(R) olur. P = olsun.
C()\l — d>_1 1

dets(P) =1 — sbc(A; —d) ' (Ay —a)™?
= O —d) Mg — @) (M — d)( e — a) — sbe]
= A —d) M Aa —a) "N (=A@ — d\y + A\ +dety(A)) € U(R)

A1 O
oldugundan P € U(K(R)) dir. Ayrica AP = P ' oldugundan
0 A
A Op )
PIAP = dir. Boylece Lemma 5.3.6 geregince A yar1 kutuplu
0 X

olur. Kargit olarak tr(A) € U(R) ve A matrisi, £ spektral eskare eleman:

ile yar1 kutuplu olsun. Lemma 5.3.8 den ve Lemma 5.3.16 nin ispatindan

0 0 1 0 1 0 0 0
E~ , B~ , B~ ya da E ~ dir. Fakat

0 0 01 0 0 01

0 0
A ¢ U(Ks(R)) oldugundan E matrisi ile benzer degildir. Ayrica

0 0
10 10
tr(A) € U(R) oldugundan E # dir. Dolayisiyla E matrisi
0 1 0 1
ile benzer degildir. Bu nedenle agagidaki iki durumu incelemek yeter_li_dir.
10 1 0
1.Durum: E ~ olsun. Bu durumda P7!EP = olacak
00 00

sekilde P € U(K,(R)) vardir. Boylece Lemma 5.3.6 geregince B := P 'AP
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10

spektral eskare elemani ile yar1 kutupludur. Buradan B =
00 00
10 At . . -

B olup B = seklinde kosegensel matristir. Lemma 5.3.9
00 0 X

geregince dets(A) = dets(B) = Mg ve tr(A) = tr(B) = A\ + Ag dir. Boylece
t2 — tr(A)t + dets(A) = 0 nin R de ¢oziime sahip oldugu aciktir.

2. Durum: E ~ olsun. Ispat 1. Duruma benzerdir.

0
01
Sonuc 5.3.40. R degismeli yerel bir halka ve A € K (R) olsun. Bu durumda A nin

yart kutuplu olmasi i¢in gerek ve yeter sart agagidakilerden birinin saglanmasidir.
(1) dets(A) € U(R) dir.
(2) dets(A) € J(R) ve tr(A) € J(R) dir.

(3) dets(A) € J(R), tr(A) € U(R) ve t* — tr(A)t + dets(A) polinomu R de koke
sahiptir (Huang vd. 2012).

Lemma 5.3.41. R = S + K olacak sekilde R bir halka, R nin alt halkas1 S ve R
nin tstel sifir bir ideali K olsun. Bu durumda S nin kuvvetli 7w-diizenli olmasi i¢in

gerek ve yeter sart R nin kuvvetli w-diizenli olmasidir (Tang vd. 2012).

Teorem 5.3.42. M N ve NM sirasiyla A ve B nin iistel sifir idealleri olacak gekilde
A

R = Morita yapisi olsun. Bu durumda R nin kuvvetli m-diizenli olmasi

N B
i¢in gerek ve yeter sart A ve B nin kuvvetli w-diizenli olmasidir (Tang vd. 2012).

Onerme 5.3.43. R bir yerel halka ve s € J(R) olsun. K,(R) nin kuvvetli -diizenli

olmasi i¢in gerek ve yeter sart J(R) nin iistel ideal olmasidir (Huang vd. 2012).

Ispat: K,(R) kuvvetli m-diizenli olsun. Bu durumda J(K,(R)) iistel ideal olur. O
zaman Lemma 5.3.3 den J(R) tstel idealdir. Kargit olarak R yerel oldugundan J(R)
iistel ideal ise R kuvvetli m-diizenlidir ve s tstel sifir elemandir. Boylece Teorem

5.3.42 den K,(R) kuvvetli m-diizenlidir.
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6. SONUC

Bu c¢aligmada genellegtirilmis Drazin-ters tanimindan yola c¢ikilarak yari kutuplu
halka tanimi yapilmigtir. Genellestirilmig Drazin-tersinir eleman tanimi ile yar1 ku-
tuplu eleman taniminin denk oldugu ispatlanmigtir. Bazi halka siiflarimin hangi
sartlar altinda yar1 kutuplu olduklarini gosteren teoremler verilmistir. My(R), T,,(R)
matris halkalarinin yar1 kutuplulugu incelenmistir. Morita iceriginin halkasinin 6zel
bir hali olan K,(R) matris halkasi tammlanmig ve yar1 kutuplu olmasi i¢in gerek ve
yeter sartlar arastirilmigtir.

Bunlara ek olarak yari kutuplu halka tanimindan yola cikarak tistel yari kutuplu
halka tamm yapimistir. Ustel yar1 kutuplu halkalarm yar1 kutuplu oldugu ispat-
lanmigtir.  Ayrica My(R) nin hangi sartlar altinda iistel yar1 kutuplu oldugu da

aragtirilmigtir.
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