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OZET
Yitksek Lisans Tezi
SELFADJOINT OLMAYAN DISKRE DIRAC OPERATORUNUN
SPEKTRAL ANALIZI
Sevda SAGIROGLU
Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstittisti
Matematik Anabilim Dali
Damgman : Yrd. Dog. Dr. Cafer COSKUN
15 (N, C?) Hilbert uzay: tizerinde tammb diskre Dirac operatoriiniin spektral analizini
konu alan bu ¢aligma doért bolimden olugmaktadir,

Birinci béliimde; baz1 temel kavramlar ile spektral analizin temel tamm ve teoremleri
verilmistir.

ikinci b8itimde; diskre Dirac operatérl tammlanmig ve bu operatériin Jost ¢ozihmit
ifade edilerek bu ¢bziimiin tzellikleri incelenmigtir.

Uglinctt bolitmde; diskre Dirac operattriinin resolvent operatsriintin, spektrumunun
ve spektral tekilliklerinin &zellikleri incelenmigtir.

Dorduncii ve son boliimde ise diskre Dirac operatoriintin Szdefer ve spektral tekil-
liklerine karglik gelen esas vektorleri elde edilmigtir.

2003, 57 sayfa
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SPECTRAL ANALYSIS OF THE NON-SELFADJOINT
DISCRETE DIRAC OPERATORS
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Ankara University
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Supervisor : Asist. Prof. Dr. Cafer COSKUN
This thesis deals with the spectral analysis of discrete Dirac operators defined on the
Hilbert space I3 (N, C?) and it consists four chapters.

In the first chapter, besides the basic definitions and theorems of spectral analysis

some main concepts have been also given.

Second chapter is devoted to the Jost solutions of the discrete Dirac operators and
its properties.

In the third chapter the spectrum and spectral singularities of the resolvent, operators
of discrete Dirac operators have been examined.

In the last chapter the fundamental vectors corresponding to the eigenvalues and
spectral singularities of the discrete Dirac operator have been obtained.
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SIMGELER DizZiNi

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kitmesi

C Kompleks sayilar kiimesi

Imz z kompleks saysimin sanal kisrm

C. Im z > 0 kogulunu gergekleyen z kompleks sayilari
C, Im z > 0 kogulunu gergekleyen z kompleks sayilar
D(A) A operatfriiniin tamm kiimesi

R(A) A operatériniin deger kilmesi

N(4) A operatoriiniin sifir uzay:
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A Tleri fark operatori

Wif. ¢l f ve p gbziimlerinin Wronskiyeni

R, (4) A operatdriniin resolvent operattrii

p(A4) A operattriiniin resolvent kiimesi
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04 (A) A operatortiniin spektral tekilliklerinin kitmesi
©(J) J araligimin Lebesgue 8lgiisii

L Mutlak yakinsak seri olugturan diziler uzayx

b Ikinci dereceden mutlak yalansak seri olugturan diziler uzay:



1.GIiRiS
1.1. Cahgmanmin Kapsam

Diferensiyel operattrlerin spektral analizi matematik, fizik ve fonksiyonel analizin
birgok problemi igin Snem tagidigindan matematikgilerin dikkatini gekmig ve bu
konuda. cok sayida galigme yapilmigtir. Bu cahgmalar, diferensiyel operatorlerin;
spektrumlariin aragtirilmasina, dzfonksiyonlara gore spektral acihmlarmmim bulun-
masina yani spektral analizine iligkindir.

1k olarak; Naimark 1960 da selfadjoint olmayan siirekli ve diskre spektruma. sahip
Sturm-Liouville operatbrilniin spektral analizi ile ilgili caligmaya baglamig ve Sturm-
Liouville operattrilniin spektrumunun; siirekli spektrum, diskre spektrum ve
spektral tekilliklerden olugtufunu ispatlamgtir. Daha sonra spektral tekillikierin
spektral analizdeki ¢nemi Lyance tarafindan ortaya konmustur. E. Bairamov, O.
Gakar ve A. M. Krall 2001 de yaymlanan “Non-selfadjoint difference operators and
Jacobi matrices with spectral singularities ” baglikh galigmalarinda ikinci mertebeden
selfadjoint olmayan fark denklemlerinin de spektral tekillife sahip oldugunu kanit-
lamuglardir bylece; siirekli ve diskre (nokta) spektruma sahip selfadjoint olmayan
fark denklemlerinin spektral analizi Snem kazanmgtir. Self-adjoint fark denklem-
lerinin spektral analizi ile ilgili caligmalar ise Agarwal ve Wong tarafindan “ Ad-
vanced Topics in Difference Equations ” ve Berezanski tarafindan “ Expansion in
Eigenfunctions of Self-adjoint Operators ” adh kitaplarda toplanmigtir.

Bu caligmada, ise
wu) =Y (800 + D)
N

nEl

i¢ carpimiyla birlikte bir Hilbert uzayr olan

Y= ( ¥ )
)
L neN



kompleks vektor dizilerinin uzayr I (N,C?) ile, A ileri fark operattrti yani
Ay =4, — 4P, i=1,2,n € N, {Bn} cn (o} new kompleks terimli diziler olmak
lizere bu uzay ilzerinde

Ay + pag)
(ly)n = I8} (2) , mE N
=AYy, + @l

fark ifadesi ile tanimh selfadjoint olmayan diskre Dirac operatéril de L ile gbsterilmig
Ve {Pn},cn 1 {0n}ney kompleks terimli dizilerinin

> 7 (lpnl + lgal) < 00
n=1

kogulunu saglamasi durumunda L operatérliniin Jost ¢dziimil, spektrumu ve resol-
venti incelenmigtir. Ayrica, {Pa} ey » {0} nex dizileri igin

sup (Ipa| + |ga]) exp (ev/n) < 00, €> 0
1<n<oo
kogulunun gergeklenmesi durumunda da L operattriiniin dzdeger ve spektral tekil-
likleriyle ilgili bilgiler derlenmigtir.
1.2. Temel Kavramlar ve Sonuglar
Tanmm 1.2.1. X ve Y aym bir K cismi lizerinde iki vekitr uzay olmak tizere
A: DA)cX — Y

operatoril verilsin. A operatériiniin D (A) tamm bolgesi ve R (4) deger bblgesi
sirasiyla X ve Y nin altvektor uzaylan olsunlar. Efer; Vz,y € D(4) veVo,y€ K |
igin

A(az +7y) =aA(z) +7A ()

ise A operatdrll lineerdir denir (A. L. Brown ve A. Page, 1970).



Tamm 1.2.2. X ve Y aym bir K cismi tizerinde normlu iki uzay ve
A: X — Y
lineer bir operatér olsun. Efer; Vz € X icin
llAz|| < c|lz|

olacak bicimde bir ¢ > 0 sayis1 varsa A ya siirh lineer bir operatr ady verilir (A. L.
Brown ve A. Page, 1970).

Tamm 1.2.3. X ve Y iki normlu uzay ve A : X +—— Y lineer bir operatér olsun.
Eger; X in smurh her altkiimesinin A operattril altindaki gbriintiisit rolatif kompakt
ise A ya kompakt operatr denir (A. L. Brown ve A. Page, 1970).

Teorem 1.2.4. ( k(N) de Kompakthk Kriteri ) M C L (N) smurh bir kiime
olsun. Eger; Ve > 0 ve Vz = (£,,£5,...,&,,..-) € M igin n > Ny oldukga.

o0
Z l&:? <

t=n+1

saglanacak bicimde en az bir Ny (¢) > 0 sayis varsa M kompakttir (Lusternik ve
Sobolev, 1968).

Tanm 1.2.5. X bir Hilbert uzay1, A : D(4) C X —— X lineer bir operatér ve

D (A) = X olsun. y € X olmak tizere Vz € D (A) i¢in
(Az,y) = (z, Ay}

egitligini gercekleyen A* operatériine A operattriniin Hilbert-adjoint opera,tbl‘-u denir
(A. L. Brown ve A. Page, 1970).

Tamim 1.2.6. X bir Hilbert uzayr ve A, X tizerinde tamimh lineer bir operattr



olsun. Eger; Vz,y € D (A) igin
(Az,y) = (=, Ay)
egitlii gergekleniyor ise A operattriine Hermitian operattr denir (Naimark, 1968).

Tanmm 1.2.7. X bir Hilbert uzay1 olmak {zere tamm kiimesi X de yogun olan
Hermitian bir operattre simetrik operatér denir (Naimark, 1968).

Tanim 1.2.8. X bir Hilbert uzay: olmak tizere tamm kiimesi X de yogun olsn lineer
bir A operattrii igin A* = A ise A ya self-adjoint operator denir (Naimark, 1968).

Teorem 1.2.9. X bir Hilbert uzay: olsun ve A : X — X smirh lineer operatéril
verilsin. A operatfriiniin self-adjoint olmas icin gerek ve yeter gort A min simetrik
olmasidir (A. L. Brown ve A. Page, 1970).

1.3. Spektrum ve Resolvent

Bu kisnnda, X’i C kompleks sayilar cismi iizerinde normlu bir vektér uzay olarak
gbzoniine alip, 8 ile X vektdr uzayimn sifir elemamm ve I ile de X den X e tammh
Ozdeglik operatdriinil gbsterecefiz.

Tamm 1.3.1. X # {8} ve A: X — X sirh lineer bir operatdr olsun. Eger;
Ry (A) = (A— AI)"" mevcut, smirh ve X de yopun bir kilme izerinde tamml ise
A € C saysina A mn bir regiiler degieri denir. A mn biitiin regtler degerlerinin
olugturdugu kiimeye A nin resolventi denir ve p (A) ile gsterilir.

p (A) mn C kompleks dizlemindeki tiimleyeni olan o (A) = C\p (A) kilmesine A nin
spektrumu ve bir A € o (4) sayisma da A nm bir spektral degeri denir (Naimark,

1968).

Tanmm 1.3.2. A : X —— X lineer bir operatr olsun. Eger; Az = Az olacak



bigimde X de bir z # § elemam varsa A kompleks sayisma A mn bir Szdegeri ve
z € X elemanina da bir 8zvektér denir.

Yukandaki tammlardan agagidaki sonuglar elde edilir :

(i) Effer ), A operatoriintin bir tadeger ise A— AI operatdri birebir degildir. Dolayx-
siyla; Ry (A) meveut olamayacamdan A € o (A) olur. Yani her 6zdeger bir spektral
defferdir. Buna gore A operatoriiniin zdeferlerinin kilmesi o, (A) ile gosterilirse
04(A) C o(A) olur ve o4 (A) kilmesine A operatdriiniin diskre spektrumu (veya
nokta spektrumu) ad: verilir.

(ii) Egter; R, (A) meveut, X de yogun bir kilme lizerinde tammh ancak smirsiz ise
A € o (A) olur. Bu bzellige sahip bittin ) larin kitmesine A operatéritniin stirekli
spektrumu denir ve o, (A) ile gdsterilir.

(iif) B (A) mevcut ancak X de yogun bir kiime tizerinde tanimh olmayacak gekildeki
A spektral degerlerinin olugturdufu ktimeye ise A operatdriiniin rezidil spektrumu
denir ve o, (A) ile gosterilir.

Diger yanden, A € o (A) spektral degeri 04 (4),0, (4) ve o, (A) kiimelerinden en az
birine aittir. Buna gore;

o(A)=04(A)Uo.(A)Uo,(A)

yamlabilir. Aynica, p(A),04(A),0.(A) ve o, (A) kilmeleri ayrik olup birlegimleri
tim kompleks diizlemi verir (Naimark, 1968).

Teorem1.3.3. H kompleks bir Hilbert uzayr ve A : H — H smurh lineer, self-
adjoint bir operatér olsun. Bu durumde; o (4) C R dir (A. L. Brown ve A. Page,
1970).

Teorem1.3.4. H kompleks bir Hilbert uzay1 ve A : H — H smirh lineer, self-



adjoint bir operatdr olsun. Bu durumda; A nmn o, (A) rezidit spektrumu bogtur (A.
L. Brown ve A. Page, 1970).

Teorem1.3.5. (Weyl-von Neuman Teoremi) Self-adjoint bir A, operatord ve
kompakt bir A, operatortt icin A = A, + A olsun. Bu durumds; o, (A) = 0. (4,;)
olur (Glazman, 1965).

Tamm 1.3.8. A: X — X sumrh lineer bir operatér olsun. A nin R), (A) resolvent
operatdriiniin kutup noktasi olup A min 8zdegeri olmayan A kompleks sayilermna A
operatériiniin spektral tekillikleri adh verilir. A nm spektral tekilliklerinin kitmesi
055 (A) ile gosterilir (Naimark, 1968).

Simdi de analitik fonksiyonlarm &zeliklerini karakterize eden ve bir operattriin spekt-
rumunun incelenmesinde yararh olan agagidaki teoremleri verelim.

Teorem1.3.7. (Privalov Birebirlik Teoremi) C, = {z€ C:Imz > 0} yan
diizlemi tizerinde anslitik olan kompleks degferli g fonksiyonunun reel sifirlanimn
kitmesi F ile gosterilsin. Eger; E = E ve u(E) > O ise Vz € C, igin g = 0 dur
(Privalov, 1956).

Teorem 1.3.8. g : D C C+— C fonksiyonu D ilzerinde analitik ve dzdeg olarak
sifirdan farkli olsun. Bu durumda;

(i) g fonksiyonunun sifir yerleri ayrktar.

(ii) Eger; 2, g nin bir sonsuz kath sifin1 ise zy D nin simrmdadr.

(iii) g fonksiyonunun sifirlarinin yigilma noktalan D nin simrindadur.

(Dolzhenko, 1979).



2. DISKRE DIRAC OPERATORU VE JOST ¢OHZzUMU
2.1. Diskre Dirac Operetrii

lz (N, (C2) ile

W) = 3 (100 +192P)

neN

(2)
o neN

geklindeki kompleks vekttr dizilerinin Hilbert uzay: gsterilsin.

i¢ carpimina, sahip

15 (N, C?) tizerinde {Pn},cy » {3 }nex kompleks terimli diziler olmak tizere

Ay + payh?
(zy>n=( N , neN

— 02, + augl?

ifadesi yardimiyla tammlanan L operatériine Dirac operattrii adi verilir.

(Ly), =M ,n €N

denklemler sistemi

@ @@
72 — Yn + 43 = A In
bnis T T Pnd ® =12, (2.1.1)

n
=+l + gl =2

geklinde ifade edilebilir. Burada, ) spektral parametredir.

(2.1.1) sistemi ¢ok iyi bilinen

()0 2 () (2)



Dirac sisteminin diskre analogu oldugundan, bu sisteme diskre Dirac sistemi denir.
Bundan sonraki iglemlerimizde, {p.},cn Ve {gn}ney kompleks terimli dizileri igin
D (lpal +1gal) < 00 (21.2)
n=1
kogulunun gergeklendigini kabul edelim, (2.1.1) sistemini
g = (2.1.3)
koguluyla g6zniine alahm ve Jost ¢ozliimiiniin &zeliklerini inceleyelim.

Bundan sonra, C, ve Cy ile sirasiyla pozitif tst yar: ditzlemi ve kapali tist yari
diizlemi gosterelim.

I (N, C?) iizerinde

¥& — oD 2oyl
(hY)pen = @ 5w ve  (laY)peny = @
—Yn' +Yn1 InYn
b neN neN

fark ifadeleriyle tammlanan operatérler sirasiyla Ly ve Ly ile gsterilirse L = Ly + Ls
oldugu kolayca gtrillebilir. Ayrica L; ve Ly igin agagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 2.1.1. L, operattrii lineer, stmrh ve self-adjointtir.

D o

ispat. Vu= @ vev= o €, (N,C?), Va,vy € Cigin

u? o®
neN neN

Ly (ou+y) = oy + 7oy — auld — ol
eury) = W _ W) @
—QUp” —YUn + Uy, + YVn—1 neN
— ( Wg—?-l - ouf? ) + ( ’771«,(1%1)-1 -y )
B S ) @ )] )
o + Oty neN Un Tn—1 neN
= al(u) 4+l (v)

8



oldugundan L, operattril lineerdir.

)
) ) €l (N, C2) icin
neN

& &

Diger yandan, Vu = (

Hl(Law)l

1
(B a-st-te-er)
n=1
1
{i (2 (o + 12r") +2 (lusszll”ﬂuwl*))z}’
n=1
(S +1r) +2 (2] + o2 )
n=l
o0
(S o)
2

IA

IA

<
= 2]uall
'u,s,l) 'U.E,l)
olduguna gore L; smirhdir ve Yu = i vew = o € 1, (N,C?
Un Un
neN neN

igin
(Lyu,v) = i{(Lw)a),,u) + Lw)® (2)}
= Z{(Au)‘” oD — (An)®, o
= Z {9 @0)D +u (a)®}
=

o0 —_—
= ST + P L)}
n=1
= (u,Lv)

oldugundan L, simetriktir. Dolayisiyla siurh lineer Ly operatdrit simetrik oldugun-
dan Teorem 1.2.9. geregince self-adjoint, yani L] = L, dir.

Teorem 2.1.2. L, operatdril kompakitir.



Ispat. X , I; (N,C?) de sumirli bir kitme olsun ve Y = Lg (X) diyelim. Bu durumda;
Tamm 1.2.3. geregince ispat igin

Y={y:’l£EX, y = Lou}

ktimesinin I, (N, C?) nin kompakt bir altkiimesi oldugunu gstermek yeterlidir.
(1)

Vy €Y igin y = Lyu olacak bigimde Ju = {u,}, .y = "’;) € X ChL(N,C?
Un
dizisi vardir. (2.1.2) kullamhrsa e
lol® = ||lLowl?
= 3 (P + o) (2.14)
neN
< oY (juf + W) = Clhul* < oo
neN

elde edilir. Aynica, u € X C I (N, C?) oldugundan Ve > 0 igin » > Ny oldukca

> (Rl + ) <5 (2.15)

k=n-+1

gerceklenecek gekilde ANy() > 0 sayis vardir. O halde, (2.1.4) ve (2.1.5) denVn > Ny

igin .
> (|y£1’|2+ |y,(f’|2) <e

k=ntl
gergeklenir. Dolaysiyla, Teorem 1.2.4. geregince Y kilmesi kompakttir. Bu ise

2.2, Diskre Dirac Operatdriintin Jost Czlimii

Teorem 2.2.1. Effer; A = 2sin ise (2.1.1) sistemi, (2.1.2) kogulu altinda C, da

— 10
analitik ve C,. da stirekli bir tek ¢bziime sahiptir. Bu ¢bziim; Fp = ve
01

-

Ku K12
Ko = mmommo ) neN, m=12,... olmak tizere

<

10



ksl o0
1 (2) = &t [1 +> Ké:,,em] —i) Kjhetm
m=1 m=1

ven=1,2,... ign

(@) _ [ o m] &\
fn (Z) = ( f,?) (z) - = Ez + m; Knme y B

bigimindedir. Aynca [2] , 2 sayismm tam lasm ve

a(m) =3 (o +1a))
olmak fizere 7, = 1,2 igin
|Ké.|<0(1)e ('n+ [-’g])

esitsizligi gergeklenir (Bairomov, E. and Celebi, A. O. , 1999).

ispat. n=1,2,... igin

_[ @
0 wa ),

L) o Km Ko ) e L[ 40 e
01 m=1 \ K2 K2, —

i3 11 68 2712
ez [ K o5 3K
nm o imz inz
e
—q +1r§1 K2 g% — jK22 €
nm€ By

olmak tizere

L )
@)= { + 3 KL i3 K,,lf,,e""‘} s
m=1 m==1

2 (z) = {—i + ixﬁ}ne‘(mé)z —i i K22 gime | gins

me=1

11

2.2.1)

(2.2.2)

(2.2.3)

(2.24)

(2.2.5)

(2.2.6)

. YUKSENOGRETIM KURULL
o POKUMARTASYON MERKEZ)



biciminde diizenlenebilir. Bu ifadeler (2.1.1) sisteminde yerine yazihirsa,

o0 s il .
—en 4 e 4 i) i 5 KL ey 5 KB eiminens
m= m=
00 . ) :
=i 3, [Ki — po K] M) 4 3 [pu K2, — K2 i
me=], m=1

= e 4 ) 3 KL gitminins _ X L il
me=1 m=1

—i 3 K2 gilmintd) L § g2 gilmin—t)e
m=1

ie"(ﬂ—'%)t —_ ie"(n+%)z + gue™® — 4 § KL — %KE}n] ez'(m-m+§)z
m=1
& Y 00 . . B
+ m2_1 [0 K22, — K3%] eftmim)z 4 21 (K22, +iKEL ] gflmn=})z
= me=

= ieHn8)r _jei(nrd)s | S g gitmante 5 3 gem gilmintd)s
m=] m=1

m=]

S 2L gilmin)s 4 5 S 22 i(min—})
thznmezm +7’ZK12»me 2
m=1 m=1

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerde, ¢** nin kuvvetleri karsiikh olarak

egitlenirse

ve

K =pa

Ki  =K3-pK3}

—Ki =-pKl - K3+ K3

KZaa = K3 - pK3+ Kl - K3}

Kiin =K —p K — K3+ K33

K, =-pKo, Ko + KM K2, .
-K3, =-p.K3, ~ K2 — Kfzz-la-l,m—l + Kvln.,2m+1

Kvlzz—l,l =0

Krlal—l,1 =K}

K3} =-Ki,— 0.K} - K2}

Kl =-K}li,— K} — K3} + K}

—K =K1 5— 0K+ K3 — K2}

K?mgn = Krlal—l,m + @ n,lm—l - K'rll,lm—l + Knn,m—l

— 12 1 1
_K}:?n = T8hptmil T qﬂKZ?n + K?;,m—l - Kwaim

elde edilir. (2.2.7) ve (2.2.8) ile verilen denklemler yardumyla

12

2.2.7)

(2.2.8)



00
K3} =- ZH(Pk+Qk)
o0
K = Y nK

ke
K% =Y mKg

o
KR =—ouiK2 — 3 (9o + quya) KI
ksnt1
K2 =K+ K2~ K
o0
Ky = —K33-1,1 - X (‘IkKZ% ‘I’kklg)
k=n4-1

KZ =KZ - K3+ K1 ,+q.K2%
00

K} =K3+ Y (meKh+ 1 Kiyg) ,neN
k=n

vem>3,n€Nign

=]
K32 =KI, - g.,, (ox K, — quK22)
OO
K =-KZima— 2 (0K, —nK2)
k=n+1
K?u?n = n?l-l,m—l + an}gn i Kilt}m-—l + K}x}n
K%, = p,,K,l,},, + Krluzn + K2n-1l~1,m—1 - K115,2m+1

bulunur,
(2.1.2) kogulu altinda {Pn}ren Ve {Gn}ney dizileri smurh oldugundan, Vn € N i¢in

|Pal < €1 Ve |gu| < ¢; olacak bigimde ¢; > 0 ve ¢z > 0 sayilan verdir. Diger yandan;
a(n) azalan oldugundan Vn € N igin

K2 =|- X Gera)< R (o +lal)
k=n4+1 k=n+1
=a(n+1) <0 a(n)
00 o0 00
kg =| pkx,:%ls S mIKE <0 $ (ndalk)
k=n+1 k=n+1 k=n+1

SO(l)a(n+1),=§1[pk| <OW)a(n+1)<O0(1)a(n)
+
IK%I = |K11.,1~1,1| < O(l)a(n)

13



K3l =

— G KL — io: (o + @) Kit
k=n+1 o
<OWa®)lgual +0() ¥ (lpel +lal) a (k)
k=n+1 .

<OWaom+0Mam+1) 5 (ml+lah SOWaln+1)
K2 = |p K3 + K2 — K| < (@0 (1) +0 (1) + O (1)) a(n) <OV a(n)
K| 1 - 5 @KE- pkK;«f;)l

<0()a(n+1) +0(1) k§+ RICICAENAY

s0(1)a(n+1)+0(1>a(n+1)§+1(|pk|+lqkl)soa)a(n+1)
|KB| = KB — K3+ KW, 5 + K2

<(O0Mem@)+0(1)a(n) +e,0(1)a(n)a(n+1)<0(1)a(n+1)
el = [+ 5 (oKt + oK)

<o(a(n+1)+ g (Iow] | KR + el |KED)

<Oo(a(m+ 1)+0(1)k§a(k+1)(lml+qul)

s0(1)a<n+1>+0(1)a<n+2)§n<m|+|qkl) <O0M)am+1)

elde edilir.

VneN m2>3veij=12ign (224) egitsizliginin gergeklendifini ttimevarim
yonteminden faydalanarak gsterelin;

<00 o+ )

gergeklensin, buna gbre

|K2,0| = K4 K2 ns — Ko + PaKam|
< K2+ K| + K] + (oK
<

oa(n+|Z]) +O(1)a(n+1+ -"i-;—l])

|
sowa(n+[2]) +a0 o(n+[3])
oa(n+ |3 ])+0(1)a(n+[ ;1])

14
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a0

< oWlatet+ Y, (lpkl+lqkl)]+0(l)a(n+

)

E=nt1+]2]

- 0(1)[c1+02+a(n+[mgz])]+0(1)a(n+[ mt1])
< 0(1)a(n+[m;1])

olup benzer gekilde

o0
Kl = |- 5 @ =pion)
k=ﬂ-+1

< K2+ Z (lanKinl + [P6K R )

< O(l)a(n+1+ [2])+020(1)a(n+1+ [2])

i)
D

lemﬂ‘ = |Kim+ 4o K2, — Kam + Kvlnl—l,m+1‘
< K2+ |aKE | + | Kom] + Kt

< o@wa(n+[2]) +a0Wa(n+[F])
+0(a(n+[3 ])+0(1)a(n 1+[—;—1D

< O(l)a(n+[ ;1]),

|K2, | = Kot K2 — Kl imiz — 0K |
< K|+ K] + B2 o] + |90 ]

< 0(1)a(n+[g—])+0(1)a(n+[mgl])
+0(1)a(n-1+[lw—ztgl)+q0(1)a(n+[m;'1})
< O(l)a,(n+[m;' ])

15
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elde edilir.

Lemma 2.2.2. Vm € Nve i,j = 1,2 i¢in {K¥ }, .5 € & dir (Bairomov, E. and
Gelebi, A. O. , 1999).

ispat. (2.1.2) ve (2.2.4) den

S

IA

CZa(n) CZZ(mmq.l)

n=1 i=n

]

CZn(lpn|+Iin) <o
C’Za(n+l)—02 Z (lpif + lasl)

n=1 i=n+1

C’E(n— 1) (|pal + lga]) < 00
n=2

IA

> K
n=1

m 2> 3 ise m = 2k veya m = 2k — 1, k > 2 olmak lizere

31kl < 03 a(nt[3])=0% & tai+ia)
n=1 n=1 +%~.
= O3 (n—k+1) () + g < o0

n=k

olur, o halde {K¥,},..x € 1 oldugu gorilliir.

(2.2.1) ve (2.2.2) ile tammh f, fonksiyonlarmm (2.1.2) ve (2.2.4) yardimyla C, da
stirekli ve C, da analitik oldugu kolayhkla gosterilebilir.

Lemma 2.2.3. (2.1.1) sisteminin; (2.2.1) ve (2.2.2) ile verilen f (2) = {fa (2)}nex
¢Bzliml igin

(1) 3
( (2)53 ) = [By+0(1)] (e_: ) e ,2eCy,n— 00 (2:2.9)

ve

16



751) (z) &8 . .
( ) [Bz + 0 (1)] N N, 2Ty, Imz—o00  (2.2.10)

egitlikleri gergeklenir (Adwvar M. and Bairomov, E. , 2001).
Ispat. Swasiyla (2.2.5) ve (2.2.6) ile verilen

00 0
D (2) = = {e"% +3 KL eilmtd)e > K},f,,e"’"}
m=1 m=]

ve
F2 (2) = &2 { —i+ Y K2R 3 Kg,?,,e*"w}
m=l m=1

egitlikleri gdzéniine alinirsa, Lemma 2.2.2 gerefiince . Vm € N ve 4,5 = 1,2 igin
{K# . }nen € b oldugundan Jim K¥. =0 dr. O halde

lim f® (2)e ™ =¢¥ ve lim @ (z)e™ = —4
bulunur, bu ise (2.2.9) egitlifini verir.

Diger yandan, z =+ ir € € igin

IA

| K’gnei("""%)’

|| e+ | =il

cu o+ )

IA

ve (2.1.2) egitsizliginden

o0

Ya(n+[3]) = X X (ml+lad
= m=lins]g]
= Y 2a—k)+1 (2l +lal)
k=n

IA

23 (il + 10+ 3 (oel + au)) < o0
k=n k=n

17



oldufundan Weierstrass testi (Hahn, L. and Epstein, B. 1996) gereffince
i Kf]mei(’""'%)‘ serisi C, tzerinde diizglin yakmnsaktir. Dolayisiyla, Im 2z > 0 igin
m=1

T—00

lim i K3, ei{m+d)s i K9 (Tl-l-»rgo ei(m+§)z) =0
m=1 m=]
ve benzer gekilde
i S rhem = 3 K (1 o) =0
m=1 m=1
olacagmdan (2.2.10) gergeklenir.

(2.2.2) ile verilen f (2) = {fn (2)} ey ¢O2tmd Dirac sisteminin Jost ¢ozimii olarak
adlandirihir.

18



3. DISKRE DIRAC OPERATORUNUN RESOLVENTI VE
SPEKTRUMU

Bu bolimde L operatoriiniin resolvent operatSriiniin, stirekli ve diskre spektrumu ile
spektral tekilliklerinin dzelikleri incelenecektir.

B={z:z=qg+ir, 7>0, 057 <4n} ve P =P U|[0,4n) olsun. L operatdriinit
D = C\ [~2,2] kiimesi Oizerinde gbzdniine alahm. P geridinin A = 2sin £ donilgimi
altindaki gorintist C \ [-2,2] olacagindan

(2) (2) (1) _ 94
- + P = 2sin £
it T8 T W nEN 3.1)

4+ 48+ gup®? = 28in 2y

% =0 (32)

sistemiyle verilen L operatdriiniin 8zeliklerini z € P i¢in inceleyebiliriz.

(3.1) sisteminin
el N=0 ve o’ (V=1 (33)

baglangig kogullarm saflayan ¢oziimii @ (A) ile gosterilsin. Bu durumda, (3.1) sis-
teminin
W @=0 v 2P (2)=1 (34)

baglangig kogullarim saflayan ¢ztimil de $ (2) ile gosterilirse
go(Zsin%) =P(2) ,zeP

olacaf agiktir,

Tamm 38.1. (3.1) sisteminin « (2) = (u, (2)),ey Ve ¥ (2) = (v (2)),,y cOzUmlerinin
Wronskiyeni

W (2),0 (@ey = {40 @9 () —wh DD () (35

19



bigiminde tammlamr (Bairomov, E. and Celebi, A. O. , 1999).

Lemma 3.2. (3.5) ifadesiyle tammlanan Wronskiyen n den bagmsizdir (Bairomov,
E. and Celebi, A. O. , 1999).

Ispat. (3.1) den

v () =oP () = (A=pa)od (2)

u@ (@) -4 (2) = (A—pa)u (2)
oD (2) =91 (2) = (g — N (2)
U (2) — P (2) = (t—Nu@ (2)

egitlikleri kolayhikla elde edilit. Bu durumda;

A (W [u,v]) = Wi, —Wlu,v],_,
= 42 () o () — 1 (2) o) (2)
—u2, (2) 0@ (2) + P (2) o, (2)
= o () (v (2) - o (2)
—of () (u2s (2) - 02 (2))
~u® (2) (o9 () ~ 021 (2))
+o (2) (49 (1) - uf, ()
=0

n—1

bulunur ki, bu da ¥n € N igin W [u,v],, = W [u,4)],,_, oldugunu gbsterir.Dolayisiyla,
(3.1) sisteminin herhangi iki ¢tztimiiniin Wronskiyeninin n den bagimsiz oldugu
sonucu elde edilir.

Sonug 3.3. (3.1) sisteminin (2.2.1) ve (2.2.2) ile verilen f(2) ve (3.4) baglangig
kogullarim saglayan 3 (2) ¢bziimlerinin Wronskiyeni

WIF (2),2@laen = 15" () (3.6)

20



dir (Bairomov, E. and Gelebi, A. O. , 1989).

ispat. (3.1) sisteminin f (z) ve 3 (2) gbztimleri igin (3.4), (3.5) ve Lemma 3.2. den
Wf (2),8@laen = W (2),8 @aso = £ @82 (2)- 17 (2) 2 (2) = £ (2)
bulunur.

(3.1) sisteminin

ut ()

o) (2)
2(2) = {tn (D) }pew = ( 2 () )nEN ve v(2) ={vn(2)}pen = ( @ (2) )neN

geklinde verilen herhangi iki ¢Bziimiiniin lineer bagimh olmas igin gerek ve yeter gart
Wiu(2),v(2)], =0
olmasidir (Agnew, R. P. , 1960).

Bu durumda; £ (2) # 0 ise (3.1) sisteminin f (2) ve  (2) gbziimleri Jineer bagim-
sizdir. O halde, f{ fonksiyomunun sifirlan bizim igin dnemlidir.

Simdi;
B(2) = £" (2) ™5 3.7)
bigiminde tammmlanen § fonksiyonunu gbzdniine alalim. 8 ve fél) fonksiyonlarinin

z # oo igin sifir yerleri aymdir. Ayrca, agafideki lemma 8 fonksiyonunun bazi
Szelliklerini vermektedir.

Lemma 3.4. (3.7) ile tamumlanan 8 fonksiyonu, F; yan geridinde analitik ve P
tizerinde stireklidir. Ayrica;

B(z2)=1+4+0(1) ,2€ P ,|zj =

(3.8
CKORRETINM KURULL
T8 ““%s“mmm MERKEZ!
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egitligi gergeklenir ve Vz € C icgin

Bz +4m) = B(2)
yani § fonksiyonu 4m—periyotludur (Bairomov, E. and Celebi, A. O. , 1999).
ispat. (2.2.1) den 3 fonksiyonu

o0 o0
B(2) =10 (et =143 KiLem — i3 K2 eHm-d)s

m=l m=1

olup
i8] < | eme] = [KC = mem)
ve z € P C C, oldugundan,

| < K|
elde edilir. Diger yandan; (2.2.4) egitsizli#i kullanihrsa
$ i < 053 ((2)
me= m=1
CY S (pl+lal)

=[]

CS (1pal +1gal) +2C S "7 (lpal + lgal) < 00

n=1 n=1

iIA

olduguna gtre Weierstrass testi (Hahn, L. and Epstein, B. , 1996) geregince

i K}Le™=* serisi diizgiin yakinsakfir ve benzer gekilde i K12,64(m=3)= geriginin
:;;;gﬁ.n yakinsak oldugu kolaylikla gbsterilebilir. Diger ya.nfg—;;l, B fonksiyonunun C,.
da tiirevienebilir oldugu (2.1.2) ve (2.2.4) yardumyla kolayca gorillebilir. Dolayisiyla,
8 fonksiyonu C,. da siirekli ve C, da snalitiktir.

Ayrica, Im z = 7 olmak lizere

22



o0 oo
Jim S Ke™ = lim Yy K™
me=1 m=1

T—+00
- S (mem)-o

dir. Benzer gekilde

im Y K2 1) < lim Y KZEHm1 =0
1 T~ m=1

|zl-00
m=

olur. Boylece (3.8) egitliinin gergeklendigi agikir.

Son olarak, 8 (z + 4r) = B (z) oldugunu gosterelim,

gimle+2n) _ gimz ~i(m—3)(s4m) ei("""%)z

ve ¢

oldugundan

B (z + 4x)

]

00 o
14 Y KL emiett) g 3™ a2 glm3) (i)

m=1 m=]

m=1

]

oo o0
1+ Y KL i) KR efmi)s
m=1 m=l

olur, o halde 3 fonksiyonu 4= periyotludur.

0o o
1+ Z KL efmeeiima Z K&ie‘("‘"é)‘e"“(’"‘%)"
m=1

Kompleks degigkenli 8 fonksiyonune L operattriine iligkin Jost fonksiyonu da denir.

L ¢perat6riintn resolventine iligkin Green fonksiyonu; (3.1) sisteminin (3.4) ile verilen
baglangig kogullarm gercekleyen $ ¢dziimi, (2.2.1) ve (2.2.2) ile verilen Jost ¢Bzlimii

ve Jost fonksiyonu cinsinden



(3.9)

G"vm(z) 1 {a’"’(z)f“(z) ,0<m<n—1

@ | fn@Pulz) ;m2n

geklinde ifade edilir (Naimark, 1968). Simdi, L nin R, (L) resolvent operatortint
elde edelim.

Teorem 3.5. L operatorintn R, (L) resolvent operatdrl, A = 2sinZ € p(L),

f1z) #0ve
99’)
Q= € L (N,C?)
( Q’('?) neN
igin (3.9) dan
(B (D)), = D Comlln
meN
_ 1 o o 29 (2) 22 (2)
" e (08 o2%,) (aszll 2) ) (ﬁ‘f) (2)

! & AT
_ il (1) @
7 2 (0% =) ( a0 ) \we ) ©
geklindedir (Adivar, M. and Bairomov, E. ,2001).
ispat. B(z) # 0 igin f(2) ve $(2) birinci basamaktan (3.1) sisteminin lineer
bagimsiz iki ¢bziimil olur. Buna gbre

NS S L (3.11)
: .
y£1’+y5.131 + gl — g =07

homogen olmayan denklemler sisteminin bir ¢dztimil

(1)
Lo -

% = 1,2 olarak almirsa,



¥ = cafld (2) + B0 (2) (312)
olacak gekilde {¢,},,cn Ve {dn} ey dizileri vardir. Buradan

5?—1 = Cp 7(21 (z)+d,,,_1¢$f)_1 (2)

—(en = 0-1) £2, (2) = (dn — dn1) B2, (2) (3.13)
+enfD) (2) + 4?2, (2)

cn+1f7(121 (=) + dn+1¢g-)0-l (2)
(Cnt1 — €a) £y (2) + (dnsr — d2) B, (2) (3.14)
+eafh (2) + &2, (2)

¥,

bulunur. (3.12), (3.13) ve (3.14) ifadeleri (3.11) sisteminde yerine yazilirlarsa,
(a1 = €n) £ (2) + (dut — dn) B, (2) = O

(ensr — Cn) ff(ll) (z) + (dn1 — dn) 653’ (2) = _951.24)-1

elde edilir. Cramer yonteminden (Stanton R.G. and Fryer K. D. , 1965) faydalamlirsa

o 32 (2)
. —oh 70 ()

Cniyl — = — —
2 (280 (2) - 10 (292, (2)

1 ~
0 (W @+ 9o }
0

fﬁ?l (2) anl)
@ —om,
f,‘.i)l (2) ¢$.1) (2)- fv(al) (2) "55524)-1 (2)

1
e 0 @+ 9% )
0

dpy —dn
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elde edilir. Bulunan fark ifadeleri ¢bziiliirse, ¥n € N igin
B (z Z {2920 () + 02,52, ()}

d= - Z{O‘l’f(‘) () + 90 0 ()}

bulunur. Boylece, (3.11) sisteminin ¢ (z) ¢bztimt elde edilir ve (R (L) Q),, := 9 (2)
oldugundan

9 (2) 20 (2)
(Ba(L)), =%(2)=cn (f,(."” 2) ) +dn (‘05‘2) (2) )

0 (1)
=~z & {0900 () + 02,2 ( z)}(f ("))

2 (2)
S 2 (2)
sty 2 {9+ 9212, (9} ( o0 (z))

w W@ (A
=1 (1) ) "
=5 2 (O @ ~
(=) m—O( L ) (‘Pg?u (2) ) (f(2) (2)
1 ~(1
( oL @ . ) fr(n) (=) ( . (2)
T @ )\ e )
biciminde diizenlenebilir.
Weyl teoremi gerefiince, self-adjoint bir L; operatorii ile kompakt bir Ly operattrii
i¢in I = L + L, gergekleniyor ise L operat8riiniin stirekli spektrumu ile L, operats-
rintin strekli spektrumu cakigir. O halde L; operatériiniin stirekli spektrumunu
belirleyen agagidaki teoremi verelim.
Teorem 3.6. o (L) = o (L1) = [-2,2] dir (Bairomov, E. and Gelebi, A. O. , 1999).
ispat.

2 2
1 _ yr(z-z-l i'/( )
tdwen = @

—H Yn— neN
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ifadesiyle tanimlanan L; operatért igin

(hy), =M, nEN

B _ 0 ®

Ynr1 — Yn
(2)

,n€N (3.15)
-5+, = M

denklemler sistemini ele alahm. A = 2sinZ ve z € C, olmak tizere (2.2.1) e benzer
gekilde, (3.15) sisteminin Jost ¢oziimil e (2) ile gosterilirse

e(2) = {en (D},en = {e"’” ( e_: ) } (3.16)
neN

oldugu goriltir. Aynica

€(2) ={& ()}nen = {e""z ( e_'ié ) } = {ie“('“'%)” ( —; ) } (8.17)
¢ neN e? neN

olmak tizere €(z), Im 2z < 0 igin (3.15) sisteminin Jost ¢Bzimiidiir. Bu iki ¢ziimiin
Wronskiyeni ise

&) (2)eP (2) - & (2) € (2)
e'd (ie™) — 73 (—ie®)

z
2jcos -
zcos2

Wie(2),2(2)l,

]

olarak bulunur, A ¢ [—2,2] icin W [e(2),&(2)],, # O dur.

Simdi, L, operatdriintm resolvent operatoriinft elde edelim. X =2sin£ € p(Ly) ve

(1)
Wy,
W= (“-"n)neN = @
Wn nEN

olmak tizere L; operatdrinin resolvent operatorii
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(B (I)w), = )" Comiom
meN
olup, burada

E

1 en(2)8n(z) ;0<m<n—1
20083 | em(D)(z) ;m2n

dir.

Eger; Ym € N igin
Bn(2) ;1<m<n-1
gm (2) =
0 ym2n
geklinde tarumlanan g,, fonksiyonlar gézoniine alnirsa 9 = (9m)mey forksiyon dizisi
igin

flg (2)1?

]

Z (16 @[ + 162 2]°)

= 2 (2 e 2

= M(m( )+ e @)

= 3 (Jetmt)ep?
5

elde edilir ki; bu da g € I, (N, C?) sonucunu verir. Ayrica, n € N olmak zere

+ ]~ie'i""]2) <00

(BA(L1) )0 (2) = Y (Coumtim) (2)

meN

n—1

= mze,.(z)am(z)m

= 2l 3 Zr ()P

2 cos

_ el . gm (P

2zoos

elde edilir. Bu durumda



(Rz\ (L )y)(l) (Z) ”g c(;)” z('n+§)z

(Ra (L1) 9)@ (2) = g (M (Z)ﬂ

2icos cosz
olacagmden

I(Bx () 9), (DI = "g el Frerdd (jee

neN

2+ Ie"’“‘]z)

dir. Diger yandan,

] > e
olduguna gére
I (o @ = LA (e 41} o
lg @M ins 2
2 |20032|2 2l
1 na
2 IO ey
1 llg () ~21ms)
> Tpaagpz
dir. O halde (3.18) den
[ (In) 9),, (2 llg (2)]| e~*=*
IR (LI)" 2 i (Z)" 2 |20°s_| V1~ ¢g~2Imz

(3.18)

(3.19)

elde edilir. Bu durumds, ImA — 0 igin ||Ry(L,)|| — oo olur. Bu ise Ry (L)

operatdriintin Im A = 0 igin simrsiz oldugunu gosterir,

Diger yandan; VA € [-2,2] igin (3.15) sisteminin e (z) gtziiminin I, (N, C?) ye ait
olmadify kolayhkla gosterilebilir. Dolaywsiyla, (3.15) sistemi tarafindan tiretilen L,

operatdrd icin



N (Ly = AI) = {6}

olur. L, self-adjoint oldugundan N (L; — AI) = N (L} — M) = {6} dr. Aynca,
R (Ly — AT) L = N (L% — AI) egitlii kullanthrsa

D (R,\ (L]_)) = R (L1 - M) = 12 (N, Cz) (3.20)
oldugu goriiliir. O halde
oo(L2) =[-2,2] (3:21)
dir.
Aynca, Teorem 1.3.3. den sumrh lineer, self-adjoint L; operatdriiniin spektrumu
reeldir. Ancak, ImA = 0 igin R, (L;) mevcut oldugundan L, operatdrimiin diskre
spektrumu bogtur. Diger yandan; L, operatorii suurl: lineer ve self-adjoint oldugun-
dan Teorem 1.3.4. gerefince L, operattriiniin rezidit spektrumu da bog kiime ola-

cagmdan
o (L) =0 (In)

elde edilir.

Teorem 2.1.1. , Teorem 2.1.2. ve Teorem 3.6. da elde edilen sonuglar yardimiyla
Teorem 1.3.5. den self-adjoint L, operatdrilyle kompakt Lo operat6riiniin toplammn-
dan olugan L = I, + L, operatdriiniin stirekli spektrumu igin agafrdaki sonug elde
Sonug 3.7. 0. (L) = 0. (L) = [-2,2] dir (Bairomov, E. and Celebi, A. O. , 1999).
Teorem 3.8.

a.,(L)={,\:,\=2sin§,zeP.,, él)(z)=0}\{oo}
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dir (Bairomov, E. and Celebi, A. O., 1999).

ispat. B(2) = f§" (2) e egitligi gbadniine ahnirsa

{rix=2am?, ze R, () =0}\{oo} = {A: A =28inZ, z€ By, B() =0}
. 27 0y Jo . 9’ 0,

bigiminde ifade edilebilir.

M= {,\,\ 28in 2 zePo,ﬂ(z)=0}

2 ?
olsun. Bu durumda, M = g4 (L) oldugum gbstermeliyiz.

A € M ise A = 2sin% olacak bigimde en az bir z € By vardir dyle ki (z) = 0
gergeKlenir. iV (z) = B(2) ¢’ oldugundan f{" (z) = 0 dir. Diger yandan; (3.6)

geregiince W [f (2), 3 (2)], = £ (2) = 0 elde edilir. O halde, f (z) ve § (2) ¢batimleri

lineer bagimh olup
P2)=cf(z); 2e R

olacak bigimde bir ¢ # 0 saym vardr. Bu durumda, 3 (2) € Iy (N,C?) ve A € 04 (L)
oldugu elde edilir.

Kargit olarak A € o4 (L) olsun, Bu durumda X = 2sin £ olmak itzere (3.1) sisteminin
bu tzdegere kargihik, I (N, C?) ye ait bir v = {un}, oy # 0 cOzliml vardir. Diger
yandan, A 8zdegerine kargibk gelen 8zvektorler lineer bafimh olacagmdan

f@)=culz) ve B(2)=cnu(2)
olacak bigimde ¢; # 0 ve ¢p # 0 sabitleri vardir. Buradan
u(z)=eaf(2),c1 #0 ve $(2)=cou(2),ca#0

elde edilir. Bu durumda. f (2) = c3% (2), ¢s # 0 yani W [f (2}, 5 (2)],, = 0 elde edilir.
Bu ise, (3.6) egitlifinden f; (1)( ) = 0 sonucunu verir. fél) fonksiyonu 47 periyotiu
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oldugundan ve Im A > 0 olacagindan z € Py ve A € M bulunur.
Teorem 3.9. L operatoriiniin spektral tekilliklerinin kiimesi
Goo(L)={A: 2= 26in? , z€[0,4m), £ (2) = o}
dir. Ayrica, 05 (L) C 0 (L) dir (Bairomov, E. and Celebi, A. O. , 1999).
ispat. 8(z) = £{" (z) e esitlifi gozontine alimrsa
{r:a =2sin§,z €[0,4m), 7 (2) =0} = {,\ ‘A =28in§,z € [0,4n),B(z) = o}
biciminde ifade edilebilir.
.z
M= {,\:,\ =2sin%, ze[0,4m) ,6(2) =o}
kiimesini tammlayalim. Bu durumda, M = g, (L) oldugunu gostermeliyiz.
A € M olsun. Bu durumda, A = 2sin £ olacak bigimde en az bir z € [0,47) vardir
8yle ki B(z) = 0 gerceklenir. Dolayisiyla, Teorem 3.5. gerefince R (L) mevcut
degildir. Diger yandan, A € [—2,2] oldufundan Teorem 3.8. gerefince A ¢ o4 (L)

dir. O halde, A € 0, {L) dir.

Kargit olarak A € o4 (L) olsun. Tamm 1.3.6 dan L operattriiniin spektral tekillik-
leri, R, (L) resolvent operatoriiniin reel eksendeki kutup noktalaridir. Bu durumda,
Teorem 3.5. geregince fél) (2) = 0 olmahdir. Bu ise A € M sonucunu verir.

Lemma 3.10. 04 (L) siurhdir, sayilabilirdir ve limit noktalan [—2, 2] kapah ara-
hgmda yer alir (Bairomov, E. and Celebi, A. O. , 1999).

ispat. L operatortt 5 (N, C2) tizerinde smurh oldugundan o, (L) nin sirhilig agiktir,
Diger yandan, gayet Ag, o4 (L) nin bir y1galma noktas: ise Vn € N, igin A, € 04 (L)
ve lim A, = Ag olacak bigimde bir {Ar} e dizisi verdr. Bu durumda A = 2sin§
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egitliginden; Vn € N, icin z, € Py, 8(z) = 0 ve n]i_{:& Z = zp = 2arcsin® ola-
cak bigimde bir {z,}, .y dizisi vardrr. Ayrica; (3.7) ile tammh § fonksiyonu dzdeg
olarak sifirdan farkhi ve 4n periyotlu olup, T, da strekli ve C, da analitiktir. 3
fonksiyonu (3.8) esitlifini gercekledifinden Teorem 1.3.8. (iii) geregince efer; 29, 8
fonksiyonunun sifirlarinin bir y1giima noktas: ise Im zp = 0 dir. O halde; 8, 47 peri-
yotlu oldugundan 2 € {0, 4x) olur ve Ay = 2sin £ oldugunden )y € [-2,2] olacaktir.
Ayrica analitiklik bolgesinde 8zdeg olarak sifirdan farkl olan fonksiyonun sifir yer-
leri ayrik olacagindan 8 nin Py yan geridi igindeki sifirlar1 sayilabilirdir. Dolayistyla
04 (L) sayilabilirdir.

Teorem 3.11. 04, (L) = 04, (L) ve p(0s (L)) = 0 dir (Adwar, M. and Bairomov,
E. ,2001).

spat. 8 fonksiyonu Im X = 0 igin stirekli oldugundan {z: z € [0,4%), B(z) = 0}
kiimesi kapahdir, O halde; o, (L) = {,\ :A=2sin§, z€0,4m), £ (2) =0}
kapahdir. Ayrica, Privalov teoreminden 8zdeg olarak sfirdan farkh analitik bir fonk-
siyonun reel sifirlarinin Lebesgue 8lgiisil safir oldugundan

p(0ss (L)) =p({z:2€(0,47), B(z) =0} =0
dar.
Simdi, {Pn}en Ve {@n}ney kompleks terimli dizileri

sup (|pn| + gnl) exp (ev/n) <00, €>0 (3.22)
1<n<oo

kogulunu gergeklemek tizere; 4 fonksiyommun C,,. da analitik ve C,. da her mertebe-
den stirekli titrevlere sahip oldugunu gbsteren agagidaki lemmay: verelim.

Lemma 3.12. {p,},,cy Ve {gn}, ey kompleks terimli dizileri igin (3.22) kogulu gergek-
lensin. € pozitif bir sabit ve z € C,. olmak tizere



|6® )| <HCY mMiap(~eVm) = Ch, k=13,...
m=1

dir (Bairomov, E. and Celebi, A. O. , 1999).
ispat. (3.7) den

oo o
B)=1+3 Kiiem —iY " Kizelni):
m=1 m=1

dwr. Efer,
F(2)=1+) Kie™
m=1
ve .
G(z) =Y K& (~i)elmd):
m=1
alinirsa

Ed:i B(2)] = % [F(2)] + %; [G(2)]

olur. Diger yanden

F(z) = ikg},,(im)e"""
m=1

F'(z) = iK&}n (im)? ¢
m=1

00
F®(z) = Y K3 (im)* &
m=1

olduguna gore

L .
3 K lim)*

'm=1

oo
> m* K|
m=1

Y. mC Y (nl+la)

=[3]

|F® ()]

IA

IA
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(3.24)



= CZ 2m - 1)k+1 (lpm] + Iqm—ll)

m=1

elde edilir ve 2m — 1 < 2m oldugundan

210 Y m* ! (Ipmei] + lgm-1])

m=1

[F® (2)]

A

o0
= 2O mFH (D] + [gmes]) VeV

m==l

oo
2¢C, z m** exp (—ev/m)
m=1

IA

dir. Diger yandan

0@ = Sx[-#(m-F)] s>
2 )

%0 R
¢ = Y K2 |- (m—-%
m=1

G(k) (Z) — f: K&’e‘ __z'k+1 (m r é)k] ei(m-—é)z
m=1 L

olduguna. gdre

i

lG(k) (z)l

S [-e-w (m- %)] et
> (m-3) b

[+
Z m* | K32 |
m=1

oY mt 3 (ol + la)
m=l

=g

IA

IA

IA

IA

20N mE (Ipms| + g ]) VeV
mssl

00

2¢C, Z m** exp (—ev/m)

m=]

IA

(3.25)



elde edilir. O halde
o0
|6® (2)] <2*Cy Y m** exp (—ev/m) (3.26)
me=1
dir. Bu durumda (3.24), (3.25) ve (3.26) dan
o0
|6® @)] < 2%} m+ exp (—evm) =G
m=1
elde edilir.

Simdi de B fonksiyonunun P geridi igindeki sifirlarmin 8zeliklerini aragtirahm. Bu-
nun igin; 8 fonksiyonunun; P seridi igindeki sifirlarimin kiimesini @1, reel eksendeki
sifirlorinin kitmesini @, sonsuz kath sifirlarimin ktimesini @3, tst yan diizlemdeki
sifirlarinin limit noktalarmm kilmesini @, ve son olarak reel eksendeki sifirlarinin
limit noktalarimn kiimesini Q5 ile gbsterelim. Buna gore;

& ={zizeh, A2)=0}
Q ={z: 2€[0,4m) , B(2) =0}

Qs ={z:zeP,g,;ﬂ(z)=o,k=0,1,2,...}

Q1 ={z:3{z},ex C Pos B(z) =0, n— o0 igin 2, — 2}
Qs ={z:3{za},en C[0,47) , B(2z) =0, n— o0 icin 2z, — 2}

yazilabilir,

Asga@idaki lemmalar @y, Qz, Q3, Q4 ve Qg kilmelerinin baz 8zeliklerini vermektedir.

Lemma 3.13.

NQs=0 (327

ve

QCQe, QuCQr, Qs C Qs (3.28)

dir (Bairomov, E. and Celebi, A. O. , 1999).



ispat. S fonksiyomu Py geridi iginde analitiklik ve Szdeg olarak sifirdan farkh
oldugundan Teorem 1.3.8. (ii) geregince § fonksiyonun F; geridi iginde sonsuz kath
sifin1 yoktur. Bu da

NQs=10

ve

Qs C Q2
oldugunu gosterir.

B nmm P, igindeki sifirlar Teorem 1.3.8. (i) gereffince ayrik oldugundan, anslitiklik
bolgesi igindeki sifirlarinn olugturdugu dizilerin yighlma noktalar analitiklik bok
gesinin smirmdadr. Bu durumds; Vz € Q4 i¢in z € [0,47) olup 7}1_1101‘, Zn =2z,
Vn € N igin 2, € Py ve 8(z,) = 0 olacak bigimde bir {z,},.y dizisi vardr. 3
fonksiyonu C., da stirekli oldugundan

0= Jim f(en) = (Jim ) = 52
elde edilir. Dolayisiyla, z € Q. dir.
Son olarak, Qs C Q2 oldugunu gtsterelim. Vz € Q5 iqin}i_xgoz,, =2z,VYn € Nigin
2z, € [0,4r) ve B (2,) = 0 olacak bigimde bir {2,},, dizisi vardir. 3 fonksiyonu T
da stirekli oldugundan

0=lim ()= B (lim =) =4 (2)
elde edilir. O halde, z € Q, dir.

Lemma 3.14. Q4 C Q5 ve Q5 C Q5 dir (Bairomov, E. and Celebi, A. O. , 1999).

ispat. Q4 ¢ Qs oldugunu kabul edelim. Yani, 2y ¢ Q3 olacak bigimde en az bir
zp € Q4 var olsun. Bu durumda; 2y, § fonksiyonunun sonsuz kath sifim degildir. O
halde, {%}ﬂ (z)} 7 0 olacak bigimde bir k tamsayis: vardir ve dolayisiyle

2=z
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B(2)=(2—=)*g(2) , g(20) #0

bigiminde ifade edilebilir.

B(z)
(z— 20)* <
olmak tizere, g fonksiyonu C, da analitik ve C, da stireklidir. Ayrice, zp € Qq
olduéundannli_% z, = 2z, Vn € N igin z, € Py ve B(z,) = 0 olacak bigimde bir
{zn}ney dizisi vardir. Bu durumda

g(2)=

B (z)

(2n — 20)*

bulunur ve g, Py da stirekli oldugundan

g(z) = =0

0= Jim g en) = 9 (Jim 22) =9 (o)

elde edilir. Ancak, g (z) # 0 almdiindan bu sonug bir geligki dogurur. O halde
kabullimiiz yanhgtir. Benzer gekilde, Q5 C @3 olduguda kolaylikla gosterilebilir.

Teorem 3.15. C, da analitik, C, da her mertebeden tiirevleri siirekli olan 4w
periyotlu bir h fonksiyonu icin

sup]h(k) (z)| <C, k=0,1,2,...
zeP

esitsizligi gerceklensin. G, h fonksiyonunun P yar geridindeki sonsuz kath sifirlarimn
kiimesi olsun. Eger;
F (s) =inf Ck—sk k=0,1,2
(8)—k k! ’ it R R R
1(Gs), G nin s-komgulugunun Lebesgue &lciisit ve a € (0,47) keyfi bir sabit olmak
Uzere

[wFEdu(G) =-o0
0

gergekleniyorsa, C,. bolgesinde h (z) = 0 dir (Bairomov, E. and Celebi, A. O. , 2001).
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Lemma 3.16. Q3 =0 dir (Bairomov, E. and Celebi, A. O. , 1999).

ispat. Qs, B fonksiyonunun sonsuz kath sifirlerimin kiimesidir. 8 fonksiyonu anali-
tillik bolgesi iginde dadeg olarak sfirdan farkhi oldufundan sonsuz kath sifirlars
analitiklik bolgesinin smurindadir. Ayrice; 8 fonksiyonu analitiklik bolgesi icinde
dzdeg olarak sifirdan farkh, @ C [0,47) ve Q2 kompakt oldugundan Teorem 1.3.7.
gereffince i (@2) = 0 dir. Diger yandan, C., da analitik ve C.. da stirekli 4mperiyotlu
B fonksiyonu igin (3.23) den

sup [6% ()| < G, k=0,1,2,...

zeP

yeailabilir. Bu durumda, Teorem 3.15. den F (s) =inf Gt 11(Qs,s) » Qs kitmesinin
s-komgulugunun Lebesgue 8lglistl ve a € (0,4) olmak Uzere

[P @ (@) > —e0
0

olacaktir.

o0
C. = 2*C Z m*+ exp (—ev/m)
mss]

IA

o0
%*C / rtigmetd gy
)

et? =y donligimd yapihrsa df = Zydy olup

oo

1 -
Gk S 2’°+10Em/y2’°+3e ydy
0

elde edilir. I = [ y*+3¢~¥dy integraline 2k + 1 kez kismi integrasyon nygulanirsa,
0
o0

/ yPit3evdy = (2k +3) (2k +2) (2k +1)...3 / yle vdy
0 0
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olup [y’e¥dy =T (3) sonludur. O halde;
0

9k+1
Ci < Cigpy (2k+3)(2k+2)(2k+1)...2

IA

IA

C Z_k-li % +3 2k+1
I€2k+4 ( + )’
3

c 9k+2 2 o%
- G (1+%) (2K)* (2% +3)

+2
< C1meaekklkk4€k

Coe 238k e~ 2k 11

IA

elde edilir. Burada, B = Cye—4e® ve b= 8¢%¢~2 ahnirsa
C. < Bb*E"k! (3.29)
yazilabilir. F' fonksiyonunun tammindan,

. o Cis® -
F(s) =u£f—k!— S Bl]?gf{bkskkk}
olmak lizere t (z) = (bsz)” geklinde tammlanan ¢ fonksiyonunun infimumunu hesap-
layahm. Int (z) = zIn (bsz) olacagindan

t (z) bs
t—(zy =In (bsz) + zb_SE

=t (z) =t (z)In (bsz) + ¢ (z)
dir. Bu durumda

t(z)=0 <t(x)n(bsz)+t(z)=0
& (bsz)® In (bsz) + (bsz)® =0
& (bsz)” {ln (bsz) + 1} =0
&> In (bsz) = —1

& g=b1lsg"1le!

elde edilir.



t (z) = (bsz)® In (bsz)® + (bsz)” = (bsz)” [In (bsz) + 1)

olmak {izere
]Iltl (z) =zln (b3$) +In [ln(bsz) + 1]
t'(z,
= 48 = n (bsz) + 1+ sk
=1"(z) = (bsz)” {[in(bsz)+1)* + 1}
elde edilir ve

# (b‘ls_le_l) = bsel—b"a'le"" >0

olduguna gire ¢ fonksiyomu £ = b~!s~'e~! noktasinda bir yerel minimuma sahiptir.
Bu durumda
. o Crs*

F(s)= 1%1' x < Bexp (-b71s7'e™)

yazilabilir. Son olarak In F (s) < In B — ;& olmak tizere

a a 1
InF(s)du(Qss) < InB——}du(Qs,s)
b/ ,0/ ( bse)
= [m(ceet) dp(@s) - 5 [ 5du(@a)
0 0
olduguna gore her s icin

a

/ %du (Qs,5) < 0

o
olur. Bu ise, ancak ve yalmz p (Qs,) = 0 ve dolaymiyla Q3 = @ olmasiyla miimkiin-
dir.

Aynica Q4 C Q3 ve Qs C Q3 oldufuna gore

Q4=m ve Q5=@
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Boylece; @, =0 ve Qg = @ oldufundan Bolzano-Weierstrass Teoremi [Knopp K.
1928] gereffince, B fonksiyonu P geridi i¢inde sonlu sayida sifira sahiptir. Diger yan-
dan; Q3 = @ oldugundan stzkonusu sifirlér sonlu kathdir. O halde L operatdriiniin
bzdefer ve spektral tekillikleri icin agagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.17. L operatérit

sup (|pn| + |gu|) exp (ev/R) <00, >0
1<n<oo

kogulu altinda sonlu sayida 6zdefer ve spektral tekilliffe sahiptir. Ayrica dzdeger ve
spektral tekilliklerinin her biri sonlu kathdir (Bairomov, E. and Celebi, A. O. , 1999).



4. DISKRE DIRAC OPERATORUNUN ESAS VEKTORLERI

Bu bolimde L operatériiniin Szdefer ve spektral tekilliklerine kargihk gelen esas
vektorleri elde edilecektir.

Py={z:z=n+ir, 7>6,06< 5 < 4x} ve P = Py U[0,4x) olmak {izere Py yan
geridinin A = 2sinf dontglmi altmdaki gorintist D = C \ [-2,2] oldufundan

(1)
f@)= ( f’:z) Ez; (2.2.1) ve (2.2.2) ile verilmek tizere (2.1.2) kogulu altnda
n \Z neN
Ow = (2 arcsin ’5\) JAeD 4.1)
71 (1) soA
= (M) £ (28rcsin )
A)= = , AED 4.
F) ( }:1(‘2) %) )neN ( f1(12) (Za.rcsin%') )neN € (4.2)
ve B(2) = £ (2) e olmak tizere
ﬁ().):ﬂ(zamsing-) ,AeD 43)

fonksiyonlar1 D bolgesinde enalitik ve D nin smmna dek stireklidirler. F() nm
(2.1.1) sisteminin bir g5ztm oldugu agiktir ve

w [FOy,e )] =B (44)
yozilabilir. Ayrica, Teorem 3.2.5. ve Teorem 3.2.6. gereffince
a,,(L)={A:,\eD, BV =o}

0o (L) = {)\:Ae 2,2 , B =0}

olur.

(3.24) kogulu altmda Teorem 3.17. den B fonksiyonumun D kiimesi ve [—2, 2] arahi
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icinde sonlu sayida sifirt vardir ve bu sifirlarin her biri sonlu kathdir.

Diger yandan; arcsin 2 = —iln [% (ix+va- ,\2)] olduuns gore (2.2.1) ve (2.2.2)

den

oo = o (—Ziln (% (ix+ «m)))
- % (n+ VA=) {1+§:K3},, [% (r+ ﬂ)rm
00 1 i 2m—1
~i) K2 [5 (z',\ +VA- ,\2)] } (4.5)
m=1 .
ven > 1igin

] 2m-1

oo = {3 v+ S [} (o VA=)
a3 e vamw)| "} v

2m+1
20 ]

{—z'+;x3},, [% (x+va-¥)
3w [} (o V)| [} (04 Ve

bulunur. (4.3) ve (4.5) birlikte ele alimirsa

B =1+ ixg; [é (ix+ \/W)]zm Sy KR E (ix+ \/H)]zmul
m=1 m=1

2n

bigiminde ifade edilebilir

(3.22) kogulu altinda, Teorem 3.17. gerefiince diskre Dirac operatorii sonlu sayida
BzdeBere ve spektral tekillife sahiptir ve bunlarm her biri sonlu kathdir. Agagidaki
lemma, ve teoremler bu tzdegerlere ve spektral tekilliklere kargilik gelen esas vektdr-
lerle ilgilidir.



Lemma 4.1. L operatbriiniin Ay, Xs, . . ., Ax spektral tekillikleri ve Apiq, Aks2, ..oy M
Ozdegerleri, sirasiyla o4, @, . .. s O V€ Qpyy, Opig, . - - , Oy katlarina sahip olsun. Bu

durumda, j =1,2,...,mve s=0,1,...,0;; igin
ds ~ de -
{Fwloen)}  ={go} -0 @s)

egitlifi gerceklenir (Adivar, M. and Bairomov, E. ,2001).
ispat.
w [F),0 0] = e X - 7P W el 0 =7 0

ve

) = [% (i,\ o \/Z——,\*)] B

olmak tizere 1 (iA + \/Z—_,\?) = 0 denkleminin koki yoktur. Dolaysiyla; L opera-
tortntin Szdeger ve spektral tekilliklerinin kiimesini Q ile gosterirsek, @ kiimesi tze-
rinde _fél) ve B fonksiyonlarinmn sifir yerleri aymdir. j = 1,2,...,k& olmsak tzere A;
spektral tekillikleri igin B (\;) = 0 ve j = k+1,k+2,...m olmak tizere \; dzdegerleri
igin f () ile ¢ (%) eoatimleri lineer bagamh yani W [F (%), ¢ (As)] = 0 clacagmdan
(4.4) den

W [F), 0 00)] =By =0

yazlabilir,

Diger yandan; j = 1,2,...,kk+ 1,k +2,...m igin A;, 8 mn q; kath sifin ise
5=0,1,2,...,0m igin

(g0, -

elde edilir, bdylece (4.4) den (4.6) nin gerceklendili goritliir.

Teorem 4.2. j=1,2,...kk+1,..., mves=0,1,...,0;, i¢gin



o (A7)

& [ A0
{d,\a"’(’\)}m, - ( o2 () )neN

i(:)“’*{i‘%f‘”}m, ,neN

v=0

@7

olacak bicimde A; ye bagh ay, ay,. .., ax sabitleri vardr (Adivar, M. and Bairomov,

E. ,2001).
ispat. Tiimevarim yonteminden faydalanalim. s = 0 igin (4.6) dan
w [‘P O, F ('\j)] =B() =0
olacagindan ¢ ();) ve f();) lineer bagamlidir. O halde
2 () = aof ()

gerceklenecek bigimde A; ye bagh bir ag sabiti vardir.

“8)

s = 1 igin (4.7) nin gergeklendigini gHsterelim. (2.1.1) sisteminin bir u ()\) ¢dzlimi

icin
@ -3 {Zum} =u

esitligi gergeklenir. (4.9) ¢ () ve F()) gbztimler igin yambsa
L2 () = 2082 () + B () = Al (3) = 2 (3

d d d d
e Badpe) — 0@ (A = A—0@ (A) = @
d,\(p" (A) + d\ P (A) + qndA‘Pn (A) ,\dA (2 (’\) Pn ()‘)

ve
oz y_ 4 an A PN YA A )
dAf'H-l (A) d/\fn (A)'l'pndAfn (A) AdAfn (A) _fn. (A)

8 OO0+ 2 T )+ qur e B () A 0 (3) = FO (1
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(4.10)

(11)

(4.12)

(4.13)



elde edilir. (4.12) ve (4.13) ap ile carpilir; (4.10) dan (4.12), (4.11) den (4.13)
gikarthrsa

[ 00— aog P 0] - [0 = a0 0]
o [ ) (r\)—ao——f“('\)] A 0 - s B 0]
- W - RO

ve

[d/\tpu) ™ - ao——}h (A)] [ S () — a0y 42w (x )]
o [ 2D )~ 2o O] -2 [ 00 ~ 20 o)

= o®()) - af® ()

olur. Bu durumda, A = X, j =1,2,...,m igin (4.8) ve son iki egitlikten

g(X) = {;%‘P (A)}A=A, —do {di)‘f()‘)},\=>.j

olmak tizere
(L—AD)g(3)=0

elde edilir. Diger yandan; (4.8) geregince ¢ (A;) = aof (A;) oldugundan
o0, F] =W [{ge ), - {&F0},_, . F o)

=W [{&e W}, - F )] (4.19)
—w {470}, , el )]

ve

[awlim.en]}

{;}: (fr(.l) A 5053-1 - ';(32 L) oD ( ’\))}

{FRw] o

A==z
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+fM (’\j){:ﬂp'g{)-l }'\ N —{d,\ 72 % } o) (0)

_..}-“(2)1 ) { d (l) (A)},\=,\ (4.15)
bulunur. (4.14) ve (4.15) den
w o), Fon] = { 55w [F) .0 )] }M =0 (416)

olup
g() =af(3)

olacak bicimde A; ye bagh bir a; sabiti vardir. Bu durumda

oM () = {di,\(p()\)} =af (M) + e {;;f()‘)}

A=Ay A=)y

bulunur.

2 < 8p < ;5 icin (4.7) gergeklensin. Bu durumda;

@ () = { ,\,l,tp( )}m, = Zo ( :° ) Gsg-u { ;)%f ('\)}m, 4.17)

=0

olur. Simdi, (4.7) ifadesinin so + 1 igin de dogru oldugunu gosterelim. Eger, u(})
(2.1.1) sisteminin bir ¢dziimil ise

@ {muo} = of Sum} @s)

egitlifi gerceklenir. (2.1.1) sisteminin ¢ () ve f()\) cozlimleri icin

P21 (A) — 02 (N) 4 pap® (A) = AP (A) =0 (4.19)

= () + 0k ) + deld () = 2P () =0 (420)
ve

FEL ) = T2 ) + 20 ) = AFR (A) = (421)

48



—FON+ N+ aFP N -2V =0 (4.22)

olup (4.18) den, s = 35 ahmirsa

d® d» d d%»
Lo ) = 55D () + Pl (1)~ A ) = d,\'o-“"(l) )
(4.23)
_a» dw deo-?
LoD )+ oDy () 4 il ()~ A o (3) = sy S ? (V)
(4.24)

ve

a= % g de gt
Dt O = 7w O) 4 gim Y O) =A@ B ) = so- 5 A0 ()

(4.25)
) ) 2 29y 3 5.8 Ay — do! 4,
Asof (A) + Asu f (A) + qﬂ dz\” fn (A) AdA” fn (A) sodAgo—l fn (A) *
(4.26)

elde edilir. (4.23)-(4.24) de (4.17) kullamlarak

< [ %o & 7 %0 & 7O
vgﬂ ( oo Jutr (X)} =0 ( v ) G0~y {‘Wf" (A)}.\m\

v

g 8o ra A1)
(7)ol ..

v=0

(4.27)

-3 ( N ) o { AW} 43 ( ) e { BB O}
o ( . ) O}

v=0
2 % { d’

- s { 5P 0}
go v ) o dAv A=A
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= 8 ‘uz_:l ( o ! ) Qgq—1—v {dxvf(z) (A)}Ac& (4.28)

=0 v

yazilabilir. (4.21) ve (4.22) a,, ile garpilip (4.21), (4.27) den ve (4.22), (4.28) den
gikartilirsa

g;( an-s { IO}, - ﬂ(s")a,o-,,{%ﬁ‘f’m}m

v

o [ S0 o F)
+ Qg 3 55 A
Pl v ) o "'{’”‘ n )},\=,\,

v=1

g (2o (pmon),,

I S B et & 70
= 8 ',,2_—_:0 ( ) Ogy—1-v {Mv (A)} 2y

v
(4.29)

_vi::"l ( S ) Asp—y {J%fr(a) (/\)} = vgl ( ) @sy—v {dA" :(Ll__)l )}A=A,

v
> B £ 70
+qnvz=:1 ( v ) Ggy—v {ﬂv fn (A)}A=A1
o &R
,\v=1 ( [7] ) iy {d'\vfn (A)}).:A
= SOSZV‘:I sp—1 tn v{_d_-e’;(;z)(A)}
v=1 v o LA A=
(4.30)
olur. Simdi, (4.23)-(4.24) ve (4.29)-(4.30) ifadeleri s = sy + 1 igin yazilirsa
d® ot d30+1 d,u.’.] d
d«\"’“ o () = et )+ Pl () = Ao <.0$}’ ™
d®o
= (ot ) gmen’ O (4.31)

deot deot deot
d}\"’“ lP,. (’\) dNoot1 ‘Pg—)l N+t B+ ‘Pnz) » - A o +1‘P 2) »
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=(sg+ 1) o@ () (4.32)

drn?

ve

+1
85_: o+l Qs+1-v { e f}i)x ('\)}'\:'\
v=1 v ¢
0t f g +1 {ﬂﬂz) (A)}

s0+1 s+1 A(l) \ }
+Pn Z ( v ) Qsp+1—~v {d)\w ( ) Ny

v=1

[ w+ { Aw (,\)}
—A"_Z] ( v ) sy +1-v dAvf Ay

3 . 4.33)
= (0+D)) (‘“" ) - { T )(A)}M, (
=0 v

sot+1 + 1
- Z ( y ) Qgy+1-v {dAv.f(l) (A)},\.—;)‘,

v=]

80+1 S +1 a0 A }
+ Z ( v ) Qsp+1—v {d/\” n—1 ( ) hty
v=1

L[+t a2 A}
+q" Z ( ) Qap+1~v {dxuf ( ) Y

v=1 v

- %+l f2)
R ( s" v ) ot {d’\"f ] ()\)},\=x,

v=1

: 4.34
= (30+1)Z( :0) a'eo—v{d,\vf(z) ()‘)} ( )
=0

A=Ay

. .
elde edilir. (4.33) den (4.31) ve (4.34) den (4.32) ifadesi gikartihp, (4.17) kullanilirsa

(L=ADh(N)=0
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dyle ki
h LMY 35 [ s0+? & Fo 4.35
o ={gmmem} -3 0 e {gefo} 6w
elde edilir, (4.6) ve (4.8) den

WF09.h00)] = { W [F 0]} =0

A=Az

oldugundan
h (Aj) = ﬂlao+1f()‘:i)

olacak bigimde J); ye bagh bir a,,+; sabiti vardir. Bu durumda,

sp+1
oo o) = {Sme )} =3 ( e ) e { T O}
A=Ay =M

v=0

olur ve bdylece ispat tamamlanir.

Eger,
a—v (A.’l) (8_—:))]
denirse (4.7) ifadesi
1 & -
ilaeeo) ;;A oog{aio)  ww

biciminde yazilabilir.

Tamm 4.3. A = )y, L operatdriiniin bir 6zdegeri olsun. s = 0,1,...,k olmak lizere

(1)
X as Yn,s
1/() dxy {Zln,s},,em ( @ )
Yme neN

vektorleri A = Ay icin
0 =
(Zyt ), — oo =0
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(Ly™),, — Xotms = Yna-1=0, s =1,2,...,k (4.37)

egitliklerini gercekliyorsa y = y(© vekttriine A = A dzdefferine kargilik gelen dzvektor
veya. dzfonksiyon denir. Ayrica, V), 3@, ... y*) vektorlerine de A = Ay Szdegerine
kargilik gelen birlegik vektorler adr verilir. A = g 8zdeferine kargihk gelen 6zvektdr
ve birlegik vektsrlerin tiimiine A = Ao 8zdeferine kargihk gelen esas vektorler veya
esas fonksiyonlar denir. L operatériiniin spektral tekilliklerine kargihk gelen esas
vektorler de benzer bigimde tamimlanir (Adivar, M. and Bairomov, E. ,2001).

Sonug 4.4. 3 =1,2,...,k,k+1,...,m,s=0,1,...,a;-; olmak fizere

a0 =L _S Aoy
oo =g {eo] | =Sanog{miw} - wwm
veya
yo = [ 10 _ ,g,A’“”(Af)ﬁ{%ﬂn(’\)} neN
TolERe L\ S e {&R o)
- (4.39)

geklinde tammlanan V) ();) := {V;,4(A;)},cy vektorleri srasiyla L operatoriiniin
spektral tekillikleri ve 8zdegerlerine kargihik gelen esas vektorleridir (Adivar, M. and
Bairomov, E. ,2001).

ispat. j =1,2,...,kk+1,...,m olmak iizere (4.7), (4.19) ve (4.20) den
ZVO ), = AVao (Ay) =0
ve (4.23)-(4.24) ve (4.27)-(4.28) den
LV N, — AVas (N) = Voot () =0,nEN
elde edilir. O halde; (4.37) denklemleri gerceklendigginden V® ()),5 = 1,2,...,k,

5=01,...,05; ve VOO, i=k+1,k+2,...,m, 5 = 0,1,...,a;; vektor-
leri sirasiyla L operatriiniin spektral tekillikleri ve 6zdeferlerine kargilik gelen esas
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vektorleridir.

Teorem 4.5. j=k+1,k+2,...,m,s=0,1,...,a;_; igin VI (};) € (N,C?)
vej=12,...,k s=0,1,...,a; veigin V® ();) ¢ I, (N,C?) dir (Adivar, M. and
Bairomov, E. ,2001).

Ispat. F()) = f (arcsin 2) olduu gtzontine almwsa (4.17) den j = 1,2,...,m,
z € P=PRU[0,4n], \; = 2sin ¥ ve ¢} da A; ye bagh bir sabit olmak tizere

{Gew} | =Ta{iso)

v=0 =2y

yazilabilir. (2.1.2) den dolayr

- 0 (2)
{d—z;f(z)}zﬁj = { ( 2(z) ) } neN

olmak tizere
), = {mee)
) 1 v o oo 1\]” . 3
= el |i{n+ —)] €7+ ) KN [ m+n+ —)] i(mt3)=
e { [ ( 5 ,,‘Zﬂ i ( 5)1 ¢
—i z K2 [i(m +n)]" ™ } (4.40)
m=1

ve
{f'("zz (Z)}ﬂzj - {%fg) (Z)}z=8_1
= ¢mu {—i (in)" + g K2, [z (m +n+ %)] " eilmed)s
—i i K2 [i(m+n)’ e"'"=1} (4.41)
m=1

dir,. j =k+1,k+2,....mves=0,1,...,a igin }; = 2sinfét Bzdegierlerine
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kargiik gelen

1)
Ve ) = o () neN
! 12 () ’

* A=A;

esas vektorleri ele abmrsa
2
ool - £ ( s )
n=1 A=Aj

£ (sgeter
g {emo)

2
Lol (A)l +

(4.42)

=25

)

olur. L operatbrilntin A; = 2sin % Szdegerleri i¢in Im 2; > 0 oldugundan (4.40) ve
(4.41) den (4.42) serisinin yakimsak oldugu agiktir. Sayet (4.42) j = 1,2,. .., k olmak
tizere \; = 2sin 3 spektral tekillikleri icin ele alnirsa Im z; = 0 olacagindan yine
(4.40) ve (4.41) yardimyla (4.42) serisinin wraksak oldugu goriililr.

z=2z§
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