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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

BAZI KISMi TUREVLI DENKLEMLER iCIN
NUMERIK ALGORITMALAR

Giilay MEHMETLIOGLU

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Yrd.Dog.Dr. Nuri OZALP

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci béliim temel kavramlara ayrilmustir. Ikinci boliim Taylor serilerinin niimerik
anlami ve sonlu farklar yardimi ile tiireve nlimerik yaklagim formiilleri ve bilgisayar

algoritmalarina ayrilmistir.

Ucgiincii boliimde, 1s1 denkleminin niimerik ¢dziimiinii elde etmek icin gelistirilmis

algoritmalar verilmistir. Ayrica, bu yontemlerin kararlilig1 incelenmistir.

Dordiincii, Besinci ve Altinct boliimlerde benzer galismalar sirasi ile iki boyutlu 1s1

denklemi, dalga denklemi ve Laplace denklemine uygulanmustir.

2007, 57 sayfa

Anahtar Kelimeler : Taylor serileri, sonlu-ileri-geri ve merkezi farklar, 1s1 denklemi,

dalga denklemi, Laplace denklemi, kararlilik analizi.
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This thesis consists of six chapters.

The first chapter is for inroductory. The second chapter is devoted to the numerical

formulations and algorithms of derivatives with finite differences and Taylor series.
In the third chapter, some well-suited numerical methods and algorithms are given to
obtain the solution for the heat equation. A stability analysis of the methods is also

studied.

Similar type methods are studied in fourth, fifth and sixth chapter, respectively, for the

two dimensional heat equation, wave equation and Laplace equation.
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TESEKKUR

Calismalarimi yonlendiren, calismalarimin her asamasinda bilgi, 6neri ve yardimlarini
esirgemeyerek akademik ortamda oldugu kadar beseri iliskilerde de engin fikirleriyle
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OZALP’e, ¢alismalarim siiresince maddi manevi desteklerini esirgemeyen aileme ve
Ozellikle bana her zaman inanan ve destekleyen anneme; calismalarim sirasinda maddi
manevi onemli katkilarda bulunan arkadasim Derya KAHYA’ya en derin duygularla

tesekkiir ederim.
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1. GIRIS

Kismi tiirevli denklemler siklikla smiflandirilir. Aynmi siniftaki denklemler benzer

2
matematiksel ve fiziksel 6zelliklere sahiptir. Is1 denklemi [(’;—L; = kg—b;j parabolik kismi
X

tiirevli denklemlere bir 6rnektir. Coziimler genelde zamana gore {istel olarak azalir ve

2 2
bir denge ¢Oziimiine yaklagir. Dalga denklemi (Z—?:czg—?} hiperbolik kismi
¢ X
. e e . (0°u O%u
tirevli denklem tiirtidiir. Titresim modlart vardir. Laplace denklemi _2+8_2 =0|;
X y

eliptik kismi tiirevli denkleme bir Ornektir. Coziimler genellikle maksimum
prensiplerini saglar. Parabolik, hiperbolik ve eliptik terminolojisi, konik kesimlerin

doniigiim 6zelliklerinin sonucudur.(Weinberger 1965)

Fizikle ilgili bu kismi tiirevli denklemlerin agik ¢oziimlerini bulmak icin g¢esitli
yontemler verilmektedir. Bir boyutlu dalga denklemi hari¢, ¢dzlimler sinirsiz seriler ya
da integral igeren karmasik formdadir. Pek c¢ok mevcut durumda, kismi tiirevli
denklemlerin ¢oziimlerinin detayl niimerik hesaplamalar1 gereklidir ( Ornegin Fourier
serisinin ilk 100 teriminin hesab1 gibi). Ancak Ozellikle bilgisayar kullanilmasi
gerekiyorsa genelde niimerik ¢oziimler bulmak icin daha etkili metotlar vardir. Bu
tezde, farkli tiirdeki kismi tiirevli denklemler i¢in sonlu farkli niimerik yontemler
gelistirecegiz. Algoritmalari, 1s1, dalga ve Laplace denklemi i¢in olusturacagiz. Lineer
olmayanlar dahil olmak iizere diger denklemlere algoritmalari uygulamak c¢ok zor

olmayacaktir.



2. SONLU FARKLAR VE KESiK TAYLOR SERILERI

2.1 Polinom Yaklasimlari

Sonlu farkli niimerik hesaplamalar i¢in temel teknik x=x, komsulugunda f(x)
fonksiyonuna polinom yaklasimima dayanir. x = x, + Axalalim yani Ax =x-x, olsun.
Eger f(x)e x=x,komsulugunda bir sabit ile yaklasirsak f(x,) seceriz. f(x) i¢in
daha iyi bir tahmin x = x, daki teget dogrusu;

£6)= £ )+ =) 2 () @.1)
-

Ax

Yani lineer bir yaklagim (birinci derece polinom) dir. f(x) e daha iyi bir yaklagim

J, (@) )

f(x0)+ Axf’(xo ol

ikinci derece (kuadratik) yaklasimi olup, bu yaklasimin x =x, daki birinci ve ikinci
tirev degerleri f(x) ile aymdir. Boylece, eger x, x,’a yeterince yakin (yani Ax
kiigiik) ise, Sekil 2.1°de gorildiigii gibi f(x) e her bir {ist derece polinom yaklagimi

daha fazla duyarl olur.

flxg) + Ax f'ixg)

filx)

(ax)?

flxg) + Ax f'(xg) + (xg)

X

Sekil 2.1 Taylor polinomlar1



2.2 Kesme Hatasi

Bir polinom yaklasimindaki hata formiilii,

F0)= £()+ A G )t B 004 R 22)

esitliginden dogrudan elde edilir. Bu esitlik kalan terimli Taylor serisi olarak bilinir.
Kalan terim R, (kesme hatasi da denir), serinin bir sonraki terimi cinsinden verilir, fakat

genellikle bilinmeyen bir orta noktada hesaplanir. Yani

FU(EL) X, <&, <x=x,+Ax (2.3)

olacak sekilde bir &

n+l

degeri vardir. Kuskusuz, bu degerin var olmasi i¢in  f(x) in

(n+1) siirekli tiireve sahip olmasi gereklidir.

Ornek: Teget dogrusu yaklagimindaki hata, (2.3) de n =1 igin

Pl ae)= fle) e ax D) BT LS @4

olup gelistirilmis ortalama deger teoremi olarak adlandirilir. Eger Ax kiigiikse, &,

d>f

T2 surekli ise kesme hatas1 hemen hemen belirlenir.
X

kii¢iik bir araligin i¢inde kalir ve

Yani;

olur. Kesme hatast bu durumda O(Ax)’ (delta x kare) basamaktandir deriz. Bunun

anlamu;



IR < C(Ax)
dir, ¢iinkii genellikle

2 2
% nin %
dx dx

<M j sinirlt oldugunu varsaydigimiz i¢indir. Béylece C = % dir.

2.3 Birinci Tiirev Yaklagimlan

Taylor serisini kullanarak tiirevlere degisik sekillerde yaklasabiliriz. Ornegin (2.4) den

df o\ Sl +Ax)-f(x,) Axd’f
a(xo) A o (&) (2.5a)

af

dir. Boylece pm icin bir sonlu fark yaklagimi olarak;
X

Z:—];(xo) AL +Azz_f(x°) (2.5b)

ileri fark yaklasimini verebiliriz ki bu neredeyse tiirevin tanimidir. Burada bir ileri fark

yaklagimi kullaniyoruz (ancak Ax — 0 limitini almiyoruz). (2.5a) her Ax icin gegerli

daf

oldugundan, Ax yerine —Ax yazarsak = icin
X

df ( \_S(x-A)-f(x) Mdf
— ()= — s (&) (2.6a)
ve buradan
;Zl(xo)zf(xo __Ax)_f(xo):f(xo)_f(xo_m) (26b)
X Ax Ax



geri fark yaklasimmm elde ederiz. (2.5a)’y1 (2.5b) ile ve (2.6a)’y1 (2.6b) ile
kiyaslarsak, O(Ax) in kesme hatas1 oldugunu ve bunun birinci tiireve ileri ve geri fark

yaklagimlari i¢in neredeyse 6zdes oldugunu gorebiliriz.

% (xo) a daha duyarli bir yaklagim bulmak igin, ileri ve geri fark yaklasimlarinin

ortalamasini alabiliriz. (2.5a) ve (2.6a) y1 toplayarak,

2%(%): S x +Ax)_f(xo _M)+£[fj {(f_)— d {(52)} (2.6¢)
X dx

dx Ax 2
elde ederiz. é‘_z , ¢, ye yakin oldugundan, hatanin neredeyse yok olmasini ve dolayistyla
O(Ax) den az olmasi bekliyoruz. Bu yaklasimdaki hatayi elde etmek icin Taylor

serilerine geri doniip f (xo + Ax) den f (xo - Ax) i ¢cikarirsak;

£ (3 +Ax) = f(x0)+Axf’(x0)+(Ax)2 f"(xo)+(Ax)3 e @)

21 3!
Ax)’ Ax)’
7= £ ()28 () + B () - B ) m)
ve bdylece
(5 A) = f (3~ &) = 2898 (3,4 (42) T )+ (&)

buluruz. Her iki yan1 2Ax ile bolip, f™ i¢in ortalama deger teoremini kullanirsak

)= LEar Al mae) (@) o @89




daf

elde ederiz. Buradan da d—(xo) i¢in
x

f(x) = ~ (2.8b)

merkezi fark yaklasimim elde etmis oluruz. (2.8b) denklemi daha duyarl ( kesme
hatas1 O(Ax)2 ) oldugundan ve hem ileri hem geri fark formiillerinde oldugu gibi aym

sayida (iki) fonksiyon hesabi icerdiginden, genellikle tercih edilir. Ancak daha sonra

gosterecegimiz gibi merkezi fark formiiliinii kullanmak her zaman daha iyi degildir.

d_f i¢in bu sonlu fark tahminleri tutarhdir, yani Ax — 0 i¢in kesme hatas1 yok olur.
X

Not edelim ki, daha duyarli sonlu fark formiilleri mevcuttur, fakat, daha fazla fonksiyon

hesabi icermelerinden dolay1, daha az kullanilmaktadirlar.

Ornek: Ax = 0.1 olmak iizere f (x) =logx i¢in Zl(l) in niimerik tahminini géz oniine
X
. . ) df 5 e
alalim. Pratik problemlerin aksine, burada gergek cevabin d—(l)=1 oldugunu biliyoruz.
X

Hesap makinesi kullanarak

X =1,Ax=0.1,f(x, +Ax)= f(1.1)=log(1.1)= 0.0953102 ve
(%, —Ax) =log(0.9) = ~0.1053605

olup, Tablo 2.1 deki sayisal degerleri elde edebiliriz. Teorik olarak, Ax in bir kuvveti
olan merkezi fark i¢in hata daha kii¢iik olmalidir ki bunu tablodan gérmekteyiz. Hatay1
daha iyi anlamak i¢in, kalan terim i¢in bir tahmin yaparak beklenen E hatasini

hesaplayalim.



ileri geri merkez
Fark formiili | 0.953102 | 1.053605 | 1.00335
|hata| 4.6898% | 5.3605% | 0.335%

Ileri ya da geri farklar icin

0.1
7 2 (1)‘ :7:4'0.05

2 43 2
E~ (Az) ‘;{(1):(0'1) 2=0.00333...
X

dir.

Bu degerler tablodaki gercek hata degerleriyle olduk¢a uyusmaktadir. Hatalar1 bu
sekilde tahmin etmek ¢ok daha uygundur, ¢iinkii ikinci ve ii¢lincii tlirevler her zaman

bilinmektedir.

2.4 ikinci Tiirevler

(2.7a) ve (2.7b) hata terimlerini dordiincii tiirevde toplayarak

(s + A+ 1 (3~ A0 =27 (5 (Ax) 77 () L)

i AN GO R AN (Y]

ve buradan da

sy = Lt M)_Z(ZS‘SW e ot). (Af;)z ) (2.99)

elde ederiz. Burada &, & ve &, arasinda bir sayidir. Bu bize O(Ax)’ kesme hatast ile



LI ()L ot 8727 (5o (5 =) (2.9b)
dx (Ax)

ikinci tlirev i¢in sonlu fark yaklasimini verir. (2.9b) denklemi ikinci tiirev i¢in merkezi
fark yaklagimi olarak adlandirilir ¢linkii o ayn1 zamanda birinci merkezi fark

formiillerinin tekrarlanarak uygulanmasiyla da bulunabilir. Ikinci tiirev icin merkezi
fark yaklagim ii¢ fonksiyon degeri igerir f(x, —Ax) ,f(x,) ve f(x,+Ax) . Karsihk

~2 ve 1 -, Sekil 2.2°de verilmigtir. Aslinda, genel

1
(ax) "~ (ax) (&)

olarak her tiirevin sonlu fark yaklagimi i¢in agirliklar toplami mutlaka sifir olmalidir.

gelen “agirhiklar™ ,

Wp-AH ¥g Kp+AX

Sekil 2.2 ikinci tiirevin merkez fark yaklagimlari i¢in agirliklar
2.5 Kismi Tiirevler

Kismi tiirevli denklemleri ¢ozerken, drnegin u(x,y), u(x,t) ve u(x,y,t) gibi iki ya da daha
cok degiskenli fonksiyonlari incelemekteyiz. Niimerik yontemler genellikle sonlu fark

yaklagimlart kullanir. Bazi (ama hepsi degil) kismi tiirevler, bir degiskenli fonksiyonlar

icin elde ettigimiz formiillerden ¢ikarilabilir. Ornegin, eger u =u(x, y) ise, % tiirevi,
X

y sabit kabul edilmek iizere % tiirevidir. Boylece, kismi tiirevler i¢in ileri, geri ya da
X

merkezi fark formiillerini kullanabiliriz. Merkezi fark formiliini kullanirsak

a_“(x y )Nu(x0+Ax’yo)_“(xo_Ax’yo)
020/

ox 2Ax




olur. % i¢in x sabit kabul edilirse
y

8_u(x )N”(xo’y0+Ay)_u(x0>yo_Ay)
0,Yo

~

oy 4 2Ay

bulunur. Bunlar Sekil 2.3’de gosterildigi gibi iki nokta formiilleridir.

(Xo-YotAy)

(x0-2xy0) (x0t8xy0)

(%0-¥0-By)

Sekil 2.3 Birinci kismi tiirev i¢in noktalar

Fizik problemlerinde genellikle V2u=08%u/dx* +6*u/dy* Laplasyene gereksinim
vardir. Ikinci tiirev igin (2.9b) merkezi fark formiiliinii y yi sabit tutup x e ve x i sabit

tutup y ye gore yazarsak,

”(xo +Ax,y0)—2u(x0,yo)+u(xo _AX,J’O)
(Ax)
n u(xoayo +Ay)—2u(x0,y0)+u(x0,y0 —Ay)
2
(Av)

Vzu(xo,yo)z
(2.10)

elde ederiz. Burada hata O(Ay)> ve O(Ax)” nin biiyiigiidiir. Genellikle Ax=Ay alinarak
Laplasyen i¢in

”(xo +Ax’yo)+“(xo —Ax,y0)+u(x0,y0 +Ay)+“(x0ayo —Ay)—4u(x0,y0)

V2u(x0,y0)z (Ax)2




2.11)

standart bes nokta sonlu fark yaklasgimini elde ederiz. Sekil 2.4°de goriildiigii gibi

agirliklar toplamu sifirdir

Sekil 2.4. Laplasyen i¢in agirliklar (Ax =Ay)

10



3. ISI DENKLEMIi

3.1 Giris

Bu béliimde, 0 < X <L sonlu araliginda kaynaksiz, bir-boyutlu 1s1 denklemini ¢6zmek

icin niimerik sonlu fark yontemini olusturacagiz. Matematiksel olarak,

‘Zt—“ = kZT‘j (3.1a)
u(0,t)=0 (3.1b)
u(L,t)=0 (3.1c)
u(x,0)= f(x) (3.1d)

problemini géz Oniine alalim.
3.2 Kismi Tiirevli Denklem

Tiirevler ic¢in verilen sonlu fark formiillerine dayanan yaklasimlanni x=X,, t=t,

noktalarinda kismi tiirevli denklemde yerine yazarak baglayalim. Bunu ¢esitli yollarla

yapabiliriz, fakat baz1 yollarin iyi digerlerinin k&tii oldugunu gorecegiz. Keyfi olarak,

a icin ileri fark yaklasimini kullanalim, t, <7, <t, + At i¢in

ou u(x,,t, +At)—u(x,,t ) Ato%u
& (1) = 2Ot ANUOL) A0 )

olur. Uzaysal tiirevler i¢in merkezi fark formiillerini yazarsak, X, <&, <X, +AX i¢in

@(X t ):U(Xo +Ax’t0)_2u(X0’t0)+u(X0_Ax,to)_(AX)2 64u (é: t )
PV (AX)2 R G

olur. Boylece herhangi bir X = X,, t =t, noktasinda, kesme hatasi

11



At &°u k(Ax)* 8'u
E=—— _ - -
2 ot? (.17 12 ox*

olmak tzere 1s1 denklemi tam olarak

(&.t,) (3.3)

U(Xgsty +At)=U(x,t,) _ ‘ u(x, +Ax,t0)—2u(x0,'20)+ u(x, - Ax.t, ) fE (32
At (Ax)
seklindedir. E bilinmediginden (3.2) yi ¢dzemeyiz. Bunun yerine, kesme hatasini yok
sayarak

u(X,,t, +At)—u(X,,t,) ) u(x, +Ax,t,)—2u(x,,t, )+ u(x, —Ax,t,)
At (ax)

(3.4)

yaklasimini yapalim. Daha a¢ik olmasi i¢in, X =X, t=t, noktasindaki kesin ¢6ziim
u(x,.t,) a yaklagim 0(x,,t,) ile gosterelim. T(X,,t,) yaklasim (3.4) ii kesin olarak

¢Ozsiin. Bu durumda

(%o, t, + A= T(xy,t,) y T(x, + AX,t, )= 20(x,,t, )+ T(x, — AX,t,)
At (Ax)’

(3.5)

olur. U(x,,t,) sadece yaklasik olarak dogru olan bir denklemin kesin ¢oziimiidiir.

Istenilen ¢oziim u(X,,t,) a G(X,,t,) ile dogru yaklagildigin umuyoruz.

(3.5) denklemi uzayda Ax ve zamanda At araligi ile ayrilmis noktalar igerir. O halde,
diizgiin bir AX ag1 ve sabit bir At noktalastirma zamanini goz oniine alalim. Baslangig
sinir deger problemimizin tanim kiimesinde ag ve zaman noktalagtirmasini bir uzay-

zaman diyagrami ile Sekil 3.1°deki gibi gosterebiliriz. L uzunlugundaki cubugu N esit
araliga bolersek, AX :ﬁ. X, =0, X, =AX, X,=2AX, ..., X,=NAX=L ve genel

olarak,

X; = JAX (3.6)
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Sekil 3.1 Uzay-zaman noktasallastirmasi

olur. Benzer sekilde zaman adim uzunluklar1 At’ yi

t =mAt (3.7)

j>'m j>'m

olarak verebiliriz. (X. t ) noktasindaki gercek sicaklik, yaklagik olarak U(X. t )

olup, bu (3.5) i saglar. Basitlik i¢in t  zamaninda j yinci agda (3.5) in tam ¢ozlimiini

belirtmek tizere,
o(x;,t,)=u;" (3.8)

(3.5) denklemini her bir X, = X; ag noktasinda, t, =t zamaninda ( uzay-zaman sinirlar
hari¢) saglayacaktir. X, +AX’ in X; +AX=X;,, ve {,+At’in, t +At=t , olduguna
dikkat edelim. Boylece, j=1,...,N—1 ve m, 1 den baslamak iizere,

u U™ =20, ™ ™

: L=k ‘ 3.9
At (AX)* 39)

bulunur. (3.9) denklemine kismi fark denklemi denir. Yerel kesme hatasi (3.3) de
verildigi gibi, O(At) ve O(AX)2 nin biiyiik olanidir. AX >0 ve At -0 iken E -0

oldugundan, (3.9) yaklasimi (3.1) kismi tiirevli denklemi ile tutarhdar.

13



Ek olarak, u j(m) nin, ( ag noktalarinda) baslangi¢ kosullarin1 saglamasinda 1srar
ediyoruz. Yani X; = JAX, j=1,2,...,N olmak iizere
u” =u(x,0)=f(x)=f(x) (3.10)

]

kabul ediyoruz. Benzer sekilde, u j(m) (‘her bir zaman adiminda)
u,™ =u(0,t)=0 (3.11a)
u,™ =u(L,t)=0 (3.11b)
sinir kosullarin1 saglar. Eger baslangic zamaninda herhangi bir sinir noktasinda fiziksel

(ve dolayisiyla matematiksel) bir siireksizlik varsa, uo(o) ya da uN(O), farkli sayisal

yollarla analiz edilebilir.

3.3 Hesaplamalar

(3.9) sonlu farklar yapist Sekil 3.2 de gosterildigi gibi 4 nokta igerir, 3 tane t_

zamaninda, bir tane de t ,, =t +At ileri zamaninda. u j(m“) 1 (3.12) den ¢ozerek

“ zaman i¢inde” ilerleyebiliriz:

m+1 m m m m
uj( )=uj( )+s(uj+l( )—2uj( )+uj_l( )). (3.12)
Burada s, boyutsuz bir parametre olup,
s=k At 5 (3.13)
(AX)
dir. u j(m”), onceden belirlenmis 3 degerin lineer birlesimidir.
u j(o) =f (X j), j=1,.,N—1 Dbaslangi¢ degerlerini kullanarak hesaplamamiza

basliyoruz. Boylece (3.12) den At zamanindaki u j(l)

¢cOziimiinii belirler ve hesaplamay1
strdiiriirtiz.  Smurlara bitisik aralik noktalari i¢in ( yani j=1 ya da j=N—ligin) ,

(3.12), (j=0 yada j=N ) sinir noktalarindaki ¢oziime gerek duyar. Bu degerler sinir

14



kosullarindan elde edilir. Bu yontemle noktasal problemimizi kolaylikla ¢6zebiliriz. Bu

¢Oziim yapisi bilgisayarda programlanabilir.

{x te ]
Sekil 3.2 Zamanda ilerleme

3.3.1 Diizensizligin Yayilma Hizi

Basit bir 6rnek olarak, baslangi¢ kosullari araligin bir i¢ ag noktasinda 1, diger
noktalarda sifir olarak verilsin. Ik zaman adiminda, (3.12) den, sifirdan farkli ag noktasi
ve onun iki komsusu diginda kalan her yerde ¢6ziim sifir olur. Bu siire¢ Sekil 3.3 deki

gibi devam eder. Yildizlar sifirdan farkli degerleri gosterir. izole edilmis sifirdan farkli
degerler sabit hizla yayilirlar ( sinira ulasana kadar). Bu diizensizlik % hiziyla yayilir.

Fakat, 1s1 denklemi icin diizensizlik sonsuz hizda devam eder. Bu ise, bir anlamda,
(3.12) nlimerik formiiliiniin 1s1 denkleminin bu &zelligine zayif yaklastigini sdyler. s

parametresi sabitlenirse, sayisal yayilim hizi

AX _ kAX K

At S(AX)>  SAX

olur. Boylece, AX — 0 iken( sabit S icin) arzu edildigi sekilde hiz c a yaklagir.
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Sekil 3.3 Diizensizligin yayilim hizi

3.3.2 Hesaplanmis Ornek

(3.12) yi kullanmak i¢cin AX ve At yi belirlemeliyiz. Tahmin edilecegi gibi,
¢Oziimiimiiz daha kiiciik AX ve At ile daha duyarl olacaktir. Yerel kesme hatalari,
kesinlikle azalacaktir. AX ve At nin azaltilmasinin belirgin bir dezavantaji ise, biitlin
sayisal hesaplamalarda gerekli olan zamanin (paranin) artmasina neden olmasidir. Bu
iligkileri nlimerik hesaplamalarda genellikle karsimiza ¢ikar. Fakat analiz yapmamiz

gereken daha ciddi zorluklar bulunmaktadir. Bu problemi gérmek i¢in (3.12) nin
hesaplamasimi yapacagiz. Oncelikle AXx ve At segilir. Hesaplamalarimizda AX:%

kAt
(AX)

olarak sabit aliriz (9 ig, 2 siir nokta). (3.12) kismi fark denklemi oncelikle s = >

ye bagl oldugundan, oncelikle At yi secelim. Ornegin s =% veya s=1 alalim. Iki

durumda da Sekil 3.3°deki gibi u (X,O) =f (X) baslangi¢ ve (3.11) sifir sinir kosullarini

alalim. Kismi tiirevli denklemin tam ¢oziimii

L
a, :3_[ f(x)sinn—ﬂxdx
L L
olmak tlizere
oo AT
ux,t)y=>a, sin——e (3.14)
n=1

dir.
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Sekil 3.4 Baslangi¢ kosullari

(3.14) den ¢oziimiin t ye gore listel olarak azaldig: ve biiylik t ler i¢in basit bir siniissel

(sin”—LX) sekline yaklastig1 goriilmektedir. S:i ve s=1 icin Sekil 3.5’de (3.12)

yaklagimlar1 gosterilmistir. Kesin sonuglara dayanarak anladigimiz s :i icin olan

sonu¢ daha mantiklidir. Diger taraftan S=0 i¢in olan sonu¢ anlamsizdir. Bunun en agik
zorlugu negatif sicakliklardir. Coziim zaman ve uzayda hizli dalgalanmalar seklinde
biiylir. Bunlardan higbiri 1s1 denklemiyle baglantili degildir. s=1 ise, sonlu farklar

yaklagiminda kararsiz sonuglar ortaya c¢ikar. Bir sonraki bdliimde bu sonuglar

aciklanacaktir. Mantikli sayisal ¢6ziimler elde edebilmek icin S = degerinin nasil

X2

secilmesi gerektigini anlamaliyiz.
3.4 Fourier-Von Neumann Kararhhk Analizi
3.4.1 Giris

Bu boliimde, 1s1 denklemi i¢in zamanda merkezi fark ve uzayda ileri fark formiilleri ile

elde edilen sonlu fark programi analiz edilecektir. s =——,

X; = JAX, t, =mAt

ve u(x;t,)=u j(m) olmak {izere agsagidaki problemi goz oniine alalim.
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=1
lAt=0.01)

1
SFm=
] 0.7

(At = 0.0025) 05 |-

-0.5

-0.8

Sekil 3.5 Is1 denklemi igin (3.12) yaklasimlari s = K(At)(AX)?

a) s =% b) s=1 kararsiz

KTD: 0™ =™ s (uy, ™ =20 ™ v ™) (3.152)

. 0 _ _
BK: u'” =f(x)=f, (3.15b)
SK: u,™ =0 (3.15¢)
u,™ =0 (3.15d)
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3.4.2 Ozdeger Fonksiyonlar1 ve Carpim Sonugclar

Degiskenlerin ayrilmasi yontemi kismi tiirevli denklemlere uygulanirsa, a dalga sayisini

gostermek {izere

t
(m) _ Jiex At _ pidiAXAm
u; " =e" QM =e""™Q (3.16)

formunda o6zel carpim ¢oziimleri elde edilir [Haberman]. (3.16) ve (3.15)

denklemlerinin birlesimi ve €'®Q"™ in sadelestirilmesiyle
Q=1+s("™ —2+e7™) =1-2s[1 - cos(axAx)] (3.17)

elde edilir. Q, negatif ve pozitif o degerleri i¢in degismemektedir. Bundan dolay1

e““nin lineer kombinasyonu kullamilabilir. Smir kosulu uo(m) =0 i¢in sinaX

uygundur ve UN(m) =0 i¢in o = nT” dir. Boylece (3.15) in

o NTX o
u, —smTQAt (3.18)

formunda ¢oziimleri vardir. Burada Q, (3.17) den

Q :I—ZS[I—cos(nﬁLAx)} (3.19)

ve ileride agiklanacagi gibi n=1,2,...,N —1 olarak belirlenir.

. . .. . NzX .
Kismi tiirevli denklem i¢in sonsuz sayida (sm%,n =1,2,3,...) 6zfonksiyon vardir.
Ancak bizim kismi fark denklemimiz i¢in sadece N —1 bagimsiz 6zfonksiyon

Vardlr(sin%,n =12,...,N-1):
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¢; =sin N _ sin N7AX = sin 7 (3.20)
L L N

Bunlar kismi tiirevli denklemlerdeki ile aynmidir. Ornegin n=N igin ¢; =sinzg =0

(tim J ler igin). Ayrica

sinM = sin(ﬂ+ J/[J = sin(ﬂ— jﬁ] = sinM
N N N N

oldugundan n=N +1 i¢in ¢;, n=N —1 i¢in olan ¢; ye esittir.

Sekil 3.6’da, (N =10 i¢in) baz1 6zfonksiyonlar gosterilmistir. Kismi fark denklemi
noktasallagtirma nedeniyle sadece N —1 dalgadan olusur. Bu dalga sayis1 bagimsiz ag

noktalarinin sayisina esittir (u¢ noktalar hari¢). En kisa dalga uzunluklu dalga,

sin (N=Dm _ sin (N _Nl)ﬂ] = (- sin%

olup, her noktada isaret degistirir. Genel ¢ozlim, siiperpozisyon prensibi ile S ler sabit

olmak tlizere,

v/ At

™ _S° 5 sin | 1~ 21— cos("F
U _;p’nsm i {1 2s(1 cos(N))} (3.21)

olup, burada s=

) . ng . . e
5 dir. Bu katsayilar s1nW 0zdeger fonksiyonlarinin dikligi

(AX)

kullanilarak, N —1 baslangi¢ kosullarindan belirlenebilir.
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3.4.3 Kismi Tiirevli Denklem ile Karsilastirma

(m)

Kismi fark denklemin u;"" carpim ¢dzimi, kismi tiirevli denklemin u(x,t) carpim

¢Oziimii ile karsilastirilabilir:

J

U
T :sinnTﬂX{l—%(l—coanﬁ)} n=12,..,N-1

. wf
=1) ¢,=sin 2L
(n=1)¢ sin 25

] ey
(n=2) ¢; = sin T-O

» — bR
(n=9)¢; = = (-1} il
) = sin T {=1)/ sin 10

(c)

Sekil 3.6 Noktasal problem i¢in 6z fonksiyonlar

nz.,
. NaX k)7t
u(xt) = smTe L

nrz.»

Kismi tiirevli denklem igin, her dalga e L teriminden dolay1 iistel olarak azalir.

Kismi fark denklemi i¢in, zamana bagimlilig (sinnTﬂX e kargilik gelen)

nzr)

it
- } (3.22)

Q" = [1—25(1—005

dir.
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3.4.4 Kararhhk

Eger Q >1 ise, zamana gore tistel bir artis vardir. Eger 0 < Q <1ise iistel azalma olusur.
Eger Q=1 ise ¢oziim zamana gore sabittir. Ancak, buna ek olarak, zamana gore
yakinsak salmimlar (-1<Q<0), saf salimimlar (Q=-1), ve iraksak salimimlar
(Q <-1) olabilir. Bu olasiliklar Kesim 3.5’de incelenmis ve gdsterilmistir. Q nun
degeri kararlig1 belirler. Biitiin ¢oziimler igin eger |Q| <1 ise sayisal yontemin kararlh

oldugunu sdyleyecegiz. Aksi durumda, yontem kararsizdir.

Q" = QyAt yi analiz etmeye geri donersek, Q =1—-2s(1—cos nWﬂ) dir. Burada Q <1 dir.

Coziim zamana gore kesin olarak iistel bir sekilde biiyliyemez. Ancak, iistel olarak
azalabildigi gibi ¢oziim yakinsak ve iraksak salinimlar yapabilir. Sayisal yontemimizin
zamana gore iraksak salinmasini istemeyiz'. Eger s ¢ok biiyiikse Q negatif olabilir.

Q<1 oldugundan, eger Q=>-1 ise, ¢Oziim kararli olur. Kararli olmasi igin

n=1,2,.,N—1 icin 1-2s(l—cos~2y>—1 yada n=1,2,.,N—1 icin s <
N nz
l—cosW

olmalidir. Bdylece kararlilik i¢in, S mutlaka, n =N —1 i¢in de, kiigiik yada esit olmali,

yani

olmal1 ki kosulu basitlestirmek i¢in, 1 —cos(N — 1)% < 2 oldugunu goz oniine alirsak

1. g
s< 5 ise sayisal ¢ozlimiin kararhilig kesindir:

"' Yakinsak salmimlar kismi tiirevli denklemin davranisini tekrarlamaz, ama en azindan azalirlar. Salimimh
azalan terimleri tolere edecegiz.
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s<lo ! (3.23)

T
1—cos(N —-1)—
( )N

Pratikte, cos(N —1)% = —cos% oldugundan, 1/2 den daha biiyiik alamay1z ve % n
biiylik degerleri i¢in, 1—cos(N — 1)% ~ 2 olur.
Eger s >% ise, baz1 “n” ler i¢in, genellikle Q <—1 (mecbur degildir) olur. Boylece,

. . : 1.
sayisal ¢oziim 1raksak bir salinim icerir. Buna sayisal kararsizlik denir. Eger s > 5 ise,

en hizli artan ¢oziim, uzayda bir hizli salimnma (n=N —1) karsilik gelir. Sayisal
kararsizlik uzayda hizli saliman (n=N —1) ¢oziimiin zamandaki (Q <—1) raksak
salimimu ile karakterize edilir. Genellikle, bu sekilde bir bilgisayar ¢iktis1 olusursa,

sayisal yontem kararsiz ve mantiksiz demektir. Bu da bizim sayisal olarak

gbzlemledigimiz sonugtur. S :Z icin ¢Oziim daha mantikli davranmaktadir. Ancak,

s =1 i¢in, zamana gore 1raksak ve uzayda hizli degisen bir salinim gortiliir.

KAt
S =
(Ax)*

oldugundan s S% kisitlamast

L axy
At <2 . (3.24)

oldugunu soyler. Bu, sayisal hesaplamalara pratik sinirlamalar koyar. At zaman araligi
cok biiyiik olmamalidir ( yoksa yap1 kararsiz olur). Aslinda, (duyarli hesap igin) AX
kiiciik olmas1 gerektiginden (3.24) zaman araliginin olabildigince kiiclik olmasi
gerektigini gosterir. Bundan dolayi, 1s1 denklemi i¢in ileri fark yaklasimi hesabi bir

anlamda pahalidir.  Hesaplamalar kii¢liltmek i¢in At olabildigince biiyiik ( kararlilig
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saglamak tiizere) alinmalidir. Burada s :% iyl bir degerdir. Bu durumda kismi fark

denklemi

(m)

(m+1) 1
. = — j-1

(m)
J 2 I:uj+1 +u

olur. Ileri At zamanindaki sicaklik, sagdaki ve soldaki sicakligin ortalamasidir.
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3.4.5 Yakinsakhk

Diferensiyel ve fark denklemleri arasinda bir genel karsilastirma; kismi fark

denkleminin AX—>0 (n—>®) ve At — 0 icin ¢oziimiin limitlerinin incelenmesidir.

n . . . . .
Eger — <<1 ise, (sabitlenmis n ve N — oo icin) noktasallastirmanin zamana

bagimhiliginin, 1s1 denklemininkine yaklagtigin1i gosterelim. Eger %<<1 ise

cosn—ﬁ ~1- l(n—ﬁ)2 oldugu Taylor serisinden bulunur. Boylece N = L icin
N 2 N AX

Yat Vat
hmz{l—s(nﬁ)z} ={1—kAt(nW”)2} ,

nz. ,

olup, buradan € =1im, ,,(1+ Z)% ,At—0iginhy, —e N elde edilir.

Ancak, % kiigiik degilse, pratik hesaplamalarda zorluklar olabilir. Bunlar, kismi fark

denkleminin yiiksek uzaysal salinimli ¢éziimleridir. Bunlar 1s1 denklemi i¢in zorluk

cikarabilecek tek dalgalardir.

Yakinsaklik ve kararlilik arasindaki iliski genellestirilebilir. Lax denklik teoremi derki:
iyi tanimli olan zamana bagli lineer kismi tiirevli denklemlerin tutarli sonlu fark

yaklasimlart i¢in sayisal formiil, eger kararli ise yakinsar ve yakinsak ise kararlidir.

3.4.6 Kararhhk Sartimin Belirlenmesi icin Basitlestirilmis Yontem

Sayisal metodun kararliginin daha hizli analiz edilmesi ¢ogu zaman uygundur. Bizim

degiskenlerin ayrilmasi metoduna dayanan analizimizde, X = JAX ve t=mAt olmak

tizere, fark denkleminin x e gore salimim yapan Ozel ¢Ozlimlerinin var oldugunu

gostermistik:
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m _ iy Y
u," =e“Q™ (3.25)
idi. a, siir kosullarindan kisitlandirilmistir. Genellikle kararlilik analizini basitlestirmek

icin smir kosullarini gérmezden gelir ve o min herhangi bir deger almasina izin veririz’.

Bu durumda s < % ise kararlilik (3.17) denklemindeki gibidir.

3.4.7 Rasgele Yiiriiyiis

(3.15a) kismi fark denklemi

(m+1) _

Uj

su, ™ +(1-25u;" +su;, "™ (3.26)

Seklinde yazilabilir. Kararli bolgede, s S% olup, bu rasgele yliriiylis olarak adlandirilan

bir olasilik problemi olarak diisiiniilebilir. Her bir At zaman biriminde dikilen ya da
rasgele saga sola Ax biiyiikligiinde adimlar atarak yiirliyen bir “ayyas” goz Oniine

almabilir. Bu kisinin tam olarak nerede olacagini bilemeyiz.

u j(m) yi bir ayyasin m.At zamanda | noktasinda bulunma olasiligi olarak alalim.

. 1
Kisinin At aninda, saga veya sola adim atma olasilig1 s, ayni olsun. Bu durumda s, 5

den kiiclik ya da esit olmalidir. Bu kisi At aninda Axden daha fazla uzaklasamaz.

Bundan dolay1, kisi 1—-2s olasilig1 ile durur. Kisinin bir sonraki (m + l)At aninda jAX

de olma olasilig1 (3.26) da verilir. Bu ii¢ olas1 durumun toplanudir. Ornegin, kisi énceki

)

zamanda U j(m olasilig1 ile orada olabilirdi ve 1—-2s olasilikla kimildamamaisti, bu iki

(m) (m)

olayin bilesik olasilig1 (1—-2s)u j(m) dir. Ayrica, kisi u; " olasilikla sola ( ya da u;,,

ile saga) bir adim atmis ve s olasilikla uygun yone adim atmis olabilir.

? Daha detayh kararhilik analizleri gosterir ki kararsiz dalgalar daha kiigiik dalga boylarinda olusurlar. Bu
dalgalara sinir etkisinin olduk¢a az olmasi beklenir.
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Kararli hesaplamalar i¢in en biiylik zaman adimi rasgele yliriiyiis problemi dikili kalma

olasilig1 sifir olan S =% ye karsilik gelir. Eger ilk pozisyon tam olarak biliniyorsa,

j

o |LJj=ilk bilinen konum
0, j=diger konum

olur. Daha sonra, kisi 2 olasilikla saga ya da sola gider. Bu Pascal iiggeni ile gosterilen

binom olasilik dagilimini verir ( Sekil 3.7).

o

¢ Qe

el

Sekil 3.7 Pascal iiggeni

3.5. Kismi Tiirevli Denklemler icin Degiskenlerin Ayrimi ve Fark Denklemlerinin

Analitik Coziimleri

Kismi fark denklemleri, kismi tlirevli denklemler i¢in kullanilan degiskenlerine ayirma

yontemi ile ayni sekilde analiz edilebilir. (3.15a) nin

(m)
u, ™ =gh, (3.27)
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seklinde 6zel ¢arpim ¢oziimlerinin oldugunu varsayarak baglayalim. (3.16) y1 (3.15a) da
yerine koyarsak,

¢jhm+1 = ¢j h,, + s(¢j +h, —2¢j h., +¢j_1hm)

elde ederiz. ¢;h,, ye bolerek, degiskenlerine ayrilirsa,

o+ 0.
h =1+ s(% -2)=+44 (A =ayrim sabiti)

olur. Boylece kismi fark denklemi, iki adi fark denklemi haline gelir. Noktasal zamana

gore olan fark denklemi birinci basamaktan (yani tek fark iceren)

h., =+ih (3.28)

olur. Ozdeger A, kismi tiirevli denklemlerde oldugu gibi, bir sinir deger problemi ile

belirlenir. Burada, ikinci basamaktan fark denklemi

¢j+1 + ¢j—1 = _(M)¢]

(3.29a)
S
olup, iki siir kosulu ise, (3.15¢c) ve (3.15d) den
¢, =0 (3.29b)
oy =0 (3.29¢)

dir.
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3.5.1 Birinci Basamak Fark Denklemleri

(3.28) gibi, birinci basamak sabit katsayili lineer fark denklemleri kolay analiz edilir. 4

sabit olmak iizere,

h., =4h (3.30)

m+

Denklemini goz oniine alalim: Agikca

h =Aah,  h =1h =2h,,

Ve bdylece ¢oziim,

h, =A"h, (3.31)

dir. Burada, h,, birinci basamaktan fark denklemi i¢in bir baslangi¢ kosuludur.

(3.31) i elde etmek icin alternatif bir yol, h. =Q™ formunda bir homojen ¢6zim

oldugunu varsaymaktir. Bunu (3.30) da yerine koyarsak
Q™' =1Q™ yada Q=4 y1 verir ki bu (3.31) dir. Bu son teknik, e yi, sabit katsayili

homojen diferensiyel denklemde yerine koymaya benzer.

(Sekil 3.8) de ¢esitli A degerleri igin (3.31) ¢ozliimii gosterilmistir.
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Sekil 3.8 Birinci basamak fark denklemlerinin ¢6ziimleri

. o . . t
Dikkat edilirse A> 1 i¢in ¢O6ziim tistel olarak biiyiir (m=— oldugundan

0; 4 - . o e . -
Am = gmeet — g % ). Eger 0<A<1 ise, ¢oziim iistel olarak azalir. Dahasi eger

-1<A<0 ise, ¢oziim dalgali azalir (yakinsak salinim olarak bilinir). Diger taraftan
eger A <—1 ise ¢oziim 1raksak salinir.

Bazi durumlarda, 4 kompleks olabilir. Kompleks sayinin kutupsal formunu kullanarak

A=re’, r=[1| ve O=argk
A" =r"e™ =|2|" (cosm@ +isinmo)

(3.32)

elde edilir. Ornegin, gercek kisim |/”L|m cosm@ dir. m nin bir fonksiyonu olarak A"

7 7[/1 periyodu ile) salinim yapar. Coziim m noktasal zamanda|/1| >1 ise
arg
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biiytir, /1|<1ise azalir. Ozetlersek, h_ =Ah_ in ¢ozimii A", eger |/1|S1 ise m

artarken (t artarken) sinirl kalir. Eger |/1| >1 ise biiyiir.

3.5.2 ikinci Basamaktan Fark Denklemleri

(=4 +1-25)
s 2

j adimindan bagimsiz oldugundan (3.29a) fark denklemi sabit

katsayilidir. Analitik bir ¢6ziim kolayca bulunabilir. Her sabit katsayili fark denklemi

i¢in birinci basamaktan fark denkleminde yapabildigimiz gibi ¢, = Q' almarak homojen

¢Oziimler bulunabilir.

Sinir kosullart ¢, = ¢, =0, ¢oziimiin salinabilecegini onerir.. Bu genellikle Q kompleks
ve |Q| =loldugunda goriiliir ki, bu durumda esdeger bir donisiim, j = Al ,
X

_ 0 _(argQ)

AX AX

olmak {izere
g, = (Qe”)! =e ="M = gl (3.33)
dir. (3.33) ii (3.29a) da yerine koyarak, a dalga numarali:

glads | grioax _ A-1+2s veya 2cos(aAX) = A-1+2s (3.34)
S S

denklemi elde edilir. Bu a nin iki degerine karsilik gelir( biri digerinin negatifi), boylece

$; = '™ in yerine €™ in bir lineer bilesimi veya

$; =C, sinax +C, cosax (3.35)
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kullaniriz. Sinir sartlari, ¢, =@, =0, gosterir ki ¢,=0 ve o= n% (n=12,..).

Buradan da,

N7 AX

— sin A (3.36)

. NzX .
¢; =sin— =sin
L N

olur.

3.6 Matris Gosterimi

Kismi tiirevli denklemlerin ayristirilmasinin analizinde matris gdsterimi ¢ogu zaman

daha uygundur. Sabit t icin, u(X,t) sadece x in fonksiyonudur. u j(m) noktasallagtirmasi

(her zaman adiminda), N +1 ag noktasinin her birinde tanimlanir. Her bir zaman

araliginda degisen N +1 boyutlu bir “u” vektorii tanimlarsak; m nin bir u™
fonksiyonu olur. U™ nin j. bileseni u(x,t)nin j. ag noktasindaki degeridir. Yani,
(™), =™ (3.37)
Kismi fark denklemi
u ™ =0, "™ + s, ™ -2u," +u, ™) (3.38)

m) m)

uo( = uN( =0 sinir kosullarini uygularsak.

(m+1)

Olup benzer bir denklem uy_, icin de gecerlidir. Her bir zaman adiminda N —1 tane

bilinmeyen vardir. Boylece N —1xN —1 lik ana kdsegen degerleri 1-2s ve komsu

kosegenleri s, digerleri “0 ” olan lickOsegensel “A” matrisini elde ederiz:

32



1-2s s 0 0
1-2s s

0 S 1-2s . .
A=]. . . : . (3.39)

0

S

0 0 S 1-2s
Boylece kismi fark denklemi

u™ = Ag™ (3.40)

Fark denklemine doniisiir

u vektorii diizgiin olarak degisir. u'® baslangi¢ kosulu ile baslarsak,

u® = Ay©

u? = AU = AZg©@
Ve boylece,

u™ =A"u® (3.41)
buluruz. A matrisinin m ’inci kuvvete ¢ikmasi, m’inci (t =mAt) zaman adiminda

baslangi¢ sartlarinin ¢oziimii nasil etkilendigini gosterir.

CoOziimii anlamak i¢in, A matrisinin p 6zdegerlerini yani,
A& = ué (3.42)

Denkleminin agikar olmayan & c¢oziimlerini veren x degerlerini g6z Oniine alalim.
Ozdegerler,
det[A—ul]=0 (3.43)

denklemini saglamalidir. Burada I birim matrisdir. (3.42) denklemini saglayan agik

olmayan & vektorlerine p’ niin 6zvektorleri denir. A’nin N —1x N —1 lik matris

olmasindan, N —1 tane 6zdegeri vardir. Fakat baz1 6zdegerler farkli olmayabilir, ¢akisik
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O0zdegerleri olabilir. Farkli 6zdegerlerin, Ozvektorleri farklidir. Cakisik 6zdeger
durumunda (k tane) , en fazla k tane dogrusal bagimsiz 6zvektor olabilir. Bazi
O0zdegerlerin k taneden az 6zvektorii olabilir, bu durumda matrise bozuk matris denir.
Eger A reel ve simetrikse ((3.39) daki gibi), her hangi bir ¢akisik 6zdeger icin A matrisi
bozuk matris degildir. Bundan dolayi, A matrisinin N —1 tane (lineer bagimsiz) 6z
vektorii vardir ( dogrusal bagimsiz). Dahasi, A reel ve simetrik ise, 6zdegerler ( bundan

dolay1 6zvektorler) reel ve 6zvektorler ortogonaldir. g, ,n’inci 6zdeger ve &, buna

karsilik gelen 6zvektor olsun.
Ozvektor agilimi metodunu kullanarak vektdr denklemi (3.40) ( kismi tiirev denklemine
denk) ¢oOzebiliriz ( Bu teknik, ozfonksiyon acilimi kullanilarak kismi tiirevli

denklemlerin ¢6zlimiiniin benzeridir).

Herhangi bir vektor 6zdegerlerin bir serisine agilabilir:

=

-1

u™ =% ¢, "¢, (3.44)
n=1
Vektor, m (zaman) ile degismekte ve Cn(m) sabiti m (zaman) ‘ a baglidir:
N-1
um™ =% ¢ Mg (3.45)
n=1
Fakat (3.40)’dan ve (3.44) ile (3.42) kullanilarak ;
N-1 N-1
U™ =A™ =30 ¢ AL =3 6 Mg, (3.46)

n=l1

=3

=1

bulunur. (3.45) ve (3.46) y1 karsilastirirsak, Cn(m) icin sabit katsayil1 birinci basamaktan

" = e, ™ (3.47)
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fark denklemi elde edilir. Bu kolaylikla ¢6ziiliip,

ve boylece,
N-1
i = S, V',
n=1

elde edilir. Cn(o) baslangi¢ sartlarindan bulunabilir.

(3.49) dan, t’nin artmasiyla (m ’nin artmasiyla) ¢6ziimiin biiytimesi (z,)"

(m=yAt).

(¢, )nin reel oldugunu animsarsak,

tistel biiylime M, >1
o | ustel azalma O<p, <1
(Hn)" = yakinsak salinim -l<u, <0
raksak salinim M, <—1.

Herhangi g,>1 ve p,<-1 6zdegeri i¢in sayisal ¢6ziim kararsizdir.

A’nin N —1 tane 6zdegerinin elde edilmesi gerekir.

Ag = ps

&;, &’nin j ’inci bileseni ise, (3.50) yi su sekilde yazabiliriz,

$&i +(1=28)8; +5&,, = ud;

& =0 ve &, =0.
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(3.51a) asagidaki denkleme esit olur:

Eoit &y = [wjﬁj . (3.52)

S

(3.52) ve (3.29) denklemlerini karsilastirirsak A’nin g 6zdegerlerini, degiskenlerin

ayrilmas1 metoduyla elde edilen ikinci basamaktan fark denkleminin A 6zdegerlerine

esit oldugu goriiliir. Boylece, a = nTﬂ , n=1,2,3,...N olmak tizere
1 =1-25(1-cos(aAX)) (3.53)

dir. Onceden oldugu gibi, bu yapi S>% igin genellikle kararsizdir. Ozetlemek

gerekirse, basit problemlerde 6zdegerin bulunmasinda genellikle Fourier analizi yapilir.
Daha zorlu problemlerde ¢ok nadiren biiyiik matrislerin 6zdegerleri kolay elde edilir.
Bazen “Gershgarin cember teoremi” kullanimi kolaylik saglar. A’nin biitiin 6zdegerleri
kompleks diizlemdeki en az bir C,...,C,, ¢emberi lizerinde yer alirlar. Burada c;,
merkezi 1. kosegen degeri ve yarigapr da i. satirin mutlak degerlerinin toplami olan

¢emberdir. . Eger &; A’nin elemanlari ise, bu durumda tiim x 6zdegerleri

e —ay| < Ni\aij\ (3.54)
j=1

j#i
¢emberlerinden en az biri lizerindedir.

Bizim A matrisimiz i¢in, kdsegen degerleri 1—-2s ve geriye kalan satirlardaki degerlerin

toplami1 2s *dir ( toplam1 S olan ilk ve son satir hari¢). Bdylece olusan iki tane ¢ember

|,u—(1—2s)| <s ve diger N —3 ¢ember

lu—(1-2s)|<2s (3.55)
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dir. Biitlin 6zdegerler Sekil 3.9°da goriildiigii gibi, ortaya ¢ikan bolge i¢inde (en biliyiigi
(3.55) ile verilmistir) kalirlar. Ozdegerler reel oldugundan, Sekil 3.9 dan,

1-4s< <l

dir. Eger —1< u <1 ise kararlilik kesindir. Gershgarin ¢gember teoremi gosterir ki S S%

. 1. . .
i¢in sayisal yap1 kararhdir. Eger s > 5 ise, Gershgarin ¢ember teoremi yapinin kararsiz

oldugunu vurgulamaz.

1- 4s 1- 2s 1

Sekil 3.9 Noktasal 1s1 denklemine karsilik gelen A’nin Gershgarin ¢gemberi

3.7 Homojen Olmayan Problemler

Bir kaynaga sahip 1s1 denklemi ayni yolla hesaplanabilir.

ou o%u
—=k +Q(x,t
ot ox? Qx.1)

u(0,t) = A(t)
u(L,t) = B(t)
u(x,0) = f(x)

Problemini gdz oniine alalim. Onceden oldugu gibi, zamanda ileri fark ve uzayda

merkez fark kullandim.
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Asagidaki sayisal yaklagimi elde ederiz:

(m+1) (M)
T K ™ ou ™y ™)+ Q(jAx,mAt)
At A j i
u,™ = A(MAt)
u, "™ = B(mAt)

U, = (i)

(m+1)
U;

’in ¢oziilmesi ile ¢dziim kolaylikla elde edilebilir. iddia ediyoruz ki, homojen
problemler i¢in kararlilik analizi homojen-olmayan problemler i¢in de gecerlidir.
kAt

AX)?

1 ..
Bundan dolayi, s = < 5 icin hesaplayacagiz.

3.8 Diger Sayisal Yontemler

Is1 denklemi i¢in, zamanda ileri fark ve uzayda merkez fark ile kullanilan sayisal

yontem, S =

&0 S% i¢in kararlidir. Zaman adimu kiigiiktiir (Ax® ile orantil1 olarak).
X

Tabi ki daha az masrafli bir yontem arzu edilir. Terimlerin toplami olan yuvarlama

hatalari, biri At ile orantih digeri de (Ax)® ile orantihidir. Eger s sabitlenirse (6r

S(AX)*

S= % ), biitiin hatalar (AX)* ile orantilidir, ¢iinkii At = dir.

3.8.1 Richardson Yontemi

Daha kolay bir yontem i¢in daha duyarli zaman aralig1 kullanilabilir. Hem zaman hem

de uzay i¢in merkez fark yontemi ilk Richardson (1927) tarafindan onerilen:

(m+)

g™

k m m m
) = ) = 50" U™ =2u," +u, ™) (3.562)

u

veya
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(m+l) o (m=1)
i U,

™ —2u; ™ +u ™) (3.56b)

+ S(U j+l j j-1
yaklagimidir. Buradan,

kat
(Ax)®

ve yuvarlama hatalar1, (At)> ve (AX)® terimlerinin toplamidir. Bir anlamda bu yéntem

bir oncekine gore daha duyarli olmasina ragmen, (3.56b) denklemi kullanilmaz ¢iinkii

bu sayisal metot her zaman kararsizdir.
3.8.2 Crank-Nicholson Yontemi

Crank ve Nicholson (1947), merkezi fark incelemesinde alternatif bir yol ortaya

koymuslardir. Zamanda ileri fark:

ou u(t+At)—u()
ot At

t+ %komsulugunda merkez fark olarak yorumlanabilir. % (t+ %) ye yaklasim hatasi

. At Ca . ..
O(At)*dir. Bundan dolayr t+— deki ikinci tiirevi merkez fark yontemi ile

ayristirabiliriz. Bu, bu zaman araligindaki fonksiyon hesabi icerdiginden, t ve t+At

nin ortalamasi alinir.

Boylece Crank-Nicholson yontemi:

1 1 1
T I L I TR TN St TR

a2t a7 w0 (3:57)

u

olur. Bu yontemin agik olmamasina ragmen yuvarlama hatalar1 yine (AXx)” ve (At)’

kAt
(AX)’

terimlerinin toplamina esittir. Crank-Nicholson yOnteminin avantaji, biitiin S =
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degerleri icin kararli olmasidir. At yi ((AX)2 yerine)AXe orantili segebiliriz. Bu

durumda hata O(AX)*> olup, bdylece daha az caba sarf ederek esdeger dogruluk elde

edilmis olur. Crank-Nicholson yontemi pratiktir. Ancak, Crank-Nicholson yontemi 6

nokta igerir ve bunlarin ii¢ tanesi ileri zaman noktasidir.

t+ At

X=Ax x x+Ax

Sekil 3.10 Kapali Crank-Nicholson yontemi

(3.57) denklemi ile ileri zamani1 dogrudan isaretleyemeyiz. Bunun yerine, bir zaman
adim ilerletmek icin, (3.57) denkleminin ¢éziimii N —1 tane dogrusal denklem igerir.

(3.57) denklemi kapalidir. ((3.12) ise a¢ik denklemdir).

Matrislerin tickosegensel olmasindan dolay1, dogrusal sistem, N biiyiik olsa bile Gauss

eleminasyonu yontemi ile kolaylikla ¢oziilebilir.

3.9 Sinir Sartlarimin Diger Tipleri

X=0 i¢in %J =g(t) ise (x=0 da u verilmesi yerine), bu durumda sinir sartlar1 i¢in

sayisal yaklagimlar ifade edilmelidir. Kismi tiirev denkleminin ayristirilmasindan dolay1
olusan yuvarlama hatass O(AX)’ oldugundan, uzayda merkez fark yontemi ile sinir

sartlarinda da ayni esit hata terimi sunulabilir:

Ou _U(X+AXx,t) —u(x—Ax,t)
oX 2AX '
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Bu durumda x=0 i¢in %J = g(t) de smnir sart1;

u, ™ —y ™

T -9 =gmAn =g, (3-58)

olur. Sanal (X ; = —AX ) noktasindaki sicaklig1 elde etmek i¢in (3.58) kullanilirsa
my _ ., (m
u, =u,  —-2Axg, (3.59)

olur. Bu yolla ilk olarak sanal noktadaki u_l(o) degerini belirleriz. Bu sanal nokta,

sonraki zamanlarda kismi fark denklemin sinir sartlarinin bulunmasinda gereklidir. Eger

zamanin ileri farki ve uzayin merkez fark igin j=0 dan j=N-1 e kadar

uygulanabilir. Ornegin, x=0 da j=0 igin

(m+1)

(m))

u, u, ™ +su,™ —2u,"™ +u_

(m) (m) m o (m
U,  +s@, " —=2u, " +u, ’ —2Axg,)

kullanilabilir. (Burada (3.59) kullanildi) Bu yolla kismi tiirevli denklemler, sinir
sartlariin tiirevlerini de kapsayarak sayisal olarak ¢oziilebilir ( sanal nokta kismi tiirevli

denklem ve sinir sartlar1 arasinda elimine edilir ) .
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4. IKi BOYUTLU ISI DENKLEMIi

Onceki boliime benzer fikirler iki boyutlu

ou o’u  o%u
=k — =
ot ox* oy’

1s1 denkleminin sayisal ¢dziimiinde de uygulanabilir. Iki boyutlu bir ag (latis)

tanimlarsak, AX=Ay oldugu varsayimi uygun olacaktir. X ve Yy i¢in, zamanin ileri

farki ve merkez farka dayanan Laplace formiilleri kullanirsak,

) u. k
il i (m) (m) (m) (m) (m)
At = (Ax)z Uy +Uy U +U —4uj,, ] (4.1)

elde edilir. Burada, u “(m) ~ U( JAX,IAy,mAt) dir. (4.1) kullanilarak zamanda

ilerleyebiliriz.
Daha oncekiler gibi, niimerik yap1 kararsiz olabilir. Basitlestirilmis bir kararlilik

analizi yapip, boylece sinir kosullarini goz ardi edecegiz.

m+ ! i(ax+
uy, ™ = Q el 4.2)

doniistimii yaparsak, uzaysal periyodik dalgalarin biiylime olasiliini inceleyelim. (4.2)

yi (4.1) de yerine koyarsak,

Q =1+ S(eiaAX + e—ian + eiﬁAy + e—iﬂAy _4)

=1+ 2S(cosaAX + cos SAY —2)

elde ederiz. Burada s =

ve AX = Ay dir.

)2
Kararlilig1 saglamak i¢in, —1<Q <1 ve bdylece,

s— (XA; g% 43)
X
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kararlilik kosulunu elde ederiz.

Bir temel Ornegi ele alirsak, heniiz bir tam ¢6ziimii bilinmeyen, Sekil 4.1 deki L-
seklindeki alandaki i¢in 1s1 denklemini ele alalim. Baslangic sicakliginin sifir(0)

oldugunu varsayalim. Ayrica X=0 i¢in u=1000 ve geriye kalan smirlarda u=0
. 1 (Ax) ) ..
olsun. En biiyiik kararli zaman adim1 s = 2 At = TR icin hesap yaparsak (4.1)

denklemi

(m) (m)
u (m+1) luj+1,l +uj—1,| +Uu

il 4

(m (m
J.1+1 + uj,Ifl J

(4.4)

olur. Bu sayisal yapida, bir sonraki andaki sicaklik degeri, o andaki dort komsu ag

noktasinin ortalamasidir. AX = %(At = ﬁj olarak secersek, Sekil 4.2 ve Sekil 4.3

sayisal ¢oziimleri ¢izilir. Bu alanin i¢ kesimlerinin maruz kaldigi termal enerjiyi

gbzlemlemek icin yaklasik olarak esit sicakliklarin kontorlarini ¢izdik.

y=1 s00
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000

1000

Sekil 4.1 Baslangi¢ kosulu
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D 0-100 D 100-500 500-1000

Sekil 4.3 L_Sekilli bolgede sicakligin sayisal hesabi

44



45



5. DALGA DENKLEMLERI

Sonlu farklar yaklagimlari ile tek boyutlu dalga denklemini de ¢6zmek miimkiindiir.

Zaman ve uzay merkez farklar kullanilirsa dalga denklemi,

o’u  , 0%
=C 5.1
ot ox’ 6D
dalga denklemi,
(m+1) (m) (m-1) (m) (m (m
u; —2u;"" + U, _Czuj+1 —2u;" +u,, 59
(At)’ . (&%)’ 2

kismi fark denklemine déniisiir. Yuvarlama hatasi, O(AX)* ve O(At)’ nin toplamudur.
(5.2) denkleminin u j(m”) i¢cin ¢ozlilmesiyle, ¢ozlim zamanda ilerletilebilir. Sekil 5.1 de

gosterildigi gibi, (5.2) denkleminin {ic zaman seviyesi kullanilir. Hesaplamalara

baslayabilmek i¢in ilk olarak t nin iki deger; (0 ve —At) gerekmektedir. Dalga
denklemi i¢in m=0 ve m =-1 de hesaplamak i¢in iki baslangi¢ kosulu u (X,O) =f (X)

ve Z—Ltj(x,O)z g(x)1 kullanalim. Z_Ltj icin zaman merkez farki kullanilirsa (O(At)’

yuvarlama hatali),

u " = f(x;,)= f(jax) (5.3)
4T )= g (5.4)
= X.)= X .
AL 9(x;)=9(j
elde edilir.
t+ At
X —Ax X+ Ax
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Sekil 5.1 Dalga denklemi i¢in zamanda ilerleme

Hesaplamalara baglayabilmek i¢in u j(fl) hesaplanmalidir. Baslangi¢ sartlar1 (5.3) ve

(5.4), i bilinmeyenli (u,"", u®, u"), iki denklemdir. t=0 daki kismi fark

]

denklemi ti¢ilincii bir denklem verir.

M _ 5y O - c (0) (0) (0)
u,.’'=2u. —-u,; '+ (uj_1 —2u; " +uy, ) (5.5)

u,”, (5.3) denkleminden bilindigi icin, u,", (5.4) ve (5.5) denklemlerinden elimine
edilebilir. Bu yolla u™" ¢oziliir. u,™" ve u” in bilinmesiyle, (5.2) denkleminde u

nun degeri bulunabilir. Sinir sartlar1 6ncekiler gibi incelenebilir.

Bizim smirli deneyimlerimizden gordiigiimiiz, kararliligin 6nemli oldugudur. Her hangi

bir uzaysal periyodik dalga biiyiimesini belirlemek i¢in,

M _ A Yatpiax
u," =Q"e (5.6)
Kullanilarak, (5.2) denklemi
1
Q-2+—=0 (5.7)
Q
verir. Burada,
__c (6 —2+e™")= Z—CZ(cos(aAX) ~1) (5.8)
Ax/ Y Ax/ Y '
(%) (%)

dir. (5.7) denklemi Q nun ikinci dereceden denklemidir ¢iinkii (5,2) li¢ zaman seviyesi

ve 2 zaman farki icerir :
Q°-(c+2)Q+1=0 (5.92)

bdylece
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_o+2F(0+2) -4
- 2

Q (5.9b)

bulunur. 2 kok, dalganin zaman ic¢in yayildig1r iki yola tekamiil eder. Eger

—2 <o +2<2, kokler birbirinin kompleks eslenigidir. Bu durumda (6nceden bilindigi
gibi), r = |Q| ve @ =argQ olmak iizere,
Qm — (reie)m — rmeime

dir.

o+2) 4-(0+2)’ _
4 4

of = i

oldugundan eger -2 <¢ + 2 < 2 ise ¢0ziim M (zaman) artarken sabit X i¢in salinim

.. . . .. n nc
yapar. Bu, eksensel boliimlerinin periyodik ( 6rn smTﬂX,cosTﬂt) oldugunda zaman

periyodik ¢ozlimlere izin veren dalga denkleminin kendisine benzerdir. Eger ¢ + 2 > 2
veya o + 2 < -2 ise, kokler esit ve carpimlar1 1 olur (5.9a). Bundan dolayi,
koklerden biri mutlak degerce birdenden biiyiiktiir, bu da kararsizliga yol acar.

Coziim , -2 <o + 2 <2 veya -4 < ¢ < 0 oldugunda kararli olacaktir. (5.8) den eger;

C
AX

<1 (5.10)
At
Ise sayisal yap1 kararlidir. (5.10) Courant Kararlilik Sarti ( dalga denklemleri icin)

olarak bilinir. Burada ¢ dalga denkleminde sinyallerin yayilma hiz1 ve AVA,[ te

noktasal dalga denklemlerinde sinyallerin yayilma hizidir. Kararlilik i¢in 6zetleyecek
olursak, sayisal yapmin yayilma hizi dalga denkleminin kendi hizindan daha biiyiik
olmalidir. Bu sekilde sayisal yap1 gercek yayilan sinyalleri karsilayacaktir. Kararlilik

sart1, yine zaman adiminin boyutunu sinirlandiracaktir ki, bu durumda

At< =2 (5.11)
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6. LAPLACE DENKLEMI
6.1 Giris

Viu=0 (6.1)
Laplace denklemi, genellikle biitiin sinir boyunca bir sartin kesin olarak saglandigi
bolgelerde formiile edilir. Zaman degiskeni yoktur, bundan dolay1 sonlu farklar yontemi

1s1 veya dalga denklemlerinden farkli olacaktir.

Standart merkez fark formiilii kullanilirsa, 2 boyuttaki Laplace denklemi asagidaki

kismi fark denklemine doniisiir ( AX = Ay olarak kabul edilirse) :

Ujpg FU oy F U U — AUy,
(Ax)

=0 (6.2)

Burada U;, = U(jAX,IAy) olmasmi umuyoruz.

Sinir sartlar1 1s1 ve dalga denklemlerindeki ayni yollarla analiz edilebilir. En kolay
durumda u smir ( ag noktalarinin bilesimi) boyunca belirlenir. (6.2) denklemi her bir i¢
nokta icin gecerlidir. (6.2) denklemindeki terimlerin bazilart sinir sartlari ile
belirlenebilmesine ragmen ¢ogu bilinmeyen terim olarak kalir. (6.2) denklemi dogrusal
sistem olarak yazilabilir. Gauss eleminasyonu kullanilabilir, fakat ¢ogu zaman pratik
durumlarda denklem ve bilinmeyen sayilar1 etkili hesaplama i¢in ¢ok fazladir. Bu
ozellikle ii¢ boyutta gegerlidir. Ornegin 20x20x 20 lik bir grid 8000 tane bilinmeyenli
8000 tane dogrusal denklem olusturacaktir.

(6.2) yi diizenlersek;

Ujy +U gy +U U

uj, = " L (6.3)

elde edilir.
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u;, sicakligi, dort komsunun ortalamasi olmalidir. Bundan dolay1, Laplace denkleminin

ayristirilmig, ¢oziimi bir ortalama deger 6zelligini saglar. Ayrica (6.3) denkleminden,
noktasal maksimum ve minimumu prensibi saglanir. Bu 6zellikler Laplace denkleminin

Ozelliklerine benzerdir.
6.2 Jacobi Iterasyonu

(6.3) kesin olarak ¢ozmek yerine, bir yaklasik iterasyon yapisi kullanmak daha
alisilagelmistir. Eger, hatalar yeterince kiiciik ise, (6.3) iin kendisi de bir yaklasim

oldugu i¢in, ¢oziimdeki hata i¢in kaygilanmak gereksizdir.

(6.3) denkleminin, komsu dort sicakligt bilmeden dogrudan ¢oziilmesi miimkiin
degildir. Fakat, asagidaki izlenen prosediir ¢6ziimii verecektir. Coziim icin bir baslangig

tahmini yapip, (6.3) ortalama prensibi kullanilirsa,

(yeni) 1

(eski)
_Z(ujﬂ,l +u;,, +Uu )

i e U
iterasyonlarin1 elde ederiz. Bu yonteme Jacobi iterasyonu(dongiisii) denir. Baslangic
tahmini u j,l(o) , birinci dongiiyii (U j’l(o) den belirlenen) u j,,(l) , ikinci dongiiden ( birinci

2)

dongiiden belirlenen) u j,I( ve bunun gibi diger dongiileri sembolize edebiliriz. Boylece

(m+1) inci iterasyon

min 1 (m) (m) (m) (m)
uj, —Z(ujm Uy U U ) (6.4)

denklemini saglar. Eger iterasyon yakinsaksa, yani

ise (6.4) den v, nin (6.3) noktasal Laplace denklemini sagladigini goriiriiz.
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(6.4) denklemi bilgisayar i¢in olduk¢a uygundur. m —>oo olmasma izin verilmez.

(m+1)

Uygulamada uj, -u j,l(m) (biitiin j ve | ler i¢in) kiigiik bir deger oldugunda dongii

(m+1)

durdurulur. Ardindan u; , V;, kesin sonucuna iyi bir yaklagimdir (v;; Laplace

denkleminin yaklasik ¢oziimiidiir).
Her bir gelistirmede meydana gelen degisiklikler, Jacobi dongiisii yeniden,

(m) (m) (m) (m) (m)
uj, +Z(uj+l" +Uj,  +Uj, UG —4uj,I ) (6.5)

: . . C oo ou (0%u 0%u) .
seklinde yazilarak vurgulanabilir. Bu sekilde Jacobi dongiisii, (E =k + ile

ox* oy’
kAt 1. .. . .
S = ()’ :Z), iki boyutlu diflizyon(yayilma) denkleminin standart ayristirilmasi
et o o (AX)*
olarak goriilebilir ( zamanda ileri, uzayda merkez fark). Her bir dongii, At :T

zaman adimina karsilik gelir. Daha 6nceki L-bolgeli 1s1 denklemi hesabi tam bir Jacobi
dongiisiidiir. Biiyiikk m ler i¢in, ¢6ziim degerleri m ’den bagimsiz hale gelmektedir.
Sonucglanan uzaysal dagilim, Laplace denkleminin ayrik versiyonunun ¢oziimiine

duyarl bir yaklasimdir.

Jacobi dongiisii yakinsak olmasina ragmen, c¢ok yavas yakinsadigi gosterilebilir.
Yakinsama oraninin kabaca analizi i¢in, LxL lik kare (AXsz:W) icin uzaysal

salimimdaki azalmay1 inceleyelim. (6.4) denkleminde, m, zaman ( t=mAt) ye

analogdur; (6.4) denklemi de daha Onceden inceledigimiz kismi fark denklemine

n n
analogdur. Bu nedenle, a = 'T”, B = Iz_ﬁ , N, =12,..,N —1 olmak iizere
uj’l(m) — Qmei(ax+ﬂy) (6.6)
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seklinde ¢oziimlerin var oldugunu biliyoruz. Bu hesaplamalarda kenar boyunca sinir
sartlarinin sifir oldugunu varsayiyoruz. m — oo giderken ¢oziimiin sifira yakinsamasi
gerekir. Kac tane dongii gerektigini belirlemek i¢in yakinsama hizi bulunmalidir. (6.6)

denklemini (6.4) te yerine koyarsak,

o i(emx +eiadx | aifty | efiﬂAy): %(cos aAX + cos SAY)

olarak elde edilir. Biitin a ve P  degerleri icin —1<Q<1 oldugundan, (6.6)

denkleminden istenildigi gibi, lim,_ U j,l(m) =0 olur. Fakat yakinsama ¢ok yavas

olabilir. Q i¢in en yavag yakinsama 1’e yakindir. Bu durum da o ve B nin en kiiciik ve
i 9 . V2 T, . L
en blyiik degerleri, a = f = L ve a=LF=(N- DI icin olusur. AX= N ve N c¢ok

biiylik oldugundan

|Q|:cosT:cosNzl——— (6.7)

2 m
dir. Bu durumda |Q|(m) yaklasik olarak {1—%(%) } dir. Eger N biiyiikse, hata

yavasca sifira yakinsar. Ornegin, hata % lik bir kat ile azaltilabilir,

Dogal logaritma alinarak m ¢oziiliirse,
(Y
mlogl1-—| — | |=-log2
g{ 2 [ N) } s
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olur.

% kiigiik oldugundan daha basit bir formiil elde edilir. Kiigiilk x degerleri i¢in Taylor

serisinden log(l — X) = —x olarak bulunur ve Jacobi dongiisiinde hatay1 % azaltmak i¢in

yeterli sayida dongii igin:

_172'2_ T
2\UN

olmalidir. O halde, (hatay1 sadece yar1 yariya azaltmak igin) gerekli iterasyon sayisi

log2 NE 2log?2

oldukga biiyiik olabilir. Ciinkii m, N? ile orantilidur.

6.3 Gauss-Seidel Dongiisii

Jacobi iterasyonlar1 olduk¢a zaman alicidir. Daha 6nemlisi, daha kolay uygulanan ve
Laplace denkleminin ayristirilmis ¢oziimiine daha ¢abuk yakinsayan bagka bir yontem

vardir. Jacobi dongiisiinde normal olarak ilk, sol alt eksensel bolgedeki yeni sicaklik

u. (m+1)

il elde edilir. Sekil 6.1 de gosterildigi gibi, biitiin sira boyunca biitiin ag

noktalarindaki sicakliklar elde edilir ve (soldan saga), sonra bir {ist satir i¢in sicaklik

degerleri elde edilir (yine soldan saga). Ornegin

m+ 1 m m m m
Ug.s ) = Z(Ug.g) + U§.7) + ugg) + Uz(t.s))

dir.
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Sekil 6.1 Gauss-Seidel iterasyonlari

(m+1)

.. . 1 . . . - . - .
Jacobi iterasyonunda yeni U, ve U, 8(m+) icin yeni degerler 6nceden degerleri

hesaplanmasina ragmen eski uz,g(m), u3,7(m), u3’9(m), u4’8(m) degerleri kullanilir. Jacobi

dongiisiiniin bilgisayar uygulamasinda, eski degerleri hemen yok edemeyiz ( gorildiigi

gibi baz1 eski degerler yeni degerlerin bulunmasinda daha sonra gerekli olabilir).

Yeni degerler elde edildigi anda eskileri yol edilirse, hesaplamalarin programlanmasi
daha kolay olacaktir. Bu yiizden bulundugu anda yenilenmis sicakliklarin kullanilmas1

onerilebilir. Ornegin,

(m+1) _ 1 (m+1) (m) (m+1) (m)
0™ =™ ™ ™ ™) 6.8)

kullanilabilir. Bu yontem yakinsaksa, ¢6ziim Laplace denkleminin ayrismis versiyonunu

saglayacaktir.
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Bu noktada bu yontemin Jacobi dongiisiine gore daha hizli yakinsadigini séylemek igin

gliclii nedenler yoktur. Gauss-Seidel yakinsama oranini incelemek i¢in (kare igin),

yeniden yerine koyarsak, o = anﬁ , p= nzL” , n;=L2,...,N—1 olmak lizere
uj, ™ =Qrelt (6.9)
alalim. Sonug,
Q= %(e‘““ +e"™ Qe +e ) (6.10)
olup, denklemi sadelestirmek i¢in,
Zzﬂzgﬂn (6.11)

dersek Q= olarak bulunur. Q komplekstir, Q = |Q|ei‘9 Uy =|Q|meimei(“x+ﬁy).

(1-7)
Yakinsama orani |Q| dan bulunursa,
Z i B/ M S MNP T
1-2)(1-2) 14| —2Re(z) 1+&7+n° =26 (=87 +n°

of -

|Z| <% ve |cf | <% oldugundan, Q| <1 olur, bu da Gauss-Seidel dongiisiiniin

yakinsamasini saglar. Fakat |Q| 1’e yakinsa, yakinsama orani yavastir. (6.12) denklemi

gosteriyor ki, a ve  nin olabildigince kiiciik degerleri icin ¢ nin 2 ye yakin olmasi

halinde |Q| 1 e yakindir. Kare i¢in, o :% ve S :% ,
boylece:
1 TAX 1 . 7AX

=—CO0S—— Ve n=—sin—-.
6 =500 =R
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Boylece, (%) kiiciik oldugundan,

) 1 1 1 Y
I e S Sl ()

pe 2
@-1-{3)

olur. Bu |Q| degeri Jacobi dongiisii ile karsilastirildiginda 1°den iki kat uzaktir. Onceki

ve boylece,

analizleri yaparak, hatay1 sabit bir oranda azaltmak i¢in 6ncekinin yaris1 kadar dongii

gerekmektedir. O halde Gauss-Seidel dongiisii daha iyi ve uygun bir alternatiftir.

Gelecekte bilgisayarlarin da gelisimine paralel olarak daha gelismis ydntemlerin

bulunacagi kuskusuzdur.
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