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ÖZET 

Yüksek  Lisans  Tezi 

 
BAZI KISMİ TÜREVLİ DENKLEMLER İÇİN 

NÜMERİK ALGORİTMALAR 

 

Gülay MEHMETLİOĞLU 

 

Ankara Üniversitesi                                                                          

Fen   Bilimleri  Enstitüsü                                                                     

Matematik  Anabilim  Dalı 

 

Danışman:  Yrd.Doç.Dr. Nuri  ÖZALP 

 

Bu tez altı bölümden oluşmaktadır.  

 

Birinci bölüm temel kavramlara ayrılmıştır. İkinci bölüm Taylor serilerinin nümerik 

anlamı ve sonlu farklar yardımı ile türeve nümerik yaklaşım formülleri ve bilgisayar 

algoritmalarına ayrılmıştır. 

  

Üçüncü bölümde, ısı denkleminin nümerik çözümünü elde etmek için geliştirilmiş 

algoritmalar verilmiştir.  Ayrıca, bu yöntemlerin kararlılığı incelenmiştir. 

 

Dördüncü, Beşinci ve Altıncı bölümlerde benzer çalışmalar sırası ile iki boyutlu ısı 

denklemi, dalga denklemi ve Laplace denklemine uygulanmıştır.  

 

2007,    57  sayfa 

 

Anahtar Kelimeler : Taylor serileri, sonlu-ileri-geri ve merkezi farklar, ısı denklemi, 

dalga denklemi, Laplace denklemi, kararlılık analizi. 
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ABSTRACT 
 

Master Thesis 
 
 

NUMERICAL ALGORITHMS FOR SOME PARTIAL  

DIFFERENTIAL EQUATIONS  

 
Gülay MEHMETLİOĞLU 

 
Ankara University 

Graduate School of  Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

 

Supervisor:  Asst. Prof. Dr. Nuri  ÖZALP 

 
This thesis consists of  six chapters. 

 

The first chapter is for inroductory. The second chapter is devoted to the numerical 

formulations and algorithms of derivatives with finite differences and Taylor series.  

  

In the third chapter, some well-suited numerical methods and algorithms are given to 

obtain the solution for the heat equation. A stability analysis of the methods is also 

studied. 

 

Similar type methods are studied in fourth, fifth and sixth chapter, respectively, for the 

two dimensional heat equation, wave equation and Laplace equation.  

 

2007,    57  pages 

 

Key Words:  Taylor series, finite-forward-backward-central difference, heat equation, 

Laplace equation, wave equation, stability analysis. 
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1. GİRİŞ 
 

 
Kısmi türevli denklemler sıklıkla sınıflandırılır. Aynı sınıftaki denklemler benzer 

matematiksel ve fiziksel özelliklere sahiptir. Isı denklemi ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
∂
∂

2

2

x
uk

t
u  parabolik kısmi 

türevli denklemlere bir örnektir. Çözümler genelde zamana göre üstel olarak azalır ve 

bir denge çözümüne yaklaşır. Dalga denklemi ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
∂
∂  2

2
2

2

2

x
uc

t
u ; hiperbolik kısmi 

türevli denklem türüdür. Titreşim modları vardır. Laplace denklemi ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∂
∂

+
∂
∂ 02

2

2

2

y
u

x
u ; 

eliptik kısmi türevli denkleme bir örnektir. Çözümler genellikle maksimum 

prensiplerini sağlar. Parabolik, hiperbolik ve eliptik terminolojisi, konik kesimlerin 

dönüşüm özelliklerinin sonucudur.(Weinberger 1965) 

 

Fizikle ilgili bu kısmi türevli denklemlerin açık çözümlerini bulmak için çeşitli 

yöntemler verilmektedir. Bir boyutlu dalga denklemi hariç, çözümler sınırsız seriler ya 

da integral içeren karmaşık formdadır. Pek çok mevcut durumda, kısmi türevli 

denklemlerin çözümlerinin detaylı nümerik hesaplamaları gereklidir ( Örneğin Fourier 

serisinin ilk 100 teriminin hesabı gibi). Ancak özellikle bilgisayar kullanılması 

gerekiyorsa genelde nümerik çözümler bulmak için daha etkili metotlar vardır. Bu 

tezde, farklı türdeki kısmi türevli denklemler için sonlu farklı nümerik yöntemler 

geliştireceğiz. Algoritmaları, ısı, dalga ve Laplace denklemi için oluşturacağız. Lineer 

olmayanlar dahil olmak üzere diğer denklemlere algoritmaları uygulamak çok zor 

olmayacaktır. 
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 2. SONLU FARKLAR VE KESİK TAYLOR SERİLERİ 

 

 2.1 Polinom Yaklaşımları 

 

Sonlu farklı nümerik hesaplamalar için temel teknik 0x x=  komşuluğunda ( )f x  

fonksiyonuna polinom yaklaşımına dayanır. 0x x x= + Δ alalım yani 0x x xΔ = −  olsun. 

Eğer ( )f x e 0x x= komşuluğunda bir sabit ile yaklaşırsak 0( )f x  seçeriz. ( )f x  için 

daha iyi bir tahmin 0x x=  daki teğet doğrusu; 

                          ( ) ( ) ( ) ( )000 x
dx
dfxxxfxf −+≈          (2.1) 

  

 

  Yani lineer bir yaklaşım (birinci derece polinom) dır. ( )f x e daha iyi bir yaklaşım 

.    

( ) ( ) ( ) ( )
!2

0
2

00
xfx

xfxxf
′′Δ

+′Δ+  

 

ikinci derece (kuadratik) yaklaşımı olup, bu yaklaşımın 0x x=  daki birinci ve ikinci 

türev değerleri ( )f x  ile aynıdır. Böylece, eğer x , 0x ’a yeterince yakın (yani xΔ  

küçük) ise, Şekil 2.1’de görüldüğü gibi ( )f x  e her bir üst derece polinom yaklaşımı 

daha fazla duyarlı olur. 

 

 
            
             Şekil 2.1 Taylor polinomları 

 

xΔ  
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2.2 Kesme Hatası 

  

Bir polinom yaklaşımındaki hata formülü,  

 

                      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) n
n

n

Rxf
n
xxfxxfxf +

Δ
++′Δ+= 000 !

...                   (2.2) 

 

eşitliğinden doğrudan elde edilir. Bu eşitlik kalan terimli Taylor serisi olarak bilinir. 

Kalan terim Rn (kesme hatası da denir), serinin bir sonraki terimi cinsinden verilir, fakat 

genellikle bilinmeyen bir orta noktada hesaplanır. Yani  

 

               ( )( )

( )
( ) ( )

1
1

1 0 1 0            
1 !

n
n

n n n

x
R f x x x x

n
ξ ξ

+
+

+ +

Δ
= < < = + Δ

+
                     (2.3) 

 

olacak şekilde bir 1nξ +  değeri vardır. Kuşkusuz, bu değerin var olması için  ( )f x  in 

(n+1) sürekli türeve sahip olması gereklidir. 

 

Örnek: Teğet doğrusu yaklaşımındaki hata, (2.3) de n =1 için 

 

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22

22

000 !2
ξ

dx
fdxx

dx
dfxxfxxf Δ

+Δ+=Δ+                           (2.4) 

 

olup geliştirilmiş ortalama değer teoremi olarak adlandırılır.  Eğer ∆x küçükse, ξ 2 

küçük bir aralığın içinde kalır ve 
2

2 sürekli ised f
dx

 kesme hatası hemen hemen belirlenir. 

Yani;  

( ) ( )02

22

2
x

dx
fdxR Δ

≈  

 

olur. Kesme hatası bu durumda ( )2xO Δ  (delta x kare) basamaktandır deriz. Bunun 

anlamı; 
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( )2xCR Δ≤  

dir, çünkü genellikle 

2

2

dx
fd  nin ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
< M

dx
fd
2

2

 sınırlı olduğunu varsaydığımız içindir. Böylece 
2
MC =  dir. 

 

 

2.3 Birinci Türev Yaklaşımları 

 

Taylor serisini kullanarak türevlere değişik şekillerde yaklaşabiliriz. Örneğin (2.4) den 

 

                           ( ) ( ) ( ) ( )22

2
00

0 2
ξ

dx
fdx

x
xfxxf

x
dx
df Δ

−
Δ

−Δ+
=                (2.5a) 

 

dir. Böylece   
dx
df   için bir sonlu fark yaklaşımı olarak;   

 

                                       ( ) ( ) ( )0 0
0

f x x f xdf x
dx x

+ Δ −
≈

Δ
                          (2.5b) 

 

ileri fark yaklaşımını verebiliriz ki bu neredeyse türevin tanımıdır. Burada bir ileri fark 

yaklaşımı kullanıyoruz (ancak 0→Δx  limitini almıyoruz). (2.5a) her xΔ  için geçerli 

olduğundan,  xΔ  yerine x−Δ  yazarsak 
dx
df  için  

 

                        ( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0
0 222

f x x f xdf x d fx
dx x dx

ξ
− Δ − Δ

= +
−Δ

                  (2.6a) 

 

ve buradan 

 

                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

xxfxf
x

xfxxf
x

dx
df

Δ
Δ−−

=
Δ−
−Δ−

≈ 0000
0                (2.6b) 
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geri fark yaklaşımını elde ederiz. (2.5a)’yı  (2.5b)  ile ve  (2.6a)’yı  (2.6b) ile 

kıyaslarsak, O(Δ x) in kesme hatası olduğunu ve bunun birinci türeve ileri ve geri fark 

yaklaşımları için neredeyse özdeş olduğunu görebiliriz.  

 

dx
df ( )0x  a daha duyarlı bir yaklaşım bulmak için, ileri ve geri fark yaklaşımlarının 

ortalamasını alabiliriz. (2.5a) ve (2.6a) yı toplayarak, 

 

                   2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

Δ
+

Δ
Δ−−Δ+

= 22

2

22

2
00

0 2
ξξ

dx
fd

dx
fdx

x
xxfxxf

x
dx
df           (2.6c) 

 

elde ederiz. 22  , ξξ  ye yakın olduğundan, hatanın neredeyse yok olmasını ve dolayısıyla 

( )xO Δ  den az olmasını bekliyoruz. Bu yaklaşımdaki hatayı elde etmek için Taylor 

serilerine geri dönüp  ( )xxf Δ+0  den  ( )xxf Δ−0  i çıkarırsak; 

 

                      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

0 0 0 0 12! 3!
x x

f x x f x xf x f x f ξ
Δ Δ

′ ′′ ′′′+ Δ = + Δ + +    (2.7a) 

 

                      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

0 0 0 0 22! 3!
x x

f x x f x xf x f x f ξ
Δ Δ

′ ′′ ′′′− Δ = −Δ + −    (2.7b) 

 

ve böylece 

 

( ) ( ) ( ) ( )3
0 0 0 1 2

12 [ ( ) ( )]
3!

f x x f x x xf x x f fξ ξ′ ′′′ ′′′+ Δ − −Δ = Δ + Δ +  

 

buluruz. Her iki yanı 2 xΔ  ile bölüp, f ′′′  için ortalama değer teoremini kullanırsak 

 

                                ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3

2
00

0 62
ξfx

x
xxfxxf

xf ′′′Δ
−

Δ
Δ−−Δ+

=′     (2.8a) 
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elde ederiz. Buradan da  ( )0x
dx
df   için  

 

                                    ( ) ( ) ( )
x

xxfxxf
xf

Δ
Δ−−Δ+

≈′
2

00
0      (2.8b) 

 

merkezi fark yaklaşımını elde etmiş oluruz. (2.8b) denklemi daha duyarlı ( kesme 

hatası ( )2xO Δ  ) olduğundan ve hem ileri hem geri fark formüllerinde olduğu gibi aynı 

sayıda (iki) fonksiyon hesabı içerdiğinden, genellikle tercih edilir. Ancak daha sonra 

göstereceğimiz gibi merkezi fark formülünü kullanmak her zaman daha iyi değildir. 

 

dx
df  için bu sonlu fark tahminleri tutarlıdır, yani 0→Δx  için kesme hatası yok olur. 

Not edelim ki, daha duyarlı sonlu fark formülleri mevcuttur, fakat, daha fazla fonksiyon 

hesabı içermelerinden dolayı, daha az kullanılmaktadırlar. 

 

Örnek: 1.0=Δx  olmak üzere ( ) xxf log=  için ( )1
dx
df  in  nümerik tahminini göz önüne 

alalım. Pratik problemlerin aksine, burada gerçek cevabın ( )1
dx
df =1 olduğunu biliyoruz. 

Hesap makinesi kullanarak       

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0

0

1 , 0.1 , 1.1 log 1.1 0.0953102  ve

  log 0.9 0.1053605

x x f x x f

f x x

⎡ ⎤= Δ = + Δ = = =
⎢ ⎥

− Δ = = −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 

olup, Tablo 2.1 deki sayısal değerleri elde edebiliriz. Teorik olarak, xΔ  in bir kuvveti 

olan merkezi fark için hata daha küçük olmalıdır ki bunu tablodan görmekteyiz. Hatayı 

daha iyi anlamak için, kalan terim için bir tahmin yaparak beklenen E hatasını 

hesaplayalım. 
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 ileri geri merkez 

Fark formülü 0.953102 1.053605 1.00335

|hata| 4.6898% 5.3605% 0.335% 

 

 

İleri ya da geri farklar için 

 

( )
2

2

0.11 0.05
2 2
x d fE

dx
Δ

≈ = = +  

 

( ) ( ) ( ) ...00333.02
6
1.01

6

2

3

32

==
Δ

≈
dx

fdxE  

dir. 

 

Bu değerler tablodaki gerçek hata değerleriyle oldukça uyuşmaktadır. Hataları bu 

şekilde tahmin etmek çok daha uygundur, çünkü ikinci ve üçüncü türevler her zaman 

bilinmektedir. 

 

 

2.4  İkinci Türevler 

 

(2.7a) ve (2.7b) hata terimlerini dördüncü türevde toplayarak 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

2 4 4
0 0 0 0 1 22

4!
x

f x x f x x f x x f x f fξ ξ
Δ ⎡ ⎤′′+ Δ + −Δ = + Δ + +⎣ ⎦  

 

ve buradan da 

 

                       ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )ξ4
2

2
000

0 12
2

fx
x

xxfxfxxf
xf Δ

−
Δ

Δ−+−Δ+
=′′     (2.9a) 

 

elde ederiz. Burada 1 2,  ve ξ ξ ξ arasında bir sayıdır. Bu bize  ( )2xO Δ  kesme hatası ile  
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                                ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
0 0 0

0 22

2f x x f x f x xd f x
dx x

+ Δ − + −Δ
≈

Δ
                         (2.9b) 

 

ikinci türev için sonlu fark yaklaşımını verir. (2.9b) denklemi ikinci türev için merkezi 

fark yaklaşımı olarak adlandırılır çünkü o aynı zamanda birinci merkezi fark 

formüllerinin tekrarlanarak uygulanmasıyla da bulunabilir. İkinci türev için merkezi 

fark yaklaşımı üç fonksiyon değeri içerir ( ) ( ) ( )0 0 0 ,  ve   f x x f x f x x−Δ + Δ  . Karşılık 

gelen “ağırlıkları” , 
( )2

1
xΔ

, 
( ) ( )22

1    ve2
xx ΔΔ

−  , Şekil 2.2’de verilmiştir. Aslında, genel 

olarak her türevin sonlu fark yaklaşımı için ağırlıklar toplamı mutlaka sıfır olmalıdır. 

 

                 

 
                                   Şekil 2.2  İkinci türevin merkez fark yaklaşımları için ağırlıklar 

 

2.5  Kısmi Türevler 

 

Kısmi türevli denklemleri çözerken, örneğin u(x,y), u(x,t) ve u(x,y,t) gibi iki ya da daha 

çok değişkenli fonksiyonları incelemekteyiz. Nümerik yöntemler genellikle sonlu fark 

yaklaşımları kullanır. Bazı (ama hepsi değil) kısmi türevler, bir değişkenli fonksiyonlar 

için elde ettiğimiz formüllerden çıkarılabilir. Örneğin, eğer ( , )u u x y=  ise , 
x
u
∂
∂   türevi, 

y sabit kabul edilmek üzere 
dx
du  türevidir. Böylece, kısmi türevler için ileri, geri ya da 

merkezi fark formüllerini kullanabiliriz. Merkezi fark formülünü kullanırsak 

 

( ) ( ) ( )
x

yxxuyxxu
yx

x
u

Δ
Δ−−Δ+

≈
∂
∂

2
,,

, 0000
00  

1 1-2 
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olur.  
y
u
∂
∂  için x sabit kabul edilirse 

( ) ( ) ( )
y

yyxuyyxu
yx

y
u

Δ
Δ−−Δ+

≈
∂
∂

2
,, 0000

0,0  

 

bulunur.  Bunlar Şekil 2.3’de gösterildiği gibi iki nokta formülleridir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                Şekil 2.3 Birinci kısmi türev için noktalar 

 

Fizik problemlerinde genellikle u2∇ = 2222 yuxu ∂∂+∂∂  Laplasyene gereksinim 

vardır. İkinci türev için (2.9b) merkezi fark formülünü y yi sabit tutup x e ve x i sabit 

tutup y ye göre yazarsak, 

   

                        
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )2
000000

2
000000

00
2

,,2,
                      

,,2,
,

y
yyxuyxuyyxu

x
yxxuyxuyxxu

yxu

Δ

Δ−+−Δ+
+

Δ

Δ−+−Δ+
≈∇

    (2.10) 

 

elde ederiz. Burada hata O(Δy)2  ve O(Δx)2 nin büyüğüdür. Genellikle Δx=Δy alınarak 

Laplasyen için 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )2

0000000000
00

2 ,4,,,,
,

x
yxuyyxuyyxuyxxuyxxu

yxu
Δ

−Δ−+Δ++Δ−+Δ+
≈∇

 

 

(x0+ x,y0)(x0- x,y0)

(x0,y0- y)

(x0,y0+ y)
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1

1

1

1

  (2.11) 

 

standart beş nokta sonlu fark yaklaşımını elde ederiz. Şekil 2.4’de görüldüğü gibi 

ağırlıklar toplamı sıfırdır 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.4. Laplasyen için ağırlıklar ( x yΔ = Δ ) 

                                                       

 

-4
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3. ISI DENKLEMİ 

 

3.1 Giriş 

 

Bu bölümde, 0 x L< <  sonlu aralığında kaynaksız, bir-boyutlu ısı denklemini çözmek 

için nümerik sonlu fark yöntemini oluşturacağız. Matematiksel olarak, 

 

                                         2

2

x
uk

t
u

∂
∂

=
∂
∂                                                             (3.1a) 

                                          ( ) 0,0 =tu                (3.1b) 

                                          ( ) 0, =tLu            (3.1c) 

                                          ( ) ( )xfxu =0,                                 (3.1d) 

problemini göz önüne alalım. 

 

3.2 Kısmi Türevli Denklem 

  

Türevler için verilen sonlu fark formüllerine dayanan yaklaşımları 0 0,x x t t= =  

noktalarında kısmi türevli denklemde yerine yazarak başlayalım. Bunu çeşitli yollarla 

yapabiliriz, fakat bazı yolların iyi diğerlerinin kötü olduğunu göreceğiz. Keyfi olarak, 

t
u
∂
∂  için ileri fark yaklaşımını kullanalım, ttt Δ+<< 010 η  için  

 

( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0 0 0
0 0 0 12

, ,
, ,

2
u x t t u x tu t ux t x

t t t
η

+ Δ −∂ Δ ∂
= −

∂ Δ ∂
 

 

 olur. Uzaysal türevler için merkezi fark formüllerini yazarsak, 0 1 0x x xξ< < + Δ  için 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
22 4

0 0 0 0 0 0
0, 0 1 022 4

, 2 , ,
,

12
u x x t u x t u x x t xu ux t t

x xx
ξ

+ Δ − + −Δ Δ∂ ∂
= −

∂ ∂Δ
 

 

olur.  Böylece herhangi bir  0 0,x x t t= =  noktasında, kesme hatası 
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( ) ( ) ( )014

2

102

2

,
12

,
2

4

t
x
uxkx

t
utE ξη

∂
∂Δ

−
∂
∂Δ

=        (3.3) 

olmak üzere ısı denklemi tam olarak 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

E
x

txxutxutxxu
k

t
txuttxu

+
Δ

Δ−+−Δ+
=

Δ
−Δ+

2
000,0000000 ,2,,,

       (3.2) 

 

şeklindedir. E bilinmediğinden  (3.2)  yi çözemeyiz. Bunun yerine, kesme hatasını yok 

sayarak 

 

   
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )2
0000000000 ,,2,,,

x
txxutxutxxu

k
t

txuttxu
Δ

Δ−+−Δ+
≈

Δ
−Δ+

         (3.4) 

 

yaklaşımını yapalım. Daha açık olması için, 0 0,x x t t= =  noktasındaki kesin çözüm 

( )0 0,u x t  a yaklaşımı ( )00 ,~ txu  ile gösterelim. ( )00 ,~ txu  yaklaşımı (3.4) ü kesin olarak 

çözsün. Bu durumda 

 

    
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )2
0000000000 ,~,~2,~,~,~

x
txxutxutxxu

k
t

txuttxu
Δ

Δ−+−Δ+
=

Δ
−Δ+

      (3.5) 

 

olur. ( )00 ,~ txu  sadece yaklaşık olarak doğru olan bir denklemin kesin çözümüdür. 

İstenilen çözüm ( ) ( )0 0 0 0,   a  ,u x t u x t  ile doğru yaklaşıldığını umuyoruz. 

 

(3.5) denklemi uzayda xΔ  ve zamanda tΔ  aralığı ile ayrılmış noktalar içerir. O halde, 

düzgün bir xΔ  ağı ve sabit bir tΔ  noktalaştırma zamanını göz önüne alalım. Başlangıç 

sınır değer problemimizin tanım kümesinde ağ ve zaman noktalaştırmasını bir uzay-

zaman diyagramı ile Şekil 3.1’deki gibi gösterebiliriz. L  uzunluğundaki çubuğu N  eşit 

aralığa bölersek, 
N
Lx =Δ .  0 0x = , 1x x= Δ ,  2 2x x= Δ , …., nx N x L= Δ =   ve genel 

olarak, 

                                          xjx j Δ=                     (3.6) 
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Şekil 3.1 Uzay-zaman noktasallaştırması 

     

olur. Benzer şekilde zaman adım uzunlukları ∆t’ yi 

      tmtm Δ=                                (3.7) 

olarak verebiliriz.  ( ),j mx t   noktasındaki gerçek sıcaklık, yaklaşık olarak ( ),j mu x t  

olup, bu (3.5) i sağlar. Basitlik için mt  zamanında j  yinci ağda (3.5) in tam çözümünü 

belirtmek üzere,  

  
)(),(~ m

jmj utxu ≡          (3.8) 

 

(3.5) denklemini her bir 0 jx x=  ağ noktasında, 0 mt t=  zamanında ( uzay-zaman sınırları 

hariç) sağlayacaktır. 0x x+ Δ ’ in 1j jx x x ++ Δ =  ve 0t t+ Δ ’in, 1m mt t t ++ Δ =  olduğuna 

dikkat edelim.  Böylece, 1,..., 1j N= −   ve m , 1 den başlamak üzere, 

 

2

)(
1

)()(
1

)()1(

)(
2

x
uuu

k
t

uu m
j

m
j

m
j

m
j

m
j

Δ

+−
=

Δ

− −+
+

                  (3.9) 

 

bulunur.  (3.9) denklemine kısmi fark denklemi denir. Yerel kesme hatası (3.3) de 

verildiği gibi, ( )O tΔ  ve ( )2O xΔ  nin büyük olanıdır. 0xΔ →  ve 0tΔ →  iken 0E →  

olduğundan, (3.9) yaklaşımı (3.1) kısmi türevli denklemi ile tutarlıdır.  
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Ek olarak, ( )m
ju  nin, ( ağ noktalarında) başlangıç koşullarını sağlamasında ısrar 

ediyoruz. Yani  jx j x= Δ , 1, 2,...,j N=  olmak üzere 

    ( ) ( ) ( ) ( )0 ,0j ju u x f x f x= = =       (3.10) 

kabul ediyoruz. Benzer şekilde, ( )m
ju  ( her bir zaman adımında)  

( ) ( )0 0, 0mu u t= =      (3.11a) 

( ) ( ), 0m
Nu u L t= =      (3.11b) 

sınır koşullarını sağlar. Eğer başlangıç zamanında herhangi bir sınır noktasında fiziksel 

(ve dolayısıyla matematiksel) bir süreksizlik varsa, ( )0
0u  ya da ( )0

Nu , farklı sayısal 

yollarla analiz edilebilir.  

 

 

3.3 Hesaplamalar 

 

(3.9) sonlu farklar yapısı Şekil 3.2 de gösterildiği gibi 4 nokta içerir, 3 tane mt  

zamanında, bir tane de 1m mt t t+ = + Δ  ileri zamanında. ( )1m
ju +  i (3.12) den çözerek              

“ zaman içinde”  ilerleyebiliriz: 

                          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 12m m m m m

j j j j ju u s u u u+
+ −= + − + .          (3.12) 

Burada s ,  boyutsuz bir parametre olup, 

                                                   2)( x
tks

Δ
Δ

=             (3.13) 

dir. ( )1m
ju + ,  önceden belirlenmiş 3 değerin lineer birleşimidir.   

 

( ) ( )0
j ju f x= ,  1,..., 1j N= −  başlangıç değerlerini kullanarak hesaplamamıza 

başlıyoruz. Böylece (3.12) den tΔ  zamanındaki ( )1
ju  çözümünü belirler ve hesaplamayı 

sürdürürüz.  Sınırlara bitişik aralık noktaları için ( yani 1j =  ya da 1j N= − için) , 

(3.12), ( 0j =  ya da j N=  ) sınır noktalarındaki çözüme gerek duyar. Bu değerler sınır 
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koşullarından elde edilir. Bu yöntemle noktasal problemimizi kolaylıkla çözebiliriz. Bu 

çözüm yapısı bilgisayarda programlanabilir.  

 

 

    

 

 

Şekil 3.2 Zamanda ilerleme 

 

3.3.1 Düzensizliğin Yayılma Hızı  

 

Basit bir örnek olarak, başlangıç koşulları aralığın bir iç ağ noktasında 1, diğer 

noktalarda sıfır olarak verilsin. İlk zaman adımında, (3.12) den, sıfırdan farklı ağ noktası 

ve onun iki komşusu dışında kalan her yerde çözüm sıfır olur. Bu süreç Şekil 3.3 deki 

gibi devam eder. Yıldızlar sıfırdan farklı değerleri gösterir. İzole edilmiş sıfırdan farklı 

değerler sabit hızla yayılırlar ( sınıra ulaşana kadar). Bu düzensizlik x
t

Δ
Δ

 hızıyla yayılır. 

Fakat, ısı denklemi için düzensizlik sonsuz hızda devam eder. Bu ise, bir anlamda, 

(3.12) nümerik formülünün ısı denkleminin bu özelliğine zayıf yaklaştığını söyler. s  

parametresi sabitlenirse, sayısal yayılım hızı  

 

xs
k

xs
xk

t
x

Δ
=

Δ
Δ

=
Δ
Δ

2)(
 

 

olur. Böylece, 0xΔ →  iken( sabit s  için) arzu edildiği şekilde hız ∞  a yaklaşır.  
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                                        Şekil 3.3 Düzensizliğin yayılım hızı 

 

3.3.2 Hesaplanmış Örnek    

 

(3.12) yi kullanmak için xΔ  ve tΔ  yi belirlemeliyiz. Tahmin edileceği gibi, 

çözümümüz daha küçük xΔ  ve tΔ  ile daha duyarlı olacaktır. Yerel kesme hataları, 

kesinlikle azalacaktır. xΔ  ve tΔ  nin azaltılmasının belirgin bir dezavantajı ise, bütün 

sayısal hesaplamalarda gerekli olan zamanın (paranın)  artmasına neden olmasıdır. Bu 

ilişkileri nümerik hesaplamalarda genellikle karşımıza çıkar. Fakat analiz yapmamız 

gereken daha ciddi zorluklar bulunmaktadır. Bu problemi görmek için (3.12) nin 

hesaplamasını yapacağız. Öncelikle xΔ  ve tΔ  seçilir. Hesaplamalarımızda 
10
Lx =Δ  

olarak sabit alırız (9 iç, 2 sınır nokta). (3.12) kısmi fark denklemi öncelikle 2)( x
tks

Δ
Δ

=  

ye bağlı olduğundan, öncelikle tΔ  yi seçelim. Örneğin 1
4

s =  veya 1s =  alalım. İki 

durumda da Şekil 3.3’deki gibi ( ) ( ),0u x f x=  başlangıç ve (3.11) sıfır sınır koşullarını 

alalım. Kısmi türevli denklemin tam çözümü  

∫=
L

n dx
L

xnxf
L

a
0

sin)(2 π  

olmak üzere 

∑
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=
1

2

sin),(
n

t
L

nk

n e
L

xnatxu
ππ      (3.14) 

dir. 
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Şekil 3.4 Başlangıç koşulları 

 

(3.14) den çözümün t  ye göre üstel olarak azaldığı ve büyük t  ler için basit bir sinüssel 

(sin )x
L
π  şekline yaklaştığı görülmektedir. 1

4
s =  ve 1s =  için Şekil 3.5’de (3.12) 

yaklaşımları gösterilmiştir. Kesin sonuçlara dayanarak anladığımız 1
4

s =  için olan 

sonuç daha mantıklıdır. Diğer taraftan 0s =  için olan sonuç anlamsızdır. Bunun en açık 

zorluğu negatif sıcaklıklardır. Çözüm zaman ve uzayda hızlı dalgalanmalar şeklinde 

büyür. Bunlardan hiçbiri ısı denklemiyle bağlantılı değildir. 1s =  ise, sonlu farklar 

yaklaşımında kararsız sonuçlar ortaya çıkar. Bir sonraki bölümde bu sonuçlar 

açıklanacaktır. Mantıklı sayısal çözümler elde edebilmek için 2)( x
tks

Δ
Δ

=  değerinin nasıl 

seçilmesi gerektiğini anlamalıyız.   

 

3.4 Fourier-Von Neumann Kararlılık Analizi 

 

3.4.1 Giriş 

 

Bu bölümde, ısı denklemi için zamanda merkezi fark ve uzayda ileri fark formülleri ile 

elde edilen sonlu fark programı analiz edilecektir. 2)( x
tks

Δ
Δ

= ,  jx j x= Δ  ,  mt m t= Δ     

ve   ( )( , ) m
j m ju x t u≈  olmak üzere aşağıdaki problemi göz önüne alalım. 
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                                  a                                                                   b 

Şekil 3.5  Isı denklemi için (3.12) yaklaşımları 2( )( )s k t x= Δ Δ  

 a) 1
4

s =  b) 1s =  kararsız 

 

 

KTD:                           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 12m m m m m

j j j j ju u s u u u+
+ −= + − +                          (3.15a)  

 
BK:                                              ( ) ( )0

j j ju f x f= =     (3.15b) 
 

 

SK:                                                      ( )
0 0mu =                 (3.15c) 

                                                 ( ) 0m
Nu =                 (3.15d)
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3.4.2 Özdeğer Fonksiyonları ve Çarpım Sonuçlar 

 

Değişkenlerin ayrılması yöntemi kısmi türevli denklemlere uygulanırsa, α dalga sayısını 

göstermek üzere  

mxjit
t

xim
j QeQeu ΔΔ == αα)(            (3.16) 

 

formunda özel çarpım çözümleri elde edilir [Haberman]. (3.16) ve (3.15) 

denklemlerinin birleşimi ve mxi Qe α in sadeleştirilmesiyle 

 

   [ ])cos(121)2(1 xseesQ xixi Δ−−=+−+= Δ−Δ ααα     (3.17) 

 

elde edilir. Q, negatif ve pozitif α değerleri için değişmemektedir. Bundan dolayı 
xie α± nin lineer kombinasyonu kullanılabilir. Sınır koşulu ( )

0 0mu =  için sin xα  

uygundur ve ( ) 0m
Nu =  için 

L
nπα =  dir. Böylece (3.15) in  

     ( ) sin
t

m t
j

n xu Q
L
π Δ=       (3.18) 

 

formunda çözümleri vardır.  Burada Q,  (3.17) den 

          1 2 1 cos( )n xQ s
L
πΔ⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦

        (3.19) 

 

ve ileride açıklanacağı gibi 1, 2,..., 1n N= −  olarak belirlenir. 

 

Kısmi türevli denklem için sonsuz sayıda (sin , 1,2,3,...)n x n
L
π

=  özfonksiyon vardır. 

Ancak bizim kısmi fark denklemimiz için sadece 1N −  bağımsız özfonksiyon 

vardır )1,...,2,1,(sin −= Nn
L

xnπ : 
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N
jn

L
xjn

L
xn

j
πππφ sinsinsin =

Δ
==      (3.20) 

 

Bunlar kısmi türevli denklemlerdeki ile aynıdır. Örneğin n N=  için 0sin == jj πφ  

(tüm j  ler için). Ayrıca  

 

N
jNj

N
jj

N
j

N
jN ππππππ )1(sinsinsin)1(sin −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

+  

 

olduğundan 1n N= +  için jφ , 1n N= −  için olan jφ  ye eşittir. 

 

Şekil 3.6’da, ( 10N =  için) bazı özfonksiyonlar gösterilmiştir. Kısmi fark denklemi 

noktasallaştırma nedeniyle sadece 1N −  dalgadan oluşur. Bu dalga sayısı bağımsız ağ 

noktalarının sayısına eşittir (uç noktalar hariç). En kısa dalga uzunluklu dalga,  

  

N
j

N
jN

L
jN j πππ sin)1()1(sin)1(sin 1+−=

−
=

−  

 

olup, her noktada işaret değiştirir. Genel çözüm, süperpozisyon prensibi ile nβ  ler sabit 

olmak üzere,  

 

 

   ∑
−

=

Δ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−=

1

1

)( )
)

cos(1(21sin
N

n

tt

n
m

j N
ns

L
xnu ππβ     (3.21) 

 

olup, burada 2( )
k ts

x
Δ

=
Δ

 dir. Bu katsayılar 
N

jnπsin  özdeğer fonksiyonlarının dikliği 

kullanılarak, 1N −  başlangıç koşullarından belirlenebilir. 
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3.4.3 Kısmi Türevli Denklem ile Karşılaştırma 

 

Kısmi fark denklemin ( )m
ju  çarpım çözümü, kısmi türevli denklemin u(x,t) çarpım 

çözümü ile karşılaştırılabilir: 

 

     
t

t
m

j N
ns

L
xnu

Δ

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−= )cos1(21sin)( ππ      1, 2,..., 1n N= −  

   

 
 

                        Şekil 3.6 Noktasal problem için öz  fonksiyonlar 

 

                                                     
t

L
n

k
e

L
xntxu

2)(
sin).(

ππ −
=                              1, 2,...n =  

  

Kısmi türevli denklem için, her dalga 
t

L
nk

e
2)( π

−
 teriminden dolayı üstel olarak azalır.  

Kısmi fark denklemi için, zamana bağımlılığı (
L

xnπsin  e karşılık gelen)  

    
t

t
m

L
nsQ

Δ

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−= )cos1(21 π          (3.22) 

dir. 
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3.4.4 Kararlılık 

 

Eğer 1Q >  ise, zamana göre üstel bir artış vardır. Eğer 0 1Q< < ise üstel azalma oluşur. 

Eğer 1Q =  ise çözüm zamana göre sabittir. Ancak, buna ek olarak, zamana göre 

yakınsak salınımlar ( 1 0Q− < < ), saf salınımlar ( 1Q = − ), ve ıraksak salınımlar 

( 1Q < − ) olabilir. Bu olasılıklar Kesim 3.5’de incelenmiş ve gösterilmiştir.  Q nun 

değeri kararlığı belirler. Bütün çözümler için eğer 1≤Q  ise sayısal yöntemin kararlı 

olduğunu söyleyeceğiz. Aksi durumda, yöntem kararsızdır. 

  

t
tm QQ Δ=  yi analiz etmeye geri dönersek, )cos1(21

N
nsQ π

−−= dir. Burada 1Q ≤  dir. 

Çözüm zamana göre kesin olarak üstel bir şekilde büyüyemez. Ancak, üstel olarak 

azalabildiği gibi çözüm yakınsak ve ıraksak salınımlar yapabilir. Sayısal yöntemimizin 

zamana göre ıraksak salınmasını istemeyiz1. Eğer s çok büyükse Q negatif olabilir. 

1Q ≤  olduğundan, eğer 1Q ≥ −  ise, çözüm kararlı olur. Kararlı olması için 

1,2,..., 1n N= −   için 1)cos1(21 −≥−−
N
ns π  yada 1,2,..., 1n N= −  için 

N
n

s
πcos1

1

−
≤   

olmalıdır. Böylece kararlılık için, s mutlaka, 1n N= −  için de, küçük yada eşit olmalı, 

yani 

 

N
N

s
π)1cos(1

1

−−
≤  

 

olmalı ki koşulu basitleştirmek için, 2)1cos(1 <−−
N

N π  olduğunu göz önüne alırsak 

1
2

s ≤  ise sayısal çözümün kararlılığı kesindir: 

                                                 
1 Yakınsak salınımlar kısmi türevli denklemin davranışını tekrarlamaz, ama en azından azalırlar. Salınımlı 
azalan terimleri tolere edeceğiz. 
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N
N

s
π)1cos(1

1
2
1

−−
<≤       (3.23) 

 

Pratikte, 
NN

N ππ cos)1cos( −=−  olduğundan, 1 2  den daha büyük alamayız ve 
N
π  in 

büyük değerleri için, 2)1cos(1 ≈−−
N

N π  olur. 

Eğer 1
2

s >  ise, bazı “n” ler için, genellikle 1Q < −  (mecbur değildir) olur. Böylece, 

sayısal çözüm ıraksak bir salınım içerir.  Buna sayısal kararsızlık denir. Eğer 1
2

s >  ise, 

en hızlı artan çözüm, uzayda bir hızlı salınıma ( 1n N= − ) karşılık gelir. Sayısal 

kararsızlık uzayda hızlı salınan ( 1n N= − ) çözümün zamandaki ( 1Q < − ) ıraksak 

salınımı ile karakterize edilir. Genellikle, bu şekilde bir bilgisayar çıktısı oluşursa, 

sayısal yöntem kararsız ve mantıksız demektir. Bu da bizim sayısal olarak 

gözlemlediğimiz sonuçtur. 1
4

s =  için çözüm daha mantıklı davranmaktadır. Ancak, 

1s =  için, zamana göre ıraksak ve uzayda hızlı değişen bir salınım görülür. 

2)( x
tks

Δ
Δ

=  olduğundan  1
2

s ≤  kısıtlaması 

 

        
21 ( )

2
x

t
k

Δ
Δ ≤        (3.24) 

 

olduğunu söyler. Bu, sayısal hesaplamalara pratik sınırlamalar koyar. tΔ  zaman aralığı 

çok büyük olmamalıdır ( yoksa yapı kararsız olur). Aslında, (duyarlı hesap için) xΔ  

küçük olması gerektiğinden (3.24) zaman aralığının olabildiğince küçük olması 

gerektiğini gösterir. Bundan dolayı, ısı denklemi için ileri fark yaklaşımı hesabı bir 

anlamda pahalıdır. Hesaplamaları küçültmek için tΔ  olabildiğince büyük ( kararlılığı 
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sağlamak üzere) alınmalıdır. Burada 1
2

s =  iyi bir değerdir. Bu durumda kısmi fark 

denklemi 

[ ])(
1

)(
1

)1(

2
1 m

j
m

j
m

j uuu −+
+ +=  

 

olur. İleri ∆t zamanındaki sıcaklık, sağdaki ve soldaki sıcaklığın ortalamasıdır.  
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3.4.5 Yakınsaklık 

 

Diferensiyel ve fark denklemleri arasında bir genel karşılaştırma; kısmi fark 

denkleminin 0xΔ →  ( n →∞ ) ve 0tΔ →  için çözümün limitlerinin incelenmesidir. 

Eğer 1<<
N
n  ise, (sabitlenmiş n  ve N →∞  için) noktasallaştırmanın zamana 

bağımlılığının, ısı denklemininkine yaklaştığını gösterelim. Eğer 1<<
N
n  ise 

2)(
2
11cos

N
n

N
n ππ

−≈   olduğu Taylor serisinden bulunur. Böylece  
x

LN
Δ

=  için 

 

t
t

t
t

m N
ntk

N
nsh

ΔΔ

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Δ−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −≈ 22 )(1)(1 ππ  ,    

 

olup, buradan z
z ze

1

0 )1(lim += →   , ∆t → 0 için hm → 
t

N
nk

e
2)( π

−
   elde edilir. 

 

Ancak, 
N
n  küçük değilse, pratik hesaplamalarda zorluklar olabilir. Bunlar, kısmi fark 

denkleminin yüksek uzaysal salınımlı çözümleridir. Bunlar ısı denklemi için zorluk 

çıkarabilecek tek dalgalardır. 

 

Yakınsaklık ve kararlılık arasındaki ilişki genelleştirilebilir. Lax denklik teoremi derki: 

iyi tanımlı olan zamana bağlı lineer kısmi türevli denklemlerin tutarlı sonlu fark 

yaklaşımları için sayısal formül, eğer kararlı ise yakınsar ve yakınsak ise kararlıdır. 

 

 

3.4.6 Kararlılık Şartının Belirlenmesi için Basitleştirilmiş Yöntem 

 

 Sayısal metodun kararlığının daha hızlı analiz edilmesi çoğu zaman uygundur. Bizim 

değişkenlerin ayrılması metoduna dayanan analizimizde, xjx Δ=   ve  tmt Δ=  olmak 

üzere, fark denkleminin x e göre salınım yapan özel çözümlerinin var olduğunu 

göstermiştik: 
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                                                         t
txim

j Qeu Δ= α)(       (3.25) 

idi. α, sınır koşullarından kısıtlandırılmıştır. Genellikle kararlılık analizini basitleştirmek 

için sınır koşullarını görmezden gelir ve α nın herhangi bir değer almasına izin veririz2. 

Bu durumda 1
2

s ≤  ise kararlılık (3.17) denklemindeki gibidir. 

 

 

3.4.7 Rasgele Yürüyüş 

 

(3.15a) kısmi fark denklemi  

      )(
1

)()(
1

)1( )21( m
j

m
j

m
j

m
j suussuu +−

+ +−+=      (3.26) 

Şeklinde yazılabilir. Kararlı bölgede, 1
2

s ≤  olup, bu rasgele yürüyüş olarak adlandırılan 

bir olasılık problemi olarak düşünülebilir. Her bir tΔ  zaman biriminde dikilen ya da 

rasgele sağa sola xΔ  büyüklüğünde adımlar atarak yürüyen bir “ayyaş” göz önüne 

alınabilir. Bu kişinin tam olarak nerede olacağını bilemeyiz.  

 
( )m

ju  yi bir ayyaşın .m tΔ zamanda j  noktasında bulunma olasılığı olarak alalım. 

Kişinin tΔ  anında, sağa veya sola adım atma olasılığı s , aynı olsun. Bu durumda 1,
2

s  

den küçük ya da eşit olmalıdır. Bu kişi tΔ  anında xΔ den daha fazla uzaklaşamaz. 

Bundan dolayı,  kişi 1 2s−  olasılığı ile durur. Kişinin bir sonraki ( )1m t+ Δ  anında j xΔ  

de olma olasılığı (3.26) da verilir. Bu üç olası durumun toplamıdır. Örneğin, kişi önceki 

zamanda ( )m
ju  olasılığı ile orada olabilirdi ve 1 2s−  olasılıkla kımıldamamıştı, bu iki 

olayın bileşik olasılığı ( )(1 2 ) m
js u−  dir. Ayrıca, kişi ( )

1
m

ju −  olasılıkla sola ( ya da ( )
1

m
ju +  

ile sağa) bir adım atmış ve s olasılıkla uygun yöne adım atmış olabilir.  

 

                                                 
2 Daha detaylı kararlılık analizleri gösterir ki kararsız dalgalar daha küçük dalga boylarında oluşurlar. Bu 
dalgalara sınır etkisinin oldukça az olması beklenir.  
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Kararlı hesaplamalar için en büyük zaman adımı rasgele yürüyüş problemi dikili kalma 

olasılığı sıfır olan 1
2

s =  ye karşılık gelir. Eğer ilk pozisyon tam olarak biliniyorsa, 

 

⎩
⎨
⎧

=
=

=
konumdiger   j,0

konumbilinen ilk   j,1)0(
ju  

 

olur. Daha sonra, kişi ½ olasılıkla sağa ya da sola gider. Bu Pascal üçgeni ile gösterilen 

binom olasılık dağılımını verir ( Şekil 3.7).    

 

 

 

 

    

 

 

 

 

 

 

                            Şekil 3.7  Pascal üçgeni 

 

 

3.5.  Kısmi Türevli Denklemler için Değişkenlerin Ayrımı ve Fark Denklemlerinin 

Analitik Çözümleri 

 

Kısmi fark denklemleri, kısmi türevli denklemler için kullanılan değişkenlerine ayırma 

yöntemi ile aynı şekilde analiz edilebilir. (3.15a) nın 

 

                                                         mj
m

j hu φ=)(                                                       (3.27) 
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şeklinde özel çarpım çözümlerinin olduğunu varsayarak başlayalım. (3.16) yı (3.15a) da 

yerine koyarsak, 

 

)2( 11 mjmjmjmjmj hhhshh −+ +−++= φφφφφ  

 

elde ederiz. mj hφ  ye bölerek, değişkenlerine ayrılırsa, 

 

     λ
φ
φφ

+=−
+

+= −++ )2(1 111

j

jj

m

m s
h

h
  ( =λ ayrım sabiti) 

 

olur. Böylece kısmi fark denklemi, iki adi fark denklemi haline gelir. Noktasal zamana 

göre olan fark denklemi birinci basamaktan (yani tek fark içeren) 

 

     mm hh λ+=+1        (3.28) 

 

olur. Özdeğer λ , kısmi türevli denklemlerde olduğu gibi, bir sınır değer problemi ile 

belirlenir. Burada, ikinci basamaktan fark denklemi 

 

        jjj s
s φλφφ )21(11

−+−
−=+ −+    (3.29a) 

 

olup, iki sınır koşulu ise, (3.15c) ve (3.15d) den 

 

00 =φ       (3.29b) 

     0=Nφ        (3.29c) 

dir. 
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3.5.1 Birinci Basamak Fark Denklemleri 

 

(3.28) gibi, birinci basamak sabit katsayılı lineer fark denklemleri kolay analiz edilir. λ  

sabit olmak üzere, 

 

      mm hh λ=+1        (3.30) 

 

Denklemini göz önüne alalım: Açıkca 

 

    01 hh λ= , ohhh 2
12 λλ == , 

 

Ve böylece çözüm, 

0hh m
m λ=        (3.31) 

  

dir. Burada, 0h , birinci basamaktan fark denklemi için bir başlangıç koşuludur. 

 

(3.31) i elde etmek için alternatif bir yol, m
mh Q=   formunda bir homojen çözüm 

olduğunu varsaymaktır. Bunu (3.30) da yerine koyarsak  

 
mm QQ λ=+1   yada λ=Q   yı verir ki bu (3.31) dir. Bu son teknik, r te  yi , sabit katsayılı 

homojen diferensiyel denklemde yerine koymaya benzer. 

(Şekil 3.8) de çeşitli λ  değerleri için (3.31) çözümü gösterilmiştir. 
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             Şekil 3.8 Birinci basamak fark denklemlerinin çözümleri 

 

 

Dikkat edilirse λ > 1 için çözüm üstel olarak büyür (
t

tm
Δ

=  olduğundan 

ttmm ee )(loglog Δ==
λλλ  ). Eğer 0 1λ< <  ise, çözüm üstel olarak azalır. Dahası eğer 

1 0λ− < <  ise, çözüm dalgalı azalır (yakınsak salınım olarak bilinir). Diğer taraftan 

eğer 1λ < −  ise çözüm ıraksak salınır. 

 

 Bazı durumlarda, λ  kompleks olabilir. Kompleks sayının kutupsal formunu kullanarak  

  θλ ire= ,    λ=r  ve   λθ arg=  

 

  )sin(cos θθλλ θ mimer mimmm +==       (3.32) 

 

elde edilir. Örneğin, gerçek kısım θλ mm cos  dır. m  nin bir fonksiyonu olarak mλ  

(
λ
π

θ
π

arg
22

==m  periyodu ile) salınım yapar. Çözüm m  noktasal zamanda 1λ >  ise 
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büyür, 1<λ ise azalır. Özetlersek, mm hh λ=+1  in çözümü mλ ,  eğer 1≤λ  ise m  

artarken ( t  artarken) sınırlı kalır. Eğer 1>λ  ise büyür.  

 

 

3.5.2 İkinci Basamaktan Fark Denklemleri  

 

( 1 2 )s
s

λ− + − , j  adımından bağımsız olduğundan (3.29a) fark denklemi sabit 

katsayılıdır. Analitik bir çözüm kolayca bulunabilir. Her sabit katsayılı fark denklemi 

için birinci basamaktan fark denkleminde yapabildiğimiz gibi j
j Qφ =  alınarak homojen 

çözümler bulunabilir. 

 

Sınır koşulları 0 0Nφ φ= = , çözümün salınabileceğini önerir.. Bu genellikle Q kompleks 

ve 1=Q olduğunda görülür ki, bu durumda eşdeğer bir dönüşüm,
x

xj
Δ

= , 

x
Q

x Δ
=

Δ
=

)(argθα    olmak üzere 

    xix
xijiji

j eeeeQ αθθθφ ==== Δ )()(                 (3.33) 

  

dir. (3.33) ü (3.29a) da yerine koyarak, α dalga numaralı: 

 

s
s21ee xi-xi +−

=+ ΔΔ λαα  veya 
s

sx 21)cos(2 +−
=Δ
λα    (3.34) 

 

denklemi elde edilir. Bu α nın iki değerine karşılık gelir( biri diğerinin negatifi), böylece 
xi

j e αφ =  in yerine xie α± in bir lineer bileşimi veya  

 

               xcxcj ααφ cossin 21 +=                 (3.35) 

 



 32

kullanırız. Sınır şartları, 00 == Nφφ , gösterir ki 2 0c =  ve L
nπα =  ( n = 1,2,…). 

Buradan da, 

N
jn

L
xjn

L
xn

j
πππφ sinsinsin =

Δ
==       (3.36) 

olur. 

 

 

3.6 Matris Gösterimi 

 

Kısmi türevli denklemlerin ayrıştırılmasının analizinde matris gösterimi çoğu zaman 

daha uygundur. Sabit t  için, ( , )u x t sadece x  in fonksiyonudur. ( )m
ju noktasallaştırması 

(her zaman adımında), 1N +  ağ noktasının her birinde tanımlanır. Her bir zaman 

aralığında değişen 1N +  boyutlu bir “u ” vektörü tanımlarsak; m  nin bir ( )mu  

fonksiyonu olur. ( )mu  nin .j  bileşeni ( , )u x t nin .j  ağ noktasındaki değeridir. Yani,   

 

     (u(m))j = uj
(m)                  (3.37) 

Kısmi fark denklemi 

 

   ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1( 2 )m m m m m

j j j j ju u s u u u+
+ −= + − +      (3.38) 

 
( ) ( )

0 0m m
Nu u= =  sınır koşullarını uygularsak. 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1

1 1 2 1 0 1 22 1 2m m m m m m mu u s u u u s u su+ = + − + = − +  

 

Olup benzer bir denklem ( )1
1

m
Nu +
−  için de geçerlidir. Her bir zaman adımında 1N −  tane 

bilinmeyen vardır. Böylece 1 1N N− × −  lik ana köşegen değerleri 1 2s−  ve komşu 

köşegenleri s,  diğerleri “ 0 ” olan üçköşegensel “A”  matrisini elde ederiz: 
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⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

=

0
.
.
.
0

21
s

s

A     

.

.

.

21
s

s
s
−

    

0
.
.
.

21

0

s
s
−

   

s

.

.

.

.

.

      

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

− s
s

21

0
.
.
.
0

   (3.39) 

 

Böylece kısmi fark denklemi  

 
( ) ( )1m mu Au+ =        (3.40) 

 

Fark denklemine dönüşür 

u vektörü düzgün olarak değişir. ( )0u  başlangıç koşulu ile başlarsak, 

 

)0(2)1()2(

)0()1(

uAAuu
Auu

==

=  

Ve böylece, 
)0()( uAu mm =        (3.41) 

buluruz. A matrisinin m ’inci kuvvete çıkması, m ’inci ( )t m t= Δ  zaman adımında 

başlangıç şartlarının çözümü nasıl etkilendiğini gösterir.  

Çözümü anlamak için, A matrisinin  μ özdeğerlerini yani, 

 

     μξξ =A        (3.42) 

 

Denkleminin aşikar olmayan ξ  çözümlerini veren μ  değerlerini göz önüne alalım. 

Özdeğerler,  

     [ ] 0det =− IA μ        (3.43) 

 

denklemini sağlamalıdır. Burada I birim matrisdir. (3.42) denklemini sağlayan açık 

olmayan  ξ   vektörlerine μ’ nün özvektörleri denir. A’nın 1 1N N− × −  lik matris 

olmasından, 1N −  tane özdeğeri vardır. Fakat bazı özdeğerler farklı olmayabilir, çakışık 
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özdeğerleri olabilir. Farklı özdeğerlerin, özvektörleri farklıdır. Çakışık özdeğer 

durumunda ( k  tane) , en fazla k tane doğrusal bağımsız özvektör olabilir. Bazı 

özdeğerlerin k taneden az özvektörü olabilir, bu durumda matrise bozuk matris denir. 

Eğer A reel ve simetrikse ((3.39) daki gibi), her hangi bir çakışık özdeğer için A matrisi 

bozuk matris değildir. Bundan dolayı, A matrisinin 1N −  tane (lineer bağımsız) öz 

vektörü vardır ( doğrusal bağımsız). Dahası, A reel ve simetrik ise, özdeğerler ( bundan 

dolayı özvektörler) reel ve özvektörler ortogonaldir. nμ , n ’inci özdeğer ve nξ  buna 

karşılık gelen özvektör olsun.  

 

Özvektör açılımı metodunu kullanarak vektör denklemi (3.40) ( kısmi türev denklemine 

denk) çözebiliriz ( Bu teknik, özfonksiyon açılımı kullanılarak kısmi türevli 

denklemlerin çözümünün benzeridir).  

 

Herhangi bir vektör özdeğerlerin bir serisine açılabilir: 

 

     n
m

n

N

n

m cu ξ)(
1

1

)( ∑
−

=

=       (3.44) 

 

Vektör, m (zaman) ile değişmekte ve ( )m
nc  sabiti m (zaman) ‘ a bağlıdır: 

 

     
1

( 1) ( 1)

1

N
m m

n n
n

u c ξ
−

+ +

=

= ∑       (3.45) 

 

Fakat (3.40)’dan  ve (3.44) ile (3.42) kullanılarak ; 

 

   nn
m

n

N

n
n

m
n

N

n

mm cAcAuu ξμξ )(
1

1

)(
1

1

)()1( ∑∑
−

=

−

=

+ ===     (3.46) 

 

bulunur. (3.45) ve (3.46) yı karşılaştırırsak, ( )m
nc  için sabit katsayılı birinci basamaktan  

 

     )()1( m
nn

m
n cc μ=+       (3.47) 
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fark denklemi elde edilir. Bu kolaylıkla çözülüp, 

 

     ( ) ( )mnn
m

n cc μ0)( =       (3.48) 

 

ve böylece, 

 

( ) ( )∑
−

=

=
1

1

0)(
N

n
n

m
nn

m cu ξμ      (3.49) 

 

elde edilir. ( )0
nc  başlangıç şartlarından bulunabilir. 

 

(3.49) dan, t ’nin artmasıyla ( m ’nin artmasıyla) çözümün büyümesi m
n )(μ  e bağlıdır 

( t
tm Δ= ). 

)( nμ nin reel olduğunu anımsarsak, 

 

üstel büyüme
üstel azalma

( )
yakınsak salınım
ıraksak salınım

m
nμ

⎧
⎪
⎪= ⎨
⎪
⎪⎩

       

1
0 1

1 0
1.

n

n

n

n

μ
μ
μ

μ

>
< <

− < <
< −

 

 

Herhangi nμ >1 ve nμ <-1 özdeğeri için sayısal çözüm kararsızdır. 

 A’nın 1N −  tane özdeğerinin elde edilmesi gerekir. 

 

      μξξ =A       (3.50) 

 

jξ , ξ ’nin j ’inci bileşeni ise, (3.50) yi şu şekilde yazabiliriz, 

 

    jjjj sss μξξξξ =+−+ −+ 11 )21(    (3.51a) 

00 =ξ   ve 0=Nξ .     (3.51b) 
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 (3.51a) aşağıdaki denkleme eşit olur: 

 

jjj s
s ξμξξ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

=+ −+
12

11 .      (3.52) 

 

(3.52) ve (3.29) denklemlerini karşılaştırırsak A’nın μ  özdeğerlerini, değişkenlerin 

ayrılması metoduyla elde edilen ikinci basamaktan fark denkleminin λ özdeğerlerine 

eşit olduğu görülür. Böylece, 
L

nπα = , 1, 2,3,...n N=  olmak üzere 

 

     ))cos(1(21 xs Δ−−= αμ      (3.53) 

 

dir. Önceden olduğu gibi, bu yapı 1
2

s >  için genellikle kararsızdır. Özetlemek 

gerekirse, basit problemlerde özdeğerin bulunmasında genellikle Fourier analizi yapılır. 

Daha zorlu problemlerde çok nadiren büyük matrislerin özdeğerleri kolay elde edilir. 

Bazen “Gershgarin çember teoremi” kullanımı kolaylık sağlar. A’nın bütün özdeğerleri 

kompleks düzlemdeki en az bir 1 1,..., nc c −  çemberi üzerinde yer alırlar. Burada ic , 

merkezi i . köşegen değeri ve yarıçapı da .i  satırın mutlak değerlerinin toplamı olan 

çemberdir. . Eğer ija  A’nın elemanları ise, bu durumda tüm μ  özdeğerleri  

 

     ∑
−

≠
=

≤−
1

1

N

ij
j

ijii aaμ        (3.54) 

 

çemberlerinden en az biri üzerindedir. 

Bizim A matrisimiz için, köşegen değerleri 1 2s−  ve geriye kalan satırlardaki değerlerin 

toplamı 2s ’dir ( toplamı s  olan ilk ve son satır hariç). Böylece oluşan iki tane çember  

(1 2 )s sμ − − <  ve diğer 3N −  çember 

 

ss 2)21( <−−μ       (3.55) 
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dir. Bütün özdeğerler Şekil 3.9’da görüldüğü gibi, ortaya çıkan bölge içinde (en büyüğü 

(3.55) ile verilmiştir) kalırlar. Özdeğerler reel olduğundan, Şekil 3.9 dan, 

 

141 ≤≤− μs  

dir. Eğer 11 ≤≤− μ  ise kararlılık kesindir. Gershgarin çember teoremi gösterir ki 1
2

s ≤  

için sayısal yapı kararlıdır. Eğer 1
2

s >  ise, Gershgarin çember teoremi yapının kararsız 

olduğunu vurgulamaz. 

 

11- 2s1- 4s

 
          Şekil 3.9  Noktasal ısı denklemine karşılık gelen A’nın Gershgarin çemberi 

 

 

3.7 Homojen Olmayan Problemler 

 

Bir kaynağa sahip ısı denklemi aynı yolla hesaplanabilir. 

)()0,(
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Problemini göz önüne alalım. Önceden olduğu gibi, zamanda ileri fark ve uzayda 

merkez fark kullandım.  
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Aşağıdaki sayısal yaklaşımı elde ederiz: 
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1 12
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( 2 ) ( , )
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( ).

m m
j j mm m
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m

m
N

j

u u k u u u Q j x m t
t x

u A m t

u B m t

u j j x
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+ −

−
= − + + Δ Δ

Δ Δ

= Δ
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= Δ

 

( )1m
ju + ’in çözülmesi ile çözüm kolaylıkla elde edilebilir. İddia ediyoruz ki, homojen 

problemler için kararlılık analizi homojen-olmayan problemler için de geçerlidir. 

Bundan dolayı, 
2
1

)( 2 ≤
Δ
Δ

=
x
tks   için hesaplayacağız. 

 

 

3.8 Diğer Sayısal Yöntemler 

 

Isı denklemi için, zamanda ileri fark ve uzayda merkez fark ile kullanılan sayısal 

yöntem, 
2
1

)( 2 ≤
Δ
Δ

=
x
tks  için kararlıdır. Zaman adımı küçüktür ( 2xΔ  ile orantılı olarak). 

Tabi ki daha az masraflı bir yöntem arzu edilir. Terimlerin toplamı olan yuvarlama 

hataları, biri tΔ  ile orantılı diğeri de 2( )xΔ  ile orantılıdır. Eğer s  sabitlenirse (ör 

1
2

s = ), bütün hatalar 2( )xΔ  ile orantılıdır, çünkü 
k
xst

2)(Δ
=Δ  dır. 

 

 

3.8.1 Richardson Yöntemi  

 

Daha kolay bir yöntem için daha duyarlı zaman aralığı kullanılabilir. Hem zaman hem 

de uzay için merkez fark yöntemi ilk Richardson (1927) tarafından önerilen: 
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veya 
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−+ +−+=   (3.56b) 

 

yaklaşımıdır. Buradan, 

2)( x
tks

Δ
Δ

=  

  

ve yuvarlama hataları, 2( )tΔ  ve 2( )xΔ  terimlerinin toplamıdır. Bir anlamda bu yöntem 

bir öncekine göre daha duyarlı olmasına rağmen, (3.56b) denklemi kullanılmaz çünkü 

bu sayısal metot her zaman kararsızdır.  

 

3.8.2 Crank-Nicholson Yöntemi 

 

Crank ve Nicholson (1947), merkezi fark incelemesinde alternatif bir yol ortaya 

koymuşlardır. Zamanda ileri fark: 

 

t
tuttu

t
u

Δ
−Δ+

≈
∂
∂ )()(  

 

2
tt Δ

+ komşuluğunda merkez fark olarak yorumlanabilir. )
2

( tt
t
u Δ

+
∂
∂  ye yaklaşım hatası  

2( )O tΔ dir. Bundan dolayı 
2
tt Δ

+  deki ikinci türevi merkez fark yöntemi ile 

ayrıştırabiliriz. Bu, bu zaman aralığındaki fonksiyon hesabı içerdiğinden, t  ve t t+ Δ  

nin ortalaması alınır.  

 

Böylece Crank-Nicholson yöntemi: 
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   (3.57) 

 

olur. Bu yöntemin açık olmamasına rağmen yuvarlama hataları yine 2( )xΔ  ve 2( )tΔ  

terimlerinin toplamına eşittir. Crank-Nicholson yönteminin avantajı, bütün 2)( x
tks

Δ
Δ

=  
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değerleri için kararlı olmasıdır. tΔ  yi ( )( )2 yerinex xΔ Δ e orantılı seçebiliriz. Bu 

durumda hata 2( )O xΔ  olup, böylece daha az çaba sarf ederek eşdeğer doğruluk elde 

edilmiş olur. Crank-Nicholson yöntemi pratiktir. Ancak, Crank-Nicholson yöntemi 6 

nokta içerir ve bunların üç tanesi ileri zaman noktasıdır. 

 

    

 

 

    

 

 

Şekil 3.10  Kapalı Crank-Nicholson yöntemi 

 

(3.57) denklemi ile ileri zamanı doğrudan işaretleyemeyiz. Bunun yerine, bir zaman 

adımı ilerletmek için, (3.57) denkleminin çözümü 1N −  tane doğrusal denklem içerir. 

(3.57) denklemi kapalıdır. ((3.12) ise açık denklemdir). 

 

Matrislerin üçköşegensel olmasından dolayı, doğrusal sistem, N büyük olsa bile Gauss 

eleminasyonu yöntemi ile kolaylıkla çözülebilir. 

 

 

3.9 Sınır Şartlarının Diğer Tipleri 

 

0x =  için )(tg
x
u
=

∂
∂  ise ( 0x =  da u verilmesi yerine), bu durumda sınır şartları için 

sayısal yaklaşımlar ifade edilmelidir. Kısmi türev denkleminin ayrıştırılmasından dolayı 

oluşan yuvarlama hatası 2( )O xΔ  olduğundan, uzayda merkez fark yöntemi ile sınır 

şartlarında da aynı eşit hata terimi sunulabilir:  

 

x
txxutxxu

x
u

Δ
Δ−−Δ+

≈
∂
∂

2
),(),( . 
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Bu durumda 0x =  için )(tg
x
u
=

∂
∂  de sınır şartı; 
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olur. Sanal ( 1x x− = −Δ ) noktasındaki sıcaklığı elde etmek için (3.58) kullanılırsa  

  

     m
mm xguu Δ−=− 2)(

1
)(

1      (3.59) 

 

olur. Bu yolla ilk olarak sanal noktadaki ( )0
1u−  değerini belirleriz. Bu sanal nokta, 

sonraki zamanlarda kısmi fark denklemin sınır şartlarının bulunmasında gereklidir. Eğer 

zamanın ileri farkı ve uzayın merkez fark için 0j =  dan 1j N= −  e kadar 

uygulanabilir.  Örneğin, 0x =  da 0j =  için 
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kullanılabilir. (Burada (3.59) kullanıldı) Bu yolla kısmi türevli denklemler, sınır 

şartlarının türevlerini de kapsayarak sayısal olarak çözülebilir ( sanal nokta kısmi türevli 

denklem ve sınır şartları arasında elimine edilir ) . 
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4. İKİ BOYUTLU ISI DENKLEMİ  

 

Önceki bölüme benzer fikirler iki boyutlu  

                  ⎟⎟
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y
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x
uk

t
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ısı denkleminin sayısal çözümünde de uygulanabilir. İki boyutlu bir ağ (latis) 

tanımlarsak, x yΔ = Δ  olduğu varsayımı uygun olacaktır. x  ve y  için, zamanın ileri 

farkı ve merkez farka dayanan Laplace formülleri kullanırsak, 
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     (4.1) 

 

elde edilir. Burada, ),,()(
, tmylxjuu m
lj ΔΔΔ≈  dir. (4.1) kullanılarak zamanda 

ilerleyebiliriz.  

 Daha öncekiler gibi, nümerik yapı kararsız olabilir. Basitleştirilmiş bir kararlılık 

analizi yapıp, böylece sınır koşullarını göz ardı edeceğiz. 

 

    )()1(
,

yxit
tm

lj eQu βα +Δ+ =         (4.2) 

 

dönüşümü yaparsak, uzaysal periyodik dalgaların büyüme olasılığını inceleyelim. (4.2) 

yi (4.1) de yerine koyarsak,  

 

)4(1 −++++= Δ−ΔΔ−Δ yiyixixi eeeesQ ββαα  

      )2cos(cos21 −Δ+Δ+= yxs βα  

 

elde ederiz. Burada 2)( x
tks

Δ
Δ

=  ve x yΔ = Δ  dir. 

Kararlılığı sağlamak için, 1 1Q− < <  ve böylece,  

4
1

)( 2 ≤
Δ
Δ

=
x
tks          (4.3) 
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kararlılık koşulunu elde ederiz. 

 

Bir temel örneği ele alırsak, henüz bir tam çözümü bilinmeyen, Şekil 4.1 deki L-

şeklindeki alandaki için ısı denklemini ele alalım. Başlangıç sıcaklığının sıfır(0) 

olduğunu varsayalım. Ayrıca 0x =  için 1000u =  ve geriye kalan sınırlarda 0u =  

olsun. En büyük kararlı zaman adımı  ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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=Δ=

k
xts

44
1 2

 için hesap yaparsak (4.1) 

denklemi 
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olur. Bu sayısal yapıda, bir sonraki andaki sıcaklık değeri, o andaki dört komşu ağ 

noktasının ortalamasıdır. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =Δ=Δ

k
tx

400
1

10
1  olarak seçersek, Şekil 4.2 ve Şekil 4.3 

sayısal çözümleri çizilir. Bu alanın iç kesimlerinin maruz kaldığı termal enerjiyi 

gözlemlemek için yaklaşık olarak eşit sıcaklıkların kontorlarını çizdik. 

. 

 
 

                                                  Şekil 4.1 Başlangıç koşulu 
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Şekil 4.2 L_Şekilli bölgede sıcaklığın sayısal hesabı 

 

 
 

Şekil 4.3 L_Şekilli bölgede sıcaklığın sayısal hesabı 
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5. DALGA DENKLEMLERİ 

 

Sonlu farklar yaklaşımları ile tek boyutlu dalga denklemini de çözmek mümkündür. 

Zaman ve uzay merkez farkları kullanılırsa dalga denklemi, 

     2

2
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x
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dalga denklemi, 
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kısmi fark denklemine dönüşür. Yuvarlama hatası, 2( )O xΔ  ve 2( )O tΔ  nin toplamıdır. 

(5.2)  denkleminin ( )1m
ju +  için çözülmesiyle, çözüm zamanda ilerletilebilir. Şekil 5.1 de 

gösterildiği gibi, (5.2) denkleminin üç zaman seviyesi kullanılır. Hesaplamalara 

başlayabilmek için ilk olarak t  nin iki değer; (0 ve t−Δ ) gerekmektedir. Dalga 

denklemi için 0m =  ve 1m = −  de hesaplamak için iki başlangıç koşulu ( ) ( ),0u x f x=  

ve )()0,( xgx
t
u

=
∂
∂ i kullanalım. 

t
u
∂
∂  için zaman merkez farkı kullanılırsa ( 2( )O tΔ  

yuvarlama hatalı), 

    )()()0( xjfxfu jj Δ==         (5.3) 

    )()(
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)1()1(

xjgxg
t
uu

j
jj Δ==

Δ

− −

      (5.4) 

elde edilir. 
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Şekil 5.1 Dalga denklemi için zamanda ilerleme 

 

Hesaplamalara başlayabilmek için ( )1
ju −  hesaplanmalıdır. Başlangıç şartları (5.3) ve 

(5.4), üç bilinmeyenli ( ( )1
ju − , ( )0

ju , ( )1
ju ), iki denklemdir. 0t =  daki kısmi fark 

denklemi üçüncü bir denklem verir. 

 

  ( ))0(
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)0()0(
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2
)1()0()1( 22 +−

− +−

⎟
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t
x
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( )0

ju , (5.3) denkleminden bilindiği için, ( )1
ju , (5.4) ve (5.5) denklemlerinden elimine 

edilebilir. Bu yolla ( )1
ju −  çözülür. ( )1

ju −  ve ( )0
ju  in bilinmesiyle, (5.2) denkleminde u  

nun değeri bulunabilir. Sınır şartları öncekiler gibi incelenebilir. 
 

Bizim sınırlı deneyimlerimizden gördüğümüz, kararlılığın önemli olduğudur. Her hangi 

bir uzaysal periyodik dalga büyümesini belirlemek için,  

 

     xit
tm

j eQu αΔ=)(         (5.6) 

Kullanılarak, (5.2) denklemi 

     σ=+−
Q

Q 12         (5.7) 

verir. Burada, 

  
( )

( )
( )

( )
2 2

2 2
22 cos( ) 1i x i xc ce e x

x x
t t

α ασ α−= − + = Δ −
Δ Δ

Δ Δ

      (5.8) 

 

dir. (5.7) denklemi Q  nun ikinci dereceden denklemidir çünkü (5,2) üç zaman seviyesi 

ve 2 zaman farkı içerir : 

     01)2(2 =++− QQ σ       (5.9a) 

böylece 
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( )
2

422 2 −++
=

σσ ∓
Q      (5.9b) 

 

bulunur. 2 kök, dalganın zaman için yayıldığı iki yola tekamül eder. Eğer 

222 <+<− σ , kökler birbirinin kompleks eşleniğidir. Bu durumda (önceden bilindiği 

gibi), Qr =   ve Qarg=θ  olmak üzere, 

     θθ immmim erreQ == )(  

dir.  

     ( ) 1
4

)2(4
4

2 22
2 =

+−
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+
=

σσQ  

 

olduğundan eğer -2 <σ + 2 < 2 ise çözüm m (zaman) artarken sabit x  için salınım 

yapar. Bu, eksensel bölümlerinin periyodik ( örn 
L

tnc
L
xn ππ cos,sin ) olduğunda zaman 

periyodik çözümlere izin veren dalga denkleminin kendisine benzerdir. Eğer σ + 2 > 2 

veya         σ + 2 < -2 ise, kökler eşit ve çarpımları 1 olur (5.9a). Bundan dolayı, 

köklerden biri mutlak değerce birdenden büyüktür, bu da kararsızlığa yol açar. 

Çözüm , -2 <σ + 2 < 2 veya -4 < σ < 0 olduğunda kararlı olacaktır. (5.8) den eğer; 

 

1≤
Δ

Δ
t

x
c        (5.10) 

 

İse sayısal yapı kararlıdır. (5.10) Courant Kararlılık Şartı ( dalga denklemleri için) 

olarak bilinir. Burada c  dalga denkleminde sinyallerin yayılma hızı ve t
x
Δ

Δ  te 

noktasal dalga denklemlerinde sinyallerin yayılma hızıdır. Kararlılık için özetleyecek 

olursak, sayısal yapının yayılma hızı dalga denkleminin kendi hızından daha büyük 

olmalıdır. Bu şekilde sayısal yapı gerçek yayılan sinyalleri karşılayacaktır. Kararlılık 

şartı, yine zaman adımının boyutunu sınırlandıracaktır ki, bu durumda  

 

     
c
xt Δ

≤Δ        (5.11) 
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dir. 
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6. LAPLACE DENKLEMİ 

 

6.1 Giriş 

 

02 =∇ u                    (6.1) 

 

Laplace denklemi, genellikle bütün sınır boyunca bir şartın kesin olarak sağlandığı 

bölgelerde formüle edilir. Zaman değişkeni yoktur, bundan dolayı sonlu farklar yöntemi 

ısı veya dalga denklemlerinden farklı olacaktır. 

 

Standart merkez fark formülü kullanılırsa, 2 boyuttaki Laplace denklemi aşağıdaki 

kısmi fark denklemine dönüşür ( x yΔ = Δ  olarak kabul edilirse) : 

 

   
( )

0
4

2
,1,1,,1,1 =

Δ

−+++ −+−+

x

uuuuu ljljljljlj                   (6.2) 

 

Burada ),(, ylxjuu lj ΔΔ≈  olmasını umuyoruz. 

 

Sınır şartları ısı ve dalga denklemlerindeki aynı yollarla analiz edilebilir. En kolay 

durumda u  sınır ( ağ noktalarının bileşimi) boyunca belirlenir. (6.2) denklemi her bir iç 

nokta için geçerlidir. (6.2) denklemindeki terimlerin bazıları sınır şartları ile 

belirlenebilmesine rağmen çoğu bilinmeyen terim olarak kalır. (6.2) denklemi doğrusal 

sistem olarak yazılabilir. Gauss eleminasyonu kullanılabilir, fakat çoğu zaman pratik 

durumlarda denklem ve bilinmeyen sayıları etkili hesaplama için çok fazladır. Bu 

özellikle üç boyutta geçerlidir. Örneğin 20 20 20× ×  lik bir grid 8000 tane bilinmeyenli 

8000 tane doğrusal denklem oluşturacaktır.  

(6.2) yi düzenlersek; 

    
4

1,1,,1,1
,

−+−+ +++
= ljljljlj

lj

uuuu
u        (6.3) 

 

elde edilir. 
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lju ,  sıcaklığı, dört komşunun ortalaması olmalıdır. Bundan dolayı, Laplace denkleminin 

ayrıştırılmış, çözümü bir ortalama değer özelliğini sağlar. Ayrıca (6.3) denkleminden, 

noktasal maksimum ve minimumu prensibi sağlanır. Bu özellikler Laplace denkleminin 

özelliklerine benzerdir. 

 

6.2 Jacobi İterasyonu 

 

(6.3) kesin olarak çözmek yerine, bir yaklaşık iterasyon yapısı kullanmak daha 

alışılagelmiştir. Eğer, hatalar yeterince küçük ise, (6.3) ün kendisi de bir yaklaşım 

olduğu için, çözümdeki hata için kaygılanmak gereksizdir. 

 

(6.3) denkleminin, komşu dört sıcaklığı bilmeden doğrudan çözülmesi mümkün 

değildir. Fakat, aşağıdaki izlenen prosedür çözümü verecektir. Çözüm için bir başlangıç 

tahmini yapıp, (6.3) ortalama prensibi kullanılırsa, 

 

   ( ) )(
1,1,,1,1

)(
, 4

1 eski
ljljljlj

yeni
lj uuuuu −+−+ +++=    

iterasyonlarını elde ederiz. Bu yönteme Jacobi iterasyonu(döngüsü) denir. Başlangıç 

tahmini ( )0
,j lu , birinci döngüyü ( ( )0

,j lu  den belirlenen) ( )1
,j lu , ikinci döngüden ( birinci 

döngüden belirlenen) ( )2
,j lu  ve bunun gibi diğer döngüleri sembolize edebiliriz. Böylece 

( )1m +  inci iterasyon  

 

   ( ))(
1,

)(
1,

)(
,1

)(
,1

)1(
, 4

1 m
lj

m
lj

m
lj

m
lj

m
lj uuuuu −+−+

+ +++=       (6.4) 

 

denklemini sağlar. Eğer iterasyon yakınsaksa, yani 

 

     lj
m

ljm vu ,
)1(

,lim =+
∞→  

 

ise (6.4) den  ,j lv  nin (6.3)  noktasal Laplace denklemini sağladığını görürüz. 
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(6.4) denklemi bilgisayar için oldukça uygundur. m →∞  olmasına izin verilmez. 

Uygulamada ( ) ( )1
, ,

m m
j l j lu u+ −  ( bütün j  ve l  ler için) küçük bir değer olduğunda döngü 

durdurulur. Ardından ( )1
,

m
j lu +  , ,j lv  kesin sonucuna iyi bir yaklaşımdır ( ,j lv  Laplace 

denkleminin yaklaşık çözümüdür).  

 

Her bir geliştirmede meydana gelen değişiklikler, Jacobi döngüsü yeniden, 

 

 ( ))(
,

)(
1,

)(
1,

)(
,1

)(
,1

)(
,

)1(
, 4

4
1 m

lj
m

lj
m

lj
m

lj
m

lj
m

lj
m

lj uuuuuuu −++++= −+−+
+             (6.5) 

 

şeklinde yazılarak vurgulanabilir. Bu şekilde Jacobi döngüsü, ( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

2

2

2

2

y
u

x
uk

t
u  ile 

4
1

)(
.

2 =
Δ
Δ

=
x

tks ), iki boyutlu difüzyon(yayılma) denkleminin standart ayrıştırılması 

olarak görülebilir ( zamanda ileri, uzayda merkez fark). Her bir döngü, 
k
xt

4
)( 2Δ

=Δ  

zaman adımına karşılık gelir. Daha önceki L-bölgeli ısı denklemi hesabı tam bir Jacobi 

döngüsüdür. Büyük m  ler için, çözüm değerleri m ’den bağımsız hale gelmektedir. 

Sonuçlanan uzaysal dağılım, Laplace denkleminin ayrık versiyonunun çözümüne 

duyarlı bir yaklaşımdır. 

 

Jacobi döngüsü yakınsak olmasına rağmen, çok yavaş yakınsadığı gösterilebilir. 

Yakınsama oranının kabaca analizi için, L L×  lik kare ( Lx y
N

Δ = Δ = ) için uzaysal 

salınımdaki azalmayı inceleyelim. (6.4) denkleminde, m , zaman ( t m t= Δ ) ye 

analogdur; (6.4) denklemi de daha önceden incelediğimiz kısmi fark denklemine 

analogdur. Bu nedenle, 
L

n π
α 1= ,   

L
n π

β 2=  ,    1,....,2,1 −= Nn j  olmak üzere 

 

     )()(
,

yximm
lj eQu βα +=         (6.6) 
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şeklinde çözümlerin var olduğunu biliyoruz. Bu hesaplamalarda kenar boyunca sınır 

şartlarının sıfır olduğunu varsayıyoruz. m →∞  giderken çözümün sıfıra yakınsaması 

gerekir. Kaç tane döngü gerektiğini belirlemek için yakınsama hızı bulunmalıdır. (6.6) 

denklemini (6.4) te yerine koyarsak, 

 

( ) ( )yxeeeeQ yiyixixi Δ+Δ=+++= Δ−ΔΔ−Δ βαββαα coscos
2
1

4
1  

 

olarak elde edilir. Bütün α ve β  değerleri için 1 1Q− < <  olduğundan, (6.6) 

denkleminden istenildiği gibi, ( )
,lim 0m

m j lu→∞ =  olur. Fakat yakınsama çok yavaş 

olabilir. Q için en yavaş yakınsama 1’e yakındır. Bu durum da α ve β nın en küçük ve 

en büyük değerleri, 
L
πβα ==   ve 

L
N πβα )1( −==   için oluşur.   ve Lx N

N
Δ =  çok 

büyük olduğundan 

 

    2

2 1
2
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NNL

xQ πππ
−≈=

Δ
=        (6.7) 

 

dir. Bu durumda )(mQ  yaklaşık olarak 
m

N ⎥
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⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2

2
11 π  dir. Eğer N büyükse, hata 

yavaşça sıfıra yakınsar. Örneğin, hata 1
2

 lik bir kat ile azaltılabilir, 
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⎢
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⎡
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Doğal logaritma alınarak m  çözülürse, 
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olur. 

 

 

 

N
π  küçük olduğundan daha basit bir formül elde edilir. Küçük x  değerleri için Taylor 

serisinden xx −≈− )1log(  olarak bulunur ve Jacobi döngüsünde hatayı 1
2

 azaltmak için 

yeterli sayıda döngü için: 

  

ππ
2log2

2
1

2log 2
2 N

N

m =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=  

 

olmalıdır. O halde, (hatayı sadece yarı yarıya azaltmak için) gerekli iterasyon sayısı 

oldukça büyük olabilir. Çünkü 2,m N   ile orantılıdır.  

 

 

 

6.3 Gauss-Seidel Döngüsü 

 

 Jacobi iterasyonları oldukça zaman alıcıdır. Daha önemlisi, daha kolay uygulanan ve 

Laplace denkleminin ayrıştırılmış çözümüne daha çabuk yakınsayan başka bir yöntem 

vardır. Jacobi döngüsünde normal olarak ilk, sol alt eksensel bölgedeki yeni sıcaklık 
( )1

,
m

j lu +   elde edilir. Şekil 6.1 de gösterildiği gibi, bütün sıra boyunca bütün ağ 

noktalarındaki sıcaklıklar elde edilir ve (soldan sağa), sonra bir üst satır için sıcaklık 

değerleri elde edilir (yine soldan sağa). Örneğin 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1
3.8 2.8 3.7 3.9 4.8

1
4

m m m m mu u u u u+ = + + +  

dir. 
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Şekil 6.1 Gauss-Seidel iterasyonları 

 

Jacobi iterasyonunda yeni ( )1
3,7

mu +  ve ( )1
2,8

mu +   için yeni değerler önceden değerleri 

hesaplanmasına rağmen eski ( )
2,8

mu , ( )
3,7

mu , ( )
3,9

mu , ( )
4,8

mu  değerleri kullanılır. Jacobi 

döngüsünün bilgisayar uygulamasında, eski değerleri hemen yok edemeyiz ( görüldüğü 

gibi bazı eski değerler yeni değerlerin bulunmasında daha sonra gerekli olabilir).  

 

Yeni değerler elde edildiği anda eskileri yol edilirse, hesaplamaların programlanması 

daha kolay olacaktır. Bu yüzden bulunduğu anda yenilenmiş sıcaklıkların kullanılması 

önerilebilir. Örneğin,  
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1 mmmmm uuuuu +++= +++  

 

olup, genel olarak, Gauss-Seidel iterasyonu olarak bilinen 
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kullanılabilir. Bu yöntem yakınsaksa, çözüm Laplace denkleminin ayrışmış versiyonunu 

sağlayacaktır. 
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Bu noktada bu yöntemin Jacobi döngüsüne göre daha hızlı yakınsadığını söylemek için   

güçlü nedenler yoktur. Gauss-Seidel yakınsama oranını incelemek için (kare için), 

yeniden yerine koyarsak, 
L

n π
α 1= ,   

L
n π

β 2=  ,    1,....,2,1 −= Nn j  olmak üzere 

 

     )()(
,

yximm
lj eQu βα +=         (6.9) 

 

alalım. Sonuç, 

 

    ( )( )yixiyixi eeQeeQ Δ−Δ−ΔΔ +++= βαβα

4
1     (6.10) 

 

olup, denklemi sadeleştirmek için, 

      ηζ
βα

ieez
yixi
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=
ΔΔ

4
                 (6.11) 

 

dersek  
)1( z

zQ
−

=  olarak bulunur. Q  komplekstir, θieQQ =  , )(
,

yximim
lj eeQu βαθ += . 

Yakınsama oranı Q  dan bulunursa, 
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2
1

<z   ve 
2
1

<ζ  olduğundan, 1<Q  olur , bu da Gauss-Seidel döngüsünün 

yakınsamasını sağlar. Fakat Q  1’e yakınsa, yakınsama oranı yavaştır. (6.12) denklemi 
gösteriyor ki, α ve β nın olabildiğince küçük değerleri için ζ  nın ½ ye yakın olması 

halinde  Q  1 e yakındır. Kare için, 
L
πα =   ve  

L
πβ =  ,  

 
böylece: 

L
xΔ

=
πζ cos

2
1     ve  

L
xΔ

=
πη sin

2
1 . 
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Böylece, )(
N
π  küçük olduğundan,  
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ve böylece, 
2

1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−≈

N
Q π  

  
olur. Bu Q  değeri Jacobi döngüsü ile karşılaştırıldığında 1’den iki kat uzaktır. Önceki 

analizleri yaparak, hatayı sabit bir oranda azaltmak için öncekinin yarısı kadar döngü 

gerekmektedir. O halde Gauss-Seidel döngüsü daha iyi ve uygun bir alternatiftir. 

 

Gelecekte bilgisayarların da gelişimine paralel olarak daha gelişmiş yöntemlerin 

bulunacağı kuşkusuzdur. 
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