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Bu gahgma alti bélimden olugmaktadir. Birinci béliim olan girig bolomd, diger béliimlerde
incelenen problemlerin anlagiimasina yardimei olacak gekilde diizenlenmigtir.

Ikinci béltimde belirli bir D bélgesinin sinirinin bir kisminda ¢dzim verildiginde bu bdigenin
icinde ( 1. 1 ) denklemi ile ilgili problemin ¢6ziminin bulunmasi incelenmigtir. Problemin
¢bzomanun varlid, tekligi ve kararih@ belirli uzaylarda incelenmigtir. Bu incelemelerde kul-
lanilan yontemler 8n degerlendirmeler, Galerkin ve Carleman metodlandir.

Uglinct bélimde (1. 1) denklemine J.K(x, ¥, €&, ) u (€, n) d€ dn integral ifadesi ekle-
D

nerek meydana gelen denklem igin 2. bSlimde oldugu gibi problem incelenip benzer sonuglar
elde edilmigtir.

D6rdinci bblimde kanigik problem incelenmistir. Beginci bolimde Lu = xi(x, 'y) denkle-
minde belirli gartlar verildiginde ( u, f ) ¢iftinin bulunmasi ters problemi incelenmigtir.

Son bdlim olan, altinct bélimde verilen Cauchy problemine uly Lo~ U2 sarti eklenerek
.=

( u, f) ciftinin bulunmast ile iigili ters problem incelenmigtir.

ANAHTAR KELIMELER : Potansiyel teori, eliptik tip diferensiyel denklem, ters problem,

kangik problem, genellestirilmig fonksiyon, Galerkin metodu.
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SOME PROBLEMS IN THE GENERALIZED FUNCTION CLASSES FOR THE
ELLIPTIC EQUATION

Lu = xAu + kuy = x f(x, y)
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Supetvisor : Assoc. Prof. Dr. Omer Akin
1995, Page :86
Jury : Assoc. Prof. Dr. Omer Akin
Prof. Dr. Abdullah ALTIN
Prof. Dr. Arif AMIROV
This work consists of six parts. The first part, which is the introduction part, organized
to help, the other parts in the points of understanding.

In the second part we have been given domain D and a solution related with the
equation ( 1. 1} given, on a part of the boundary of D. Under these conditions we examined
the solution of the boundary value problem in domain D. We have also examined the
properties of existency, uniticty and stability for the solution of the problem in some known
spaces. In these examinations we used a Jpriori, Galerkin and Carleman methods.

D

In the third part we add the term | K(x, v, &, ) u (§, ) d€ dnp  to the equation (1. 1)

and examined the solution of the new boundary value problem as in the second part. After this
we obtained some results similar to the second part.
In part four, we examined the mixed problem related with the equation (1.1 ).

In part five, we examined the inverse problem of finding the pair of ( u , f ) related with
the equationLu=xf(x,'y).

In the last part, which is the sixth part, we examined the solution of Cauchy problem
related with the equationof Lu=xf(x,'y). Afterthat we add the condition of u|y Lo=Y2 to
y =

the Cauchy problem examined the inverse problem of finding ( u, f) pair.

Key Words : Potential theory, elliptic type equation, inverse problem, mixed problem
generalized function, Galerkin method.
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SIMGELER DIzINI
C *° : Sonsuz kez diferansiyellenebilir fonksiyonlar sinifi
cK:k-ner mertebeye kadar tlrevleri stirekli olan fonksiyonltarin sinifi

K (D) = Gap D = diam D : max . d (x,y), burada d (x,y), x ve y noktalan arasindaki Oklid uzakhgidir
xyeD

D : Verilen bir bdige
2 2 2
A: J + J +...+ J
ax2  Jyf dyf

H1 ( D) : Kendisi ve birinci mertebeden genellestirilmig tirevleri L , (D)'den olan fonksiyoniarin

sinifi

H2 (D) :Kendisi, birinci ve ikinci mertebeden genellegtiriimig tdrevleri L , (D)'den olan

fonksiyonlarin simfi

ﬁ1 (D) Kompakt destege (supporta) sahip fonksiyonun kendisinin ve birinci mertebeden ge-

nellestirilmig trevleri L , éD)’den olan fonksiyonlarin sinif
L : Lineer operator
MA: MA={Au:A verilen operatérue M}
Pe: F uzayindaki metrik
o : Bblgenin sinir kogullarinin verildigi kisim
d D: D bélgesinin sinin

dJ ) d
Vile— 5~ ,...,
0 X4 d X2 0 Xn )

Lp : {u:u 6lgﬁlebilirveJ [u(x)]P dx < e ,1<p<eo }

RO

W'F‘, ¢ {u:kendisive k'ya kadar tim genellegtiriimis tirevieri Lp (R")'den olan fonksiyonlarin

uzayi }



1. GIRIS

Bu galigmada, potansiyel teoride kullanilan,
Lu = xAu + kuy = x f(x, ) (1.1)

denklemi ve bunun bazi degigik halleri igin farkli direkt ve ters problemler aragtiridmigtir.

Galisma alt blimden meydana gelmigtir. Birinci bélim diger bdldmlerde incelenen prob-
lemlerin anlagilmasina yardimci olacak gekilde diizenlenmigtir. Ikinci bélimde belirli bir D
bdlgesinin smu;mm bir kisminda ¢8zlm verildiginde bu bélgenin i¢inde (1.1) denklemi ile ilgili
problemin ¢dzimiinin bulunmasi (zerinde durulmugtur. ligili problemin ¢dzamdnan varlg, tek-
ligi ve ¢bzimin kosgullara strekli bagimhilidi belirli uzaylarda ispatlanmigtir. Bu incelemelerde
kullanilan y8ntemler 6n ( a priori) degerlendirmeler, Galerkin ve Carleman metodlandir

(Mikhailov 1978).
Galerkin metodu, yaklagik ¢bzGmlerin yardimiyla kesin ¢zimin bulunmasi metodudur.

Carleman metodu ise uygun olarak secilmig afilik fonksiyonlan yardimiyla &n
degerlendirmeler alinmasi metodudur. Burada agirlik fonksiyonu, b&lgenin siminnin kogullan ve-

rilmig kisminda maksimum degerini alan monoton bir fonksiyondur.

Ugtinca bdlimde (1.1) denklemine JK(x, ¥, €, n) u (&, n) d€ dn integral ifadesini ekle-
D
mekle olugan denklem igin 2. bdlamdeki gibi bir problem incelenmig ve B6iim 2 'deki sonuglara

benzer sonuglar elde edilmigtir.

D6rdiincd bdlimde, D bblgesinin sinininin bir kisminda ¢dzim verildiginde ve sinirin geri-
ye kalan kisminda normal dogrultusundaki tarevi verildiginde ( 1.1 ) denklemi ile ilgili problemin

¢6zOmuindn bulunmasi kangik sinir deger problemi aragtiriimugtir.
Bu bélimde yukanda belitilen karigik problemin ¢6zGmundn varhig, tekligi ve karariligs
ispatlanmugtir.

lik 8nce Hadamard ve Tikhonov anlaminda lyi konulmug problemler ve ters problemler

hakkinda kisa bilgi verelim {Tikhonov et al 1974).



1.1. Hadamard Anlaminda Dogru Konulmus Problemler

20. yuzyihn baglarinda Fransiz matematikgisi Hadamard iyi konulmug problem tanimim
vermigtir.

Butanimi,
Au=f (1.2)

igin verelim. U ve F metrik uzaylar olmak tzere,

A:U->F

operat6ra verilsin. (1.2) denkleminin asagidaki 6zellikleri saglayan ¢6ziiminin bulunmasi prob-
lemine ( U, F ) gifti igin Hadamard anlaminda iyi konulmusg ( iyi gartlt) problem denir.

1. Her fe F iginproblemin U uzayinda ¢dzima vardir.
2. Problemin ¢ézimi U 'da tektir.
3. Problemin kosullan F 'de az degistiginde ¢6zim de U 'da az degigir.

Bu sartlardan herhangi biri gergeklenmez ise, probleme (U, F) uzay cifti icin Hadamard
anlaminda kétd konulmusg (iyi konulmarmug) problem ach verilir.

Degigken katsayih eliptik denklemler igin Hadamard anlaminda kéti konulmusg bir kangik
probleme bakalim (Bitsadze 1981).

2
f(z) =x + y mz; karmagik degigkenli bir fonksiyon ve D karmagik Ust yan

2i
m+2
dizlemde,

1 1
t@-5l=%

egrisive [0, 1] reel eksen pargasi ile sinirlanmug béige olsun. op egrisi,

ds? = dx? + y™dy?

metrikli Riemann dizleminin R = ;— yangaph ve merkezi M ( 1? , 0) noktasinda olan
gemberdir.

D bolgesinde, me N olmak Gzere,

ym+1Uxx+yUyy—_2quy=0 (1.3)



denklemini gdz8nine alalim.
(1.3) denkleminin

“lco"‘P(.") 0<x<1 (1.4)
ve

Uy, 2 0= Vi) 0<x<1 (1.5)

sartianm saglayan ¢dzimanin bulunmasi problemini aragtiralim.

(1.3)-(1.5) problemi Hadamard anlaminda k&td konulmug problemdir. Gergekten, D
bélgesinde; karmagik degigkenli,
i m+2

2 2
m+2 y

f(z) =X +

fonksiyonunun gergel ve sanal kisimian (1.3) denkleminin ¢dzimleridir. Agik olarak ifade edilir-

se,
f(z) =u(x,y) +iv(x,y)
u(x,y) =x
Ux=1,Uxx=0;uy=0,upy=0

degerleri ( 1.3 ) denkleminde yerlerine yazildiginda, y™* 1.0 +y.0- -g'— 0 = 0 bulunur. Ben-

zer olarak,

2 yog2
viX,¥)= m+2

Vy = _2 D'I_:I:_Z_ymi—z-1
m+2 2

m
Vy = Y72

vy =%}y%ﬁ

ifadeleri ( 1. 3) denkleminde yerine yaziidiginda,
"0y My Bt - My R -0

-;l(y%-y%)w



elde edilir.
Burada Re( f(z) )=0,|f(z)-1_|=1.
’ 1-1(z) -i f(z) 2 2
9 R, t(z) 0 ve
oy R (1-f(z)-if(z)) 0.y=0
dir. Homogen (1.3) - (1.5) probleminin sonsuz sayida lineer bagimsiz
- 1(z) 2kt
fox-1 R"(1-f(z)-if(z)
= Re| i f(z) 2"] _
Uz Re[l(1_f(z)_”(z) . k=1,2,3,...

¢6zimlerinin oldudunu biliyoruz (Bitsadze 1981). Bu durumun k = 1 alinarak dogrulugunu

gosterelim:
k=1 i¢in,
ul = Re f(z? )
1-f{z)-if(z)
x +—2L_ ym32
= m+2 =
= Re m+2 m«+2 h
1ox-—2L yM2_jx 42  y™3
m+2 m+2
X + 2i ym+2
u, = Re m;2 ~ =
1-x+—2_ yMF=e_j (X+J—— ymi—)
m+2 m+2

;- a+ib_fa+ib)(c-id) _(ac+bd)+ i(bc-ad)

c+id (c+id)(c-id) c2+d?
egitliinden yararlanarak,
a=x! b=_'g—"y&2ﬁ
m+2
C=1-x+—2 ym32 d=—-x—-—2 ym32
m+2 m+2

olmak Gzere,



x{1-x+ 2 m+2)_ 2 m+2 X + 2 m+2]
U1=Re{[ ( ms2’ (m+2’2)( m+2’z)
(1—X+ 2 m+2) (X+ 2 m-:-z)2
m+2 m+2

(5

) (1 gig ) *(“miﬁ‘z)]}

m+ 2
(1—x+m+2 ) ( 272 )
2 X m+2_ 2x m+2 4 m+2
N x-x2+ +2y—r m+2yT (m+2)2Y
(1—x+ y—z—'"*z + (x+ 2 y—}—-""'z)2
m+ m+2
( f(z) )=0, lf(z)_i_,=1_.
1-f(z) -i f(z) 2 2

sarti altinda uqy = 0 bulunur. u4 fonksiyonunun (1.3) denklemini sagladifi kolayca gérular
(Bitsadze 1981).

k =1 igin,

- Rl i f(z) 2"] 4

U,y Re[n(1_f(z)_”(z)) , k=1,2,3, ..
esitliginden,

uz:Re[i( f(z) ﬂ
1-f(z)~if(z)

yazilir. up ¢6zamd igin de benzer iglemler yapilirsa,

fz—'..l__|=j—
I() 2 2

sarti ile birlikte up =0 elde edilir. Bdylece gerekli tirevler alimp (1.3) denkleminde yazildiginda

up 'de denklemin bir ¢6zami olur.

Bu ise {1.3) - (1.5) probleminin ¢6zimiin(n tek olmamasini g&sterir. Yani, (1.3) - (1.5)

problemi Hadamard anlaminda k&t konulmug problemdir.



Besincl bSlomde Lu=x f(x,'y) denkleminde belirli gartlar verildiginde (u, f) c¢iftinin
‘bulunmast ters problemi incelenmigtir.

Son bélimde, Lu= x f (x, 'y) denklemi ile ilgili Cauchy problemine uly 0= U2 garhi ek-
1 =
lenerek (u, f) ¢iftinin bulunmasit ile ilgili ters problem incelenmigtir.

Bu bdlimde incelenen ters problemin, beginci bdlimde aragtinian ters problemden farki,
Hadamard anlaminda kuvvetli kotd konulmusg ( k6t sarth ) olmasidir.

Singaler katsayil diferansiyel denklemlerin bir sinifi igin Hadamard anlaminda iyi konul-
mug bazi problemler Keldish (1951), Fikera (1963), Bitsadze (1981), Vragov (1983 ) tarafindan
aragtinimigtir.

Tezde incelenen problemlerin bu gahgmalardan farki onlarin Hadamard anlaminda kétd
konuimug olmasidir. Hadamard'a gére bdyle problemler reel fiziksel anlamy olan pratik olaylan
tamimlamaz ve bu nedenle son zamanlara kadar Hadamard anlaminda kétd konulmug problem-
ler incelenmemigtir. Ancak bir gok pratik ve teorik problem Hadamard anlaminda kéti konuimug
problemlere d8nisiir. Iste bu nedenle tezde Hadamard anlaminda kétd konulmug problemier
izerinde durulmugtur.

2, 3, 4, 5 ve 6. bdlumlerde bulunan sonuglarin hepsi orijinaldir. Incelenen problemlerin
karakteristik 6zelligi onlarin genellikle Hadamard anlaminda iyi konulmamalandir.

Simdi ters problem hakkinda bilgi verelim. Matematiksel fizikte genellikle kismi tdrevli
denklemler i¢in Dirichlet, Neumann, Cauchy, L., Il., lll. simir deder problemieri incelenir.

Hiperbolik ve parabolik denklemler igin iyi konulmug Cauchy, . Il. ve lil. sinir de§er prob-
lemleri, eliptik tipten denklemler igin k6t konulmugtur. Tersine olarak, Dirichlet ve Neumann
problemleri hiperbolik ve parabolik denklemier igin kétd, eliptik tipten denklemler igin iyi konul-
muglardir.

Ultrahiperbolik ve ultraparabolik denklemler igin ise bu dedigimiz problemlerin hepsi
Hadamard anlaminda kétl konulmugtur,

Matematiksel fizikte denklem ve kogullar verilerek problemin ¢6zUmilinin bulunmasina
direkt problem denir.

Pratikte kargilagilan Syle problemler vardir ki, bunlarin ¢gdzimleri igin ayrica ek bilgi verilir.
Ayni ek bilgiye gére problemdeki denklemi ve kogullan yani denklemin bir veya birkag kat-
sayisim veya sag tarafin, ya da sinir kogullanndan bir veya birkagini ¢ézimle birlikte buimak
gerekir. Bdyle problemlere ters problemler adi verilir. Bu problemlerin karakteristik dzeligi Hada-
mard anlamda kétd konulmug olmalaridir.



Ters problemler dort gruba ayrilir.

1. Ters kinematik problemler
2. Spektral analizin ters problemleri
3. Potansiyel teorinin ters problemleri

4. Kismitirevli denklemler igin ters probiemler

lik ters problem 20. ydzyilin baglarinda Helmholtz ve Gerver tarafindan incelenmis olan
ters kinematik problemdir. 1929 yilinda Sturm — Liouville problemi igin ters problem Borg ve
Ambartsumyan tarafindan incelenmigtir.

Problemin spektrumu verildiginde potansiyelin bulunmasi problemi incelenmigtir. 1940 '
yillarda Novikoff (1938 ) ve Tikhonov (1943) dig potansiyele gére bdlgenin bulunmasi ters
problemi incelemiglerdir. Daha sonra 1950 'lerde Sturm - Liouville probleminin sagilim kogullan

ve bu tir bagka kosullar verildiginde potansiyelin bulunmasi problemini incelemiglerdir.

Boyle problemler Gelfand and Levitan (1951), Krein (1954), Marchenko (1977),

Gasimov ve bagkalarn tarafindan da incelenmigtir.

Son zamanlarda boyle problemlere ilgi yeniden artrgtir. GUnki bOyle problemlerin
¢dzimleri yardimiyla, matematiksel fizigin 6nemli birgok lineer oimayan denklemlerin ¢dzimleri
bulunmustur. Ornegin, Korteweg de Vrize (U = Uxxx + 6U Uy) ve Sin - Gordan (sinu = f)
denklemleri { Lavrent'ev et al 1986 ).

Uhlmann and Selvester (1987), Novikov (1988), Amirov (1991) ve bagkalar ise 1980'h
yillarda Sturm-Liouville denklemi igin ters problemin ¢ok boyutlu uzaylarda benzerlerini
aragtirmiglardir.

Ters problemler, spektral analizin diginda bazi kismi tirevli denklemler iginde incelenebi-
lir. Bu yoénde ilk aragtirmayi 1950 'li yillarin sonlarinda Berezanskii (1958) yapmigtir.

Lavrent'ev and Romanov (1966) bdyle problemler ile sistematik olarak galismaya
baglayarak, konu ile ilgili hiperbolik, parabolik ve eliptik denklemler igin pek gok caligma
yaprmglardir.

Yukanda bahsedilen dért tip ters problem arasinda gok yakin iligkiler vardir. Bdyle prob-

lemlerin Tikhonov anlaminda dogru konulmus oldugunu analiz etmek gok &nemlidir. Dolayistyla,

yukarida belirtilen tip problemleri aragtiracagiz.



Bir problemin bir uzay gifti igin k&td, bagka bir uzay ¢ifti igin iyi konulmug olmasi

mimkanddr. Ornegin tiirev bulma problemi = Fc:(_ ;i (u(0) =0 ve sirekli diferansiyellenebi-

len u(x) fonksiyonlarinin kimesi A 'mintanim bdlgesi olsun),
C[0,1]={u| u:[0,1] > R sirekii}
lullgpo, 1= max  {lu(t)]}
te[0,1]
ve
C'[0,1]={u| u:[0, 1] - R strekli diferansiyellenebilir }
lullglpo,17= max  {lu(t)[+]u'(t)]}
te[0,1]
olmak dzere, (C[0, 1}, C[0, 1]) uzay ¢ifti igin kotd konulmus; (C’[O, 1], C[0, 1)) uzay ifti igin

ise Iyi konulmugtur.

Gergekten,
Up = —1n—sin n , uh=ncosnx ,
yani,
lim Jjun(x)llc =0
N -0
fakat

n“T [lun(x)llc = =

dir. Benzer durum,
(©o, 1.¢0.1)
icin
llun(x)lic < Tlua(X)lic

.....

Herhangi bir (Uq , F1) uzay cifti igin iyi, bagka bir (U2, Fz) uzay ¢ifti igin kéti konuimusg
probleme (Ua, F2) de zayif kétd konulmug problem denir. Burada uzaylarin metrikleri fonksiyo-
nun kendisi ve sonlu sayida tirevieri yardimiyla tanimianmigtir. Ornegin tiirev bulma problemi
(C[0, 1], C[0, 1]) uzay giftinde zayif k6t konulmug problemdir.

Normlari sonlu sayida tlirevierden meydana gélmis uzay ¢iftlerinden higbirisinde iyi konu-
lamayan problemlere de kuvvetli kétd konulmug problem denir.



Ornek 1.1

Laplace denklemi igin Cauchy problemi kuvvetli k6td konulmug problemdir.

Ispat :

Ugx + Uyy =0
denklemini

{0<x<n, O<y<t}
bdigesinde inceleyelim. Cauchy sartian olarak,
u(x,0) =0, uy(x,0)= e“’H sin nx

alalim. O zaman problemin tek ¢dzima,

vn

u(x, y) = —:1—9— sin nx - shny

dir. n—» e igin e~ "M sin nx ‘in tm normian sonlu saylda tlrevlerinden olugan uzayda sifira
yaklagir, fakat

-

;—e“ " sin nx - sh ny

y # 0 icin tdm bdyle uzaylarda + = ‘a yaklagir. y = 0 igin de sifira yaklagir.
Ormek 1.2:

Teldeki 1sinin degdigimini gdzénine alalim. Bu olayin 1si denklemi ile ifade edildigi bilin-
mektedir. Is1 denklemi

U= Au

dir. Cauchy sarti olarak telin t=T anindaki sicaklijini ele alalim.

Eger teldekiistyt t> T igin bulmak istersek o zaman uygun uzaylarda iyi konulmug
Cauchy problemini elde ederiz. Bu durum, kismi tiirevii denklemier teorisinden iyi bilinmektedir.
Bizim igin 6nemliolan t < T igin telin isis1 nedir? Bu durumda k&t konulmug Cauchy problemi
ile kargilaginz. Gergekten, son problemi agafidaki cinsten bir probleme ddnigtirmek
mamkandar.

W—-AU=0, uly 1= p(x) ve o<t<T

gartini saglayan u(x,t) ¢8zimind bulalim.
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Basitlik igin;
{0sx<m, 0<t<T)

bélgesinde
u(0, ) =u(x,t)=0
homogen sinir gartlarini saglayan ve

u(x, T) = (x)

olan isi denkleminin u{x,t) ¢6zOmanin t=0 anindaki degerinin bulunmasi problemine ba-

kalim, yani u(x, 0) =? sorusuna cevap arayalm.

Kolayca gérilecegi gibi eder o¢(x)=asinnx ise u(x,0)=a e“zT sin nx olur, burada
o=e ¥ 'dir. Bu problemin k6t konulmug problem oldugu agiktir ve ispatt da 6mek 1.1'de
oldugu gibidir.

Bundan bdyle, k6ti konulmusg problem denildidinde kuvvetli k&t konulmug problem anla-
yacagiz.

Hadamard'a gbre bdyle problemler reel fiziksel anlami olan pratik olaylari tanimlamaz.
Giinka pratikte her zaman kogullar belirli bir hata ile verilir. Ornegin herbir aletin hatasi vardir.
Bu nedenle hatall kogullara uygun ¢&zim kesin ¢dzimden gok farkhi olabilir ve pratik olarak
yanlig sonuglar elde etmis olabiliriz. Birgok matematikgi dnceleri sadece Hadamard anlaminda
iyl konulmug problemleri incelemistir. Ancak, birgok pratik problem, Hadamard anlaminda kéta
konulmug problemlere ddniiserek ister istemez matematikgilerin kargisina gikmigtir. Ornegin,
Hadamard'in kendisinin g&sterdi§i k&td konulmus problem, Laplace denklemi igin Cauchy
problemidir. Bu problem elektromanyetik alanlarin bulunmasi problemi ile ilgilidir (Lavrent'ev et
al 1986).

1.2. Tikhonov Anlaminda lyi Konulmug Problemier ( lyi sarth Problemler )

Tikhonov, Hadamard anlaminda kétid konulmug problemlerin gereklilijini ortaya koyarak,

1974).

(1.2) denkleminin agagidaki 0¢ 6zelligi saglayan ¢bzimindn bulunmasi problemine (U,F)
Gifti igin Tikhonov anlaminda iyi konulmug problem denir:
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1. U bir metrik uzay olmak Gizere, problemin ¢6zimi var ve belirli bir McU cimlesine aittir.
2. Problemin ¢dzimi M 'de tektir.

3. Problemin ¢b6zimd M ‘'de kosullara sirekli bagimhdir. Yani, ¢dézimi M climlesinin
digina gikarmayan kogullar F metrik uzayinda sonsuz kigik bir degigiklige ugradikiarin-
da problemin ¢6zimi de M'de sonsuz kigik degigir.

M camlesine problemin dogruluk ciimiesi denir ve genellikle M kompakt olarak segilir.

lleride kullanacagimiz igin agagidaki teoremi ispat etmek yararl olacaktir:

Teorem 1.1 : (A.N. Tikhonov 1974)

X, F Banach uzaylarn ve
A:X->F
lineer kompakt operatér olsun. M < X kompakt cimle, xe X ve fe F olmak dzere,
Ax =1 (1.6)

denkleminin ¢8zima tek ise bu ¢6zdm M cOmlesinde f'ye dizgin sirekli olarak bagimhdir.
Bagka bir ifadeyle her €¢>0 veVxq,x2 € M igin

Xy —xz2|| <€
iken,
[lAx4 — Axolf < &

olacak gekilde & > 0 sayisi vardir.

Ispat:

Olmayana ergi ybntemini uygulayahim, her 8§ >0 igin x45, X25 € M olmak Gzere,

[Ix15 — 28l > €
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iken,
[|Ax15 — Axosll < &

saglanacak gekilde bir € >0 var olsun. klim & = 0 olacak gekilde bir {&} dizisini
—> 00

g6z6niine alalim ve
[IXik—x2«ll > € iken
[[Ax1k — Axzill < 8, Xke M, j=1,2 (1.7)
olsun. M cimlesi kompakt oldugundan {xj} dizisinden yakinsak bir {xykp} alt dizisi segebiliriz.
Oyleki,

fim Xjp =%
P> oo

dir. Diger taraftan, (1.7) 'den
Xy —Xallz€, [|AX{—AX2l|=0

dir. Yani, X1#X2 iken AX{—AXp=0 olurkibuise (1.6) denkleminin ¢zOmundn tekligi
ile geligir. O halde bizi bu celigkiye gbtliren kabuliimiiz yanhgstir. Dolayisiyla teorem ispatlanmig

olur.

Genellikle tim matematiksel fizik problemlerini 1. t0r integral denklemlere dénigtirmek
mimkindir. Eger, veriimis problem Hadamard anlaminda iyi konuimug ise uygun 1. tir integral
denkiemi belirli iglemlerle 2. tir integral denkleme ddnagstarilebili. Efer verilmig problem
Hadamard anlaminda ké6tii konulmus ise onu 2. tir integral denkleme dénustirmek mimkdn

~ degildir ve o tirden olan problemler 1. tdr integral denklemlere denk olurlar.

Buna gdre sarti iyi konulmug problemierin genel 6zeliklerini,
A:X>F
X Banach uzayindan F Banach uzayina giden kompakt bir operatér olmak Gzere,

Ax = f
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operatdr denklemi Uzerinde inceleyecegiz.
x,Ee R ve u:R-R,

K:RxR-oR
igin

b
f Kx, &) u (€) d& = f(x) (18)

denklemi 1. tGr bir integral denklemdir. Bu iligkileri agsagidaki érneklerle agiklayalim:

Ornek1.3:
Uxx+Uy =0, O<x<m, O0<y<1 (Laplace denklemi)

= - oV o
u y=0" 0, uy y=0" e ""sinnx (Cauchy sartlari)
olarak verilen Laplace denklemi igin Cauchy problemine uygun (1.8) integral denkleminde

Ky(x, &) = ;—i Lsh(-ky) - sin kx - sin KE
k=1

fonksiyonu (1.8) integral denkleminin gekirdegi olur. Burada y € (0, 1) olup bir parametredir
(Lavrent'ev 1973, 1986).

Omek 1.4:
Ut—Uxx =0, O<x<xm, O<t<T
u(x, T) = (x)

u(0,t) =u(r, t) =0

Ist denklemi igin ters zamanh baglangig sinir deger probleminin (1.8) integral denkieminde uy-
gun K(x, &) cekirdedi,

K (x, &) = ;—ki e~ sinkx - sinkE
=1
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bigimindedir. Burada te (0, T) olup bir parametredir (Lavrent'ev 1973).

Yukarida verilen drneklerin hepsi,
Au =f
operatdr denkleminin 8zel halleridir, burada U ve F metrik uzaylar olmak dzere
A:U-F

bir lineer kompakt operatérdir.

Ornek 1.5 :
Turev bulma problemi

X

[ utey - 100

i¢in gekirdek,

1, a<&<x

K(X,§)=
0, b>&>x

bigimindedir.

D=(a,b)x(a,b)

olmak tzere K(x,&)e C (I—J) ve zay|f singller ise,

b
[kenuee

operatéri Cfa, b] uzayinda kompakt operatérdir (Liusternik 1966). Eger K(x, &) € La(D)
ise uygun integral operatdrii La(a, b) de kompaktir.

Tikhonov teoremine gbre eger A operatdri teoremin gartlarim sagliyor ise (1.6) denkle-
minin 1.2 deki sartlanbsaglayan ¢6zimindn bulunmasi problemi, M c U kompakt cimlesinde

garti iyi konulmug problemdir.
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1.3. Tikhonov Teoreminin Egdegder Bir lfadesi

Eger
A:Mc U>F
operatdrd Tikhonov teoreminin gartlarini sagliyor ise,

PF(Auy, Aug)p<t, U1, U2eM
iken

pu (uy, Uz)y < w(t)

saglanacak gekilde

lim w{z)=0
t-0

Ozelligine sahip bir w(t) fonksiyonu vardir.
M ciimiesinin A operatdriine ait degerler bélgesini Ma ile géstermek Gzere, yani
Ma = {Au| A verilen operatér ve ue M}

olmak lzere Mp 'daki w(r) fonksiyonlarinin en kiglgine A~1  operaténinan Ma
cimlesindeki sdreklilik moddld denir.

1.4. Yaklasik Kogullara Gére Yaklagik C6zOmUn Bulunmasi

Pratik problemler matematiksel olarak ifade edildiginde kogullar her zaman yaklasik veri-
lir. Bu kogullan hesaplayan aletlerin belirli hatasi oldugundan agagida belirtilen problem ortaya
Gikar:

Yaklagik kogullara gére 6nceden verilmis kesinlikte, problemin yaklagik ¢6zdmidnd bul-
mak. Burada kogullann kesinligi veriliyorsa, verilmig yaklagik kogullarin kesin kogullardan farki
dnceden bilinmelidir.

Kotd konulmug problemleri aragtirmanin pratik yénden anlamsiz oldugunu ileri sGren

gdrige Hadamard'in temel itirazi; genellikle, bdyle problemlerde yaklagik kogullara gbre
onceden bilinen kesinlikte problemin yaklagik ¢ziminin bulunamamasina dayanmaktadir.
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Eger problem Tikhonov anlaminda iyi konulmug ise sonucun b&yle olmadigini asagida
gOsterecediz. Bunun igin 6nce Banach uzaylanyla ilgili bir kag tamimu hatirlatalim (Liusternik
et al 1966).

Tanim 1.1,

Eder X> M nin keyfi elemanlar dizisinden X uzayinda yakinsak bir alt dizi segilebiliyor

ise 0 zaman M ‘ye X 'de kompakt cimle denir.

Tanim 1.2.

Her ue M igin [ully <k olacak bigimde u'danbagimsiz k>0 sabiti varsa o tak-
dirde M 'ye (McX) X uzayinda sinirl cimle denir.

Tanim 1.3.

Efer A:U — F lineer operatéri U ‘nun keyfi sinirli alt cimlesini F 'de kompakt bir

cimleye ddniigtiriyorsa A ‘'ya kompakt operatér denir.

1.5. Regilleriestiricl Operatorier Allesi

Hadamard anlaminda kétl konulmug bir matematiksel fizik probleminin verilmig oldugunu

kabul edelim.

Eder agagidaki sartlar saglanirsa, a parametresine bagl olan operatérier ailesine, veril-
mig problem igin regtlerlegtirici operatér ailesi denir.
1. Herbir o> 0 igin ailenin uygun problemi Hadamard (klasik) anlamda iyi konuimusgtur.
2.  Verilmig problemin ¢6zimi mevcud olan kogullar igin ¢bztimlerin (ailenin problemieri),
limiti &« —» 0 durumunda problemin ¢6ziimine yaklagir ( Lavrent'ev 1973 ).

o - ya regulerlegtirme parametresi denir. Bazen n tamsayii parametreye bagh
regiilerlegtirici operatbrier ailesine bakilir, bu durumda parametre n — e alinir.

Regilerlegtirici operatdr ailesinin amaci, kéti konulmug olarak verilen bir problemin

¢dzomiine iyi konulmug problemilerin ¢6zimleriyle yaklagmaktir.
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Bagka deyigle reglilerlegtirici operatdr ailesinin amact iyi konulmug problem igin « para-
metresine gbre 6n degerlendirmeler alinarak ¢6zimin varhdini gbstermek ve o — 0 durumun-
da bu ¢bzimin k&t konulmug problemin ¢bzimine yaklagtigini ispat etmektir.

Regtilerlestirici operatorier ailesi tamimini 1. tir operatér denklemi dmeginde verelim.
Ax=f, xe X, fteF (1.9)
B, lineer operatdrier ailesi
By:F—X

olsun. Eger, aga§idaki iki gsart sa§laniyor ise B, operatorler ailesine (1.9) denklemi igin

regllerlegtirici aile denir.

1. Her a>0 igin By - sbreklidir.

2. Her xe X igin

im By AX =X

-0

dir.
Simdi regllerlegtirici operatérier ailesinin yardimiyla yaklagik verilere gbre yaklagik
¢6zmin bulunmast problemine bakalim.

(1.9) denklemi igin B, ‘nin regiilerlestirici aile oldugunu kabul edelim. {1.9) - in sag ta-

rafi € - kesinligi ile verilir yani,

fo verilirve [[f-fg|<¢

sadlanir.

Yaklagik ¢6zim olarak X = Bofe alalim. X ile x kesin ¢6ziminin farkina bakar-

sak,

[1X = Xaell = {Bofe = X[ < [[Baff —fe)l| + ||BoAX — X|| < |[Boll - € + 7 (X, @)
elde edilir.
Burada,

lim BgAx =x oldugunda, Ilim y(x,o0)=0 dir.
-0 a—>0

Arastirdiimiz problem Hadamard anlaminda kétli konulmus oldugundan,
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lim Bg=A""1
a0

uyannca, sup |[[Byll= olur. a-nin {€20) o — 0igin ||Bylle + v (x, a) » 0 olacak
o
gekilde bir de§isme Szelliginin var oldugunu Ispat etmek gerekir.

Gergekten,
w (x, &) =Inf { [Ball € + v (x, o)}
olsun. Bu durumda,

imw(x,e)=0 (1.10)

-0

oldugunu gésterelim.

8> 0 keyfi kiglk bir say olsun. Bu taktirde,

lim y(x,0) =0
-0

oldugundan 3« (3) >0 vardirve
. S .
Va<o(8) icin y(x, a)s-z—-,

) =Inf (5) [1Ball

dir. Eer, ¢ alinrsa

=S _
21(3)

w(X,€)<d

olur. Dolayistyla (1.10) egitligi ispatlanmig olur.

Bbylece, eJer (1.9) denklemi igin regulerlestirici operatdrier ailesi varsa, o zaman
Snceden verilmis kesinlikte yaklagtk ¢6zim bulunur.

Regiilerlestirmenin etkinligi parametrenin segimine baghidir. Parametrenin segilmesinde

|IBdll ifadesinin 8nemii roll vardir.

Genellikle ||Bg|] nin hesaplanmasi zor degildir. 7y (x, )" nin hesaplanmasi ise zordur.
Y (x, @)’ nin hesaplanmasi i¢in problemin iyi sarth olmasi gerekir.



19

1.6. Birincl Cins Lineer Operatdr Denkleminin Regullerlegtiriimesl

A:X>F
bir kompakt operatér xe X ve fe F olmak Uzere,
Ax =f (1.11)
denklemini gdzénine alalim.

A=A", A>0 oldugunu kabul edelim. Yani,

Vxe X, {x20) igin (Ax,x)>0, (F=X)
Ba=(eE+A)"!, a>0
olsun.

Bu durumda B,, (1.11) denklemi igin regtlerlegtirici operatdrier ailesidir. Gergekten,

{e), A'nin tam 6z fonksiyonlar ve {Ax} uygun 6zdederler sistemi olmak Gzere,

VxeX dgin x= ) Xk, Xk=(X @
k=1

Ax= Y Mok
K=1
ve
BaAx= Y (00+ )™ " Moxiepx
k=1
yazilabilir.

A>0 ve kompaktoldugundan,
Ak>0, Iim =0, A>Az2>..
Koo
= B,-sirekive [|ByJl= %

dir.
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Agagidaki farki gbz 6niine alalim:

X‘Ban=kZ[1—7~k(‘1+7~k)_1]xk¢k=ak;(a+7~k)_1xk‘Pk
a—0 icin,
llx—Banll=a{§:1(a+kk)'2x'k’}”2—>0
olur. Ginkd, aa— 0 Ii¢in

olup, B, regilerlegtirici ailedir.

Simdi A%0, AzA*, Ax=0 ise x=0 oldugunu kabul edelim. A* operatdrind
(1.11) 'e uygularsak,

A'Ax=1y , (f1=A") (1.12)

elde edilir.

(1.11) 'in ¢dzimid Ax=0 = x=0 oldugundan (1.12) denkleminin de ¢éziminiin tek-
ligi agiktir.

Gergekten, A*Ax=0 ise (A*Ax,x)=(Ax, Ax)=]JAx|?=0 = x=0 dir.Bbylece,

By = (aE + A*A)" 1
(1.12) denklemi igin regulerlestirici operatorler ailesi olur.
O zaman, o -0 durumunda,
Bg = (aE + A*A)"TA*
Bo = (A"A)~ ! A*
Bo=A"1 (A" 1A*

Bg=A"1
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olup, (1.11} igin regulerlestirici operatdrler ailesi olur.

Yukarnida gdsterilen regllerlegtirmelerde 1. cins operatér denklemine 2. cins operatdrier

ailesini kargilik getiririz. Ornegin,

] K(x, & u(©) dg=1(x)

u (x) + I K(x, & u (@) dg=1(x)

alinirsa, Ax = f denklemi
oEx + Ax =1

seklinde 2. cins operat6r denkleme Kkargilik gelir. Buna gére, B, operatériiniin bulunmasi prob-

lemi,
(aE +A)x =f

seklinde 2. cins denklemin ¢dzimiiniin bulunmasi problemine denktir (Lavrent'ev 1973, 1986).

1.7. Ardigik Yaklagim Metodu

A:X>F

olmak tizere,
Ax =f (1.13)

denklemini gézéniine alalim, burada A=A, A>0, |lAll<2 olsun.

E birim operatér olmak Gzere (1. 13) 'Gn yerine,
x—(E-A)x=f

yazalm.
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Ardigik yaklagimlan agagidaki gibi alahm:

Xj+1=(E-Ax+f, x=f1,
Xg=(E-A)ft+f

X2=(E—A)2f+(E-A)f+f

n
Xo= Y (E-AJT ;
j=0

n
Ba= D (E~A)
j=0

olacak sekilde, operatbrler ciimlesine bakalim (Lavrent'ev 1973, 1986).

{Bn} 'nin regiilerlegtirici operatdrier cimlesi oldu§u ispat edilebilir.

Gergekten,

x= Y x@ . Ax= Y N
k=1 k=1
alinirsa,

L.

Boax= 3 [ 3 (1-%0 T Mosr= 3 11 - (1 =20+ T
1=

k= 0 k=1

elde edilir. Yani,A>0, Ax>0ve| Al] <2 oldugundan 0 < Ak < 2'dir.

O taktirde,
-2<-2<0
—-1<1 —2X<1

11- Al<1
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im |1- %"+*1=0

N> oo

olup,
lim BpAX = x
n—oeo
elde edilir. Ayrica,
[IE-A]l=1
oldugundan,
n
Ba= D (E-A)
j=0
n
Bo= 31 =n+
i=0
dir.
1.8. Galerkin Metodu
t
A
T
-1
.,
>'X (.x‘=(xz’x3""’xn»
% Sekil 1.1

D bdigesi R" uzayinda sinirl bir alt bdlge olsun. Q 7 ile silindirik baigeyi, I'r ile silindirin
yanal ydzeyini, @ Qt ile silindirin sinirini, Dt ile de silindirin Gst kismini ve Do ise silindirin ta-
banini gdstermek Gzere ,
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ar={(x.t)[xe D,o<t<T}
I'T={ (x,t)] xedD,0<t<T}
Dr={ (x,T)|x € D}
Do={ (x,0)[xe D}

olsun.

Bu metod birgok problemin ¢dzimin varhgini ispatlamak igin kullanilan bir ySntemdir.
Karmagik problemlerde verilen denklemin katsayilarinin zamandan bagimsiz olmasi halinde
problemi Fourier metodu ille ¢8zmek mamkanddr. Galerkin metodu ise daha genel olup, kar-
magik problemlerde verilen denklemin katsayllarinin  zamana bagh olmasi dnemli degildir.

Galerkin metodunu agagidaki &rnek tizerinde gosterelim:
lu=ug-div(k(x)Vu)+a(x)u=f(x,t), (1. 14)

k(x)e C1(D) ,a(x)eC(D) ;k (x)2ko=sabit>0

denkleminin QT béigesinde,
u,t)fto=9(x) (1.15)
ut (X,t) |t=°=\l‘(x) (1'16)

baglangig sartlarini ve

u (x,t)er=0 (1.17)
sinir sartini saglayan problemin ¢6zmani bulalim. Bunun igin,,

V4 (X), Vo (x), ... fonksiyonlan C® (D) denve k=1,2,... V¥lap=0,

olmak (izere, keyfi lineer bagimsiz ve il (D) de tam olan fonksiyonlar sistemini g6z &niine

alalim,
(1.14) — (1.17) probleminin yaklagik ¢dzOmind,

N

un(x )= ), C(t) vi(x) (1.18)
k=1

seklinde arayalim.
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Yaklagik ¢6zim igin baglangig gartlan,

N(x)= P Vi (X )

1

yN(x)= Wk Vk(x)
=1

= M=z

x|

bigiminde olsun. Gozimii (1.18)'de oldugu gibi,

< Uy -div (K(X) Vyy) +a(x)uy, y>=<f(x,1), >, ]=1,N

<Luy,v>=<f(x,1), vj>,]=_1,_N- (1. 19)
sisteminden,

un(X,t) [roo=oN (1. 20)

ung (X, 1) g o=y (1.21)

sartlanin saglayacak bigimde arayacagiz.

(1.18) — (1. 21) Cauchy probleminin ¢bzimandn varid: ispatlanabilir. Bunun igin uygun
homogen problemin ce (0, Tyde yalmz sifir ¢dziminin oldudunu gbstermek yeterlidir
{Naimark 1969).

{ un( x, t) Yler igin alinan 6n degerlendirmelerden {upn( x, t ) } yaklagik ¢dzGmler dizisinin
H! (Qy)de sinirh oldugu gdriidr. Hilbert uzayinda sinirh bir cimle zayif kompakt oldugundan,
{ un( x, t) } dizisinin zayif yakinsak bir alt dizisi vardir. Dolayisiyla { uy( x, t) }Y'den H! (Qq)'de
zayif yakinsak bir alt dizi segilebilir.

<uN,L"'v]>=<f,Vj>, j=1,N (1.22)

egitliginde N — = igin fimit ahinirsa, genellegtiriimis fonksiyonlar anfaminda,

<, L' vj>=<{,vp, ]=1,N (1. 23)

yada,
<lu-f,v>=0 j=1,N

elde edilir. {vj}'ler L, (D)'de tam ve lineer bagimsiz oldugundan ,
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lu-f=0

bulunur { Mikhailov 1978 ).

1.9 Genellegtiriimig Tarev

fo(x) ve v(x) fonksiyonlan Q 'da integrallenebilir fonksiyonlar olsun. Herhangi bir

pe Cy (Q)igin, jof =g + &g +. ..+ @ olmak Ozere,

] fo 0dQ =(.-1)!alj vDg dQ
2 Q

ise, f o 'ya Q bolgesinde v (x)'in o 'inci mertebeden genellegtirilmig tirevi denir. Burada f o ,

o1+ O2+...+0n y ol v
= = =
N o% ... 0%

fo

seklindedir (Mikhailov 1978 ).
Ornek 1.6:
Q=(-1,1)agk arahdinda v (x) = | x | fonksiyonun genellegtiriimig tirevi var ve sgnx

dir.

Ispat:

Ly
—p i

Sekil 1.2

1, x>0
V' (X) =
-1, x<0
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¢ (x)eCyl (Byve ¢ (-1)=¢(1)=0

dir.
I fo e (x)dQ =(-1)] vDg dQ
Q f*}
f ng aQ = - f fo p(x)dQ
Q Q
- 3¢ _
V=, aX--dv
av dx = du, p(x)=v
ax ’
a9 - ; ov
fvé—; dQ =v(x)e (X a0 I“’(")ax dx
o3 Q
oV _
é—i—f“ alinarak,
I vi® 4o = f fo @ (X) dx
d X
o3 Q

bigimine getirilir ve en son ifadeye érnek uygulanirsa,

1

1 0
[ K %.‘)i:_ dx = -x)¢' ) dx + f xX) o' (x) dx

=(-x) o (]° -f(-ﬂ ¢ (x)dx+ (X)<P(X)|:,-I(1) 9 (x ) dx

= J(-H ¢ (x) dX+f(1)¢(X) dX]

1 1

=-Jr sgnx ¢ (x) dX'—'--] fe ¢ (x) dx

-1 1

|
.

elde edilir. O halde v (x) = x| fonksiyonunun { -1, 1) arah§inda genellegtiriimig tdrevi sgnx dir.
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Bir fonksiyonun a'inct mertebeden genellegtiriimig tirevinin olmasi ( o - 1 )'inci mertebe-
den tdrevlerinin var olacagi anlamina gelmez. f (t) ve g (t) fonksiyonlari [ -1, 1 ] arah§inda sirekli
fakat bu aralikta genellegtirilmig birinci tdrevi olmasin. Buna gdre agagdidaki 6megi inceleyelim.

Ormek 1.7:
Vv (X1, Xg) =1 (x1) + g (xp) fonkslyonunun - 1 < x4 <1, - 1< Xxp <1, karesinde genel-

2
legtirilmig birinci tirevi yoktur. Ancak, aa a\: =0 ikinci mertebeden genellegtiriimig tdrevi
X1 VX2

varve sifirdir.

Ispat:

ety

-1

Sekil 1.3

Q={ (X1, %) [-1< X1, X2€1}, ¢ (X) =@ (X1, X2) & Co2(Q)
f v D& d§2=(-1)2[ fo @ (X) dQ

' [ 2
v(x1,x2)a—)-(?;?-— dxqdxp =

J.l J.I d Xo

o [ (e g ()] 52—

dxqdxy
Ja ks

1
- k)
1

8x2

([’ 2
+ Q(Xz)é—x?—‘p——dﬁdxz
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ff(xﬂ{f ax,a;;sz dxg}dx1+

a2<p
g(xz){f 3%, 9% dx1}dx2

1
-_-] f(x1)-a—;i— _1dx1+j g(x2)a ? fdx
-1 -1

yazilir. ¢ ‘nin kendisi ve tiirevleri sinirda sifir oldugundan,

1 1
aZ
fV(X1,X2)-ax1—$Pi;dX1dX2=
-1 J-1
r1 1
=f f(xq).0 dx1+j g(x2).0 dxo =0
-1

L

dir.
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BOLOM 2

xAu + ku, = xf(x,y) DENKLEMI ICIN SINIR DEGER PROBLEMININ HADAMARD
ANLAMINDA INCELENMESI

Bu bélimde belirli bir D bbigesinin siminnin bir kisminda ¢8zm verildiginde ayni
béigenin iginde (2.1) denkleminin ¢&ziimtndn bulunmasi problemini inceleyecegiz. Yani,

X AU + ku, =xf(x,y} , k>1 (2.1)
U X, ¥) |g = Yo (X.¥) (2.2)

problemini D={(x,y)|x>0, ye R"ve G(xy) <0} bélgesinde ele alacagz.
u:D <R"*+1  Rubir fonksiyon, og=0D/{x=0}; dD ise D bdlgesininsinirive u, ,

oo 0zerinde verilmig bir fonksiyon ; G (x,y) = 0 ise oD'yi tanimlayan fonksiyondur.
Y

I : 7 %

N

Ug
Sekil 2.1

Bu problem igin asagidaki tig soruyu cevaplandirmaltyiz.

1.  Problemin ¢bzimiQ var rmidir?
2. Problemin ¢dzimi tek midir?

3. Kogullar az degistiginde uygun ¢dzimier de az degigir mi?

Once problemin ¢dzimi igin 6n degerlendirmeler alacagiz. Bagka bir deyisle ¢ozimiin

varhgini 6nceden kabul edip onun igin degerlendirmeler elde edecegiz.

Galerkin metodu sinir kogullan sifir olan probleme uygulanabildiginden (2.1) - (2.2) proble-
minde homogen olmayan sinir kogulunu homogen hale getirmek gerekir.

Eger bdigenin sinirt ve sinir Gzerinde verilen ug fonksiyonu yeter derecede diizgiin ise
(6rnegin c? den) o takdirde, D ‘nin iginde c? (5) ‘den olmak Gizere o, 'da ug ile gakigan
bir w fonksiyonu vardir (Mikhailov 1978).
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Yani,

dir.

v=u-w yardimcl fonksiyonunu gdézéniine alalim. O zaman problem agagidaki sekli alir.
XA(V+W) +k(v+w),=x-1xY)
(v+w) L,o =Ug

Artik burada bilinmeyen fonksiyon v dir. EGer,
X f(x, y) —x Aw - K w, = F(x, y) olarak alinirsa,

Lv=xAv+kv,=F(x,y) (2.3)
v|o,= 0 (2.4)
bigiminde homogen sinir garth problem elde ederiz.

Simdi de problem igin séz konusu olan G¢ sartin saglandigini gdsterelim:

2.1. GOzaman Teklig

Teorem 2.1: oy, c? ‘den olmak tzere, (2.3) —(2.4) probleminin ¢5zma H2 (D) Hil-

bert uzayinda tektir.

Ispat: (2. 3) - (2. 4) probleminin v, ve v, gibi iki ¢gdziimi oldugunu kabul edelim.

X Avy + K vy = F(X, y) (2.5)

Vifg, = 0 (2.6)
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X Avy + Kk vy, =F(x, y) (2.7)
V2 Go = 0 (2.8)
(2.5)den (2.7)yive (2, 6)'dan (2.8) taraf tarafa gikarilirsa,

XA(vy=Va) +k(vy—Vo) =0

(Vi = Vo)[g, =0

bulunur.

Vy—Va=V

alinarak,
XAVv+kv=0
d%=0

elde edilir. vl oo = 0 ise bu takdirde tim bdlgede v=0 oldugunu ispat etmek gerekir. Ispat

sonucunda vy =V, oldugu gdrilecektir. Simdi bunu gdsterelim:

Lineer problemlerde teklik teoremini ispatlamak icin uygun lineer homogen sistemin

yalniz sifir gdziminiin oldugunu gbstermek yeterlidir.

(2.3)'e karsilik gelen homogen denkleminin her iki tarafini —v ile garpalim. Amacimiz
—vLv ifadesini pozitif karesel form ve uygun divergence formda yazmaktir.

L -xv,(,(v=--(xv,(v),(+xv,zt+—;—(v"’)x
=— 2 =
. -xv,v= {x Vy, v)yl +XVy o, i=1,2,..,n

i, —kvxv=—;— (kv3),
i, ii. ve iii. ifadelerini —vLv 'de yerlerine yazarsak,
2 v 2 4 1.2 1 2
XVy + X Z Yy~ (X vy V), — z (x Vy, v)yl + ?(v x —-2—(k v)=0 (2.9)
i=1 i=1

bulunur. x>0 oldudundan,

n
xv§+x Zvﬁlzo
i=1

dir.
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(2.9) ifadesini D bdlgesi Gzerinden integralleyelim.

n n
| L(x V2 +x 2‘1\’3') dD- L[(x VeV = 5 (Pl + - (Pl + 2“1“ vy, V), JdD=0

Ostrogradsky (Mikhailov 1978) formiliine gore,

n n
1 1
J;(x vf +X ;1\,3‘ ydD -J;{ [(xvyv) - ?(vz) + ?(kvz)] n, + i2:1(x vy, VIny, )} ds

= o =

1 2

+—(k—-1)J' vedy =0
2 x=0
k>1 ve v|g,=0 oldugundan kolayca

n
1
J;(xv§+xi§:1v$i)dD+? (k—1)J; ovzdy=0

yazilir.

Buradan v, =0, v, =0 ve vL,o=0 bulunur. Bu bize D bblgesinde v=0 sonucu-

nu verir.

O halde, lineer homogen problemin c? (5) uzayinda yalniz sifir ¢dzimi oldugundan,
problemin ¢dz0mi ayni uzayda tektir.

c2 (D) uzayi HXD) 'de her yerde yogun oldugundan Teorem 2.1, HZ(D) Hilbert
uzayinda da ispatlanmus olur.

2.2. Problemin C6zGmundn Varlgi

Teorem 2.2 :
Cp s C?'den olsun. Bu takdirde % € L, (D) olmak tzere (2.3) - (2.4) proble-
0

~1
minin H (D) Hilbert uzayinda genellestiriimis ¢6zGma vardir.
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Ispat: Problemin ¢dzimaniin varigini ispatiamak igin, F (x,y) #0 haline bakalim .
(2.3) denkiemini —v ile garpip D bbigesi Gzerinden integralini alirsak,

n
I(x Vax Y v2)dD +— (k- 1) J. Vidy = —-IF(x, y) vdD (2.10)
D i =1 2 X=0 D
buluruz.
Cauchy - Bunyakovskii (Mikhailov 1978) egitsizlijinden,
: 1 2 F2 1 .2
F.vdD=J-—F&vstjB -—-dD+J‘ x v2dD
Jl; pVX p X 073-2
yazilabilir.
2
—JF-vstJIF-VI stIBzE—dD +J-’—2 x v2 dD
D D b X bB

olup (2.10) ifadesiyardimiyla,
2 1 2F? 1
xvi+x Y va)dD+o(k=1)] vPdys|B?—dD+ | —5xv?dD
D i=1 2 x=0 p X b B

n 2
I(xv§+x Y vi)dD——‘-éJ‘xvadbsjﬁzf-dD (2.11)
D =1 B%p p X

sonucu yazilabilir. Ayrica, (2.11) esitsizliginin sol tarafindaki Jx vi dD — %—2 xv2dD terimle-
D D
ri igin b y

sz(x)clxsj[f'(ﬂ]2 (0sa<b<1)

a a

esitsizligi ( Relich - Poincare esitsizligi ) uygulanirsa ,
J‘xvidD—lz xv2 dD 2 K(D) Jxvde-—lz xv2 dD =J.[K(D)——1—2 1xv2dD, K(D)>0
D B b b B° %o D B

oldugundan, B ‘yi '—(-(—20—)-—-;-2- >g>0

olacak gekilde segebiliriz. Burada K(D), D béigesinin ¢apidir. O takdirde (2.11) egitsizligi,

n 2
[K D) -_13] Jxv2d0+jx2v3|stJ‘BzF—dD
X
2 Bl o {3 D

biciminde yazilir.
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K(D
Jz—l —[—;—2- =P(D)>0

ahnirsa,
n Fa
P(D) |xv?dD + _[x Y vidD< 132_[ —dD (2.12)
D D {=1 p X

bulunur.
Bilindigi gibi Galerkin metodunda kullanacagimiz degerlendirmeler gok 6zel olmalidir.

wi(xy); (i=1,2,.)0, dasifirve wyxy)e C? (D) olmak Gizere Ly(D) ‘de w,(x, y),
wy(X, y), ... fonksiyonlannin olugturdugu tam ve lineer bagimsiz {wq, Wy, ..., W, ...} fonksi-
yonlar sistemini g6z&niine alahm (Mikhailov 1978).

N
uN(x, Y) = Y, GiW; (X, Y)
i=1
olsun.

w| =0 oldugundan uy| =0 .
(] 0
uy(x, y) fonksiyonunu,
<XAUN+kUNx,Wi(X,Y))=(F,Wj(X,Y)), ]=W

bigiminde veya
(xAuy+Kuy—F, wj(x,y)}=0, j=1,N (2.13)

esitliklerinden bulacagiz.

¢; 'lere gére N tane lineer denklem aldik. (2.13) sisteminin ¢8zGmG olan uy 'nin sonra-
2
dan belitilien H (D) uzayinda N — o ‘'a yaklagtiginda (2.3) — (2.4) probleminin kesin
gbzﬁmﬁrie yaklagacagini gdsterecegiz.

N N L
(xA Y cwi+k Y, (Gw)—F, wi(x,y))=0, j=1,N
i=1 i=1

N N L
(xA z1qwi+kz1%(ciwi)—F,wj(x,y))=o, j=1,N (2.14)
i= i=
(2.14) 'e uygun homogen sisteme bakalim.

N N L
<"AZciwﬁszi(ciwo.wj(x.y))=0. j=1,N (2.15)
t=1 i=1
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(2.15) - sisteminin yalmz sifir g6zOma oldugunu ispatlayalim. (2.15) sisteminin j. nci denklemini
=G ile carpip 1'den N 'ye kadar toplarsak,

(xAuy+kuy,,—uy)=0

elde edilir. O zaman ¢éziimin H 2(D) 'de tekliginin ispatinda v(x, y) igin yapian iglemler
up(x, y) igin tekrarlanirsa, ‘

N
J;(x udy + X 21”?‘1)!') dD+;—(k~1)J uddy =0
i= X=0

N
bulunur. O zaman D bdlgesinde uy =0 ve dolayisiyla 2 Gw(x,y)=0 olur. wi(x,y)'ler
i=1

lineer bagimsiz oldujundan ¢;=0, (i=1,2,..,N) ‘dir. O halde (2.14) homogen sisteminin
yalmz sifir ¢dzimu vardir. Bundan dolay: keyfi F e L,(D) igin (2.14) sisteminin tek ¢6zOmi
vardir.

(Lineer homogen cebirsel denklemler sisteminin yalniz sifir ¢g6zma varsa homogen ol-

mayan sistemin ¢8zimii var ve tektir).

Simdi uy (x,y) igin 6n degerlendirmeler alahm. Bunun igin (2.14) sisteminin j 'nci denk-
lemini —-c; ilegarpip 1°'den N'‘e kadar toplarsak,
(xAuy +Kkuyy—F ,—un)=0

(xAuy +kuyg ,—uy)=(F,—uy) (2.16)

bulunur. (2.11) esitsizliginden,
1 2 1 &, 2| F?
5 J;xuNde+ > J.DXE up,,dD<28 L?dD

i=1

' 2
1 unﬁ,xdos232jido (2.17)
2 J X
ve
1 J' v 2 ZIFZ F LD 2.18
-2— DX;UNwdDS 2B D—x—dD, -\/_i-e 2() (2. )

yazilabilir. (2.17) ve (2.18) esitsizliklerinin sag tarafi N 'den bagimsiz oldugu igin dyle bir C sa-
biti bulunabilir ki,

J xuf, dD<C (2.19)
D
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ve

N
Lx iz ug,,dD<C (2.20)
=1

0

dir. |-~{1 (D) ile agagidaki Hilbert uzayin tanimlayalim:

2

H (D) ={ux,y): u|00=0, u (x,y) Slcllebilir ve J;x (L2 +
24
H (D) ‘deig garpim;

2
uyl)dD<oo}

i

N
(u,v) 31(0) =J;x(ux Vy + i2=:1uylvy‘)dD

geklinde tarimlanir. 0
“1
O halde {uy} dizisi H (D) Hilbert uzayinda sinirlidir. Hilbert uzayinda sinirli bir cimle

zayif kompakt oldugundan, {uy} dizisinin zayif yakinsak bir alt dizisi vardir.

0 0
~1 ~1
{ube H (D) yaklagik gdzimler dizisini goz &nine alahm. H (D) uzayi Hilbert
uzayi ve {uy} dizisi sinirh oldugundan {uy} dizisinin bu uzayda zayif yakinsak bir alt dizisini
segebiliriz. Basitlik igin bu alt dizi {uy} dizisinin kendisi olsun.

{2.14) sistemini,
(xAuy+Kupg, w)=(F,w), j=1,N (2.21)
seklinde yazalim.

0
Simdi A operatbrﬁndea— , 56— ler W ‘lere uygulanacak formda yazilsin. EJer bu
islemler yapilirsa agagidaki sonuglan elde ederiz.

N
(xAuy,w;) = J;x Auy w; dD = JDx (Ungx + 2‘1 Unyy, ) w;dD
I=

X UNxx wj = (x UNx wj)x - (uNx Wj) - (x UNx ij)
XU Nyy W = (x Uny, w)y; = (x Uny, wjyl) , i=1,2,.,n

k Unyx Wj = k(UN Wj)x -k Uun ij

N
(X Auy , W} =-—J;uwadi jxuwadeD J.XX Uny, Wiy

i=1

{ k.uNx y Wj )= J:)k Unx Wl dD =- JDkUN ij dD



38

Bitln bu degerler (2.21) 'de yerlerine yazildiginda,

N
- J;UNx (wj + x w,) dD -J;x z Uny, Wiy, dD —J;k Uy Wiy dD = J;F w; dD
i=1

elde edilir. 0 1

H (D)

N— e igin uy ———— v oldugundan son egitlikte limite gegilirse,

J‘v (w; + xwj,) dD — j 2 J.kvwide=_[ijdD
D D
yazilabilir.
Genellegtiriimig fonksiyonlar anfaminda,
(v, L'w; ) =(F, w) (2.22)
veya
{Lv~F, WI »=0
dir. (2.22)'de olan {wj} ler L,(D) 'de tam oiduklarindan,
lv-F=0

bulunur.

O halde v denklemin bir ¢8zimiidir. Problemin ¢6zimda icin,

0
~1

H (D)
UN N VvV ve uNl =0 oldufundan v o = 0 sonucu kolayca gbnilir.
0 .

Gergekten, V1 (x, y) € C= (D) igin,

Ju Nxi (% Y) n{xy)dD —— vai (x,y) m{x,y) dD,i=1,N (2.23)
D D

dir. Ote yandan,

Ju Nxi % ¥) n(x,y) dD= J. uny nixy nxids+J'uN(x,y) N, (X, y) dD
D Og D

uy (x,y) Ico =0 oldufundan,
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J uny nxyn,;ds=0
Co

olup,

L“ Nxi (% ¥) n(x,y) dD= _[)u N (X ¥) M, (x, y) dD (2.24)

dir. (2.24)'de N — o igin limite gegilirse,

J;v (x,y) M, (x,y) dD = J;in (x,y) n(x,y)dD =<vy,.n> (2.25)

yazilir.

<V N> = j vn n,ds+ J‘v Ny dD
Cp D

J vn n,;ds=0
Go

bulunur. 1€ C* (D) oldugundan,

v I o, = 0 dr.(C” (5) uzayi L, (D)'de yogundur). Béylece (2.3) — (2.4) probleminin

¢6zOmandn varligr ispatlanmig olur.

2.3. Cozim kararli midir?

(2.19) — (2.20) de
2
J' xuy,dD<C
D

ve

N
J;x Y Wy, dD<C

i=1

idi. (2.17) - (2.18) 'den

Ll Runy 2 <2 8% I 1P



40

L MZN uy, 12282 5 g2
2 ~ Ny N

0
~1
yazilir. N— e igin H (D) de zayf yakinsakliktan dolayr,

1 .
2 IWwlfs 2oim 1RuyPs2p 152

d

N
. F
im (V%Y uyilP<2 B Il 1P
i=1 X

N
. v, IFs L1
> ‘21 pls 2 fm

1 2 2,F 2
> [Vxv, |I*<2p ll@:ll

1 \/—N 2 2,F 2
g X Xy <2

5 a o F
V< vy ll <2 B 1=

i

N
1 5 5 1E
vz I 2wl Bl

0

N ~1
n—%n-»o ise [[Xve[[=0 ve | \G('ZV),] Il—0 olur. O halde ¢éziim kosullara H (D)
i=1

uzayinda strekli bagimhidir. Yani kararhlik vardr. Burada norm L,(D) uzayinda taimlanan

normdur.
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2.4. ki Boyutlu Uzayda Segilen Bir BSlige Igin F(x, y) Fonkslyonunun Degisik Konum-

larda lrdelenmesi
1
{x=0} e—— \
>» X
/ 1
-1

Sekil 2.2

D bdlgesi,

D={(xy)|x>0,x2+y2 <1}
ve

op={(xy) x>0, x2+y% =1}
olsun.

(2.3) denkleminin sag tarafindaki F(x,y) fonksiyonu i¢in hangi durumlarda varlik teoremi-
nin gegerli oldugunu aragtiralim:

F (

1) E§er o < 1 ise o taktirde, F{xy)e C (D) igin ——x%’-y—) e Lz (D) dir. Ornek ola-

2

rak,
a) F (X.Y) =8inX. g (Y)! g9 (y) e C [0,1]

b F(xy)=x*.g(, @ <L.gWe Cy

verilebilir.
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2) F (x,y) = 1 ise 712‘ ¢ La (D) dir. Ganka,

L(J_Y)zdx dy = [ Uz.} dy) dx

1
: =2f)1(_V1-x2 dx = oo

0
dir. Bu durumda, F (x, y) = C = sabit ise varlik teoremi gegerli degildir.

3)F(xy)e C (D) veF(0,y) = O ise,

1 Vi-2
(FLOY)Ey oy F2(0.y) g4 o
D 47 0 <2 X

1 V12
=f)1(—dx f F2 (0,y)dy=o
0 12

olurki, bu tar fonksiyonlar igin de varlik teoremi gecerli degildir.

4) Lebesgue anlaminda integrallenemeyen her F (x, y) fonksiyonu igin

F (x.y)
x L2 (D)

dir ve bu tir fonksiyonlar igin de varlik teoremi gegerli degildir.
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BOLOM 3

INTEGRO - DIFERANSIYEL DENKLEM ICIN SINIR DEGER PROBLEMININ
HADAMARD ANLAMINDA INCELENMESI

Simdi de (3.1) integro-diferansiyel denkleminin (3.2) sinir gartini sadlayan ¢éziminin D
bblgesinde bulunmas! problemini inceleyelim.

y
|
‘K9§ul 1
verilmiyor V\ll b
! 5
T ? X
|
|
1
|
|
|
Sekil 3.1
xAu+kuy+ f K(x, y, & n) u(, n) d§ dn = x{(x, y) (3.1)
D
u | =uotxy) (32)

problemini k> -;— icin inceliyelim. Burada K(x, y, €, 1) # 0, DxD bblgesi izerinde sirekli ve
M > 0 olmak dizere | K{x,y, &, n) | <Mdir.

Problem igin, ¢ézimiin
1. Tekligi

2. Varlg

3. Kararlilif

sorulanni ayri ayn ele alalim.

3.1. Co6zdmdn Tekligi

Teorem 3.1: B=S, capD ve k> %- (1+S,.capD) olsun. Bu takdirde (3.1) - (3.2)
probleminin HZ(D) uzayinda yalniz tek ¢bzimd olabilir.
Ispat: Coéziomiin tekligini Hz(D) uzayinda ispatlamak igin uygun homogen problemin

ayni uzayda yalmz sifir ¢g6ziiminiin oldugunu géstermek yeterlidir.



44

xAu+ku, + J;K(x. Y, &, muE,n)dEdn=0 (3.3)

“lco =0 (3.4)

homogen problemin (3.3) denklemini u, ile garpalim.
u(x.y) € C2(D) olsun. O zaman,
1 2 1 2
L X Uyy Uy = 5 (x ux)x——z—ux
ii XUy, Uy = (XU, U) —-—1-(u2x) +lu2 i=1,2,..,n
: e A X VI UXY o VRTIXT o VY TS

esitliklerini dikkate alarak,

19 .2 1.2 .1, 2 1% 2

5 ;23:1 uy, + (k—?)ux +-§-(x Uy)y— > 21 (xuy)x +

n
+ ;1 (x Uy, ux)y' + Uy J;K(X, V. & u n)ddn=0 (3.5)

bulunur.

Keyfi pozitif B sayisi igin,
l uxIK(x, Y, & u(E, m) d& dnl < [Bu§+i(f K(x, v, & n) u(g, n) o dn)* |
b 2 B Mo

olacagiaciktir.

Belirlenmig (x, y) igin Schwarz esitsizliginden,

(f K(x, y, & m) u, m) d§ dn )* < f K¥x, . & m) d& o _[ u(E, m) d o
D D D
elde edilir ve bdylece
| ue fo K(x, y, & m) u§, n) dg o | <

1 2 1 2 2
S'E' [BUX+FJ.DK (X, Y &t Tl)d§d"lJ;U (gl 'ﬂ)déd'l] (36)

bulunur.



n
Lu=xAu+ku, ve [Vyuff=) u2
i=1
olmak lizere (3.4) sartini saglayan u fonksiyonu igin (3.5) 'den
1 2 1, .2
J;Lu U, dD=J;[ 2y ul® + (k=) Uy ] oD (3.7)
yazilabilir. O zaman, (3.3) denklemini u, ile carpip D bdigesi Gzerinden integrallenirse ve

X Au +kux+JK(x, v, &, nug, n)dEdn=Lu
0,
ile birlikte (3.6) esitsizligi dikkate alinirsa,
0= _[Lku udezJ [—|v u? +(k———) u?, JdD

z[dwmn—” ﬂxm@ﬂ&@&@fu@mﬁm] 38)

DxD

bulunur. Basitlik agisindan,

” K2 (x, y, &, 1) dx dy d& dn = S, = Sabit
DxD

alahim. O takdirde (3.8) esitsizligi;

0= Lkuudezj[%IVyulzﬂk——;—) w2]a-1 [sfuxdm 1
*D D

SJU@M&M]

[ 1 1 1
= [?|Vy U|2 + (k—“z—)ui—‘é—ﬁ Ui 2 B Sk u2 ] dD

]

L[%—]Vy up? + (k -—;-— —;-B) - B Scu? ] dD (3.9)

gekline gelir.



Poincare - Rellich (Mikhailov 1978) egitsizlifine gbre

S | 24p <2 KDY

2
2B A 2P D"VadD

dir. Burada K(D); D bbigesinin ¢apidir. K(D):= diamD=c¢apD

B sayisi,

Sk K(D)
28

<>
2

seklinde ofsun.

(3.3) denklemindeki k ise k—-—;-(1 +B) >0 egitsizligini sajlasin. O zaman (3.9) 'dan

n
0=ijuudeZJ.(—1—z u2) dD (3.10)
D D 2 i=2

yazilir.

(3.10) 'dan D bdlgesinde Uy, = 0, (i=2,3,...,n) elde edilr. u|°°=0 oldugundan

u = 0 yani, homogen (3.3) — (3.4) probleminin 02(5) ‘de sifir ¢6zimi vardir. Dolayisiyla
(3.1) - (3.2) probleminin ¢zama C3D) de tekdir.

u ¢8zimandn aym zamanda HZ(D) de tek oldugdu ispatlanabilir. Gergekten bu, Ca(ﬁ) ,
HZ(D) ‘de yogun oldugundan ¢ikar.
2
Herbir un-'i—(E)-» u, u,e CZ(D) igin (3.10) esitsizlifini yazmak mimkindir. O hal-
de (3.10) 'da n — - igin limite gegmekle u(x, y) € HZ(D) fonksiyonu icin  (3.10)
esitsizligini bulmug oluruz. Bbylece problemin ¢bzimiinin HZ(D) ‘de de tek oldugu ispatlanmig

olur.
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3.2. Problemin Gézdmdandn Varhds

Teorem 3.2:

k>3 (1 —-%"- gap D) ve xfe L,(D) olsun. O1takdirde (3.1) - (3.2) probleminin

genellegtiriimig fonksiyonlar anlaminda Lyu € Ly(D)'den olmak lzere H' (D)} uzayinda
¢bzOmi olabilir.

Ispat:

Eger j=0,1,2,3,.. ve {g(y)} 'ler Ly[-1,1]" ‘de tam ve lineer bagimsiz sistem
ise otakdirde  (x — b)' ¢y), La(D=[ablx[-1, 1] ) 'de tam sistem olur (Kolmogorov
1970). D' [-1,1" ve @ (y) 'lerin D' 'ntin sininnda sifir oldugunu varsayalim.

Lxu=xf(x,y) {3.11)

=0 3.12
(3.11) -~ (3.12) probleminin yaklagik ¢6ziminy,

N .
un(, ¥) = Y, ¢ij(x=b) g (y)

1 =

seklinde
(Leuy, (x=B) () )= (xf, (x=b) g (y))  ij=TN (3.13)

N? tane denklemin olugturdugu sistemde arayacagiz.

uy'yi  bulmak demek ¢;; ‘leri (i,j=1,N) bulmak demektir. (3.13) sistemi ¢;; ‘ler
igin lineer cebirsel denklem sistemidir. Bu sistemin ¢dzimuandn varligi ve tekligini ispatiamak
icin uygun homogen sistemin yalniz sifir gdzimanin oldufunu gbstermek yeterlidir.

Homogen (3.13) sistemini alalim. Yani (3.13) 'de f=0 olsun. (3.13) sisteminin
(i— 1, j) ciftine uygun denklemi ic;; ile carpip i ve j 'ye gbre 1 ‘den N ‘ye kadar toplarsak,



(LKUN’UN)():O

elde edilir. O zaman benzer bigimde uy i¢in (3.10) esitsizligini

' N
1 2
0= J Ly uyupngdD 2 ?j 2 Uny, dD (3.14)
D Di=2
biciminde yazabiliriz.
(3.14) ‘'den
\ i
un(x V)=, Gj(x=b) g(y)=0
i,j=1
. -
© yazilw.

{x—- b)i qyl(y) sisteminin lineer bagimsizhgindan ¢;;=0 olup {3.13) sisteminin homo-
gen olmasi halinde yalniz sifir ¢g6ziiminuin oldugu ortaya gikar. Bu ise keyfi xfe Ly(D) igin

(3.13) sisteminin tek ¢éziimlniin oldugunu gdsterir.

Simdi uy (x,y)'yi degerlendirmek igin (3.13) sisteminin (i—1,j) ¢iftine uygun denk-'
lemi ic“- ile carpip, i ve j 'ye gbre 1'den N 'ye kadar toplarsak,

(L Uns Ung ) = (X1, ung)

bulunur. Bu takdirde benzer bigimde uy ( x, y) igin (3.9) esitsizliginden,

{xf, UNx)=jLKUNUNdeZ

D
N
1 2 1 1, 2 1 K(D)y . 2 :
ZL[?( 22 uNyi) + (k—-z— - —2—[3) Uny + (—é‘ - Sk-z—B-) UNy, ] dD (3.15)
elde edilir.
1 1 1 K(D)
Burada (k- ~5B)>0 ve (? -8k 5 ) >0 oldugu hatirlanmalidr.

{x f, upny ). i gdz6nlne alahm. Cauchy - Bunyakovskii egitsizliginden
|(xf,uNx>|sljx2f2dD+ls_[u§,dD (3.16)
2e Jy 2 J

yazilir. (3.15) ve (3.16) danise
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N
K
JEEC, o)+ (-5 - 3 - L= L] oo
{=
1 J 2.2
S5 fdD 3.17
2¢e b ( )

esitsizligi elde edilir.

(3.16) egitsizliinden ¢ nu k- %— - -;—B - -:12—8 > 0 olarak segelim. O zaman (3.17)

esitsizlii,
I (IVy upl® +uRy ) dD < xf x2 12 dD
D D

formuna gelir. Burada x; €, B ve K{(D) ye badimlifakat N 'den bagimsiz bir sabittir.
{uy} dizisi H'(D) 'de siirlidir. H'(D) Hilbert uzay) oldugundan {uy} dizisinin H'(D) ‘de

H1 (D
zayif yakinsak bir alt dizisi vardir. Basitlik i¢in bu alt dizi {uy} olsun, yani uy _E__L u dur.

{3.13) sistemini,
(Leuy. =B g () =(xf, x-b)gy)) 1,j=T,N

<xAuN+kuNx+jK(x,y.é,n) un(E, m) dEdn ., (x—b) ¢ () )=
D

=(xt, x=b) g(y)) ij=1,N (3.18)
seklinde yazahm.

ox

yapmak mmkiindir. Ginkd H'(D) uzayinda un igin zayif yakinsaklik s6z konusudur.

] .
A operatorinde 9 ve a "leri (x — b)' @ (y) ‘lere uygulanacak sekle getirelim. Bunu

(xAuy, (x—b)i(pl(y))=J‘xAuN (x—b)iq}l(y)dD:Ix(uNxx+uNyiy,) (x—b) ; (y) dD
D D

X Upgy (= B @ () = (X Upgy X (X = b) @ () — Upy (x=b)' @, (y) =1 X Uy (x—B)' " 9, (y)

X Uny, y, (x—b)! @5 (¥) = (x Uy, (X = b)' @j (y)y, = X Uny, (X = b’ @y, (¥)
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O zaman,
(x Auy + K uy, = F) (x—b)' ¢y (y)) =
= (X Uy (X = b)! (1)) — Ux{x ~ b)) @yy) — X gy (x=b)' ™" gy (y)
+ (X uyy, (X = b) @ (¥))y, = X Upy, (x—b)' @y, (¥)

+ K uyy (x=b) ¢ (¥) ~ F(x = b)\ g; (¥)
dir. Son ifadeyive uy Ico =0 ifadesini géz6ndnde bulundurarak, kolayca

J(LkuN—F) (x—b)’ ¢ (y) dD =
D

="J[UNx(X—b)i<l>,(y)+ixuNx (x_.b)i"1 ) +
D

& J;K (x, ¥, &) uy (&, 1) (x—b)' ¢ (y) & dn | oD

oldugunu goriiriiz.

H1 (D)

N igin u, —— = u oldujundan son esitlikte N — « olmak zere limite

N

gegilirse genellestiriimis fonksiyonlar anlaminda,
(U, LE‘V])=<F1W])

yazilir;burada ¥ = (x—b)iq)] {y) 'dir.

Bagka bir gbsterimle,
(Lxu—F, y;)=0 (3.19)

bigiminde de yazilabilir.
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(3.19) da {y;} sistemi Lx(D) uzayinda tam oldugundan
Lk u-F=0

bulunur, O halde u (3.11) denklemin bir ¢dzamuddr.

H1 (D)

u,——> Uu zayif yakinsak ve uy co=0 geregince u 0°=0 bulunur. Béylece

N

(3.11) - (3.12) problemin ¢éziminin varlifi ispatlanmig olur.

3.3 ¢8zamiin Kosullara Shrekli Bagimlih§
(8. 17 ) esitsizligini g6z 6nlinde bulundurarak N — o igin limit alinirsa,
J(']Vyu P+u?)d DSKJXzfde
D

D

bulunur. Bdylece x f fonksiyonu L, ( D ) de az degigtiginde u ¢bzumu H1 { D) de az degisir.
Dolayisiyla uygun uzaylarda ¢6zim kosgullara stirekli bagimhdr.
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BOLOM 4

LusxAu+ku,=xf(x,y) DENKLEMI ICIN KARISIK SINIR DEGER PROBLEMININ

HADAMARD ANLAMINDA DOGRULUGUNUN INCELENMESI

Bu bdlimde (4.1) , (4.2) ve (4.3) ile tammlanan problemin D bdlgesindeki ¢bzimiini

aragtiracagiz.

y
A
u=0, u,=0
1
%
ll D
= " au l u=0, Uy=0
X = T
|
] —> X
l's 1
|
|
|
|
i
|
|
|
q |
s oY
Sekil 4.1

D={(xy)|xe(5,1),yi(=1,1),i=1,..n}

D=cguoy, D=(-1,1" op={{x=0}u{x=1}~D olsun.

1
Lu=xAu +ku, =xf(x, y), k> 5

du| -y

Oo
ou
&3

Ju
= n loy = W1

kangik probleminin D bélgesinde ¢dziimini bulahm ; burada " : %' ‘indig normalidir.

(4.1)

(4.2)

(4.3)

Hatirlanacagr Gzere Galerkin metodu sinir kosullan sifir olan problemlere uygulanabil-

diginden problemi sinir kogullari sifir olan denk probleme dénistirelim.

D Dboigesi ve bu bolgenin sinirinda verilmig fonksiyonlar yeteri kadar diizgin ise &yle

we C%(D) fonksiyonu vardrr ki;
T Ug=w

dir (Mikhailov 1978). v=u-w fonksiyonunu gbz6nine alarak,
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L U=V+w

bigimine getirip (4.1) ve (4.2), (4.3) 'de yerine yazarsak

XAV+KV,=—XAW—KW, +Xxf (4.4)
av ~
TR (4.5)

bulunur. (4.4) 'nin sag tarafi bilinen fonksiyonlar oldugundan —xAw-—-kw, +xf=F(x,y) ala-
biliriz. Bu takdirde (4.4) denklemi '

X AV + K v, = F(x, y) (4.6)

denklemine indirgenir.

4.1. (4.5)-{4.6) Probleminin G&zGmu Tek midir?
Teorem 4.1.

(4.1), (4.2) ve (4.3) probleminde Kk > ;— olsun. O takdirde bu probleminin C?(D)

uzayinda ¢dziGmil tektir.

Ispat: Problemin uy, u, gibi iki ¢8ziimi olsun. O zaman

X Auy + kug, = F(x,y) (4.7)
aU~| ~
Uy °_°= 0, W o =Vy (4.8)
ve
X AUy + K Uy, = F(x, ¥) (4.9)
aU2 ~
U, O'oj_- s ‘&— o1 = V4 (4.10)

yazilabilir. (4.7)'den (4.9) 'u, (4.8)'den (4.10) 'u taraf tarafa gikarirsak,

X A{ug —uy) + k{uy —up)y =0

0
(ug -uy) 0°=0: %

X (U1—U2) qo=0

bulunur.
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Uj~up=1U
alinirsa,
(XM +Ki=0 , k> (4.11)
al =0 4.12
J Iao ( )
Ju
=g, =0
on 'O (4.13)

aa

o, = 0 ise o takdirde tim bbigede (=0 oldugunu

elde edilir. EGer a|_ =0,
o]
gbstermek gerekir. Bdylece,
U1 - U2 =0

olup,problemin ¢bziimindn D bélgesinde tek oldugu ispatlanmig olur.

Simdi (4.11) denklemi ile ilgili problemin ¢6zimdnin tim D bblgesinde sifir oldugunu

gdsterelim. On degerlendirmeler bulmak igin (4.11) denklemini 0, ile garpip,

. 1, . 1.2
I X Oy Oy = —2—(x Uiy —2Ux
i X0y o O = (X Oy Oy —=(02 X)y + =02 i=1,2,..0
: Yivi X YioxYp o o VWYX T o Y '
ifadelerini dikkate alirsak,
1 .2 1.2 1 1 "
0= };ayi k=)0 + 5 X 0= 121 (x )y + 21 (x Oy, Oy)y, (4.14)
1= = =

bulunur,

(4.12) — (4.13) sinir kogullanni dikkate alarak (4.14) esitliginin D bdigesi Gzerinden in-

tegralialinirsa,

1 .2 1, 2 1 2 0, 1 = 2
0=_[)[—2-|vyu| +(k-—2-)0x]dD+?Lxuxdc1+?L(xiz ag, ) doy
1 1

J [—;-wy a2 + (k -%-) 0,2]dD=0 (4.15)
D

yazilabilir.
1
[Vyﬂl 20 ve (k—'-é—) >0

oldugundan,
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0,=0 , Ox=0
olur. a - =0 oldugundan ise D bolgesinde 0 =0 dir. Yani homogen (4.11) — (4.12)
(]

problemin yalniz sifir ¢6zGmi vardir. Dolayisiyla c? (5) 'de problemin ¢6z0mindn tekligi ispat-

lanmg olur.

4.2, CO6zaGmin Varhd

Teorem 4.2,

Kabul edelim ki; € > 0 igin k — -,:)— >¢, X fe Ly(D) ve ugly) € C'(D), uyly) e C2 (D) ol-
mak lzere, (4.17) - (4.18) sartlart saglanmig olsun.
O takdirde ( 4. 1), (4.16) — (4.18) probleminin H’(D) uzayinda u(x, y) ¢8zima vardir ve

genellestirilmig fonksiyonlar anlaminda Lu e L, (D) 'dir.
Ispat: D bdigesini,

Di={(xy)] 8<x<1, y=(yy, Y€ D}, Dy=(-1,1)", —1<y;<1, i=1,n}

geklinde tanimlayalim. (4.1) denklemi igin kogullan agagidaki gibi alabiliriz.

4

3
§%k=s=uﬂﬂ (4.18)
ol =uity) (4.17)
‘“lyi=i1=° . i=1,n (4.18)

Lx(Dy) de {wy)} 'ler tam ve ortonormal bir fonksiyon sistemi olsun. Oyleki, wi(y),
(i=1,2 .) oD, desifirve wy)e C2(D) olsun. (4.1), (4.16) — (4.18) probleminin
¢6z0mang,

N
UN(x, ) = Y, Cix) Wily) (4.19)

i=1

seklinde arayalim. Buradan c¢;(x) ’ler,

N . N
(xa ’; ci(x) wily) +k % ( 2‘1 ci(x) wily)) , wily)) LoDy =

=(xfxy), will,poy » T=1N (4.20)
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sisteminin,

ci(®) = —:7 G;(x) |x _5=VYoi (4.21)
ve

a=cl,_ =uy . i=TN (4.22)

sartlanni saglayan ¢6z0mudir. Burada,
N
Uon = Y, Uoi Wily)
i=1

N
UiN = Z U Wiy) ve ug, uy 'ler ugly) ve uy(y) fonksiyonlarinin Fourier katsayilandr.

. =1
Yani,

Up(y) = Y, tigy Wily)
i=1

Usly) = D, Ug; Wily)

i=1

dir. Bilindigi (izere, (4.20) — (4.22) probleminin ¢dzimdnun varhigini gésterebilmek igin uygun
homogen sistemin yalniz sifir gdzaminin oldugunu ispatiamak gerekir (Naimark 1969).

(4.20) — (4.22) problemine kargilik gelen homogen probleme bakalim. Yani,

f(X,y) =ugj=uq;=0

olsun. (4.20) sisteminin j 'inci terimini d—ci—cj(x) ile garparak j'ye gbre 1'den N 'ye kadar

toplayip, (8, 1) araligi izerinden x ‘e gdre integral alalim. O takdirde,

(xAuy+k Uny s Uny >|-2(D'y) =0 (4.23)
ouN
UN % =0, x o =0 (4.24)

yazilir. (4.23) - (4.24) probleminin ¢6zOmuanun tekligi (4.11) - (4.13) probleminde oldugu gibi
gsterilebilir. O zaman (4.20) - (4.22) probleminin her xfe L, (D) igin uy (x.y) ¢6zOmii var ve
tektir. Bu ¢bzlm igin 6n degerlendirmeler alalim.
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(4.15) ‘de oldugu gibi,
1 2 1,.2 1 2 1 LI
j[—z—IVy UNI +(k——2—) UNx ] dD +?I X Uy d0"1 +-é".[ (X 2 UN)’]) d0'1
D [ 3] Oy i=1
1 2 1 S . §
-5 ] xuondoy -~ (x Y uiyy, ) doy=(x1, upy )
0y oy i=1
ve dolayisiyla
1 2 1,2 - 1 2 1 - 2
J[—EIVy UNI + (k——z—') Unx ] dD +?j X Upny dO"1 +'2—J. (X 2 UNyi)d0'1
D 0"1 (] i=1
1 1 S
= (X1, Uy )+?fxu0Ndc1+?J (xz ufy, ) do (4.25)
[\ ] i

=1

elde edilir.

Cauchy - Bunyakovskii esitsizliginden,
2 1 2
Jx fuye dD < s.[ unx dD+ ——I (xf)“dD (4.26)
D D €4p
yazilabilir. k-—%- >¢ olmak Gzere (4.26) esitsizligini (4.25) de kullanarak,
1 2 1 2 1 2 1 -2
J. [?]Vy uyl© + (k—? —€) Uy ] dD +?J. X Uy, doy +—2—J (x 2 Uy, ) doy <
D (3 Gy i=1
1 2 1{. 2 1 5o
<— D(x )2dD + ?J; X U3y doy + E-L (x i21 uiny, ) do} (4.27)
1 1 =

sekline donagir. {wi(y)}, L,(Dy) de ortonormal sistem oldugundan,

j udy doy = 2 (ug)? < 2 (Ugp) _f u§ do;

i=1

dir. Benzer durum U%Ny, igin de yazilabilir.

Bu halde, (4.27) egitsizlijinden,

: 4 1 1 1 -
J;[?Wy uN|2 + (k“z— -€) uilx ] db "'E'J X u?‘lx do} "‘E'J. (x 21 uﬁb’i) doy<x  (4.28)
6; (2] i=

olur. Burada x sabiti N'den bagimsizdir.
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(k- -%— —¢)>0 oldugundan, (4.28) ‘den kolayca

1 1 N
_é.j x ud), doy + ?J‘ (x Y ufy, ) doy + J;(u%,x +19, upd dD < (4.29)
(3] » Oy i=1

elde edilir.

(4.29) esitsizliginden {uy} dizisinin H’(D) ‘de sinirh oldugu bulunur. O zaman {uy} ‘den
H‘(D) 'de zayIf yakinsak bir alt dizi segebiliriz. Basitlik agisindan bu alt dizi yine {uy} olsun.

Benzer olarak,

esitsizligini kullanarak,

Ule . ; uNyi |U1
Oy

izlerininde N — o igin Ly(c}) ve Ly(oy) dezaylf yakinsak oldugu gérilebilir. Bu takdirde,
(4.20) sisteminde j. denklemi m(x) ile carpip A operatbriindeki ikinci mertebeden turevleri

birinci mertebeye indirgeyerek my w; “nin Gzerine atahim.
’ 3 3
J;( X Auy + k—a—;uN s WL AD}) dx = J;(x Auy + k?x_uN) w; dD (4.30)
dir. Buna gére,
X Unx Tlic (X) WilY) = (X Uny WiCY) TI(X))x — Unx Wily) Ti(X) — X e (X) Unx WilY)
X Unyyy, M(X) Wily) = (xM(x) Upy, WilYD)y, = X Uny, Wiy M(X) » - 1 j=1.N

egitliklerini (4.30) da yerlerine yazarsak,

J;(X Auy +k %x‘ uy) wW(y) nk(x) dD =

n
= J;[— D X tpy, M () Wy, — L WilY) Tl (%) = X Mi(R) Upgg W () KUy i (%) W; (y) ] 0D
i=1

—-J' X Ugy M (8) w; (y) doy + J X Upny Tk (1) w; (y) doy (4.31)

o3

elde edilir. Bu durumda (4.20) denklemini ve (4.30), (4.31) esitliklerini dikkate alarak,
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n
J’ [- 2 X Upy, Tk (X) Wiy, (y) = Uy W; () 1 (X) =X () un, W (y)
D i=1
+K Uy M (x) Wy (y) ] 0D “J. X U M (8) w; (y) doy

*J X Unx T (1) W (1) d0‘1=Ix YWy n®d, j=1,N
o4 D

1
yazabiliriz.

uy . H'(D) 'de, ule Ly(oy) deve uyy ,Ly(oy) de zayif yakinsak oldugundan

0"1

son egitlikte N — o igin limit alinirsa,
n .
—J. [ 2 X Uy, Mk (X) Wiy (Y) + Uy i (X) Wy (Y) + X Uy M (X) w5 (y)
D i=1
- K uy T () Wy (y) ] 0D - f X Ug M (8) w; (y) doyy
+J Xy M (1) W; (y) do’y = f X Y)W xdd, j=1,N (4.32)
(3 D
M)W ) =v(xy) . (wix,y)e C* (D))
ve
{wj} sistemi LZ(D;) detamve m(x)e c? (6,1) keyfi oldugundan (4.32) den
n
—J [ D0xuy vy, (6 y) + U wlx, ) + X Uy W X, Y) - K Uy (x, ) ] 0D
D i=1

—I X Up ¥ (8, y) doy +I 'xux\y(1,y) do’y =Ixxp(x, y) {(x, y) dD

1 ] D

bi¢iminde yazilarak ,genellegtiriimig fonksiyonlar anlaminda;

Lu= xf

ou
ul =Ug, — =U
Op ¢ ox 'o; 1

bulunur. O halde u (4.1), (4.16) - (4.18) probleminin ¢&zimadar.
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4.3. COzim Kararh midir?

(4.29) egitsizliginde x, yerine é—j {x f)?' dD alalim. O takdirde,
D

1 , o1 5 1
—,‘)—J. X ufy, do +?J- (x Y, ufy, ) do +f(u§x+ IV, unf) st-s—J. (xf)2dD
L H Gy i=1 D D
esitsizlifinden N - igin
_[(ui +1V, u? )dD slf (xf)2dD
D €Jp

olup f(x,y) fonksiyonu Ly(D) 'de az degistifinde u ¢dzimii de H’(D) 'de az degisir. Do-
layisiyla bu uzaylarda ¢dziim kararlidr.

4.4. Ikl Boyutiu Uzayda Segilen Bir B6ige Igin f (x, y) Fonkslyonunun Degisik Durum-
lanna Ait Ornekler:

v
*

Sekil 4. 2
D bdlgesi,
D={(xy)|0<x<1,-1<y<1}
ve
op={ (x,y)|y=%1vex=1dogrian }
olsun.

(4.1) denkleminin sag tarafindaki f (x,y) fonksiyonu igin hangi durumlarda varlik teoremi-

nin gegerli oldugunu aragtiralim:
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1}t{(xy)e C (5) ise x f(x,y) € Lo (D)'dendir. Yani, strekli her f (x,y) fonksiyonu igin

varlik teoremi gegerlidir. Ornek olarak,

a) f{xy) =sin x . cosy

b) f(xy)= x.y

segilebilir.

2) f(X,Y)=;—a, a<g— ise xf(x,y):iﬁ

ve

1 1
_dx _ [ _dx .o
o(xa_1)2 o x2ao -2

olup, bu tiir fonksiyonlar igin de varlik teoremi gecerlidir.

3) f(x,y)=;1;, 23 ise xf(xy) =1

xo -1

ve

1 1 4
dx _ dX  _ o
o (xa_1)2 o x2a-2

bulunur ki, bu gekildeki fonksiyonlar i¢in x f (x,y) € Lo (D) dir ve bu ttir fonksiyonlar igin

varhk teoremi gegerli degildir.

4) Lebesgue anlaminda integrallenemeyen her f (x,y) fonksiyonu igin X f (x,y) € Lo (D)

dir ve bu tiir fonksiyonlar igin de varlik teoremi gegerli degildir.
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BOLOM 5

Lu = XAu + kuy = x f(x, 'y) OPERATORUYLE ILGILI TERS PROBLEM

Bu béliimde
Lusxf(x,'y)

denklemi igin belirli sinir gartlan verildiginde (u, f) giftinin bulunmasi ters problemi dizerinde du-

rulmusgtur. v
A
D :
P
Y1 §
> X
y1=0
Sekil 5.1

incelenen problemde, sekil 5. 1 'den de gériilecedi gibi, y = V1. 'Y} 'Y=(Y2 Y3s s Y)
D={(xy)Ixe(0,1), y;e(0,1),i=1 s N}
D=0y U {yy=0}uiy; =1}
0o =00/ ({yy =0} Uy, =1})

olarak ele alinmigtir.

LusxAu+ku,=xf(x,'y), k<0 (5.1)
denklemini
ou Jou
ay, yy=0" Yo a4 yp=1" M lJI“o_u2 (5:2)

sartlan altinda g6zénine alaltm. (5.1) - (5.2) probleminin ¢6ziimd igin aynica,

ul, o =us (53)

y1=0

sarti verilsin.



5.1. Problem 5.1. (C6zGman tekligl)

(5.1) denkleminden (5.2) — (5.3) sartlarint sadlayan (u, f) giftini bulmak gerekir.

Teorem 5.1.

Problem5.1.'in C3(D)xC' ( D) camlesinde en gok bir ¢5zami olabilir. Burada

ue C¥@), fec' (D)dr.

Bu teorem, Problem 5.1 'in ¢6ziminiin tekligi hakkindaki teoremdir.

Ispat :

(5.1) — (5.3) probleminin c® (T))xC1 (5) ciimlesinde iki ¢6zimii olsun.

(u(”, f(1)) , (u(z), f(2))

x au® + u,fi) =x1¥ (x,'y)

() 0]
= =uy, U =u
yily, g=lYor U Uy 2

y1 y1=1_ Go

(M ;
u =Uq , i=1,2
|Y1=° 3

(5.4)

(5.5)

(5.6)

i=2 iginyazimig (5.4) —(5.6) esitliklerinden i=1 igin yazilmig uygun esitlikleri taraf tarafa

cikarirsak,
u=u® -y o@D
icin

x Au + Kk u, =x f(x, 'y)

Uy, y1=o=o ’ uy1|y1=1=0 J u|6°=0

ul =0
y1=0

elde edilir.

(5.7)

(5.8)

(5.9)



(5.7) denkleminin her iki tarafinin y, ‘e gdre tirevi alinir ve x 1 (x,'y) ifadesininy, 'den

bagimsiz olduguna dikkat edilirse,
L uy, = 0 (5.10)

yazilir. (5.10) da u,1=o dersek problem,

Ld=0 (5.11)

=0, O} =0 (5.12)

-0, o
Y1=‘o Y1=1

formuna dénigir. Dolayisiyla (5.11) —(5.12) Dirichlet problemini elde ederiz. Basitlik agisindan
(5.11) denkleminin her iki yanini x ile bdlersek, (5.11) — (5.12) problemi

AD +§0x =0 (5.13)
al. =0 (5.14)

Dirichlet problemine ddnagdr.

(5.13) denkleminin her iki tarafini — G ile garpalim. Amacimiz —aLd ifadesini O 'nin bi-
rinci tirevlerinden ve (0 'dan olugan pozitif karesel form ve uygun divergence formda yazmaktir.

Bunun igin,
- " a2
L = Oyx 0 == (G, O)y + O
i —0yil0=—(0, 0 +0% , i=1,2..,n
L P B S S . WP
i, 0~ O=—5 09— 5 =0

egitliklerini dikkate alinirsa,

1 k.2

n . n
T aon 1K a2 o0
—0L0=03+ ) 0f~ 5 5 0%~ (@04~ Y, (@, O, ~ 5 (0% (5.15)
=1 i=1

1 k
-'E';z' 20 dir).

bulunur. (x>0 oldudundan ﬁf-n- z Yi

(5.15) ifédesini D bélgesi tizerinden integre edersek,

J‘ [ 00+ 2“(0),10),l = ¢e?, ] o0- J;( ufl 15 Gg



ve Ostrogradsky formiiinden,
2 w2 1 k.o 1.,k <
-L(ﬁ"+ Y o8- 7520 )dD=LD{[(OXG)+-2—(§—0 )N ny + :}:‘1 0y, 0) ny; } ds
sonucunu buluruz. k <0 ve ﬁlc =0 oldugundan kolayca
(1)

0%)dD=0 (5.17)

XNI =

1]
.2 2 1
.[(“x+ 2 G-
o i=1

elde edilir.
Bilindigi gibl negatif olmayan {g¢ terimin toplaminin sifir olmast, herbirinin sifir olmasi de-
mektir. Ayrica negatif olmayan bir fonksiyonun integrali sifir ise kendiside stfirdir. O takdirde,
Oy=0, 0,=0 ve 0 %:0

-~

oldugundan tim D bblgesinde G=0 dir.
(5.9) sartindanve ﬂ=uy1 esitliinden, D bdlgesinde

u=0

elde edilir. O zaman (5.7) denkleminden , D béligesinde f =0 olur. Yani Problem 5.1. ‘in
¢ozoma C3 (D) x C' (D) uzayinda tektir. O halde Teorem 5.1 ispatianmig olur.

H3(D) (H(D)) uzaynda C® (D) (C' (D)) uzayindan olan fonksiyonfar her yerde
yogun oldudu icin Teorem 5.1'in HS(D) x H(D) uzayinda da dodru oldudu agiktir.
5.2. Problemin CézGmanin Varhgs

Teorem 5.2,

D bolgesinin sinir c? (5) 'denve Fe Ly(D) oldugunu kabul edelim. O takdirde (5.22)
~ (5.23) problemin it (D) Hilbert uzayinda genellestiriimis ¢6zimu vardir.
Ispat : (5.1) denkleminin her iki tarafint y, ‘e gére tirevini alarak ve x f(x, 'y} ifadesi-

nin y; 'denbagimsiz oldugu géz6énine alinirsa,
L u, =0 (5.18)

elde edilir. Uy, =0 alinchfinda (5.2) sartlarin dikkate alarak @ igin,

La=0 (5.19)



0| ﬁy1=1=u, , Oo°=u2Y1 (5.20)

y‘=°=uo s

problemi bulunur.

Agikardir ki (5.20) gartlan

0f 5= Uo (5.21)

bigiminde yazilabilir (5.19) ~ (5.20) Dirichlet probleminde homogen olmayan sinir kogullarini
homogen hale getirelim. Kabul edelim ki verilmig ug, u4, U, fonksiyonlari bdigenin sinirinda ye-
teri kadar diizgiin ve

we C?(D)

WIaD'—-"uO

olsun. v=0-w fonksiyonu yardimiyla,
k ‘
—Aw—-x—wx = F(x, ‘y)
olmak Gzere (5.19) - (5.21) problemi
k ‘
LvsAv+ X = F(x, 'y) (5.22)

Visp= 0 (5.23)

problemine dén(igdr.

Once (5.22) — (5.23) problemiigin 6n degerlendirmeler alaim. (5.22) denkiemini — v
ile garparak D bdlgesi Gzerinde integrali alinirsa ve (5.15) - (5.16) egitlikleri dikkate
ahindifinda,

v?)dD =—IdeD (5.24)
D

>§,lx

n
e 3%+

bulunur.

Cauchy - Bunyakovskii egitsizliginden,

: —LdeDsJ;IB F;—VIGDSLBZ’ FadD‘fL%f v2dD

" olup, (5.24) ifadesi,
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J(v + Zvyl-l k —‘z-j stsz;deD (5. 25)

bigiminde yazilabilir. Aynica (5.25) esitsizliginin sol tarafindaki
_[ v2dD
D
terimine Relich - Poincare esitsizligi uygulanirsa,
JvﬁdDzK(D)Ivzdo, (K (D) =diam D)
D D
oldugundan (5.25) esitsizligi,
S o2 1 k .2 1 2 2} 2
K(D)Jv2d0+j(2 Vimg 2 Vv )dD-—Ea—J-v dD <B fF dD
D i=1 D D
n
(K(D)-=% )Jv dD J 2 ~—-——v2)dD$B IdeD
D i=
K(D)~—=K,(D)>0
B2 |

ahinarak,

n
1 kK
K1(D)Lv2dD+.[)(z1v§i—? = v2) stszdeD (5.26)
1=

D

b

seklinde ifade edilir. (5.26) esitsizligi aradifimiz 6n dederlendirmedir.

Simdi (5.22), (5.23) problemine Galerkin metodunu uygulayalim. wy(x, y) , Wa(X,y), ...,
fonksiyonlarn Ly(D) 'de lineer bagimsiz ve L,(D) ‘de tam fonksiyonlar sistemi oisun.

Oyle ki, wi(x,y); (i=1,2,..)0D dasifirve wx,y)e c? (5) olsun. Bilindigi Gzere

bdyle bir  {wy, W, ..., W,, ...} sistemi vardr.

N
uy (%, ¥) = ), GWiX, Y)

i=1
olsun.

Wil ,p=0 oldugundan ”Nlao =0 dr.



Simdi un(x,y) fonksiyonunu,
k .
(AUN + UNX ) '(xi Y) ) = ( F(X, Y) ) wj(x! Y) )
(AuN+-:—uNx—F,wi(x,y))=0 , i=1,N (5.27)

denklemier sisteminden bulalim.

Burada c; ‘lere gre N tane lineer denklem aldik. (5.27) sisteminin ¢dzimii olan
uy nin N — = ‘a yaklaghginda (5.22) - (5.23) probleminin kesin ¢6zimine yaklagtigini

glsterecegiz.

N N
K L T
(A Wi+ — ciw)—F, wix,y))=0, =1,N
;cl it3 221(' Px i(%, Y) |

N N
(A cwi+ %Z%c, w)—F, wixy))=0, j=T,N (5.28)
i=1 |=
{5.28) ‘e uygun,
J K S 3 —
(Azciwis,x—z-&(ciwi),wj(x,y))=o, j=1,N (5.29)
= =

homogen sistemin yalniz sifir ¢g6zima oldugunu ispatlayalim.

(5.29) sisteminin j. denklemini —c¢; ile garpip 1'den N ‘ye kadar toplarsak,
K
(AUN:l-';(—UNx ,'—UN)= 0
elde edilir. O takdirde (5.17) esitliginden,
2 N 1k 2
(UNX + Z uNy,_ —2— F UN) dD =0
D i=1

bulunur. Bu durumda D bdlgesinde uy=0 ve dolayisiyla,

ciwix,y)=0

=

olur. wi(x, y) 'ler lineer bagimsiz oldugundan ¢; =0, (i=1,2, .., N) dir. O halde homogen
(5.28) sisteminin yalniz sifir g6zim{ vardir. Bundan dolayi keyfi F (x,y) icin (5.28) sistemi-
nin tek ¢bzimi vardir.
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Simdi  uyn(x, y) icin 8n dederlendirmeler alahim. Bunun igin (5.28) sisteminin j 'nci

denklemini —¢; ile carpip 1'den N 'ye kadar toplarsak,
k
(Auy +7uNx-F y—und)=0
k
<AUN+TUNX'—UN)=(F’—UN) (530)

bulunur. (5.26) esitsizli§inden,

n
2 2 1 k 2 2| 2
K1(D)LuNdD+JD(z Uhy ~ 5 2 UN) dD<B .[)F dD

i=1
K1(D)ju§ dDSBZJ.deD (5.31)
D D

ve

=]

2 1 k 2 2| 2
J:)(MUN"— o uy)dD <B J;F dD (5.32)

yazilabilir. (5.31) ve (5.32) esitsizliklerinin sad taraft N ‘den baimsiz oldugundan ,
J ud dD<C (5.33)
D

saglanacak gekilde N'den badimsiz bir C sabiti vardir. Benzer olarak,

n
2 1 2
L;uNylstC : L;‘?UNdDSC (5.34)

esitsizlikleri gegerli olur.

O halde {uy} dizisi I?I1 ( D) Hilbert uzayinda sinirlidir. Hilbert uzayinda simirl bir
cimile zayif kompakt oldugundan {uy} ‘'nin zayif yakinsak bir alt dizisi vardir. Basitiik olmasi

agisindan bu alt dizi {uy} olsun. (5.28) sistemini,
k o —
(Auy +—-Ung, Wid=(F.w) , j=1,N (5.35)

geklinde yazahm.
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n
Auy - w; = J;AUN w;dD = J;(uNxx + ;11 Unyy) W; dD

Unxx * Wj = {Unyx Wjlx = (Unx Wix)

Unyy, * Wi = (Uny, Wily, — (Uny, Wiy)

K k Kk Kk
'X—'UNX WJ = (-—x—UN WJ)X +;(—2' UNWj—-)'(—'UN ij
n
{ AUN ' Wl Y= '—J' uNijX dD —J- z UNyl ijl dD
D D = 1
k k \ k Kk
(-)-(—UNX ,Wj): JI;-X—UNij dD =—'[);(—UN ij dD +J.D x—z"UN Wj dD
ifadeleri (5.35)'de yerlerine yazilirsa,
J 3 K K
= | Upne W; dD—J uy, Wi dD—J(——w- - w-)uNdD=IFw-dD
ijx D;ylm DxeXZJ Dj

21
elde edilir. N — o igin limit alindiginda, (uN—I—{—A v ye yakinsaktir) genellegtiriimig fonksiyon-

lar anlaminda,
(v,LU'wj)=(F, w) (5.36)
veya
(Lv—F,w;)=0 (5.37)
olur.

(5.37) 'deki {wj}'ler Ly(D) ‘detam oldugundan,
" Lv-F=0

yazilabilir. O halde v denklemin bir ¢dzGm{dar.

31
uN—H—s v ove unj = 0 wuyannca u o = 0 oldudu kolayca ispatlanabilir. Bdylece
0 0

(5.22) — (5.23) probleminin jig (D) Hilbert uzayinda genellegtirilmig ¢dz0mi vardir.
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5.3. C8zim kararh mudir ?
{5.32) 'den N — <o igin limite gegilirse,
[(3 @ +hs wyaosp2 [
vé, — —— v=)dD<f IF dD
by N2 D

elde edilir. Buradan F e L, ( D) de az degistiginde v € I:’I1 (D) de az degigir. Dolayisiyla ¢bzlim
kararlidir.
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BOLOM 6

Lu = xAu + kuy = x f(x,'y) OPERATORU IGIN KUVVETL] KOTO KONULMUS
TERS PROBLEM

Bu bdlimde kuvvetli k6td konulmug ters problem incelenmigtir. D bdlgesinde ,
(D bdlgesi 5. bblimde oldugu gibi tanimlanmigtir)

Lu=x Au + ku, = x{(x, 'y) (6.1)

denklemi ve 'y =(ys, ¥a, ..., ¥, Olmak dzere,

{6.1) denklemi igin

u, “y,.l,,n _o= Yo Y), us(x.y) (6.2)

sarti verilmig olsun. (6.1) — (6.2) Cauchy probleminin ¢6zdma igin

ul, o= et y) (6.3)

ilave sgarti verilmis olsun.

Problem 6.1.

(6.1) denklemi icin (6.2) — (6.3) sartlarini saglayan (u(x, y), x f(x, 'y)) ¢ifti elde etmek
amacimizdir. Problem (6.1) 'in 5. Bélimde aragtinlan ters problemden farki,

1. Simir sartlannin az olmasi,
2. Problem (6.1) 'in kuvvetli k6t konulmug olmasidir.

Teorem 6.1.

Problem 6.1'in C® (D) x C'(D) comlesinde ue C3 (D), fe C' (D)olacak sekilde en faz-
la bir ¢6z{mil olabilir.

Teorem 6.1 Problem 6.1 ‘in ¢8zGminin tekligi ile ilgilidir. Bu problemin ¢&zdmdndn
varhdini, genel olarak ispatlayamayiz. Gunkd, (6.1) —(6.3) problemi Hadamard anlaminda kuv-
vetli kétd konulmusg bir problemdir. Teorem 6.1 ‘i ispatlamak igin agagidaki - lemmalara ihtiyag
vardir.
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(6.1) - (6.3) probleminin C2 (D)xC' (D) cumlesinde iki ¢6zamanin varhigint kabul edelim.

WM, 1, @, 1) annarak,

x au® + k uf? = x 10x, 'y) (6.4)
u®, uyf") gm0 ="l0 s (6.5)

0] I (45
u |y1=o—u2 i=1,2 ; (6.6)

i=2 iginyazilmig (6.4) — (6.6) egitliklerinden, i=1 igin yazilmig uygun esitlikleri gikarirsak,
u=u@ -y , f= £ _ f“) igin

X Au + ku, =x f{(x, 'y) {6.7)
u, uYnlyn 0" 0 {(6.8)
u|y1=°=o (6°9)

yazilabilir.

(6.7) denkleminin her iki tarafinin y; ‘e gore tdrevi alinirsa,

X Auy + k Uy x = 0 (6.10)

bulunur.,

(6.10) denkleminde w= uy, alinirsa, w fonksiyonu igin
XAW +Kkw, =0 (6.11)

elde edilir.

(6.8) sartlarn ise

wowy | _,=0 (6.12)

geklini alir.

Once, agsagidaki genel bir probleme bakalim:
1Ay, y2I < C (I2] + |V2]) (6.13)

2(x,'y,00=0, z,(x'y, 0)=0 (6.14)
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(6.13) — (6.14) probleminin c? (5) yalniz sifir ¢gdzlima varsa (6.11) —(6.12) probleminin

c? (5) cliimlesinde yaimz sifir ¢dzmd.olabilecedi kolayca ispatlanabilir.

(6.13) — (6.14) probleminin c? (5) ctimlesinde yalmz sifir ¢g6ziminin olabilecegini

Carleman metodu ile ispatlayacagiz.

Basitlk igin y,=uy, X=u, yj=uy,;, i=1,2,..,n-1 alahm.

n+1

Q(u°)={u: u, >0, 0<5u1<y—-—;—2(ui—u?2, Y<1, 8>1}

=2

n+1

\p(u)=8u1+%-z (ui—ui°)2+a0, ap>0, Y+og=n<1
i=2

olsun.

W = (ug , ug ) e s ug“) e D', D'={(X, ¥) : (X, ¥{» -s ¥Yn-1) € (0, 1) ise

(0, e Q(uo)) cD ve Q(uo) bolgesinde og<y(u)<n olacagdi agiktir.

H=exp(Ay~ ") olsun, burada A, v pozitif parametrelerdir.

Lemma 6.1:
Her ¢e C*D) igin

n+1
—9apH? = [V~ 3 @A2Viy 2y +
i=1

—~v—2

+AVV+) Y ui"‘}"v‘l’—v_1‘l’u‘u,) (pz] H? + dy(¢)

n+1
dr,burada  dy(@)=— D (@@, H +y " 'Avy, ¢*HY), di

i=1

Ispat:

n+1 v
~oapH=-9( Y @yy) ™Y
i=1
dir. Ote yandan

2 2ay Y v 2ay""
— 9@ H == (99, "V ), + 5 **Y —24v pq, etV

Yo ¥ T

(6.15)
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ve

—2avy VT ly, B og, = —(h vy v VT HR oY), A2V yE v 2 TR HE ¢ -

—lv(v+1)\|12ulH2\p Ve 2‘P2+7W‘I’—v~1‘l’uiu,H2 2. i=1,n+1

oldudundan son iki esitlik dikkate alinarak

2 ZZ.\V

2ay Y
v )U[ + (Pui

~ 9oy H == (g oy 0 — (Avyy VT H @) -

— 222 \yu]\p 22 2 gy (v+1)\|12 H2y V- 2<p2+7»vw'v"1wuiuiH2<p2

n+1
—'(P(z (Puiui) H2 =—-<pA<pH2 '=2 (psl HZ—ZXZVZ(Z Wﬁ,) W—Zv—2H2¢2+

n+1

v (X ou ) VT HG A (v (2 v ) B2y 726" +dylg)

1
= |V o H? —-27»2\'2(nz+ \yﬁl) Y22 2

n+1
—Av (v ) (X v )BTV 0% 4 v (Z Yy )W T HE 0" (o)
i=1

n+1
=—gApH? =[[VgI2- ) (2A%VPy P22 ¢
i=1

+AV vy V2 y+ AV y oo Yuu) <p2] H? + d,(¢)

n+1

dife) ==Y, (@, H2 +y """ Avy, ¢ HY),
i=1

{6.15) ifadesi bulunur.

Lemmaé6.2 :

=£8"_+§_)1 . ho=2v+22 (2 +¥%+2 olmakizere v22+vy, A2l ise,
(1-7m)

ozamankeyfi ¢e C?D) igin
vl ae2HZ2323 v 84y 2 22 g2 -2 A v [V o2 H2 + dy(9) (6.16)

esitsizlidi gecerlidir.
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Burada,

4
d(9H) = Y dy(eH)
=1

n+1

dayloH) =44y > [wy (0 -Avy, ¥ " o) (o~ Avwy vV T W]y -
Lji=1

n+1 vt 2 2n-a-1
—2av Y [wy ey = Aveg v T 9) ]y +2VEA

Wy 0Ny,
ii=1 i=1

n+1
daoloH) =22%V? (W2 "2 * (VY wy),
i=1

n+1
dpa(@H) =—222V23 (v + 1) Y (IVyiPy ™" "2y, 09y,
i=1

n+1
dagloH) =222v2 Y (w, v "1 99,
i=1

dir.

Ispat :

w=He yardimeci fonksiyonunu alalim. O takdirde,

-
p=0H '=pe "V

-V

H'=e¢"*Y

—V

H=¢ VY

Hy ' = ave ™V y Ty,

Ay A v
Oy =0, e "V +ive Yy vy, ©

=H—1(C°u, +Av y V! v, ©)
%M=(xve"“‘"’ \y“’”\yuﬁ) (wui+lvw"""1\yu]m)+H_1 (yy — AV (v+l)\v"'"2\vu]20)+
+ AV \V_v_1 \I’uiul O+AV W~V-1 ‘l’ul(’)u;)
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Ay, vt 2.2 -AyY -—2v-2 2
Quu= Avoye "V g Yyt M vie Yy oy, “+

+H ! Oy, - SH YAy v+ )y wu,2m+}l_1)»vw“"1\|;uiu‘m+H‘1 Avuf‘"“xyulcoul

Fuu=H " (@4 +220vyy vV T oy + Avy T T g0 - Av e D vy R0

+ 7&2V2 w—2v—2mwu12)

dir. Ea son ifadenin her iki tarafint H ile carpip i'ye gbre 1'den (n +1)'e kadar toplayarak karesi
alinirsa,

A
S
S

nguu.: (@ +2A VY, yvo! Wy + AVY Y %iu[m Av (v+1) \[lul V=24

=1

2 2 n+1 W n+1 b, n+1
‘H (A <p) = ( .21 mUIU| + 2 A'V\lI Z‘ \I’UI mul + }\'v"ll o i21 wuiu,'
I= 1= =

o)+
§ + 222 W—zv—zm%lz)
3
ngf n+l n+1 n+1
2’ Hoy,=H (Ag) = 2 Oy, +2avy" 2 Yy, Oy, + Avy Y z Yuu®
= i= 1=
5
3 v & 20 v G
* -Avivil oy 2 Yy + ATVTy © Wy,
‘ :

n+1 n+1
AV v+ Doy YT z +7~2v2w ) \[!u2 2
= =1

elde edilir. Bulunan ifadenin her iki yam y¥t tile garptlirsa,

n+1
v

v +1H2(A(p) \p"”(Am+ 2 (7~2V2\lf"2" 21112
i=1

n+1

—v— —v— 2

“Aviv+)y YT 2\1112,‘+7»vxp v 1wuiui)m+2lvw v-1 ' \yui(oul)
buluné;.

n

+1
a=Ao+ R akade 21];[2,‘ Aviv+1)y YT zwﬁl+kvw"v"1\|fulul)m
ij=1

n+1

b=2Avy V! D Y, Oy,
=1
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alarak en son bulunan ifadeye (a +b) 2> 2ab esitsizlidi uygulanirsa,

lllv+1H2(A(p)2— v+1(A(D+2()\.2 —2v— 2‘Vﬁ|

i=1

n+1

Yy, mui)z 2

v-2 v—-1

—“Av({v+ )y u‘+lvw""“1\|luiui)(o+2lvxv'

n+1 n+i
24lv(2 v, 0y) [80+ Y, Avy VT vy VT "
i=1 j=1
=+ )V v+ wye] (617)

olacagiagiktir.

(6.17)  esitsizliginin sag tarafinda parantezleri agarak her bir terim igin ayn ayrn 6n
degerlendirme alalim. O takdirde,

n+1 n+t n+1
1. 4Av z Yy, Oy, (oujuj-4?~v 2 (y, oy, muj)u, 40V 2 Wy, Oy Oy, =
ij=1 i,j=1 Lj=1
n+1 J n+1 n+1

=4V z (“’ui"’w"’u,)u, 2Av z (\l’u,%j) +2Av 21 coui
ij= ij=1 i=

yazilir. Burada yeniden y (u ) fonksiyonun tamimi kullanilarak,
1 i=] icin
\Vuiuj( uj)=
0, i#]j igin

oldugu dikkate alinmigtir. Ayrica ,
w=gH=e¢*Y ¢
oy =H(<pui—>~vxy“'"1 v, 0 ve v22, §>1
oldudundan,

n+1 n+1

~v—1
4hv Z %,wu,mu,u, = 4Av Z fwy, H (@, —Avy ™Y "y, ) H(py-Avy ) Y

hj=1 i,j=1
n+1

n+1
v —-v—1 2
_.2},\;']21[\';”' H2 ((pu] vy v 1Wuj ¢)2]ul+2}»\’ i; H2 ((Pu]_;"v\l’ v \lfu] ¢) =
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n+1

=dy s (9H) +20v Y H3(g,2-2Avy " Ty, 00, + B2VPy 2 T2yl o) =
i=1

n+1 n+1
=dy1(@H) +2AvH? 3 24 2V yVTTHR 0 D w0+
i=1 i=1
3 3'—m-2 2 2rl ! 2
+2AM° VY H°¢ Yy )=

+

i
-

n+1

=d, ((@H) +2AvH? [Vy2 4 22V y V" H? ¢ Y, Yy, Py +
i=1

203322 2 vy =

=dp ¢ (@H) +2AvH? [Vy? +2233y 2 2H2¢2 [vyf -

-

n+

223V Y (HEy VT e% wy ), -2 2VE (v 1) o WY TEER [V 4

i=1

s22032 2 w2 >
>dy(Ho) +2Av VP H2 + 2233y 2~ 2 |V y)? > H? (6.18)

elde edilir.

2. [Vy|=2z8>1, n'1<w’1, v>(—n—tm sartlanndan, \y"— HIERE ]Vw|”2>1

3(1-m) 2v

esitsizligi bulunur ve o takdirde,

n+1 n+1

4Av Y vy 0, MV 2 AR 0 =20 21(\lful‘lf2u,‘l"2v"zmz)ui+

i,j=1

ij=

+a2 3V (e )y 23 vyt -2 8By 2 vy ol -

n+1
—2v— —~2v— _ n+1 -
i=2
zdzg(m)+4l3v484w_2v'2w2=d22(H <p)+4‘/\3v484\|t"2""2<p2H2 (6.19)

dir.
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n+1 n+1

3. -—-4Av E \yu'mull.v(v+1)w"“2vaw=—212v2(v+1) Z (vu‘vﬁlv"’zmz)w+
=1 Li=1

n+1
+22V2 v+ ) VP y V20 + 402V (v + 1) ( Y \vﬁ.) vV 20—
i=2

—232V3 v+ ) (v+2) v R IVt 0?2 dpge) - 222 VP (v )(v + 2) y VT3 [Vt 0 =

=dyg(H@)—=222V2 (v + 1) (v+2) y V"3 [V yJ* ¢* H? (6.20)
n+1 vt 2 2n+1 vt 2
4. 4Av Z Yy, Oy AVY Y Yyu @=22"V Z (y ¥ @)y~
Lj=1 i=1

—22 2Py V22 2P v+ )y VR vy el
2 dag(0) ~223V2 ¢V 1 0 = dpy(H ) — 202 VPV T T P ¢ (6.21)
Eger (6.17) — (6.21) egsitsizlikleri dikkate alimirsa,
v iH A QP 2dy (pH) +2AV Vo P H2 +
+ A2V QPP AAV Sy Y T —2— v v+ 2) W R IVl V! (6.22)
elde edilir.
A1y igin
AV Sty VT cov v+ y 2Vt -220

oidugunu hatirlarsak, 0 zaman (6.22) egitsizliinden (6.16) bulunur. Bdylece Lemma 6.2 is-
patlanmug olur.
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Lemma6.3:

Lemma 6.2 'nin gartlan saglansin ve
vavy=max{vo+n+1, 4n+1) +8(n+1)(82+n2)+1}
olsun. Bu takdirde,

—2n+N)AveA@ HE+y' *1 (A g2 H2>

22233y 2202 H2 1 20 v n |V o2 H2 + 2(n + 1) Av dy (@) + dy(0) (6.23)
dir.
Ispat :
(6.15) esitligini 2(n + 1) Av ile garparak, bulunan ifade (6.16) ile toplanirsa,
—2n+)AveAq HE+y' 1 (A2 H22
22avn Vol H2+ (3A3V 8 W 22 4in+ ) BV 2y -
n+1
=2+ )RV W+ )y VT2 Y W+ 2+ )3V ) P HE 4
i=1
+2(n + 1) Av dy(p) + do(o)
elde edilir.
v2v, oldugundan, son egitsizlikten (6.23)bulunur. Dolayisiyla Lemma 6.3 ispatlanmig
olur.

Teorem 6.1 ‘In Ispati
Lemma 6.3 '0 ve (6.13) esitsizligi dikkate alinirsa,
(n+1222v¥2 4232 + [VZR B2 + 2y * THE (122 + V2D C2 =

2((n+1)222v2 22 + (A2)® ) H2 + v * 1 (A 2)% H2 >
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22(n+1)Avizl- Az H? + (A 2)° H2 ¥+ 1 >
2-2(n+1)Avz]. Azl B2 + y¥ * ' H? (Az)2 >
22233y 2722282 + 2 v n V2P H2 + 2(n + 1) Av dy(g) + dolp)
bulunur veya
02H?Z22@ 233y 22 [ (n+1)2A%Vv2 +2C% w2y "t 1CP) .
+H? |Vz|2(27~vn—2021;lv+1—202)+2(n+1)7wd1(<p)+d2((p) (6.24)
dir. v2v, alimrsa A>2, igin,
2233y 22 1 (n+1)%22v2 + 202 £ 24" 1 C? )2
2av-2C2yv*l-2c?a

olacak gekilde, A, olacaf agiktir.

Bundan bagka Q(u°%) bbigesinde H=1 dir. Otakdirde (6.24) esitsizliginden Q(u%)
béigesinde A>1g igin

024 (22 +|Vz]) + 4 A v dy(zH) + do(zH) (6.25)

yazilabilir.

(6.25) egitsizlidinin Q(uo) bélgesi Gzerinden integrali ve elde edilen esitsizlidin A — oo

icin limit ahmirsa, H fonksiyonunun tanimindan ve (6.14) sartlarindan,

J' 2%+ vz de w® <o
Q(u9)
elde edilir; yani Q(u®) bélgesinde z=0 dir.

w® noktasimi D bblgesinin siminnin {y, = 0} olan kisminda degistirerek D 'nin 0<y, <8
sartini saglayan noktalarnn kimesinde z =0 oldugu ispatlanmig olur. D 'nin kalan kisminda
z=0 oldufu benzer gekilde ispatlanir.

Teorem 6.1 'in ispatini tamamlamak icin (6.11) — (6.12) probleminin her bir ¢6zimingn
D'de (x> 0 olan noktalar igin) (6.13) — (6.14)probleminin gartlanni sagladi§ini gdstermek ye-

terlidir.
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Q(u% bolgesinden ve k sabitine bagh bir C igin, (6.11) denkleminin her bir ¢8zi-
mandn (6.13) esitsizligini sagladigi ise agikardir; benzer durum (6.12) ve (6.14) Sanlarl iginde
gegerlidir.

Yani (6.11) —(6.12) probleminin w ¢dzimi (6.13) — (6.14) sartlarini saglar. O zaman

D bolgesinde w=0 bulunur. (6.9) sartindanve W= Uy, esitliinden D bolgesinde u=0
elde edilir; (6.7) denklemindenise f=0 builunur. Bdylece Teorem 6.1 ispatiamig olur.

Not: H® (D) 'de c? (5) olan fonksiyonlar her yerde yogJun oldugu igin, Teorem 6.1' in
H3 (D) uzaymnda da dogru olacagi agiktir.
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