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OZET
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BAZI UYGULAMALARI

Alptug OZDEMIR

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Fizik Anabilim Dali

Damsman: Prof. Dr. Abdullah VERCIN

Entropik belirsizlik bagintilar1 (EBB), uzun zaman 6nce Heisenberg belirsizlik baginti-
larina alternatif olarak ortaya atilmigtir. Son yillarda ivime kazanan, yogun caligilan ve
uygulama alanlari oldukga genis bir konudur. Belirsizligi nicelendirilen entropinin standart
sapmayla yer degistirmesi, bu bagntilarin 6zellikle kuantum kriptoloji, dolaniklik tanik-
liklar1, koherenslik ve kuantum diskord gibi bir ¢ok konuya uygulanmasini saglanmigtir.
Biligim siireglerinde, sisteme uygulanan uyusumsuz (sira degigmeyen) olgiimler arasinda
olugan belirsizlikler igin daha tutarli ve siki (indirgenemez) alt sinirlar elde edilmesini sag-
lamigtir. Bu ¢alismada Oncelikle bir hafiza sistemine sahip olmayan sistemler icin EBB
ele alinmig, ayni zamanda bu bagintilarin tarihsel gelisimi incelenmistir. Daha sonra bir
hafiza sistemi varliginda bagintilarin nasil gelistigi, elde edilen alt sinirlarin degigimleri ve
kuantum korelasyonlarin uyusumsuz olgiimler arasindaki belirsizlikler iizerine etkileri ele
alinmigtir. Son olarak, bu bagintilarin baz giincel uygulama alanlari incelenmigtir.
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ABSTRACT
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ENTROPIC UNCERTAINTY RELATIONS and SOME APPLICATIONS in
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Entropic uncertainty relations (EURs) have long been proposed as an alternative to He-
isenberg uncertainty relations. In recent years, the subject has gained momentum, intensive
study and application areas. With the replacement of entropy, quantifying the uncertainty,
with standard deviation, these relations have been applied to many subjects such as quan-
tum cryptology, entanglement witnessing, coherence and quantum discord. It has provided
that more consistent and tight lower limits are obtained for the uncertainties between the
measurement that will be applied to the system in the information processes. In this study,
firstly, EURs are considered for systems that do not have a memory system, and the histo-
rical development of these relations is reviewed. Secondly, development of EURs,variations
of lower bound and the effects of the quantum correlations on the uncertainties between
incompatible measurements are discussed in the presence of a memory system. Finally,
some current application areas of these relations are examined.
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SIMGELER DIiZINi

Sirasiyla konum ve momentum islemcileri
Gozlenebilirler (6lgiim iglemcileri)

Olciim kiimesi

Alice’nin 6l¢iim kiimesinin elemanlar:

X degigkeni i¢in standart sapma

Sira degisim (komiitasyon) bagimtisi

Anti-sira degigim (anti-komiitasyon) bagintisi
Transpoz iglemi

Durum vektori

Yogunluk iglemcileri (matrisleri)

Genigletilmis uzaydaki yogunluk iglemcisi (matrisi)
[zdiisiim islemcileri (von Neumann dlciimleri)
POVM elemanlar1 olan pozitif iglemciler

Alt sistemleri A ve B olan iki pargal bir sistemin yogunluk iglemcisi
Iki parcali sistemin indirgenmis yogunluk islemcileri
Pauli islemcileri (matrisleri)

Bazlar

Fourier dontisiimi

Iz islemi

Spin-yukar: durumu (Sirasiyla o7 ve oy igin)
Spin-agag1 durumu (Sirasiyla oz ve ox igin)

Bell (veya EPR) durumlar

Uniter déniigiim islemcileri (matrisleri)

Birim iglemci (birim matris)

Caligilan uzayin boyutu

Hilbert uzay:

Genigletilmis Hilbert uzay1

Hilbert uzayr H%de tanimh cizgisel doniisiimlerin uzay:
d boyutlu kompleks vektor uzayi

d boyutlu gercel vektor uzayi

Operator p-norm

A kiimesinin kardinalitesi

Ciktilart x olan rasgele bir X degiskeni i¢in olasilik
Ciktilart x ve y olan rasgele X ve Y degiskenleri i¢in bilesik olasilik
y’nin verilmesi durumunda z’in kosullu olasilig
Gaussiyen olasilik dagilimi

En yiiksek tahmin olasiligi

Carpisma olasiligi

Oldukga iyi tahmin olasiligi

Shannon entropisi

Bilesik sistemin Shannon entropisi

Kogullu Shannon entropisi

Klasik kargilikli biligim
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F(p, o)
EF, X Z
Icoh
x(€, X)
Da(pap)
Ja(pap)
Ex,Ey
Ep
V,P,D
(Z, p)
dD

qmu

qcp

4sr

TH

Tcp
p,q,w

Kisaltmalar:

CPTP
EBB
EPR
KYB
KYLK
MU
QKD
POVM

Diferansiyel entropi

Ikili (binary) entropi

p yogunluk iglemcisinin kuantum (von Neumann) entropisi
Iki parcal bir AB sisteminin kuantum entropisi
Kuantum kosullu entropi (S(A|B) = S(AB) — S(A))
Kuantum karsihkl bilisim (I(4; B) = S(A) + S(B) — S(AB))
Kuantum bagil entropi

Rényi entropisi

Min entropi

Carpigma entropisi

Cakigma matrisinin en biiyiik elemani

Oz uygunluk (fidelity)

Kuantum kanallar

Koherent biligim

Holevo niceligi

Kuantum diskord

En biiyiik klasik kargilikli biligim miktar

Hata islemcileri

Damitilabilir dolaniklik

[sigin dalga-parcacik tahmin edilebilirligi

Koherent durumlarin damitilma miktar:

Deutsch Sinir1

Maasen-Uffink Siniri

Coles-Piani Sinir1

Sanchez-Ruiz Siniri

Hall iist sinir1

Coles Piani iist siniri

Olasilik vektorleri

Tamamen pozitif ve iz koruyan (Completely positive and trace preserving)
Entropik belirsizlik bagintilar

Einstein-Podolski-Rosen

Kargilikli yansiz bazlar

Karsilikli yansiz s x s Latin kareleri

Maasen-Uffink

Kuantum anahtar dagitimi (Quantum key distibution)

Pozitif operator-degerli olgii (Positive operator-valued measure)
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1. GIRIS

Kuantum mekaniginin uygulamalari, kuramin kegfinin ilk yillarindan bu zamana
kadar bir ¢ok alana yayilmig ve teknolojiye 6nemli 6l¢iide niifuz etmistir. Klasik
mekanik gibi kuantum mekanigi de kendi bilisim kuramina evrilmis ve bilim insan-
lar1 bunun tizerine yillar boyunca siirecek tartigmalar, lizerine diisiiniilmesi gereken
problemler, kullanilabilir teknolojiler ortaya koymustur. Giiniimiizde Kuantum Bi-
lisim Kurama (Quantum information theory) artik teorik fizigin bir konusu oldugu
kadar deneysel fizigin de oncii alanlarindan biri haline gelmigtir. Devletler, tiniver-
siteler, enstitiiler ve hatta ozel sirketler bu teknolojileri iiretebilmek i¢in biiyiik bir
yarig i¢ine girmis, bunun sonucu olarak da bu kuramin iirtinleri kullanilabilir olmaya

baglamigtir.

Ancak ulagilan teknolojiler ve kullanilan deney aletleri ne kadar gelisirse geligsin,
kuantum mekaniginin dogasi geregi sira degismeyen (uyusumsuz, komiite etmeyen)
gozlenebilirler arasinda belirsizlik oldugu bilinmektedir. Bu, Heisenberg (1927) ta-
rafinda ortaya konulan ve kendi adiyla bilinen Heisenberg belirsizilik bagintilar: ile
soyle ifade edilir: Eger bir parcacigin konumu yiiksek dogrulukla belirlenmek iste-
nirse, momentumundaki belirsizlik o kadar artar veya tam tersi. Matematiksel olarak

kabaca;
a(q)o(p) ~ h, (1.1)

seklinde yazilabilir. Burada, ¢ ve p islemcileri sirasiyla konum ve momentum iglemci-
leri, o(4) ve o(p) sirasiyla konum ve momentumdaki belirsizlikler (standart sapma-
lar) ve h, Planck sabitidir. Kennard (1927) ve Weyl (1928), belirsizlik bagimtilarinin

agagidaki esitsizlik formunu ortaya koymuslardir,
o(q)o(p) > h/2. (1.2)

Robertson (1929), bu bagintilar1 sadece konum ve momentum igin degil biitiin sira

degismeyen gozlenebilirler i¢in bir genellemesi oldugunu gostermistir,

o(X)a(Z) = SI(WIX, Z][¥)]. (1.3)

—_ N



Daha sonra, Schrodinger (1930) sunu gostermistir,

1

o(X)a(Z) = \/(%HX, Z}) = (XN2))* + (5 (X, Z])*. (1.4)

Bu galigmalardan sonra belirsizlik bagintilar: {izerine Heisenberg’in orijinal fikri ka-
lic1 olmug ve ¢aligmalar daha genel, giiglii ve siki (parametrelere gore degismeyen,
indirgenemez, tight) bir alt sinir bulmaya yonelik olmugtur. Ancak standart sapma,
sezgi karsit1 (counterintuitive) davramslar gostermektedir. Bu iddaa Bolim 2’de
incelenecektir. Elde edilen bagitihiarin sag tarafinin gozlenebilirlere gore degisken

olmasi da daha kullanigh belirsizlik olgiilerinin gerekliligini dogurmustur.

Everett (1957), bu konu ile ilgili bilim diinyasina “Belirsizligi nasil 6l¢ebiliriz?” soru-
sunu yoneltmig, Hirchmann (1957) cevap olarak Shannon’un tnli Kominikasyon'un
Matematiksel Bir Temeli (1948) isimli makalesinde ele aldigi, belirsizligin bir 6lgiisii
olan entropiyi 6nermis ve Entropik Belirsizlik Bagimtilarimin (EBB) ilk formunu
ortaya koymustur. Daha sonra Bialynicki-Birula ve Mycielski (1975), EBB ile He-
isenberg belirsizlik bagintilarinin iligkili oldugunu gostermistir. Bir gaussiyen olasilik
dagihm differansiyel entropiyi maksimize eder! ve calismalarinda asagidaki sonuca
ulagmislardir?,

h(q) + h(p) = log(erh). (1.5)
h(q) diferansiyel entropi goyle tanimlanir,
h(q) = /pd(CI) log (p4(q))dy. (1.6)

Gaussiyen olasilik dagilimi ise goyle ifade edilir,

(o) = — e (). (17)

210 (G)? 20(q)*

Burada ¢ konumun beklenen degerini tanimlamaktadir ve benzer bir dagilim fonksi-
yonu momentum igin de yazilabilir. Gaussiyen dagilimlar siirekli olasilik dagilimla-
ridur, yani pg(q) > 0 ve [ ps(q)dg = 1 sartlarim saglarlar. Dagihm igerisinde yer alan

varyans (standart sapmanin karesi, o(¢)?) terimi ise orjinal belirsizlik bagintilar1 ile

ILagrange carpanlar1 yontemi kullanilarak goriilebilir.

2Daha kesin ifade edilirse, logaritma fonksiyonu boyutsuz olmali ve formiilasyon icerisinde ko-
num ve momentum &lgekleri I; ve I; yer almahdir. Ancak sadelik agisindan burada belirtilmemistir.

2



EBB’yi birbirine baglamaktadir.

Daha sonra Deutsch (1982), sira-degismeyen iglemciler igin ayrik olasilik dagilimlar:

ve Shannon entropisini kullanarak agagidaki sonuca ulagmigtir:

H(X)+ H(Z) > —2log (1 ; C) . (1.8)

Burada, X ve Z sira degismeyen iki iglemci ve H(X) ve H(Z) sirasiyla X ve Z'nin

Shannon entropileridir( Bknz (2.20)). ¢ = maxy,z | (z[2) |* olup, |z) ve |z) sirasiyla

X ve Z’nin 6zbazlarini temsil etmektedir.

Maasen ve Uffink (1986) sira degismeyen herhangi iki gozlenebilir i¢gin EBB’nin

agagidaki formunu ortaya koymustur,
1
H(X)+ H(Z) > log —. (1.9)
c

Alt sinirin en biiyiik degeri, gozlenebilirlerin baz kiimeleri karsilikly yansiz bazlarin

bir kiimesi yani ¢ = maxy 7 | (z|z) |* = 1/d oldugunda elde edilir. Burada d, ¢ahsilan
Hilbert uzayr H%nin boyutudur. (1.9) bagintisi entropi temelli belirsizlik bagintilari-

nin kullanigh bir formu olmusg ve biligim kurami igerisinde rol oynamasini saglamigtir.

Entropi, bilisim kuraminda oldukca sik kullanilan bir niceliktir. Bilginin kodlanmasi,
islenmesi, iletilmesi, okunmasi ve depolanmasi gibi siireclerde anahtar rol {istlenir.
Bu siireglerdeki 6lgiim kaynakli olusabilecek belirsizliklerin alt sinirinin bilinmesi
avantajdir ve bu avantaj EBB ile saglanabilir. Ayrica kuantum rasgelelik, kuantum
anahtar dagitimi, dolaniklik taniklari, dalga-parcacik ikililigi, koherenslik, kuantum
diskord, steering, klasik korelasyonlarin kilitlenmesi gibi farkli alanlarda uygulama-

lar1 bulunmaktadar.

Bu bagintinin ragbet gérmesinin en biiytlik nedenlerinden birisi de durum bagimsiz
bir alt sinir vermesidir. (1.3) ve (1.4) bagntilarimin sag tarafi durum bagh olup, her
gozlenebilir ¢ifti ve (veya) her |¢)) durum vektorii i¢in alt simirlar degigsmektedir.
Bu tartigmalar da Boliim.2’de ele alinmigtir. MU siniri ise baglangic durumundan

bagimsiz bir sonuctur.

Heisenberg bagintisinda oldugu gibi, (1.9)’un sag tarafimin geligtirilebilecegi ve farkli
3



durumlar i¢in daha gii¢lii alt siirlarin olabilecegi gosterilmistir. Yine durum ba-
gimsiz, islemcilere gore degismeyen ve MU siirindan daha giiclii alt siirlar elde

edilebilecegi, Boliim.3'te ele alinacaktir.

Ilerleyen yillarda bu bagimntilarin ashinda baslangic durum bagimsiz olmadig ortaya
¢gikmigtir. Berta vd. (2010) kuantum hafiza varhgimda (6l¢iim yapilan sistemle ko-
relasyon halinde bulunan bagka bir sistem, side information) EBB’yi inceleyerek
agagidaki baglangic durumuna bagh formu elde etmislerdir; Iki parcali bir sistem

icin bu bagint1 soyle ifade edilebilir:
1
H(X|B)+ H(Z|B) > log — + S(A|B). (1.10)
c

Burada, H(X|B) (H(Z|B)) kosullu Shannon entropisi ve S(A|B) kosullu von Ne-
umann entropisidir. Bu iki entropinin arasindaki en 6nemli fark, kosullu Shannon
entropisi her zaman pozitif degerler alirken, kogullu von Neumann entropi negatif
degerler alabilir ve negatif degerler dolanikliga bir igaret olarak goriliir (Nielsen ve
Chuang 2011 Syf. 514). En kii¢iik degeri — log d olur ve bu durumda sistemlerin en
dolanik durumdan oldugu sdylenir. Bu durumda (1.10)’nun sag taraf agikar olur ve
iki parcali en dolanik halde bulunan bir sistem {izerinde yapilacak 6l¢timlerde belir-
sizligin sifira indirgenebilecegi sonucu ortaya ¢ikmaktadir. Fotonlar {izerinde yapilan
deneylerle bu ¢aligmanin dogrulugu gosterilmistir (Li v.d 2011). Bu bagmtiya Bo-

liim.4’te yer verilecektir.

Pati v.d (2012), (1.10)’un sag tarafina kuantum diskordun da (Da(p,z)) eklenebi-

lecegini gostermislerdir,
1
H(X|B) + H(Z|B) > log - + S(A|B) + max [0, Dalpas) — Jalpan)].  (111)

Burada, Ja(p,p) = maxx I(X; B) olarak tamimlanir ve olgiimden sonraki klasik
karsilikli biligim miktarinin en biiyiik degeridir. Bu bagint1 da Boliim.4’te ele alina-

caktir.

EBB'nin o6zelikle kuantum kriptoloji alaninda genis kullanim alanlar1 vardir ve ku-
antum giivenlik protokolleri ile yiizde yiiz giivenlik saglanabilecegini ispatlamak i¢in

kullanilmaktadir. Sistemler ilgili bilisgim elde etmeye ¢alisan kulak misafirlerilerinin
4



(eavesdroppers) hi¢bir zaman tam olarak biligim elde edemeyecegi EBB ile gosterile-
bilir. Tek ve ¢ok parcali sistemler i¢in geligtirilen ve bir diigiince deneyi olan tahmin
oyunlar, bu bagitilarin ve kuantum kriptolojideki uygulamalarinin anlagilmasi agi-

sindan ele alinacaktir.

Bu caligmada 6n hazirlik olarak standart sapmanin sezgi kargit1 davraniglar tartigi-
lacak, sonra Shannon, von Neumann ve Rényi entropileri incelenecektir. Ayrica bu
kisimda Ol¢lim konusu da kisaca ele alinacaktir. Daha sonra, bir hafiza sistemi olma-
dan EBB, bir hafiza sistemi varliginda EBB ve kuantum biligim kuramindaki bazi
uygulamalar1 incelenecektir. Ekler kisminda ise tez iginde ele alinan, ancak hesap
olarak uzun olan baz gerekli bilgiler ve yine bu calisma igin gerekli goriilen baz

konular incelenmigtir.



2. ON HAZIRLIK

EBB’yi incelemeden once, standart sapmanin sezgi karsiti (mantiga aykir1) dav-
raniglarindan ve biligim kurami igerisindeki kullanigsizhigindan bahsedilecek, sonra
bilisimsel entropi konusu incelenecektir. Ayrica, biitiin entropik belirsizlik bagintilar:
Ol¢lime dayanan bagintilar oldugu i¢in, kuantum mekaniginde odl¢iim kavrami de ele

alinacaktir.

2.1 Standart Sapma

Kuantum mekaniginde, Hilbert uzay1 H¢ iizerinde tamimh cizgisel déniisiimlerin
(islemcilerin) uzayr B(H?) ile gosterilirse, X € B(H?) olmak iizere, Hermite-sel
bir X iglemcisinin [¢)) durumunda beklenen degerinden ne kadar sapma olabile-
cegi standart sapma ile nicelendirilir. En genel ifade ile X’in |¢) durumundaki,
(Y| X|Y) = (X), beklenen degerinden farkinin karesinin ortalamasina varyans, bu
degerin karekokiine de standart sapma veya kare-ortalama karekék sapma denir.

Standart sapma o(X) ile gosterilir ve g6yle tanimlanir:

o(X) = V(X = (X))2) = V(X?) — (X)2. (2.1)

Bir X gozlenebilirinin (veya siirekli bir X rasgele degiskenin) bir px(x) olasilik
dagilimi i¢in standart sapma asagidaki gibi de ifade edilebilir,

1/2

o) = | [ = (X)Poxtod] (22)

Integral degigkeni dz biitiin uzay iizerinden integral alindigin gostermektedir: Sonlu
giktilar: olan bir rasgele X degigkeni i¢in yukaridaki integral bir sonlu toplamla de-

gigtirilmelidir.

Heisenberg tarafindan belirsizligin bir 6l¢iisii olarak kullanilan standart sapma, ha-
lefleri tarafindan da kullanilmigtir. Ancak, hesaplardaki sezgi kargiti davraniglari

alternatif belirsizlik 6l¢iilerinin aranmasina neden olmustur.
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2.1.1 Standart sapmanin sezgi karsit1 davraniglari

Laboratuvarda elde edilen sonuglar ile beklenen degerler her zaman ayni olmaya-
bilir ve sapma miktarin1 hesaplayabilmek deney sonuglar1 agisindan 6nemlidir. An-
cak standart sapma tutarli davraniglar: sergilememekte ve belirsizligi nicelendirmesi
sorgulanmaktadir. Asagidaki ornekler bu konu hakkindaki giipheleri destekleyecek
sekilde segilmigtir.

Ornek 2.1 z-spin acisal momentumu, m, € {1,0, —1} olan spin-1 pargaciklar (bo-
zonlar) ele alinsin. S, iglemcisi ve durum vektorlerinin matris gosterimleri su gekil-

dedir,

10 0 1 0 0
S.=h]l 00 0 [sh)=fof.00=]1]|,]-)=|o0]. (23
00 —1 0 0 1

Bir pargacign [ ) = \/g (]1)+1]0)+|—1)) gibi biitiin durumlarin bir siiperpozisyonu
olan bir saf kuantum durumunda bulundugu ve bulunma olasiliklar: esit ve p, = 1/3

oldugu varsayilsin. S, ve S?'nin beklenen degerleri ve o(S,) hesaplanirsa,

<¢1|Sz|¢1> =0, <¢1|Sz2|1/}1> = § ve U(Sz) =V <53> - <Sz> - \/gv (24)

cikar®. Ikinci adimda, sistem hakkinda bilgi edinildigi diisiiniilsiin ve |0) olma ola-
siigl p,(0) = 0 varsayisin. Yeni olasihik dagilimi p.(1) = p.(—1) = 1/2 olur ve
durum vektorii [1,) = \/g (]1) +1]—1)) seklinde ifade edilebilir. Bu durumda yeniden

hesaplama yapilirsa,

(o] Sz|1ha) = 0, (1hy|S2[hy) =1 ve a(S.) = /(S2) = (S.)2 =1, (2.5)
elde edilir. Burada spin bilegenlerinin olasilik degerleri arttigr icin sezgisel olarak

standart sapmanin yani belirsizligin azalmasi beklenir ancak artmaktadir.

Siradaki iki 6rnekte, kutu igindeki pargacik yaklagiminda standart sapmanin yine
sezgi karsit1 davraniglarda bulundugunu gostermek kolaydir. Beklenen ve ortaya ¢i-

kan sonuglar bu konudaki tartigmalarin nedenlerini de ortaya koymaktadir.

!Sadelik acisindan biitiin hesaplarda & = 1 kabul edilecektir.
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Ornek 2.2 Sirasiyla Sekil.(2.1) ve (2.2)'de goriilen A ve B sistemleri, her biri L /4

uzunlugunda olan dort kutucuktan olusmaktadir. A sisteminde bir pargacigin bu-

lunma olasiligy;

palq) = g €0l (2.6)

diger yerlerde.

q=L72 g=L

Sekil 2.1. A sistemi

ile verilmektedir. Konum i¢in beklenen deger (§) = L/2 ¢ikar ve konumun belirsizligi

hesaplanirsa,

oty = [ [ - avrwn] = [a- i) =L e

elde edilir. Burada dgq konum iglemcisi i¢in integral degiskenidir.

IT IV

| I

g=0 q—L/4 q=3L/4 q=L

Sekil 2.2. B sistemi.

B sistemi i¢in, sistemde bulunma olasiligi:

2 L 3L
T, q€ [07 _]U[_7L]
pelg) =4 e (2.8)
0, diger yerlerde.
olarak verilmigtir ve konumum beklenen degeri yine L/2 ve belirsizlik,
L/4 9 L 9 1/2
o@)=| [ - @rjar [ G- @)
0 L 3L/4 L (29>



gikar. Parcacik daha dar bir alana hapsedildiginde konumundaki belirsizligin azal-
mas1 beklenirken, hesaplarda A’daki gibi daha genis bir alana yayilmis parcacigin
konumdaki belirsizlik daha kiigiik ¢ikmaktadir.

Girig kisminda Heisenberg belirsizlik bagintilarinin giiclii ve siki alt sinirlar verme-
digine deginilmigti. Asagidaki érnekle bu konudaki soru igaretleri daha iyi anlagila-

caktir.

Ornek 2.3 Spin-1/2 pargaciklar igin Robertson bagintist ((13)) ele alinsin. Pauli
islemcileri o, = [0)(1| + [1){(0] ve o, = |0){(0] — |1)(1], Bloch kiiresi tizerinde x
ve z eksenlerine karsilik gelen gozlenebilirlerdir. o, ve o.’nin komiitasyon bagintisi

incelenirse,

[Ux7 Uz] =040, — 0,0,

— — 2(0){1] - [1)(0]) (2.10)
= — 2i0y,.
olur. (1.3) goz 6niine alnirsa,
o(oz)o(0,) > i (Ploy|v) (2.11)

olur ve bu alt sinir sadece o, ve o, igin gecerlidir. Her farkli sira degigmeyen islemciler
icin farkli alt sinirlar elde edilir. Ancak EBB’nin amaci, kullanilan iglemcilere gore

degigsmeyen bir alt sinir elde etmektir ve Robertson bagintisi bunu saglamaz.
2.2  Olciim

Bir kuantum sisteminin durumlari, yogunluk iglemcileri (matrisleri) ile betimlenir.

Bir yogunluk islemcisi,
i) pl = p (Hermite — sel)
it) p >0 (Pozitif)
iti) Trp =1 (Birim izli).

ozelliklerine sahip kare matrislerdir?. Bu islemciler, sistem hakkindaki biitiin bilgiyi

tasir ve olasiliklarin elde edilmesinde kullanilir.

2Her pozitif islemci Hermite-sel’dir ancak her Hermite-sel islemci pozitif olmak zorunda degildir.
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Laboratuvarda olgiilebilen her fiziksel nicelik (konum, momentum, enerji v.b.) Hil-
bert uzay1 H%'de tamml ¢izgisel doniisiimlerin B(H?) uzaymda tanimh bir Hermite-
sel (self-adjoint) islemciye (matrise) karsilik gelir. Olciim islemcileri, {M;} islemcile-
rinin bir kiimesi tarafindan, X; = MJMZ- olacak gekilde tanimlanir. i ile etiketlenmis

ol¢iim sonucuna ait olasiliklar bir saf p = |1)(¥)| durumunda g6yle bulunur;

p(X) = (] M} M; )
=T'r(M;|) (| M)
=Tr(M;pM]) = Tr(pX;). (2.12)

Son satirda yer alan yazima Born kuraly denir. Saf olmayan durumlar, saf durumlarin
bir konveks kombinasyonu oldugundan, bu yazim saf olmayan durumlarda da gecer-
lidir. Sistemin 7. 6lgtim olasihg ile birlikte 6lglim sonrasi durum (post-masurement

state) su gekilde ifade edilir,

Wy (2.13)

(0| M M; |v)

Biitiin olasiliklarin toplamimin ), p(M;) = 1 olmas: gerektiginden, 6lciim islemcile-

rinin kiimesi tamlik bagintisini saglamalidir,

dXi=> MM =1 (2.14)

Bu gahgmada izdigiim (projection) iglemcileri ve pozitif-operatér degerli 6lgiiler

(positive-operator valued measure, POVM) ele alinacaktir.
2.2.1 izdﬁ§ﬁm islemcileri

Verilen herhangi bir gozlenebilir X (Hermite-sel iglemci),
X = Z:U’ipi = Zﬂz|xz><$z| (2.15)

seklinde spektral ayrigima sahiptir. Buradaki P; = |x;) (z;| islemcilerine X’in 6z uzay1
tizerine iz diigliren 6z-izdiigim iglemcileri (von Neumann &lgiimleri) denir ve p,, i.

6lciim sonucunun olasihgidir. Izdiisiim islemcileri asagidaki sartlar: saglamahdir,

i) P! = P, (Hermite — sel)

7
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it) P? = P; (Karesi kendisine esit - idempotent)
iti) PPj=6;;P;; Vi,5€[l,d] i¢in (Diklik bagintisy) .

Burada d, Hilbert uzaymin boyutudur. Izdiisiim islemcileri tamlik bagimtisii da
saglar, > . P;Pi = Y., P? = Y. P, = 1. Bu islemciler, uygulandig1 yogunluk
iglemcisini kendi alt uzayma iz diisiiriir. Ornegin, P = |0)(0], saf [¢)) = « |0) + 3|1)

durumuna uygulanirsa,
(Wl PP ) = ([0} (0]0) (0l
= (£[0) {0l¢)
= (e (0] + 57 (1)) (10){0)(a |0) + S [1))

= |a|2’

(2.16)

olur ve “sistem, |0) durumda |a|? olasiligr ile bulunabilir” denir. Olgiim sonrast

durumlar agagidaki gibi temsil edilir,

b
Saf durumlar igin; |¢) = i, (2.17)
VY B [Y)
P.oP
Saf olmayan durumlar i¢in; p' = % (2.18)

En basit (ilkel) izdiigiim iglemcileri rank-1 iglemcilerdir (birim izli), ancak biitiin

izdiisim islemcilerinin rank-1 olmasina gerek yoktur.

2.2.2 Pozitif-operator degerli 6lgii (POVM)

B(H%)’de tanimh herhangi bir {M;} islemciler kiimesi diisiiniilsiin. Bu kiimenin

elemanlar1 kullanmlarak,

B, = M] M, (2.19)

olacak gekilde pozitif iglemciler tanimlanabilir. Béylece i ile etiketlenmig bir {F;}

kiimesi elde edilebilir. Eger bu kiimenin elemanlari,
i) E; >0 (Pozitif)

it) >, E; = 1 (Tamhk bagintist)
11



ozelliklerini sagliyorsa, bu gekilde tanimlanmig {F;} tam kiimesine bir POVM
(positive operator-valued measure) ve her bir E; iglemcisine bir POVM eleman
denir. 7. 6lgim sonucunun gelme olasihgr p(E;) = Tr(pE;) seklinde elde edilir
ve ikinci Ozellik olasiliklarin toplamlarmin 1 olmasi, ), p(£;) = 1, sartindan

gelmektedir.

POVM elemanlart diklik bagintisin1 saglamak zorunda degildir ve izdiigiim iglemci-

lerini kapsar.

2.3 Entropi

Entropi, termodinamigin ikinci yasasina gore diizensizligin bir 6l¢iisii olarak tanim-
lanir. Ancak bu ¢aligmada “biligimsel entropi” kavrami ele alinacaktir. Asagida bu

¢alisma kullanilacak entropi tiirlerine yer verilmigtir.

2.3.1 Klasik bilisimde entropi: Shannon entropisi

Cloud Shannon (1948) tarafindan klasik biligim kuraminin temel kavrami olarak
ele aliman biligimsel entropi, bilisim faaliyetleri ve kargilikli iletisimde anahtar rol
iistlenmektedir. Bir rasgele X degiskeni ele alinirsa, bu degigken ile ilgili biligim
faaliyetlerinde (kodlama, igleme, iletilme, okunma, depolanma v.b) bu degigkenin
giktilart degil, ¢iktilarin olasiliklart 6nemlidir. X degiskenin ¢iktilarinin olasiliklar:
tizerinden biligsim faaliyetlerinin yiiriitiilebilmesi Shannon entropisi ile nicelendirilir.
Tanim olarak, bir rasgele X degigskenin Shannon entropisi, X’in degerini 6grendikten
sonra ne kadar bilisim kazanci olacaginmi veya X'’in degerini 6grenmeden onceki
belirsizlik miktarini nicelendirir (Nielsen ve Chuang 2011 Syf. 500). X degiskenine
ait bir px () ayrik olasilik dagiliminin Shannon entropisi (px(z) > 0, > px(z) = 1,
H(X), su sekilde tanimlanir;

pr ) log px (). (2.20)

Elde edilen sayisal degerlerin birimi mesaj bagina bit (bit per message) olarak
tanimlanir (2 tabaninda logaritma kullanildig: igin bu birim kullamlmaktadir ve bu

galigmada her zaman log = log, kabul edilecektir.). Dikkat edilirse, log 0 tanimsizdir.
12



Ancak lim,, .9z logx = 0 oldugundan bundan sonraki biitiin hesaplarda 0log0 = 0

alinacaktir.

Eger bir degiskenin olasilik dagilmi {1,0,0,...} gibi, yani bir giktinin meydana
gelme olasigr kesin ve digerleri imkansiz ise, bu degiskenin Shannon entropisi

H(X) = 1log1 = 0 olur ve herhangi bir belirsizlik yoktur. Eger, n elemanl bir

11

n’n’n7’

kiimede olasilik dagilimi .} gibi tekdiize (biitiin giktilar i¢in sabit ve
aym biiytikliikte, uniform) bir dagilim gosteriyorsa, bu dagilimin Shannon entropisi
H(X)=—->,01/n)log(l/n) = logn yani maksimum olur. Burada ¢ikarilabilecek

sonug Shannon entropisi her zaman 0 < H(X) < logn arasinda degerler alir.

Ciktilart z olan bir X degiskeni ve c¢iktilar1 y olan bir Y degiskeninden olusan ve
birbirleriyle ilintili (korelasyon halinde) iki pargali bilegik sistemin Shannon bilegik

entropisi,

H(XY): Zp (x,y)logp(x,y), (2.21)

.y

seklinde tanmmlanir. Burada p(z,y) bilesik olasilik olarak adlandirilir. Sistemin
indirgenmis (marjinal) olasihk dagihmlari, - p(x,y) = p(y) ve >_, p(x,y) = p(x)
seklinde hesaplanir. Eger X ve Y birbirinden bagimsizsa (istatistiksel olarak
bagimsiz) her x ve her y ciktilarinin bilegik olasihgr icin p(x,y) = p(z)p(y)

yazilabilir ve bilegik sistemin entropisi;
H(XY) = Zp x,y)log p(x, y)
=- Zp( log p(x Zp Jogp(y) = H(X)+H(Y),  (2.22)

seklinde yazilabilir.

Iki parcali bir sistemde, bir Y degiskeninin bir y ciktisinin verilmesi kosulunda X’in

entropisi asagidaki gibi tanimlanir;

H(X|y) === p(zly)logp([y). (2.23)

T

Burada p(z|y), kosullu olasilik olarak adlandirilir (3 p(z|y) = 1) ve y verilmesi

durumda x gelme olasiligini nicelendirir. Bilesik olasilik ile kogullu olasilik arasindaki
13



iliski Bayes kurama ile verilir;

plylz)p(x) p(%?;)_ (2.24)

plely) = ply) oy

Kogullu olasikliklar da ) p(z|y) = 1 sartin saglar. Béylece (2.23)’de her zaman

pozitiftir ve bir Shannon entropisidir.

Kosullu Shannon entropisi, Y degiskenin biitiin giktilar: tizerinden agirlikli ortalama

alinarak elde edilir;
H(X[Y): Zp plzly) log p(zly) = Zp H(X|y). (2.25)

Bu ifade H(X|y) entropilerinin ortalamasi oldugundan (kuantum kogullu entropinin
tersine) her zaman pozitifitir. Kogullu entropi, Y ’nin verilmesi durumunda X
iizerinde ne kadar belirsizlik kaldigi veya X hakkinda ne kadar bilisime sahip
olunabileceginin bir dlgiisiidiir. Bayes’ kurami kullanilarak, (2.16)’dan agagidaki

ozdeglik tiiretilebilir,
H(X|Y) = Zp plx|y) log p(zy)

__ ;p(m y)log (pz(aa(jj))

:—pry log p(z,y) —|—Zp Jlogp(y) = H(XY)— H(Y). (2.26)

Rasgele bir X degiskeni i¢in iki olasilik dagilimi p(z) ve ¢(x) arasmdaki bagil entropi

su sekilde tanimlanir,

:L’
D (p()|q(x Zp log )
=> p(x)logp(x) — Zp )log g(x

Bagil entropinin her zaman pozitiftir, D(p(z)||q(z)) > 0, ve esitlik i¢in gerek ve

(2.27)

yeter kosul p(z) = ¢(x) olmasidir. Iki olasilik dagilimi arasmdaki simetrik olmayan

bir uzaklik 6lgiisii olarak ele alinir. Bagil entropinin pozitifligi EK 1’de incelenmigtir.

Klasik karsiikly bilisim 1(X;Y), X ve Y degigkenlerinin kargilikli veya ortak biligim
14



miktarini karakterize eder. X ve Y ’nin kargilikh biligim miktari,

(2)p(y)
—Zp x,y)logp(z, y) Zp ) log p(z Zp )log p(y (228

z,y

L s

—H(X)+ H(Y) - H(XY)
—H(X) - H(X|Y) = HY) - H(Y|X),

olarak tanmmlanir. Ilk satira dikkat edilirse, I(X;Y) = D (p(x,)||p(x)p(y)) > 0
oldugu goriiliir ve esitlik i¢in gerek ve yeter kosul X ve Y degigkenleri istatistiksel
olarak bagimsiz olmasidir. Boylece klasik kargilikli biligim de her zaman pozitiftir.

Sistemler arasindaki tiim klasik korelasyonlarin bir 6l¢iisii olarak ele alinir.

2.3.2 Kuantum bilisimde entropi: von Neumann entropisi

Bir p yogunluk iglemcisinin von Neumann entropisi goyle tanimlanir;

S(p) = —Tr(plogp). (2.29)

Her yogunluk iglemcisi p = ), A;|i)(i| olacak sekilde spektral ayrisim kabul eder.
Burada J\;, p islemcisinin 6zdegerleridir. \; 6zdegerleri kullanilarak von Neumann

entropisi (dejenerelik varsa hesaba katilarak) goyle yazilabilir,
—>  Nlog A (2.30)

Eger p = [¢)(¢] yazilabiliyorsa bu durumlara saf durumlar (pure states) denir

ve Ozdegerlerinden birisi A\; = 1 ve diger 6zdegerleri ¢akigik olup sifira esittir. Saf
durumlarin von Neumann entropisi, S(p) = 0 ¢ikar. p = >, 11;/¢)(¢;| seklinde (en
az iki |¢;) ¢izgisel bagimsizsa) yazilabiliyorsa bu durumlara saf olmayan durumlar
(mized states) denir. Biitiin 6zdegerler \; = 1/d seklinde tek diize (uniform) ise
bu duruma en saf olmayan durum (mazimally mized state) denir ve bu durumda
S(p) = logd maksimum olur. Burada d, Hilbert uzay1 boyutudur. von Neumann

entropisinin degerleri de 0 < S(p) < logd arasinda yer almaktadir.
15



Iki parcali bir bilesik sisteme ait p, 5 yogunluk islemcisinin von Neumann entropisi,

S(pAB) = TT(PAB log PAB)

= 1;log,
J

seklinde tamimlanir. Burada n;’ler p ,5'nin 6zdegerleridir. Bilegik sistemin indirgen-

(2.31)

mis (marginal) yogunluk iglemcileri Trg(pag) = pa ve Tra(pap) = pp seklinde

parcali izleri alinarak (7r4 ve Trg) bulunur.

Kuantum kosullu entropi;
S(A|B) = S(pap) — S(pp) (2.32)

seklinde tanimlanir. Shannon entropisinde bilegik sistemin entropisi parcalarin
entropilerinden her zaman biiyiik veya esitken (H(XY) > {H(X),H(Y)}), bu
durum von Neumann entropisi icin gecerli degildir. Ornegin, sistem p,5 = [¢7)(¢™]|
gibi saf en dolanik bir Bell durumunda bulunuyorsa, indirgenmis durumlar en
saf olmayan p, = pp = 1/d durumundadir. Bu durumda S(p,z) = 0 iken, alt
sistemlerinin entropileri maksimum ve log d olur. Ayrica S(A|B) = S(p45)—S(pg) =

—log d olur. Bu sonu¢ kuantum kosullu entropiye 6zgii bir durumdur.

p ve o gibi iki yogunluk iglemcisi arasindaki kuantum bagil entropt soyle tanimlanir,
D(pllo) :==Tr(plogp) — Tr(plogo) (2.33)

Klasik bagil entropi ile benzer olarak kuantum bagil entropi de her zaman pozitiftir
ve esitlik icin gerek ve yeter kosul p = ¢ olmasidir. Iki yogunluk islemcisi arasinda

simetrik olmayan bir uzaklik 6l¢iisii olarak diisiiniiliir.

Ilerleyen béliimlerde kullamlacagindan bagil entropinin kuantum kanallar altinda
monotonlugundan bahsedilmelidir. Kanal kavramai, klasik komiinikasyon teorisinden
gekilmigtir ve bir gondericinin, bir p durumunu bir iletisim baglantisiyla beraber,
kanal uygulanmig £(p) durumunu alan diger partiye iletmesi olarak hayal edilebilir

3. Bir kuantum kanal £(),

3Preskill J., Lecture Notes for Ph219/CS219:var Quantum Information Chapter 3 Syf: 12
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i) E(apy + Bpy) = a&(py) + PE(py) (Clizgisel)

ii) p=pl = E(p) = E(p)T (Hermite-selligin koruyan)
iii) p > 0= E(p) > 0 (Pozitifligi koruyan)
w) Tr[€(p)] = Trp (Izi koruyan) .

ozelliklerini tagiyan tamamen pozitif iz-koruyan gonderimler (completely positive

trace-preserving map, CPTP) olarak adlandirilir ve Kraus temsili ile gosterilir;
E(p) =) KipK].

Bu gosterime kanalin operator-toplam gosterimi de denir ve her K; elemanina
kanalin iglemcileri veya Kraus islemcileri denir. Bu iglemciler, ). KZ»T K; = 1 olacak

sekilde tamlik bagintisin1 saglamalhdir.

Bagil entropi kuantum kanallar altinda her zaman monoton azalir ve bu 6zellige

veri-igleme egitsizligi denir (Lieb ve Ruskai 1973).
D(pllo) > D(E(p)lIE(0)) (2.34)

Kuantum kargilikli biligim,

I(A; B) :==S(pa) + S(pp) — S(pap)
=S(p4) — S(A|B) (2.35)
=S(pg) — S(B|A),

seklinde tamimlanir. Yine ilk satirdan kuantum karsiikli biligim, I(A; B) =
D(pagllpa ® pg) seklinde yazlabilir. I(A; B) > 0 ifadesi her zaman dogrudur
ve bilesik sistemin, alt sistemlerin ¢arpim durumundan ne kadar uzak oldugunun
bir 6lgiisiidiir. Boylece pargalar arasinda varolan biitiin korelasyonlar1 (klasik ve

kuantum) nicelendirmekte kullanilir.
2.3.3 Reényi entropisi

Rényi entropisi, Shannon ve von Neumann entropilerinin bir genellemesi olarak ele

alinmakta ve 6zellikle kuantum kriptoloji alaninda sik kullanilmaktadir. Bir rasgele
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X degigkeninin ¢iktilarina ait bir ayrik olasilik dagiliminin Rényi entropisi soyledir,

1
1l -«

Hy(X) = log > [px(x)]". (2.36)

Burada o € (0,1) U (1,00) , px(z) > 0 ve > px(xz) = 1 olarak tanimlanir ve
olasilik dagiimi px(z) = {px(1),px(2),...} ile birlikte alfa kuvvetinin biligiminin
bir ol¢iisiidiir. Nihayetinde belirsizlik kayip biligim oldugundan, Rényi entropisi bir

belirsizlik 6l¢iisii olarak goriilebilir.

Rényi entropisi o parametresine gére monoton azalan bir fonsiyondur; yani
a degerleri biiylidiikce Rényi entropisinin degeri kiigiiliir. @ — 1 limitinde,
lim,—,1 Ho(X) = H(X), Shannon entropisi elde edilir. Monotonluk ve limit durum-

lar1 EK-2’de incelenmistir.

a’nin degerlerine gore, Rényi entropisi bazi isimler ile anilir. Ornegin, garpisma

entropisi H gy = Hy $0yle tanimlanir;
HQWP(X) = _logpgarp(X)~ (237)

Buradaki garpisma olasihklart peg,(X) = > p.(X)? ile tammlanir; yani X
degiskeninin iki bagimsiz olayimin olasiliklar1 esittir. Min-entropi H,,;, = Heo,
kuantum kriptolojide sik kullanilan bir niceliktir. Dogru tahmin igin en iyi olasiligin

karakterizasyonunda kullanilir ve minimum siipriz igerir,
Hypnin(X) 1= — 10g Pranm (X). (2.38)

Burada pianm(X) := max, px(z) olarak tamimlanir. Min-entropi bir rasgele X
degiskeninin siirpriz sonuclarinin minimuma indirgenmisi olarak ele alinir, en
biiylik olasiliga bahis oynamak gibi diigiiniilebilir. Rényi entropisi kullanilirken,
a < 1 degerleri i¢in, minimum siirprizli olaylar daha agirlikli olur. Max-entropi ise

Hnae := Hyjp olarak tanmimlanir.
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3. BIR HAFIZA SISTEMi OLMADAN EBB

Bu boliimde herhangi bir yardimer sisteme veya hafizaya sahip olmayan, tek parcali
sistemler i¢cin EBB incelenecektir. Shannon ve Rényi entropileri igin bagintilarin

tarihsel geligimleri ve konu bagliklar1 altinda ilgili olmasi durumunda daha giincel
calismalara da yer verilecektir. Daha sonra bir diigiince deneyi olan tahmin oyunu

ile bagintilarin kullanighihgr degerlendirilecektir.
3.1 Shannon Entropisi ile EBB

Tek pargali bir sistemde, EBB’nin iki avantaji dikkat ¢gekmektedir. Bunlar, esitsizli-

gin alt sinirmin;

i) Baglangi¢ durumundan bagimsiz olmast,

ii) Islemcilere gére alt smirmn degismemesidir.

Deutsch (1983): Deutsch’un (1983) ¢aligmasina gore, bir boylandirilmis |¢/) durum

vektorii tizerine sira degismeyen ve bazlari sirasiyla {|x)} ve {|z)} ile tamimlanan X

ve Z izdiigiim 6l¢iimleri uygunlansin ve olasihiklar | (1|z) |2 ve | (1|z) |? olacak sekilde

ayrik olsun (Y| (W|z) |2 =1=3"_ | (®]2)|* ). Olgiimlerin Shannon entropileri,

H(X) ==Y [(¥|z) Plog| {]2) |, (3.1)

=D 1 ®l2) Plog| (¥]2) I (3.2)

seklindedir. Deutsch’e gore, X ve Z 0l¢iim sonuglarinin belirsizlikleri her zaman
indirgenemez bir alt smira sahiptir (H(X)+ H(Z) > indirgenemez alt sumr). Daha
agik su bicimde yazilabilir:

H(X)+H(Z Z| (¥lz) *log| (v]x) [* Zr (¥]2) [*log | (¥]2) |

(3.3)
—— S (@) [ (wl2) P [log(] (wla) ] (]} 12)].

Parantez igindeki terim her zaman pozitif-olmayan (0 veya negatif) tanimhdir ve

asagidaki 6zdeglikten en biiyilik degeri elde edilebilir,

ma [ (e} | (912) ] = (1 + max| (al2) ). (3.4)
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Bu 6zdesgligin ispati EK-4’te incelenmigtir. Boylece,

1+ max,. | (z]2) \)2

HOO + H(2) 2 = 3wl Pl (wl2) Plog (25

(3.5)
1
— 9l ( + max, . | (z]2) |) .

2

elde edilir.

Kraus (1985): Kraus (1985), bu sonucun optimal bir sonu¢ olmadigim iddaa

etmistir. Baz vektorlerinin i¢ carpimimin, her |z) ve |2) icin, | (x|z) | = 1/+/d olan
gozlenebilirlere tamamlayic1 gozlenebilirler (complementary observables) tanimini
yapmigtir. Burada d, ¢aligilan Hilbert uzaymin boyutudur. Tamamlayicit gézlenebi-
lirler ve d = 2, 3,4 i¢in yapilan hesaplamalarda, agagidaki bagintinin Deutsch'un

bagmtisindan daha giiclii ve optimal oldugu sanitinda (conjecture) bulunmustur,
H(X)+ H(Z) > logd. (3.6)

Bu calismada, her |z) ve |2) icin, | (z]z)| = 1/+/d kosulunu saglayan bazlara

karsilikly yansiz bazlar denilecektir.

Maasen-Uffink (1988): Yukaridaki sinirin biitiin sira degismeyen gozlenebilirlere

genellenebilecegi Maasen ve Uffink (1988) tarafindan gosterilmigtir:
1

Burada ¢ = max, , | (x]2) |* olarak tamimlanmaktadir. Dikkat edilirse, yukaridaki
siirlar baglangi¢ durumu |¢)’den bagimsizdir. Bu da aligilmig (geleneksel) belirsizlik

bagintilarinda pek kargilagilmayan bir olgudur.

EK-3’te MU bagintisi saf durumlar i¢in ispatlanmigtir. Ancak saf olmayan durumlara

da soyle genellenebilir:

Spektral ayrigim ile bir yogunluk islemcisi p = >, g0 = D1t |¥5) (¥4] seklinde
yazilabilir, burada ézdegerler i, > 0 ve >, 1, = 1 bagmtilarim saglar. p, =

|Yy,) (Y] ifadesi saf durumlar temsil etmektedir ve |¢,), p islemcisinin tanimh

oldugu Hilbert uzayimin alt uzaylarini geren bazlardir. X ve Z ol¢iimleri p durumuna
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uygulandiginda olasiliklar,
pz(p) = (z|p|z) Zﬂk (z|pglz) = Zﬂk| (V) [°
k
p:(p) = (z]pl2) Zﬂk z|pyl2) Zﬂk| (Wrl2) |2,
k

olur ( >, ps(p) =1=3,p.(p)) ve Shannon entropileri,

H

(X)) == (D sl (Wilz) P) log (D el (ulae) ), (3.8)
Hy(Z) ==Y (Dl (Wl) P)log (D pul (wrl2) 1), (3.9)

seklinde elde edilir. Shannon entropisi konkav bir fonksiyondur ve
X)2 ) wH, (X), Hp) =) | {le) Plog| (i) P, (3.10)
k T

bagintist her zaman dogrudur (Z 6l¢iimii i¢in de yazilabilir). Egitsizligin sag tarafinda
yer alan H, (X), p,, ile tanimlanan saf durumlara uygulanan X 6l¢iimiiniin Shannon
entropisidir. Yani, saf olmayan durumlarda yapilan 6l¢limiin H,(X) belirsizligi, & ile
etiketlenmis saf p, durumlarinda yapilan 6l¢iimiin H,, (X) belirsizliklerinin agirlkl

ortalamasindan her zaman biiyiik veya egittir. Bu 6zellik kullanilirsa,
HP<X)+HP<Z) ZZNk [Hﬁk<X)+Hﬁk<Z)} ZQMU~ (311>
k
elde edilir. Yani, MU bagintis1 saf olmayan durumlar i¢in de gegerlidir.

(3.7)’in sag tarafina bakildiginda gp;y degerinin alabilecegi en kiigiik deger 0’dir
ve bunun olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X ve Z iglemcilerinin en az bir ortak
ozvektore sahip olmasidir. Bu durumda, | (x|z)[* = 1, log1 = 0 olur ve bagmt

agikar bir esitsizlige doniiglir. En biiyiik degerini ise gozlenebilir bazlarinin kargilikl
yansiz bazlar oldugu zaman, yani (her {|z),[2)} icin) | (z|z) | = 1/v/d oldugunda

alir. Béylece MU sinir1 su degerler arasinda yer alir,

<c<l1 veya 0 < qgyu <logd. (3.12)

SN

X ve Z iglemcilerinin ¢akigma matrisi, tanimh olduklar1 Hilbert uzayimin boyutu d

olmak {izere, | (x|z) | elemanlarmdan olusan d x d bir kare matris olugtururlar ve alt
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sinir matrisin en biiyiik degerli elemani olur. Bu ikili-stokastik bir matristir; yani
her bir satir ve siitun elemanlarimin toplami 1’dir. Béylece herhangi bir satir (veya
stitundaki) en biiyiik matris elemanm 1/d olursa biitiin diger matris elemanlar da

1/d olmak zorundadir.
3.2 Rényi Entropisi ile EBB

Maasen ve Uffink’in (1988) caligmasinda, EBB’nin ayn1 zamanda Rényi entropisi
i¢in de saglandigim gosterilmigtir. a, > 1/2 ve 1/a + 1/ = 2 igin,

Ho(X) + Hp(Z) = quu, (3.13)

bagintist dogrudur. (3.13) a, f — 1 limitinde (3.7) elde edilebilir. Diger 6nemli bir

sonug, « — 0o ve 5 — 1/2 limit degerleridir,
Hmin(X) + Hmax<Z) Z qMuU - (314)

3.3 Daha Siki Bir Sinir: Kiibitler

Klasik biligimde, biligim faaliyetlerinin maliyeti mesaj bagina bit (bit per message)
ile 6l¢iiliir. Kuantum biligimde ise bitin kargiligina kuantum-bit, kisaca kiibit denir
ve kuantum biligim faaliyetlerinin maliyetleri kiibitlerle hesaplanir. Klasik biligimde
bir bitin hangi durumda olabilecegi kesin iken (1 veya 0), bir kiibit ise sonsuz
farkl siiperpozisyonlar halinde bulunabilir. Kiibit sistemleri, Hilbert uzayr C?’de

tammlanir.

o ile temsil edilen bir kuantum durumunun safligi I1, := Tr(0?) seklinde tanimlanir.
Tr(o?) = 1 saf durumlar temsil eder ve bunun i¢in gerek ve yeter kosul 02 = o;
yani o’'nin saf olmasidir; Tr(0?) = 1/d ise en saf olmayan duruma karsilik gelir ve

1/d < T, < 1 araliginda yer alir. d, Hilbert uzaymin boyutudur.

{lx)}ioy ve {|2)}3_, swrasiyla X ve Z'nin bazlar olsun. Kiibit sisteminin bir p durumu
i¢in, X ve Z ol¢iimlerinin olasiliklar: sirasiyla p;(X) = (x;|p|z:) ve p;j(Z) = (2;|p|2;)
seklinde elde edilsin. X, Z ve p icin safliklar yazilirsa,

mx =D (X)) mr =3 (0i(2)" we TM=Tr()  (315)
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Indirgenmis safliklar ise,

1 1 _ 1
ﬁxzﬁx—c—i,ﬁzzﬂz—a ve H:H—g (316)

seklinde tanimlanir ve 0 < 7y, 77, 1 <1 —1 /d araliginda yer alir.

Bir kiibit sisteminde, {p,1 — p} gibi bir olasilik dagilimi indirgenmiy safliklar
cinsinden ifade edilebilir (Sanchez-Ruiz 1998),

. 1 1
T=p+(1-pP -5 =2 =2+ (3.17)

Bu denklemin kdokleri (1 + +/27)/2 ¢ikar ve entropi su sekilde yazilabilir,

_1+2\/ﬁlog 1+2\/ﬁ B 1—2\/ﬁ10g [%] = f(7). (3.18)

H =

f(m) monoton azalan (f'(7) < 0) ve konkav (f”(7) < 0) bir fonksiyondur.
H(X)+ H(Z) = f(7x) + f(7z) yazmlabilir ve daha siki bir alt siur igin sag tarafin

minimumu incelenebilir.

Tx Ve Tz, sabit bir II ve cos$,, = 2c¢ — 1 olacak sekilde (c = | (z|2) \2), ¢,, Ve
herhangi bir ¢ agilarinin birer fonksiyonu olarak yazilabilir (Larsen 1990);

Tx = %H[l +cos(p+¢,,)] , Tz= 51_[[1 + cos(¢ — ¢,,)], (3.19)

Boylece,

Tx + 7y =11 (1 + cos(¢ + én) —; cos(¢ - ¢m)> =TI(1 + cosgcosg,,)  (3.20)

yazilabilir ve 0 < cos ¢ < 1 oldugundan 7x + 77 < II(1 + cos ¢,,) saglanir. cos ¢,,
yerine konulursa,

Tx + 7, < 2le, (3.21)

olur. f(7)'nin monotonluk 6zelligi egitlik durumda da saglanmahdir; yani 7x +77 =

21c olmalidir. O zaman entropiler,
H(X)+ H(Z) = f(7x) + f(2llc — 7x) (3.22)
seklinde yazlabilir. d = 2 i¢in, 0 < 7x, 7z < 1/2 araligr keskinlegtirilirse,

_ _ 1
0<7x,mz <2Ilc , 0<L2llc < = igin
2 (3.23)

lle < 7x, 77 < <2llec <1 icin

N | —

Y
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olur. Minimum, f(7)'nin konkavligindan bulunabilir. Eger f(x) konkav bir fonksi-

yonsa ve a < x < k — a aralig1 i¢in

Fla@) + F(k — a) < () + f(k —2) < 2/(5) (321)
ifadesi dogrudur. Burada, ¢(z) = f(z) + f(k — x) olacak sekilde, ¢'(z) = 0 olursa
f'(x) = f'(k—x) yani x = k — x ve x = k/2 olur.

(3.22), (3.24), x = Tx ve k ve a degerleri (3.23)’deki gibi ele alinirsa,

log2 + f (2IIc), 0 < 2Ie
H(X)+ H(Z) > g2+ f (21le)
<2

fRIe—5),

elde edilir (Sanchez-Ruiz 1998). Simir noktalar1 f(0) = log2 ve f(1/2) = 0 olur.

1
2 (3.25)
1

Saf durumlarmn ézel durumu igin; yani IT = 1/2 olursa, 1/2 < 2Ile < 1 ifadesinden

1/2 < ¢ < 1 olur ve (3.25)'in ikinci satirimdan durum bagimsiz bir sonug elde

edilebilir,

H(X) + H(Z) > f(c~ )

1—1-\/20—11 14++/2c—1

= — —— |0 -

2 & 2

1—\/20—11 (1—\/20—1)
2 2

" (1+\/20—1)
=hpip, | —————
2

‘= ({SR- (326)

Aslinda bu sonug biitiin araliklar1 kapsamadig: i¢in optimal bir sonug olarak ele
alinmamaktadir. Ancak kendi araliginda MU bagintisinin gii¢lendirilmis hali olarak

ele alinabilir.

3.4 Daha Siki Bir Sinir: Saf Olmayan Durumlar

Berta v.d (2010) bir hafiza sistemi oldugunda, eger sistemler arasinda dolaniklik
mevcutsa, EBB i¢in alt sinirin indirgenebilecegini gostermigtir. Bu sonuca (1.10)’da
yer verilmigti,
H(X|B)+ H(Z|B) > log%—i—S(A]B). (3.27)
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Cok parcali bir sistemde, alt sistemlerden birinin disarlanmasi entropiyi azaltmaz
(Lieb ve Ruskai 1973); yani H(X) > H(X|B), H(Z) > H(Z|B), S(p4) > S(A|B)

olur ve agagidaki bagintiya ulagilir,
1
H(X)+ H(Z) ZlOgE+5(PA), (3.28)

Bu bagint1 ayni zamanda bagil entropinin kuantum kanallar altinda monotonlugun-

dan turetilebilir:

Yapilacak olan tam oSl¢iimler X(-) = > |x)(z|(-)|z) (x| ve Z(-) =D, |2)(2|(-)|2) (=]
seklinde kuantum kanaldir. Secici olmayan Olgiimler olarak da adlandirilan tam
Olctimlerde, tek tek Ol¢iim sonuclarina degil, tiim Olgiimlerin biitiinciil etkisine
bakilir. Baglangic durumu p, ise, tam 6lgim sonucunda sistemin durumu X (p,) =
Yool (@|palz)(xz| = px olacaktir. Bu kosegen elemanlar px(z) = (x|p4|z)
olan bir kdgegen matristir; yani 6l¢iim sonrasi durum spektral ayrigimiyla ortaya
cikar ve log(X(py)) = >, logpx(z)|z)(x| yazilabilir. Bu durumda ¢ikigin von

Neumann entropisi, px (x) olasiliklarinin H(X') Shannon entropisine esittir: H(X) =
S(X(PA)),
S(X(PA)) =—Tr(X(pa)log X(pa)) = Tr(px log px)
=— > Tr(|z) (x| pa |z) {zla’) {2/ log px () |a") ('] ).

[zdiigiim 6l¢iim elemanlar dik; yani (z|2') = 8, ve |z) (z|x) (x| = |2) (x| (idempo-

tent) oldugundan yukaridaki bagint1 gu hali alir:

S(X(pa)) ==Y Tr(pale) (zlogpx () |z) (x| )

=—1r (PA log X(PA))
Boylece, ekleme ¢ikarma yapilarak;
S(X(pa)) =—Tr(palog X(pa)) — Tr(palogps) +Tr(pslogpys)

=D(pallX(pa)) + S(pa),

yazilabilir ve buradan ¢ikig ve giris durumlarinin entropileri arasindaki fark bagil

entropi cinsinden agagidaki gibi bulunur,

D(pAHX(IOA)) = S(X(PA)) —S(pa)- (3.29)
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Bagil entropi daima pozitif oldugundan, c¢ikis yani tam o6l¢iim sonrasi durumun

entropisi girigin entropisinden daima biiyiiktiir. Bunun nedeni tam 6lgiimlerin tinital
kanal (birimi koruyan: X' (1) = 1) olmasindandir. Genel olarak kanal etkisinden sonra
entropi artabilir de azabilir de. Fakat iinital kanallar daima entropiyi arttirir (Nielsen

ve Chuang 2010).

X kanali uygulandiktan sonra Z de uygulanirsa monotonluk 6zelliginden:

D(palX(pa)) 2D(Z(pa)lZ 0 X(p4))
:D(PZ”Z © X(PA)) (3.30)
elde edilir. Burada Z o X(p,) = >, (X, | (z]2) [* (z]|palz) )|2) (2| olup bunun
logaritmast gdyledir: log [Z 0 X(p4)] = X, [log (X2, | (z]2) |* (z]palz) )] |2)(=].

Buna gore (3.30) bagintisinin sag tarafindan,

D(pz||Z 0 X(pa)) =Tr(pzlogpy) — Tr(pzlog Z 0 X(ps))

=—H(Z) =Y (elpal2)log | Y| {al2) [ <x|pA|x>]

z

v

(3.31)

— H(Z) = (zlpal2)log [¢ > (z]palz)

z

elde edilir ve egitsizlik log fonksiyonunun monotonluk 6zelliginden gelmektedir.
Burada ¢ = max,, | (z|2) |* olarak tamimlamir. Son satirdaki ifade Denk.(3.29) ile

birlegtirilirse su sonuca ulagilir (Coles v.d 2017, Appendix-B),
H(X)+ H(Z) > quu + S(pa)- (3.32)

Bu, EBB’nin durum bagimhigini da vurgulayan daha genel ifadesidir. p, bir saf
durum degilse, S(p,) > 0 olur. Ornegin, p, = 1/d en saf olmayan durumda ise,
S(pa) = logd en biiyiik degerini alir. Boylece, (3.32)’nin sag tarafi ¢y simrindan
daha gii¢li bir smir olur. Ancak Boliim (3.1)’de 6ne stiriilen EBB’nin alt sinirinin
baslangi¢c durumundan bagimsiz oldugu savi kaybedilmis olur. Eger A saf durumda

ise, S(p4) = 0 olur ve sag taraf MU sinirina indirgenir.
3.5 Daha Siki Bir Siir: Keyfi boyutlar

Keyfi boyutlarda, d > 2, alt simirin gelistirilmesi, kiibitlerden daha karmagiktir

¢linkii d biiyiidiikge ¢akigma matrisi daha ¢ok parametreye bagh olmaktadir. Coles
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ve Piani (2014) yiiksek boyutlarda ¢akigma matrisinin ikinci biiytik elemanin, cs,

alt siir igerisinde yer aldigini1 géstermistir,

1 c
2

d =2 ve ¢ = 1/2 degerinde qcp = qyu olur. d > 2, érnegin d = 3 igin incelenirse,

gcp > quu oldugu goriilebilir. Bu bagint1 EK-6’da ayrintili olarak incelenmistir.

Ornek 3.1 d =3 icin X ve Z arasindaki doniigiim matrisi soyle olsun,

1/v/3 1/vV3  1/V3
U=|1/v/2 0 -1/V2 (3.34)
1VE /23 1)V

guu = log(3/2) =~ 0.58 iken gop = log(3/2)+1/2(1—+/2/3)log[(2/3)/(1/2)] ~ 0.64

olur, boylece gop > quu oldugu goriilebilir.
3.6 POVM ile Keyfi Ol¢iimler

EK-3’te, MU sinirinin ispat1 yapilmig ve izdiigiim iglemcileri kullanilmigtir. Bu se¢im

keyfi olup, POVM icin de gegerli oldugu gosterilmelidir.

Bir |[¢) durumuna uygulanan X ve Z izdiigiim 6lgiimlerinden sonraki boylandirilmig

x;) ve |z;) durumlar agagidaki gibidir,
J

Xi|¢) Zj 1)
lz;) = ve |zj) = Z—. (3.35)
e ozl
Burada || - || norm olarak adlandirilir ve herhangi bir x = (x, ..., z4) vektori igin,

C? uzayinda p-norm,

1/p
(Z?Zl |xi]p> eger 1 <p < oo

maxj<;<q || eger p = oo.

(3.36)

I, =

olarak tanmmlanir. (3.35)’teki norm ifadesi 2-norm olarak ele alimmalidir, ¢iinkii

| X0 = /(¥]|X;]¢) olmaktadir (Bknz. (2.13)).

Boylece (3.35) ve MU bagmtisindan (¢ = max; ; | (z:]z;) [?),

HX)+H(Z) > _zlogmaXM

3.37
ol 2] (3:57)
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yazilabilir.

Bu sefer X ve Z birer POVM olarak segilsin: X = {X; > 0 : > . X; = 1y}
Naimark teoremi’nden, sonlu Hilbert uzaylar1 i¢gin H @ K formunda genisletilmis
bir Hilbert uzay1 H her zaman vardir ve H’de tanimh bir POVM, H’da bir izdiigiim
islemcisi olarak diigiiniilebilir (Parthasarathy 1999). Burada € vektor uzaylarinin
dik direk toplamim (orthogonal direct sum) gostermektedir. Bu genigletme X ve Z
POVM’lar i¢in yapilacak olunursa, X POVM'u i¢in su yazilabilir:

R AU I U B 2 < i <micin. (3.38)

0 1, 0 0
Burada 1,, K’nin birim operatoridiir. > ;" X, = 1y @k tamlik bagintisim saglanir
ve ayni ifade bir Z POVM'u i¢in de yazilabilir. Genigletilmis uzaydaki bir p iglemcisi
sOyle ifade edilir:
0 y Y

veya 1 = : (3.39)
0

S
I

Tr(pX) = Tr(pX) ifadesi dogru olur ve Z icin de gegerlidir. O zaman (3.37)

bagintisi yeniden yazilabilir,

X Z;
H(X)+ H(Z) > —2log max ‘<¢J . mf” . (3.40)
7 el 23]
Asgagidaki i¢ carpimdan,
1 111
| (IXZ;) | = (XPPIXEZF | Z7 ) |
1 11 1
< H<Xz‘2¢|XiQZj2 ) Z? W})H
11 1 1
<|xiz|| x| |2 1) (3.41)

esitsiziligi elde edilebilir. Burada ikinci satir CBS esitsizliginden, iigiincii satir ise bir

matris ve bir vektoriin | X [¢) || < || X|||| |¥) || alt ¢arpim 6zelliginden gelmektedir.

Boylece (3.41)’den POVM igin belirsizlik bagimtisi su sekilde elde edilir:

HX)+H(Z) > —QIOgHZ;%X HX?Z]?
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11
¢ = max;j Cij, Cij = HXZ-Z Z ]-2 , sonucu hala MU simirimi1 korur. Burada 6nemli bir

sonug tek POVM igin belirsizligin olabilecegidir. Eger X = Z kabul edilirse, (3.42)
su forma doniisiir,

H(X)> —log{rggx ”Xfo } (3.43)

Bu ifade sag tarafin sifir olmadiginda, POVM elemanlar1 arasinda belirsizlik

olacagini gostermektedir.
3.7 Cogullama Yaklasimi ve EBB

Konveks analiz, olasilik kurami v.b. alanlarda siklikla kullanilan gogullama (majo-

rization) bagmtisimin tanim goyledir.

Tamm 3.1 (Cogullama) x = {7;}L,, y = {y;}L, € R¥de tamuml bilegenleri
gercel sayillardan olusan birer vektor olsun. x, y tarafindan ¢ogullanir denir, eger

d d

k
meﬁZy} (1<k<d-1igin) ve mezZyi (3.44)
' i=1

i=1 m=1

kosullar1 saglaniyorsa.

Burada asag1 yonli ok, bilesenlerin xy > x5 > ... > x4 olacak sekilde biiyiikten
kii¢lige siralandigini gostermektedir. Eger x, y tarafindan ¢ogullaniyorsa x <y
seklinde gosterilir. Bu tanim x ve y birer olasilik vektorii oldugunda da gegerlidir.

Bilegenleri pozitif ve toplamlar: 1 olan vektorler olasilik vektorleridir.

Olasiliklarin yerlerini degistirmek Shannon entropisinin degerini degistirmez ve

belirsizligi azaltmaz. Buna rasgele yeniden etiketleme altinda monotonluk (mono-
tonicity under random relabeling) denir. Bu 6zelligi tagiyan herhangi bir belirsizlik
Ol¢iisii kullanilarak, ¢ogullama ile indirgenmis parcal kisimlarda belirsizilik bagin-
tilar1 elde edilebilir. Bu kosulu saglayan fonksiyonlar, Schur-konkav fonksiyonlarin

bir smifidir (Shannon, Rényi entropisi v.b.) (Friedland v.d 2013).

Simdi, p bir yogunluk islemcisi olsun ve aym uzayda K = {|k,.) (kn|}2_,
ve L = {|l,) (l,|}?_, izdiisiim operatérleri tanmimlansin. Olasihiklar p,,(p) =

Tr(plkm) (km| ] ve gn(p) = Tr[p|ls) (lu|] olsun ve karsihk gelen olasilik vektérleri

de p = {pm(p)}2_, ve = {q.(p)}¢_, seklinde yazilsin.

29



Amag, p ve q icin ortak bir belirsizlik alt sinir1 bulmaktir. Bilegik olasilik vektorii
p®qeR” seklinde yazilabilir ve bilegik olasilik dagilimini temsil eder. Varsayilsin
ki, w € R*’de tammli, p’dan bagimsiz herhangi bir olasilik vektorii olsun ve p ® q

carpimini ¢ogulladigr varsayilsin,
p¥q<w. (3.45)

Her x,y € R igin, A(x) > A(y) <+ x <y, olacak sekilde bir A : R? — R belirsizlik

ol¢iisti tanimlansin ve (3.45) tizerine uygulansin,
Alp®q) 2 Aw) (3.46)

Belirsizlik 6lgiisii tensoér ¢arpimi altinda toplamsal 6zellige sahip ise (Rényi veya

Shannon entropisi gibi), ifade yeniden diizenlenebilir.
A(p) + Aq) > Aw). (3.47)
Rényi entropisi i¢in diizenlenirse;
Ha(p) + Ha(q) = Ha(w) (3.48)

olur. (3.4) 6zdesliginden, min entropi igin su sonuca ulagilir (Friedland v.d 2013),

1+c¢ 1+c¢

2
ptahm<X> 'ptahm<Z> S (T) veya Hm'm<X) + Hmzn(Z> 2 _210g <

(3.49)
Bu yaklagimin ele alinmasinin nedeni, yukaridaki kogullar1 saglayan biitiin belirsizlik

oOlciilerine genellebilmesi ve EBB’yi de icermesidir.
3.8 Tahmin Oyunu

Bob, p, durumunda hazirladigr bir A sistemini Alice’e gonderir. Alice, elinde
bulunan X ve Z olgiimlerinden birini rasgele secerek p, durumu iizerine uygular.
Elde ettigi sonug K'yi kaydeder ve © € {fx,0,} ile temsil edilen baz se¢imini Bob’a

yollayarak K sonucunu tahmin etmesini ister.

MU siir1, Bob’un tahmin yetenegi iizerine bir kisitlama getirir. A sistemi {izerinde

{|k)}¢_, olacak gekilde bir standart baz olsun ve secilen dlgiim kiimesi Uy ve Uy
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iiniter doniistimleri ile bu baz kiimesinden tiiretilebilsin,
IX* =Ux k) wve |ZF)=Uz|k). (3.50)
Bob’un 6 x bazini se¢mesi kosulunda, kosullu olasilik dagilima,
Prio=ox (k) = (k|ULp,Ux|K) ke {1,..,d} icin, (3.51)

seklinde elde edilir ve benzer bir yazim 65 i¢in de yazilabilir. En genel hali ile

olasiliklar,

1 ) .
pK|@:0j(k):§<k|UijUj|k> . j=1,21le, (3.52)

seklinde yazlabilir. Burada 1/2 degeri, iki elemanli bir baz kiimesinin elemanlarin-
dan herhangi birinin rasgele se¢ilme olasihigidir. © € {0x, 07} secilmesi durumunda

K sonucunu bulma belirsizligi, kosullu Shannon entropisi, yazilirsa,

H(K|O) =H(K®) — H(O)

1 (3.53)
—# [H(K|© =60x)+ H(K|© =10z)],
olur ve MU bagintisi,
1 1
seklinde elde edilir. Boylece,
1
H(K|©) > 50U, (3.55)

yazilabilir. Alice, sira degismeyen gozlenebilirleri segmigse yani ¢y > 0 ise Bob,
K sonucunu higbir zaman kesin olarak bilemez ve MU sinirinin getirdigi kisitlama

gosterilmig olur.

3.9 Coklu Olgiim Kiimeleri

Bir énceki béliime benzer bir notasyon kullanarak, bir © = {6;}9_, 6l¢iim kiimesi

i¢in (3.55)’e benzer bir alt sinir elde edilmelidir,

H(K]O) > f(©,0) >0 , ©={0,...,0,} icin, (3.56)
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ve olasilik dagilimi da Denk.(3.52)’ye benzer sekilde;
1 . ..
prie(k,0;) = 7 (k|UIpU;|k) k€ {l,..,L} vej€{l,..,d} icin (3.57)

elde edilir. Kogullu entropi tekrar yazilirsa

H(K|O) = %Z H(K|© = 6;). (3.58)

seklinde ifade edilebilir. Baglangi¢ olarak bir 6l¢iim kiimesinin ikili elemanlar1 ele

aliabilir,

Ornek 3.2 {0,,0,,0.} 6lgiim kiimesinin ikili kombinasyonlar {o,, o, }, {04, 0.}, {0,,0.}

i¢cin tahmin oyununa benzer bir kurulum ve (3.28) ele alinirsa;
1 1 .
H(K|©) > 3 + §H(pa) , ©={0,,04,0.} icin (3.59)
elde edilir ve biitiin ikili kombinasyonlar i¢in gecerlidir.

Daha genel bir ifade i¢in KYB kullamilabilir. d boyutlu bir Hilbert uzaymda, d + 1
tane KYB’nin bir tam kiimesi bulunur. d bir asal kuvvet ve 6l¢lim kiimesi d+ 1 tane

KYB’nin bir tam kiimesi i¢in agagidaki sonu¢ ¢ikmaktadir (Sanchez-Ruiz 1993).
H(K|©) >log(d+1)—1 (d tek ise) (3.60)

Bu bagmti H,,, (K|©)’dan tiiretilebilir ve ¢arpisma entropisi i¢in su ifade yazilabilir
(Ballester v.d. 2008):

H ooy (K|©) = log(d + 1) —log (2 Heerr(K19=0) 1 1) @ = {6, ...,0411} icin. (3.61)
Rényi entropisi a-monotondur ve H(M|©) > H ., (M|©) yazilabilir.

Daha genis bir genelleme i¢in d 4+ 1 tane KYB yerine, L < d + 1 tane KYB’nin
genellestirilmis kiimeleri ele alinabilir. Ornegin, Hilbert uzaymin boyutu d = p? bir
asal kuvvet ise, [ € N icin, L = p' + 1 olacak sekilde KYB'nin bir kiimesi vardir
(Ballester and Wehner 2007). d > 2 i¢gin B = { By, ..., By}, KYB’nin bir kiimesi olsun

ve Uy, {|k)}4_, ve {]I)}_, bazlar1 ile B'nin elemanlarm olugturabilsin. O zaman,

O={U|K) U )| kel (3.62)
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gibi bir élciim kiimesi tanimlanabilir ve bu kiime H? @ H%de tanimli KYB’nin bir
kiimesi olur. En dolanik durum |¢) = 1/\/32271:1 k) @ [1) ve U @ U* |¢) = [)

i¢in,

d

1

(WU ® U*) = Z (KIUI) CRIU™ 1)
1 ; (3.63)
az (k|U|1) (1|UT|k) '
1T7“UUT =1,
d

olur. Herhangi bir Uy igin,
H(K|©) = Z| (kl|U, @ Uy [v)* log | (k1| U, @ Uy [v)
== | (kI log | (Kl|)? (3.64)

olur ve daha fazla belirsizlik gozlenmez. Yani kargilikli yansizligin miktar: en st
sinir i¢in gerekli ancak yetersiz bir koguldur. L < d + 1‘in kii¢iik kiimeleri i¢in ise

MU bagintis1 kullanilarak su sonuca ulagilabilir,

log d

H(K|©) > (3.65)
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4. BIiR HAFIZA SISTEMI VARLIGINDA EBB

Bir hafiza sistemi, 6l¢iim yapilan sistemle korelasyon (correlation) halinde olan
yardimer (ancilla, auziliary) sistemler olarak ele alinabilir. Bu sistemler kuantum

yan biligsim (quantum side information) olarak da adlandirilir.

Oncelikle klasik ve kuantum hafiza arasmdaki farklar incelenecek ve hafiza sis-
temi varhiginda kosullu entropiler incelenecek, sonra da hafizanin belirsizligi nasil

etkiledigi tartigilacaktir.
4.1 Klasik ve Kuantum Hafiza

Bir kuantum sisteminin klasik veya kuantum hafiza ile korelasyon halinde olmasinin

fark: asagidaki orneklerle agiklanabilir.

Sekil 4.1. Klasik hafiza; bir madeni para ile bir spin-1/2 pargacig arasinda klasik
korelasyonlar olarak gibi tasvir edilebilir. (Coles v.d 2017)

Ornek 4.1 A sistemi, Z = {|0),]1)} olmak iizere bir spin-1/2 parcacik ve B
sistemi bir madeni para olsun. Pargacigin durumu, yazi gelme durumunda |0), tura
gelme durumunda ise |1) olacak gekilde hazirlanmigsa 6lgiimden 6nce AB sisteminin

durumu séyle betimlenebilir:

pap =5 (10) (0, ® pis + 1) (1], ® pi). (4.1)

N | —

Bu bir klasik-kuantum yogunluk iglemcisidir ve Tr[p%p%] = 0 olup birbirlerini

disarlamaktadirlar. Burada, B’yi elinde tutan bir gozlemci, A'nin durumunu
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kesin olarak bilebilir, ¢iinkii B’nin durumu, A’y1 belirlemektedir. B gozlemciden
saklanirsa, A'nin durumunu tahmin etmeye c¢aligan gozlemci i¢in dogru tahmin

olasiligr 1/2 olacaktr.

Burada B ile sadece Z o6l¢iimii iligkilendirilmigtir. Yani Z ile sira degismeyen bir
ol¢iim yapilirsa, gozlemci B’ye sahip olsa bile A {izerindeki belirsizlik azalmaz.

Klasik hafiza, uyusumsuz 6lgiimlerle alakali alt sinir1 etkilemez.

Simdi bagka bir C sistemi ile A iki 6zdes parcacik olsun ve aralarinda biitiin
korelasyonlar (klasik ve kuantum) varolsun. Boyle bir durumda C' kuantum yan

biligim olur ve bazi durumlarda klasik hafizay1 da barindirir.

Sekil 4.2. Kuantum hafiza; bir elektronun spininin X ve Z bilegenlerinin bagka bir
elektronun spininin X ve Z bilegenleri ile korelasyon halinde olmasi gibi tasvir edi-

lebilir. Boylece sagdaki elektron bir kuantum hafiza, kuantum yan biligim olur.

Ornek 4.2 ki spin-1/2 parcaciktan olusan iki-kiibit sistemi (A ve C) asagidaki

Bell durumu ile temsil edilsin:

1

V2

|¢IC> = (|OO>AC + |11>AC> : (4.2)
C’deki pargacigin |0) veya |1) durumu igin A’daki pargacik sirasiyla |0) veya |1)
durumunda olacaktir. Klasik hafizaya benzer olarak, C'yi elinde tutan gozlemci
A’daki pargacigin durumu ile ilgili kesin tahminde bulunabilir. Ancak, klasik

hafizanin tersine, gozlemci C’yi sadece Z = {|0),|1)} ile degil, X = {|+),|—)} ile
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de 6lgebilir, ¢linkii (4.2),

[Ohe) = (’00>AC’ +11) 4¢)

=510 F1=Da® () +1=De] + [(1+) = [=Da © (+) [-))e]
1

:E (I++)ac + =) ac) - (4.3)

5l

S

seklide de yazlabilir. Burada |+) = %(|0> + |1)) olarak tamimlanan o x’in 6zdu-
rumlaridir. Yani gozlemci C’yi elinde tuttugu miiddetce, A hakkinda X olciimii
yaparak da bilgi edinebilir. Aslinda bu gozlem X disindaki herhangi bir dl¢lim igin
de gegerlidir.

Bu noktada dogal olarak su soru sorulabilir: Bir kuantum hafiza varhiginda, sira
degismeyen gozlenebilirler yiiksek kesinlikle 6l¢iilebilir mi?

4.2 Kosullu Entropiler

Kuantum hafiza B’ye sahip bir gozlemci olsun ve ilk olarak (4.1)’dekine benzer
klasik-kuantum durum ele alinsin. B ile korelasyon halinde bulunan bir klasik kayit

(register) K sisteminin ortak durumu agagidaki gibi ifade edilebilir:
PKB = ZPK ) k) (k| © plp. (4.4)

Burada p%, K = k kosulunda B’nin durumunu gostermektedir. Eger gozlemci B’ye
sahip ise iizerinde 6lgiimler yaparak tahminini kesinlegtirebilir. Bunun i¢in en yiiksek

tahmin olasiligl pienm ele alinir ve B {izerine bir {X } t—1 POVM uygulanirsa:
Ptarm (K| B) = maXZpK )T Xpok), (4.5)
olur ve kogullu min-entropi yazlabilir (Renner 2005, Konig v.d. 2009):
Hopin(K|B) = —10g pranm (K| B). (4.6)

(4.5) ifadesindeki Tr[XEp%], p% durumunun X% élgiimii kogulunda & ¢ikma ola-
sihgidir. Bu ifade gozlemci i¢gin K'nin belirsizligini nicelendirir. Kii¢iik tahmin
olasiliklarinda yani yiiksek kogullu min-entropi durumunda A 'nin degerini tahmin

etmek daha zordur.
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Kuantum kogullu entropi, (2.4)’te daha 6nce tanimlanmigti:

S(K|B) := S(pxg) — S(pp) (4.7)

(4.4)’ten pp indirgenmis durumu géyle elde edilir:
pp =Trilpkpl = ZPKU@)P}E'
k

von Neumann entropisinin, tahmin olasiligi gibi direk bir yorumu yoktur. Ancak,
ornegin Alice elinde bulunan sistemin olasilik dagilimu ile ilgili bir pargay1 Bob’a yol-
larsa S(K|B) niceligi, K'nin degerinin bulunabilmesi i¢in Alice’in Bob’a géndermesi

gereken minimum biligim miktar: olarak tanimlanir.

Klasik-kuantum kogullu entropi, kuantum kogullu entropinin 6zel bir durumudur ve
operasyonel agidan Rényi entropileri incelenecek olunursa, tamamen kuantum min

entropi dolaniklikla iligkilidir ve agagidaki gibi tanimlanir (Coles v.d 2017),

H,pin(A|B) := —loglda - F(A|B)]. (4.8)
Burada,
FAIB) = max F (19 €)(pan). [6ax) (Gan) (19)

olarak tanimlamr. Burada |¢,,/) kardinalitesi |A| olan bir A sisteminin durum
vektoriidiir ve £:B — A’ olacak sekilde bir kuantum kanaldir. F(A|B), 6z uygunluk

(fidelity) olarak adlandirilir ve goyle tanimlanir,

F(p, o) = (Tr {WDZ. (4.10)

Aslinda F(A|B) diizeltilebilir-tekrar kazanilabilir dolamklik 6z uygunlugu (recove-
rable entanglement fidelity) olarak da diisiiniilebilir ¢iinkii —H,;,,(A|B) en dolanik

duruma ne kadar yakin olunabilecegini nicelendiren bir 6l¢ii olmaktadir.

Kuantum korelasyonlar yoksa, K i¢in kosullu entropiler her zaman pozitiftir (Bknz.
(2.12)) . Ayrica pup = py ® pp gibi bir ¢carpim durumunda ise, kosullu entropi
H(A|B) = H(A) olacak sekilde indirgenebilir.

(2.34)’te bahsedilen veri-igleme egitsizligi kogullu entropiler i¢in de yorumlanabilir.

£ . B — B’ olacak gekilde bir kuantum kanal sisteme uygulanirsa sistemin kogullu
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entropisi azalmaz (Lieb ve Ruskai 1973).
H(A|B) < H(A|B'). (4.11)

B = B;B,... olacak sekilde ¢ok parcali bir sistemse, alt sistemlerden birinin
disarlanmasi sistemin kosullu entropisini azaltmaz; H(A|B1Bs....) < H(A|Bs...).
Bu baginti, daha fazla biligime erigilebildigi zaman belirsizligin asla artmayacagini

soylemektedir.
4.3 Klasik Hafiza Varliginda EBB

Kogullu Shannon entropisi,
HXIY) = Sy O =) (412

seklinde tanimlanmigti (Bknz (2.25)). Buifade Y = y kosulunda X'in belirsizliginin,
Y'nin biitiin giktilar tizerinden ortalamasidir. (3.58)’e benzer olarak, bir p,
durumuna uygulanan ve olasiliklar1 py, = (X™|p,|X") seklinde elde edilen bir

X = {X,}L, 6l¢iim kiimesi iizerinden,

S HX) 2 (4.13)

seklinde yazilabilir. Burada ¢ > 0 ve durum bagimsizdir. Simdi, AY sistemi i¢in

kuantum-klasik yogunluk islemcisi agagidaki gibi verilsin,

pay = Y oW ® ) (yl. (4.14)

v
Y sistemi klasik hafizadir ve olasihiklar px,y = p,(y) (Xi| p% | Xi) seklinde elde edilir.
(4.13)in biitiin kuantum durumlar i¢in dogru oldugu varsayilirsa, her p* icin biitiin

y durumlari iizerinden ortalamasi alinabilir,

Y oov(y) ) HXY =y) =) pv(y)a, (4.15)
Yy n Yy
ve agagidaki sonuca ulagilir,
ZH )>q = ZHX\Y_y) q. (4.16)

Bu esitsizlik, veri-igleme egitsiliginden daha siki bir alt sinirdir.
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Ornek 4.3 Iki-parcali bir p,p durumu diisiiniilsiin ve Alice elinde bulunan A
sistemi tizerinde {X*} ve {Z*} 6l¢limlerinden birini uygulasin. Bob ise aym anda

elindeki B sistemi tizerinde {Y¥} dl¢iimiinii uygulasin. Olasiliklar,

pXY<x7y) = <Xz ® Yy’ PAB |Xx ® Yy> )

pzy(2,y) ={Z7 @Y | pap |27 @ YY),

(4.17)

seklide elde edilir ve agagidaki bagint1 her zaman dogrudur (Coles v.d. 2017).
HXY)+ H(Z|]Y) = quu- (4.18)

Bu sefer, p,p0 ile temsil edilen ti¢-parcali sistem ele alinsin ve sistemler arasinda

sadece klasik korelasyonlarin oldugu varsayilsin.

Ornek 4.4 Uc-parcal p apc durumu, burada Alice, elinde bulunan A sistemi iize-
rinde X veya Z ol¢iimlerinden birini, Bob elinde bulunan B sistemine Y5 Ol¢iimiinii,
Charlie ise elinde bulunan C' sistemine Y 6lglimiinii uyguladigi varsayilsin. Elde

edilen olasiliklar:

pXYB(*%ZU) = <Xx ®Yg ® ]H PAaBC |Xx ® Yg ® ]1>7

(4.19)
pZYc(Zvy) - <ZZ RL® YCZ’/| PABC ’Z ®I® YCZ{> )
olacak sekilde, MU-bagintis1 sunu soylemektedir,
H(X|Yp) + H(Z|Yc) = quu- (4.20)

H(X|Yg) ne kadar sifira yakinsa, H(Z|Yy) o kadar biiyiik olacaktir. Bob X
hakkinda ne kadar fazla bilisim elde ederse, Charlie Z hakkinda o kadar az biligim
elde edecektir. Ancak bu bagint1 yiiksek giivenligi garantilemez. Ciinkii bir kulak
misafiri, 6l¢limlerden biri hakkinda oldukga az bilisim elde ederken, digeri hakkinda

yiiksek bilisim elde edebilir. Bu istenmeyen bir durumdur.
4.4 Kuantum Hafiza Varhiginda EBB

Belirsizlik bagintilarinin alt sinirinin, klasik korelasyonlarin varhiginda degismez
kaldig1 bir 6nceki boliimde ele alindi. Bu boliimde ise kuantum korelasyonlarin

varliginda EBB incelenecektir.
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4.4.1 Iki-parcal sistemler

Iki parcali bir AB sistemi bir p 45 durumu ile temsil edilsin. B, kuantum yan bilisim
olsun. Renes ve Boileau (2009), genellestirilmis Pauli dlgiimleri Z = >, w” |k) (k|

ve X =", |k + 1) (k| icin saflagtiric1 bir F sistemi ile birlikte pAB% saf durumu igin
gliglii alt toplanabilirlik bagintisini, S(A|BE) < S(A|B), kullanarak bu 6zel durum

i¢in agagidaki bagintinin dogru oldugu sanitinda bulunmuslardir.
S(X4B),+ S(Z*|B), > logd + S(A|B), (4.21)

Daha once de soylendigi gibi bu baginti sadece kogullu von Neumann entropileri
i¢in gegerlidir. Shannon ve Rényi entropisine genellestirilmesi ise Berta v.d (2010)

tarafindan yapilmistir,
H(X|B)+ H(Z|B) > quu + S(A|B). (4.22)

Bagintinin sol tarafinda bulunan kosullu entropiler asagidaki gibi A sisteminin

ol¢iim sonrasi klasik-kuantum durumlardan elde edilebilir,

PxB = Z ) (2] x ® (X @ 1p)pap(X @ 1p). (4.23)

Denk.(4.22), dolamkhk-destekli belirsizlik bagintilar1 (entanglement-assisted uncer-

tainty relations) olarak adlandirihir. Bu bagintinin sonuglari goyledir:

1) A {izerinde 6lgiim yapilsin ve B kuantum hafiza olsun. Eger A ve B, en
dolanik saf durumda bulunuyorsa, o zaman S(A|B) = —logd olur. Burada
d, iizerinde 6lglim yapilan sistemin boyutudur. Denk.(3.26)’dan, log 1/c asla
log d’den biiyiik olamaz ve boylece (4.3)’un alt sinir1 6nemsiz olur. O zaman, A
hakkinda bilgi edinmek isteyen kulak misafiri, X ve Z olgiimlerini miikemmel

sekilde tahmin edecek bir strateji gelistirebilir.

2) Eger A ve B dolanik degilse, yani bilegik sistemin yogunluk iglemcisi alt sis-
temlerin ¢carpim durumunun bir konveks kombinasyonu halinde bulunuyorsa,
o zaman S(A|B) > 0 olur. Boylece, H(X|B) + H(Z|B) > quu bagmtist

korunur ve MU bagintisi elde edilir.
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3) Eger B sistemi digarlanirsa, (4.31), H(X) + H(Z) > quu + S(A) bagmtinin
indirgenir. Béylece EBB’nin durum-bagimsiz savi artik gecerli olmaz ve A
sisteminin baslangictaki von Neumann entropisi alt simir1 etkiler. A sistemi
bir saf durum ile temsil edilebiliyorsa, o zaman S(A) = 0 olur ve MU bagintist
saglanir. Ancak, A sistemi saf olmayan bir durumdaysa, S(A) > 0 olur ve

bagintinin sag tarafi MU simirindan daha giicli bir sinir olmusg olur.

Denk.(4.22), soyle de yorumlanabilir; en dolanik durumda bulunan iki-parcal bir
sistemin birden ¢ok kopyasi elde edilirse, bu kopyalar iizerinde farkli lgiimler ya-
pilarak ol¢timler arasindaki belirsizlik tamamen ortadan kaldirilabilir. Bu ciimlenin
belirsizlik ilkesini ihlal ettigi diigiiniilebilir ancak bu dogru degildir. Sadece kuantum
korelasyonlarin varliginda belirsizligin sifira indirgenebilecegi soylenebilir. Ayrica
tek parcali sistemlerde hem Heisenberg belirsizlik bagintis1 hem de EBB gecerligini

korumaktadar.

Denk.(4.22) tizerine veri-igleme esitsizligi uygulanirsa alt sinirin korunur,
H(X|Yp) + H(Z|Wg) > quu + S(A|B). (4.24)
(4.22)’nin alt siirmin geligtirilmesi ise Coles ve Piani (2014) tarafindan yapilmigtir;
H(X|B) + H(Z|B) > qcp + S(A|B). (4.25)

Daha 6nceden belirtildigi gibi bu sinirin incelenmesi EK 6’da incelenmistir.

Berta v.d (2010) tarafindan ortaya konulan (4.22), sadece dolamiklikla ilgili bir
calismadir ve diger kuantum korelasyonlar: kapsamamaktadir. Ancak kuantum
diskord bu bagmtiya eklenebilir (Pati v.d 2010). Kuantum diskord, kuantum
ve klasik korelasyonlarm toplam miktarmdan (kuantum kargilikli biligim) klasik
korelasyonlarin miktarimin (klasik kargihkl biligim) gikarilmasi ile elde edilir ve
sadece kuantum korelasyonlarin miktarini nicelendirir (Ollivier ve Zurek 2001).
Bir p,p islemcisi icin, sistemler arasinda bulunan klasik korelasyonlarin miktar: en
biiyiik klasik kargilikli bilisim maxy I(X; B) := Ja(pyp) ile tanimlanir (Burada X
bir 6l¢iimdiir ve A sistemi tizerine uygulanmaktadir.) ve kuantum kargilikh biligim
(bkz. Denk.(2.11)) ile birlikte kuantum diskord agagidaki gibi tanimlanir,

Da(pap) = 1(A; B) = Ja(pap)- (4.26)
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Agagidaki yer alan hesaplama, kuantum diskordun Denk.(4.22)‘ye eklenebilecegi
gosterilebilir (Pati v.d 2012),

H(X|B)+ H(Z|B) =H(X) — I(X; B) + H(Z) — I(Z; B)
>H(X) + H(Z) = 2Ja(pap)
>quu + S(A) —2J4(pap)

=quu + S(A|B) + Da (pagp) — Ja(pap) - (4.27)

Kuantum diskord, klasik karsilikli bilisgimden biiyiik oldugu zaman (4.27), (4.22)’in
giiclendirilmis halidir. Ancak klasik ve kuantum karsilikli biligim nicelikleri her
zaman pozitiftir ve sistemler arasinda kuantum korelasyonlar bulunmayabilir. O
zaman kuantum diskord sifira egit olur. Ayrica kuantum diskordun biiyiikligi
baz1 durumlar i¢in klasik korelasyonlarin miktarindan kii¢iik olabilecegi i¢in son
eklenen terim belirsizligin alt sinirini etkilemis olur. Bu yiizden bagintinin sag tarafi

asagidaki gibi yeniden diizenlenmelidir,
H(X|B) + H(Z|B) = guv + S(AIB) + max{0, Da(pag) — Jalpap)}.  (4.28)

Daha acik anlatilmak istenirse, bilegik sistemin kogullu von Neumann entropisi
S(A|B) = 0 oldugu varsayilsin ve sistemler arasindaki klasik korelasyonlarin
miktar1 pozitif yani I(X; B) > 0 olsun. Klasik kargihk biligim, alt toplanabilirlik
bagintisindan her zaman pozitif olacagindan ve parantez igindeki terim negatif
¢gikacagindan bagintinin sag tarafi 6nemsiz bir alt sinira indirgenebilir. Yani klasik

korelasyonlar belirsizligin alt sinirii azaltmig olur. Ancak bu mantikli degildir.

4.4.2 Ug parcah sistemler

Iki parcali bir p, » durumu ve R’ye uygulanan bir I'® POVM’u diisiiniilsiin (Ff >0
DY I = 17). A'nn ey matris baznda pp = 3, ex ® Tiy blok yazimi goz oniine

aliirsa, 6l¢iim Oncesi indirgenmis durumlar

pa= Y enTra(Tu) , pr= Y T
k

kl
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olmaktadir. R’de yapilan yerel dlgiimden hemen sonraki durum,

oan =(ida @T%)(pap) = D e @ TH(T)

kl
=2 eu @ L7 (L) /1]
klj
olup indirgenmis durumlar

> en @ TH(T)

kl

= Z eleTR(Fkal)
klj

O'A:TTR

OR :TTA

IENGHEANGH B SN G

klj
=D T TF =D _piof
J J

j. tek Olgiim igin sifirdan farkh her
p; = Trar[(ida @ TH)par] = Tre(Tipg) (4.29)

olasithg i¢in R sistemi off = [\/Ff(pR) \/Fﬂ /p; ara indirgenmig durumlarinda
bulunacaktir. A sistemnini de tek Ol¢lim sonrasi indirgenmis durumlari O'JA =
Trrlparl']/p; seklinde yazlabilir. Bu bagmtidan agikca goriildiigii gibi ) i pjcr3-4 =
Trrlpar_; I = Trrpar = pa olur; yani dlgiimler R iizerinde yapildig: igin
A’nin durumu degismemekte fakat ara indirgenmis 034 durumlarin bir konveks
kombinasyonuna ayrigmaktadir. Burada O'JA durumlarma (R’'nin Uf olmas1 kogulu

altinda) A’nin kogullu durumlar denir.

A’nin kogullu UJA durumunda, sira degismeyen X ve Z gozlenebilirleri i¢in (3.7)’deki

gibi MU bagmtis1 yazilabilir,
A+ H(Z),4 = quu- (4.30)

Bunun iki tarafim (4.29)’daki p; olasiliklar ile carpip toplarsak sag taraf degismez
ve H(X|I'®),, H(Z|T'®), kosullu Shannon entropileri cinsinden;

H(X|DR), + H(ZIT%), = quo, (4.31)
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sonuca ulagilir.

Simdi R sistemi, B ve F gibi iki alt sistemden olugsun ve ka = Af ® AF bilegik
(iki tarafl) 6lglimii yapilsin. Kogullandirma entropiyi azalttigindan, ayrik yardimer
sistemler B ve E’ye ayni anda depolanan X ve Z bilisim miktarlar1 arasinda bir

odiinlesme (mahsuplagma, tradeoff) elde edilebilir;
H(X|A§3)p + H(ZIAY), > quu (4.32)

Boylece herhangi bir parcayi elinde tutan gozlemci, diger parcayi elinde tutan
gbzlemcinin tamamlayici gozlenebiliri iizerine bir limit getirir. Bu ifadeye zayif

tamamlayici bilisim 6diinlesmesi ad1 verilmektedir (Renes ve Boileau 2009).

Benzer bir baginti von Neumann entropisi i¢in de tiiretilebilir. E bir saflagtirici

olmak tizere, Saf bir p,pp durumu i¢in [V pp) = >4 /P 1K) 4 @ |O1) g yazilabilir
(Nielsen ve Chuang 2011 - Denk(2.207)) . von Neumann entropisinin 0zelliginden

(Nielsen ve Chuang 2011 - Teorem 11.8)
S(p3%) = Hpe) + Y eS(68) = H(pk) + > peS(0%) = S(pz%)
k K

yazilabilir. Burada ¢F = Tre(|¢.) (b4 sE) ve é¢r = Trp(|dy)(¢n|pe) tanm

yapilmigtir. Kogullu von Neumann entropileri incelenirse;

S(241B) =5(p38) = S(pp) = H(pw) + Y puS(97) — S(p”) (4.33)
k
S(Z4|E) =S(p35) = S(pp) = H(pe) + ) »iS(9%) — S(p®) (4.34)
k
S(AIB) =S(p"") = S(p”) (4.35)
elde edilir. 1) ,55) nin baslangicta tammlanan durumundan S(p?8) = S(p®) cikar
ve S(Z4|B) — S(ZA|E) = S(A|B) olur. (4.26)’da yerine konulursa
S(XAB) + S(Z4|E) > quu (4.36)

sonucu ¢ikar. Bu ifade kuantum hafizali durumlarda kullanilabildiginden giiglii

tamamlayici bilisim 6diinlesmesi adim1 almaktadir.

Hafizali durumda ii¢ pargali sistemler i¢in EBB’nin genel tiiretimi EK-5’te incelen-
mistir.
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4.4.3 Hafiza varliginda ¢oklu 6l¢iim kiimeleri

Boliim 3.9 ile benzer bir notasyon kullanilarak, kuantum hafiza varhiginda ¢oklu

Ol¢tim kiimeleri icin alt sinir incelenebilir.

[lk olarak, A bir kiibit sistemi olsun ve bu sistem iizerindee © € {ox, 0y, 0z} Pauli
olgiimlerinin, {ox,0y} , {ox,02} ve {oy, 0z} ikili kombinasyonlarimin uygulansin.

Denk.(3.49)’a benzer bir sonug bu él¢iim ¢iftleri igin yazilabilir,
1 1
H(M|BO) > 5 + §S(A|B). (4.37)
Burada, Boliim 3.9’daki notasyon genigletilecek olunursa,

1 i
Pres = 3 DY Im) (mly®15) (le ® (M| U @ 15)pap(Us m) @15), (4.38)
k=12 j=X.Y,Z

yazilabilir. Dikkat edilirse, Denk.(4.42)'nin sol tarafi alternatif olarak gu sekilde

yazilabilir:

H(M|BO) = - [H(M|BO =ox)+ H(M|BO = oy) + H(M|BO = 03)]. (4.39)

Wl =

Burada sistemin 6lgiim sonrasi durumu su sekilde ifade edilir:

PrBlo-ox = D Im) {mly @ ((m| Uk @ 1p)pap(Ux [m) @ 1p). (4.40)
k1,2

oy, 0z Olglimleri i¢inde benzer gekilde yazilabilir.
4.5 Bilisim Disarlama Prensibi

Bir AY kuantum-klasik sisteminde, X ve Z Olg¢iimleri, A sistemine uygulanan
tam Ol¢limler olsun ve klasik kayit Y'nin A ile klasik korelasyonlar barindirdig

varsayllsin. Klasik hafiza varhgimdan EBB, (4.18), g6z 6niine alinirsa;

H(XY)+ H(Z]Y) 2quv
H(X) - I(X;Y)+ H(Z) - 1(Z;Y) >quu
—I(X;Y) = I(Z;Y) 2quv — [H(X) + H(Z)], (4.41)

yazilabilir. Burada klasik karsilikli biligim (2.20)’de tanimlandigr gibidir. EK-1’de

gosterildigi tzere {H(X), H(Z)} < logd olmaktadir ve (4.46)'min sag tarafinin
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minimum degeri H(X) = logd = H(Z) oldugunda elde edilir. Bu bilgiler yerine
konulur ve son bagint1 —1 ile ¢arpilirsa bilisim disarlama prensibi elde edilmis olur
(Hall 1995),

I(X;Y)+ I(Z;Y) <log(d?*c) :=ry. (4.42)

Burada ¢, MU bagintisindan gelmektedir. Bagintinin sag tarafi incelenirse, minimum
¢ = 1/d iken ve maksimum ise ¢ = 1 oldugunda elde edilir; yani logd < log(d?c) <
2log d olur. Bu bagint1 sdyle yorumlanabilir; X uygulandiginda, klasik hafiza Y ile
ne kadar ¢ok kargilikli bilisim olusuyorsa, Z uygulandiginda olusan karsilikli biligim
o kadar az olur; yani X ve Y arasinda ne kadar ¢ok klasik korelasyon varsa, Z ve Y

arasinda o kadar az klasik korelasyon vardir.

Eger klasik kayit YV sistemi ile bir kuantum hafiza B sistemi ile yer degistirirse,
klasik hafizadaki yonteme benzer gekilde, bir p 45 durumu igin (4.22)’den bir bagint1
tiiretilebilir (Coles ve Piani 2014),

I(X;B) + I(Z; B) < rep — S(A|B). (4.43)

Sag tarafta yer alan rop simiri;

rop = min {log (dz max cm> ,log (dz max cm) } (4.44)

olarak tanimlanir ve rcp < ry olur. Bu siirin ispati EK-6’da yer almaktadir.
Klasik hafiza varhiginda (S(A|Y) > 0) ve d = 2 i¢in bu bagmnti yine (4.46)’ya
indirgenir. Diger bir 6rnek olarak, en saf dolanik halde bulunan bir p,5 icin ele
alinirsa; I(X; B) = logd = I(Z; B) olacaktir. Boylece iist siir rop, —S(A|B) terimi

yiziinden zayiflayabilir ve 6nemsiz bir sinir olabilir.
4.6 Kuantum Kanal Yaklagim

Uyusumsuz iki klasik bilisimin bir kuantum kanal iizerinden iletilmeye c¢aligilmasi
EBB ile iligkilidir. Alice, X = {|z;) (z;]}{, ile etiketlenmis, 1/d olasihigindaki
d tane ortonormal durumdan birini se¢sin ve £ araciligiyla Bob’a yollasin. Bob,
hangi durumun yollandigin1 ayirt etmeye caligsin. Benzer sekilde ayni senaryo

7 = {|z) (z|}L, icinde gerceklegsin. Béyle bir durumda Bob'un X durumunu ayirt
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edebilme yetenegi, Holevo niceligi ile nicelendirilir (Holevo 1973),

(Z —&(|z) ﬂ) Zd E(|z) (z])) (4.45)

ve (&, Z) niceliginde benzer gekilde tanimlanir. Bu iki Holevo niceligi arasinda ,
1
XEX) + (€. 2) < logd + Lon (3.6, (4.46)

bagintist vardir (Christandl ve Winter 2005). Burada I ., (p,E), koherent biligim
(coherent information) olarak tanimlanir ve kuantum kanal £'un kalitesinin bir

dlciisiidiir. Ornegin en saf olmayan durum 1 /d icin koherent biligim:

Lo (§ 5) — H(EQL/d)) — H|(Z ® £)(|®) (a]) (4.47)

olarak tanmmlanir. Burada [®) = >°;(1/d)|j)[j) en dolanik saf durumu temsil

etmektedir.

(4.47) herhangi KYB igin dogrudur ancak herhangi iki keyfi X ve Z ortonormal
kiimesi i¢in bagintinin sag tarafi gelistirilebilir (Coles v.d 2011),

V(E X) + (€, Z) < log(d?c) + L (}i 5) | (4.43)

Daha sonra Coles ve Piani (2014) bagmtinin sag tarafinin geligtirebilecegini goster-
mislerdir,

1
X(S,X) + X(g,Z) § rop + [coh (a,g> . (449)

Kisaca, eger Alice, Bob’a X ve Z durumlarinin ikisini birden ¢ok iyi sekilde
iletebiliyorsa, &£ giiriiltiisiiz bir kanaldir, yani koherent biligim ile nicelendirilebilen

miikemmel bir kanala yakindir.
4.7 Kuantum Hafiza Varliginda Tahmin Oyunu
Tki-parcal sistemler:

Kuantum hafiza varliginda bir tahmin oyunu su sekilde tasarlanabilir:

1) Bob, p,p dolanik bir kiibit durumunu hazirlasin ve parcalardan birini Alice’e

yollarken, kuantum hafiza B’yi elinde tutsun,
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2) Alice, kendi sistemi {izerinde X veya Z Olglimlerinden birini uygulasin ve

sonucu klasik kayit K’ye kaydetsin.

3) Sonra, elinde bulunan 6l¢iim kiimesini Bob’a yollasin ve K’y1 tahmin etmesini

istesin.

Boliim 3.8’deki notasyondan devam edilirse, X i¢in Ol¢iim sonrasi durum;

PKXB = Z k) (k| @ [(X* @ 1p)pap(X* @ 1)), (4.50)
k

olur ve Z igin de aynisi yazilabilir. (3.52)’den genel olarak kogullu olasiliklar,
1
PK|BO=0; = §T7”(PA393')7 0; ={X.Z} (4.51)
olarak elde edilir. Kogullu Shannon entropisi,

H(K|BO) =H(K BO) — H(BO)

1
ZE[H(K|B@=9X)+H(K|B@ =0z)], (4.52)
yazilabilir. (4.22) g6z oniine alinirsa;

H(K|BO) = 5lquu + S(A|B)) (4.53)

DN | —

elde edilir. Alice, 6lgiim kiimesi elemanlarindan hangisi ile 6lgiim yaparsa yapsin,
Bob dogru bir tahminde bulunabilir. Ornegin Bob’un hazirladigi durum saf en
dolanik bir durum ise S(A|B) = —logd olacagindan (d = dim(A) = dim(B))
(4.53)’in sag tarafi 6nemsiz bir alt sinira indirgenir ve Bob kesin sonuca ulagabilir.

Bu 6rnek kuantum hafizanin giiciinii gostermektedir

Uc-pargali sistemler:

Bu sefer, p,po durumu ele alinsin ve A sisteminin B veya C’nin hangisiyle
korelasyon halinde oldugu bilinmesin. A, B ve C' sistemleri sirasiyla Alice’e, Bob’a
ve Charlie’ye yollansin. A iizerinde X veya Z Slglimlerinden birini uygulasin. Oyun
sOyle tasarlanmistir; eger Alice, elindeki sisteme X ol¢iimiinii uygularsa, Bob’un
amac1 X hakkindaki belirsizligi en aza indirmek (en fazla biligimi elde etmek), eger

Z Ol¢limiini uygularsa, bu sefer Charlie’'nin amaci Z hakkindaki belirsizligi en aza
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indirmek olacaktir. Bu durum X ve Z olc¢limleri arasinda bir kisitlama konularak
gergeklestirilebilir (Renes ve Boileau 2009). (4.74) ten, bu islemcileri birbirlerine bir

Fourier dontigiimii F' ile baglh ise;

| | Wi
Xy =F|Z7)  ve F=Y “—|z)(Z7], (4.54)
i

EBB kullanilarak bir esitsizlik yazilabilir (Bknz. Boliim 4.4.2). Burada w := e?™/4
olarak tanimlanir. Doniisiimden, X ve Z'nin KYB oldugu goriilebilir, ancak biitiin
KYB’lerin birbirlerine bir Fourier doniigiimii ile bagh olmalar1 gerekmez. Bob’un
ve Charlie'nin belirsizlikleri sirasiyla S(X|B) ve S(Z|C) kosullu entropileri ile
nicelendirildiginden, (4.36)’dan;

S(X|B)+ S(Z|C) > logd. (4.55)

yazilabilir ve yine ayni boliimden benzer bir baginti kosullu Shannon entropileri

cinsinden ifade edilebilir.
H(X|B)+ H(Z|C) > quu (4.56)

(4.55) ve (4.56) goyle yorumlanabilir; Bob X hakkinda ne kadar biligime sahip

ise, Charlie Z hakkinda o kadar az biligime sahiptir veya tam tersi. Bu bagintilar
dolanikhigin tek egliliginin (monogamy of entanglement) 6diinlesmesinin bir isareti
olarak goriilebilir. Kabaca soylenirse; A'nin B ile arasinda ne kadar ¢ok dolaniklik

varsa, C' ile o kadar az dolaniklik vardir.
Denk.(4.55), hem MU bagimtisini hem de (4.20)’yi ima eder. Veri igleme esitsizligine
gore, B sistemi {izerine uygulanan herhangi bir Y 6l¢limii i¢in ,

H(X|B) < H(X|Y) < H(X), (457)
esitsizlikleri dogrudur (Nielsen ve Chuang 2011- Teorem 11.3) . Buna gore (4.55),

(4.20)’den daha giiglii bir sinir olmaktadir.

Ug-parcali sistemlerde tahmin oyunu, min-entropiyle de nicelendirilebilinir. (3.49)’dan,
Bobun pianm (M|BO) ile Charlienin pygp,(M|CO) tahmin olasiliklar: arasinda

odtinlesme vardir (Tomamichel v.d 2013),

Pran(M|BO) + pragm(M]CO) < 20. (4.58)
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Burada b, (3.49)’da verildigi gibidir. Bu baginti min-entropi cinsinden yazilir ve log

fonksiyonunun konkavlik 6zelliginden yararlanilirsa,
1

bagintisina ulagilabilir. Bu baginti, Bob ile Charlie'nin kazanma olasiliklarinin

arasinda bir 6diinlesme oldugunun gosterir.

50



5. UYGULAMALAR

5.1 Kuantum Anahtar Dagitimi

Kuantum anahtar dagitimi (quantum key distribution, QKD), iki karsihikli diiriist
tarafin gizli bir anahtar1 halka acik bir kanal iizerinden paylasmasi senaryosudur
(Bennett ve Brassard 1984). Eger taraflar, ellerindeki 6l¢iim kiimelerini, X ve Z,
anahtar lizerine uyguladiklarinda ¢ogu seferde anlagabiliyorlarsa, hata diizeltimi
yapilarak anahtar ¢ikarilir. Ancak bir kulak misafiri, Eve, anahtar hakkinda biligim
elde etmeye caligabilir ve eger kanalla etkilegirse giiriiltii olugur. Bu yiizden Alice
ve Bob oOl¢iim sonuclarinin ¢ogunda anlasamazlar ve Eve’in kanalla etkilestigini

anlayarak protokolii iptal ederler.

QKD’nin giivenligini gdstermek ic¢in agagidaki iki kriter karsilikli digarlayici olmali-
dir,

a) Alice ve Bob, dl¢iim sonuglarinin ¢ogunda anlagmalidir,

b) Eve, Alice ve Bob’un 6l¢iim sonuglar hakkinda oldukga fazla bilisgime sahip

olmaldir.

QKD’nin giivenlik kriterinin EBB ile iligkisini anlatabilmek i¢in E91 protokolii
(Ekert 1991) kullamlabilir. Protokol soyledir:

i) Alice ve Bob, en dolanik bir iki-kiibit durumunu bir halka agik kanal iizerinden

paylagmaktadir ve Eve kullanilan kanalla es fazli halde etkilesim halindedir.

it) X = {|+) (+],]=) (=} veya Z = {|0) (0] ,|1) (1]} Ol¢iim kiimelerinden biri
rasgele kabul edilir, her taraf kendi kiibitlerini 6lger ve bu prosediir defalarca

tekrarlanir.

i11) Alice kendi 6lgiim sonuglarinim bir alt kiimesini Bob’a duyurur. Eger dl¢iim
sonuglariin ¢ogu seferinde anlagiyorlarsa, hata diizeltimi yapilarak anahtar

gikarilir. Degilse protokol iptal edilir.
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Simdi hem tek sefer hem de ¢oklu seferlerde inceleme yapilirsa:

Tek sefer: Alice ve Bob’un en dolanik durum paylagtigi bilinmesin, ancak genelligi
kaybetmemek adina Alice (A), Bob (B) ve Eve’in (E) bir p 5 durumunu paylagtig
varsayilsin. Burada A ve B bir kiibit sistemi ve E, Eve’in elinde tuttugu kuantum
sistemidir. © = {X, Z} dl¢iim kiimesi olsun ve Y kayit sistemi, Alice’in 6lgiim

sonuglarmin giktilarini temsil etsin. (4.52)’den,

H(Y|BO) = - |[H(X|B) + H(Z|B)), (5.1)

o= NI

H(Y|E®) = - |H(X|E) + H(Z|E)] (5.2)

yazilabilir. Boylece agagidaki ifade elde edilebilir,
H(Y|E©)+ H(Y|BO) > quu = 1. (5.3)

Burada entropiler, Alice’in kiibiti iizerinde 6l¢tim yapildiktan sonra elde edilen 6l¢iim
sonrast durum py-gpp i¢in tiiretilmistir. Sonra Bob, ayni dl¢lim kiimesini kullansin
ve kayit sistemi Y ile temsil edilsin. Veri-igleme esitsizliginden H(Y|BO) < H(Y|Y)
olur ve (5.3)'ten H(Y|EQ) > 1 — H(Y|Y) sonucu elde edilir. Bu ifade Alice’in
Slgiim sonucunun Eve belirsizligi (von Neumann entropisi), H(Y|Y) ifadesinin
kii¢iik oldugu zamanlarda H (Y |E©) ifadesinin biiyiik oldugunu garantiler. Boylece

gilivenlik kriteri nicelendirilmis olur.

Ornek 5.1 Alice ve Bob &l¢iim sonuclarini yiiksek olasilikla kabul etsin ve olasilik
1 — 6 olsun, o zaman H(Y|Y), by (6) = 8log(1/8) + (1 — 8)log[1/(1 — §)] olarak

degerlendirilebilir. Boylece,
H(Y|EO) > 1 — hypin(0) (5.4)
bulunur ki 6 < 1/2 ise sonug kesinlikle pozitif ¢ikar.

Coklu sefer: Tek seferde elde edilen entropilerin toplanmasi yoluyla EBB elde
edilebilir ancak coklu seferleri direk olarak tamimlayan bir EBB bulmak daha

mumkundiir.

Alice ve Bob’un elinde olan n tane kiibitin 6lgiim yapilmadan aralarinda degis-

yokus edildigi varsayilsin. Aslinda taraflar her zaman kendi kiibitlerini Slgiiyor
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iken bu varsayimsal bir durumdur. Ancak, Eve’in stratejisi ol¢lim zamani ile
bagiml olmayacagindan, Alice ve Bob’un kendi o6lgiimlerini geciktirdigi hayal
edilebilir. Degis-tokustan sonra, Alice’in sistemi A” = A;...A,, ve Bob’un sistemi
B"™ = B...B, sistemleri i¢inde n tane kiibit tutulur. Bu durum Eve’in elinde
tuttugu keyfi bir p 4 gn p durumu ile temsil edilsin. Olgiim kiimesi O™ = {0, ...,0,,}
olacak sekilde secilsin, burada ©;, ¢ ile isaretlenmis 6l¢iim elemanidir. Benzer olarak
Alice’in 6l¢iim sonuglar1 Y = (Y7, ..., Y,,) ve Bob’un 6lgiim sonuglari, kayit sistemi

yn = ({/1’ Y, ) tizerine kaydedilsin.

Onemli bir gézlem (5.3)iin ima ettigidir,
H(X:XoZsXao X1 Zo| E) + H(Z1 Z2 X3 Z4... Znr Xn| B) > 1. (5.5)

Burada n tane sistemin kargilikli uyusumsuz sekilde olgiildiigiine emin olunmustur.

Kiibit sistemin i¢in ¢ = 1/2 oldugundan log(1/c¢") = n elde edilmigtir.

Benzer bir argiiman, data-isleme egitsizliginden ve tek sefer durumuna benzer

sekilde elde edilebilir,
H(Y"|EO™) + H(Y"|Y”) > H(Y"|EO") + H(Y"|BO") > n. (5.6)

Boylece Y™ 6lgim sonucunda Eve’in belirsizligi (von Neumann terimleri ile) her
sefer sayis1 i¢in artmaktadir. Saldir1 hakkinda herhangi bir kabul yapilmaksizin bu
ifade dogrudur. Ozellikle, Sl¢iim 6ncesi p4ngnp durumu herhangi bir 6zel yapiya

ihtiya¢ duymaz ve keyfi kabul edilir.
5.2 Dolaniklik Taniklar:

pag = Y P(a,b)p% @ pl seklinde yazilabilen saf olmayan durumlara ayrilabilir
(separable) durumlar denir. Boyle yazilamayan durumlara ise dolanik saf olmayan
durumlar denir. Dolaniklik taniklari ise dolanik {iretilmis parcagiklarin olugturdugu
bir kaynagin dogrulanma stirecine kargilik gelir. Bunun igin ayrilabilir (dolanik
olmayan) durumlar tarafindan saglanan bir 6zdeglik ispatlanir, eger kaynak bu

0zdesligi ihlal ederse dolanik oldugu soylenir.

Iki-parcal bir sistemin dolaniklig: ele alinsin. Dolaniklik taniklar: entropik olmayan

bir kavram olsa da, tamamlayic1 gozlenebilirlere dayanir ve direk olarak entropik
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Sekil 5.1. Belirtilmis ¢izgilerin altin kalan bolgeler dolanikligin mevcut oldugu bol-
geler olarak goriilmektedir. (Coles v.d 2017)

taniklarla karsilagtirilabilir. Asagidaki gibi bir iglemci ele alinsin,
Exz = Ex + FEj. (5.7)

Burada;
Ex =) {(+|@ =) (=] + [=) (=] @ |+) {+],

Ez :=10) (0l @ [1) (1] + [1) (1] ©[0) (0]

olarak tanimlanir ve bunlara hata (giiriiltii) islemcileri denir. Bir Bell durumu

(5.8)

|¢*) = (]00) +]11))/v/2 igin hata olasilig sifirdir. Diger taraftan herhangi ayrilabilir

bir durum i¢in agagidaki ifade dogrudur (Namiki ve Tokunaga 2012),

1
TrlpapExz] 2 3. (5.9)
Boylece eger (Ex) + (Ez) < 1/2 ise pyp dolaniktir, burada (O) = Tr[p,50] olarak

tanimlanir.
5.2.1 Shannon entropik taniklari

Ayrilabilir durumlar igin S(A|B) > 0 olur ve veri-isleme esitsizliginden H (X 4| Xp) >

H(Xa|B) ve H(Za|Zp) > H(Z4|B) olacagindan (4.18) bagintis1 agagidaki gibi
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saglanir,

Burada ¢,y parametresi Alice’in sistemine baghdir, ancak Bob’un sistemi tizerinde

Xp ve Zg gozlenebilirleri keyfi segilebilir.

pap nin coklu kopyalarima sahip Alice ve Bob’un kendi sistemleri iizerinde X
veya Z gozlenebilirlerini 6l¢tiigii bir protokol ile (5.10), dolaniklik taniklar igin
kullanilabilir. H(X4|Xpg) ve H(Z4|Zp) kogullu entropileri, Pr(X, = x4, Xp =
xp) ve Pr(Za = za,Zp = zp) ortak olasilik dagilmlarimdan hesaplanabilir ve
Denk.(5.10) ihlal edilirse p, 5 dolaniktir denir. Islevsellik acisindan (5.9) daha cok
dolanik durum saptar ancak, (5.10) un saptadigi dolanmkhgin kalitesi daha yiiksektir
(Coles v.d 2017).

Bu ifade dolaniklik taniklarinda, entropik yaklasimin bir avantaji olarak agiga
¢gikmaktadir. Yani (5.9)’u verdigi evet - hayur cevabi yerine bir alt sinir verir. Diger
bir avantaji, Bob’un sistemi iizerinde herhangi bir yap1 gerektirmez. (5.9), Alice
ve Bob’un olglimlerinde kargilikli yansizlik gerektirirken, (5.10), Bob™un sistemi

tizerinde keyfi ol¢iimlere izin verir.

5.2.2 Diger entropik taniklar

Benzer bir yaklagim carpisma entropisi icin tiiretilebilir. Iki-parcali bir sistemde,
Alice’in sistemi iizerinde n tane KYB’nin bir kiimesinin kullanildigi dolanik du-
rumlar igin (d4 + 1 tane KYB’nin n elemanh bir alt kiimesi, d4 > n), eger Alice’in
sistemi tizerinde n tane KYB’nin bir {X;} alt kiimesi ve Bob’un sistemi {izerinde
n tane POVM {Y;} kiimesi disiiniilirse, biitiin ayrilabilir durumlar icin agagidaki

bagnt1 saglanmahdir (Berta v.d 2016),

D o) < g 4 n-1 (5.11)
, da
7=1
Bu ifade (5.10)’dan daha gok ancak (5.9)’dan daha az dolamk durum saptar.
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5.3 Steering Esitsizlikleri

Schrodinger (1935) tarafindan vurgulanan steering, iki parcali sistemler i¢in, dola-
niklikla iligkili bir olaydir (tam olarak ayni olmamasina ragmen). Iki parcali AB
sisteminde, bir taraftaki 6lgiim segiminin (A tizerinde) diger tarafin durumunda (B
tizerinde) farkl bir topluluga yol agmasina kargilik gelir. Bu olay biitiin kuantum
durumlarinda gozlenmez, 6rnegin: ayrilabilir durumlar. Diger taraftan Bell egitsiz-
ligini ihlal eden biitiin durumlar, steerable durumlar olarak ele alinir (Coles v.d

2017).

Yerel gizli degisken modelinde B sistemi, A iizerinde yapilan keyfi 6l¢iimlerle
klasik korelasyonlar barindiran bir yerel kuantum duruma sahiptir. Eger B yerel
gizli duruma sahipse, kendi Ol¢lim olasiliklar1 A {izerindeki 6l¢iim sonuclarina

kosullandirilmig olsa bile mutlaka tek parcali belirsizlik bagintisina ait olmalidir.

Simdi steering gozlemlenmeyen bir AB sistemi diigiiniilsiin. Yerel gizli durum
modelinde, A sistemi iizerinde X4 ve B sistemi iizerinde Xpg ayrik gozlenebilirleri

i¢in ortak olasilik dagilimi goyle ifade edilebilir;
p(Xa, X) = 3 p(A = Np(XalA = Apo(XplA = A). (5.12)
A

Burada A, Bob'un lokal durumundan belirlenen gizli degisken, A ise bu degiskenin
alabilecegi 6zel bir olasilik ve ) alt indisi tek bir kuantum sisteminden kaynaklanan

olasilik dagilimini vurgular. Giiglii alt toplanabilirlik bagintisindan;
H(Xp|Xa) >H(Xp|XaA)

_ ;p(/\ = NH(Xp|XaA = )) (5.13)

=3 p(h = NH(Xp|A = N)

yazilabilir. Burada H(Xpg|X4A = \), X4 tlizerine ve A = X olayma kogullanmig
Xp'nin entropisidir. Ugiincii satir Bayes” kurallarindan (Bknz (2.16)) ve (5.12)’den
yararlanilarak elde edilebilir. Béylece B iizerinde Xpg ve Zp gibi iki gozlenebilir ve
A lzerinde gozlenebilirler X 4 ve Z, icin,

H(Xp|Xa) + H(Zp|Za) 2 ZP(A = AN[H(Xp[A=X)+ H(Zg|A = N)], (5.14)
A
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elde edilir. Bu ifade MU bagintisi ile birlegtirilirse steering esitsizligi elde edilmig
olur (Schneeloch v.d 2013),

H(Xp|Xa) + H(Zp|Z4) = quu- (5.15)

Burada qp;y niceligi Bob’un gozlenebilirlerine karsilik gelmektedir. Yerel gizli
durum modelini kabul eden herhangi bir p, 5 durumu, (5.15)’i mutlaka saglamalidir.

Béylece bu bagintinin deneysel ihlali steering sergilenmesini olugturacaktir.
5.4 Dalga-Parcacik Ikililigi

Uzun yillar 6nce 15181n hem dalga hem de parcacik gibi davrandigina dair deneyler
yapilmig, her iki davranig bicimini de sergiledigi gozlemlenmis ve buna i1g181n
dalga-parcacik ikililigi denilmigtir. Isik, bir yariktan kirinima ugrarken dalga gibi,
fotoelektrik olay gibi deneyler de ise parcacik gibi hareket eder. Ancak 1181 bu

davranig bigimlerini hi¢cbir zaman ayni1 anda gostermedigi bilinmektedir.

BS»

BS:
1)

Dy

Sekil 5.2. Tek foton i¢in Mach-Zender interferometresi. Fotonun aldigi yol Z ’nin
bazlar1 {|0),|1)} ile etiketlenmistir. E ise fotonun ¢evresini temsil etmektedir. Bir
faz ¢ alt kola uygulanmig ve fotonun alabilecegi iki yol ikinci 1gin ayiriciya (beam
splitter) gelmektedir. En son olarak gelen foton dedektorler Dy veya D;’den birinde
tespit edilir (Coles v.d 2017).

Dalga-pargagik ikililigi bagintilar (wave-particle duality relations), EBB uygula-
malarindan 6nce ortaya atilmigtir (Wooters ve Zurek 1979, Jaeger v.d 1995). Bu
bagintilarin ¢ogunda, tek bir foton i¢gin Mach-Zehnder interferometesi ele alin-

mistir. Bu durumda fotonun parcacik 6zelligi interferometre iginde aldigi bilinen
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yol, dalga ozelligi ise iki kol arasindaki ¢ goreli faz farkindan belirli bir ¢ikt1 mo-
dunda fotonu tespit etme olasihgindaki salinimlar1 gérmekle iligkilidir. Varsayilsin
ki, Z = {]0)(0|,|1) (1|} hangi yoldan ilerledigini betimleyen gozlenebilir olsun
ve pargacik davranmst yol tahmin edilebilirligi P = pumax — Pmin = 2Dtanm(Z) — 1
olarak onerilsin (Wooters ve Zurek 1979); yani P = 1 ise bir koldan gitme tahmin
edilebilirligi kesindir. Dalga davranisi ise sagak goriinebilirligi tarafindan ,

pgbax — pgmn max min :
V=" ‘= max ve := min py, 5.16
pgnaa: +p6mn Dy p Po Po ) Po ( )
ile nicelendirilebilir. Burada py, Dy detektorii tarafindan saptanan foton icin
olasiliktir. Asagidaki bagintinin dogrulugu Wooters ve Zurek (1979) tarafindan

gosterilmistir,

P24+ V< 1. (5.17)

Y = 0 iken P = 1; yani tamamen parcacik davraniginda hi¢ dalga davranig

gozlemlenmeyecegi veya tam tersini ima eder.

Daha genel olarak, interferometre i¢inde ¢evresi E' ile etkilesim halinde olan bir
foton diigiiniilsiin. Eger F Olgiilebilirse, ¢evresi ile kogullandirilmig bir foton igin yol
ayirt edilebilirligi,

D = 2pranm(Z|E) — 1. (5.18)

olarak onerilebilir ve (5.17)un gii¢lendirilmis bir versiyonu elde edilebilir (Jaeger

v.d 1995),
D+ V2 < 1. (5.19)

Yakin zamanda (5.17) ve (5.19)’un aslinda EBB’nin kilik degistirmis halleri oldugu
ispatlanmigtir (Coles v.d 2014). Dalga ve pargagik olasiliklari, min ve max entropiler
cinsinden yazilabilir ve tamamlayici kiibit gozlenebilirlerine uygulanabilir. Soyle ki,
(5.17) ashnda agagidaki belirsizlik bagintisina egdegerdir (Coles v.d 2014),

Hoin(Z) + min Hypoe(W) > 1. (5.20)

wWeXy

Burada miny ¢ xy, Bloch kiiresi {izerinde x-y diizleminnde yer alan biitiin gozlene-

bilirler iizerinde alinan minimizasyona karsilik gelmektedir. Buna benzer bir gekilde
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(5.19)’da asagidaki bagintiya esdegerdir (Coles v.d 2014),

. 1 > .
Hpin( Z|E) + min Hpoo(W) > 1. (5.21)

Bu ifadeler dalga-pargagik ikiligi bagintisi ile EBB’yi birlegtirmekte ve (5.17)’in,

(5.19)’un 6zel bir durumu oldugunu gostermektedir.

Min ve max entropiler yerine diger entropilerin kullamlmasi incelenmig (Boysk v.d
2013), ancak dalga-parcagik ikililigi iligkisine tam bir karsilik elde edilememistir.
Ayrica ¢ok kollu interferometreler i¢in dalga ve parcagik davranigi arasindaki

entropik ol¢iiler iizerine ¢aligmalar da vardir (Englert v.d 2008).

5.5 Koherenslik

Baumgratz v.d (2014), koherensligi nicelendirmek igin bir ¢ergeve olugturmuslardir
ki, bu koherent olmayan operasyonlar altinda artmayan bir 6l¢lidiir. Bir ¢ok 0Ol¢ii
ele alimabilir, ancak bu kisimda operasyonel agidan en koherent halde bulunan

durumlarm damitilmasinin miktar: (Winter ve Yang 2016) terimleri cinsinden,

®(Z,p):=D (ﬂll > 12)(Zlp|2) <Z|> ) (5.22)

koherensligin goreli entropisi terimleri ile incelenecektir. Koherenslik hem ortonormal

bazlar Z = {|Z) (Z|} hem de p durumunun bir fonksiyonudur.

Bir p, durumu ele alinsin ve Z bu durum fiizerine uygulanan segici olmayan bir tam

izdiiglim iglemcisi olsun. Eger p, i¢in bir saflagtirici ' sistemi diigiiniiliirse,
(Z.ps) = H(Z|E), (5.23)

ifadesi dogru olur (Coles v.d 2011, 2012). Izdiisiim islemcisi icin koherensligin
goreli entropisi olan bu durum, saflagtirma sistemi ile verilen 6lgiimiin belirsizligine
egdegerdir. Diger bir deyigle E’ye erigime izin verilirse, (5.23)’in sag tarafi kuantum
hafiza varhginda belirsizligi nicelendirir. Bu sayede (4.22) farkli 6lgiimler igin
koherensligin bir alt limiti olarak ele alinabilir. Toplam belirsizlik klasik ve kuantum

olarak ayrilirsa, rank-1 izdiigiim iglemcileri ve bir p kuantum durumu i¢in C(Z, p) :=
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H(p) olacak sekilde bir klasik belirsizlik tammlanabilir ve kuantum belirsizlik
koherensligin goreli entropisi olur (Korzekwa v.d 2014, Luo 2015)

Q(Z,p) =D <p|| >.12)(2lp|2) <Z|> - (5.24)

Biitiin belirsizlik, klasik ve kuantum pargalar iizerinden direk olarak toplanarak
gosterilir,

H(Z) = Q(Z.p) + C(Z.p). (5.25)

Kuantum kisimlar igin baz belirsizlik bagmtilar1 Korzekwa v.d (2014) tarafindan
gosterilmigtir, ancak (5.23) ve (4.22) birlikte kullamlarak kuantum hafiza varliginda
EBB yeniden yorumlanabilir.

5.6 Diskord

Diskord kavrami ilk defa Ollivier ve Zurek (2001) tarafindan tiim kuantum korelas-

yonlar1 nicelendirmek i¢in géyle tanimlanmigtir (Bknz (4.30)):
D(BIA) = I(4; B) — Jalpa). (5.26)

Burada, I(A; B) karsilikhi biligimi, iki par¢all bir AB sisteminin herhangi bir p 4z
durumundaki biitiin korelasyonlar: (kuantum ve klasik) nicelendirir. J4(p4p) ise A
tizerindeki POVM ol¢iimleri ile belirlenen ve dlgiimden bagimsizligr saglamak icin

maksimumu alinan agagidaki ifade ile tanimlanir;
Jalpag) = Hl)é{lX[(X;B). (5.27)

Burada optimizasyon A sistemine etki eden biitiin X POVM 6l¢iimleri {izerinden
yapilmaktadir. Agagidaki bagint1 kuantum hafiza varliginda belirsizlik bagintilarinin

diskord eklenerek giiglendirilmis halidir (Bknz (4.27));
H(X|B) + H(Z|B) = quu + S(A|B) + [D(B|A) — Ja(pap)] - (5.28)
Bu ifade diskord igin bir {ist smir elde etmede kullanilabilir (Hu ve Fan 2013),
H(X|B) + H(Z|B) — quuv + S(A|B) 2 [D(B[A) = Ja(pap)]
H(X|B) + H(Z|B) — quu + S(A|B) = [D(B|A) — I(A; B) + D(B|A)]  (5.29)

* (14 B) — 62 2D(B|A).
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Burada 07 := H(X|B)+H(Z|B)—quu —S(A|B) olarak tanimlanmaktadir. Béylece
A ve B bilegenleri arasinda bulunan kuantum korelasyonlarin miktar: i¢in bir st

sinir elde edilmig olunur.
5.7 Klasik Korelasyonlarin Kilitlenmesi

Bu boliimde klasik korelasyonlarn kilitlenmesi, Fawzi v.d. (2011) tarafindan
geligtirilen kriptografik bakis acisi ile ele alinarak kisaca Ozetlenecektir. Klasik
korelasyonlarin kilitlenmesi kabaca bir klasik mesajin , mesajin boyutundan kiigiik
bir klasik anahtar kullanarak bir kuantum durumuna sifrelenmesi protokolii olarak
tanimlanir. Amag, mesajin anahtar bilinmiyorken kuantum durumu igine kilitleme-
sidir, 6rnegin olas1 bir ol¢limde mesaj hakkinda gz ardi edilebilecek kadar biligim
agiga ciksin. Dahasi, mesajin tekrar aciga cikarilmasi ve tamamen kurtarilmasi
anahtarin bilinmesi ile miimkiin olsun. Bu olgunun EBB ile bagintisi, n kiibit BB84

Olctimleri igin tiiretilen MU sinir ile anlatilabilir,

H(M"™O") >n- = (5.30)

N | —

Burada ©" € {04, ...,60,} olarak tanimlanir. Tekdiize rasgele bir n-bit X dizisini
sifrelemek i¢in, BB84 bazlarindan rasgele segilen n kiibit segilir ve mesaj bu bazlara
sifrelenir. (5.30)’den, herhangi bir 6lglim i¢in, 6lgiim sonucu ve orjinal X mesaj
arasinda en fazla n/2 kadar kargilhikl biligim olabilir. Yani, bu duruma n/2 bit
sifrelenebilir ve anahtar bilinmeden erigilemez. Bu 6énemli bir gelismedir, ¢linkii
n-bit mesajin herhangi onemsiz olmayan tamamen saf klasik sifrelemesi en az n
boyutunda anahtar gerektirmektedir. Burada, anahtar boyutuyla kilitlenebilir bit
sayis1 arasinda uygun bir takas olabilecegi sorusu yoneltilebilir ve bu amag i¢cin EBB

kullanilabilir (Fawzi v.d. 2011).
H(M|O)>n-(1—2€¢) — hyn(e) , O={0,..0,} ile. (5.31)

Burada € > (1/2d) Z?Zl |Tr[p0;] — (1/d)] olarak tammlanir. Bundan yola ¢ikilarak,
L = Ollog(n/e)] boyutunda bir anahtarmn en fazla ¢ > 0’dan daha kiigiik bir

kargilikli bilisim kadar n-bit dizisi kilitlenmesi i¢in izin verdigi gosterilmigtir.
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6. SONUC

Entropik belirsizlik bagintilari ellili yillarin sonunda ortaya atilmasina ragmen,
kuantum biligim kuraminin son yillarda katettigi yol ile birlikte kendine ¢ok genis bir
kullanim alam bulmustur. Ozellikle kuram icerisinde entropi ile aciklanmaya ¢aligilan
konularda ve tamamlayici1 gozlenebilirler acisindan bilisim elde etme amaciyla
yapilan hesaplamalarda elde edilebilecek biligim i¢in bir alt sinir olugturulmasina
olanak saglamistir. Bagintilarin, bir hafiza sistemi olmadan ve bir hafiza sistemi
varlig1 iizerinden tartisilmasi, tek ve ¢ok parcali sistemlerde belirsizligin nasil

nicelendirilebilecegi iizerine bir bakis agis1 geligtirmistir.

Ik olarak, tek parcali sistemlerde EBB icin, Maasen ve Uffink’in kanitladigi alt
sinir haricinde, farkli durumlar i¢in daha giiclii alt sinirlarin elde edilebilecegi
gosterilmigtir. Bu alt sinirin da durum bagimsiz olmas:1 dikkat ¢eken ilk sonugtur.
Boliim 3’te yer alan tahmin oyununda Bob’un, Alice’in 6l¢iim kiimesini bilse de, asla
kesin bir tahmin yapamayacagi goriilmektedir. Ayrica kuantum sistemlerde 6lgiim,
sistemin durumunu degistirdigi i¢in tek bir 6l¢iim gsansi olan Bob’un, dogru tahmin
yapamazsa tekrar ol¢giim yapma sansi olmayacaktir. Yani Alice’in kullandig: sira
degismeyen iglemciler arasinda her zaman belirsizlik olacaktir ve bu Heisenberg’in

elde ettigi sonug ile tam olarak uyusmaktadir.

Cok parcali sistemlerde ise, 6zellikle sistemler arasindaki korelasyonlarin belirsizligi
ne kadar etkiledigi ile ilgili arastirmalar odak noktasi olmustur. Klasik korelasyon-
larin belirsizligi etkilemedigi acikca soylenebilse de, kuantum korelasyonlar i¢in ayni
sey sOylenememektedir. Dolaniklik, kuantum mekaniksel bir olgudur ve belirsizligi
onemsiz bir alt siira indirgeyebilmesi dikkat gekici bir sonuctur (Bknz (4.22)).

Aralarinda dolaniklik gibi kuantum korelasyonlarin oldugu cok-parcali sistemlerin
kopyalar: tizerinde farkli dlgtimler yaparak, kesin bir sonug elde etmenin miimkiin
oldugu gosterilmisgtir. Dolaniklik-destekli belirsizlik bagintisinin diger bir sonucu da,
bu bagmtinin tek parcal sistemlere indirgenmesiyle elde edilen sonuctur. Ik béliim-
lerde iizerinde sikca sozii edilen durum-bagimsiz alt sinirin, tek-parcali sistemlerde
saf olmayan durumlar i¢in gecerli olmadigi ve {izerinde 6lgiim yapilan durumun

baglangictaki entropisinin aslinda alt sinir1 geligtirdigi gézlenmistir (Bknz (3.28)).
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Bagintilarin biligim kurami uygulamalarinda, 6zellikle son 20 yil icerisinde birgok
konuda sadece belirsizlik i¢in alt sinir elde etmek amaciyla kullanilmadigr goriil-
mektedir. Ozellikle dolaniklik tanikliklar: icerisinde, daha iyi damitilmis ve daha
kaliteli dolanikliklari yakalamakta kullanilmasi, bagintilarin uygulamalarina iyi bir
ornektir. Kuantum diskord i¢in verilen iist sinir, bu bagimtilarin farkli bir kullanim
amacini da ortaya koymaktadir. Ayrica kuantum anahtar dagitim gibi, ¢ok-pargali
sistemlerde kulak misafirinin elde etmeye caligtigi bilisim miktar: i¢in verilen alt
sinir, kuantum kriptolojide vaad edilen yiizde yiiz giivenligin miimkiin oldugunu
gostermektedir.

Sonug olarak EBB, bilisim kurami icerisinde, 6zellikle standart sapma kullanilan
Heisenberg belirsizlik bagintilarindan daha genis bir kullanima sahiptir. Sadece
belirsizliklerin alt sinir1 i¢in degil, ayni zamanda bir¢ok bilisim faaliyetinde farkl
amaglar i¢in arag¢ olarak kullamilmis ve kullanilmaya devam etmekte olup, hala

glincel olarak caligilan bir konudur.
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EK 1

SHANNON ENTROPISININ EN BUYUK DEGERI VE BAGIL ENT-
ROPININ POZITIFLIGI
Boliim(2.2.1)’de Shannon entropisinin en biiyiik degerini, olasiik dagilimi tekdiize

dagilim gosteriyorsa aldigi séylenmisti. Simdi bunu gostermek gereklidir.

n elemanli bir olasiik dagilimi kiimesinde, 6rnegin p; = 1 — > ._, p; seklinde
yazilabildiginden sadece n — 1 tane bagimsiz degisken vardir. Shannon entropisi de
sadece n — 1 bagimsiz olasihiga baghdir. Boylece!,
H(X)=—-piInp; — Zpi In p;, (EK1.1)
=2
seklinde yazilabilen Shannon entropisinin p; elemanina gore tirevi alimarak sifira

esitlenir ve ektremum noktalar: incelenirse, her j > 2 icin,

8H—(X) Al %lnp —p Olnp, (apll , palnpi)
Op; op; Mo & \ap T o
1 & Sii
D1 i—2 Di

=Inp; —Inp; =0,
olmalidir. Buradan, her j > 2 icin, Inp; = Inp; oldugu goriiliir ve boylece p; = p;
olur; yani biitiin olasilik dagilimi ayni biiyiikliikte, p; = 1/n gibi tekdiize bir dagihm

gostermelidir. Boylece istenen ispatlanmig olur.

Klasik bagil entropinin her zaman pozitif oldugunu gosterebilmek i¢in Gibbs
esitsizligi ispatlanmalidir. Bir rasgele X degigkeni i¢in, p(z) ve q(z) gibi iki olasilik
dagiliminin Gibbs esitsizligi soyledir,

~ 5 p(e) lnp(e Zp )Ing(x (EK1.3)

ve egitlik durumu ancak ve ancak p(z) = ¢(z) oldugunda elde edilir. Simdi, esitsizlik

asagidaki gibi diizenlenirse — In z fonksiyonun konveksliginden (z > 0 igin),

—Zp ln—i —In (Zp(m)m> =0, (EK1.4)

- p(x)

!Ekler boliimiinde islem kolaylig1 icin, log fonksiyonu yerine In fonksiyonu kullanilacak ve
In(z) = log(z) In(2) 6zdesliginden gelen In(2) terimi hesaplarda dikkate alinmayacaktir.
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elde edilir ve boylece Gibbs esitsizligi gosterilmis olur.Klasik bagil entropi tekrar

yazilirsa,
> plz)Inp(x Zp )Ing(z) = D(p(z)|q(x)) > 0, (EK1.5)
gikar ve bagil entropinin her zaman pozitif oldugu ispatlanmig olur.

Gibbs esitsizligi su sekilde de ispatlanabilir. Inz < x — 1, x > 0, 6zdegliginden
yararlanarak, agagidaki ifadeler yazilabilir (esgitlik igin x = 1 gerek ve yeter

koguldur.),
_ a(x) o (1)
2 ¢y 2= 2 pla) G )
= Z +Zp(x):—2q(x)+120.

T

(EK1.6)

Son satirdaki ifade her zaman dogrudur ¢iinkii g(z) bir olasihik dagilimidir ve

q(x) > 0ve Y q(x) =1 saglanir. Béylece Gibbs esitsizligi tekrar ispatlanmig olur.
Kuantum bagil entropi igin ise Klein esitsizligi ispatlanmalidir,
—Tr(plno) > =Tr(plnp). (EK1.7)

Burada p = >, Ai[ri) (ri| ve o = >, 0;|s;) (s;| spektral ayrigimlari ile birlikte iki

yogunluk islemcisidir, burada \; ve o;’ler 6zdegerlerdir. Sol taraf ele almirsa,

—Tr(plno) = Z/\ (ri|Ino|r;)

:—Z/\ {r;] (Zlnaj |5;) sj|> i) = Z/\ (Zuﬂlnaj> ,
(EK1.8)
gikar. Burada p;; = | (s;|r;) |?, ikili stokastik bir matristir ( Y, p; = 1 = > i)

Yine — In x fonksiyonunun konveksliginden,

— Z \i (Z fi;; In O'j) > — Z Ai In (Z /LjiO'j> =— Z Ailnn,, (EK1.9)
i j i j i

elde edilir ve burada n; = >, y1;;0; olarak tammlanir. Gibbs esitsizliginden,

- Z)‘i Inn, > — Z)‘i In\; =—-Tr(plnp), (EK1.10)
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yazilabilir ve bdylece

—Tr(plno) > =Tr(plnp), (EK1.11)

gosterilmis olur.
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EK 2

RENYI ENTROPISININ MONOTONLUGU VE LIMITLERI
Ciktilar: z olan bir rasgele X degiskeninin ¢iktilarina ait bir ayrik olasilik dagiliminin
Rényi entropisi a-monoton azalan bir fonksiyondur; yani o’nin degeri biiyiidiikce
Rényi entropisi azalir. Bunu gostermek i¢in a’ya gore tiirevinin pozitif olmadigini
gostermek gereklidir,

d

T~ H,(X) <. (EK2.1)

H,(X)’in a’ya gore tiirevi (bundan sonra px(x) = p(z) kisaltmasi kullamlacaktir.),

d d 1 N
2o HalX) =-- [1 —_n (ZP (x))]
1 1 d o
1—a (Zp ) 1—a2xpa(x)@<;p (x))
Tirevin daha kolay alinabilmesi i¢in form degistirilirse,
9 (x S o ! e )
dov (X) = (l—a)Qn Zz:p () + ozZp Zdoc
= (Y00 ) e S )
(1—a)? 1—0423519“(1’) "
~—ay _1a>2 lln (Zﬁ@) Zp )Inp'” )] :

(EK2.3)

(EK2.2)

x) Inp(z)

elde edilir. 1/(1—a)? terimi pozitiftir ve parantez icindeki ifadenin pozitif olmadigim

gostermek yeterlidir:

. <Zpa($>> i lea >y (@) np' = (x) <0
= (Zpa(l")> (Z o ) Zp ) Inp!=*(2). (EK2.4)

Bu egitsizlik dogrulanirsa, Rényi entropisinin a-monoton azalan bir fonksiyon

oldugu ispatlanmig olur. Bu dogrulama Jensen esitsizliginin bir uygulamasindan
elde edilebilir. Agagidaki baginti, Jensen esitsizliginden konveks fonksiyonlar igin
dogrudur,

Zazf(bx) > f (Z axbm> : (EK2.5)
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a; ve b, rasgele iki degigskendir. Simdi degiskenler agagidaki gibi segilsin,

B G P () R TR N
=Sy T ey v SO =l (EK2.6)

Burada p(y), ¢iktilar y olan rasgele bir Y degiskeninin olasiliklaridir. Bu degigkenler
(EK2.5)’te yerine konulursa () p(z) = 1),

B pi(z) | ( p) I p(z)  px)
Wk () = < zypa<y>pa<x>>

_ Zpa(x) In (;‘(2)) > Zpa(y) In (%) , (EK2.7)

Y

elde edilir.Bu bagmti i¢cin X = Y kabulu yapilir ve —1 ile garpilirsa (EK2.4)%in

dogru oldugu ispatlanmig olur.

Shannon entropisi, & — 1 limitinde elde edilir,

il_}rq H,(X)= il_}Hll ln (Zp ) Zp ) Inp(x (EK2.8)

Simdi bu ifade ispatlanmaya galigilsin. 0/0 tamimsizligindan L’hospital kurali

kullanmilmalidir. Pay ve paydanin a’ya gore tiirevleri,

0
—(l-a)=-1

5 (EK2.9)
_1n (Zp ) a(x)%z:pa(x),

¢ikar ve ikinci ifadenin sag taraftaki tiirev incelenirse,

0 0 0

—pa(ﬂf) _ _elnpo‘(x) _ _ealnp(x)
da da da (EK2.10)

= Inp(z)e*™?") = p*(z) In p(x),

olur. Yerine konulursa,

g%ln (;zf‘(x)) Zp ) Inp(z (EK2.11)

elde edilir. Boylece,

v (EK2.12)



sonucu elde edilir.

Min-entropi i¢gin & — 0o limiti incelenmelidir. —oo/00 tammsizhigindan dolay: yine

L’Hospital kurali kullanilirsa,

81n<zz po‘(x))

9 : [ole]
8 5 ) = B e
Bir 6nceki ispattan bu ifadenin tiirevi yazilabilir,
lim Ho(X) = Zp ) Inp(x

Pay ve paydadaki terimler p$ . ile genisletilirse,

Jim Ho(X) = Jim, ﬁ 2 () oo

Pmax

elde edilir. Simdi, p(z)/pmas incelenirse,

pmax

(ZL“")) =1, p(¥) = Pmax igin

<1, p(z) < pmax igin
olur ve a@ — oo limiti,

@ 1, T) = Pmax  ICIN
lim (p(x)> _ p(r) =p G

a—roe 0, p(x) < pmax i¢in

pmax

elde edilir ve sadece agagidaki terim kalir,

1 max
lim Ha<X) = - (p ) 1npmax = - lnpmax'
a—r00 <pmax> pmax

Pmax

72

(EK2.13)

(EK2.14)

(EK2.15)
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(EK2.17)
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EK 3

IKI OLASILIGIN CARPIMININ EN BUYUK DEGERI
(3.4) bagintisi, Deutsch bagintisinda énemli bir yere sahip olup, dogrulugu gosteril-

melidir (Friedland v.d 2013 - Appendix A - Lemma 1).
Bir saf yogunluk iglemcisi p = [¢) (¢| ve X = |x) (x|, Z = |z) (z] birer rank-1
izdiligiim iglemcisi olsun. X ve Z , p’ya uygulanacak olursa olasiliklarin ¢carpimindan,

(alpla) (zlolz) = (V/alola) (ZIol2) ) < 3T [lle) ol + |2} (2D)°

<1112} (el + |2} (1 (BK3.2)

(EK3.1)

bulunur. Burada, birinci esitsizlik geometrik-aritmetik ortalama egitsizliginden
(\/% < (a + b)/2), ikincisi ise normun tammmdan gelmektedir (Bknz. (3.36)).
Simdi maksimum elde edebilmek igin, p'nun tanimh oldugu Hilbert uzayimi geren
{ly) , |2)} ortonormal baz kiimesi diiiiniilsiin ve |z) de bu bazlar tarafindan gerilmis

uzayda yer alsin. |¢) bu bazlarm bir siiperpozisyonu olarak ifade edilebilir:
[) = er |2) 4+ V1 —r2|y). (EK3.3)

Burada 0 < r < 1, 0 ve ¢ gercel sayilardir. Toplamin ikinci kisminda v/1 — r2 degeri,
normalizasyon kogulundan bu sekilde segilmigtir. Eger € (z|z) = |(x]z) | = ¢ ve

e’ (z|y) = | {x]y) | = V1 — 2 olacak sekilde 0 ve ¢ secilirse,
(@lolz) (zlpl2) = [ (Wlz) [P (¥l2) [ = r* (re + V1 = r2V1 = 2), (EK3.4)

elde edilir. (EK3.4)"i r iizerinden optimize edebilmek i¢in, r = cosa ve ¢ = cos 3

tanmimlar yapilsin (0 < «, 5 < 7/2). Yerine konulacak olunursa,

(z|p|z) (2|p|2) = cos® a(cos a cos B + sin asin §)? = cos® a cos®(a — )

1
=1 [ cos(2ac — B) + cos B3)7, (EK3.5)
a = (/2 se¢imi yapilirsa, (3.4) ispatlanmig olur,
1 2
(@lpla) (lplz) = 7 (1 +¢)". (EK3.6)
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EK 4

RIEZS-THORIN iG-UZANIM (INTERPOLASYON) TEOREMIi VE
MU SINIRININ ISPATI

Riesz-Thorin i¢-uzanim teoremi kisaca soyle ifade edilebilirt. T = (¢;;), 1 <i <m
ve 1 < 7 < n olmak iizere m x n boyutunda bir matris olsun.

Burada x = (21,...z4) olmak iizere, T : C" — C™ olacak sekilde bir ¢izgisel

gonderimdir,
(Tx)i = > tija;, (EK4.1)
j=1
Béyle bir cizgisel génderimin (p, ¢) normu (Bknz. (3.36)),
1 1
T = max |71, -+-=1 EK4.2
Tl = e 70, (543 =1) (RK4.2)

olarak tanimlanir. Sonra, po, qo, p1,¢1 € [1, 0],

1 1 1 1
Do qo P q1

ve My, M, € (0, 00) igin,

1Ty g < Mo ve T, ,, < M, (EK4.4)
olmak tizere her 0 < t < 1 igin p; ve ¢ ,
1 t  1-—t 1 t  1-—t
—=—++ ve —=—+ (EK4.5)
Pt D Po @& Q1 4q0
olarak tammmlanirsa 1/py 4+ 1/gp = 1 saglanir. Daha sonra
T, 4 < My, burada My = My~ M| (EK4.6)

olur. Bu form, Riesz-Thorin i¢-uzanim teoreminin oldukga sadelestirilmis bir halidir

ve MU smirim1 bulmakta yardimer olacak sekilde ele alinmigtir.

Teorem 4 .1 A= (Ay,...., A,) ve B = (By,.., B,) iki izdiigim iglemcileri kiimesi

ve p = |¢) (| bir saf durum olmak tizere
1
Hyy)(A) + Hy)(B) 2 log — = quu (EK4.7)

ifadesi dogrudur. Burada ¢ = max; ; | {a;|b;) |* olarak tammlanir.

1 Bu kisumdaki ispatlar, Krishna, M., ve K. R. Parthasarathy. “An Entropic Uncertainty Principle
for Quantum Measurements.” makalesinden alinmigtir
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Ispat. (EK4.7) su sekilde ifade edilebilir,

| (Y]AiB;|¢) |

H(A)+ H(B) > —21 QS LAV EK4.8
W+ HB) = =208 e Ly T 8, o] (PR

Ay #0ve Bj|¢) #0;1 <i<mvel <j<n olmak {izere, su tanumlar

yapilabilir,
Alg) Bi[y)

EK4.9
0= Aol v Bl (EEL9)

Bu durumlar 6lgiim sonrasi durumlar olup, {|#;)} ve {|¢,)} kiimeleri ortonormal

kiimelerdir. ¢;; = (¢;|¢;) kabiilii altinda, herhangi bir x = (zy,...z,,) € C" igin,

m n 2
DDt

i=1 | j=1

ve Y iy 2 [¥;) = [n) denilirse,

m

= Z | (] sz |77Z)]> |2 (EK4.10)

g;\@il;% )P =gr<¢ m
:i (nles) (il
= (1) (Zm; |6:) <¢i|) ) (EK4.11)
<{nln) :

n 2 n
=D || =D lal
j=1 j=1

olur ki , Ty < 1 esitsizligi saglanmis olur. Sonra,

max Ztijxj = miaxz |tij]|x;] < max |t Z |z, (EK4.12)
7=t = Jj=1
egitsizligi ele alimir ve bu ifade p = 1 ve ¢ = oo degerleri i¢in diisiiniilerse

||T||1,oo < max;;|t;j| = R olur. Simdi py = qo =2, p1 = 1, 1 = 00, My = 1 ve
M, = max; j |t;;| degerleri (EK4.8) icin uygulanirsa

< R, 0<t<1igin. (EK4.13)

HTHpt7qt

olur ve p; ve ¢ i¢gin (EK4.5) tizerinde agik hesaplamalar yapilirsa p, = 2/(1 4 t) ve

q: = 2/(1 — t) oldugu rahatga goriilebilir.
1)



Simdi, a = (ay, ..., a,) ve b = (by, ..., b,,) kompleks vektorleri su sekilde tanimlansin.

— ()i = Lom ve b= (G0),i=1,.m (EK4.14)

Bu vektorler olasilik genlikleri olarak diigliniilebilir ve agagida belirtilecegi gibi

kareleri gergel sayilardir (olasiliklar). T génderimi a;’yi b;’ye gotiiriir,

Zm - 2 Bilv;) (1)

(0:lA;0) (A;91¢)
; 141"

—Z (d:l Ajp) = ¢|ZA|¢ (i) = by

(EK4.15)

Simdi (EK.4.11) ve (EK4.12)’ye tekrar donerek elde edilen sonuglar: bu ifadeler

iginde yerine konulursa,

14t

<Z| ) [ ) (ZI Y5l |1+t> (EK4.16)

0<t<1 igin Riesz-Thorin teoreminin uygulanmug halidir. p; = | {(¢;]¢) |* ve ¢; =
| (1)) |* olasiliklar cinsinden yazihr ve her iki tarafinda kuvveti 2/t kadar

alrttirilirsa;
1+t
T

(Zm: pipiltt> (Z 4;q 1“) < R?, (EK4.17)
i=1

olur. t — 0 limitine bakilirsa 0/0 belirsizligi gikar ve L’Hospital kurali uygulanirsa

agagidaki ifade elde edilir.

> pilogpi+ Y _gjlogg; < 2log R (EK4.18)
i=1 j=1
olur. R = max;;t;; olmasi gerektigi daha énce belirtilmisti. Boylece (EK4.18)
ifadesinin MU bagintisi oldugu agiktir. =
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EK 5

HAFIZALI DURUMDA UC PARCALI SISTEMLER iCiN EBB
Bu kisimda kuantum hafizaya sahip ii¢ pargali sistemleri i¢cin EBB’nin bagil entropi
tizerinden ispat1 incelenecektir. Bu ispatta bagat olarak Coles v.d (2012) makalesinde

yararlanilmigtir.

Bagil entropi, S ve T birer pozitif operatér ve p bir yogunluk islemcisi olmak

asagidaki ozelliklere sahiptir:
i) Kuantum kanallar altinda monotondur, D(£(S)|E(T)) < D(S||T) ,

i1) Sifir uzay eklemede, dik-direk toplamdan etkilenmez, D(S||T") = D(S @ 0|17 &
1",

ii) m bir pozitif say1 olmak iizere, D(S||mT) = D(S||T) + log = dogrudur,

iv) D(plp) = 0.

(i) ozelliginden (2.26)’da bahsedilmigti. (ii) 6zelligi D(S||T) = Tr[S(log S — logT')]
tanmmmindan, (4i7) ve (iv) ozellikleri ise bagil entropinin tanimindan gelmektedir.

Diger bir ézellik, izometriler (VTV = 1) altinda degismezliktir;
D(S||T) = D(VSVT|[VTVT). (EK5.1)
T’ > T olmak lizere agagidaki 6zellik de tanimdan rahatca anlagilmaktadir;

D(S||T) = D(S||T"). (EK5.2)

Son olarak, p,z ve 14 ® pp arasindaki bagil entropi,

D(pagllla ® pg) =Tr [pap(log pap —log(la ® pg))]
=Tr(paplogpap) — Tr[psp(la ®logpg)]
= - S(PAB) + S(PB) = _S(A|B)> (EK5-3>

kogullu entropi, S(A|B), cinsinden yazlabilir.
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Ug parcal bir p,peo saf durumu icin, Tre(page) = pag Ve Trac(pape) = Py

vazilabilir. X = {X;} ve Z = {Z}, X;,Zy > 0 ve 3, X; = 1 = >, Z;, olmak

tizere, birer POVM olsun ve asagidaki izometriler! tanimlansin;

Vy = Z M x ® ) x ® VX (EK5 4)

Vz=> |k), ®k)y @ /2 (EK5.5)
k

Burada Vx : Ha = Hx @ Hx' @ Ha ve Vz : Ha — Hz @ Hz ® Ha seklinde
izometrilerdir ve {|j)}, Hx = Hx i¢in ve {|k)}, Hz = Hz i¢in ortonormal

bazlardir. Izometriler

M = V,V} izdiigiim iglemcisi igin £ : p — MpM' @ (1 — M)p(1 — M) bir kuantum
kanal g6z Oniine alinsin. Bagta segilen saf p, g i¢in, pypape = Vzp ABCVZJr durumu

da saftir ve Schmidt ayrigimindan;
S(Z|C) = —S(Z|Z'AB), (EK5.6)
yazilabilir. Boylece (EK5.3)’ten yararlanarak,

—S(Z|Z'AB) = D (pzz48l12 @ pzrap)
D (Z)ZZ’ABHVZVZT (12 ® pziap) VZVZT>
=D (paslV} (12 8 pzan) Vz)
D

PxxasllVxVy (12 € pyiap) VZV)];> ; (EK5.7)

yazilabilir. Burada ikinci satir (i) 6zelliginden, ikinci ve tiglincii satirlar ise

(EK5.1)’den gelmektedir. Son satirda sag taraftaki V) (1 ® pyiap) Vz ifadesi

1Bir izometri V € B(H) olmak iizere, VIV = 1, (Vo)|V) = (¥|), ||[Vp|l = ||lpll kosullarim
saglayan c¢izgisel gonderimleridir.
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acikca hesaplanirsa,

VZT (1z ® pgiap) Vz
:Z <<k‘z ® (k| ® \/Z_k® 13) (12 ® pgrap) (Z 1), @), ® \/Z@ ]1B>
Z (kly @ \/Z@) ﬂB) Pz AB (Z 1) ® \/Z® ﬂB) Ok
(

(

> ((kly @ VZe @ 15) ppan (W2 © VZ @ 15)

olur. (EK5.7)nin sag tarafi Vx izometrisinin (EK5.4)’teki tanimmi kullanilarak

incelenmeye devam edilirse sunlara ulagilir,

D </~)XX'ABH Z Vx (<k|zf ® V7 ® ]13) Pz'AB (‘k> ®VZ ® 13) V;T(>
k
=D (ﬁXBll > il @ Traa (R k2 © V2 X,V 2 h;)pz/AB))

ik
> D (pxplle(X, Z)1x @ Trzia (pzap))

1 4
= log (X, 2) + D (pxslllx ® pp) - (EK5.8)

Burada {i¢lincii satirda, ¢(X, Z) = max;; ||\/X;v/Zk||2 olmak tizere \/Z, X;\/Zy =
o(X, Z)a, 32, 13)Ulx = Lx ve 32 [k)(k|z = 17 bagmtilart kullanilmigtir. Sonug
olarak (EK5.8) , (EK5.7)’da yerine konulursa,

_ 1 .
D (pzzaplllz @ pgiap) > log m + D (pxplllx ® pp) - (EK5.9)

elde edilir. (EK5.3) bagintis1 kullanilarak bu ifade kosullu entropiler cinsinden;

1
—-S(Z|Z'AB) >1 - S(X|B EK5.1
S(212'AB) 2oy 5= — S(X|1) (BK5.10)
halini alir ve (EK5.6)’dan yararlanilarak;
1
S(X|B)+ S(Z|C) > log ———. EK5.11
(XIB) + S(2IC) 2 log 5 (K 11)

elde edilir ve ispat tamamlanmig olur.
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EK 6

COLES - PIANI SINIRI
Bolim(3.5)’te , d > 2 igin gop smur ile ilgili bilgi verilmigti. Simdi (4.27)’den bu

sinirin nasil elde edilebilecegi incelenebilir.

pap, AB sisteminin kuantum durumu olsun ve ortonormal bazlara sahip X(:) =
>l (sl () [2g) (5] ve Z2(-) = 324 [2x) (21| (+) [2%) (zx| birer kuantum kanal olacak

sekilde A sistemine uygulansin;

Pxp = X(pAB) :Z ’l']> <$]| PAB ’$3> <$]’ = Z ‘x]> <xj‘ €im |IL’]> <IL’]‘ ® Tlm

j jim
pze = Z(pas) Z |26) (2l pag |2k) (2ul = D l2) (2] €m 126} (2] © Tim
klm

(EK6.1)

En sag taraftaki etkiler kismi i¢ ¢carpimlarla sadece A iizerinedir. En sagdaki ifadeler
yazilirken e, matris baz cinsinden, p g = >, €m @ T}y, blok yazimi yapilmistir.
Bu yazimdan T're;, = 0, oldugundan pz = ), Tj; bulunur. Aym hesap (EK6.1)’in

son satirindan yapilirsa;

PB :TTA<pZB) - Z <Zk‘ €im ‘Zk’> 7ﬂl?n
kim

—ZTr €im)Tim = ZTH

ayni sonu¢ bulunur: Ciinkii tam 0Ol¢glim A iizerinde yapilmaktadir, B’nin durumu

degismez.

Simdi, H(Z|B) ve S(A|B) kosullu entropiler géz éniine alinirsa,

H(Z|B) — S(A|B) =H(pzp) — S(pp) — S(pap) + S(pp)

=H(pzp) — S(pan) (EK6.2)

A tizerindeki ol¢timler B’ yi degigtirmez ve yukaridaki sadelegmeler gergeklegir.
Simdi gosterilecegi gibi yerel tam oOlgiimler yapildiktan sonraki entropiler ile

ol¢timden onceki entropiler arasindaki fark bir bagil entropi olarak yazilabilir.
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H(pyp) yazlirsa;

H(pzp)

== Tr | > |2k) (26l € 2) (26] @ Tim log (Z |2} (2| €m |26) (26 © Tlm)

klm klm

=—Tr(paplogpzp)

Bu bagint1 (EK6.2)’de yerine konulursa;

H(pzp) — S(pap) = —Tr(paglogpyp) + Tr(paplogpag)
=D(pagllpzp)- (EK6.3)

elde edilir.

Kuantum bagil entropi, kuantum kanallar altinda monoton azalir (Bknz 2.26). Bu
ozellik goz oniine alinarak hem p,z hem de p, 5 lizerine X yerel tam 6lgiim kanal

uygulanirsa,

D(pagllozp) ED(X(PAB)HX(PZB))

L (pXBH chk: 25) (5] @ Tral|zx) (2l pAB))

ik

ve cjr = | (x;]|2k) |* olarak tanimlanmigtir. Bunun maksimum degeri alinirsa;

D(pasllpzs) = D(pxsll Z(ml?x cik) [25) (x5 ® pp)
J

=Tr(pxplogpxp) — 1 <PXB log Z(mgx cir) |5) (5] ® PB)
J

= H(XB)~Tr

pxpllog (D (max cj) |2;) (5] ) © 1]

J

—Tr[pxp(lx @ logpp)]

=— H(X|B)—Try (pX log (ngxcjk) |5 (%‘|>

J

=~ H(X|B) = ) _ {a;lox|u;) log(max c;r)

J
:—H(X|B) —qu’/ng. (EK64)
81



elde edilir. Burada ¢, xz = >_; (zj|px|z;) log(maxy, ¢;,) olarak tanimlamr. Ik
satir, eger 7" > T ise D(S||T) < D(S||T") olmasindan gelir. Simetriden g,, z x
icin de benzer bir ¢ikarim yapilabilir ve bu iki degerden en biiyiik olani kullanilir.

Béylece Denk.(EK6.2) ve (EK6.4) birlegtirilirse,
H(X|B)+ H(Z|B) > ¢+ S(A|B) (EK6.5)

elde edilir. Burada ¢’ = max{q,, x z,4,, 2,1} olarak tanimlanir.

(zjlpx|T;) = pj ve (zklpz|2x) = pf yazilir ve ¢ incelenirse;

¢ =max{— pr log(ml?x Cjk)s — g Py log(mjax cjk) }
7

1
> 3w os(mgx c) — 7 pi log(mevs )
i K !
1
25[—]9;” loge — (1 — pf) log co — pj logc — (1 — pi) log ¢o]
1 c

log(c/c2) > 0 kabulu altinda, (EK6.6) nin en biiyiik degerini en sagdaki olasiliklarin

toplaminin en biiyiik degeri saglar ;

Ir;i}X(p? + pk) Zgngr[pA(W (] + |21) (2]

=z} Gl + 2) (2l lloo

=1+ max (x| z)|
Jk

=1+ +/c.

Bu ifade, (EK6.6)’da yerine konulursa (3.33) ispat edilmis olur.
Biligim digarlama prensibi i¢in r¢p sinirt bulunmak istenirse, H(X|B) = H(X) —

I(X;Y) (veya benzeri H(Z|B) igin) yazilarak (EK6.5)’te yerine konulursa;

I(X;Y)+ 1(Z;Y) <logd+ H(X) + gy, x.z — S(A|B) (EK6.7)
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yazilabilir. Ust siur icin bagitinin sag tarafi ele alinirsa,

H(X) + qp, 0z =~ sz” log pj + pr log (ml?xcjk)
J J

= Z log (ml?x Cin/pY)

j
<log (d Z max cjk> . (EK6.8)
J

elde edilir. Burada son satir log fonksiyonunun konkavligindan gelmektedir. Simet-

riden ayni ifade Z igin de elde edilebilir. Boylece (4.50) ispatlanmig olur.
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EK 7

KARSILIKLI YANSIZ BAZLAR
Kargsilikh yansiz bazlar EBB’de 6nemli bir rol oynadigindan, burada kisaca tanitimi

yararli olacaktir.

Karsilikh yansiz bazlar: By = {|b}),...,|b9)}, By = {|bl), ..., |[b9)} € C? olacak
sekilde iki ortonormal baz kiimesi olsun. Eger, V k,1 € [d] icin | (bL|b?) | = 1/3/d
ise, bu ortonormal kiimelere kargilikli yansiz, bu bazlarm bir {Bj, ..., B,,,} kiimesine
de, eger her baz cifti karsilikli yansiz ise, karsilikli yansiz bazlarin bir kiimesi denir.

Burada d Hilbert uzayimin boyutudur.

Ornegin hesaplamsal bazlar {|0),|1)} ve Hadamard bazlar {|+),|-)} karsilikl

yansizdir.

d boyutta KYB’nin maksimum sayis1 N(d) ile temsil edilsin. Herhangi bir d boyutta
N(d) < d+1 olacak sekildedir. Eger d = p* bir asal kuvvet seklindeyse, N(d) = d+1
olur ve bilinen yapilar agiktir. Eger d = s? bir kare kuvvetse, N(d) > KY LK (s)
olur, burada K'Y LK (s), kargilikli yansiz s x s Latin karelerini temsil etmektedir.
Herhangi bir boyutta 3 KYB i¢in agik bir yap1 vardir . Ne yazik ki daha fazlasi
bilinmemektedir. Ornegin d = 6 boyutta (yani iki asal saymimn carpimi olan

boyutlarda) 7 KYB’nin agik bir kiimesi olup olmadig acik bir problemdir.

Latin kareleri: Ilk olarak, s € N icin, d = s kare kuvvet boyutunda yapilandiri-
labilen Latin karelerine dayanadirilan KYB’ler ele alinsin. Bir s x s Latin karesi, [s]
kiimesi sembolleri iizerinden s x s kare iginde [s] kiimesi elemanlarimin bir diizen-
lemesidir. Burada her satir ve siitunda her eleman kesinlikle bir kez yer alir (Sekil
7.1). Lij, i. satirda ve j. siitunda bulunan elemam tanimlasm. Tki Latin karesi L ve
L karsilikl ortogonal denir ancak ve ancak {Lij, Li;|i,j € [s]} = {(u,v)|u,v € [s]}
ise. Burada (u,v) terimi iist iiste yerlegtirilen karelerin olugturdugu ciftleri tem-

sil etmektedir. Sezgisel olarak bunun anlami, eger bir karenin iizerine diger kare

yerlestirilirse ve iist iiste gelen durumlara bakilacak olunursa, biitiin olasi ¢iftler

!Bu kisim Stephanie Wehner ve Andreas Winter’in “Entropic uncertainty relations—a survey”
(2008) adli galigmasindan alimmigtir.
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gbzlemlenir.

Sekil 7 .1. 3x3 karsilikli yansiz Latin kareleri

s x s Latin karesinden C* x C* icin bir baz elde edilebilir. Ilk olarak Latin karelerinin

giriglerinden baz vektorlerin s tanesi kurulsun,

1) = \/_ Z 0)1i,7) (EK7.1)

i,j€[s]
Burada E* bir dogrulamadir, 6rnegin E;(I) = 1 olur ancak ve ancak L;; = [ ise.
Dikkat edilirse her [ i¢in kesinlikle her i, j ciftinin s tanesine sahip olunur, mesela
E; ;(1) = 1, ¢linkii [s] kiimesinin her eleman Latin karesi i¢inde kesinlikle s kere var
olmaktadir. Ikinci olarak ¢ € [s] olmak iizere, boyle her vektérden s x s kompleks
Hadamard matrisinin H = (h;;) ardisik satirlarinin katsayilar gibi eklenmesi ile
kalan |v;;) i¢in s — 1 tane ek vektor elde edilir, burada ¢, € {0, ...,s — 1} olmak

2mi/s

lizere, hjj = w” ve w = e olarak tanimlanmaktadir.

Ornek olarak, Sekil (3.1) ve asagida verilen 3 x 3 Hadamard matrisi diisiiniilsiin,

1 1 1
H = 1 w w? , (EK72>
1 w? w.

burada w = €?™/3 olarak tamimlanmaktadir. Ilk olarak, Sekil.(7.1)’den asagidaki

vektorler elde edilir,

lv11) = (|1 1) +12,3) + [3,2)), (EK7.3)

s|~ %l

[v12) = (|1 2) +12,1) +3,3)), (EK7.4)
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o1) =
v = —
1,3 \/3

H matrisinin yardimui ile, bu vektorlerin bir tanesinde ii¢ ek vektor elde edilebilir,

(I1,3) + |2, 2) + |3,1)). (EK7.5)

lv11) = %(\1, 1) +2,3) +13,2)), (EK7.6)
1

[va,1) = ﬁ(u,n +wl2,3) +w|3,2)), (EK7.7)

L)+ w2 (2,8) + w3,2). (EK7.8)

lvg1) = ﬁ

Bu, s = 3 igin, B = {|vy)|t,l € [s]} bazlarm verir. Diger bir baz yapilan-
dirmas1 da kargilikli ortogonal Latin karelerinden kesinlikle ayni yol izlenerek
yapilandirilabilir. L ve L’ iki Latin karesinin kargilikli ortogonal olmasi ger-
cegi, bazlarin karsihkli yansiz olmasim garantiler. L' karesine ait olan bagka
bir B = {Juw) |t,l € [s]} verildigi diigliniilstin. Herhangi bir [,I' € [s] icin,
| (urglon) P = 1(1/8) 2 jer EE(DEE (1) = 1/s* sahip olunur, tipki rnegin
EE(1)EE (1) = 1 olacak sekilde bir ¢ift ,1 € [s] varolmas: gibi. Acik bir bigimde,
benzer argiiman kompleks Hadamard matrisinden tiiretilen ek vektorler i¢in de

korunur.

Genellestirilmis Pauli bazlar:: Ikinci yapi olarak, hesaplamasal bazlarm bir C' =
{]0),...|d — 1)} kiimesine etki etmesi agagidaki gibi tanimlananan genellegtirilmisg
Pauli X, ve Z; matrislerine dayanan bir yap1 ele alinabilir,

Xal|k) =1k + 1(mod d))

(EK7.9)

Zylk) =" k), VIk) e C,
burada w = €2™/? olarak tanimlanmaktadir. k € [N] ve ay, by, € {0, ...,d — 1} igin,
(X9)4 Y (Z)" ®@...0(X4) (Z,)PN ifadesine Pauli matrislerinin bir dizisi denir. Dikkat
edilirse, d = 2 igin bilinen Pauli matrisleri olurlar. Eger d asal ise, (d + 1) KYB
vapilandirilabilir. Ayrica Zy, Xy, X423, ...,Xdell’l matrislerinin 6zvektorlerinden
elde edilebilir (Bandyoppadhyay v.d. 2002). Eger d = p* bir asal kuvvet ise, birimi
iceren, C1, ..., Cyyq kiimesi igerisinde grup olan 6rnegin |C;| = d — 1, i # j i¢in
C; N C; = P olan ve C; ile komiite eden biitiin d?> — 1 olas1 Pauli matrislerinin dizisi

diigiiniilsiin. B; ise C;'nin biitiin elemanlarinin ortak 6zbazi olsun. Sonra By, ..., By
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KYB olur. d = 2* icin benzer bir sonu¢ ayrica gosterilmistir. Bu yapimin 6zel bir

durumu, d = 2*¥ boyutta, hesaplamasal bazlara uygulanan iiniter 1%*, K®* ve H®F
ile verilen ii¢ KYB'dir, burada H Hadamard doniisiimii, K = (1 + ic,)/v/2 olarak
tanimlanmaktadir. Bu yapinin basit bir 6rnegi X, Y ve Z Pauli matrislerinin bazlar:
tarafindan verilen, d = 2 boyutunda karsilikli yansiz bazlardir. Bu tarz KYB’ler i¢in
ilging bir bakis acis1, By, ..., B4y ve biitiin bazlara UB; = Bj;1 seklinde ¢evrimsel
olarak etki eden {initer bir U doniinilislimiiniin varolmasidir., burada U By, = B

olarak tamimlanmaktadir.
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