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dir. Ikinci boliimde calisma icin gerekli temel tanimlar verilmektedir. Uciincit

boliimde halkalarda elemanlarin Hirano tersleri, kuvvetli Drazin tersleri ve Drazin

tersleri arasindaki iligkiler, cesitli karakterizasyonlar ve Hirano terslerin bazi 6zellikleri
verilmektedir. Dordiincii boliimde halkalarda elemanlarin genellegtirilmis Hirano

tersleri ile genellegtirilmig Drazin tersler arasindaki iligkiler aragtirilmaktadir. Projek-
tif-serbest halkalar iizerindeki matrislerin genellegtirilmis Hirano tersler icin bazi

ozellikleri incelenmektedir. Ayrica genellestirilmis Hirano tersler i¢in Cline formiili

ve bu terslerin baz ozellikleri incelenmektedir.
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1. GIRIS

R birimli bir halka olmak iizere, R halkasinin biitiin tersinir elemanlarinin kiimesi
U(R) ile gosterilsin. R halkasinda @ € R i¢in comm(a) = {x € R | za = ax}
kiimesine a nin merkezleyeni ve comm?(a) = {x € R | her y € comm/(a) igin

xy = yx} kilmesine a nin ¢ift merkezleyeni adi verilir. R halkasinin yar: dstel sifur
elemanlarinin kiimesi R™ = {a € R | her x € comm(a) i¢in 1 + ax € U(R)}
olarak tanimlanmaktadir. Drazin (1958) halkalarda ve yari gruplarda yeni bir
genellegtirilmis ters gesidini tanimlamigtir. R halkasinda a € R icin a —a?b € N(R),
ab = ba ve bab = b olacak sekilde bir b € R mevcut ise a ya Drazin terse sahiptir
denir, bu sart1 saglayan b ye de a min Drazin tersi adi verilir. Bir elemanin Drazin
tersi varsa tektir. Lay (1975), King (1977) Drazin ters kavramini kompleks Ba-
nach uzaylar: iizerinde tanimh sinirh lineer operatorler icin ele almiglardir. Nashed
ve Zhao (1992) Drazin ters kavramim kapali lineer operatorler igin incelemislerdir

ve tekil deger denklemleri ile kismi diferensiyel operatorler tizerinde uygulamiglardir.

Bu yayimlarin motivasyonuyla, bu tezin ii¢iincii boliimiinde Drazin tersin yeni bir
sinifi olan Hirano ters kavrami tanimlanmaktadir. Drazin ters ile Hirano ters arasinda-
ki iligki incelenmekte olup Drazin ters i¢in saglanan bazi 6zelliklerin Hirano ters igin
saglanip saglanmadig1 aragtirilmaktadir. Ayrica halkalarda bazi genellestirilmis ters-

ler arasindaki iligkiler verilmektedir.

Koliha (1996) kompleks Banach cebirlerinde genellestirilmig Drazin ters kavramini
tanmimlamigtir. Koliha ve Patricio (2002) halkalarda yar1 kutuplu eleman ve genellesti-
rilmig Drazin ters kavramlarini detayli olarak incelemiglerdir. R halkasinda a € R
igin b € comm?(a), b = b?a, a — a*h € R™' olacak sekilde b € R mevcut ise
a ya genellestirilmis Drazin terse sahiptir denir, bu sarti saglayan b ye de a nin

genellestirilmis Drazin tersi adi verilir.



Drazin terslerin ve genellegtirilmis Drazin terslerin 6zellikleri Koliha (1996), Chen ve
Sheibani (2018) tarafindan detayli bir gekilde ele alinmigtir. Ayrica genellestirilmisg
Drazin tersler matris teorisi ve Banach cebirleri tizerinde (Cui ve Chen 2011), (Koliha
1996), (Koliha ve Patricio 2002), (Ying ve Chen 2012), (Zhuang vd. 2012) kay-

naklarinda kapsaml bir gsekilde ele alinmigtir.

Bu tezin dordiincii boltimiinde genellegtirilmis Drazin tersin bir sinifi olan genellegtiril-
mig Hirano ters kavrami tanimlanmaktadir. Halkalarda genellestirilmis Drazin ters
ile genellestirilmis Hirano ters kavrami arasindaki iligki incelenmektedir. Ayrica
genellestirilmis Drazin terslerin Banach cebirleri iizerinde sagladigi bazi ozelliklerin

genellestirilmis Hirano tersler tizerinde de saglanip saglanmadigr arastirilmaktadir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde tezde kullanilacak temel bilgiler verilecektir.

2.1 Temel Kavramlar

Tamim 2.1.1 R bir halka olsun. Eger e € R igin €? = e saglaniyor ise e ye eskare

(idempotent) eleman denir (Hungerford 1974).

Tanim 2.1.2 R bir halka ve x € R olsun. Eger x™ = 0 olacak sekilde bir pozitif n

tamsayisi varsa x e dustel sifir (nilpotent) eleman denir (Hungerford 1974).

Tanim 2.1.3 R bir halka olsun. Eger # € R icin 23 = x saglaniyor ise x e eskiip

(tripotent) eleman denir (Mosic 2015).

Tanim 2.1.4 Bir R halkasinin tiim maksimal ideallerinin kesigimine Jacobson

radikali denir (Lam 1999).

Tanim 2.1.5 R bir halka ve a € R olsun. comm(a) = {x € R | za = ax} kiimesine

a nmin merkezleyeni denir (Hungerford 1974).

Tamim 2.1.6 R bir halka ve a € R olsun. comm?(a) = {z € R | hery €

comm/(a) i¢in zy = yx} kiimesine a mn ¢ift merkezleyeni denir (Koliha 1996).

Tanim 2.1.7 R bir halka olsun. R = {a € R | Her x € comm(a) igin 1 + ax €
U(R)} kiimesine R halkasinin yar: dstel sifir (quasinilpotent) elemanlarimin kiimesi

denir (Koliha 1996).

Tanim 2.1.8 R bir halka ve a € R olsun. Eger p € comm?(a), ap € R™ ve
a+p € U(R) olacak sekilde bir p> = p € R mevcut ise a elemanma yar: kutuplu
(quasipolar) ve p egkare elemanma da a nin spektral eskare (spectral idempotent)

elemani denir (Koliha ve Patricio 2002).

Tamm 2.1.9 R bir halka ve a € R olsun. Eger e = e € R ve b iistel sifir eleman
olmak iizere a = e+ b ise o zaman a ya tstel-temiz (nil-clean) eleman denir. Eger R

halkasinin her eleman iistel-temiz ise R ye tstel-temiz (nil-clean) halka denir (Diesl

2013).



Tanim 2.1.10 R bir halka ve @ € R olsun. Eger e? = e € R ve b iistel sifir eleman
olmak lizere a = e+ b ve eb = be ise o zaman a ya kuvvetli istel-temiz (strongly nil-
clean) eleman denir. R halkasinin her elemani kuvvetli iistel-temiz ise R ye kuvvetli

tstel-temiz (strongly nil-clean) halka denir (Diesl 2013).

Tanmim 2.1.11 (A, || - ||) bir kompleks Banach uzay1 olsun. Eger

(1) her z,y,z € A, c € C i¢in
(ry)z = x(yz)

(x+y)z=z24+yz, x(y+2z)=1xy+xz

c(xy) = (cx)y = x(cy)

olacak bigimde A x A — A ya tanimli bir ¢arpma islemi mevcut,

(2) her z € A i¢in

Er = e = I¢€

ve

lel=1
olacak bi¢cimde bir e € A mevcut ve

(3) her z,y € A igin
oy (<[l [[I] v ]

ise 0 zaman (A, || - ||) uzayma Banach cebiri (Banach algebra) denir (Rudin

1991).

Tanim 2.1.12 F bir sol R-modiil olsun. Eger F' modiilii, R nin kopyalarinin bir

direkt toplamima izomorf ise, yani her i € [ i¢in R; = R ve F' = @,_,; R; olacak

i€l
bigimde bir [ indis kiimesi varsa F' ye serbest (free) sol R-modiil denir (Anderson

ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.13 R degismeli bir halka olsun. Eger her sonlu iiretilmis projektif
R-modiil serbest ise R ye projektif-serbest (projective-free) halka denir (Lam 1999).



Tanim 2.1.14 R birimli ve degigmeli bir halka ve S C Rolsun. 1 € Sve 0 ¢ S
olmak iizere Rg = {¢ | a € R,s € S} halkasina R nin S ye gore yerellestirme halkas

(localization ring) denir (Chevalley 1943).

Lemma 2.1.15 R bir halka ve a € R olsun. Eger a®> — a € N(R) ise o zaman
f(a)? = f(a) ve a — f(a) € N(R) olacak bicimde bir f(t) € Z[t] monik polinomu
vardir (Chen ve Sheibani 2017).

Tanim 2.1.16 R bir halka ve a € R olsun. Eger a = e 4+ f 4+ w olacak bicimde
w € N(R) ve ef = fe olmak iizere e, f egkare elemanlar1 mevcut ise R halkasina

kuvvetli 2-iistel-temiz (2-nil-clean) halka denir (Chen ve Sheibani 2017).

Lemma 2.1.17 R degigmeli bir halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

(1) A € M,(R) diizenli bir eleman ve r € R olmak tizere UAV =

olacak gekilde U,V € GL,(R) vardir.

I, O
(2) E? = FE € M,(R) ver € R olmak iizere WEW ™! = olacak gekilde
bir W € GL,(R) vardir

(Chen 2011).

Tanim 2.1.18 R bir halka ve R nin bir ideali P olsun. Eger R nin herhangi bir
ideali igin I? C P olmas1 I C P olmasii gerektiriyorsa P ye yar: asal (semiprime)

ideal denir (Hungerford 1974).

Teorem 2.1.19 (Cayley-Hamilton Teoremi) F' bir cisim ve V' sonlu boyutlu bir

F-vektor uzay: olsun.

(1) V dizerinde bir lineer doniigiim 7" olsun. Bu durumda 7" nin karakteristik

polinomu f(x) olmak iizere f(7") = 0 dur.

(2) F iizerinde n x n tipinde bir matris A olsun. Bu durumda A nin karakteristik

polinomu f(x) olmak iizere f(A) =0 dir

(Hoffman ve Kunze 1971).



Lemma 2.1.20 (Jacobson Lemma) R bir halka ve a,b € R olsun. O zaman, 14ab
nin tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1 4 ba nin tersinir olmasidir (Kaplansky

1980).

Tanim 2.1.21 R bir halka olsun. Eger R nin her sonlu altkiimesi sonlu ¢arpimsal
bir yar1 grup tretiyorsa R ye yerel olarak sonlu halka (locally finite ring) denir

(Iskander 1975).

Tanim 2.1.22 R birimli ve degismeli bir halka olsun. Eger R bir tek maksimal
ideale sahip ise R ye yerel (local) halka denir (Lam 2001).

Tamim 2.1.23 R bir halka olsun. Eger her # € R icin 2" = 2"y olacak sekilde
bir n € N ve y € R varsa R halkasina kuvvetli w-dizenli (strongly m-regular) halka
denir (Lam 2001).

2.2 Halkalarda Bazi1 Tersler

Tanim 2.2.1 R bir halka ve a € R olsun. Eger a —a*b € N(R), ab = ba ve b = bab
olacak gekilde bir b € R mevcut ise a Drazin terse (Drazin inverse) sahiptir ve b ye

a min Drazin tersi denir. b = a” seklinde gosterilir (Drazin 1958).

Tanim 2.2.2 R bir halka ve a € R olsun. Eger a —ab € N(R), ab = ba ve bab =b
olacak bi¢imde bir b € R mevcut ise a kuvvetli Drazin terse (strongly Drazin inverse)
sahiptir ve b ye a nin kuvvetli Drazin tersi denir. b = a*'P geklinde gosterilir (Wang

2017).

Tanmim 2.2.3 R bir halka ve a € R olsun. Eger b = bab, b € comm?(a) ve a —a®b €
R olacak sekilde bir b € R varsa a genellestirilmis Drazin terse (generalized

Drazin inverse) sahiptir ve b ye a nin genellestirilmis Drazin tersi denir. b = a9”

seklinde gosterilir (Koliha 1996).

Lemma 2.2.4 (Cline Formiilii) R bir halka ve a,b € R olsun. Eger ab Drazin

terse sahip ise o zaman ba Drazin terse sahiptir. Bu durumda ba nmin Drazin tersi

(ba)? = b((ab)?)?a dir (Cline 1965).



Lemma 2.2.5 (A,r) bir cebir ve zy = yx olacak sekilde z,y € A olsun. O zaman
r(zy) < r(x)r(y) ve r(z +vy) < r(z) +r(y) dir (Kaniuth 2009).

Lemma 2.2.6 A bir Banach cebiri, a?b = aba ve b*a = bab olacak sekilde a,b € A

olsun. O zaman, n € N olmak tizere

n—1
(a+b)" =Y Ci (@b +b""d)
=0

dir (Zou vd. 2017).



3. HALKALARDA ELEMANLARIN HIRANO TERSLERI

3.1 Hirano Tersler Ile Drazin Tersler Arasimdaki ili§kiler

Bu kisimda Hirano ters kavrami tanmimlanacak ve Drazin ters, kuvvetli Drazin ters,

Hirano ters arasindaki iligkiler incelenecektir.

Tanim 3.1.1 R bir halka ve a € R olsun. Eger a®> —ab € N(R), ab = ba ve b = bab
olacak sekilde bir b € R mevcut ise a Hirano terse (Hirano inverse) sahiptir ve b ye

a min Hirano tersi denir. b = a” ile gosterilir (Chen ve Sheibani 2019a).

Teorem 3.1.2 R bir halka ve a € R olsun. Eger a Hirano terse sahip ise o zaman

a Drazin terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019a).

Ispat: a Hirano terse sahip ve a mn Hirano tersi b olsun. O zaman a® —ab € N(R),
ab = ba ve bab = b dir. O halde, a®> — a?0* = a*> — a(bab) = a* — ab € N(R) ve
buradan,

a*(1 — a®h?) = (a® — a®*b*)(1 — a*h*) € N(R)
elde edilir ve a(a — a?b) = a*(1 — a*b*) € N(R) oldugundan

(a — a*b)? = a(a — a®b)(1 — ab) € N(R)

dir. Boylece, a — a?b € N(R) dir. Ayrica a min Hirano tersi b oldugundan ab = ba

ve bab = b dir. Buradan ¢ nin Drazin tersi b dir. O

Lemma 3.1.3 R bir halka ve Mg bir sag R-modiil olsun. Bu durumda agagidaki
ifadeler denktir:

(1) ¢ € End(Mg) kuvvetli iistel-temiz elemandir.

(2) X*¢ = x, X = @x ve p — px € N(R) olacak bigimde bir y € End(Mg)

vardir.
(3) n > 1 tamsayist i¢in M = Ker((1 —¢)") @ Ker(¢") dir.

(4) Aile B @-sabit ve (1 — ¢)|a € End(Ag) ile p|p € End(Bg) iistel sifir olmak
tizere M = AEP B seklinde bir ayrigima sahiptir.



Bu durumda, ¢ € End(Mg) bir Drazin terse sahiptir (Wang 2017).

Lemma 3.1.4 R bir halka ve a € R olsun. O zaman a en fazla bir kuvvetli Drazin

terse sahiptir ve eger a min kuvvetli Drazin tersi mevcut ise bu ters comm?(a) nin

bir elemanidir. (Wang 2017).

Ispat: a nin kuvvetli Drazin tersi z olsun. O zaman ax = za ve az? = z dir.

Buradan (ar)? = arax = ax dir. a — ax € N(R) oldugundan
a(l —az) = (a —ax)(1 — ax) € N(R)

dir. O halde a nin Drazin tersi z dir. a nin Drazin tersi tek ve comm?(a) nin bir ele-

mani oldugundan a nin kuvvetli Drazin tersi tektir ve comm?(a) nin bir elemanidir.

O
Sonuc 3.1.5 R bir halka ve a € R olsun. Eger a nin Drazin tersi mevcut ise tektir.

Sonuc 3.1.6 R bir halka ve @ € R olsun. O zaman a en fazla bir Hirano terse

sahiptir ve eger @ nin Hirano tersi mevcut ise o zaman a nin Hirano tersi, a nin

Drazin tersidir (Chen ve Sheibani 2019a).

ispat: a nin Hirano tersi z olsun. Teorem 3.1.2 geregince a nin Drazin tersi x dir.
Sonug 3.1.5 geregince a nin Drazin tersi tektir. O halde a en fazla bir Hirano terse

sahiptir. 0

Lemma 3.1.7 R bir halka ve a € R olsun. a nin kuvvetli 7w-diizenli olmasi igin
gerek ve yeter sart ab = ba, ab®> = b ve n > 1 tamsayisi icin a” = a"*'b olmasidir

(Azumaya 1954).
Lemma 3.1.8 Yerel olarak sonlu halkalar kuvvetli 7-diizenlidir (Huh vd. 2004).

Ornek 3.1.9 geregince Drazin terse sahip her eleman Hirano terse sahip olmak

zorunda degildir.

Ornek 3.1.9 Z, halkas: iizerinde 2 x 2 tipindeki her matris Drazin terse sahiptir,

01
fakata = | = | € My(Zy) Hirano terse sahip degildir (Chen ve Sheibani 2019a).

—_
—_



ispat: Ms(Zs) sonlu oldugundan Ms(Zs) halkasinin her elemani Drazin terse sahip-

0 1
tir. Egera = | = | € My(Zy) Hirano terse sahip ise Sonug 3.1.6 geregince a
11
11 11 01
nin Hirano tersi «” = | | dir. Fakat, a®> —ad® = [ | - |
10 10 11
11 0 1 0 1
| =1 _ _ | ustel sifir degildir. Dolayisiylaa= | | Hirano terse
10 11 11
sahip degildir. O

Teorem 3.1.10 R bir halka ve a € R olsun. Eger a kuvvetli Drazin terse sahip ise

o zaman a Hirano terse sahiptir.

ispat: a € R kuvvetli Drazin terse sahip olsun. Bu durumda ab = ba, bab = b
ve a — ab € N(R) olacak sekilde bir b € R vardir. Buradan a* — ab = a(a — b) =
a(ab?®) = a® — a*h* = (a — ab)(a + ab) € N(R) dir. O halde a Hirano terse sahiptir.
0

Ornek 3.1.11 geregince Teorem 3.1.10 un karsit1 her zaman dogru degildir.

Ornek 3.1.11 Z; halkasinn her elemani Hirano terse sahiptir, fakat 2 € Zz kuvvetli
Drazin terse sahip degildir (Chen ve Sheibani 2019a).

Ispat: Z; halkasmmn her elemanmm Hirano terse sahip oldugunu gostermek igin
keyfi a € Zs icin ab = ba, bab = b ve a® — ab € Z3 olacak bicimde bir b € Z3 mevecut
oldugu gosterilmelidir.

(i) a = 0 € Z3 i¢in b0b = b olacagimdan b = 0 dir. Buradan a* — ab =0 € N(Z3) ve
ab = ba dir.

(ii) @ = 1 € Z3 icin blb = b olmas1 gerektiginden b* = b ve buradan b = 0 veya
b=1dir. b=1igina®*—ab=1—1=0 € N(Z3) dir. O halde b =1 i¢in ab = ba
ve bab = b elde edilir.

(iii) @ = 2 € Z3 igin b2b = b olmahdir. Buradan b(20 — 1) = 0 olup b = 0 veya b = 2
dir. b=2i¢in ab="ba ve a®* —ab=1—1=0 € N(Z3) elde edilir.

Bu durumda, Zs tin her elemani Hirano terse sahiptir.

2 € Zsz kuvvetli Drazin terse sahip olsun. O halde 2 — 2 - 2°P € N(Z3) olmahdur.
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Zs te tek iistel sifir eleman 0 oldugundan 2 — 2 - 28*P = 0 ve buradan 2 = 2 - 25¢P
dir. O halde 2(1 — 2°'P) = 0 dir. Buradan 2 # 0 oldugundan 25 = 1 dir. Ayrica
2tD = 2stD . 9. 25tD gldugundan 25P = 1 icin 1 # 2 olup celigki elde edilir. Sonuc

olarak, 2 € Zs kuvvetli Drazin terse sahip degildir. U

R bir halka olmak iizere agagidaki kapsama her zaman dogrudur.

RP ¢ R" c RP.

Teorem 3.1.12 R bir halka ve a € R olsun. O zaman a nin Hirano terse sahip

olmas: i¢in gerek ve yeter sart a® nin kuvvetli Drazin terse sahip olmasidir (Chen ve

Sheibani 2019a).

Ispat: a Hirano terse sahip olsun. Bu durumda a? —ab € N (R), ab = ba ve bab = b
olacak gekilde bir b € R vardir. Bu yiizden, a*—a?b* = a?—a(bab) = a*—ab € N(R),
a’b? = b*a? ve b?a?b? = b? dir. Buradan, a® kuvvetli Drazin terse sahiptir.

Karsit olarak a* kuvvetli Drazin terse sahip olsun. O halde a? — a’r € N(R),

a’r = wa® ve x = xa’z olacak sekilde bir x € R vardir. b = az olsun. O zaman

a’? —ab=a* — a*x € N(R), ab = ba ve bab = (ax)a(ar) = a(xa®z) = ax = b dir. O

halde a Hirano terse sahiptir. U

3.2 Hirano Terse Sahip Elemanlarin Karakterizasyonlari

Bu kisimda egkiip ve tistel sifir elemanlar araciligiyla halkalarda Hirano tersler karak-

terize edilecektir.

Teorem 3.2.1 R bir halka ve a € R olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
(1) a Hirano terse sahiptir.
(2) b=b%a, a®> —ab € N(R) olacak sekilde bir b € comm?(a) vardir.
(3) a—a®e N(R) dir

(Chen ve Sheibani 2019a).
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Ispat: (1) = (3) a Hirano terse sahip olsun. Bu durumda w := a® — ab € N(R),
ab = ba, b = bab olacak sekilde bir b € R vardir. O halde, a> = ab + w ve
(ab)w = ab(a®—ab) = aba®—abab = aa*b—abab = a*ab—abab = (a*>—ab)ab = w(ab)
dir. Bu yiizden, a® — a* = (ab + w) — (ab+ w)* = ab+ w — ab — abw — wab — w? =
(1 —2ab — w)w € N(R) dir. Dolayisiyla, a(a — a®) € N(R) ve buradan (a — a®)? =
a(a — a®)(1 — a®) € N(R) dir. Sonug olarak, a — a® € N(R) dir.
(3) = (2) a — a® € N(R) olsun. O zaman a® — a* = a(a — a®) € N(R) dir. Lemma
2.1.15 geregince w := a* — e € N(R) ve ae = ea olacak bigimde e € Z[a?] egkare
elemani vardir. ¢ = (1 4+ w)~'e olsun. O zaman ac = ca ve
a’c =a*(1+w) e

=(1+w)te(a®>+1—c¢)

= (14+w)e(l +w)

=e

2c = ce = ¢ dir. b= ac

dir. Buradan, a® — a’c = a®> — e = w € N(R) dir. Ayrica ca
olsun. O halde a® — ab € N(R), ab = ba ve bab = (ac)a(ac) = (ca*c)a = ca = b dir.
b=a(l+a*—e) e ve e € Z[a?] oldugundan b € comm?(a) dir.

(2) = (1) comm?(a) C comm(a) oldugundan ispat tamamlanir. O

Sonuc 3.2.2 R bir halka ve a € R olsun. Eger a Hirano terse sahip ise o zaman

aP Hirano terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019a).

Ispat: a Hirano terse sahip ve b = a? olsun. O zaman w := a? — ab € N(R),
ab = ba ve bab = b dir. Teorem 3.2.1 geregince, a — a® € N(R) dir.
b— b® = b2a — b*(bab)

= b%a — b*(a® — w)

= b?a — b*a® + bw

= b*a — b(b*a)a + b3w

= b%a — (V?a)ba + b3w

= bPw € N(R)

dir. Teorem 3.2.1 geregince, b Hirano terse sahiptir. U

Teorem 3.2.3 R bir halka olmak tizere a € R ve 2 € U(R) olsun. Bu durumda

agagidaki ifadeler denktir:
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(1) @ Hirano terse sahiptir.
(2) a —p € N(R) olacak sekilde bir p* = p € comm?(a) vardir.
(3) a+e— f e N(R) olacak sekilde e, f € comm?(a) eskare elemanlar vardir

(Chen ve Sheibani 2019a).

Ispat: (1) = (3) a Hirano terse sahip olsun. Teorem 3.2.1 geregince, a —a® € N(R)

2 2 _
dir. b =12 +avec:a ? olsun. O zaman
1 1
bQ—b:Z(a4+2a3—a2—2a):Z(a+2)(a3—a),
2 L 4 3 _ 48 1 3
c _C:Z(a —2a° —a +2a)zz(a—2)(a —a)

dir. O zaman b— 0%, c—c? € N(R) dir. Lemma 2.1.15 geregince, b— f, c—e € N(R)
olacak sekilde e € Z[c] ve f € Z[b] eskare elemanlar1 mevcuttur. Buradan, a =b—c
ve b, c € Z[3] dir. Dolayisiyla, a — f+e = (b— f) — (c —e) € N(R) dir. O halde
e, f € Z[2] C comm?(a) dur.

(3) = (2) p=f —eolsun. O zaman a —p € N(R) ve ef = fe oldugundan
pP=(f—e=f-e=pdir

(2) = (1) Hipotezden w := a — p € N(R) olacak sekilde bir p* = p € comm?(a)
vardir. Bu ylizden, a — a® = (p+ w) — (p + w)® = w(1l — 3pw — 3p* — w?) € N(R)

dir. Teorem 3.2.1 geregince ispat tamamlanir. 0

Sonuc 3.2.4 R bir halka ve 2 € U(R) olsun. O zaman a € R nin Hirano terse
sahip olmasi icin gerek ve yeter sart a = b — ¢ ve be = cb olacak sekilde b, c € R*!P

var olmasidir (Chen ve Sheibani 2019a).

Ispat: a Hirano terse sahip olsun. Teorem 3.2.3 geregince, w :=a+e — f € N(R)
olacak sekilde e, f € comm?(a) eskare elemanlar1 vardir. Buradan w € Z[%] olmak
tizere a = f — (e — w) dir. f egkare eleman oldugundan f nin kuvvetli Drazin tersi
kendisidir.
d= (1—w) e olsun. O zaman,

(e —w)d= (e —w)(l—w) e

=(1—w) (e —ew)
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(
=e—w—(1—w) (e —we)
=e—w—(1—w) Y1 -w)e
=—w € N(R)

dle —w)d = (1 —w) te(e —w)(1 —w) e
=(1-w)e—ew)(l—w)le
=(1-w) ™1 -w)e(l—w)lte
=(1-w)e

dir. Buradan, e — w € R kuvvetli Drazin terse sahiptir. b = f ve ¢ = e — w olsun.
O halde a = b — ¢ ve be = ¢b dir.
Kargit olarak @ = b — ¢ ve bc = cb olacak sekilde b,c € R*P olsun. O zaman
w:=b—br € N(R), bx = zb ve x = xbz olacak gekilde bir z € R vardir. Bu
yiizden, w(w — 2b+ 1) = (w — 2b + 1)w oldugundan
b—b%=bx —b>+w

=b22? - b +w

=(w—-0>2-0+w

= (w—2b+1)w e N(R)
dir. Benzer gekilde w := ¢ — cy € N(R), cy = yc ve ycy = y olacak bigimde bir
y € R vardir. Buradan, w(w — 2¢+ 1) = (w — 2¢ + 1)w oldugundan

0—02:cy—c2+w

=y -+ w

=(w—-c?-c+w

= (w—2c+1)w e N(R)
dir. Lemma 2.1.15 geregince, u = b —e, v = ¢ — f € N(R) olacak sekilde e € Z[b]
ve f € Z|c] vardir. Buradan, a = (e +u) — (f +v) =e— f+ (u—v) dir. bc = cb
oldugundan e, f,u, v birbiriyle yer degistirir. (e — f)® = e — f oldugundan
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a—a*=e—f+u—v—((e—f)+ (u—0))>
=e—fru—v—[(e=f)P+3(e—f)*(u—v)+3(e—f)(u—v)*+(u—0)’]
=u—v=3—f)*(u—v)=3(e— fllu—-v)’=(u-0)°
dir. u,v € N(R) ve uv = vu oldugundan u — v € N(R) dir. O halde a — a® € N(R)

dir. Teorem 3.2.1 geregince a Hirano terse sahiptir. U

Sonuc 3.2.5 A bir Banach cebiri ve a € A olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler

denktir:
(1) a Hirano terse sahiptir.
(2) a—p e N(A) olacak sekilde bir p3 = p € comm?(a) mevcuttur.
(3) a+e— f e N(A) olacak sekilde e, f € comm?(a) egkare elemanlar1 vardir.
(4) a =b— c ve bec = cb olacak sekilde b, c € A%P vardir

(Chen ve Sheibani 2019a).

Lemma 3.2.6 R bir halka olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler denktir:
(1) R bir kuvvetli 2-iistel-temiz halkadir.

(2) a € Rigin a = e — f + w olacak sekilde birbiriyle degismeli e, f € R eskare

elemanlar1 ve w € N(R) vardir

(Chen ve Sheibani 2017).

Ispat: (1) = (2) @ € R olsun. R kuvvetli 2-iistel-temiz bir halka oldugundan
1 —a=e+ f+ wolacak gekilde e, f € R egkare elemanlar ve w € N(R) vardir.
Burada e, f ve w birbiriyle degismelidir. O zaman a = (1 —e) — f + (—w) olup
istenilen elde edilir.

(2) = (1) @ € R olsun. Bu durumda 1 —a € R olup hipotez geregince 1 —a =
e — f +w olacak gekilde birbiriyle degismeli e, f € R egkare elemanlar1 ve w € N(R)
mevcuttur. O zaman a = (1—e)+ f+ (—w) olup a kuvvetli 2-iistel-temiz elemandir.

Dolayisiyla R bir kuvvetli 2-tistel-temiz halkadir. U

Lemma 3.2.7 R bir halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
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(1) R bir kuvvetli 2-iistel-temiz halkadir.
(2) Her a € R i¢in a — a® € N(R) dir
(Chen ve Sheibani 2017).

Ispat: (1) = (2) a € R olsun. Lemma 3.2.6 geregince a = f — g + w olacak sekilde
birbiriyle degismeli f, g € R egkare elemanlar1 ve w € N(R) vardir. e = f — g olsun.
fg=gfoldugundan e®* = (f —g)3 = f? = 3f%g+3f*—¢g*=f—g=eveae =ca
dir. Buradan a — a® = (e + w) — (e + w)? € N(R) dir.

(2) = (1) Hipotezden 6 = 23 —2 € N(R) dir. Ayrica, (a*> —a) — (a®* —a)?, a®> —a €
N(R) ve buradan 3a® — 3a € N(R) dir. O halde (—2a?)? — (—2a?) = 4a* + 2a* =
(6a*—2a*)+2a* = 6a*+2a(a—a®) € N(R) dir. Buna ek olarak, (a+2a*)?—(a+2a?) =
a® + 4a® + 4a* — a — 2a® = (3a® — 3a) + 4(a® — a) + 6a + 4a(a® — a) € N(R) dir.
Lemma 2.1.15 geregince (—2a*) — f(a),(a + 2a*) — g(a) € N(R), f(a) = f*(a) ve
g(a) = g*(a) olacak bicimde f(t),g(t) € Z[t] vardir. Bu yiizden,

a—(f(a) +g(a)) = ((a+2a* — g(a))) + ((—2a%) - f(a)) € N(R)
dir. Ayrica, af(a) = f(a)a ve ag(a) = g(a)a dir. Boylece ispat tamamlanir. O

Onerme 3.2.8 R bir halka olmak tizere R nin kuvvetli 2-iistel-temiz halka olmas
i¢in gerek ve yeter sart R nin her elemaninin Hirano terse sahip olmasidir (Chen ve

Sheibani 2019a).

Ispat: R kuvvetli 2-iistel-temiz halka ve @ € R olsun. Lemma 3.2.7 geregince
a —a® € N(R) dir. Buradan, Teorem 3.2.1 geregince a Hirano terse sahiptir.
Kargit olarak R nin her eleman1 Hirano terse sahip ve a € R olsun. Teorem 3.2.1

geregince a — a® € N(R) dir. O halde Lemma 3.2.7 geregince ispat tamamlamir. [

Sonuc 3.2.9 A bir Banach cebiri olmak iizere A nin kuvvetli 2-iistel-temiz olmasi
icin gerek ve yeter sart her a € A nin be = cb ve b, c € AP olmak iizere a = b — ¢

seklinde olmasidir (Chen ve Sheibani 2019a).

Ispat: Sonug 3.2.5 ve Onerme 3.2.8 geregince elde edilir. U
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3.3 Carpimsal Ozellikler

Bu kisimda Cline Formiilii Hirano tersler i¢in genellestirilecektir.

Teorem 3.3.1 R bir halka ve a,b,c € R olsun. Eger aba = aca ise o zaman ac nin
Hirano terse sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart ba nin Hirano terse sahip olmasidir

(Chen ve Sheibani 2019a).
Ispat: ac Hirano terse sahip olsun. n € N tizerine tiimevarim yardimiyla,
(ba — (ba)*)"*! = b(ac — (ac)*)"(a — ababa)

oldugu ispatlanmalidir.

n =1 i¢in,

ba — bababa)(ba — bababa)
(a — ababa)ba(l — baba)

((ba — (ba)*))? = (
b
b(aba — abababa)(1 — baba)
b
b

(ac — acacac)(a — ababa)

(ac — (ac)®)(a — ababa)
dir. n <k (k> 2) i¢in dogru olsun. O zaman,
(ba — (ba)®)*** = ((ba — (ba)*)*(ba — (ba)?)
= b(ac — (ac)®)**(a — ababa)(ba — bababa)
= b(ac — (ac)®)k — 1(aca — acacaca)(1 — baba)
= b(ac — (ac)®)*(a — ababa)

dir. ac Hirano terse sahip oldugundan Teorem 3.2.1 geregince m € N i¢in
(ac — (ac)®)™ =0

dir. O halde ba — (ba)® € N(R) dir. Teorem 3.2.1 geregince ba Hirano terse sahiptir.
Kargit olarak ba Hirano terse sahip olsun. Benzer sekilde n € N iizerine tiimevarim

uygulanarak ispat tamamlanir. O

Sonuc 3.3.2 R bir halka ve a,b € R olsun. Eger ab Hirano terse sahip ise o zaman

ba Hirano terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019a).

Ispat: aba = aba oldugundan Teorem 3.3.1 geregince ispat tamamlanir. U
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Teorem 3.3.3 R bir halka ve a,b,c € R olsun. Eger aba = aca ise o zaman her
k pozitif tamsayist i¢in (ac)® min Hirano terse sahip olmasi icin gerek ve yeter sart

(ba)® min Hirano terse sahip olmasidir (Chen ve Sheibani 2019a).

ispat: (ac)* Hirano terse sahip ve k = 1 olsun. O zaman Teorem 3.3.1 geregince ba
Hirano terse sahiptir. k& > 2 olsun. (ab)* = (ac(ac)t=2)(ab) dir. (ab)(ac(ac)*~?) =
(ac)k Hirano terse sahip oldugundan Sonug 3.3.2 geregince (ab)* Hirano terse sahip-
tir. (ab)* = a(b(ab)*~') oldugundan Sonug 3.3.2 geregince, (b(ab)*~!)a Hirano terse
sahip ve buradan (ba)* Hirano terse sahiptir.

Kargit olarak (ba)* Hirano terse sahip ve & = 1 olsun. Teorem 3.3.1 geregince ac
Hirano terse sahiptir. k& > 2 olsun. (ba)* = (b(ab)* 1)a oldugundan Sonuc 3.3.2
geregince a(b(ab)*~1) = (ab)* Hirano terse sahiptir. (ab)* = (ac(ac)*~2)(ab) dir.

Ayrica (ab)(ac(ac)*=2?) = (ac)® ve buradan (ac)® Hirano terse sahiptir. O

Teorem 3.3.4 R bir halka ve a,b € R olsun. Eger a, b Hirano terse sahip ve ab = ba

ise 0 zaman ab Hirano terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019a).

ispat: a ve b Hirano terse sahip olsun. O halde Teorem 3.2.1 geregince, a — a®,
b— b € N(R) dir. ab = ba oldugundan,
ab— (ab)® = (a — a®)(b — b*) + ab® + a®b — a®b® — a®V?
=(a—a®)(b—"0%) +a*b—)+b(a—a®) € N(R)

dir. Teorem 3.2.1 geregince ab Hirano terse sahiptir. U

Sonuc 3.3.5 R bir halka olsun. Eger a € R Hirano terse sahip ise o zaman her

n € Ni¢in o™ Hirano terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019a).
Ispat: Tiimevarim ve Teorem 3.3.4 geregince ispat tamamlanir. U
Ornek 3.3.6 geregince Sonug 3.3.5 in karsit1 dogru degildir.

Ornek 3.3.6 3 € Z; icin 3 — 33 = 4 € Z; tistel sifir degildir. Dolayisiyla Teorem
3.2.1 geregince 3 Hirano terse sahip degildir, fakat 4 — 4% € Zj tistel sifir oldugundan
3% = 4 € Z; Hirano terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019a).
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Lemma 3.3.7 R bir halka olsun. Eger ab Drazin terse sahip ise o zaman ba Drazin

terse sahiptir ve (ba)? = b((ab)”)?a dir (Cline 1965).

Lemma 3.3.8 R bir halka olsun. Eger ab kuvvetli Drazin terse sahip ise o zaman

ba kuvvetli Drazin terse sahiptir (Wang 2017).

Ispat: a = abve 8 = ba olsun. O zaman a8 = aa ve b = ba dir. a(1—a’) € N(R),
ad’ = a'ave (a')?a = o olacak sekilde bir o’ € R olsun. Acik olarak, o min Drazin

tersi o' diir. = b(a’)?a olsun. Lemma 3.3.7 geregince 8 min Drazin tersi x dir. O
halde Bz = 23, 228 = z dir. Ayrica;
B— B =p5—(B)(c)a

= B —ba(a')?a

=8~ (1-a)a
dir. Buradan,

[b(1 —a)a]"*' =b(1 — a')(a—aa')"a =0

dir. Boylece 8 — px € N(R) dir. O halde g bir kuvvetli Drazin terse sahiptir ve
B = b(a')?a dir. O

3.4 Hirano Terslerin Bazi1 Ozellikleri

Bu kisimda Jacobson Lemma’s:t Hirano tersler i¢in genellegtirilecektir.

Teorem 3.4.1 R bir halka ve a,b,c € R olsun. Eger aba = aca ise o zaman 1 + ac
nin Hirano terse sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1 + ba nin Hirano terse sahip

olmasidir (Chen ve Sheibani 2019a).

Ispat: 1+ ac Hirano terse sahip olsun. n € N {izerine tiimevarim uygulanarak,
(14 ba) — (1 +ba)®)"™ = b((1 + ac) — (1 + ac)®)"(—2a — 3aba — ababa)
oldugu gosterilmelidir.
n =1 i¢in,

(14 ba) — (1 +ba)?)? = (—2ba — 3baba — bababa)ba(—2 — 3ba — baba)

(
b(—2aba — 3ababa — abababa)(—2 — 3ba — baba)
b

(—2ac — 3acac — acacac)(—2a — 3aba — ababa)

19



= b((1 + ac) — (1 + ac)®)(—2a — 3aba — ababa)

dir.
k > 2 olsun ve n < k icin iddianin dogru oldugu kabul edilsin. O zaman,
(14 ba) — (1 + ba)*)1 = (1 + ba) — (1+ ba)*)*((1 + ba) — (1 + ba)?)

= b((1+ ac) — (1 + ac)®)*(—2a — 3aba — ababa)
dir. 1+ac Hirano terse sahip oldugundan Teorem 3.2.1 geregince (1+ac)—(14ac)® €
N(R) dir. Yukanidaki esitlikten, (1 + ba) — (1 + ba)® € N(R) dir. Teorem 3.2.1
geregince, 1 4+ ba Hirano terse sahiptir.
Kargit olarak 1 4+ ba Hirano terse sahip olsun. Benzer sekilde n = 1 igin,

(14 ac) — (1 + ac)?)? = (—2ac — 3acac — acacac)ac(—2 — 3ac — acac)

c(—2aca — 3acaca — acacaca)(—2 — 3ac — acac)
= ¢(—2ab — 3abab — ababab)(—2a — 3aca — acaca)
= ¢((1+ba) — (1 — ba)?®)(—2a — 3aca — acaca)
dir. £ > 2 olsun ve n < k igin iddianin dogrulugu kabul edilsin. O zaman,
(14 ac) — (1 +ac)®)* = ((1 +ac) — (1 + ac)®)*((1 + ac) — (1 + ac)?)
= c((1 + ba) — (1 + ba)®)*(—2a — 3aba — ababa)
dir. 1+ba Hirano terse sahip oldugundan Teorem 3.2.1 geregince (1+ba)—(1+ba)® €
N(R) dir. Yukandaki esitlikten (1 + ac) — (1 + ac)® € N(R) dir. Teorem 3.2.1

geregince 1 + ac Hirano terse sahiptir. Ul

Sonuc 3.4.2 R bir halka ve a,b € R olsun. O zaman 1 4 ab nin Hirano terse

sahip olmasi igin gerek ve yeter sart 1+ ba min Hirano terse sahip olmasidir (Chen

ve Sheibani 2019a).
ispat: aba = aba esitligi ve Teorem 3.4.1 geregince ispat tamamlanir. U

Onerme 3.4.3 R bir halka ve a,b € R olsun. Eger a,b Hirano terse sahip ve

ab = ba = 0 ise 0 zaman a + b Hirano terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019a).

ispat: a ve b Hirano terse sahip olsun. Acik olarak, ab” = ab(bP)? = 0 ve ba? =
ba(a?)? = 0 dir. Benzer sekilde a”b = (aP)%ab = 0 ve bPa = (bP)?ba = 0 dir.

Buradan a,a®, b, b” birbiriyle yer degistirir. Boylece,
(a® — aa®)(b* — bbP) = (b* — bb”)(a* — aa®)
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dir. Ayrica,

(a+b)(a? +bP)? = (a +b)(a® + bP)(aP + bP)
= (aa® + ab® + baP + bbP)(a? + bP)
= (aa? + bbP)(aP + bP)
= a(aP)? + aa”b? + bbPaP + b(bP)?
=a? + P
ve

(a+0)*— (a+b)(a” +bP) = (a®> — aa®) + (b* — bbP) € N(R)

dir. O halde a + b nin Hirano tersi a” + b dir. Boylece a + b Hirano terse sahiptir.
U

Teorem 3.4.4 R bir halka ve a,b € R olsun. Eger ab kuvvetli Drazin terse sahip

ve a® = b? = () ise o zaman a + b Hirano terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019a).

Ispat: ab kuvvetli Drazin terse sahip ve a2 = b2 = 0 olsun. O zaman Lemma
3.3.8 geregince ba kuvvetli Drazin terse sahiptir. = = a(ba)? + b(ab)(ab)” olsun.

(a+b)x = x(a+b) ve (a+ b)z? = x dir. Ayrica,
(ab — (ab)(ab)?)(ba — (ba)(ba)?) = (ba — (ba)(ba)?)(ab — (ab)(ab)®) = 0

oldugundan,
(a+b)? — (a+ b)x = ab+ ba — (ab)(ab)? — (ba)(ba)P
= (ab — (ab)(ab)?) + (ba — (ba)(ba)P) € N(R)

dir. O halde a + b Hirano terse sahiptir. 0

R bir halka ve a,b € R olmak iizere Ornek 3.4.5 geregince ab Hirano terse sahip iken

a + b Hirano terse sahip olmak zorunda degildir.

R 0 1 00 20
Ornek 3.45a=| |, b= | € My(Z3)olsun. ab=| | icin
0 0 2 0 0 0
20 01
(ab)? = | | olup ab Hirano terse sahiptir. Fakat, a +b = | | i¢in
0 20
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=
(@]
DI
(an]]

0 0 2 0 2 . 1
(a+b)—(a+b)® = -t =1 | dir =1
0 10 10 0 01
olup (a+b) — (a+b)* ¢ N(R) dir. Teorem 3.2.1 geregince a + b Hirano terse sahip

degildir (Chen ve Sheibani 2019a).

[\
=
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4. HALKALARDA ELEMANLARIN GENELLESTIiRILMIiS HIRANO
TERSLERI

4.1 Genellestirilmis Hirano Tersler Ile Genellegtirilmis Drazin Tersler

Arasindaki ili§kiler

Bu kisimda halkalarda bir elemanin genellestirilmis Hirano tersi tanimlanacaktir.
Genellestirilmig Hirano tersler ile genellestirilmig Drazin tersler arasindaki iligki in-

celenecektir.

Tanim 4.1.1 R bir halka ve a € R olsun. Eger b = bab, b € comm?(a) ve a®> —ab €
R™! olacak sekilde bir b € R varsa a genellestirilmis Hirano terse (generalized

Hirano inverse) sahiptir ve b ye a min genellestirilmis Hirano tersi denir. b = a9 ile

gosterilir. (Chen ve Sheibani 2019b).

Lemma 4.1.2 R bir halka ve a € R™" olsun. Eger ¢ = e € comm(a) ise o zaman

ae € R™! dir (Chen ve Sheibani 2019b).

Ispat: €2 = e € comm(a) ve x € comm(ae) olsun. O zaman zae = aex ve buradan
(exe)a = ex(ae) = eaexr = aeer = aexr = xaee = a(exe) olup exe € comm(a)
dir. a € R™ ve exe € comm(a) oldugundan 1 — a(exe) € U(R) dir ve buradan

1 — (ae)xz € U(R) olup ispat tamamlanir. O

Teorem 4.1.3 R bir halka ve a € R olsun. Eger a genellestirilmis Hirano terse

sahip ise o zaman a genellegtirilmig Drazin terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019b).

ispat: a genellestirilmis Hirano terse sahip olsun. O zaman a? — ax € R,

x € comm?(a) ve rax = x olacak sekilde bir x € R vardir. a € comm(a) oldugundan
ar = za dir. Buradan, a® — a?2? = a® — a(zar) = a*> — ax € R™ dir. Ayrica
1 —a*x* =1 —ax € R eskare ve 1 — ax € comm(a® — a*z?) oldugundan Lemma

4.1.2 geregince,
a’(1 — a®2?) = (a® — a®2?)(1 — a®2®) € R™!

ve

ala — a*r) = a(a — a*(az?)) = a*(1 — a®2?) € R™

23



dir. Lemma 4.1.2 geregince, (a—a’z)?’=a(a—a*z)(1—az) € R™ dir. y € comm(a—
a*z) olsun. O zaman y? € comm(a — a?x)? dir. Bu yiizden, 1 — (a — a*z)*y* € U(R)
dir. O halde (1 — (a—a®z)y)(1+ (a — ax)y) € U(R) dir. Buradan 1 — (a —a*z)y €
U(R) ve a — a*x € R™! dir. ax = xa ve zar = x oldugundan a genellestirilmis

Drazin terse sahiptir. O

Lemma 4.1.4 R bir halka ve a € R yar1 kutuplu bir eleman olsun. O zaman a
i¢in bir tek spektral egskare eleman vardir ve bu eleman a” ile gosterilir (Koliha ve

Patricio 2002).

Ispat: a yari kutuplu bir eleman, a nin spektral eskare elamanlar p ile ¢ ve b =
(1 —p)(a+p)~! olsun. O zaman
1-(1-plg=1-(1-p)la+p)latp)q
=1-(1-plala+p)~'q
=1-(1-p)la+p)'ag=1-0baq)
olup p € comm?(a) oldugundan b € comm(aq) ve aq € R™ oldugundan da 1 —

b(agq) € U(R) dir. O zaman
1-(1-pg=1-(1-p?¢=1-1-pg)1+(1-p)
dir. 1 — (1 — p)q tersinir oldugundan (1 — p)g = 0 ve buradan ¢ = pq elde edilir.
Benzer sekilde, ¢ = (1 — ¢)(a + ¢)~! olsun.
I-(l—gp=1-(1-ga+tq)a+q)'p
=1-(1—qala+q)'p
=1-(1-q)(a+q)"ap=1-c(ap)
dir. ¢ € comm?(a) oldugundan ¢ € comm(ap) ve ap € R™ olmasindan dolay1

1 —¢(ap) € U(R) dir. O zaman,

1-(1-gp=1-Q1-¢)p*=(1-(1-gp)(1+(1-qp)
ve 1 — (1 — ¢q)p tersinir oldugundan (1 — ¢)p = 0 ve buradan p = ¢p dir. O halde
p = qp = pq bulunur. O zaman p = ¢ olup a i¢in bir tek spektral eskare eleman

vardir. O
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Lemma 4.1.5 R bir halka ve a € R olsun. a nin genellestirilmis Drazin terse sahip

olmasi icin gerek ve yeter sart a nin yar1 kutuplu olmasidir. Bu durumda a,
b=(a+a")*'(1—a")=(1-a")(a+a")"

seklinde bir tek genellestirilmig Drazin terse sahiptir (Koliha ve Patricio 2002).

ispat: a yar1 kutuplu bir eleman, a nin spektral eskare elemani p ve

b=(a+p)~'(1-p)
olsun. O zaman b € comm?(a) ve a € comm(a) oldugundan bab = ab? dir. Ayrica,
ab® = a(1 —p)(a +p)~>
= (a+p)(1—-p)at+p)?
=1 -platp)™
=b

ve
a’h—a=a*(1—p)lat+p) ' —a
=a(a+p)la+p)t(l-p)—a
=a—ap—a
= —ap € R
dir.

Kargit olarak a genellestirilmig Drazin terse sahip olsun. a nin genellegtirilmig Drazin
tersi b ve p = 1 —ab olsun. O zaman p € comm?(a) ve (1 —ab)? = (1 —ab)(1 —ab) =
1 —ab—ab+abab = 1—ab— ab+ ab = 1 — ab dir ve buradan p* = p elde edilir. Son
olarak a + p € U(R) oldugu gosterilmelidir. ap = a — a?h € R™™ ve

bp = b(1 — ab)
=b — bab
=b—10
=0

oldugundan
(a+p)b+p)=ab+ap+bp+p
=1l—-pt+ap+p
=1+4+ap e U(R)
dir. Boylece a+p € U(R) elde edilir. Ayrica (a+p)b=ab+pb=1—p+pb=1—p
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oldugundan b = (a + p)~*(1 — p) dir. Lemma 4.1.4 geregince a nin spektral egkare

elemani tek oldugundan, a nin genellegtirilmis Drazin tersi tektir. U

Sonuc 4.1.6 R bir halka ve a € R olsun. Eger a nin genellestirilmig Hirano tersi

mevcut ise, a nin genellestirilmis Hirano tersi, a nin genellestirilmis Drazin tersidir

(Chen ve Sheibani 2019b).

Ispat: a genellegtirilmis Hirano terse sahip olsun. Teorem 4.1.3 geregince a genellesti-

rilmig Drazin terse sahiptir ve dolayisiyla ispat tamamlanir. U

Lemma 4.1.7 R bir halka ve a € R olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

(1) a genellestirilmig Hirano terse sahiptir.

(2) b= ba®b, b € comm?(a), a* — a®b € R™" olacak sekilde bir b € R vardir
(Chen ve Sheibani 2019b).
Ispat: (1) = (2) Hipotezden, bab = b, b € comm?(a), a> — ab € R olacak sekilde
bir b € R vardir. a € comm(a) oldugundan ab = ba dir. Bu yiizden,

a? — a?b = a® — a(bab) = a® — ab € R™! b2a*? = (bab)? = b*

dir. za = az olsun. O zaman x € comm(a) olup bxr = xb dir. Bu yiizden b’z = b
ve buradan b* € comm?(a) dir.
(2) = (1) Hipotezden, ba®b = b,b € comm?(a),a* — a*h € R™! olacak sekilde bir
b € Rvardir. Buradan, a® —a(ab) = a® —a’b € R™! ve (ab)a(ab) = a(ba®b) = ab dir.
za = az olsun. O halde xb = bz ve buradan (ab)x = a(bx) = a(xb) = (ax)b = z(ab)

dir. Bu yiizden, ab € comm?(a) dir. Dolaysiyla a genellestirilmis Hirano terse

sahiptir. O
Teorem 4.1.8 R bir halka ve a € R olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler denktir:
(1) a genellestirilmig Hirano terse sahiptir.
(2) a® — p € R™! olacak sekilde bir p? = p € comm?(a) vardir

(Chen ve Sheibani 2019b).
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Ispat: (1) = (2) a genellestirilmig Hirano terse sahip olsun. Lemma 4.1.7 geregince,
b = ba’b,b € comm?(a),a — a*b € R olacak sekilde bir b € R vardir. p = a?b

olsun. O zaman,
p* = (a®b)(a®b) = (aba)(aba) = (ab)a*(ba) = a(ba*b)a = aba = a*b = p

olup p? = p dir. axz = xa olsun. O halde, bx = zb ve buradan xzp = z(a®b) = (a’b)x
olup p € comm?(a) dir. Ayrica, a®> — p € R dir.
(2) = (1) a®> — p € R™! olacak sekilde bir p? = p € comm?(a) olsun. a* — p € R
oldugundan a* +1 —p € U(R) dir. e=1—p, b= (a®*+1—p) " (1 —¢e) ve ax = za
olsun. O zaman pr = zp ve ra*? = a*x olup buradan x(a®* + 1 —p) = (a®* + 1 — p)x
dir. Dolayisiyla z(ab) = (ab)x elde edilir ve buradan ab € comm?(a) dir. Ayrica,
a’ —afab) = a®> —a*(@®* +1—p)~ (1 —e)
=a®>—(a*+e)(a®>+1—p)'(1—¢)
=qa? — pe R
dir. O halde a® + e € U(R) ve buradan,
(ab)a(ab) = a*(a®* +1 —p)~2(1 —¢)
=a(a*+e)(a*+1—p)2(1—e)
=a(a®+e) (1 —e)
=ab
dir. O halde a genellestirilmis Hirano terse sahiptir ve a nin genellestirilmis Hirano

tersi ab dir. O

Sonuc 4.1.9 R bir halka ve a € R olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
(1) a genellegtirilmig Hirano terse sahiptir.
(2) ab = (ab)?, b € comm?(a), a®> — ab € R™! olacak sekilde bir b € R vardir

(Chen ve Sheibani 2019b).

Ispat: (1) = (2) a genellestirilmig Hirano terse sahip olsun. O halde a®>—ab € R
b € comm?(a) ve bab = b olacak sekilde bir b € R vardir. bab = b oldugundan
(ab)? = abab = ab dir.
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(2) = (1) ab = (ab)?, b € comm?(a), a*—ab € R™! olacak sekilde bir b € R ve p = ab
olsun. Eger za = ax ise o zaman bx = xb ve buradan px = (ab)x = axb = x(ab) = xp
dir. O halde p € comm?(a) dir. a* — p € R™! oldugundan Teorem 4.1.8 geregince

ispat tamamlanir. O

Sonuc 4.1.10 A bir Banach cebiri ve a € A olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler
denktir:

(1) a genellestirilmig Hirano terse sahiptir.

(2) pa = ap, a*> — p € A olacak sekilde bir tek p € A egkare eleman vardir
(Chen ve Sheibani 2019b).

Ispat: (1) = (2) a genellestirilmig Hirano terse sahip olsun. Teorem 4.1.8 geregince
p € comm?®(a), a> — p € A" olacak sekilde bir p € A egkare elemam vardir.
qa = aq, a*> — q € A olacak sekilde bir ¢ eskare eleman1 mevcut olsun. e = 1 —p
ve f =1—¢qolsun. O zaman a®> +e = 1+ (a®* —p) € U(A) dir. Benzer sekilde
>+ f =1+ (a®>—-q) € UA), ef = fevea®>—p, a®> —q € A™ oldugundan
a’e =a*(1—p)=a*—a’*p = (a®*—p)(1—p) € AT ve a®f = a*(1 —q) = a* —a’q =
(a® — q)(1 — q) € A dir. Ayrica ¢ = (1 — e)(a® + e)~! olmak iizere
l1—-(1-e)f=1-(1-¢e)a®*+e) (a*+e)f
=1-(1—-¢)(a*+e)ta®f
=1—cda®f
dir. p € comm?(a) oldugundan ¢ € comm(a®f) dir. a®f € A" oldugundan 1 —
ca’f € U(A) dir. Buylizden, 1—(1—e)f =1—(1—€)?f2 = (1—(1—e)f)(1+(1—e)f)
ve buradan 1+ (1 —e)f = 1 dir. Buradan f = ef dir. Benzer olarak e = fe dir.
Dolayisiyla e = ef = fe = f ve boylece p=1—e=1— f = ¢ dur.
(2) = (1) pa = ap, a®> —p € A" olacak sekilde bir tek p € A egkare elemam
mevecut olsun. a? —p € A oldugundan a®> +1 —p € U(A) dir. e =1 —p ve
b= (a’+1—p)~!(1—e) olsun. Teorem 4.1.8 geregince b = bab, ba = ab, a*>—ab € AT
olacak sekilde bir b € A vardir. Teorem 4.1.3 geregince a — a?b € A% dir. O halde

b= a%P olup b € comm?(a) dir. O
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4.2 Projektif-Serbest Halkalar Uzerindeki Matrisler

Bu kisimda projektif-serbest halkalar tizerinde 2 x 2 tipindeki bir matrisin ne zaman

genellestirilmis Hirano terse sahip oldugu belirlenecektir.

Lemma 4.2.1 R degismeli bir halka olsun. Bu durumda
My(Rymit = {A € My(R) | A% € My(J(R))}
dir (Wang ve Chen 2012).

Teorem 4.2.2 R projektif-serbest bir halka ve A € Ms(R) olsun. Eger A genellestiril-

mis Hirano terse sahip ise o zaman

(1) A% € My(J(R)) veya

(2) (I — A?)?* € My(J(R)) veya

(3) x(A?), biri J(R) de digeri 1 + J(R) de olan koklere sahiptir
(Chen ve Sheibani 2019b).

Ispat: Teorem 4.1.8 geregince, A2 = E + W olacak sekilde E?> = E € comm?2(A)
ve W € My(R)™" vardir. Lemma 2.1.17 goz oniinde tutulursa UEU™! = 0, I,

10 .
veya olacak bigimde bir U € GLy(R) vardir. O zaman A% € My(R)™,
0 0
. 10
Iy, — A% € My(R)™" veya A% = dir.
0 0

1.Durum: A? € My(R)™! olsun. O zaman A € My(R)™" dir. Dolayisiyla
A? € My(J(R)) dir.
2.Durum: I, — A% € My(R)™ olsun. O zaman (I, — A?)?> € My(J(R)) dir.

10
3.Durum: UEU = olacak bicimde bir U € GLy(R) olsun. Bu-

0 0
radan, UA2U'=UEU~' + UWU ™ dir. (UWU1)? = UW2U" ve A2, 1i% € J(R)
A0
olmak tizere UW2U~! = , | € My(J(R)) dir. J(R) yar asal oldugundan
0 pn
. A0 :
A\ € J(R) dir. O halde UWU! = olacak sekilde A\, € J(R) vardir.

0 p
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1+X 0
Buradan, UA*U! = dir. Dolaysiyla x(A?%), J(R) de u kokiine ve

0w
14+ J(R) de 1 + X kokiine sahiptir. O

Sonuc 4.2.3 A € My(Z) olsun. O zaman A min genellestirilmig Hirano terse sahip

olmasi icin gerek ve yeter sart
(1) A% =0 veya
(2) (I, — A?)? = 0 veya
(3) A2= A1
olmasidir (Chen ve Sheibani 2019b).

Ispat: A genellegtirilmis Hirano terse sahip olsun. J(Z) = 0 oldugundan Teorem
4.2.2 geregince,

1.Durum: A? =0 dir.

2.Durum: (I, — A%)? =0 dir.

3.Durum: Y(A?), 0 ve 1 koklerine sahiptir. Cayley Hamilton Teoremi geregince,
A%(A? — I,) = 0 ve buradan, A* = A? dir.

Karsit olarak,

1.Durum: A? = 0 olsun. Bu durumda A?AA? = A%, A% € comm?(A) ve
A% — AA? =0 € My(Z)™! olup A nin genellestirilmis Hirano tersi A? dir.

2.Durum: (I, — A?)? = 0 olsun. O halde I, — A% € N(My(Z)) dir. Ayrica
N(My(Z)) C My(Z)™" oldugundan I, — A% € My(Z)®™! dir. Teorem 4.1.8 geregince
A genellegtirilmis Hirano terse sahiptir.

3.Durum: A? = A* olsun. Bu durumda A% — A* = 0 olup buradan A% — AA3 =
0 € My(Z)™! dir. Ayrica ASAA3 = AYA3 = A2A3 = AAY = AA? = A3 ve

A3 € comm?(A) oldugundan A nin genellegtirilmis Hirano tersi A3 tiir. O

. 1 2

Ornek 4.2.4 Zp) = {= | m,n € Z,(m,n) = 1,2{n} ve A = olsun. O
3 4

zaman A € My(Z2)) genellestirilmig Hirano terse sahip degildir (Chen ve Sheibani
2019h).
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7 10

15 22
oldugundan A%, (I, — A?)? ¢ My(J(Z) dir. Ayrica iz(A?) = 29 ve det(A?) = 4

Ispat: J(Z)) = 2Z) olup Zgy degismeli yerel halkadir. A? =

tir. p(z) = 2 — 292 + 4 € Z)[z] olsun. p* = 2* — 29z + 4 € Q[z] indirgenmezdir
ve buradan 22 — 292 + 4 = 0 denkleminin Zzy de ¢oziimi yoktur. Bu ytizden,
2? — iz(A*)x + det(A?) = 0 m Z) de ¢oziimi yoktur. Teorem 4.2.2 geregince
A € My(Z)) genellestirilmis Hirano terse sahip degildir. O

Lemma 4.2.5 R projektif-serbest bir halka olsun. O zaman A € M5(R) nin

genellegtirilmis Hirano terse sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(1) det(A), iz(A%) € J(R) veya
(2) det(A?) € 1+ J(R), iz(A?) € 2+ J(R) veya

(3) det(A) € J(R), iz(A?) € J(R) ve 2% —iz(A?)x + det(A?) = 0 denkleminin R

icinde bir ¢oziime sahip olmasidir

(Chen ve Sheibani 2019b).

Sonuc 4.2.6 R projektif-serbest bir halka ve A € Ms(R) olsun. «a, § € J(R)U
(1+ J(R)) olmak iizere, eger x(A?) = (t — a)(t — ) ise o zaman A genellestirilmis
Hirano terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019b).

Ispat: o, 8 € J(R)U (1 + J(R)) olmak iizere y(A?) = (t — a)(t — 8) olsun. Bu
durumda det(A?%) = af ve iz(A?) = a + 3 dir.

1.Durum: «a, 8 € J(R) olsun. O zaman det(A), iz(A?%) € J(R) dir.

2.Durum: «, B € 1+ J(R) olsun. O zaman det?’(A) € 1+ J(R), iz(A?) €
2+ J(R) dir.

3.Durum: a € J(R), 8 € 1+ J(R) olsun. O zaman det(A) € J(R), iz(A?) €
1+ J(R) dir.

4.Durum « € 1+ J(R), 8 € J(R) olsun. O zaman det(A) € J(R), iz(A?) €
1+ J(R) dir.

Bu yiizden Lemma 4.2.5 geregince, A genellestirilmig Hirano terse sahiptir. U
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. 5 6
Ornek 4.2.7 Zg) = {% | m,n € Z,(m,n) = 1,2 { n} ve A = €

3 2
My (Zz)) olsun. O zaman A € Mj(Z)) genellestirilmis Hirano terse sahiptir (Chen

ve Sheibani 2019b).

43 42

21 22
dir. O zaman det(A?) = 64 € J(Z), iz(A*) = 65 € 1 + J(Z)) dir. Dolayisiyla,

det(A) € J(Z)) ve 2* —iz(A*)x + det?(A) = 0 denkleminin kéklerinden biri 1 dir.

Ispat: J (Z3)) = 2Zy olup Zy degismeli bir yerel halkadir. A* =

Lemma 4.2.5 geregince ispat tamamlanir. Il

4.3 Cline Formulu

Bu kisimda Cline Formiilii genellestirilmis Drazin terslerden genellestirilmis Hirano

terslere genellestirilecektir.

Lemma 4.3.1 R bir halka olmak iizere a,b,c € R ve aba = aca olsun. O zaman,

ac nin yar tistel sifir olmasi i¢in gerek ve yeter sart ba nin yar tistel sifir olmasidir

(Lian ve Zeng 2016).

Teorem 4.3.2 R bir halka ve a,b,c € R olsun. Eger aba = aca ise o zaman
ac nin genellegtirilmis Hirano terse sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart ba nin
genellestirilmig Hirano terse sahip olmasidir. Bu durumda, (ba)?" = b((ac)?¥)%a ve

(ac)9™ = a((ba)?™)?c dir (Chen ve Sheibani 2019b).

ispat: ac genellestirilmis Hirano terse sahip ve (ac)?? = d olsun. e = bd?a ve

f € comm(ba) olsun. O zaman
fe = fb(dacd)*a = fb(dacddacd)a = fbacacd*a = babafcd*a = b(acafc)d*a

dir. Ayrica,
ac(acafc) = ababafc
= afbabac
= afbacac

= abafcac
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= (acafc)ac
dir. d € comm?(ac) oldugundan, (acafc)d = d(acafc) dir. Buradan,
fe=blacafc)d*a
= bd*(acafc)a
= bd*abafca
= bd*afbaca
= bd*a fbaba
= bd*ababa f
= bd*acacaf
= bd%af
=ef
dir. Bu durumda, e € comm?(ba) dir. O zaman
e(ba)e = bd*a(ba)bd*a
= bd*ababacd’a
= bd*(ac)3d’a
= bd*(acacac)d®a
= bd*(acdacdacd)a
= bd*(acdacd)a
= bd*(acd)a
= bddacda
= bd*a
=e
dir. p = ac — acd® olsun. O zaman,
pac = (ac — acd?)ac
= acac — acd*ac
= acac — acdacd
= acac — acd
= (ac)? — acd € R™!
dir. Ayrica,
(ba)? — bae = baba — babd*a
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= baba — babdacdda

= baba — babacd*da

= baca — bacacd?*da

= b(ac — acd?)a

= bpa
dir ve

abpa = ab(ac — acd?)a = ac(ac — acd?)a = acpa

oldugundan,

(pa)b(pa) = (pa)c(pa)

dir. Lemma 4.3.1 geregince bpa € R?" dir. Buradan ba nin genellestirilmis Hirano
tersi e dir ve genellestirilmis Hirano ters tek oldugundan e = bd?a = (ba)?" dir, yani
(ba)9™ = b((ac)?™)%a elde edilir.

Karsit olarak ba genellegtirilmis Hirano terse sahip olsun. Benzer sgekilde ispat

tamamlanir. O

Sonuc 4.3.3 R bir halka ve a,b € R olsun. Eger ab genellestirilmis Hirano terse
sahip ise o zaman ba da genellestirilmis Hirano terse sahiptir ve (ba)?? = b((ab)?)?a

dir (Chen ve Sheibani 2019b).
ispat: aba = aba oldugundan Teorem 4.3.2 geregince ispat tamamlanir. U

Sonuc 4.3.4 R bir halka ve a,b € R olsun. k pozitif bir tamsay1 olmak iizere eger
(ab)® genellestirilmis Hirano terse sahip ise o zaman (ba)* genellestirilmis Hirano

terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019b).

ispat: k = 1 olsun. O halde Sonug 4.3.3 geregince ab nin genellestirilmis Hirano
terse sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart ba nin genellestirilmis Hirano terse sahip
olmasidir. k > 2 olsun. (ab)®* = a(b(ab))*~1 oldugundan Sonug 4.3.3 geregince
(b(ab)*1)a genellestirilmig Hirano terse sahiptir. Dolayisiyla (ba)* genellestirilmis

Hirano terse sahiptir. U

Lemma 4.3.5 (A, r) bir Banach cebiri olmak tizere a®b = aba ve b*a = bab olacak

sekilde a,b € A olsun. Bu durumda
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(1) r(a+b) <r(a)+r(b)
(2) r(ab) < r(a)r(b)
dir (Zou vd. 2017).

Ispat: (1) Keyfi o > r(a) ve § > r(b) alnsn. a; = Lave b = %b olsun. O zaman

r(ay) < 1ver(b) <1dir. Lemma 2.2.6 geregince,

|| (a+b)n+1 ” _ || ZCZ(CL”+1_ibi+bn+l_iGi) ||

=0

= Jla) Cia""b'+bY _Cip"d" |
1=0 1=0
< Dall D Gulia Mo I+ loll+>_Cul o il o’ |
1=0 =0

= (lal +16>_ Cila o
1=0

= (lall+ b1 Cia'8™ | a [l b7 |l
i=0
dir. Her n i¢in n = n; 4+ ny olacak sekilde nq,ny € N ve

IFay™ [ 052 |l= maz || o} [[[| 677" |

olsun. O zaman

FHa+o™ < (Fal)+ b e+ 8)" | ai™ [l o |

dir. Buradan

r(a—l—b) = lim (H (a+b)n+1 ||1/n+1)n+1/n — h_)m H <a+b)n+1 ||1/n

n—oo

< o+ B lim ([fall+ |10 )" timinf || ot 7] 67 |/
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= () lminf | o V7] 62 /"
dir. Lemma 2.2.5 geregince r(a + b) < « + [ elde edilir. Dolayisiyla r(a + b) <
r(a) 4+ r(b) dir.
(2) a*b = aba olsun. O zaman her n € N igin (ab)” = a™b" dir. Bu yiizden,
I (ab)™ [I'V/"=[ @m0 <] @ V7] o
dir. n — oo olsun. O halde r(ab) < r(a)r(b) dir. O

Lemma 4.3.6 A bir Banach cebiri olmak tizere a,b € A ve ab = ba olsun. Bu

durumda

(1) BEger a,b € A ise 0 zaman a + b € A™" dir.
(2) Eger a € A" veya b € A" ise o zaman ab € A" dir
(Zhu vd. 2017).
Ispat: Lemma 4.3.5 geregince (1) ve (2) elde edilir. O

Teorem 4.3.7 A bir Banach cebiri ve a,b € A olsun. Eger a,b genellegtirilmig
Hirano terse sahip ve ab = ba ise o zaman ab genellestirilmig Hirano terse sahiptir
ve

(ab)9 = g9 p9H
dir (Chen ve Sheibani 2019b).
Ispat: a,b € A genellestirilmis Hirano terse sahip ve ab = ba olsun. (ab)" =

a9t oldugunu ispatlamak icin a??b9% € comm(ab) ve (ab)?* — abad b9 € Al
ve ad? b9 abad b = a9 p9H oldugu gosterilmelidir.
a9 a9t = 98  pIHpp9t = poH
oldugundan ve ayrica aa’" = a%"a, ab = ba, ab?" = b9a, bat" = a9b ve LV =
b9 oldugundan
ad" b9t qhadt p9tl = q9H poH
dir. Acik olarak, a9 b9 ab = aba?"b9" dir. Ayrica,
(ab)? — aba? p9H = a2 (b — bb9H) + b?(a* — aa?™) — (a* — aad™)(b? — bbIT)

dir. Buradan Lemma 4.3.6 geregince (ab)? — aba?"p9" € A dir. O
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Sonuc 4.3.8 A bir Banach cebiri olsun. Eger a € A genellestirilmis Hirano terse
sahip ise o zaman a" genellestirilmis Hirano terse sahiptir ve her n € N igin (a™)9¥ =

(a97)™ dir (Chen ve Sheibani 2019b).

Ispat: n {izerine tiimevarim uygulanarak Teorem 4.3.7 geregince ispat tamamlanir.

O
Ornek 4.3.9 geregince Sonug 4.3.8 un karsit1 dogru degildir.

Ornek 4.3.9 3 € Z; genellestirilmis Hirano terse sahip degildir. Eger 3 iin genellesti-
rilmis Hirano tersi b ise o zaman 3b® = b olup b = 0 veya b = 2 dir. Her iki durumda
da 32—3b yar1 iistel sifir degildir. Bu bir celigkidir. Fakat, 3% = 4 € Zs genellestirilmis
Hirano terse sahiptir. Ciinkii; 46> = b icin b = 0 veya b = 1 dir. Buradan b = 1 icin

4.-1=1-4ve42—4.1=2¢c Z"" dir (Chen ve Sheibani 2019b).

4.4 Genellestirilmis Hirano Terslerin Bazi Ozellikleri

Bu kisimda Banach cebirinde genellestirilmis Hirano terslerin ek ozellikleri ince-

lenecektir.

Tanim 4.4.1 A bir Banach cebiri, p> = p € A ve & € A olmak iizere

r=prp+pr(l —p)+ (1 —plzp+ (1 —p)z(l —p)

esitligi
pap px(l —p)

(I =p)zp (1 =p)z(l—p)
matrisi ile gosterilir (Chen ve Sheibani 2019b).

xr =

p

Lemma 4.4.2 A bir Banach cebiri olsun. p?> = p € A ve z, y € A olmak iizere
a c b 0 . o
xr = TES seklinde gosterilsin.
0 b c a

p 1-p

(1) Eger a € (pAp)?P ve b e ((1 —p)A(1 —p))9P ise 0 zaman z,y € AP ve
Z (a9P)" 2 ep"b™ - Z a"a"c(b9P) "2 — P chIP (%)
n=0 n=0
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olmak tizere

:L,gD — ,ygD — (**)
p I—p
seklindedir.
(2) Eger z € A9 (sirasiylay € A9P) ve a € (pAp)IP ise o zaman b € ((1—p)A(1—
p))9P ve 290 (sirasiyla y9P) (*) ve (**) da verildigi sekildedir (Zou vd. 2017).

Lemma 4.4.3 A bir Banach cebiri ve p? = p € A olmak {izere
a c
xr = olsun.

0 b
p
Eger a € pAp ve b € (1 — p)A(1 — p) genellestirilmig Hirano terse sahip ise o zaman

x genellestirilmis Hirano terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019b).

Ispat: a € pAp ve b € (1 — p)A(1 — p) genellestirilmis Hirano terse sahip olsun.
Bu durumda Teorem 4.1.3 geregince a ve b genellestirilmis Drazin terse sahiptir ve

buradan a? — aa??, b* — bb9P € A9 dir. O halde Lemma 4.4.2 geregince
e = € comm?(z), e = e*x ve v — x%e € A™! olacak sekilde bir

P
u € pA(1 — p) bulunur. Buradan,

a? — aat®?  ac+ be — au — cbP

T4 —xe = ve
0 b? — bl
p
b ) ) a? — aa’? v _
v = ac + be — au — cb?” olmak tizere x° — xe = dir.
0 b% — bbP

p
ac = (pzp)(pz(1 — p)) = (pzp)(pr — pxp) = 0 ve u € pA(l — p) oldugundan,
v(a?—aa??) = aca® —acaa? +cba® — cbaa?? — aua®+auaa?? — b a® +cbIP aat? = 0
ve v2 = (ac+bc—au—cb?P)(ac+be—au—cb?) = 0 dir. N(A) C A™ oldugundan

v € A dir. Lemma 4.3.6 geregince a® — aa%? + v € A™! dir. Ayrica
(b? — b)Y ((a® — aa?P) +v) =0

dir. Lemma 4.3.6 geregince a? — aa?? + v + (b* — bb9P) € A dir. O halde

22 — xe € A™! dir. Sonug olarak, = genellestirilmis Hirano terse sahiptir. O
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Lemma 4.4.4 A birimli bir kompleks Banach cebiri ve b™ = 1 — bb9? olmak iizere
b™ab = b™ba ve a = ab” olacak sekilde a € AT b € AP olsun. O zaman a+b € AP

ve

(a+0)?” =17+ (b9")" a(a+b)"

n=0
dir (Cvetkovic-1lic vd. 2006).

Lemma 4.4.5 A bir Banach cebiri olmak iizere a € A% ve b € A genellestirilmis
Hirano terse sahip olsun. b™ = 1 — bb9" olmak iizere eger,
a=ab™, b"ba = b"ab

ise o zaman a + b genellegtirilmis Hirano terse sahiptir ve

(a+b)" =" + 3 ()" a(a + b)"

n=0

dir (Chen ve Sheibani 2019b).

Ispat: a € A7l vebe A genellegtirilmis Hirano terse sahip olsun.
1.Durum: b € A" olsun. O zaman b™ = 1 — b9 olmak iizere (b™)% = b™
dir. Ayrica b € A™! oldugundan o™ = 1 — bb9 € U(A) dir. O halde b™ = 1
ve b™ba = b"ab oldugundan ab = ba dir. Lemma 4.3.6 geregince a +b € A
ve (a +b)? € A™ dir. Teorem 4.1.8 geregince a + b genellestirilmis Hirano terse
sahiptir.
2.Durum: b ¢ A olsun. Teorem 4.1.3 geregince b genellestirilmis Drazin terse
sahiptir ve buradan, p =1 —b", by € U(pAp),
b= (1= (1 = 17))b(1 = (1 = 7))
= b"bb"
= (1 — bb9)b(1 — bb9H)
= b(1 — bv9™7)
=b— bb9h
=b— b2 ¢ Aamil

olmak tlizere
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bl 0 a;lr ay
b= ,a =
0 b a1 a2
P p
dir. a = ab™ oldugundan a = a(1 — b)) = a — abb?" ve buradan abb?? = 0 dir.
O halde, a;; = pap = (1 —b")a(l — b™) = bb97abb?" = 0 ve agy; = pa(l —p) =
(1=0")a(l — (1 —b")) = b9 abb?" = 0 olup
b1 aq

a+b=
0 ag+ by

elde edilir. b™ba = b™ab ve

by = (1 —p)b(1 —p)
= (1= (1=0b7))b(1—(1-0b7))

p

= b"bhb"
= (1 — bb9)b(1 — bb9H)
= b(1 — bv9™7)
=b— bbHD
=b—pb
=b(1—p)
= b(1 — bb9™)
= bb™
oldugundan

ashy = (1 —p)a(l — p)bb™
= b"ab"bb™
= b"ab™b
=b"ab
= b"ba
=bb"a
= bb"ab”
= bb"b"ab”™
= 0b"(1 —p)a(l —p)
= byas

dir. ab™ = a € A oldugundan Lemma 4.3.1 geregince ay = b™ab™ = b"a €

A dir. Lemma 4.3.6 geregince ay + by € A ve buradan (ay + by)? € A
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dir. Teorem 4.1.8 geregince, as + by genellegtirilmis Hirano terse sahiptir. b € A
genellegtirilmis Hirano terse sahip oldugundan b, = pbp genellestirilmig Hirano terse
sahiptir. Lemma 4.4.3 geregince a + b genellestirilmig Hirano terse sahiptir. Sonug

4.1.6 ve Lemma 4.4.4 geregince ispat tamamlanir. U

Lemma 4.4.6 A birimli bir kompleks Banach cebiri, a™ = 1 —aa?” ve b™ = 1 —bb9P
olmak iizere a = ab™, b™ba™ ve b™a"ba = b"a"ab olacak sckilde a,b € AP olsun. O

zaman a 4+ b € A ye

(a + b)? <b9D+Zb9D”+2 a—i—b))
n=0

Z bgD n+2 &+b) (agD>k+2b(a+b)k+1
0 k=0

n=

+Z (b%2)"*2a(a + b)"asb — ZbgD (a#P)"+2b(a + b)"

n=0 n=0

dir (Cvetkovic-1lic vd. 2006).

Teorem 4.4.7 A bir Banach cebiri olsun. Eger a,b € A genellestirilmis Hirano
terse sahip ve a™ = 1 — aa" ve b™ = 1 — bb9" olmak iizere a = ab™, b"ba™ = b™b ve

b"a"ba = b"a"ab ise o zaman a + b genellestirilmis Hirano terse sahiptir ve

(a+ b)) = (bgH + i(bgH)"“a(a + b)") a

(b1)"* 2a(a + b)" () 2b(a + b))
n=0 k=0
+ Z(bgH)n+2a(a + b)”agHb B Z bgHa(agH)n+2b(a + b)n
n=0 n=0

dir (Chen ve Sheibani 2019b).

Ispat: a,b € A genellestirilmis Hirano terse sahip olsun.
1.Durum: b € A7 olsun. O zaman b™ = 1 — bb9! egkare eleman ve 1 — b9 €

U(A) dir. Buradan b™ = 1 dir. O halde Lemma 4.4.5 uygulanarak ispat tamamlanir.
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2.Durum b ¢ A" olsun. by € U(pAp), by € A" olmak iizere

by 0 a1 a1
b pr—y s a =
0 by asr  as
p p
seklindedir. a = ab™ oldugundan a;; = as; = 0 ve buradan

b a
a+b= ' !
0 as + bg
p
dir.
as = b"ab™ = b"a, by = b"bb™ = b™b
ve

ay =b" — (b™a)(b™a)?" = b™ — (b"a)(b"a") = b™a™
elde edilir. Ek olarak,
(b™)2 = b, b™ — b"aa?" 0™ = b™(1 — aad™)b"
dir. Ayrica ap =0, 1 —aad” =1 —a9%a ve
(1—aa)b™ = (1 —a'a)(1—p)=1—p—afa=0"—a'"a du.
Dolayisiyla ™ (1 — aa??)b™ = b™(b™ — a?a) = b™ — b"aa?" = b™(1 — aa??) = b™a™
elde edilir. Buradan,
afashy = b"a™b"ab™b = b"a"b"ab = b (1 — aa?)b"ab = (b — b"aad 0" )ab =
b™a"ab,
aSboay = b™a™b™bb™a = b"a"b"ba = b™(1 — aa??)b"ba = (b — b"aadb™)ba =
b™a"ba
dir. O halde, b™a™ab = b"a™ba oldugundan alasby = albsas dir. as + by € (1 —
p)A(1 — p) genellegtirilmig Hirano terse sahiptir. b; = pbp genellegtirilmig Hirano
terse sahip oldugundan Lemma 4.4.3 geregince a + b genellestirilmis Hirano terse
sahiptir. Sonug 4.1.6 geregince (a + b)9% = (a + b)9P, a9" = a9P ve b9H = 9P dir.

Bu yilizden Lemma 4.4.6 geregince ispat tamamlanir. U

Sonuc 4.4.8 A bir Banach cebiri ve a,b € A olsun. Eger a, b genellestirilmig Hirano
terse sahip ve a™ = 1 — aa9” ve b™ =1 — bb9¥ olmak iizere
ab=ba, a = ab™, b™ = ba™ = b"b

ise 0 zaman a + b genellestirilmis Hirano terse sahiptir ve (a + b)97 = b9# dir
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(Chen ve Sheibani 2019b).

Sonuc 4.4.9 A bir Banach cebiri ve a,b € A olsun. Eger a, b genellestirilmis Hirano
terse sahip ve ab = ba = 0 ise o zaman a + b genellestirilmig Hirano terse sahiptir ve

(a+b)9H = a9 + p9" dir (Chen ve Sheibani 2019b).
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5. SONUC

Bu tezin ticlincii boliimiinde Drazin tersin yeni bir sinifi olan Hirano ters kavrami
tanimlanmistir. Drazin ters ile Hirano ters arasindaki iligki incelenmekte olup
Drazin ters igin saglanan bazi ozelliklerin Hirano ters icin saglanip saglanmadig:
aragtirilmistir.  Ayrica halkalarda bazi genellestirilmis tersler arasindaki iligkiler
verilmistir. Bu tezin dordiincii boliimiinde genellestirilmis Drazin tersin bir sinifi
olan genellestirilmis Hirano ters kavrami tanimlanmistir. Halkalarda genellegtirilmis
Drazin ters ile genellestirilmis Hirano ters kavrami arasindaki iligki incelenmistir.
Ayrica genellestirilmis Drazin terslerin Banach cebirleri tizerinde sagladig1 bazi 6zel-

liklerin genellegtirilmis Hirano tersler iizerinde de saglanip saglanmadigi arastirilmigtar.
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