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Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde çalışmanın amacı anlatılmakta-

dır. İkinci bölümde çalışma için gerekli temel tanımlar verilmektedir. Üçüncü

bölümde halkalarda elemanların Hirano tersleri, kuvvetli Drazin tersleri ve Drazin

tersleri arasındaki ilişkiler, çeşitli karakterizasyonlar ve Hirano terslerin bazı özellikleri

verilmektedir. Dördüncü bölümde halkalarda elemanların genelleştirilmiş Hirano

tersleri ile genelleştirilmiş Drazin tersler arasındaki ilişkiler araştırılmaktadır. Projek-

tif-serbest halkalar üzerindeki matrislerin genelleştirilmiş Hirano tersler için bazı

özellikleri incelenmektedir. Ayrıca genelleştirilmiş Hirano tersler için Cline formülü

ve bu terslerin bazı özellikleri incelenmektedir.
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This thesis consists of four chapters. The first chapter is the introduction of the

thesis. In the second chapter, basic definitions which are necessary for the thesis are

given. In the third chapter, the relations among Hirano inverses, strongly Drazin in-

verses and Drazin inverses in rings, various characterizations and some properties are

given. In the fourth chapter, the relations between generalized Hirano inverses and

generalized Drazin inverses in rings are investigated. Matrices over projective-free

rings are studied for generalized Hirano inverses. Also Cline’s formula for generalized

Hirano inverses and some properties of these inverses are examined.
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3.3 Çarpımsal Özellikler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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SİMGELER ve KISALTMALAR DİZİNİ

N Doğal sayılar kümesi
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C Kompleks sayılar cismi

Zn {0, 1, ..., n− 1}

U−1 U matrisinin çarpımsal tersi

U(R) R halkasının bütün tersinir elemanlarının kümesi

N(R) R halkasının bütün üstel sıfır elemanlarının kümesi

Rqnil R halkasının bütün yarı üstel sıfır elemanlarının kümesi

M2(R) R halkası üzerindeki 2× 2 tipindeki matrislerin halkası

J(R) R halkasının Jacobson radikali

χ(A) A matrisinin karakteristik polinomu

det(A) A matrisinin determinantı

iz(A) A matrisinin izi

comm(a) a nın merkezleyeni

comm2(a) a nın çift merkezleyeni

RstD R halkasının kuvvetli Drazin tersinir elemanlarının kümesi

RgD R halkasının genelleştirilmiş Drazin tersinir elemanlarının kümesi

RH R halkasının Hirano tersinir elemanlarının kümesi

aD a nın Drazin tersi

astD a nın kuvvetli Drazin tersi

aH a nın Hirano tersi

agD a nın genelleştirilmiş Drazin tersi

agH a nın genelleştirilmiş Hirano tersi
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1. GİRİŞ

R birimli bir halka olmak üzere, R halkasının bütün tersinir elemanlarının kümesi

U(R) ile gösterilsin. R halkasında a ∈ R için comm(a) = {x ∈ R | xa = ax}

kümesine a nın merkezleyeni ve comm2(a) = {x ∈ R | her y ∈ comm(a) için

xy = yx} kümesine a nın çift merkezleyeni adı verilir. R halkasının yarı üstel sıfır

elemanlarının kümesi Rqnil = {a ∈ R | her x ∈ comm(a) için 1 + ax ∈ U(R)}

olarak tanımlanmaktadır. Drazin (1958) halkalarda ve yarı gruplarda yeni bir

genelleştirilmiş ters çeşidini tanımlamıştır. R halkasında a ∈ R için a−a2b ∈ N(R),

ab = ba ve bab = b olacak şekilde bir b ∈ R mevcut ise a ya Drazin terse sahiptir

denir, bu şartı sağlayan b ye de a nın Drazin tersi adı verilir. Bir elemanın Drazin

tersi varsa tektir. Lay (1975), King (1977) Drazin ters kavramını kompleks Ba-

nach uzayları üzerinde tanımlı sınırlı lineer operatörler için ele almışlardır. Nashed

ve Zhao (1992) Drazin ters kavramını kapalı lineer operatörler için incelemişlerdir

ve tekil değer denklemleri ile kısmi diferensiyel operatörler üzerinde uygulamışlardır.

Bu yayınların motivasyonuyla, bu tezin üçüncü bölümünde Drazin tersin yeni bir

sınıfı olan Hirano ters kavramı tanımlanmaktadır. Drazin ters ile Hirano ters arasında-

ki ilişki incelenmekte olup Drazin ters için sağlanan bazı özelliklerin Hirano ters için

sağlanıp sağlanmadığı araştırılmaktadır. Ayrıca halkalarda bazı genelleştirilmiş ters-

ler arasındaki ilişkiler verilmektedir.

Koliha (1996) kompleks Banach cebirlerinde genelleştirilmiş Drazin ters kavramını

tanımlamıştır. Koliha ve Patricio (2002) halkalarda yarı kutuplu eleman ve genelleşti-

rilmiş Drazin ters kavramlarını detaylı olarak incelemişlerdir. R halkasında a ∈ R

için b ∈ comm2(a), b = b2a, a − a2b ∈ Rqnil olacak şekilde b ∈ R mevcut ise

a ya genelleştirilmiş Drazin terse sahiptir denir, bu şartı sağlayan b ye de a nın

genelleştirilmiş Drazin tersi adı verilir.
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Drazin terslerin ve genelleştirilmiş Drazin terslerin özellikleri Koliha (1996), Chen ve

Sheibani (2018) tarafından detaylı bir şekilde ele alınmıştır. Ayrıca genelleştirilmiş

Drazin tersler matris teorisi ve Banach cebirleri üzerinde (Cui ve Chen 2011), (Koliha

1996), (Koliha ve Patricio 2002), (Ying ve Chen 2012), (Zhuang vd. 2012) kay-

naklarında kapsamlı bir şekilde ele alınmıştır.

Bu tezin dördüncü bölümünde genelleştirilmiş Drazin tersin bir sınıfı olan genelleştiril-

miş Hirano ters kavramı tanımlanmaktadır. Halkalarda genelleştirilmiş Drazin ters

ile genelleştirilmiş Hirano ters kavramı arasındaki ilişki incelenmektedir. Ayrıca

genelleştirilmiş Drazin terslerin Banach cebirleri üzerinde sağladığı bazı özelliklerin

genelleştirilmiş Hirano tersler üzerinde de sağlanıp sağlanmadığı araştırılmaktadır.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bölümde tezde kullanılacak temel bilgiler verilecektir.

2.1 Temel Kavramlar

Tanım 2.1.1 R bir halka olsun. Eğer e ∈ R için e2 = e sağlanıyor ise e ye eşkare

(idempotent) eleman denir (Hungerford 1974).

Tanım 2.1.2 R bir halka ve x ∈ R olsun. Eğer xn = 0 olacak şekilde bir pozitif n

tamsayısı varsa x e üstel sıfır (nilpotent) eleman denir (Hungerford 1974).

Tanım 2.1.3 R bir halka olsun. Eğer x ∈ R için x3 = x sağlanıyor ise x e eşküp

(tripotent) eleman denir (Mosic 2015).

Tanım 2.1.4 Bir R halkasının tüm maksimal ideallerinin kesişimine Jacobson

radikali denir (Lam 1999).

Tanım 2.1.5 R bir halka ve a ∈ R olsun. comm(a) = {x ∈ R | xa = ax} kümesine

a nın merkezleyeni denir (Hungerford 1974).

Tanım 2.1.6 R bir halka ve a ∈ R olsun. comm2(a) = {x ∈ R | her y ∈

comm(a) için xy = yx} kümesine a nın çift merkezleyeni denir (Koliha 1996).

Tanım 2.1.7 R bir halka olsun. Rqnil = {a ∈ R | Her x ∈ comm(a) için 1 + ax ∈

U(R)} kümesine R halkasının yarı üstel sıfır (quasinilpotent) elemanlarının kümesi

denir (Koliha 1996).

Tanım 2.1.8 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer p ∈ comm2(a), ap ∈ Rqnil ve

a + p ∈ U(R) olacak şekilde bir p2 = p ∈ R mevcut ise a elemanına yarı kutuplu

(quasipolar) ve p eşkare elemanına da a nın spektral eşkare (spectral idempotent)

elemanı denir (Koliha ve Patricio 2002).

Tanım 2.1.9 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer e2 = e ∈ R ve b üstel sıfır eleman

olmak üzere a = e+ b ise o zaman a ya üstel-temiz (nil-clean) eleman denir. Eğer R

halkasının her elemanı üstel-temiz ise R ye üstel-temiz (nil-clean) halka denir (Diesl

2013).
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Tanım 2.1.10 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer e2 = e ∈ R ve b üstel sıfır eleman

olmak üzere a = e+ b ve eb = be ise o zaman a ya kuvvetli üstel-temiz (strongly nil-

clean) eleman denir. R halkasının her elemanı kuvvetli üstel-temiz ise R ye kuvvetli

üstel-temiz (strongly nil-clean) halka denir (Diesl 2013).

Tanım 2.1.11 (A, ‖ · ‖) bir kompleks Banach uzayı olsun. Eğer

(1) her x, y, z ∈ A, c ∈ C için

(xy)z = x(yz)

(x+ y)z = xz + yz, x(y + z) = xy + xz

c(xy) = (cx)y = x(cy)

olacak biçimde A× A→ A ya tanımlı bir çarpma işlemi mevcut,

(2) her x ∈ A için

ex = e = xe

ve

‖ e ‖= 1

olacak biçimde bir e ∈ A mevcut ve

(3) her x, y ∈ A için

‖ xy ‖≤‖ x ‖‖ y ‖

ise o zaman (A, ‖ · ‖) uzayına Banach cebiri (Banach algebra) denir (Rudin

1991).

Tanım 2.1.12 F bir sol R-modül olsun. Eğer F modülü, R nin kopyalarının bir

direkt toplamına izomorf ise, yani her i ∈ I için Ri
∼= R ve F ∼=

⊕
i∈I Ri olacak

biçimde bir I indis kümesi varsa F ye serbest (free) sol R-modül denir (Anderson

ve Fuller 1992).

Tanım 2.1.13 R değişmeli bir halka olsun. Eğer her sonlu üretilmiş projektif

R-modül serbest ise R ye projektif-serbest (projective-free) halka denir (Lam 1999).
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Tanım 2.1.14 R birimli ve değişmeli bir halka ve S ⊆ R olsun. 1 ∈ S ve 0 /∈ S

olmak üzere RS = {a
s
| a ∈ R, s ∈ S} halkasına R nin S ye göre yerelleştirme halkası

(localization ring) denir (Chevalley 1943).

Lemma 2.1.15 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer a2 − a ∈ N(R) ise o zaman

f(a)2 = f(a) ve a − f(a) ∈ N(R) olacak biçimde bir f(t) ∈ Z[t] monik polinomu

vardır (Chen ve Sheibani 2017).

Tanım 2.1.16 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer a = e + f + w olacak biçimde

w ∈ N(R) ve ef = fe olmak üzere e, f eşkare elemanları mevcut ise R halkasına

kuvvetli 2-üstel-temiz (2-nil-clean) halka denir (Chen ve Sheibani 2017).

Lemma 2.1.17 R değişmeli bir halka olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir:

(1) A ∈ Mn(R) düzenli bir eleman ve r ∈ R olmak üzere UAV =

 Ir 0

0 0


olacak şekilde U ,V ∈ GLn(R) vardır.

(2) E2 = E ∈Mn(R) ve r ∈ R olmak üzere WEW−1 =

 Ir 0

0 0

 olacak şekilde

bir W ∈ GLn(R) vardır

(Chen 2011).

Tanım 2.1.18 R bir halka ve R nin bir ideali P olsun. Eğer R nin herhangi bir I

ideali için I2 ⊆ P olması I ⊆ P olmasını gerektiriyorsa P ye yarı asal (semiprime)

ideal denir (Hungerford 1974).

Teorem 2.1.19 (Cayley-Hamilton Teoremi) F bir cisim ve V sonlu boyutlu bir

F-vektör uzayı olsun.

(1) V üzerinde bir lineer dönüşüm T olsun. Bu durumda T nin karakteristik

polinomu f(x) olmak üzere f(T ) = 0 dır.

(2) F üzerinde n×n tipinde bir matris A olsun. Bu durumda A nın karakteristik

polinomu f(x) olmak üzere f(A) = 0 dır

(Hoffman ve Kunze 1971).
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Lemma 2.1.20 (Jacobson Lemma) R bir halka ve a, b ∈ R olsun. O zaman, 1+ab

nin tersinir olması için gerek ve yeter şart 1 + ba nın tersinir olmasıdır (Kaplansky

1980).

Tanım 2.1.21 R bir halka olsun. Eğer R nin her sonlu altkümesi sonlu çarpımsal

bir yarı grup üretiyorsa R ye yerel olarak sonlu halka (locally finite ring) denir

(Iskander 1975).

Tanım 2.1.22 R birimli ve değişmeli bir halka olsun. Eğer R bir tek maksimal

ideale sahip ise R ye yerel (local) halka denir (Lam 2001).

Tanım 2.1.23 R bir halka olsun. Eğer her x ∈ R için xn = xn+1y olacak şekilde

bir n ∈ N ve y ∈ R varsa R halkasına kuvvetli π-düzenli (strongly π-regular) halka

denir (Lam 2001).

2.2 Halkalarda Bazı Tersler

Tanım 2.2.1 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer a−a2b ∈ N(R), ab = ba ve b = bab

olacak şekilde bir b ∈ R mevcut ise a Drazin terse (Drazin inverse) sahiptir ve b ye

a nın Drazin tersi denir. b = aD şeklinde gösterilir (Drazin 1958).

Tanım 2.2.2 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer a− ab ∈ N(R), ab = ba ve bab = b

olacak biçimde bir b ∈ R mevcut ise a kuvvetli Drazin terse (strongly Drazin inverse)

sahiptir ve b ye a nın kuvvetli Drazin tersi denir. b = astD şeklinde gösterilir (Wang

2017).

Tanım 2.2.3 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer b = bab, b ∈ comm2(a) ve a−a2b ∈

Rqnil olacak şekilde bir b ∈ R varsa a genelleştirilmiş Drazin terse (generalized

Drazin inverse) sahiptir ve b ye a nın genelleştirilmiş Drazin tersi denir. b = agD

şeklinde gösterilir (Koliha 1996).

Lemma 2.2.4 (Cline Formülü) R bir halka ve a, b ∈ R olsun. Eğer ab Drazin

terse sahip ise o zaman ba Drazin terse sahiptir. Bu durumda ba nın Drazin tersi

(ba)D = b((ab)D)2a dır (Cline 1965).
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Lemma 2.2.5 (A, r) bir cebir ve xy = yx olacak şekilde x, y ∈ A olsun. O zaman

r(xy) ≤ r(x)r(y) ve r(x+ y) ≤ r(x) + r(y) dir (Kaniuth 2009).

Lemma 2.2.6 A bir Banach cebiri, a2b = aba ve b2a = bab olacak şekilde a, b ∈ A

olsun. O zaman, n ∈ N olmak üzere

(a+ b)n =
n−1∑
i=0

Ci
n−1(an−ibi + bn−iai)

dir (Zou vd. 2017).
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3. HALKALARDA ELEMANLARIN HIRANO TERSLERİ

3.1 Hirano Tersler İle Drazin Tersler Arasındaki İlişkiler

Bu kısımda Hirano ters kavramı tanımlanacak ve Drazin ters, kuvvetli Drazin ters,

Hirano ters arasındaki ilişkiler incelenecektir.

Tanım 3.1.1 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer a2−ab ∈ N(R), ab = ba ve b = bab

olacak şekilde bir b ∈ R mevcut ise a Hirano terse (Hirano inverse) sahiptir ve b ye

a nın Hirano tersi denir. b = aH ile gösterilir (Chen ve Sheibani 2019a).

Teorem 3.1.2 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer a Hirano terse sahip ise o zaman

a Drazin terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019a).

İspat: a Hirano terse sahip ve a nın Hirano tersi b olsun. O zaman a2−ab ∈ N(R),

ab = ba ve bab = b dir. O halde, a2 − a2b2 = a2 − a(bab) = a2 − ab ∈ N(R) ve

buradan,

a2(1− a2b2) = (a2 − a2b2)(1− a2b2) ∈ N(R)

elde edilir ve a(a− a2b) = a2(1− a2b2) ∈ N(R) olduğundan

(a− a2b)2 = a(a− a2b)(1− ab) ∈ N(R)

dir. Böylece, a − a2b ∈ N(R) dir. Ayrıca a nın Hirano tersi b olduğundan ab = ba

ve bab = b dir. Buradan a nın Drazin tersi b dir. �

Lemma 3.1.3 R bir halka ve MR bir sağ R-modül olsun. Bu durumda aşağıdaki

ifadeler denktir:

(1) ϕ ∈ End(MR) kuvvetli üstel-temiz elemandır.

(2) χ2ϕ = χ, χϕ = ϕχ ve ϕ − ϕχ ∈ N(R) olacak biçimde bir χ ∈ End(MR)

vardır.

(3) n ≥ 1 tamsayısı için M = Ker((1− ϕ)n)
⊕

Ker(ϕn) dir.

(4) A ile B ϕ-sabit ve (1 − ϕ)|A ∈ End(AR) ile ϕ|B ∈ End(BR) üstel sıfır olmak

üzere M = A
⊕

B şeklinde bir ayrışıma sahiptir.
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Bu durumda, ϕ ∈ End(MR) bir Drazin terse sahiptir (Wang 2017).

Lemma 3.1.4 R bir halka ve a ∈ R olsun. O zaman a en fazla bir kuvvetli Drazin

terse sahiptir ve eğer a nın kuvvetli Drazin tersi mevcut ise bu ters comm2(a) nın

bir elemanıdır. (Wang 2017).

İspat: a nın kuvvetli Drazin tersi x olsun. O zaman ax = xa ve ax2 = x dir.

Buradan (ax)2 = axax = ax dir. a− ax ∈ N(R) olduğundan

a(1− ax) = (a− ax)(1− ax) ∈ N(R)

dir. O halde a nın Drazin tersi x dir. a nın Drazin tersi tek ve comm2(a) nın bir ele-

manı olduğundan a nın kuvvetli Drazin tersi tektir ve comm2(a) nın bir elemanıdır.

�

Sonuc. 3.1.5 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer a nın Drazin tersi mevcut ise tektir.

Sonuc. 3.1.6 R bir halka ve a ∈ R olsun. O zaman a en fazla bir Hirano terse

sahiptir ve eğer a nın Hirano tersi mevcut ise o zaman a nın Hirano tersi, a nın

Drazin tersidir (Chen ve Sheibani 2019a).

İspat: a nın Hirano tersi x olsun. Teorem 3.1.2 gereğince a nın Drazin tersi x dir.

Sonuç 3.1.5 gereğince a nın Drazin tersi tektir. O halde a en fazla bir Hirano terse

sahiptir. �

Lemma 3.1.7 R bir halka ve a ∈ R olsun. a nın kuvvetli π-düzenli olması için

gerek ve yeter şart ab = ba, ab2 = b ve n ≥ 1 tamsayısı için an = an+1b olmasıdır

(Azumaya 1954).

Lemma 3.1.8 Yerel olarak sonlu halkalar kuvvetli π-düzenlidir (Huh vd. 2004).

Örnek 3.1.9 gereğince Drazin terse sahip her eleman Hirano terse sahip olmak

zorunda değildir.

Örnek 3.1.9 Z2 halkası üzerinde 2 × 2 tipindeki her matris Drazin terse sahiptir,

fakat a =

 0̄ 1̄

1̄ 1̄

 ∈M2(Z2) Hirano terse sahip değildir (Chen ve Sheibani 2019a).
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İspat: M2(Z2) sonlu olduğundan M2(Z2) halkasının her elemanı Drazin terse sahip-

tir. Eğer a =

 0̄ 1̄

1̄ 1̄

 ∈ M2(Z2) Hirano terse sahip ise Sonuç 3.1.6 gereğince a

nın Hirano tersi aD =

 1̄ 1̄

1̄ 0̄

 dır. Fakat, a2 − aaD =

 1̄ 1̄

1̄ 0̄

 -

 0̄ 1̄

1̄ 1̄


 1̄ 1̄

1̄ 0̄

 =

 0̄ 1̄

1̄ 1̄

 üstel sıfır değildir. Dolayısıyla a =

 0̄ 1̄

1̄ 1̄

 Hirano terse

sahip değildir. �

Teorem 3.1.10 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer a kuvvetli Drazin terse sahip ise

o zaman a Hirano terse sahiptir.

İspat: a ∈ R kuvvetli Drazin terse sahip olsun. Bu durumda ab = ba, bab = b

ve a − ab ∈ N(R) olacak şekilde bir b ∈ R vardır. Buradan a2 − ab = a(a − b) =

a(ab2) = a2 − a2b2 = (a− ab)(a+ ab) ∈ N(R) dir. O halde a Hirano terse sahiptir.

�

Örnek 3.1.11 gereğince Teorem 3.1.10 un karşıtı her zaman doğru değildir.

Örnek 3.1.11 Z3 halkasının her elemanı Hirano terse sahiptir, fakat 2̄ ∈ Z3 kuvvetli

Drazin terse sahip değildir (Chen ve Sheibani 2019a).

İspat: Z3 halkasının her elemanının Hirano terse sahip olduğunu göstermek için

keyfi a ∈ Z3 için ab = ba, bab = b ve a2 − ab ∈ Z3 olacak biçimde bir b ∈ Z3 mevcut

olduğu gösterilmelidir.

(i) a = 0̄ ∈ Z3 için b0̄b = b olacağından b = 0̄ dır. Buradan a2 − ab = 0̄ ∈ N(Z3) ve

ab = ba dır.

(ii) a = 1̄ ∈ Z3 için b1̄b = b olması gerektiğinden b2 = b ve buradan b = 0̄ veya

b = 1̄ dir. b = 1̄ için a2 − ab = 1̄ − 1̄ = 0̄ ∈ N(Z3) dir. O halde b = 1̄ için ab = ba

ve bab = b elde edilir.

(iii) a = 2̄ ∈ Z3 için b2̄b = b olmalıdır. Buradan b(2̄b− 1̄) = 0̄ olup b = 0̄ veya b = 2̄

dir. b = 2̄ için ab = ba ve a2 − ab = 1̄− 1̄ = 0̄ ∈ N(Z3) elde edilir.

Bu durumda, Z3 ün her elemanı Hirano terse sahiptir.

2̄ ∈ Z3 kuvvetli Drazin terse sahip olsun. O halde 2̄ − 2̄ · 2̄stD ∈ N(Z3) olmalıdır.
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Z3 te tek üstel sıfır eleman 0̄ olduğundan 2̄ − 2̄ · 2̄stD = 0̄ ve buradan 2̄ = 2̄ · 2̄stD

dir. O halde 2̄(1̄ − 2̄stD) = 0̄ dır. Buradan 2̄ 6= 0̄ olduğundan 2̄stD = 1̄ dir. Ayrıca

2̄stD = 2̄stD · 2̄ · 2̄stD olduğundan 2̄stD = 1̄ için 1̄ 6= 2̄ olup çelişki elde edilir. Sonuç

olarak, 2̄ ∈ Z3 kuvvetli Drazin terse sahip değildir. �

R bir halka olmak üzere aşağıdaki kapsama her zaman doğrudur.

RstD ⊂ RH ⊂ RD.

Teorem 3.1.12 R bir halka ve a ∈ R olsun. O zaman a nın Hirano terse sahip

olması için gerek ve yeter şart a2 nin kuvvetli Drazin terse sahip olmasıdır (Chen ve

Sheibani 2019a).

İspat: a Hirano terse sahip olsun. Bu durumda a2− ab ∈ N(R), ab = ba ve bab = b

olacak şekilde bir b ∈ R vardır. Bu yüzden, a2−a2b2 = a2−a(bab) = a2−ab ∈ N(R),

a2b2 = b2a2 ve b2a2b2 = b2 dir. Buradan, a2 kuvvetli Drazin terse sahiptir.

Karşıt olarak a2 kuvvetli Drazin terse sahip olsun. O halde a2 − a2x ∈ N(R),

a2x = xa2 ve x = xa2x olacak şekilde bir x ∈ R vardır. b = ax olsun. O zaman

a2 − ab = a2 − a2x ∈ N(R), ab = ba ve bab = (ax)a(ax) = a(xa2x) = ax = b dir. O

halde a Hirano terse sahiptir. �

3.2 Hirano Terse Sahip Elemanların Karakterizasyonları

Bu kısımda eşküp ve üstel sıfır elemanlar aracılığıyla halkalarda Hirano tersler karak-

terize edilecektir.

Teorem 3.2.1 R bir halka ve a ∈ R olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir:

(1) a Hirano terse sahiptir.

(2) b = b2a, a2 − ab ∈ N(R) olacak şekilde bir b ∈ comm2(a) vardır.

(3) a− a3 ∈ N(R) dir

(Chen ve Sheibani 2019a).
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İspat: (1) ⇒ (3) a Hirano terse sahip olsun. Bu durumda w := a2 − ab ∈ N(R),

ab = ba, b = bab olacak şekilde bir b ∈ R vardır. O halde, a2 = ab + w ve

(ab)w = ab(a2−ab) = aba2−abab = aa2b−abab = a2ab−abab = (a2−ab)ab = w(ab)

dir. Bu yüzden, a2 − a4 = (ab+ w)− (ab+ w)2 = ab+ w − ab− abw − wab− w2 =

(1− 2ab− w)w ∈ N(R) dir. Dolayısıyla, a(a− a3) ∈ N(R) ve buradan (a− a3)2 =

a(a− a3)(1− a2) ∈ N(R) dir. Sonuç olarak, a− a3 ∈ N(R) dir.

(3)⇒ (2) a− a3 ∈ N(R) olsun. O zaman a2 − a4 = a(a− a3) ∈ N(R) dir. Lemma

2.1.15 gereğince w := a2 − e ∈ N(R) ve ae = ea olacak biçimde e ∈ Z[a2] eşkare

elemanı vardır. c = (1 + w)−1e olsun. O zaman ac = ca ve

a2c = a2(1 + w)−1e

= (1 + w)−1e(a2 + 1− e)

= (1 + w)−1e(1 + w)

= e

dir. Buradan, a2 − a2c = a2 − e = w ∈ N(R) dir. Ayrıca ca2c = ce = c dir. b = ac

olsun. O halde a2 − ab ∈ N(R), ab = ba ve bab = (ac)a(ac) = (ca2c)a = ca = b dir.

b = a(1 + a2 − e)−1e ve e ∈ Z[a2] olduğundan b ∈ comm2(a) dır.

(2)⇒ (1) comm2(a) ⊆ comm(a) olduğundan ispat tamamlanır. �

Sonuc. 3.2.2 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer a Hirano terse sahip ise o zaman

aD Hirano terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019a).

İspat: a Hirano terse sahip ve b = aD olsun. O zaman w := a2 − ab ∈ N(R),

ab = ba ve bab = b dir. Teorem 3.2.1 gereğince, a− a3 ∈ N(R) dir.

b− b3 = b2a− b2(bab)

= b2a− b3(a2 − w)

= b2a− b3a2 + b3w

= b2a− b(b2a)a+ b3w

= b2a− (b2a)ba+ b3w

= b3w ∈ N(R)

dir. Teorem 3.2.1 gereğince, b Hirano terse sahiptir. �

Teorem 3.2.3 R bir halka olmak üzere a ∈ R ve 2 ∈ U(R) olsun. Bu durumda

aşağıdaki ifadeler denktir:
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(1) a Hirano terse sahiptir.

(2) a− p ∈ N(R) olacak şekilde bir p3 = p ∈ comm2(a) vardır.

(3) a+ e− f ∈ N(R) olacak şekilde e, f ∈ comm2(a) eşkare elemanları vardır

(Chen ve Sheibani 2019a).

İspat: (1)⇒ (3) a Hirano terse sahip olsun. Teorem 3.2.1 gereğince, a−a3 ∈ N(R)

dir. b =
a2 + a

2
ve c =

a2 − a
2

olsun. O zaman

b2 − b =
1

4
(a4 + 2a3 − a2 − 2a) =

1

4
(a+ 2)(a3 − a),

c2 − c =
1

4
(a4 − 2a3 − a2 + 2a) =

1

4
(a− 2)(a3 − a)

dır. O zaman b− b2, c−c2 ∈ N(R) dir. Lemma 2.1.15 gereğince, b−f , c−e ∈ N(R)

olacak şekilde e ∈ Z[c] ve f ∈ Z[b] eşkare elemanları mevcuttur. Buradan, a = b− c

ve b, c ∈ Z[a
2
] dir. Dolayısıyla, a − f + e = (b − f) − (c − e) ∈ N(R) dir. O halde

e, f ∈ Z[a
2
] ⊆ comm2(a) dır.

(3) ⇒ (2) p = f − e olsun. O zaman a − p ∈ N(R) ve ef = fe olduğundan

p3 = (f − e)3 = f − e = p dir.

(2) ⇒ (1) Hipotezden w := a − p ∈ N(R) olacak şekilde bir p3 = p ∈ comm2(a)

vardır. Bu yüzden, a− a3 = (p + w)− (p + w)3 = w(1− 3pw − 3p2 − w2) ∈ N(R)

dir. Teorem 3.2.1 gereğince ispat tamamlanır. �

Sonuc. 3.2.4 R bir halka ve 2 ∈ U(R) olsun. O zaman a ∈ R nin Hirano terse

sahip olması için gerek ve yeter şart a = b− c ve bc = cb olacak şekilde b, c ∈ RstD

var olmasıdır (Chen ve Sheibani 2019a).

İspat: a Hirano terse sahip olsun. Teorem 3.2.3 gereğince, w := a+ e− f ∈ N(R)

olacak şekilde e, f ∈ comm2(a) eşkare elemanları vardır. Buradan w ∈ Z[a
2
] olmak

üzere a = f − (e− w) dir. f eşkare eleman olduğundan f nin kuvvetli Drazin tersi

kendisidir.

d = (1− w)−1e olsun. O zaman,

(e− w)d = (e− w)(1− w)−1e

= (1− w)−1(e− ew)
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= (1− w)−1e(e− w)

= d(e− w),

(e− w)− (e− w)d = e− w − (e− w)(1− w)−1e

= e− w − (1− w)−1(e− we)

= e− w − (1− w)−1(1− w)e

= −w ∈ N(R)

ve

d(e− w)d = (1− w)−1e(e− w)(1− w)−1e

= (1− w)−1(e− ew)(1− w)−1e

= (1− w)−1(1− w)e(1− w)−1e

= (1− w)−1e

= d

dir. Buradan, e − w ∈ R kuvvetli Drazin terse sahiptir. b = f ve c = e − w olsun.

O halde a = b− c ve bc = cb dir.

Karşıt olarak a = b − c ve bc = cb olacak şekilde b, c ∈ RstD olsun. O zaman

w := b − bx ∈ N(R), bx = xb ve x = xbx olacak şekilde bir x ∈ R vardır. Bu

yüzden, w(w − 2b+ 1) = (w − 2b+ 1)w olduğundan

b− b2 = bx− b2 + w

= b2x2 − b2 + w

= (w − b)2 − b2 + w

= (w − 2b+ 1)w ∈ N(R)

dir. Benzer şekilde w := c − cy ∈ N(R), cy = yc ve ycy = y olacak biçimde bir

y ∈ R vardır. Buradan, w(w − 2c+ 1) = (w − 2c+ 1)w olduğundan

c− c2 = cy − c2 + w

= c2y2 − c2 + w

= (w − c)2 − c2 + w

= (w − 2c+ 1)w ∈ N(R)

dir. Lemma 2.1.15 gereğince, u = b − e, v = c − f ∈ N(R) olacak şekilde e ∈ Z[b]

ve f ∈ Z[c] vardır. Buradan, a = (e + u) − (f + v) = e − f + (u − v) dir. bc = cb

olduğundan e, f, u, v birbiriyle yer değiştirir. (e− f)3 = e− f olduğundan
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a− a3 = e− f + u− v − ((e− f) + (u− v))3

= e−f+u−v−[(e−f)3+3(e−f)2(u−v)+3(e−f)(u−v)2+(u−v)3]

= u− v − 3(e− f)2(u− v)− 3(e− f)(u− v)2 − (u− v)3

dir. u, v ∈ N(R) ve uv = vu olduğundan u− v ∈ N(R) dir. O halde a− a3 ∈ N(R)

dir. Teorem 3.2.1 gereğince a Hirano terse sahiptir. �

Sonuc. 3.2.5 A bir Banach cebiri ve a ∈ A olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler

denktir:

(1) a Hirano terse sahiptir.

(2) a− p ∈ N(A) olacak şekilde bir p3 = p ∈ comm2(a) mevcuttur.

(3) a+ e− f ∈ N(A) olacak şekilde e, f ∈ comm2(a) eşkare elemanları vardır.

(4) a = b− c ve bc = cb olacak şekilde b, c ∈ AstD vardır

(Chen ve Sheibani 2019a).

Lemma 3.2.6 R bir halka olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir:

(1) R bir kuvvetli 2-üstel-temiz halkadır.

(2) a ∈ R için a = e − f + w olacak şekilde birbiriyle değişmeli e, f ∈ R eşkare

elemanları ve w ∈ N(R) vardır

(Chen ve Sheibani 2017).

İspat: (1) ⇒ (2) a ∈ R olsun. R kuvvetli 2-üstel-temiz bir halka olduğundan

1 − a = e + f + w olacak şekilde e, f ∈ R eşkare elemanları ve w ∈ N(R) vardır.

Burada e, f ve w birbiriyle değişmelidir. O zaman a = (1 − e) − f + (−w) olup

istenilen elde edilir.

(2) ⇒ (1) a ∈ R olsun. Bu durumda 1 − a ∈ R olup hipotez gereğince 1 − a =

e−f +w olacak şekilde birbiriyle değişmeli e, f ∈ R eşkare elemanları ve w ∈ N(R)

mevcuttur. O zaman a = (1−e)+f+(−w) olup a kuvvetli 2-üstel-temiz elemandır.

Dolayısıyla R bir kuvvetli 2-üstel-temiz halkadır. �

Lemma 3.2.7 R bir halka olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir:
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(1) R bir kuvvetli 2-üstel-temiz halkadır.

(2) Her a ∈ R için a− a3 ∈ N(R) dir

(Chen ve Sheibani 2017).

İspat: (1) ⇒ (2) a ∈ R olsun. Lemma 3.2.6 gereğince a = f − g +w olacak şekilde

birbiriyle değişmeli f, g ∈ R eşkare elemanları ve w ∈ N(R) vardır. e = f − g olsun.

fg = gf olduğundan e3 = (f − g)3 = f 3 − 3f 2g + 3fg2 − g3 = f − g = e ve ae = ea

dır. Buradan a− a3 = (e+ w)− (e+ w)3 ∈ N(R) dir.

(2) ⇒ (1) Hipotezden 6 = 23 − 2 ∈ N(R) dir. Ayrıca, (a2 − a)− (a2 − a)3, a3 − a ∈

N(R) ve buradan 3a2 − 3a ∈ N(R) dir. O halde (−2a2)2 − (−2a2) = 4a4 + 2a2 =

(6a4−2a4)+2a2 = 6a4+2a(a−a3) ∈ N(R) dir. Buna ek olarak, (a+2a2)2−(a+2a2) =

a2 + 4a3 + 4a4 − a − 2a2 = (3a2 − 3a) + 4(a3 − a) + 6a + 4a(a3 − a) ∈ N(R) dir.

Lemma 2.1.15 gereğince (−2a2) − f(a),(a + 2a2) − g(a) ∈ N(R), f(a) = f 2(a) ve

g(a) = g2(a) olacak biçimde f(t), g(t) ∈ Z[t] vardır. Bu yüzden,

a− (f(a) + g(a)) = ((a+ 2a2 − g(a))) + ((−2a2)− f(a)) ∈ N(R)

dir. Ayrıca, af(a) = f(a)a ve ag(a) = g(a)a dır. Böylece ispat tamamlanır. �

Önerme 3.2.8 R bir halka olmak üzere R nin kuvvetli 2-üstel-temiz halka olması

için gerek ve yeter şart R nin her elemanının Hirano terse sahip olmasıdır (Chen ve

Sheibani 2019a).

İspat: R kuvvetli 2-üstel-temiz halka ve a ∈ R olsun. Lemma 3.2.7 gereğince

a− a3 ∈ N(R) dir. Buradan, Teorem 3.2.1 gereğince a Hirano terse sahiptir.

Karşıt olarak R nin her elemanı Hirano terse sahip ve a ∈ R olsun. Teorem 3.2.1

gereğince a− a3 ∈ N(R) dir. O halde Lemma 3.2.7 gereğince ispat tamamlanır. �

Sonuc. 3.2.9 A bir Banach cebiri olmak üzere A nın kuvvetli 2-üstel-temiz olması

için gerek ve yeter şart her a ∈ A nın bc = cb ve b, c ∈ AstD olmak üzere a = b − c

şeklinde olmasıdır (Chen ve Sheibani 2019a).

İspat: Sonuç 3.2.5 ve Önerme 3.2.8 gereğince elde edilir. �
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3.3 Çarpımsal Özellikler

Bu kısımda Cline Formülü Hirano tersler için genelleştirilecektir.

Teorem 3.3.1 R bir halka ve a, b, c ∈ R olsun. Eğer aba = aca ise o zaman ac nin

Hirano terse sahip olması için gerek ve yeter şart ba nın Hirano terse sahip olmasıdır

(Chen ve Sheibani 2019a).

İspat: ac Hirano terse sahip olsun. n ∈ N üzerine tümevarım yardımıyla,

(ba− (ba)3)n+1 = b(ac− (ac)3)n(a− ababa)

olduğu ispatlanmalıdır.

n = 1 için,

((ba− (ba)3))2 = (ba− bababa)(ba− bababa)

= b(a− ababa)ba(1− baba)

= b(aba− abababa)(1− baba)

= b(ac− acacac)(a− ababa)

= b(ac− (ac)3)(a− ababa)

dır. n ≤ k (k ≥ 2) için doğru olsun. O zaman,

(ba− (ba)3)k+1 = ((ba− (ba)3)k(ba− (ba)3)

= b(ac− (ac)3)k−1(a− ababa)(ba− bababa)

= b(ac− (ac)3)k − 1(aca− acacaca)(1− baba)

= b(ac− (ac)3)k(a− ababa)

dır. ac Hirano terse sahip olduğundan Teorem 3.2.1 gereğince m ∈ N için

(ac− (ac)3)m = 0

dır. O halde ba− (ba)3 ∈ N(R) dir. Teorem 3.2.1 gereğince ba Hirano terse sahiptir.

Karşıt olarak ba Hirano terse sahip olsun. Benzer şekilde n ∈ N üzerine tümevarım

uygulanarak ispat tamamlanır. �

Sonuc. 3.3.2 R bir halka ve a, b ∈ R olsun. Eğer ab Hirano terse sahip ise o zaman

ba Hirano terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019a).

İspat: aba = aba olduğundan Teorem 3.3.1 gereğince ispat tamamlanır. �
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Teorem 3.3.3 R bir halka ve a, b, c ∈ R olsun. Eğer aba = aca ise o zaman her

k pozitif tamsayısı için (ac)k nın Hirano terse sahip olması için gerek ve yeter şart

(ba)k nın Hirano terse sahip olmasıdır (Chen ve Sheibani 2019a).

İspat: (ac)k Hirano terse sahip ve k = 1 olsun. O zaman Teorem 3.3.1 gereğince ba

Hirano terse sahiptir. k ≥ 2 olsun. (ab)k = (ac(ac)k−2)(ab) dir. (ab)(ac(ac)k−2) =

(ac)k Hirano terse sahip olduğundan Sonuç 3.3.2 gereğince (ab)k Hirano terse sahip-

tir. (ab)k = a(b(ab)k−1) olduğundan Sonuç 3.3.2 gereğince, (b(ab)k−1)a Hirano terse

sahip ve buradan (ba)k Hirano terse sahiptir.

Karşıt olarak (ba)k Hirano terse sahip ve k = 1 olsun. Teorem 3.3.1 gereğince ac

Hirano terse sahiptir. k ≥ 2 olsun. (ba)k = (b(ab)k−1)a olduğundan Sonuç 3.3.2

gereğince a(b(ab)k−1) = (ab)k Hirano terse sahiptir. (ab)k = (ac(ac)k−2)(ab) dir.

Ayrıca (ab)(ac(ac)k−2) = (ac)k ve buradan (ac)k Hirano terse sahiptir. �

Teorem 3.3.4 R bir halka ve a, b ∈ R olsun. Eğer a, b Hirano terse sahip ve ab = ba

ise o zaman ab Hirano terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019a).

İspat: a ve b Hirano terse sahip olsun. O halde Teorem 3.2.1 gereğince, a − a3,

b− b3 ∈ N(R) dir. ab = ba olduğundan,

ab− (ab)3 = (a− a3)(b− b3) + ab3 + a3b− a3b3 − a3b3

= (a− a3)(b− b3) + a3(b− b3) + b3(a− a3) ∈ N(R)

dir. Teorem 3.2.1 gereğince ab Hirano terse sahiptir. �

Sonuc. 3.3.5 R bir halka olsun. Eğer a ∈ R Hirano terse sahip ise o zaman her

n ∈ N için an Hirano terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019a).

İspat: Tümevarım ve Teorem 3.3.4 gereğince ispat tamamlanır. �

Örnek 3.3.6 gereğince Sonuç 3.3.5 in karşıtı doğru değildir.

Örnek 3.3.6 3̄ ∈ Z5 için 3̄ − 3̄3̄ = 4̄ ∈ Z5 üstel sıfır değildir. Dolayısıyla Teorem

3.2.1 gereğince 3̄ Hirano terse sahip değildir, fakat 4̄− 4̄3̄ ∈ Z5 üstel sıfır olduğundan

3̄2̄ = 4̄ ∈ Z5 Hirano terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019a).
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Lemma 3.3.7 R bir halka olsun. Eğer ab Drazin terse sahip ise o zaman ba Drazin

terse sahiptir ve (ba)D = b((ab)D)2a dır (Cline 1965).

Lemma 3.3.8 R bir halka olsun. Eğer ab kuvvetli Drazin terse sahip ise o zaman

ba kuvvetli Drazin terse sahiptir (Wang 2017).

İspat: α = ab ve β = ba olsun. O zaman aβ = αa ve βb = bα dır. α(1−α′
) ∈ N(R),

αα
′
= α

′
α ve (α

′
)2α = α

′
olacak şekilde bir α

′ ∈ R olsun. Açık olarak, α nın Drazin

tersi α
′

dür. x = b(α
′
)2a olsun. Lemma 3.3.7 gereğince β nın Drazin tersi x dir. O

halde βx = xβ, x2β = x dir. Ayrıca;

β − βx = β − (βb)(α
′
)2a

= β − bα(α
′
)2a

= β − (1− α′
)a

dir. Buradan,

[b(1− α′
)a]n+1 = b(1− α′

)(α− αα′
)na = 0

dır. Böylece β − βx ∈ N(R) dir. O halde β bir kuvvetli Drazin terse sahiptir ve

β
′
= b(α

′
)2a dır. �

3.4 Hirano Terslerin Bazı Özellikleri

Bu kısımda Jacobson Lemma’sı Hirano tersler için genelleştirilecektir.

Teorem 3.4.1 R bir halka ve a, b, c ∈ R olsun. Eğer aba = aca ise o zaman 1 + ac

nin Hirano terse sahip olması için gerek ve yeter şart 1 + ba nın Hirano terse sahip

olmasıdır (Chen ve Sheibani 2019a).

İspat: 1 + ac Hirano terse sahip olsun. n ∈ N üzerine tümevarım uygulanarak,

((1 + ba)− (1 + ba)3)n+1 = b((1 + ac)− (1 + ac)3)n(−2a− 3aba− ababa)

olduğu gösterilmelidir.

n = 1 için,

((1 + ba)− (1 + ba)3)2 = (−2ba− 3baba− bababa)ba(−2− 3ba− baba)

= b(−2aba− 3ababa− abababa)(−2− 3ba− baba)

= b(−2ac− 3acac− acacac)(−2a− 3aba− ababa)
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= b((1 + ac)− (1 + ac)3)(−2a− 3aba− ababa)

dır.

k ≥ 2 olsun ve n ≤ k için iddianın doğru olduğu kabul edilsin. O zaman,

((1 + ba)− (1 + ba)3)k+1 = ((1 + ba)− (1 + ba)3)k((1 + ba)− (1 + ba)3)

= b((1 + ac)− (1 + ac)3)k(−2a− 3aba− ababa)

dır. 1+ac Hirano terse sahip olduğundan Teorem 3.2.1 gereğince (1+ac)−(1+ac)3 ∈

N(R) dir. Yukarıdaki eşitlikten, (1 + ba) − (1 + ba)3 ∈ N(R) dir. Teorem 3.2.1

gereğince, 1 + ba Hirano terse sahiptir.

Karşıt olarak 1 + ba Hirano terse sahip olsun. Benzer şekilde n = 1 için,

((1 + ac)− (1 + ac)3)2 = (−2ac− 3acac− acacac)ac(−2− 3ac− acac)

= c(−2aca− 3acaca− acacaca)(−2− 3ac− acac)

= c(−2ab− 3abab− ababab)(−2a− 3aca− acaca)

= c((1 + ba)− (1− ba)3)(−2a− 3aca− acaca)

dır. k ≥ 2 olsun ve n ≤ k için iddianın doğruluğu kabul edilsin. O zaman,

((1 + ac)− (1 + ac)3)k+1 = ((1 + ac)− (1 + ac)3)k((1 + ac)− (1 + ac)3)

= c((1 + ba)− (1 + ba)3)k(−2a− 3aba− ababa)

dır. 1+ba Hirano terse sahip olduğundan Teorem 3.2.1 gereğince (1+ba)−(1+ba)3 ∈

N(R) dir. Yukarıdaki eşitlikten (1 + ac) − (1 + ac)3 ∈ N(R) dir. Teorem 3.2.1

gereğince 1 + ac Hirano terse sahiptir. �

Sonuc. 3.4.2 R bir halka ve a, b ∈ R olsun. O zaman 1 + ab nin Hirano terse

sahip olması için gerek ve yeter şart 1 + ba nın Hirano terse sahip olmasıdır (Chen

ve Sheibani 2019a).

İspat: aba = aba eşitliği ve Teorem 3.4.1 gereğince ispat tamamlanır. �

Önerme 3.4.3 R bir halka ve a, b ∈ R olsun. Eğer a, b Hirano terse sahip ve

ab = ba = 0 ise o zaman a+ b Hirano terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019a).

İspat: a ve b Hirano terse sahip olsun. Açık olarak, abD = ab(bD)2 = 0 ve baD =

ba(aD)2 = 0 dır. Benzer şekilde aDb = (aD)2ab = 0 ve bDa = (bD)2ba = 0 dır.

Buradan a, aD, b, bD birbiriyle yer değiştirir. Böylece,

(a2 − aaD)(b2 − bbD) = (b2 − bbD)(a2 − aaD)
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dir. Ayrıca,

(a+ b)(aD + bD)2 = (a+ b)(aD + bD)(aD + bD)

= (aaD + abD + baD + bbD)(aD + bD)

= (aaD + bbD)(aD + bD)

= a(aD)2 + aaDbD + bbDaD + b(bD)2

= aD + bD

ve

(a+ b)2 − (a+ b)(aD + bD) = (a2 − aaD) + (b2 − bbD) ∈ N(R)

dir. O halde a+ b nin Hirano tersi aD + bD dir. Böylece a+ b Hirano terse sahiptir.

�

Teorem 3.4.4 R bir halka ve a, b ∈ R olsun. Eğer ab kuvvetli Drazin terse sahip

ve a2 = b2 = 0 ise o zaman a+ b Hirano terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019a).

İspat: ab kuvvetli Drazin terse sahip ve a2 = b2 = 0 olsun. O zaman Lemma

3.3.8 gereğince ba kuvvetli Drazin terse sahiptir. x = a(ba)D + b(ab)(ab)D olsun.

(a+ b)x = x(a+ b) ve (a+ b)x2 = x dir. Ayrıca,

(ab− (ab)(ab)D)(ba− (ba)(ba)D) = (ba− (ba)(ba)D)(ab− (ab)(ab)D) = 0

olduğundan,

(a+ b)2 − (a+ b)x = ab+ ba− (ab)(ab)D − (ba)(ba)D

= (ab− (ab)(ab)D) + (ba− (ba)(ba)D) ∈ N(R)

dir. O halde a+ b Hirano terse sahiptir. �

R bir halka ve a, b ∈ R olmak üzere Örnek 3.4.5 gereğince ab Hirano terse sahip iken

a+ b Hirano terse sahip olmak zorunda değildir.

Örnek 3.4.5 a =

 0̄ 1̄

0̄ 0̄

, b =

 0̄ 0̄

2̄ 0̄

 ∈ M2(Z3) olsun. ab =

 2̄ 0̄

0̄ 0̄

 için

(ab)H =

 2̄ 0̄

0̄ 0̄

 olup ab Hirano terse sahiptir. Fakat, a + b =

 0̄ 1̄

2̄ 0̄

 için
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(a+b)− (a+b)3 =

 0̄ 1̄

2̄ 0̄

-

 0̄ 2̄

1̄ 0̄

 =

 0̄ 2̄

1̄ 0̄

 dir.

 0̄ 2̄

1̄ 0̄

4

=

 1̄ 0̄

0̄ 1̄


olup (a+ b)− (a+ b)3 /∈ N(R) dir. Teorem 3.2.1 gereğince a+ b Hirano terse sahip

değildir (Chen ve Sheibani 2019a).

22



4. HALKALARDA ELEMANLARIN GENELLEŞTİRİLMİŞ HIRANO

TERSLERİ

4.1 Genelleştirilmiş Hirano Tersler İle Genelleştirilmiş Drazin Tersler

Arasındaki İlişkiler

Bu kısımda halkalarda bir elemanın genelleştirilmiş Hirano tersi tanımlanacaktır.

Genelleştirilmiş Hirano tersler ile genelleştirilmiş Drazin tersler arasındaki ilişki in-

celenecektir.

Tanım 4.1.1 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer b = bab, b ∈ comm2(a) ve a2−ab ∈

Rqnil olacak şekilde bir b ∈ R varsa a genelleştirilmiş Hirano terse (generalized

Hirano inverse) sahiptir ve b ye a nın genelleştirilmiş Hirano tersi denir. b = agH ile

gösterilir. (Chen ve Sheibani 2019b).

Lemma 4.1.2 R bir halka ve a ∈ Rqnil olsun. Eğer e2 = e ∈ comm(a) ise o zaman

ae ∈ Rqnil dir (Chen ve Sheibani 2019b).

İspat: e2 = e ∈ comm(a) ve x ∈ comm(ae) olsun. O zaman xae = aex ve buradan

(exe)a = ex(ae) = eaex = aeex = aex = xaee = a(exe) olup exe ∈ comm(a)

dır. a ∈ Rqnil ve exe ∈ comm(a) olduğundan 1 − a(exe) ∈ U(R) dir ve buradan

1− (ae)x ∈ U(R) olup ispat tamamlanır. �

Teorem 4.1.3 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer a genelleştirilmiş Hirano terse

sahip ise o zaman a genelleştirilmiş Drazin terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019b).

İspat: a genelleştirilmiş Hirano terse sahip olsun. O zaman a2 − ax ∈ Rqnil,

x ∈ comm2(a) ve xax = x olacak şekilde bir x ∈ R vardır. a ∈ comm(a) olduğundan

ax = xa dır. Buradan, a2 − a2x2 = a2 − a(xax) = a2 − ax ∈ Rqnil dir. Ayrıca

1 − a2x2 = 1 − ax ∈ R eşkare ve 1 − ax ∈ comm(a2 − a2x2) olduğundan Lemma

4.1.2 gereğince,

a2(1− a2x2) = (a2 − a2x2)(1− a2x2) ∈ Rqnil

ve

a(a− a2x) = a(a− a2(ax2)) = a2(1− a2x2) ∈ Rqnil
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dir. Lemma 4.1.2 gereğince, (a−a2x)2=a(a−a2x)(1−ax) ∈ Rqnil dir. y ∈ comm(a−

a2x) olsun. O zaman y2 ∈ comm(a−a2x)2 dir. Bu yüzden, 1− (a−a2x)2y2 ∈ U(R)

dir. O halde (1− (a− a2x)y)(1 + (a− a2x)y) ∈ U(R) dir. Buradan 1− (a− a2x)y ∈

U(R) ve a − a2x ∈ Rqnil dir. ax = xa ve xax = x olduğundan a genelleştirilmiş

Drazin terse sahiptir. �

Lemma 4.1.4 R bir halka ve a ∈ R yarı kutuplu bir eleman olsun. O zaman a

için bir tek spektral eşkare eleman vardır ve bu eleman aπ ile gösterilir (Koliha ve

Patricio 2002).

İspat: a yarı kutuplu bir eleman, a nın spektral eşkare elamanları p ile q ve b =

(1− p)(a+ p)−1 olsun. O zaman

1− (1− p)q = 1− (1− p)(a+ p)(a+ p)−1q

= 1− (1− p)a(a+ p)−1q

= 1− (1− p)(a+ p)−1aq = 1− b(aq)

olup p ∈ comm2(a) olduğundan b ∈ comm(aq) ve aq ∈ Rqnil olduğundan da 1 −

b(aq) ∈ U(R) dir. O zaman

1− (1− p)q = 1− (1− p)2q2 = (1− (1− p)q)(1 + (1− p)q)

dır. 1 − (1 − p)q tersinir olduğundan (1 − p)q = 0 ve buradan q = pq elde edilir.

Benzer şekilde, c = (1− q)(a+ q)−1 olsun.

1− (1− q)p = 1− (1− q)(a+ q)(a+ q)−1p

= 1− (1− q)a(a+ q)−1p

= 1− (1− q)(a+ q)−1ap = 1− c(ap)

dır. q ∈ comm2(a) olduğundan c ∈ comm(ap) ve ap ∈ Rqnil olmasından dolayı

1− c(ap) ∈ U(R) dir. O zaman,

1− (1− q)p = 1− (1− q)2p2 = (1− (1− q)p)(1 + (1− q)p)

ve 1 − (1 − q)p tersinir olduğundan (1 − q)p = 0 ve buradan p = qp dir. O halde

p = qp = pq bulunur. O zaman p = q olup a için bir tek spektral eşkare eleman

vardır. �
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Lemma 4.1.5 R bir halka ve a ∈ R olsun. a nın genelleştirilmiş Drazin terse sahip

olması için gerek ve yeter şart a nın yarı kutuplu olmasıdır. Bu durumda a,

b = (a+ aπ)−1(1− aπ) = (1− aπ)(a+ aπ)−1

şeklinde bir tek genelleştirilmiş Drazin terse sahiptir (Koliha ve Patricio 2002).

İspat: a yarı kutuplu bir eleman, a nın spektral eşkare elemanı p ve

b = (a+ p)−1(1− p)

olsun. O zaman b ∈ comm2(a) ve a ∈ comm(a) olduğundan bab = ab2 dir. Ayrıca,

ab2 = a(1− p)(a+ p)−2

= (a+ p)(1− p)(a+ p)−2

= (1− p)(a+ p)−1

= b

ve

a2b− a = a2(1− p)(a+ p)−1 − a

= a(a+ p)(a+ p)−1(1− p)− a

= a− ap− a

= −ap ∈ Rqnil

dir.

Karşıt olarak a genelleştirilmiş Drazin terse sahip olsun. a nın genelleştirilmiş Drazin

tersi b ve p = 1−ab olsun. O zaman p ∈ comm2(a) ve (1−ab)2 = (1−ab)(1−ab) =

1− ab− ab+ abab = 1− ab− ab+ ab = 1− ab dir ve buradan p2 = p elde edilir. Son

olarak a+ p ∈ U(R) olduğu gösterilmelidir. ap = a− a2b ∈ Rqnil ve

bp = b(1− ab)

= b− bab

= b− b

= 0

olduğundan

(a+ p)(b+ p) = ab+ ap+ bp+ p

= 1− p+ ap+ p

= 1 + ap ∈ U(R)

dir. Böylece a+ p ∈ U(R) elde edilir. Ayrıca (a+ p)b = ab+ pb = 1− p+ pb = 1− p
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olduğundan b = (a + p)−1(1 − p) dir. Lemma 4.1.4 gereğince a nın spektral eşkare

elemanı tek olduğundan, a nın genelleştirilmiş Drazin tersi tektir. �

Sonuc. 4.1.6 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer a nın genelleştirilmiş Hirano tersi

mevcut ise, a nın genelleştirilmiş Hirano tersi, a nın genelleştirilmiş Drazin tersidir

(Chen ve Sheibani 2019b).

İspat: a genelleştirilmiş Hirano terse sahip olsun. Teorem 4.1.3 gereğince a genelleşti-

rilmiş Drazin terse sahiptir ve dolayısıyla ispat tamamlanır. �

Lemma 4.1.7 R bir halka ve a ∈ R olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir:

(1) a genelleştirilmiş Hirano terse sahiptir.

(2) b = ba2b, b ∈ comm2(a), a2 − a2b ∈ Rqnil olacak şekilde bir b ∈ R vardır

(Chen ve Sheibani 2019b).

İspat: (1) ⇒ (2) Hipotezden, bab = b, b ∈ comm2(a), a2− ab ∈ Rqnil olacak şekilde

bir b ∈ R vardır. a ∈ comm(a) olduğundan ab = ba dır. Bu yüzden,

a2 − a2b = a2 − a(bab) = a2 − ab ∈ Rqnil, b2a2b2 = (bab)2 = b2

dir. xa = ax olsun. O zaman x ∈ comm(a) olup bx = xb dir. Bu yüzden b2x = xb2

ve buradan b2 ∈ comm2(a) dır.

(2) ⇒ (1) Hipotezden, ba2b = b, b ∈ comm2(a), a2 − a2b ∈ Rqnil olacak şekilde bir

b ∈ R vardır. Buradan, a2−a(ab) = a2−a2b ∈ Rqnil ve (ab)a(ab) = a(ba2b) = ab dir.

xa = ax olsun. O halde xb = bx ve buradan (ab)x = a(bx) = a(xb) = (ax)b = x(ab)

dir. Bu yüzden, ab ∈ comm2(a) dır. Dolayısıyla a genelleştirilmiş Hirano terse

sahiptir. �

Teorem 4.1.8 R bir halka ve a ∈ R olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir:

(1) a genelleştirilmiş Hirano terse sahiptir.

(2) a2 − p ∈ Rqnil olacak şekilde bir p2 = p ∈ comm2(a) vardır

(Chen ve Sheibani 2019b).
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İspat: (1)⇒ (2) a genelleştirilmiş Hirano terse sahip olsun. Lemma 4.1.7 gereğince,

b = ba2b, b ∈ comm2(a), a − a2b ∈ Rqnil olacak şekilde bir b ∈ R vardır. p = a2b

olsun. O zaman,

p2 = (a2b)(a2b) = (aba)(aba) = (ab)a2(ba) = a(ba2b)a = aba = a2b = p

olup p2 = p dir. ax = xa olsun. O halde, bx = xb ve buradan xp = x(a2b) = (a2b)x

olup p ∈ comm2(a) dır. Ayrıca, a2 − p ∈ Rqnil dir.

(2)⇒ (1) a2 − p ∈ Rqnil olacak şekilde bir p2 = p ∈ comm2(a) olsun. a2 − p ∈ Rqnil

olduğundan a2 + 1− p ∈ U(R) dir. e = 1− p, b = (a2 + 1− p)−1(1− e) ve ax = xa

olsun. O zaman px = xp ve xa2 = a2x olup buradan x(a2 + 1− p) = (a2 + 1− p)x

dir. Dolayısıyla x(ab) = (ab)x elde edilir ve buradan ab ∈ comm2(a) dır. Ayrıca,

a2 − a(ab) = a2 − a2(a2 + 1− p)−1(1− e)

= a2 − (a2 + e)(a2 + 1− p)−1(1− e)

= a2 − p ∈ Rqnil

dir. O halde a2 + e ∈ U(R) ve buradan,

(ab)a(ab) = a3(a2 + 1− p)−2(1− e)

= a(a2 + e)(a2 + 1− p)−2(1− e)

= a(a2 + e)−1(1− e)

= ab

dir. O halde a genelleştirilmiş Hirano terse sahiptir ve a nın genelleştirilmiş Hirano

tersi ab dir. �

Sonuc. 4.1.9 R bir halka ve a ∈ R olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir:

(1) a genelleştirilmiş Hirano terse sahiptir.

(2) ab = (ab)2, b ∈ comm2(a), a2 − ab ∈ Rqnil olacak şekilde bir b ∈ R vardır

(Chen ve Sheibani 2019b).

İspat: (1)⇒ (2) a genelleştirilmiş Hirano terse sahip olsun. O halde a2−ab ∈ Rqnil,

b ∈ comm2(a) ve bab = b olacak şekilde bir b ∈ R vardır. bab = b olduğundan

(ab)2 = abab = ab dir.
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(2)⇒ (1) ab = (ab)2, b ∈ comm2(a), a2−ab ∈ Rqnil olacak şekilde bir b ∈ R ve p = ab

olsun. Eğer xa = ax ise o zaman bx = xb ve buradan px = (ab)x = axb = x(ab) = xp

dir. O halde p ∈ comm2(a) dır. a2 − p ∈ Rqnil olduğundan Teorem 4.1.8 gereğince

ispat tamamlanır. �

Sonuc. 4.1.10 A bir Banach cebiri ve a ∈ A olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler

denktir:

(1) a genelleştirilmiş Hirano terse sahiptir.

(2) pa = ap, a2 − p ∈ Aqnil olacak şekilde bir tek p ∈ A eşkare elemanı vardır

(Chen ve Sheibani 2019b).

İspat: (1)⇒ (2) a genelleştirilmiş Hirano terse sahip olsun. Teorem 4.1.8 gereğince

p ∈ comm2(a), a2 − p ∈ Aqnil olacak şekilde bir p ∈ A eşkare elemanı vardır.

qa = aq, a2 − q ∈ A olacak şekilde bir q eşkare elemanı mevcut olsun. e = 1 − p

ve f = 1 − q olsun. O zaman a2 + e = 1 + (a2 − p) ∈ U(A) dır. Benzer şekilde

a2 + f = 1 + (a2 − q) ∈ U(A), ef = fe ve a2 − p, a2 − q ∈ Aqnil olduğundan

a2e = a2(1− p) = a2− a2p = (a2− p)(1− p) ∈ Aqnil ve a2f = a2(1− q) = a2− a2q =

(a2 − q)(1− q) ∈ Aqnil dir. Ayrıca c = (1− e)(a2 + e)−1 olmak üzere

1− (1− e)f = 1− (1− e)(a2 + e)−1(a2 + e)f

= 1− (1− e)(a2 + e)−1a2f

= 1− ca2f

dir. p ∈ comm2(a) olduğundan c ∈ comm(a2f) dir. a2f ∈ Aqnil olduğundan 1 −

ca2f ∈ U(A) dır. Bu yüzden, 1−(1−e)f = 1−(1−e)2f 2 = (1−(1−e)f)(1+(1−e)f)

ve buradan 1 + (1 − e)f = 1 dir. Buradan f = ef dir. Benzer olarak e = fe dir.

Dolayısıyla e = ef = fe = f ve böylece p = 1− e = 1− f = q dur.

(2) ⇒ (1) pa = ap, a2 − p ∈ Aqnil olacak şekilde bir tek p ∈ A eşkare elemanı

mevcut olsun. a2 − p ∈ Aqnil olduğundan a2 + 1 − p ∈ U(A) dır. e = 1 − p ve

b = (a2+1−p)−1(1−e) olsun. Teorem 4.1.8 gereğince b = bab, ba = ab, a2−ab ∈ Aqnil

olacak şekilde bir b ∈ A vardır. Teorem 4.1.3 gereğince a− a2b ∈ Aqnil dir. O halde

b = agD olup b ∈ comm2(a) dır. �
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4.2 Projektif-Serbest Halkalar Üzerindeki Matrisler

Bu kısımda projektif-serbest halkalar üzerinde 2×2 tipindeki bir matrisin ne zaman

genelleştirilmiş Hirano terse sahip olduğu belirlenecektir.

Lemma 4.2.1 R değişmeli bir halka olsun. Bu durumda

M2(R)qnil = {A ∈M2(R) | A2 ∈M2(J(R))}

dir (Wang ve Chen 2012).

Teorem 4.2.2 R projektif-serbest bir halka veA ∈M2(R) olsun. EğerA genelleştiril-

miş Hirano terse sahip ise o zaman

(1) A2 ∈M2(J(R)) veya

(2) (I2 − A2)2 ∈M2(J(R)) veya

(3) χ(A2), biri J(R) de diğeri 1 + J(R) de olan köklere sahiptir

(Chen ve Sheibani 2019b).

İspat: Teorem 4.1.8 gereğince, A2 = E + W olacak şekilde E2 = E ∈ comm2(A)

ve W ∈ M2(R)qnil vardır. Lemma 2.1.17 göz önünde tutulursa UEU−1 = 0, I2

veya

 1 0

0 0

 olacak biçimde bir U ∈ GL2(R) vardır. O zaman A2 ∈ M2(R)qnil,

I2 − A2 ∈M2(R)qnil veya A2 =

 1 0

0 0

 dır.

1.Durum: A2 ∈ M2(R)qnil olsun. O zaman A ∈ M2(R)qnil dir. Dolayısıyla

A2 ∈M2(J(R)) dir.

2.Durum: I2 − A2 ∈M2(R)qnil olsun. O zaman (I2 − A2)2 ∈M2(J(R)) dir.

3.Durum: UEU−1=

 1 0

0 0

 olacak biçimde bir U ∈ GL2(R) olsun. Bu-

radan, UA2U−1=UEU−1 + UWU−1 dir. (UWU−1)2 = UW 2U−1 ve λ2, µ2 ∈ J(R)

olmak üzere UW 2U−1 =

 λ2 0

0 µ2

 ∈ M2(J(R)) dir. J(R) yarı asal olduğundan

λ, µ ∈ J(R) dir. O halde UWU−1 =

 λ 0

0 µ

 olacak şekilde λ, µ ∈ J(R) vardır.
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Buradan, UA2U−1 =

 1 + λ 0

0 µ

 dir. Dolayısıyla χ(A2), J(R) de µ köküne ve

1 + J(R) de 1 + λ köküne sahiptir. �

Sonuc. 4.2.3 A ∈M2(Z) olsun. O zaman A nın genelleştirilmiş Hirano terse sahip

olması için gerek ve yeter şart

(1) A2 = 0 veya

(2) (I2 − A2)2 = 0 veya

(3) A2 = A4

olmasıdır (Chen ve Sheibani 2019b).

İspat: A genelleştirilmiş Hirano terse sahip olsun. J(Z) = 0 olduğundan Teorem

4.2.2 gereğince,

1.Durum: A2 = 0 dır.

2.Durum: (I2 − A2)2 = 0 dır.

3.Durum: χ(A2), 0 ve 1 köklerine sahiptir. Cayley Hamilton Teoremi gereğince,

A2(A2 − I2) = 0 ve buradan, A4 = A2 dir.

Karşıt olarak,

1.Durum: A2 = 0 olsun. Bu durumda A2AA2 = A2, A2 ∈ comm2(A) ve

A2 − AA2 = 0 ∈M2(Z)qnil olup A nın genelleştirilmiş Hirano tersi A2 dir.

2.Durum: (I2 − A2)2 = 0 olsun. O halde I2 − A2 ∈ N(M2(Z)) dir. Ayrıca

N(M2(Z)) ⊂M2(Z)qnil olduğundan I2−A2 ∈M2(Z)qnil dir. Teorem 4.1.8 gereğince

A genelleştirilmiş Hirano terse sahiptir.

3.Durum: A2 = A4 olsun. Bu durumda A2−A4 = 0 olup buradan A2−AA3 =

0 ∈ M2(Z)qnil dir. Ayrıca A3AA3 = A4A3 = A2A3 = AA4 = AA2 = A3 ve

A3 ∈ comm2(A) olduğundan A nın genelleştirilmiş Hirano tersi A3 tür. �

Örnek 4.2.4 Z(2) = {m
n
| m,n ∈ Z, (m,n) = 1, 2 - n} ve A =

 1 2

3 4

 olsun. O

zaman A ∈ M2(Z(2)) genelleştirilmiş Hirano terse sahip değildir (Chen ve Sheibani

2019b).
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İspat: J(Z(2)) = 2Z(2) olup Z(2) değişmeli yerel halkadır. A2 =

 7 10

15 22


olduğundan A2, (I2 − A2)2 /∈ M2(J(Z(2)) dir. Ayrıca iz(A2) = 29 ve det(A2) = 4

tür. p(x) = x2 − 29x + 4 ∈ Z(2)[x] olsun. p∗ = x2 − 29x + 4 ∈ Q[x] indirgenmezdir

ve buradan x2 − 29x + 4 = 0 denkleminin Z(2) de çözümü yoktur. Bu yüzden,

x2 − iz(A2)x + det(A2) = 0 ın Z(2) de çözümü yoktur. Teorem 4.2.2 gereğince

A ∈M2(Z(2)) genelleştirilmiş Hirano terse sahip değildir. �

Lemma 4.2.5 R projektif-serbest bir halka olsun. O zaman A ∈ M2(R) nin

genelleştirilmiş Hirano terse sahip olması için gerek ve yeter şart

(1) det(A), iz(A2) ∈ J(R) veya

(2) det(A2) ∈ 1 + J(R), iz(A2) ∈ 2 + J(R) veya

(3) det(A) ∈ J(R), iz(A2) ∈ J(R) ve x2 − iz(A2)x + det(A2) = 0 denkleminin R

içinde bir çözüme sahip olmasıdır

(Chen ve Sheibani 2019b).

Sonuc. 4.2.6 R projektif-serbest bir halka ve A ∈ M2(R) olsun. α, β ∈ J(R) ∪

(1 + J(R)) olmak üzere, eğer χ(A2) = (t− α)(t− β) ise o zaman A genelleştirilmiş

Hirano terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019b).

İspat: α, β ∈ J(R) ∪ (1 + J(R)) olmak üzere χ(A2) = (t − α)(t − β) olsun. Bu

durumda det(A2) = αβ ve iz(A2) = α + β dır.

1.Durum: α, β ∈ J(R) olsun. O zaman det(A), iz(A2) ∈ J(R) dir.

2.Durum: α, β ∈ 1 + J(R) olsun. O zaman det2(A) ∈ 1 + J(R), iz(A2) ∈

2 + J(R) dir.

3.Durum: α ∈ J(R), β ∈ 1 + J(R) olsun. O zaman det(A) ∈ J(R), iz(A2) ∈

1 + J(R) dir.

4.Durum α ∈ 1 + J(R), β ∈ J(R) olsun. O zaman det(A) ∈ J(R), iz(A2) ∈

1 + J(R) dir.

Bu yüzden Lemma 4.2.5 gereğince, A genelleştirilmiş Hirano terse sahiptir. �
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Örnek 4.2.7 Z(2) = {m
n
| m,n ∈ Z, (m,n) = 1, 2 - n} ve A =

 5 6

3 2

 ∈
M2(Z(2)) olsun. O zaman A ∈M2(Z(2)) genelleştirilmiş Hirano terse sahiptir (Chen

ve Sheibani 2019b).

İspat: J(Z(2)) = 2Z(2) olup Z(2) değişmeli bir yerel halkadır. A2 =

 43 42

21 22


dir. O zaman det(A2) = 64 ∈ J(Z(2)), iz(A2) = 65 ∈ 1 + J(Z(2)) dir. Dolayısıyla,

det(A) ∈ J(Z(2)) ve x2 − iz(A2)x+ det2(A) = 0 denkleminin köklerinden biri 1 dir.

Lemma 4.2.5 gereğince ispat tamamlanır. �

4.3 Cline Formülü

Bu kısımda Cline Formülü genelleştirilmiş Drazin terslerden genelleştirilmiş Hirano

terslere genelleştirilecektir.

Lemma 4.3.1 R bir halka olmak üzere a, b, c ∈ R ve aba = aca olsun. O zaman,

ac nin yarı üstel sıfır olması için gerek ve yeter şart ba nın yarı üstel sıfır olmasıdır

(Lian ve Zeng 2016).

Teorem 4.3.2 R bir halka ve a, b, c ∈ R olsun. Eğer aba = aca ise o zaman

ac nin genelleştirilmiş Hirano terse sahip olması için gerek ve yeter şart ba nın

genelleştirilmiş Hirano terse sahip olmasıdır. Bu durumda, (ba)gH = b((ac)gH)2a ve

(ac)gH = a((ba)gH)2c dir (Chen ve Sheibani 2019b).

İspat: ac genelleştirilmiş Hirano terse sahip ve (ac)gH = d olsun. e = bd2a ve

f ∈ comm(ba) olsun. O zaman

fe = fb(dacd)2a = fb(dacddacd)a = fbacacd4a = babafcd4a = b(acafc)d4a

dır. Ayrıca,

ac(acafc) = ababafc

= afbabac

= afbacac

= abafcac
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= (acafc)ac

dir. d ∈ comm2(ac) olduğundan, (acafc)d = d(acafc) dir. Buradan,

fe = b(acafc)d4a

= bd4(acafc)a

= bd4abafca

= bd4afbaca

= bd4afbaba

= bd4ababaf

= bd4acacaf

= bd2af

= ef

dir. Bu durumda, e ∈ comm2(ba) dır. O zaman

e(ba)e = bd2a(ba)bd2a

= bd2ababacd3a

= bd2(ac)3d3a

= bd2(acacac)d3a

= bd2(acdacdacd)a

= bd2(acdacd)a

= bd2(acd)a

= bddacda

= bd2a

= e

dir. p = ac− acd2 olsun. O zaman,

pac = (ac− acd2)ac

= acac− acd2ac

= acac− acdacd

= acac− acd

= (ac)2 − acd ∈ Rqnil

dir. Ayrıca,

(ba)2 − bae = baba− babd2a
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= baba− babdacdda

= baba− babacd2da

= baca− bacacd2da

= b(ac− acd2)a

= bpa

dır ve

abpa = ab(ac− acd2)a = ac(ac− acd2)a = acpa

olduğundan,

(pa)b(pa) = (pa)c(pa)

dır. Lemma 4.3.1 gereğince bpa ∈ Rqnil dir. Buradan ba nın genelleştirilmiş Hirano

tersi e dir ve genelleştirilmiş Hirano ters tek olduğundan e = bd2a = (ba)gH dır, yani

(ba)gH = b((ac)gH)2a elde edilir.

Karşıt olarak ba genelleştirilmiş Hirano terse sahip olsun. Benzer şekilde ispat

tamamlanır. �

Sonuc. 4.3.3 R bir halka ve a, b ∈ R olsun. Eğer ab genelleştirilmiş Hirano terse

sahip ise o zaman ba da genelleştirilmiş Hirano terse sahiptir ve (ba)gH = b((ab)gH)2a

dır (Chen ve Sheibani 2019b).

İspat: aba = aba olduğundan Teorem 4.3.2 gereğince ispat tamamlanır. �

Sonuc. 4.3.4 R bir halka ve a, b ∈ R olsun. k pozitif bir tamsayı olmak üzere eğer

(ab)k genelleştirilmiş Hirano terse sahip ise o zaman (ba)k genelleştirilmiş Hirano

terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019b).

İspat: k = 1 olsun. O halde Sonuç 4.3.3 gereğince ab nin genelleştirilmiş Hirano

terse sahip olması için gerek ve yeter şart ba nın genelleştirilmiş Hirano terse sahip

olmasıdır. k ≥ 2 olsun. (ab)k = a(b(ab))k−1 olduğundan Sonuç 4.3.3 gereğince

(b(ab)k−1)a genelleştirilmiş Hirano terse sahiptir. Dolayısıyla (ba)k genelleştirilmiş

Hirano terse sahiptir. �

Lemma 4.3.5 (A, r) bir Banach cebiri olmak üzere a2b = aba ve b2a = bab olacak

şekilde a, b ∈ A olsun. Bu durumda
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(1) r(a+ b) ≤ r(a) + r(b)

(2) r(ab) ≤ r(a)r(b)

dir (Zou vd. 2017).

İspat: (1) Keyfi α > r(a) ve β > r(b) alınsın. a1 = 1
α
a ve b1 = 1

β
b olsun. O zaman

r(a1) < 1 ve r(b1) < 1 dir. Lemma 2.2.6 gereğince,

‖ (a+ b)n+1 ‖ = ‖
n∑
i=0

Ci
n(an+1−ibi + bn+1−iai) ‖

= ‖ a
n∑
i=0

Ci
na

n−ibi + b
n∑
i=0

Ci
nb
n−iai ‖

≤ ‖ a ‖
n∑
i=0

Ci
n ‖ an−i ‖‖ bi ‖ + ‖ b ‖ +

n∑
i=0

Ci
n ‖ bn−i ‖‖ ai ‖

= (‖ a ‖ + ‖ b ‖)
n∑
i=0

Ci
n ‖ ai ‖‖ bn−i ‖

= (‖ a ‖ + ‖ b ‖)
n∑
i=0

Ci
nα

iβn−i ‖ ai1 ‖‖ bn−i1 ‖

dir. Her n için n = n1 + n2 olacak şekilde n1, n2 ∈ N ve

‖ an1
1 ‖‖ bn2

1 ‖= max ‖ ai1 ‖‖ bn−i1 ‖

olsun. O zaman

‖ (a+ b)n+1 ‖ ≤ (‖ a ‖) + (‖ b ‖)(α + β)n ‖ an1
1 ‖‖ bn2

1 ‖

dir. Buradan

r(a+ b) = lim
n→∞

(‖ (a+ b)n+1 ‖1/n+1)n+1/n = lim
n→∞

‖ (a+ b)n+1 ‖1/n

≤ (α + β lim
n→∞

(‖ a ‖ + ‖ b ‖)1/n) lim inf
n→∞

‖ an1
1 ‖1/n‖ bn2

1 ‖1/n
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= (α + β) lim inf
n→∞

‖ an1
1 ‖1/n‖ bn2

1 ‖1/n

dır. Lemma 2.2.5 gereğince r(a + b) ≤ α + β elde edilir. Dolayısıyla r(a + b) ≤

r(a) + r(b) dir.

(2) a2b = aba olsun. O zaman her n ∈ N için (ab)n = anbn dir. Bu yüzden,

‖ (ab)n ‖1/n=‖ anbn ‖1/n≤‖ an ‖1/n‖ bn ‖1/n

dir. n→∞ olsun. O halde r(ab) ≤ r(a)r(b) dir. �

Lemma 4.3.6 A bir Banach cebiri olmak üzere a, b ∈ A ve ab = ba olsun. Bu

durumda

(1) Eğer a, b ∈ Aqnil ise o zaman a+ b ∈ Aqnil dir.

(2) Eğer a ∈ Aqnil veya b ∈ Aqnil ise o zaman ab ∈ Aqnil dir

(Zhu vd. 2017).

İspat: Lemma 4.3.5 gereğince (1) ve (2) elde edilir. �

Teorem 4.3.7 A bir Banach cebiri ve a, b ∈ A olsun. Eğer a, b genelleştirilmiş

Hirano terse sahip ve ab = ba ise o zaman ab genelleştirilmiş Hirano terse sahiptir

ve

(ab)gH = agHbgH

dir (Chen ve Sheibani 2019b).

İspat: a, b ∈ A genelleştirilmiş Hirano terse sahip ve ab = ba olsun. (ab)gH =

agHbgH olduğunu ispatlamak için agHbgH ∈ comm(ab) ve (ab)2 − abagHbgH ∈ Aqnil

ve agHbgHabagHbgH = agHbgH olduğu gösterilmelidir.

agHaagH = agH , bgHbbgH = bgH

olduğundan ve ayrıca aagH = agHa, ab = ba, abgH = bgHa, bagH = agHb ve bbgH =

bgHb olduğundan

agHbgHabagHbgH = agHbgH

dır. Açık olarak, agHbgHab = abagHbgH dır. Ayrıca,

(ab)2− abagHbgH = a2(b2− bbgH) + b2(a2− aagH)− (a2− aagH)(b2− bbgH)

dır. Buradan Lemma 4.3.6 gereğince (ab)2 − abagHbgH ∈ Aqnil dir. �

36



Sonuc. 4.3.8 A bir Banach cebiri olsun. Eğer a ∈ A genelleştirilmiş Hirano terse

sahip ise o zaman an genelleştirilmiş Hirano terse sahiptir ve her n ∈ N için (an)gH =

(agH)n dir (Chen ve Sheibani 2019b).

İspat: n üzerine tümevarım uygulanarak Teorem 4.3.7 gereğince ispat tamamlanır.

�

Örnek 4.3.9 gereğince Sonuç 4.3.8 un karşıtı doğru değildir.

Örnek 4.3.9 3̄ ∈ Z5 genelleştirilmiş Hirano terse sahip değildir. Eğer 3̄ ün genelleşti-

rilmiş Hirano tersi b ise o zaman 3̄b2 = b olup b = 0̄ veya b = 2̄ dir. Her iki durumda

da 3̄2−3̄b yarı üstel sıfır değildir. Bu bir çelişkidir. Fakat, 3̄2 = 4̄ ∈ Z5 genelleştirilmiş

Hirano terse sahiptir. Çünkü; 4̄b2 = b için b = 0̄ veya b = 1̄ dir. Buradan b = 1̄ için

4̄ · 1̄ = 1̄ · 4̄ ve 4̄2 − 4̄ · 1̄ = 2̄ ∈ Zqnil5 dir (Chen ve Sheibani 2019b).

4.4 Genelleştirilmiş Hirano Terslerin Bazı Özellikleri

Bu kısımda Banach cebirinde genelleştirilmiş Hirano terslerin ek özellikleri ince-

lenecektir.

Tanım 4.4.1 A bir Banach cebiri, p2 = p ∈ A ve x ∈ A olmak üzere

x = pxp+ px(1− p) + (1− p)xp+ (1− p)x(1− p)

eşitliği

x =

 pxp px(1− p)

(1− p)xp (1− p)x(1− p)


p

matrisi ile gösterilir (Chen ve Sheibani 2019b).

Lemma 4.4.2 A bir Banach cebiri olsun. p2 = p ∈ A ve x, y ∈ A olmak üzere

x =

 a c

0 b


p

, y =

 b 0

c a


1−p

şeklinde gösterilsin.

(1) Eğer a ∈ (pAp)gD ve b ∈ ((1− p)A(1− p))gD ise o zaman x, y ∈ AgD ve

u =
∞∑
n=0

(agD)n+2cbnbπ +
∞∑
n=0

aπanc(bgD)n+2 − agDcbgD (∗)
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olmak üzere

xgD =

 agD u

0 bgD


p

, ygD =

 bgD 0

u agD


1−p

(**)

şeklindedir.

(2) Eğer x ∈ AgD (sırasıyla y ∈ AgD) ve a ∈ (pAp)gD ise o zaman b ∈ ((1−p)A(1−

p))gD ve xgD (sırasıyla ygD) (*) ve (**) da verildiği şekildedir (Zou vd. 2017).

Lemma 4.4.3 A bir Banach cebiri ve p2 = p ∈ A olmak üzere

x =

 a c

0 b


p

olsun.

Eğer a ∈ pAp ve b ∈ (1− p)A(1− p) genelleştirilmiş Hirano terse sahip ise o zaman

x genelleştirilmiş Hirano terse sahiptir (Chen ve Sheibani 2019b).

İspat: a ∈ pAp ve b ∈ (1 − p)A(1 − p) genelleştirilmiş Hirano terse sahip olsun.

Bu durumda Teorem 4.1.3 gereğince a ve b genelleştirilmiş Drazin terse sahiptir ve

buradan a2 − aagD, b2 − bbgD ∈ Aqnil dir. O halde Lemma 4.4.2 gereğince

e =

 agD u

0 bgD


p

∈ comm2(x), e = e2x ve x − x2e ∈ Aqnil olacak şekilde bir

u ∈ pA(1− p) bulunur. Buradan,

x2 − xe =

 a2 − aagD ac+ bc− au− cbgD

0 b2 − bbgD


p

ve

v = ac+ bc− au− cbgD olmak üzere x2 − xe =

 a2 − aagD v

0 b2 − bbgD


p

dir.

ac = (pxp)(px(1 − p)) = (pxp)(px − pxp) = 0 ve u ∈ pA(1 − p) olduğundan,

v(a2−aagD) = aca2−acaagD+cba2−cbaagD−aua2+auaagD−cbgDa2+cbgDaagD = 0

ve v2 = (ac+ bc−au− cbgD)(ac+ bc−au− cbgD) = 0 dır. N(A) ⊂ Aqnil olduğundan

v ∈ Aqnil dir. Lemma 4.3.6 gereğince a2 − aagD + v ∈ Aqnil dir. Ayrıca

(b2 − bbgD)((a2 − aagD) + v) = 0

dır. Lemma 4.3.6 gereğince a2 − aagD + v + (b2 − bbgD) ∈ Aqnil dir. O halde

x2 − xe ∈ Aqnil dir. Sonuç olarak, x genelleştirilmiş Hirano terse sahiptir. �
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Lemma 4.4.4 A birimli bir kompleks Banach cebiri ve bπ = 1− bbgD olmak üzere

bπab = bπba ve a = abπ olacak şekilde a ∈ Aqnil, b ∈ AgD olsun. O zaman a+b ∈ AgD

ve

(a+ b)gD = bgD +
∞∑
n=0

(bgD)n+2a(a+ b)n

dir (Cvetkovic-Ilic vd. 2006).

Lemma 4.4.5 A bir Banach cebiri olmak üzere a ∈ Aqnil ve b ∈ A genelleştirilmiş

Hirano terse sahip olsun. bπ = 1− bbgH olmak üzere eğer,

a = abπ, bπba = bπab

ise o zaman a+ b genelleştirilmiş Hirano terse sahiptir ve

(a+ b)gH = bgH +
∞∑
n=0

(bgH)n+2a(a+ b)n

dir (Chen ve Sheibani 2019b).

İspat: a ∈ Aqnil ve b ∈ A genelleştirilmiş Hirano terse sahip olsun.

1.Durum: b ∈ Aqnil olsun. O zaman bπ = 1 − bbgH olmak üzere (bπ)2 = bπ

dir. Ayrıca b ∈ Aqnil olduğundan bπ = 1 − bbgH ∈ U(A) dır. O halde bπ = 1

ve bπba = bπab olduğundan ab = ba dır. Lemma 4.3.6 gereğince a + b ∈ Aqnil

ve (a + b)2 ∈ Aqnil dir. Teorem 4.1.8 gereğince a + b genelleştirilmiş Hirano terse

sahiptir.

2.Durum: b /∈ Aqnil olsun. Teorem 4.1.3 gereğince b genelleştirilmiş Drazin terse

sahiptir ve buradan, p = 1− bπ, b1 ∈ U(pAp),

b2 = (1− (1− bπ))b(1− (1− bπ))

= bπbbπ

= (1− bbgH)b(1− bbgH)

= b(1− bbgH)

= b− bbgHb

= b− b2bgH ∈ Aqnil

olmak üzere
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b =

 b1 0

0 b2


p

, a =

 a11 a1

a21 a2


p

dir. a = abπ olduğundan a = a(1 − bbgH) = a − abbgH ve buradan abbgH = 0 dır.

O halde, a11 = pap = (1 − bπ)a(1 − bπ) = bbgHabbgH = 0 ve a21 = pa(1 − p) =

(1− bπ)a(1− (1− bπ)) = bbgHabbgH = 0 olup

a+ b =

 b1 a1

0 a2 + b2


p

elde edilir. bπba = bπab ve

b2 = (1− p)b(1− p)

= (1− (1− bπ))b(1− (1− bπ))

= bπbbπ

= (1− bbgH)b(1− bbgH)

= b(1− bbgH)

= b− bbgHb

= b− pb

= b(1− p)

= b(1− bbgH)

= bbπ

olduğundan

a2b2 = (1− p)a(1− p)bbπ

= bπabπbbπ

= bπabπb

= bπab

= bπba

= bbπa

= bbπabπ

= bbπbπabπ

= bbπ(1− p)a(1− p)

= b2a2

dir. abπ = a ∈ Aqnil olduğundan Lemma 4.3.1 gereğince a2 = bπabπ = bπa ∈

Aqnil dir. Lemma 4.3.6 gereğince a2 + b2 ∈ Aqnil ve buradan (a2 + b2)2 ∈ Aqnil
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dir. Teorem 4.1.8 gereğince, a2 + b2 genelleştirilmiş Hirano terse sahiptir. b ∈ A

genelleştirilmiş Hirano terse sahip olduğundan b1 = pbp genelleştirilmiş Hirano terse

sahiptir. Lemma 4.4.3 gereğince a + b genelleştirilmiş Hirano terse sahiptir. Sonuç

4.1.6 ve Lemma 4.4.4 gereğince ispat tamamlanır. �

Lemma 4.4.6 A birimli bir kompleks Banach cebiri, aπ = 1−aagD ve bπ = 1−bbgD

olmak üzere a = abπ, bπbaπ ve bπaπba = bπaπab olacak şekilde a, b ∈ AgD olsun. O

zaman a+ b ∈ Aqnil ve

(a+ b)gD =

(
bgD +

∞∑
n=0

(bgD)n+2a(a+ b)n

)
aπ

−
∞∑
n=0

∞∑
k=0

(bgD)n+2(a+ b)n(agD)k+2b(a+ b)k+1

+
∞∑
n=0

(bgD)n+2a(a+ b)nagDb−
∞∑
n=0

bgDa(agD)n+2b(a+ b)n

dir (Cvetkovic-Ilic vd. 2006).

Teorem 4.4.7 A bir Banach cebiri olsun. Eğer a, b ∈ A genelleştirilmiş Hirano

terse sahip ve aπ = 1− aagH ve bπ = 1− bbgH olmak üzere a = abπ, bπbaπ = bπb ve

bπaπba = bπaπab ise o zaman a+ b genelleştirilmiş Hirano terse sahiptir ve

(a+ b)gH =

(
bgH +

∞∑
n=0

(bgH)n+2a(a+ b)n

)
aπ

−
∞∑
n=0

∞∑
k=0

(bgH)n+2a(a+ b)n(agH)k+2b(a+ b)k+1

+
∞∑
n=0

(bgH)n+2a(a+ b)nagHb−
∞∑
n=0

bgHa(agH)n+2b(a+ b)n

dir (Chen ve Sheibani 2019b).

İspat: a, b ∈ A genelleştirilmiş Hirano terse sahip olsun.

1.Durum: b ∈ Aqnil olsun. O zaman bπ = 1− bbgH eşkare eleman ve 1− bbgH ∈

U(A) dır. Buradan bπ = 1 dir. O halde Lemma 4.4.5 uygulanarak ispat tamamlanır.
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2.Durum b /∈ Aqnil olsun. b1 ∈ U(pAp), b2 ∈ Aqnil olmak üzere

b =

 b1 0

0 b2


p

, a =

 a11 a1

a21 a2


p

şeklindedir. a = abπ olduğundan a11 = a21 = 0 ve buradan

a+ b =

 b1 a1

0 a2 + b2


p

dir.

a2 = bπabπ = bπa, b2 = bπbbπ = bπb

ve

aπ2 = bπ − (bπa)(bπa)gH = bπ − (bπa)(bπagH) = bπaπ

elde edilir. Ek olarak,

(bπ)2 = bπ, bπ − bπaagHbπ = bπ(1− aagH)bπ

dir. Ayrıca ap = 0, 1− aagH = 1− agHa ve

(1− agHa)bπ = (1− agHa)(1− p) = 1− p− agHa = bπ − agHa dır.

Dolayısıyla bπ(1 − aagH)bπ = bπ(bπ − agHa) = bπ − bπaagH = bπ(1 − aagH) = bπaπ

elde edilir. Buradan,

aπ2a2b2 = bπaπbπabπb = bπaπbπab = bπ(1 − aagH)bπab = (bπ − bπaagHbπ)ab =

bπaπab,

aπ2b2a2 = bπaπbπbbπa = bπaπbπba = bπ(1 − aagH)bπba = (bπ − bπaagHbπ)ba =

bπaπba

dır. O halde, bπaπab = bπaπba olduğundan aπ2a2b2 = aπ2b2a2 dir. a2 + b2 ∈ (1 −

p)A(1 − p) genelleştirilmiş Hirano terse sahiptir. b1 = pbp genelleştirilmiş Hirano

terse sahip olduğundan Lemma 4.4.3 gereğince a + b genelleştirilmiş Hirano terse

sahiptir. Sonuç 4.1.6 gereğince (a + b)gH = (a + b)gD, agH = agD ve bgH = bgD dir.

Bu yüzden Lemma 4.4.6 gereğince ispat tamamlanır. �

Sonuc. 4.4.8 A bir Banach cebiri ve a, b ∈ A olsun. Eğer a, b genelleştirilmiş Hirano

terse sahip ve aπ = 1− aagH ve bπ = 1− bbgH olmak üzere

ab = ba, a = abπ, bπ = baπ = bπb

ise o zaman a+ b genelleştirilmiş Hirano terse sahiptir ve (a+ b)gH = bgH dir
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(Chen ve Sheibani 2019b).

Sonuc. 4.4.9 A bir Banach cebiri ve a, b ∈ A olsun. Eğer a, b genelleştirilmiş Hirano

terse sahip ve ab = ba = 0 ise o zaman a+ b genelleştirilmiş Hirano terse sahiptir ve

(a+ b)gH = agH + bgH dir (Chen ve Sheibani 2019b).
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5. SONUÇ

Bu tezin üçüncü bölümünde Drazin tersin yeni bir sınıfı olan Hirano ters kavramı

tanımlanmıştır. Drazin ters ile Hirano ters arasındaki ilişki incelenmekte olup

Drazin ters için sağlanan bazı özelliklerin Hirano ters için sağlanıp sağlanmadığı

araştırılmıştır. Ayrıca halkalarda bazı genelleştirilmiş tersler arasındaki ilişkiler

verilmiştir. Bu tezin dördüncü bölümünde genelleştirilmiş Drazin tersin bir sınıfı

olan genelleştirilmiş Hirano ters kavramı tanımlanmıştır. Halkalarda genelleştirilmiş

Drazin ters ile genelleştirilmiş Hirano ters kavramı arasındaki ilişki incelenmiştir.

Ayrıca genelleştirilmiş Drazin terslerin Banach cebirleri üzerinde sağladığı bazı özel-

liklerin genelleştirilmiş Hirano tersler üzerinde de sağlanıp sağlanmadığı araştırılmıştır.
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