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Hayatımın her aşamasında yanımda olup hiçbir fedakarlıktan kaçınmayan, her an
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İbrahim ERDAL
Ankara, Temmuz 2018

iv
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1. GİRİŞ

Uygulamalımatematikte, gerçek hayatta kaŗsılaşılan birçok problemin çözümü için

modellemeler mevcut olup bu modellemelerin çoğu başlangıç ya da sınır değer prob-

lemleriyle ifade edilmektedir. Bir diferensiyel eşitlik verildiğinde, bütün koşulların

bağımsız deği̧skenin aynıdeğeri için belirlenmesi halinde problem başlangıç dĕger

problemi, koşulların bağımsız deği̧skenin iki farklıdeğerinde, özellikle de ilgili böl-

genin sınırlarında verilmesi halinde ise problem sınır dĕger problemi olarak nite-

lendirilir. Spektral teoride, her iki durumda da problemlerin çözümü için opera-

törlerden yararlanılır. Başta fizik ve kuantum mekaniği olmak üzere, uygulamalı

bilimlerin çoğunda diferensiyel operatörlerin spektral teorisi uzun yıllar birçok bilim

adamının çalı̧sma konusu olmuştur.

Teoride, regüler ve singüler olmak üzere iki çeşit diferensiyel operatör tanımlanmı̧s

ve bunların spektral analizleri detaylı bir biçimde araştırılmı̧stır. Tanım bölgesi

sınırlıve katsayılarısürekli fonksiyonlar olan diferensiyel operatörlere regüler ope-

ratörler, tanım bölgesi sınırsız veya katsayılarısonlu sayıda süreksiz noktaya sahip

olan diferensiyel operatörlere singüler operatörler denir.

İkinci mertebeden regüler operatörler için spektral teori günümüzde Sturm-Liouville

teorisi olarak bilinmektedir. İkinci mertebeden Sturm-Liouville denklemi ise litera-

türde

− d

dx

(
p(x)

dy

dx

)
+ q(x)y = λw(x)y (1.1)

şeklinde kaŗsımıza çıkar. Bu denklem ve bu denklemle birlikte farklı birtakım

sınır koşullarıtarafından üretilen operatöre Sturm-Liouville operatörü denilmekte-

dir. Bu operatör adını, yıllar önce bu konuda çalı̧smaya başlayan iki matematikçiden

almı̧stır. 1836 yılında Sturm ve Liouville adlıyazarlar aynıderginin aynısayısında
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yayınlanan makalelerinde,

−y′′ + q(x)y = λy, a ≤ x ≤ b

y(a) cosα + y
′
(a) sinα = 0

y(b) cos β + y
′
(b) sin β = 0

sınır değer problemini incelemi̧s, bu problemin aşikar olmayan çözümünün varolup

olmadı̆gınıve spektrumunu araştırmı̧stır ((Sturm 1836), (Liouville 1836)). Zaman

içinde bu problemlere duyulan ilgi artmı̧s, Sturm-Liouville problemleri çeşitli bi-

limlerde somut, fiziksel anlamıyoğun olan bir uygulama alanına sahip olmuştur.

Örneğin; V (x) potansiyel alan fonksiyonu, m parçacı̆gın kütlesi, h Planck sabiti,

u(x, t) parçacı̆gın dalga fonksiyonu, E, u nun konumuna kaŗsılık gelen enerji seviyesi

olmak üzere, kuantum mekaniğinde iyi bilinen Schrödinger dalga denklemi

∂2u(x, t)

∂t2
− h

2m

∂2u(x, t)

∂x2
+ V (x)u(x, t) = 0,

u(x, t) = eit
√
Ey(x)

dönüşümü altında

−y′′ + 2m

h
V (x)y =

2m

h
Ey

denklemine dönüşür ki, bu da Sturm-Liouville tipinde bir denklemdir. Daha açık ola-

rak Sturm-Liouville denklemlerine bir boyutlu V (x) potansiyelli Schrödinger denk-

lemleri de denir.

19. ve 20. yüzyıllarda, Sturm-Liouville operatörlerinin spektral teorisi daha hızlı

geli̧smi̧s, Hilbert uzay kavramıoluştuktan sonra da bu uzaylarda tanımlanan lineer

selfadjoint operatörler teorisi oldukça ilgi görmüştür. Bilindiği gibi, incelenen sınır

değer ya da başlangıç değer problemindeki diferensiyel ifadenin katsayılarıve sınır

şartlarındaki parametreler reel değerli olduğunda, o diferensiyel operatör kendine

eşlenik (selfadjoint), aynıdiferensiyel ifadenin katsayılarıve sınır şartlarındaki para-

metreler kompleks olduğunda ise o diferensiyel operatör kendine eşlenik olmayan
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(non-selfadjoint) olarak adlandırılmaktadır. Operatör kendine eşlenik olduğunda,

operatörün tüm özdeğerleri ve o özdeğerlere kaŗsılık gelen özfonksiyonlarıreel iken,

kendine eşlenik olmadı̆gında bu özdeğerler reel olmayabilir ve bu durumda spektral

tekillikler denilen özfonksiyonların tamlı̆gı için engel teşkil eden noktalar mevcut

olmaktadır.

Spektral teoride, sınırsız aralıkta kendine eşlenik olmayan singüler diferensiyel opera-

törler alanındaki çalı̧smalarda öncülük Naimark’a aittir. Naimark, 1960 yılında q

kompleks değerli fonksiyon, h bir kompleks sayı, λ spektral parametre olmak üzere,

l(y) := −y′′ + q(x)y = λ2y, x ∈ R+ := [0,∞) (1.2)

diferensiyel ifadesinin ve

y
′
(0)− hy(0) = 0 (1.3)

sınır koşulunun yardımıile L2(0,∞) uzayında tanımlıkendine eşlenik olmayan Sturm-

Liouville operatörünün spektral teorisini incelemi̧stir. Bu çalı̧smada, ele alınan ope-

ratörün spektrumunun, sürekli ve diskre spektrum ile spektral tekilliklerden oluştuğu

gösterilmi̧stir. Ayrıca spektral teoride iyi bilindiği üzere bir spektral tekilliğin, rezol-

vent operatörün çekirdeğinin kutup noktasıolduğu, sürekli spektrum üzerinde bu-

lunduğu, fakat özdeğer olmadı̆gıNaimark’ın bu çalı̧smasında ispatlanmı̧stır. Bunun

yanısıra, en az bir ε > 0 için,

∞∫
0

eεx |q(x)| dx <∞

şartısağlandı̆gında, operatörün sonlu sayıda ve sonlu katlıözdeğer ile spektral tekil-

liğe sahip olduğu elde edilmi̧stir.

Naimark’ın bulduğu bu sonuçlardan sonra, sayısız matematikçi tarafından Sturm-

Liouville operatörünün spektral teorisi geli̧stirilmi̧stir. En önemlilerinden birisi

(Marchenko 1986) olup, Marchenko (1.2) denkleminin

y(0) = 0 (1.4)
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sınır koşulu altında

lim
x→∞

y (x, λ)e−iλx = 1, λ ∈ C+ := {λ : λ ∈ C, Imλ ≥ 0}

koşulunu sağlayan sınırlıçözümünü elde etmi̧stir. e (x, λ) ile gösteceğimiz bu çözüme

(1.2) ve (1.4) sınır değer probleminin Jost çözümü denir. Ayrıca Marchenko, bu Jost

çözümünün

∞∫
0

x |q (x)| dx <∞

koşulu altında

e (x, λ) = eiλx +

∞∫
x

K (x, t) eiλtdt, λ ∈ C+

integral gösterime sahip olduğunu göstermi̧stir. BuradaK (x, t), q fonksiyonu yardımı

ile verilen bir integral denklemdir.

e (λ) := 1 +

∞∫
0

K (0, t) eiλtdt, λ ∈ C+

ile tanımlıfonksiyona da bu sınır değer probleminin Jost fonksiyonu adınıvermi̧stir.

Günümüze kadar, spektral teorinin gerek düz gerekse ters problemleriyle alakalı

çok sayıda çalı̧sma yapılmı̧stır. Ancak bu çalı̧smaların hepsi elbette ki diferen-

siyel operatörlere ait değildir. Teknoloji ve bilim geli̧stikçe, kaŗsılaşılan problemleri

gerçeğine en uygun şekilde modellemek için diferensiyel denklemler yeterli olmadı̆gın-

dan, birçok matematikçi fark denklemlerini incelemeye koyulmuştur. Zamana bağlı

deği̧skenlerin kullanıldı̆gıolayların çoğu ayrık (kesikli) olduğundan, bu tür denklem-

ler önemli matematiksel modeller oluşturmaktadır. Oysa ki diferensiyel denklemler,

doğadaki sürekli olaylarıkarakterize ederler sadece. İlginç olan, fark denklemleri

teorisinde elde edilen pek çok sonuç hemen hemen bunlara kaŗsılık gelen diferen-

siyel denklemlerin ayrık benzerleridir. Fark denklemleri teorisinin uygulamaları,
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biyolojide canlıpopülasyon sayısının incelenmesinde, ekonomide, kontrol teorisinde,

moleküler biyolojide hücre hareketlerinin gözlemlenmesinde ve daha birçok alanda

zengin bir biçimde mevcuttur. Atkinson, Kelly, Peterson ve Agarwal bu alandaki

çalı̧smalara öncülük eden bilim adamlarıdır (Atkinson 1964, Agarwal ve Wong 1997,

Agarwal 2000, Kelly ve Peterson 2001).

Son yıllarda fark denklemlerinin spektral analizi de yoğun biçimde incelenmeye

başlanmı̧stır. İkinci basamaktan lineer fark denklemi olarak bilinen

4 (an−14 yn−1) + (qn − λ) yn = 0, n ∈ N (1.5)

fark ifadesi, (1.1) Sturm-Liouville denkleminin tam olarak diskre analoğudur. Bu-

rada 4, 4yn := yn+1 − yn şeklinde tanımlıileri fark operatörü, an ve qn ise (1.1)

denklemindeki q potansiyel fonksiyonuna kaŗsılık gelen reel ya da kompleks dizileri

ifade etmektedir. Ayrıca,

bn = qn − an−1 − an

seçildiğinde, (1.5) denkleminin

an−1yn−1 + bnyn + anyn+1 = λyn, n ∈ N (1.6)

denklemine dönüştüğü açık olarak görülmektedir. Yıllar içinde, spektral teoride fark

denklemlerinin uygulama alanlarının artmasıyla, (1.6) denklemi çok sayıda çalı̧s-

mada incelenmi̧stir. Örneğin, {an} ve {bn} reel diziler, ∀n ∈ Z için an > 0 ve n ∈ Z

olduğunda, Guseinov

∑
n∈Z

|n| (|1− an|+ |bn|) <∞

şartıaltında, (1.6) denkleminin saçılım teorisinin ters problemini çalı̧smı̧stır

(Guseinov 1976b). (Bairamov vd 2001) ve (Krall vd 2001) da aynıproblemi yarım

eksende belli koşullar altında incelemi̧s ancak burada {an} ve {bn} dizileri kompleks

seçilmi̧stir. 2001 ve 2003 yıllarında ise, Adıvar ve Bairamov tarafından kompleks

{an} ve {bn} dizileri için tüm eksende (1.6) denklemi incelenerek, önemli spektral
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özellikler elde edilmi̧stir.

Yukarıda bahsedilen literatüre bakılırsa, hem Sturm-Liouville hem de onun diskre

analoğu olan fark operatörlerinin spektral teorisi gerek yarım eksende, gerek tüm ek-

sende, operatörün gerek selfadjoint, gerekse non-selfadjoint olduğu durumda skaler

katsayılıolarak detaylıca incelenmi̧stir. Dikkat edilirse, bu problemlerde modelleme

yapılan süreçlerde bir süreksizlik ya da olaylar esnasında bir durum deği̧sikliği söz

konusu değildir. Söz konusu olduğunda da, ne diferensiyel denklemler teorisi, ne de

fark denklemler teorisi kaŗsılaşılan bu etkiye cevap verebilmektedir. Bunun için yeni

bir teoriye ihtiyaç duyulmuştur.

Bilimsel süreçlerin bazıaşamalarında anlık ve keskin durum deği̧sikliklerine rast-

lanabilir. Bunlar kısa süreli ani deği̧simlerdir ve tüm süreç ile kıyaslandı̆gında ihmal

edilebilecek kadar kısadır. Bu sebeple bu etkilere impals (sıçrama) etkisi denilmek-

tedir. Doğadaki birçok deği̧sim ve geli̧sim süreci belli zamanlardaki bu anlık durum

deği̧siklikleriyle karakterize edilir. Örneğin, malzemelerdeki sıcaklık dağılımıve ısı

geçi̧si bu tür süreçlerdendir. Ayrıca bazıbiyolojik olgular, tıp ve biyolojideki patlama

ritim modelleri, ekonomideki optimal kontrol modelleri, farmokokinetik ve frekans

modulasyonlu sistemler de impals etkiler içerir. Bu tür fiziksel olayların matematik-

sel modeli ifade edildiğinde ortaya impalsif (sıçramalı) diferensiyel denklemler çıkar.

Gerçek hayatta kaŗsılaştı̆gımız birçok bilimsel süreçte bu impalsif etkileri içeren im-

palsif diferensiyel denklemlerden yararlanılmaktadır.

Şimdi impals etkisinin nasıl oluştuğunu anlayabilmek için vücuda ilaç dağılımıiçin

kullanılan Kruger-Thiemer modeline bir göz atalım. Bu model, insan bedeninde

ilaç dağılımıiçin Kruger-Thiemer tarafından önerilen basit iki aşamalıbir modeldir.

Ağız yoluyla alınan ilacın ilk önce mide-bağırsak sistemi içinde çözündüğü kabul

edilir. Daha sonra mide aracılı̆gı ile ince bağırsaklara geçer. İnce bağırsaklardan

emilen ilaçlar kana karı̧sır ve karaciğer üzerinden geçerek tüm vücuda dağılır. Kanda

ilaç seviyesi az olduğunda istenen etki çıkmaz iken, fazla olduğunda da yan etkiler

ortaya çıkar. İlaç, daha sonra görünür dağılım hacmi (VD ) olarak adlandırılan
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vücutta sıvıların olduğu kas ve dokular tarfından emilir. Görünür dağılım hacmi,

uygulanan bir ilacın toplam miktarının kanda gözlemlenen aynı konsantrasyonda

tutulmasınıgerektirecek teorik hacimdir. Son olarak, ilaç kanıtemizleyen karaciğer

ve böbrekler aracılı̆gı ile vücuttan dı̧sarı atılır. Şimdi, x(t) ve y(t) ile sırasıyla t

anında mide-bağırsak sisteminde bulunan ilacıve görünür dağılım hacmi (VD )’ni

gösterelim. k1 ve k2 de ilgili oran sabitleri olsun. O halde, bu modelin dinamik

sistemi

x
′
= −k1x, y

′
= −k2y + k1x (1.7)

şeklindedir. Kabul edelim ki, 0 < t1 < t2 < ... < tN < T anlarında, ilaç δ0, δ1, δ2, ..., δN

miktarlarında emilsin. Bu durumda


x(t+i ) = x(t−i ) + δi, i = 1, 2, ..., N

y(t+i ) = y(t−i )

x(0) = δ0, y(0) = 0

(1.8)

yazılır. İstenen terapik etkiyi elde etmek için bu zaman aralı̆gında görünür dağılım

hacmindeki ilaç miktarının hiç bir zaman belli sabit bir değerin altına düşmemesi

gerekir. Son olarak biyolojik maliyet fonksiyonu

f(δ) =
1

2

N∑
i=0

δ2i

alınırsa, hem ilacın yan etkilerini azaltmak hem de maliyeti düşürmek için (1.7) ve

(1.8) e bağlıolarak inf
δ≥0

f(δ) değerini hesaplamak gerekir. Bu problem açıkça göster-

mektedir ki, (1.7) ve (1.8) ile basit bir impalsif diferensiyel denklem sistemi ifade

edilmi̧stir (Lakshmikantham vd 1998).

Bir impalsif diferensiyel denklem sisteminde söz konusu impals etkisi anlarındaki

atlamalar sırasında süreksizlik noktalarıoluşmaktadır. Dolayısıyla, normal diferen-

siyel denklemlerde sürekli fonksiyon uzaylarısöz konusuyken, burada parçalısürekli

fonksiyonlar uzayısöz konusudur. İmpalsif diferensiyel denklemlerinin teorisi
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(Lakshmikantham 1998), (Samoilenko vd 1995) ve (Bainov vd 1998) kitaplarında de-

taylıbir şekilde incelenmi̧stir. İmpalsif operatörlerin spektral teorisi de son yıllarda

Mukhtarov, Mostafazadeh, Uğurlu ve Bairamov tarafından incelenmeye başlanmı̧stır

(Mukhtarov vd 2004, Mostafazadeh 2009, Uğurlu ve Bairamov 2013). Özellikle,

Mostafazadeh, 2011 yılında tüm reel eksen üzerinde

−ψ′′ (x) = k2ψ (x) , x ∈ R \ {0}

denklemini, x = 0 noktasında verilen impalsif koşul ile incelemi̧stir.

Bu doktora tezinde, ilk olarak (1.2) diferensiyel ifadesi yardımıyla üretilen impalsif

diferensiyel operatör ele alınacak, bu operatörün spektral teorisine ili̧skin sonuçlar

elde edilecektir. Daha sonra ise, aynı problemler yarım eksende (1.2) ifadesinin

diskre analoğu olan fark denklemi için incelenerek, elde edilen impalsif fark opera-

törünün özdeğerleri ve spektral tekillikleri araştırılacaktır. Hem sürekli hem de ke-

sikli durumda denklemlerin Jost fonksiyonuna ait asimptotikler bulunup, bu fonksi-

yonların bazıanalitik özelliklerinden bahsedilecektir. Literatürde impalsif operatör-

lere ait çalı̧smalar çoğunlukla tüm eksende bulunduğundan ve bu tezde kullanılan

yöntem klasik yöntemlerden farklıolduğundan, bu tezden elde edilen sonuçlarla li-

teratürdeki bu boşluğun kapatılmasıhedeflenmektedir.

Bu tezde, günümüzde çok yaygın kullanılması ve daha kolay ifade edilmesinden

dolayısıçrama koşullu operatör yerine impalsif operatör tabiri kullanılacaktır.
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2. TEMEL KAVRAM VE TEOREMLER

Bu bölümde, üçüncü ve dördüncü bölümlerde elde edeceğimiz sonuçlar için ihtiyaç

duyacağımız bilinen bazıtemel kavram ve teoremler verilecektir.

Tanım 2.1 X 6= {0} kompleks normlu uzay ve T : D(T ) ⊂ X → X operatörü

lineer olsun. λ ∈ C olmak üzere Rλ(T ) = (T − λI)−1 operatörüne T operatörünün

rezolvent operatörü ya da kısaca rezolventi denir (Lusternik ve Sobolev 1974).

Tanım 2.2 Rλ(T ) operatörü mevcut, sınırlıve tanım cümlesi X uzayında yoğun

olması durumunda, λ ∈ C sayısına T operatörünün bir regüler değeri denir. T

operatörünün regüler değerlerinden oluşan cümleye ise T operatörünün rezolvent

cümlesi denir (Lusternik ve Sobolev 1974).

Tanım 2.3 Rλ(T ) mevcut olmayacak şekildeki λ kompleks sayılarının cümlesine T

operatörünün diskre spektrumu ya da nokta spektrumu adıverilir

(Lusternik ve Sobolev 1974).

Tanım 2.4 Rλ(T ) mevcut, sınırsız ve Rλ(T ) operatörünün tanım kümesi X uza-

yında yoğun olacak şekildeki λ kompleks sayılarının oluşturduğu kümeye T opera-

törünün sürekli spektrumu denir (Lusternik ve Sobolev 1974).

Tanım 2.5 X bir kompleks vektör uzayıve T : X → X operatörü lineer olsun. λ

kompleks sayısıiçin Tx = λx denkleminin aşikar olmayan bir x ∈ X çözümü varsa

λ sayısına T operatörünün özdeğeri denir. Bu x çözümüne ise T operatörünün λ

özdeğerine kaŗsılık gelen özvektörü denir (Lusternik ve Sobolev 1974).
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Tanım 2.6 Bir T operatörünün rezolventinin çekirdeğinin kutup noktasıolup, sürekli

spektrumda bulunan ve T operatörünün özdeğeri olmayan noktalara T operatörünün

spektral tekillikleri denir (Naimark 1960).

Üçüncü bölümde incelenecek olan impalsif Sturm-Liouville operatörünün bazıana-

litik özelliklerinin belirlenmesinde aşağıdaki teoremlerden yararlanılacaktır:

Teorem 2.1 Özdeş olarak sıfır olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik böl-

gesinin içindeki sıfırları(eğer varsa) ayrıktır (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.2 Özdeş olarak sıfır olmayan bir analitik fonksiyonun, sonsuz katlısıfır-

ları(eğer varsa) analitiklik bölgesinin sınırındadır (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.3 Özdeş olarak sıfır olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik böl-

gesinin içindeki sıfırlarının limit noktaları(eğer varsa) analitiklik bölgesinin sınırın-

dadır (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.4 (Privalov Teoremi): Açık üst düzlemde özdeş olarak sıfır olmayan,

analitik bir fonksiyonun reel eksendeki sıfırlarının Lebesgue ölçüsü sıfırdır

(Dolzhenko 1979).

Teorem 2.5 (Pavlov Teoremi): f fonksiyonuC+ kümesinde analitik, C+ kümesinde

sonsuz mertebeden türevlenebilir, µ(T =
{
x ∈ R : f (n)(x) = 0,∀n ∈ N

}
) = 0 ,∣∣f (n)(z)

∣∣ ≤ An , z ∈ C+ , n = 0, 1, 2, ...

ve

E(s) = inf
n

Ans
n

n!

olmak üzere, bir h > 0 için

h∫
0

lnE(s)dµ(T, s) = −∞
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olsun. Eğer en az bir H pozitif reel sayısıiçin

H∫
−∞

ln |f(x)|
x2 + 1

dx <∞ ,

∞∫
H

ln |f(x)|
x2 + 1

dx <∞

ise, f fonksiyonu kapalıüst düzlemde özdeş olarak sıfırdır (Pavlov 1967).
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3. İMPALSİF STURM-LİOUVİLLE OPERATÖRLERİ

Yarım eksendeki impalsif operatörlerin spektral teorisini incelediğimiz bu doktora

tezinde, çalı̧smalarımıza ilk olarak Sturm-Liouville operatörleri ile başladık.

x = 1 noktası, impalsif koşulun verildiği nokta olmak üzere, yarım eksendeki Sturm-

Liouville denklemi tarafından üretilen L operatörü impalsif Sturm-Liouville ope-

ratörü olarak tanımlanacaktır. Bu bölümde, ilk olarak bahsedilen Sturm-Liouville

denkleminin bazıözel çözümleri ve bu çözümler yardımıyla M transfer matrisi elde

edilecektir. Sonraki alt kısımlarda sırasıyla L impalsif Sturm-Liouville operatörünün

rezolvent operatörü verilecektir. Daha sonra rezolvent operatörün kutup nokta-

larıyla ili̧skili olarak L operatörünün özdeğer ve spektral tekilliklerinin kümesi M

matrisi yardımıyla karakterize edilerek belirli koşullar altında bu kümelerin ve kat-

larının sonluluğu elde edilecektir. Elde edilen sonuçlar, bölüm sonundaki detaylıbir

örnek içinde kullanılacaktır.

L2[0,∞) Hilbert uzayında yarım eksen üzerinde

−y′′ + q(x)y = λ2y, x ∈ [0, 1) ∪ (1,∞), (3.1)

Sturm-Liouville diferensiyel denklemi,

y(0) = 0 (3.2)

sınır koşulu ve

y±(1) = lim
x→1±

y±(x)

şeklinde tanımlanmak üzere x = 1 noktasındakiy+ (1)

y′+ (1)

 = B

y− (1)

y′− (1)

 , B =

a b

c d

 (3.3)

impalsif koşulu ile üretilen L operatörünün, spektral tekillikleri ve özdeğerleri prob-

lemini inceleyelim. Burada a, b, c, d kompleks sayılar, detB 6= 0, λ bir spektral

parametre olmak üzere, kompleks değerli q potansiyel fonksiyonu
∞∫
0

x |q (x)| dx <∞ (3.4)
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koşulunu sağlasın.

(3.1) denkleminin, [0, 1) ve (1,∞) aralı̆gındaki çözümleri sırasıyla y− (x) := y (x) , 0 ≤ x < 1

y+ (x) := y (x) , x > 1

şeklinde gösterilsin. Açıktır ki, x = 1 noktası, (3.1) denkleminin impals (sıçrama)

noktasıdır ve kompleks terimlerden oluşan B matrisi ile birlikte (3.3) impalsif koşulu,

bu denklemin çözümlerinin [0, 1) aralı̆gından (1,∞) aralı̆gına kaŗsılıklıdevam etmesini

sağlar. S
(
x, λ2

)
ve C

(
x, λ2

)
, (3.1) denkleminin sırasıyla

S
(
0, λ2

)
= 0, S ′

(
0, λ2

)
= 1,

C
(
0, λ2

)
= 1, C ′

(
0, λ2

)
= 0

başlangıç koşullarını sağlayan [0, 1) aralı̆gındaki temel çözümleri olup λ paramet-

resinin tam fonksiyonlarıdır ve bu iki çözümün Wronskiyeni için

W [S
(
x, λ2

)
, C
(
x, λ2

)
] = −1, λ ∈ C (3.5)

eşitliği gerçeklenir. Ek olarak, S
(
x, λ2

)
ve C

(
x, λ2

)
çözümleri,

S
(
x, λ2

)
=

sinλx

λ
+

x∫
0

Q (x, t)
sinλγt

λγ
dt (3.6)

ve

C
(
x, λ2

)
= cosλx+

x∫
0

P (x, t) cosλtdt (3.7)

integral gösterimlerine sahip olup burada Q (x, t) ve P (x, t) çekirdek fonksiyonları

q potansiyel fonksiyonu yardımıyla ifade edilebilir (Levitan ve Sargsjan 1991).

Ayrıca, e (x, λ) ve ê (x, λ) , (3.1) denkleminin λ ∈ C+ için sırasıyla

lim
x→∞

e (x, λ) e−iλx = 1,

lim
x→∞

ê (x, λ) eiλx = 1,

koşullarınısağlayan (1,∞) aralı̆gındaki lineer bağımsız çözümleri olup

W [e (x, λ) , ê (x, λ)] = −2iλ, x ∈ (1,∞), λ ∈ C+ (3.8)
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eşitliği kolaylıkla doğrulanabilir. e (x, λ) çözümü, (3.1) denkleminin sınırlıçözümüdür

ve (3.4) koşulu altında

e (x, λ) = eiλx +

∞∫
x

K (x, t) eiλtdt, λ ∈ C+ (3.9)

gösterimine sahiptir. Burada K(x, t), q fonksiyonu yardımıyla tanımlıdır

(Marchenko 1986). Ayrıca, Fx (x, y) :=
∂

∂x
F (x, y) ve σ fonksiyonu

σ (x) :=

∞∫
x

|q (t)| dt

şeklinde tanımlıolmak üzere

|K (x, t)| ≤ cσ

(
x+ t

2

)
(3.10)

|Kx (x, t)| ≤ 1

4

∣∣∣∣q(x+ t

2

)∣∣∣∣+ cσ

(
x+ t

2

)
(3.11)

eşitsizlikleri gerçeklenir. Diğer yandan, x0, (1,∞) aralı̆gında bir reel sayı olmak

üzere, (3.1) denkleminin (1,∞) aralı̆gındaki sınırsız çözümü olan ê (x, λ), (3.4) koşulu

altında

ê (x, λ) = e−iλx +
1

2iλ

x∫
x0

ei(x−t)λq(t)ê (t, λ) dt+
1

2iλ

∞∫
x

ei(t−x)q(t)ê (t, λ) dt (3.12)

integral denklemini sağlar (Naimark 1968).

A± ve B±, λ parametresine bağlı katsayılar olmak üzere (3.1) denkleminin [0, 1)

ve (1,∞) aralı̆gındaki lineer bağımsız çözümleri yardımıyla (3.1)-(3.3) impalsif sınır

değer probleminin genel çözümü y− (x, λ) = A−C
(
x, λ2

)
+B−S

(
x, λ2

)
, 0 ≤ x < 1

y+ (x, λ) = A+e (x, λ) +B+ê (x, λ) , x > 1
(3.13)

şeklinde ifade edilebilir. (3.13) ifadesinden y′− (x, λ) = A−C
′ (x, λ2)+B−S

′ (x, λ2) , 0 ≤ x < 1

y′+ (x, λ) = A+e
′ (x, λ) +B+ê

′ (x, λ) , x > 1
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bulunup çözümlerin x = 1 noktasında tanımlanan değerleri yardımıyla

y− (1, λ) = A−C
(
1, λ2

)
+B−S

(
1, λ2

)
y′− (1, λ) = A−C

′ (1, λ2)+B−S
′ (1, λ2)

y+ (1, λ) = A+e (1, λ) +B+ê (1, λ)

y′+ (1, λ) = A+e
′ (1, λ) +B+ê

′ (1, λ)

elde edilir ve bu değerler (3.3) impalsif koşulunda dikkate alınırsa

 A+e (1, λ) +B+ê (1, λ)

A+e
′ (1, λ) +B+ê

′ (1, λ)

 = B

 A−C (1, λ2)+B−S
(
1, λ2

)
A−C

′ (1, λ2)+B−S
′ (1, λ2)


gerçeklenir. Buradan gerekli düzenlemeler yapıldıktan sonra

e (1, λ) ê (1, λ)

e′ (1, λ) ê′ (1, λ)

A+
B+

 = B

C (1, λ2) S
(
1, λ2

)
C ′
(
1, λ2

)
S ′
(
1, λ2

)
A−

B−


eşitliği bulunur. Son eşitlikte N ve D matrisleri

N :=

e (1, λ) ê (1, λ)

e′ (1, λ) ê′ (1, λ)


ve

D :=

C (1, λ2) S
(
1, λ2

)
C ′
(
1, λ2

)
S ′
(
1, λ2

)


şeklinde seçilirse detN = −2iλ 6= 0 olduğundan M transfer matrisi

M :=

M11 M12

M21 M22

 = N−1BD (3.14)

olarak tanımlanır ve A+
B+

 = M

A−
B−

 (3.15)
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eşitliğini sağlar. (3.14) eşitliğinden M matrisinin elemanları

M11 (λ) =
i

2λ

{
ê′ (1, λ)

[
aC
(
1, λ2

)
+ bC ′

(
1, λ2

)]
− ê (1, λ)

[
cC
(
1, λ2

)
+ dC ′

(
1, λ2

)]
M12 (λ) =

i

2λ

{
ê′ (1, λ)

[
aS
(
1, λ2

)
+ bS ′

(
1, λ2

)]
−ê (1, λ)

[
cS
(
1, λ2

)
+ dS ′

(
1, λ2

)]}
M21 (λ) =

i

2λ

{
−e′ (1, λ)

[
aC
(
1, λ2

)
+ bC ′

(
1, λ2

)]
+e (1, λ)

[
cC
(
1, λ2

)
+ dC ′

(
1, λ2

)]}
M22 (λ) =

i

2λ

{
−e′ (1, λ)

[
aS
(
1, λ2

)
+ bS ′

(
1, λ2

)]
+e (1, λ)

[
cS
(
1, λ2

)
+ dS ′

(
1, λ2

)]}
(3.16)

olarak elde edilir. Şimdi, (3.1)-(3.3) sınır değer probleminin keyfi iki çözümünün

katsayılarıolan A± ve B±, A±± ve B
±
± katsayılarıyardımıyla yeniden düzenlenirse

f (x, λ) =

 A+−C
(
x, λ2

)
+B+

−S
(
x, λ2

)
, 0 ≤ x < 1

A++e (x, λ) +B+
+ ê (x, λ) , 1 < x <∞

(3.17)

ve

g (x, λ) =

 A−−C
(
x, λ2

)
+B−−S

(
x, λ2

)
, 0 ≤ x < 1

A−+e (x, λ) +B−+ ê (x, λ) , 1 < x <∞
(3.18)

çözümlerine ulaşılır. ê (x, λ) /∈ L2(1,∞) olduğundan, f çözümü (3.1)-(3.3) impalsif

sınır değer probleminin Jost çözümü olarak göz önüne alındı̆gında,

f (x, λ)→ e (x, λ) , x→∞

asimptotiği elde edilir ve bu asimptotik yardımıyla

B+
+ = 0, A++ = 1 (3.19)

eşitlikleri bulunur. Ayrıca g çözümü de problemin (3.2) sınır koşulunu sağlayan

çözümü olarak düşünülürse h, sıfırdan farklıkeyfi bir kompleks sayıolmak üzere

A−− = 0, B−− = h (3.20)

eşitlikleri elde edilir. Ek olarak, (3.19) ifadesi (3.15) eşitliğinde dikkate alınırsa,1

0

 =

M11 M12

M21 M22

A+−
B+
−
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denklemi çözülerek

A+− =
M22 (λ)

detM
, B+

− = −M21 (λ)

detM
(3.21)

katsayılarıbulunur. Benzer şekilde (3.20) ifadesi (3.15) eşitliğinde hesaba katılırsa,A−+
B−+

 =

M11 M12

M21 M22

0

h


denklemi çözülerek

A−+ = hM12 (λ) , B−+ = hM22 (λ) (3.22)

katsayıları elde edilir. Böylece, A+−, B
+
− , A

+
+, B

+
+ katsayıları (3.17) ifadesinde ve

A−−, B
−
− , A

−
+, B

−
+ katsayılarıda (3.18) ifadesinde yerine konulursa, f ve g çözümleri

sırasıyla

f (x, λ) =


M22(λ)

detM
C
(
x, λ2

)
− M21(λ)

detM
S
(
x, λ2

)
, 0 ≤ x < 1

e (x, λ) , 1 < x <∞
(3.23)

ve

g (x, λ) =

 hS
(
x, λ2

)
, 0 ≤ x < 1

hM12(λ)e (x, λ) + hM22(λ)ê (x, λ) , 1 < x <∞
(3.24)

şeklinde yeniden yazılabilir. Burada, (3.23) ifadesiyle tanımlıf çözümüne (3.1)-(3.3)

impalsif sınır değer probleminin Jost çözümü denir.

Artık, verilen bilgiler ı̧sı̆gında sıradaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.1 Her λ ∈ C+ için

(i) W [f, g] (x, λ) = −2iλhM22(λ), x→∞, (3.25)

(ii) W [f, g] (x, λ) =
hM22(λ)

detM
, x→ 0+ (3.26)

asimptotik eşitlikleri gerçeklenir.

İspat. (3.23) ve (3.24) ifadeleri x → ∞ ve x → 0+ için f ve g çözümlerinin

Wronskiyenlerini hesaplamak için kullanılabilir. Yani, x → ∞ için Wronskiyenin x

deği̧skeninden bağımsızlı̆gıkullanılarak

W [f, g](x, λ) = e (x, λ) {hM12(λ)e′ (x, λ) + hM22(λ)ê′ (x, λ)}

−e′ (x, λ) {hM12(λ)e (x, λ) + hM22λ)ê (x, λ)}

= hM22(λ)W [e (x, λ) , ê (x, λ)]

= −2iλhM22(λ)
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bulunur. Benzer şekilde x→ 0+ için,

W [f, g] (x, λ) =

{
M22(λ)

detM
C
(
x, λ2

)
− M21(λ)

detM
S
(
x, λ2

)}
hS ′

(
x, λ2

)
−
{
M22(λ)

detM
C ′
(
x, λ2

)
− M21(λ)

detM
S ′
(
x, λ2

)}
hS
(
x, λ2

)
= −hM22(λ)

detM
W [S

(
x, λ2

)
, C
(
x, λ2

)
]

=
hM22(λ)

detM

elde edilerek ispat tamamlanır.

3.1 L Operatörünün Rezolvent Operatörü

Bu kısımda, L impalsif Sturm-Liouville operatörünün Rλ2(L) rezolvent operatörü

elde edilecektir.

Teorem 3.2 ϕ ∈ L2(0,∞) olmak üzere

Rλ2(L)ϕ(x) :=

∞∫
0

G(x, t;λ)ϕ(t)dt

şeklinde verilen operatör, L impalsif Sturm-Liouville operatörünün rezolvent ope-

ratörüdür. Burada λ ∈ C+ olmak üzere G Green fonksiyonu

G(x, t;λ) =


g(t, λ)f (x, λ)

W [f, g](x, λ)
, 0 ≤ t ≤ x, t 6= 1, x 6= 1

f(t, λ)g (x, λ)

W [f, g](x, λ)
, x ≤ t ≤ ∞, t 6= 1, x 6= 1

olarak tanımlıdır.

İspat. L operatörünün rezolvent operatörünü bulmak için ϕ ∈ L2(0,∞) olmak

üzere,

−y′′ + q(x)y − λ2y = ϕ(x), x ∈ [0, 1) ∪ (1,∞), (3.27)

diferensiyel denkleminin (3.2) sınır koşulunu ve (3.3) impalsif koşulunu sağlayan ve

L2(0,∞) uzayından olan y(x, λ) çözümü bulunmalıdır. (3.27) denkleminin homo-

jen kısmıolan (3.1) diferensiyel denkleminin lineer bağımsız iki çözümü f (x, λ) ve

g (x, λ) olup Imλ ≥ 0 üst yarıdüzleminde (3.1) denkleminin genel çözümü

ỹ(x, λ) = c1f (x, λ) + c2g (x, λ)

18



şeklindedir. Buradan (3.27) denkleminin genel çözümünü

y(x, λ) = c1(x)f (x, λ) + c2(x)g (x, λ) (3.28)

olacak şekilde arayalım. (3.28) ifadesinin x deği̧skenine göre türevi alınırsa

y′(x, λ) = c′1(x)f (x, λ) + c′2(x)g (x, λ) + c1(x)f ′ (x, λ) + c2(x)g′ (x, λ)

eşitliği elde edilir. Burada

c′1(x)f (x, λ) + c′2(x)g (x, λ) = 0 (3.29)

olduğu kabul edilirse

y′(x, λ) = c1(x)f ′ (x, λ) + c2(x)g′ (x, λ)

bulunur. O halde

y′′(x, λ) = c′1(x)f ′ (x, λ) + c′2(x)g′ (x, λ) + c1(x)f ′′ (x, λ) + c2(x)g′′ (x, λ)

sağlanır. Son eşitlik (3.27) denkleminde yerine yazılıp gerekli düzenlemeler yapılırsa

−c′1(x)f ′ (x, λ)− c′2(x)g′ (x, λ) = ϕ(x) (3.30)

elde edilir. (3.29) ve (3.30) eşitliklerinden c′1(x)f (x, λ) + c′2(x)g (x, λ) = 0

−c′1(x)f ′ (x, λ)− c′2(x)g′ (x, λ) = ϕ(x)

denklem sistemi elde edildiğinden c1(x) ve c2(x) değerleri

c1(x) = α1 +

x∫
0

ϕ(t)g(t, λ)

W [f, g](x, λ)
dt

ve

c2(x) = α2 +

∞∫
x

ϕ(t)f(t, λ)

W [f, g](x, λ)
dt

şeklindedir. Bu değerler (3.28) çözümünde yerlerine yazılırsa

y(x, λ) = α1f (x, λ) + α2g (x, λ) +

x∫
0

ϕ(t)g(t, λ)

W [f, g](x, λ)
f (x, λ) dt

+

∞∫
x

ϕ(t)f(t, λ)

W [f, g](x, λ)
g (x, λ) dt
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bulunur. Bu çözüm (3.2) sınır koşulunu sağlamalıdır. O halde

y(0, λ) = α1f (0, λ) + α2g (0, λ) +

∞∫
0

ϕ(t)f(t, λ)

W [f, g](x, λ)
g (0, λ) dt = 0

eşitliğinden

α1 = 0

olmalıdır. Ayrıca y(x, λ) çözümünün L2(0,∞) uzayından olmasıiçin

α2 = 0

olmalıdır. Böylece

y(x, λ) =

x∫
0

ϕ(t)g(t, λ)

W [f, g](x, λ)
f (x, λ) dt+

∞∫
x

ϕ(t)f(t, λ)

W [f, g](x, λ)
g (x, λ) dt

elde edilir. Sonuç olarak, λ ∈ C+ için

G(x, t;λ) =


g(t, λ)f (x, λ)

W [f, g](x, λ)
, 0 ≤ t ≤ x, t 6= 1, x 6= 1

f(t, λ)g (x, λ)

W [f, g](x, λ)
, x ≤ t ≤ ∞, t 6= 1, x 6= 1

olmak üzere, L operatörünün rezolvent operatörü

y(x, λ) = Rλ2(L)ϕ(x) =

∞∫
0

G(x, t;λ)ϕ(t)dt

şeklinde bulunur.

3.2 L Operatörünün Özdeğerleri ve Spektral Tekillikleri

L operatörünün özdeğerlerinin ve spektral tekilliklerinin yapısının incelenmesi için

özdeğer ve spektral tekillik tanımıgereğince L nin rezolvent operatörünün kutup

noktası olan W [f, g](x, λ) fonksiyonunun C+ yarı düzlemindeki sıfırlarının yapısı

incelenmelidir.

Şimdi, Teorem 3.1. gereğince aşağıdaki sonucu verelim.

Sonuç 3.1 L impalsif Sturm-Liouville operatörünün özdeğer ve spektral tekillik-

lerinin incelenebilmesi için gerek ve yeter koşul,M22 fonksiyonunun C+ düzlemindeki
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sıfırlarının incelenmesidir. Burada M22 fonksiyonu

M22 (λ) =
i

2λ

{
eiλ
(
−ia sinλ− ibλ cosλ+ aK (1, 1)

sinλ

λ
+ bK (1, 1) cosλ+ d cosλ

−ibQ (1, 1) sinλ+ bK (1, 1)Q (1, 1)
sinλ

λ
+ c

sinλ

λ
+ dQ (1, 1)

sinλ

λ

)

+
(
aK (1, 1) eiλ − iaλeiλ + ceiλ

) 1∫
0

Q (1, t)
sinλt

λ
dt

+
(
bK (1, 1) eiλ − ibλeiλ + deiλ

) 1∫
0

Qx (1, t)
sinλt

λ
dt

+

(
c
sinλ

λ
+ d cosλ+ dQ (1, 1)

sinλ

λ

) ∞∫
1

K (1, t) eiλtdt

−
(
a

sinλ

λ
+ b cosλ+ bQ (1, 1)

sinλ

λ

) ∞∫
1

Kx (1, t) eiλtdt

− a
1∫
0

Q (1, t)
sinλt

λ
dt

∞∫
1

Kx (1, t) eiλtdt− b
1∫
0

Qx (1, t)
sinλt

λ
dt

∞∫
1

Kx (1, t) eiλtdt

+ c

1∫
0

Q (1, t)
sinλt

λ
dt

∞∫
1

K (1, t) eiλtdt+ d

1∫
0

Qx (1, t)
sinλt

λ
dt

∞∫
1

K (1, t) eiλtdt

şeklindedir.

Böylece, L operatörünün özdeğerlerinin ve spektral tekilliklerinin kümesi sırasıyla

σd(L) ve σss(L) ile

σd(L) =
{
µ = λ2 : Imλ > 0 ve M22(λ) = 0

}
σss(L) =

{
µ = λ2 : Imλ = 0, λ 6= 0 ve M22(λ) = 0

}
şeklinde gösterilir.

Teorem 3.3 (3.4) koşulu altında, M22 fonksiyonu, b 6= 0 olmak üzere λ ∈ C+ ve

|λ| → ∞ için

M22 (λ) =
b

4

[
1 +O

(
1

λ

)]
(3.31)

asimptotik eşitliğini gerçekler.

İspat. e(x, λ) fonksiyonunun x deği̧skenine göre türevi

e′(x, λ) = eiλx[iλ+O(1)], x ∈ (1,∞), λ ∈ C+, |λ| → ∞ (3.32)
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asimptotik eşitliğini sağlar. Böylece, (3.16) ve (3.32) ifadelerinden λ ∈ C+ ve

|λ| → ∞ olmak üzere M22 fonksiyonu için,

M22(λ) =

{
−ia

2

[
e′ (1, λ)

λ
e−iλ

] [
S
(
1, λ2

)
eiλ
]
− ib

2

[
e′ (1, λ)

λ
e−iλ

] [
S ′
(
1, λ2

)
eiλ
]

ic

2λ

[
e (1, λ) e−iλ

] [
S
(
1, λ2

)
eiλ
]

+
id

2λ

[
e (1, λ) e−iλ

] [
S ′
(
1, λ2

)
eiλ
]}

=

 a

4i

e2iλ
λ
− 1

λ
+

1

λ

1∫
0

Q (1, t) eiλ(1+t)dt− 1

λ

1∫
0

Q (1, t) eiλ(1−t)dt


+
b

4

[
e2iλ + 1 +Q(1, 1)

e2iλ

iλ
− Q(1, 1)

iλ

+
1

iλ

1∫
0

Qx (1, t) eiλ(1+t)dt− 1

iλ

1∫
0

Qx (1, t) eiλ(1−t)dt


+
c

4

e2iλ
λ2
− 1

λ2
+

1

λ2

1∫
0

Q (1, t) eiλ(1+t)dt− 1

λ2

1∫
0

Q (1, t) eiλ(1−t)dt


+
id

4

[
e2iλ

λ
+

1

λ
+ ϕ(1, 1)

e2iλ

iλ2
− Q(1, 1)

iλ2

+
1

iλ2

1∫
0

Qx (1, t) eiλ(1+t)dt− 1

iλ2

1∫
0

Qx (1, t) eiλ(1−t)dt


ifadesi bulunur. O halde λ ∈ C+ ve |λ| → ∞ olmak üzere M22 fonksiyonu için

M22(λ) =

{
O

(
1

λ

)
+
b

4
+O

(
1

λ

)
+O

(
1

λ2

)
+O

(
1

λ

)}
=

b

4

[
1 +O

(
1

λ

)]
asimptotik eşitliği elde edilerek ispat tamamlanır.

L operatörünün özdeğer ve spektral tekilliklerinin nicel özelliklerini inceleyebilmek

içinM22 fonksiyonununC+ düzlemindeki sıfırlarının sayısal özelliklerinin incelenmesi

gerektiğini bildiğimizden, bu amaç için

S1 := {λ : λ ∈ C+, M22 (λ) = 0}

ve

S2 := {λ : λ ∈ R \ {0} , M22 (λ) = 0}
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kümelerini tanımlayalım. O halde σd(L) ve σss(L) kümeleri

σd(L) =
{
µ : µ = λ2, λ ∈ S1

}
, σss(L) =

{
µ : µ = λ2, λ ∈ S2

}
(3.33)

şeklinde yeniden yazılabilir. Artık, L operatörünün özdeğer ve spektral tekilliklerinin

yapısının belirlenmesinde önemli rol oynayan sıradaki lemma verilebilir.

Lemma 3.1 (3.4) koşulu altında

(i) S1 kümesi sınırlıve en fazla sayılabilir sayıda elemana sahip olup, bu kümenin

limit noktalarıvarsa reel eksenin sınırlıbir alt aralı̆gındadır.

(ii) µ lineer Lebesgue ölçüsü olmak üzere, S2 kümesi kompakttır ve µ (S2) = 0

gerçeklenir.

İspat. (i) (3.31) asimptotik eşitliği yardımıyla yeterince büyük λ ∈ C+ sayılarıiçin

M22 fonksiyonunun sıfırdan farklıolduğu görülür. Bu nedenle M22 fonksiyonunun

λ ∈ C+ kapalıüst yarıdüzlemindeki sıfırlarısınrlıbir bölgede olup buradan S1 ve S2
kümelerinin sınırlılı̆gıelde edilir. Diğer taraftan M22, C+ da analitik bir fonksiyon-

dur ve Teorem 2.1. gereğince özdeş olarak sıfır olmayan analitik bir fonksiyonun

analitiklik bölgesi içindeki sıfırlarıayrık olacağından S1 kümesinin C+ açık üst düz-

lemindeki sıfırlarıen çok sayılabilir sayıdadır. Ayrıca, Teorem 2.3. gereğince özdeş

olarak sıfır olmayan analitik bir fonksiyonun analitiklik bölgesi içindeki sıfırlarının

limit noktalarıanalitiklik bölgesinin sınırında olacağından M22 nin C+ daki sıfır-

larının limit noktalarıreel eksenin sınırlıbir alt aralı̆gındadır. Böylece (i) ifadesinin

ispatıtamamlanmı̧s olur.

(ii) S2 kümesi reel sayıların bir alt kümesi olup sınırlı bir küme olduğundan, S2

kümesinin kompakt bir küme olduğunu göstermek için kapalıolduğunu göstermek

yeterlidir. λ0 ∈ S2 olsun. Bu durumda her n ∈ N için λn ∈ S2 ve lim
n→∞

λn = λ0

olacak şekilde bir (λn) dizisi vardır. Buna göre M22 fonksiyonu C+ üzerinde sürekli

olduğundan

M22 (λ0) = M22

(
lim
n→∞

λn

)
= lim

n→∞
M22 (λn) = 0

bulunur, yani λ0 ∈ S2 gerçeklenir. O halde S2 kümesi kapalıdır, dolayısıyla kompakt-

tır. Ayrıca Teorem 2.4. gereğince özdeş olarak sıfır olmayan analitik bir fonksi-

yonun reel sıfırlar kümesinin Lebesgue ölçüsü sıfır olup buradan µ (S2) = 0 bulunur.

Böylece ispat tamamlanır.
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(3.33) ve Lemma 3.1 yardımıyla sıradaki teorem verilebilir.

Teorem 3.4 (3.4) koşulu gerçeklendiğinde

(i) L impalsif Sturm-Liouville operatörünün özdeğerler kümesi sınırlı ve en çok

sayılabilir sayıda elemana sahiptir. Ayrıca özdeğerlerin limit noktalarıvarsa reel

eksenin sınırlıbir alt aralı̆gındadır.

(ii) L operatörünün spektral tekillikler kümesi kompakttır ve lineer Lebesgue ölçüsü

sıfırdır.

Şimdi ilerideki teoremlerde ihtiyaç duyacağımız aşağıdaki tanımıverelim.

Tanım 3.1 M22 fonksiyonunun C+ kapalıüst yarıdüzlemindeki bir sıfırının katına,

L impalsif operatörünün bu sıfıra kaŗsılık gelen özdeğerinin veya spektral tekilliğinin

katıdenir.

Teorem 3.5
∞∫
0

eεx |q(x)| dx <∞, ε > 0 (3.34)

koşulu gerçeklendiğinde, L impalsif operatörünün sonlu sayıda özdeğer ve spektral

tekillikleri vardır ve bunların herbirinin katıda sonludur.

İspat. (3.10) ve (3.34) dikkate alınırsa c1 pozitif bir sabit sayıolmak üzere,

|K(1, t)| ≤ cσ

(
1 + t

2

)
≤ ce

−t
ε

2

∞∫
t/2

eεx |q(x)| dx

≤ c1e
−t
ε

2 (3.35)

eşitsizliği elde edilir. Benzer şekilde (3.11) ve (3.34) göz önüne alınırsa c2 pozitif bir

sabit sayıolmak üzere,

|Kx(1, t)| ≤ c2e
−t
ε

2 (3.36)

eşitsizliği bulunur. (3.35) ve (3.36) eşitsizliklerinden, M22 fonksiyonunun reel ek-

senden Imλ > −ε/2 alt yarı düzlemine analitik devama sahip olduğu görülür.
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Böylece reel eksen M22 fonksiyonunun analitiklik bölgesi içinde kaldı̆gından Teo-

rem 2.3. gereğince σd(L) ve σss(L) kümelerinin reel eksen üzerinde limit noktaları

yoktur. Dolayısıyla bu kümeler sonlu sayıda elemana sahip olup sınırlıdır. Diğer

yandan M22, Imλ > −ε/2 düzleminde analitik olduğundan analitik fonksiyonların

teklik teoremleri gereğince C+ düzlemi içinde sıfırlarının katısonlu olup buradan

bütün özdeğer ve spektral tekilliklerin katlarının sonluluğu elde edilir. Böylece ispat

tamamlanır.

İncelemelerimizi biraz daha detaylandırmak için, S1 kümesinin tüm limit noktaları

kümesini S3 ve M22 fonksiyonunun C+ düzleminde sonsuz katlılı̆ga sahip tüm sıfır-

larından oluşan kümeyi de S4 olarak tanımlayalım. Analitik fonksiyonların teklik

teoremlerinden

S1 ∩ S4 = ∅, S3 ⊂ S2, S4 ⊂ S2, µ (S3) = 0, µ (S4) = 0 (3.37)

elde edilir. Ayrıca M22 fonksiyonunun reel eksen üzerinde tüm basamaktan türev-

lerinin sürekliliğinden

S3 ⊂ S4 (3.38)

bulunur.

Teorem 3.6 ε > 0 ve 1
2
≤ δ < 1 olacak şekilde sayılar için

∞∫
0

eεx
δ |q(x)| dx <∞ (3.39)

koşulu altında

S4 = ∅

gerçeklenir.

İspat. (3.39) koşulu (3.34) koşulundan daha zayıf olup bu koşul altındaM22 fonksi-

yonu reel eksenden alt yarıdüzleme analitik devam ettirilemez. Böylece L impalsif

operatörünün özdeğer ve spektral tekilliklerinin sonluluğu Teorem 3.5. de kullanılan

yöntemle ispatlanamaz.
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Diğer taraftan,

J1(λ) = 1 +

∞∫
1

K(1, t)eiλ(t−1)dt,

J2(λ) = iλ−K(1, 1) +

∞∫
1

Kx(1, t)e
iλ(t−1)dt,

J3(λ) = cosλeiλ +Q(1, 1)eiλ
sinλ

λ
+

1∫
0

Qx(1, t)e
iλ sinλt

λ
dt,

J4(λ) = eiλ
sinλ

λ
+

1∫
0

Q(1, t)eiλ
sinλt

λ
dt

olmak üzere (3.16) ifadesinden

λM22 (λ) =
i

2
[dJ1(λ)J3(λ) + cJ1(λ)J4(λ)− bJ2(λ)J3(λ)− aJ2(λ)J4(λ)] (3.40)

elde edilir. Ayrıca M22, C+ düzleminde analitik bir fonksiyondur ve bu fonksiyonun

her basamaktan türevi reel eksende süreklidir. Böylece (3.39) koşulundan, c3 pozitif

bir sabit sayıolmak üzere,

|K(1, t)| ≤ c3e
−ε

 t
2

δ
(3.41)

eşitsizliği bulunur. λ ∈ C+, |λ| < H ve n = 0, 1, 2, ... için (3.41) eşitsizliği kul-

lanılarak ∣∣∣∣ dndλnJ1 (λ)

∣∣∣∣ ≤
∞∫
1

(t− 1)n |K(1, t)| dt

≤ c3

∞∫
1

(2t)n e
−ε

 t
2

δ
dt (3.42)

eşitsizliği elde edilir. Benzer şekilde c4 pozitif bir sabit sayıolmak üzere,

|Kx(1, t)| ≤ c4e
−ε

 t
2

δ

olduğu kullanılarak, λ ∈ C+, |λ| < H ve n = 0, 1, 2, ... için

∣∣∣∣ dndλnJ2 (λ)

∣∣∣∣ ≤ c4

∞∫
1

(2t)n e
−ε

 t
2

δ
dt (3.43)
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eşitsizliği bulunur. Q ve Qx fonksiyonlarının sürekliliği ve

eiλ
sinλ

λ
=

1

2

2∫
0

eiλrdr, eiλ
sinλt

λ
=

1

2

1+t∫
1−t

eiλrdr

eşitlikleri kullanılarak λ ∈ C+, |λ| < H ve n = 0, 1, 2, ... için, c5 pozitif bir sabit sayı

olmak üzere, ∣∣∣∣ dndλnJi (λ)

∣∣∣∣ ≤ c52
n, i = 3, 4 (3.44)

eşitsizliği elde edilir. Böylece (3.40)ve (3.42)-(3.44) ifadelerinden c6 = maks {c3, c4, c5}

ve α := (|a|+ |b|+ |c|+ |d|) olmak üzere n = 0, 1, 2, ... için∣∣∣∣ dndλn (λM22)

∣∣∣∣ ≤ n∑
s=0

 n

s

∣∣∣∣dn−sdλs
J1 (λ)

∣∣∣∣ [|d| ∣∣∣∣ dsdλsJ3 (λ)

∣∣∣∣+ |c|
∣∣∣∣ dsdλsJ4 (λ)

∣∣∣∣]

+
n∑
s=0

 n

s

∣∣∣∣dn−sdλs
J2 (λ)

∣∣∣∣ [|b| ∣∣∣∣ dsdλsJ3 (λ)

∣∣∣∣+ |a|
∣∣∣∣ dsdλsJ4 (λ)

∣∣∣∣]

≤ c6α
n∑
s=0

 n

s

 ∞∫
1

2s [2t]n−s e
−ε

 t
2

δ
dt

≤ c6α22n
∞∫
0

tne
−ε

 t
2

δ
dt (3.45)

eşitsizliği bulunur. Sonuç olarak, λ ∈ C+, |λ| < H ve n = 0, 1, 2, ... için

An := c6α22n
∞∫
0

tne
−ε

 t
2

δ
dt (3.46)

olmak üzere ∣∣∣∣ dndλn (λM22)

∣∣∣∣ ≤ An

yazılabilir. Diğer yandan (3.46) eşitliğinde ε
(
t
2

)δ
= u dönüşümü yapılırsa

An = c6α22n
2n+1

δε(n+1)/δ
Γ

(
n+ 1

δ

)
elde edilir. Son eşitlikte Γ (n+ 1) = nΓ (n) olduğu dikkate alınır ve

pn0 :=
2n+1

δ(δ+n+1)/δε(n+1)/δ
şeklinde seçilirse, K ve p; c3, ε, δ deği̧skenlerine bağlısabitler

olmak üzere

An ≤ Kαpnnn(1−δ)/δn! (3.47)
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eşitsizliği bulunur. Lemma 3.1 gereğince yeterince büyük H > 0 için

|lnM22(λ)| <∞ olduğundan

H∫
−∞

|lnM22(λ)|
1 + λ2

dλ ve

∞∫
H

|lnM22(λ)|
1 + λ2

dλ (3.48)

integralleri mutlak yakınsaktır. Ayrıca

E(s) := inf

{
Ans

n

n!
: n = 0, 1, 2, ...

}
olmak üzere (3.47) eşitsizliğinden

E(s) ≤ Kα exp

{
−1− δ

δ
e−1p−δ/(1−δ)s−δ/(1−δ)

}
(3.49)

bulunur. M22 fonksiyonu sıfırdan farklıolduğundan, µ (S4, s) , S4 kümesinin s komşu-

luğunun lineer Lebesgue ölçüsü olmak üzere (3.45), (3.48) ve Pavlov Teoremi gereğince,

m > 0 olmak üzere
m∫
0

lnE(s)dµ (S4, s) > −∞ (3.50)

olmalıdır. (3.49) ve (3.50) eşitsizliklerinden

m∫
0

s−δ/(1−δ)dµ (S4, s) <∞ (3.51)

elde edilir. δ/ (1− δ) ≥ 1 olduğundan (3.51) integralinin yakınsak olabilmesi ancak

µ (S4, s) = 0 olmasıyla, yani S4 = ∅ olmasıyla sağlanır.

3.3 Örnek

Bu kısımda, impalsif Sturm-Liouville operatörünün özdeğer ve spektral tekilliklerini

daha detaylıaraştırdı̆gımız bir örnek inceleyelim.

Örnek 3.1 a, d kompleks sayılar ve ad 6= 0 olmak üzere

−y′′ (x) = λ2y (x) , x ∈ [0, 1) ∪ (1,∞), (3.52)

diferensiyel denklemi

y(0) = 0 (3.53)
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sınır koşulu ve y+ (1)

y′+ (1)

 = B

y− (1)

y′− (1)

 , B =

a 0

0 d

 (3.54)

impalsif koşulu tarafından üretilen L̃ operatörünü göz önüne alalım. Dikkat edilirse

L operatörünün özdeğer ve spektral tekilliklerinin nicel özelliklerinin daha rahat

incelenmesi için (3.52)-(3.54) sınır değer probleminde q = 0 ve impalsif koşulu be-

lirleyen B matrisi köşegen yani b = c = 0 alınmı̧stır.

q = 0 için, (3.6) ve (3.7) çözümlerinden (3.52) denkleminin [0, 1) aralı̆gındaki lineer

bağımsız çözümleri

S
(
x, λ2

)
=

sinλx

λ
, C

(
x, λ2

)
= cosλx

şeklinde elde edilir. Benzer şekilde q = 0 için, (3.9) ve (3.12) çözümlerinden (3.52)

denkleminin (1,∞) aralı̆gındaki lineer bağımsız çözümleri

e(x, λ) = eiλx, ê(x, λ) = e−iλx

biçimindedir. Böylece (3.16) ifadesinden

M22(λ) =
ieiλ

2λ2
[
−iaλ sinλ− ibλ2 cosλ+ c sinλ+ dλ cosλ

]
(3.55)

bulunur. L̃ impalsif operatörünün özdeğer ve spektral tekilliklerini bulmak için M22

fonksiyonunun sıfırlarıincelenmelidir. Bu amaçla, (3.55) eşitliğinden

e2iλ =
a+ d

a− d

elde edilir. Sonuç olarak, A =
a

d
olmak üzere son eşitliğin çözümü

λk = − i
2

ln

∣∣∣∣A+ 1

A− 1

∣∣∣∣+
1

2
Arg

(
A+ 1

A− 1

)
+ kπ, k ∈ Z (3.56)

şeklinde elde edilir.

Şimdi bazıözel durumlar incelenecektir.

Durum 1: θ bir reel sayıolmak üzere A =
eiθ + 1

eiθ − 1
olsun. Bu durumda

A+ 1

A− 1
= eiθ

olduğundan

∣∣∣∣A+ 1

A− 1

∣∣∣∣ = 1 ve Arg
(
A+ 1

A− 1

)
= θ bulunur. (3.56) ifadesinden

λk =
θ

2
+ kπ, k ∈ Z
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elde edilir. Böylece λk ∈ R olduğuından µk = λ2, k ∈ Z sayıları L̃ operatörünün

spektral tekillikleridir. Ayrıca, bu durumda operatörün özdeğeri yoktur.

Durum 2: ImA 6= 0 olsun. Bu durumda bazıözel alt durumlarıinceleyelim.

2(i): A sayısısadece imajiner kısımdan oluşan bir kompleks sayıolsun, yani

ReA = 0 olsun. Bu durumda

∣∣∣∣A+ 1

A− 1

∣∣∣∣ = 1 olup

λk = π

(
k +

1

2

)
, k ∈ Z

bulunur. Bu da µk = λ2, k ∈ Z sayılarının L̃ impalsif operatörünün spektral tekil-

likleri olduğu anlamına gelir. Burada λk, k ∈ Z çözümleri reel sayıolduğundan bu

şart altında operatörün özdeğeri yoktur.

2(ii): ReA < 0 olsun. Bu durumda

∣∣∣∣A+ 1

A− 1

∣∣∣∣ < 1 olup (3.56) ifadesinden k ∈ Z için

λk ∈ C+ bulunur. Böylece

λk =
i

2
ln

∣∣∣∣A− 1

A+ 1

∣∣∣∣+
1

2
Arg

(
A+ 1

A− 1

)
+ kπ, k ∈ Z

sayıları L̃ impalsif operatörünün özdeğerleridir. Ayrıca, bu koşul altında L̃ ope-

ratörü spektral tekilliğe sahip değildir.

2 (iii): ReA > 0 olsun. Bu durumda

∣∣∣∣A+ 1

A− 1

∣∣∣∣ > 1 olup (3.56) ifadesinden k ∈ Z için

λk ∈ C− bulunur. Böylece L̃ operatörünün özdeğer ve spektral tekillikleri yoktur.

Durum 3: A reel sayıolsun. Şimdi bu koşul altında bazıalt durumlarıinceleyelim.

3(i): 0 < A < 1 olsun.
A+ 1

A− 1
< −1 olup Arg

(
A+ 1

A− 1

)
= π bulunur. Böylece

(3.56) ifadesinden

λk =
i

2
ln

∣∣∣∣A− 1

A+ 1

∣∣∣∣+ π

(
k +

1

2

)
, k ∈ Z

elde edilir. Bu durumda

∣∣∣∣A+ 1

A− 1

∣∣∣∣ > 1 olduğundan k ∈ Z için λk ∈ C− bulunur.
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Dolayısıyla L̃ operatörünün özdeğer ve spektral tekillikleri yoktur.

3(ii): 1 < A <∞ olsun.
A+ 1

A− 1
> 1 olup Arg

(
A+ 1

A− 1

)
= 0 elde edilir. Dolayısıyla

(3.56) ifadesinden

λk = − i
2

ln

(
A+ 1

A− 1

)
+ kπ, k ∈ Z

elde edilir. Burada

∣∣∣∣A+ 1

A− 1

∣∣∣∣ > 1 olduğundan k ∈ Z için λk ∈ C− olup Durum 3(i)

de olduğu gibi L̃ impalsif operatörünün özdeğer ve spektral tekillikleri yoktur.

3(iii): −1 < A <∞ olsun. Bu durumda −1 <
A+ 1

A− 1
< 0 olup Arg

(
A+ 1

A− 1

)
= π

bulunur ve (3.56) ifadesinden

λk =
i

2
ln

∣∣∣∣A− 1

A+ 1

∣∣∣∣+ π

(
k +

1

2

)
, k ∈ Z

elde edilir. Burada

∣∣∣∣A− 1

A+ 1

∣∣∣∣ > 1 olduğundan k ∈ Z için λk ∈ C+ bulunur. Böylece

µk = λ2, k ∈ Z sayılarıL̃ operatörünün özdeğerleridir. Ayrıca, bu durumda

L̃ operatörünün spektral tekilliği yoktur.

3(iv): −∞ < A < −1 olsun. Bu durumda 0 <
A+ 1

A− 1
< 1 olup Arg

(
A+ 1

A− 1

)
= 0

elde edilir. Böylece (3.56) ifadesinden

λk =
i

2
ln

(
A− 1

A+ 1

)
+ kπ, k ∈ Z

eşitliğine ulaşılır. Burada

∣∣∣∣A− 1

A+ 1

∣∣∣∣ > 1 olduğundan k ∈ Z için λk ∈ C+ dır. Yani,

µk = λ2, k ∈ Z sayılarıL̃ impalsif operatörünün özdeğerleridir. Ayrıca, bu durumda

L̃ impalsif operatörünün spektral tekilliği yoktur.
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4. İMPALSİF FARK OPERATÖRLERİ

Bu bölümde `2(N) =

{
y := {yn}n∈N : ||y||2 =

∑
n∈N

|yn|2 <∞
}
uzayıüzerinde

an−1yn−1 + bnyn + anyn+1 = λyn, n ∈ N\ {k − 1, k, k + 1} (4.1)

fark denklemi,

y0 = 0 (4.2)

sınır koşulu ve x = k noktasındaki yk+1

∆yk+1

 = B

 yk−1

5yk−1

 , B =

α β

γ δ

 (4.3)

impalsif koşulu ile üretilen Lo operatörünün saçılım fonksiyonu, özdeğer ve spektral

tekillikleri problemi incelenecektir. Burada α, β, γ, δ kompleks sayılar, detB 6= 0,

5; 5yn := yn − yn−1 şeklinde tanımlıgeri fark operatörü ve ∆; ∆yn := yn+1 − yn
şeklinde tanımlıileri fark operatörüdür. Ayrıca, her n ∈ N ∪ {0} için an 6= 0 olmak

üzere, {an}n∈N∪{0} ve {bn}n∈N reel terimli dizilerinin∑
n∈N

n (|1− an|+ |bn|) <∞ (4.4)

koşulunu sağladı̆gıkabul edilecektir. (4.1) denkleminin n = 0, 1, 2, ..., k − 1 ve

n = k + 1, k + 2, ... için çözümleri sırasıyla y−n (z) := yn(z), n = 0, 1, 2, ..., k − 1

y+n (z) := yn(z), n = k + 1, k + 2, ...

şeklinde gösterilsin. S0 ve S yarı̧seritleri sırasıyla

S0 :=

{
z : z = η + iξ, − π

2
≤ η ≤ 3π

2
, ξ > 0

}
,

S := S0 ∪
[
−π

2
,
3π

2

]
şeklinde tanımlansın. Ayrıca, Qn(z) ve Pn(z), (4.1) denkleminin n = 0, ..., k− 1 için

sırasıyla

Q0(z) =
1

a0
, Q1(z) = 0
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ve

P0(z) = 0, P1(z) = 1

başlangıç koşullarınısağlayan temel çözümleri olup z nin tam fonksiyonlarıdır

(Berezanski 1968). (4.1) fark denkleminin keyfi y = {yn(z)} ve u = {un(z)} çözüm-

lerinin Wronskiyeni

W [y, u] := an [yn(z)un+1(z)− yn+1(z)un(z)]

şeklinde tanımlıolduğundan her z ∈ C için

W [Qn(z), Pn(z)] = 1 (4.5)

bulunur.

Diğer taraftan, λ = 2 cos z olmak üzere, n = k + 1, k + 2, ... için en(z), (4.1) fark

denkleminin kapalıüst yarıdüzlemde

lim
n→∞

e−inzen(z) = 1, z ∈ C+

koşulunu sağlayan çözümü olup bu çözüme sürekli durumdakine benzer şekilde (4.1)

denkleminin Jost çözümü denir (Guseinov 1976b). Ek olarak, en(z) çözümü C+
açık üst yarıdüzleminde z deği̧skenine göre analitik, C+ kapalıüst yarıdüzleminde

sürekli ve periyodik bir fonksiyondur, yani her z ∈ C+ için, en(z + 2π) = en(z)

sağlanır. Ayrıca

µn =

{ ∞∏
k=n

ak

}−1
An1 = −

∞∑
k=n+1

bk

An2 =

∞∑
k=n+1

{
(1− a2k) + bk

∞∑
s=k+1

bs

}

An,m+2 = An+1,m +
∞∑

k=n+1

{(1− a2k)Ak+1,m − bkAk,m+1} , m = 1, 2, ...

(4.6)

olmak üzere, en(z) fonksiyonu,

en(z) = µne
inz

(
1 +

∞∑
m=1

Anme
imz

)
, n ∈ N (4.7)
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gösterimine sahiptir ve (4.4) koşulundan µn fonksiyonunun sıfırdan farklı olduğu

açıktır. Burada c > 0 bir sabit ve m
2
rasyonel sayısının tam kısmıbm

2
c olmak üzere

|Anm| ≤ c

∞∑
k=n+bm

2
c

(|1− ak|+ |bk|) (4.8)

eşitsizliği gerçeklenir. (4.1) denkleminin λ = 2 cos z ve n = k + 1, k + 2, ... için bir

diğer çözümü en(−z), kapalıalt yarıdüzlemde

lim
n→∞

einzen(−z) = 1, z ∈ C−

koşulunu sağlar ve

en(−z) = µne
−inz

(
1 +

∞∑
m=1

Anme
−imz

)
, n = k + 1, k + 2, ... (4.9)

gösterimine sahiptir. Burada µn ve Anm ifadeleri, (4.6) eşitliğinde tanımlandı̆gı

gibidir ve Anm ifadesi (4.8) eşitsizliğini sağlar. Ayrıca, en(−z) çözümü C− açık alt

yarıdüzleminde z deği̧skenine göre analitik, C− kapalıalt yarıdüzleminde sürekli ve

periyodik bir fonksiyondur, yani her z ∈ C− için, en(−z+ 2π) = en(−z) gerçeklenir.

Böylece (4.1) denkleminin en(z) ve en(−z) çözümleri her z ∈
[
−π
2
, 3π
2

]
\ {0, π} için

W [en(z), en(−z)] = −2i sin z (4.10)

eşitliğini sağladı̆gından bu denklemin bir temel çözümler sistemini oluşturur.

Bu bölümün devamında, aksi belirtilene kadar z ∈
[
−π

2
,
3π

2

]
\ {0, π} olduğu kabul

edilecektir. A± ve B±, z deği̧skenine bağlıkatsayılar olmak üzere (4.1) denkleminin,

n = 0, 1, 2, ..., k − 1 ve n = k + 1, k + 2, ... için lineer bağımsız çözümleri yardımıyla

(4.1)-(4.3) impalsif fark sınır değer probleminin genel çözümü y−n (z) = A−Qn(z) +B−Pn(z), n = 0, 1, 2, ..., k − 1

y+n (z) = A+en(z) +B+en(−z), n = k + 1, k + 2, ...

şeklinde ifade edilebilir. yk+2(z), yk+1(z), yk−1(z) ve yk−2(z) değerleri (4.3) impalsif

koşulunda göz önüne alınırsa A+ek+1(z) +B+ek+1(−z)

A+∆ek+1(z) +B+∆ek+1(−z)

 = B

 A−Qk−1(z) +B−Pk−1(z)

A−5Qk−1(z) +B−5 Pk−1(z)
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bulunur. Buradan ek+1(z) ek+1(−z)

∆ek+1(z) ∆ek+1(−z)

A+
B+

 = B

 Qk−1(z) Pk−1(z)

5Qk−1(z) 5Pk−1(z)

A−
B−


elde edilir. Son eşitlikte T ve K matrisleri sırasıyla

T :=

 Qk−1(z) Pk−1(z)

5Qk−1(z) 5Pk−1(z)


ve

K :=

 ek+1(z) ek+1(−z)

∆ek+1(z) ∆ek+1(−z)


şeklinde tanımlanırsa, z ∈

[
−π

2
,
3π

2

]
\ {0, π} için

detK = −2i sin z

ak+1
6= 0

gerçeklenir. O halde K matrisinin tersi mevcuttur ve M transfer matrisi

M :=

M11 M22

M21 M22

 = K−1BT (4.11)

şeklinde tanımlıolup A+
B+

 = M

A−
B−

 (4.12)

eşitliğini sağlar. (4.11) eşitliğinden M matrisinin elemanları

M11(z) = − ak+1
2i sin z

{∆ek+1(−z) [αQk−1(z) + β 5Qk−1(z)]

−ek+1(−z) [γQk−1(z) + δ5Qk−1(z)]}

M12(z) = − ak+1
2i sin z

{∆ek+1(−z) [αPk−1(z) + β 5 Pk−1(z)] (4.13)

−ek+1(−z) [γPk−1(z) + δ5 Pk−1(z)]}

M21(z) = − ak+1
2i sin z

{−∆ek+1(z) [αQk−1(z) + β 5Qk−1(z)]

+ek+1(z) [γQk−1(z) + δ5Qk−1(z)]}

M22(z) = − ak+1
2i sin z

{−∆ek+1(z) [αPk−1(z) + β 5 Pk−1(z)] (4.14)

+ek+1(z) [γPk−1(z) + δ5 Pk−1(z)]}
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şeklinde bulunur. (4.1)-(4.3) impalsif fark sınır değer probleminin keyfiiki çözümünün

katsayılarıA± ve B±, yeni kompleks katsayılar A±± ve B
±
± ile ifade edilirse En ve Fn

çözümleri

En(z) =

 A+−Qn(z) +B+
−Pn(z), n = 0, 1, 2, ..., k − 1

A++en(z) +B+
+en(−z), n = k + 1, k + 2, ...

(4.15)

ve

Fn(z) =

 A−−Qn(z) +B−−Pn(z), n = 0, 1, 2, ..., k − 1

A−+en(z) +B−+en(−z), n = k + 1, k + 2, ...
(4.16)

olarak yazılabilir. Eğer En çözümü (4.1)-(4.3) impalsif fark sınır değer probleminin

Jost çözümü olarak dikkate alınırsa,

A++ = 1, B+
+ = 0 (4.17)

bulunur. Ayrıca, Fn çözümü (4.1) denkleminin (4.2) sınır koşulunu sağlayan çözümü

olarak düşünülürse,

A−− = 0, B−− = 1 (4.18)

elde edilir. Diğer taraftan, (4.12) ve (4.17) birlikte göz önüne alınırsa

A+− =
M22 (z)

detM
, B+

− = −M21 (z)

detM
(4.19)

eşitliğine ulaşılır. Benzer şekilde (4.12) ve (4.18) ifadeleri dikkate alınırsa

A−+ = M12 (z) , B−+ = M22 (z) (4.20)

bulunur. Böylece, A+−, B
+
− , A

+
+, B

+
+ katsayılarının (4.15) ifadesinde ve A−−, B

−
− ,

A−+, B
−
+ katsayılarının (4.16) çözümünde yerine konulmasıyla En ve Fn çözümleri

sırasıyla

En(z) =


M22 (z)

detM
Qn(z)− M21 (z)

detM
Pn(z), n = 0, 1, 2, ..., k − 1

en(z), n = k + 1, k + 2, ...
(4.21)

ve

Fn(z) =

 Pn(z), n = 0, 1, 2, ..., k − 1

M12 (z) en(z) +M22 (z) en(−z), n = k + 1, k + 2, ...
(4.22)

şeklinde yeniden yazılabilir.

Şimdi (4.21) ve (4.22) ifadeleri yardımıyla sıradaki lemma verilebilir.
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Lemma 4.1 Her z ∈
[
−π

2
,
3π

2

]
\ {0, π} için

(i) W [En(z), Fn(z)] =
M22 (z)

detM
, n→ 0,

(ii) W [En(z), Fn(z)] = −2iM22 (z) sin z, n→∞

asimptotik eşitlikleri sağlanır.

İspat. (4.21) ve (4.22) ifadeleri n → 0 ve n → ∞ için En ve Fn çözümlerinin

Wronskiyenlerini hesaplamak için kullanılabilir. O halde n → 0 için Wronskiyenin

n deği̧skeninden bağımsızlı̆gıkullanılarak

W [En(z), Fn(z)] = an

{[
M22 (z)

detM
Qn(z)− M21 (z)

detM
Pn(z)

]
Pn+1(z)

−
[
M22 (z)

detM
Qn+1(z)− M21 (z)

detM
Pn+1(z)

]
Pn(z)

}
=

M22 (z)

detM
an {Qn(z)Pn+1(z)−Qn+1(z)Pn(z)}

=
M22 (z)

detM
W [Qn(z), Pn(z)]

=
M22 (z)

detM

elde edilir. Benzer şekilde n→∞ için,

W [En(z), Fn(z)] = an {en(z) [M12 (z) en+1(z) +M22 (z) en+1(−z)]

en+1(z) [M12 (z) en(z) +M22 (z) en(−z)]}

= M22 (z) an {en(z)en+1(−z)− en+1(z)en(−z)}

= M22 (z)W [en(z), en(−z)]

= −2i sin zM22 (z)

bulunarak ispat tamamlanır.

4.1 L0 Operatörünün Rezolvent Operatörü

Bu kısımda L0 operatörünün rezolvent operatörüRλ (L0) elde edilecektir. Qn(z), Pn(z)

ve en(z) fonksiyonlarının analitik özelliklerinden (4.21) ifadesi ile tanımlanan En(z)

çözümü
[
−π

2
,
3π

2

]
aralı̆gından S0 şeridine analitik devam ettirilebilir.
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Ayrıca ên(z), (4.1) fark denkleminin n = k+1, k+2, ... için kapalıüst yarıdüzlemde

lim
n→∞

einz ên(z) = 1, z ∈ C+

koşulunu sağlayan sınırsız çözümü olmak üzere (4.22) ifadesi ile tanımlanan Fn(z)

fonksiyonu,
[
−π

2
,
3π

2

]
aralı̆gından S0 şeridine analitik devam ettirildiğinde

F̂n(z) =

 Pn(z), n = 0, 1, 2, ..., k − 1

M̂12en(z) +M22ên(z), n = k + 1, k + 2, ...
(4.23)

şekline dönüşecektir. Burada M̂12 fonksiyonu

M̂12(z) = − ak+1
2i sin z

{∆êk+1(z) [αPk−1(z) + β 5 Pk−1(z)]

−êk+1(z) [γPk−1(z) + δ5 Pk−1(z)]}

şeklinde elde edilir. Ayrıca, dikkat edilmelidir ki en(z) ve Pn(z) çözümleri C+ üst yarı

düzleminde analitik olupM22 fonksiyonu,
[
−π

2
,
3π

2

]
aralı̆gından S0 şeridine analitik

devam ettirilebilir. Bu nedenle M22, F̂n çözümü içinde deği̧smeden kalmı̧stır.

(4.21) ve (4.23) ifadeleri yardımıyla sıradaki lemma verilebilir.

Lemma 4.2 Her z ∈ S \ {0, π} için

(i) W
[
F̂n(z), En(z)

]
= − M22

detM
, n→ 0,

(ii) W
[
F̂n(z), En(z)

]
= 2iM22 sin z, n→∞

asimptotik eşitlikleri sağlanır.

İspat.

W [en(z), ên(z)] = −2i sin z

olduğu kullanılarak, Lemma 4.1. in ispatına benzer şekilde yapılabilir.

Şimdi L0 impalsif fark operatörünün rezolvent operatörünü belirleyen sıradaki teo-

rem verilebilir.
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Teorem 4.1

(Rλ(L0)ψ)n :=
∑
m∈N

Gn,m(z)ψm, ψ = {ψm}m∈N ∈ `2(N), n ∈ N

şeklinde verilen operatör, L0 operatörünün rezolvent operatörüdür. Burada

λ = 2 cos z ∈ ρ(z) ve z ∈ S olmak üzere Gn,m Green fonksiyonu m,n 6= k için

Gn,m(z) =


En(z)F̂m(z)

W [F̂n(z), En(z)]
, m = 0, 1, 2, ..., n− 1

Em(z)F̂n(z)

W [F̂n(z), En(z)]
, m = n, n+ 1, ...

şeklinde tanımlıdır.

İspat. L0 operatörünün rezolvent operatörünü bulmak için ψ = {ψm}m∈N ∈ `2(N)

olmak üzere

an−1sn−1 + bnsn + ansn+1 − λsn = ψn, n ∈ N \ {k − 1, k, k + 1} (4.24)

fark denkleminin (4.2) sınır koşulunu, (4.3) impalsif koşulunu sağlayan ve `2(N) uza-

yının elemanıolan sn(z) çözümü bulunmalıdır. (4.24) denkleminin homojen kısmı

olan (4.1) denkleminin lineer bağımsız iki çözümü F̂n(z) ve En(z) olup sn(z), (4.24)

homogen olmayan denkleminin bir çözümü olmak üzere

sn(z) = cnEn(z) + dnF̂n(z) (4.25)

eşitliği gerçeklenecek şekilde cn 6= 0 ve dn 6= 0 katsayılarıvardır. Buradan

sn−1(z) = cn−1En−1(z) + dn−1F̂n−1(z)

= −
[
(cn − cn−1)En−1(z) + (dn − dn−1) F̂n−1(z)

]
+cnEn−1(z) + dnF̂n−1(z)

bulunur. Parametrelerin deği̧simi metodu gereğince

(cn − cn−1)En−1(z) + (dn − dn−1) F̂n−1(z) = 0 (4.26)

olduğundan

sn−1(z) = cnEn−1(z) + dnF̂n−1(z)
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eşitliği elde edilir. (4.25) ifadesinden

sn+1(z) = cn+1En+1(z) + dn+1F̂n+1(z)

= (cn+1 − cn)En+1(z) + (dn+1 − dn) F̂n+1(z)

+cnEn+1(z) + dnF̂n+1(z)

gerçeklenir. sn−1(z), sn(z) ve sn+1(z) ifadelerinin (4.24) denkleminde yerine konul-

masıyla

(cn+1 − cn)En+1(z) + (dn+1 − dn) F̂n+1(z) =
ψn
an

(4.27)

elde edilir. Böylece (4.26) ve (4.27) ifadeleri yardımıyla

cn+1 − cn =
F̂n(z)ψn

W [F̂n(z), En(z)]

ve

dn+1 − dn = − En(z)ψn

W [F̂n(z), En(z)]

eşitlikleri bulunur. Bu iki denklemin çözülmesiyle

cn =
n−1∑
m=0

F̂m(z)ψm

W [F̂n(z), En(z)]
(4.28)

dn =
∞∑
m=n

Em(z)ψm

W [F̂n(z), En(z)]
(4.29)

eşitlikleri elde edilir. Böylece (4.28) ve (4.29) katsayıları(4.25) çözümünde yerine

konulursa

sn(z) = En(z)

n−1∑
m=0

F̂m(z)ψm

W [F̂n(z), En(z)]
+ F̂n(z)

∞∑
m=n

Em(z)ψm

W [F̂n(z), En(z)]

çözümü elde edilerek ispat tamamlanır.

4.2 L0 Operatörünün Özdeğerleri ve Spektral Tekillikleri

Bu kısımda Lemma 4.2. ve L0 operatörünün rezolvent operatörü Rλ(L0) yardımıyla

aşağıdaki sonuç verilebilir.

Sonuç 4.1 L0 impalsif fark operatörünün özdeğer ve spektral tekilliklerinin ince-

lenebilmesi için gerek ve yeter koşul, M22 fonksiyonunun S üzerindeki sıfırlarının

incelenmesidir.
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Böylece, L0 operatörünün özdeğerlerinin ve spektral tekilliklerinin kümesi sırasıyla

σd(L0) ve σss(L0) ile

σd(L0) = {λ ∈ C : λ = 2 cos z, z ∈ S0, M22(z) = 0}

σss(L0) =

{
λ ∈ C : λ = 2 cos z, z ∈

[
−π

2
,
3π

2

]
, M22(z) = 0

}
şeklinde gösterilir.

Şimdi M22 fonksiyonunun asimptotik eşitini belirleyen sıradaki teorem verilebilir.

Teorem 4.2 (4.4) koşulu altında M22 fonksiyonu, z = η + iξ olmak üzere ξ → ∞

için aşağıdaki asimptotik eşitlikleri gerçekler:

(i) Eğer α + β + γ + δ 6= 0 ise

M22 = e4iz

(
k−2∏
n=1

an

)−1
ak+1

[
(α + β + γ + δ)µk+1 + o(1)

]
(4.30)

sağlanır.

(ii) Eğer α + β + γ + δ = 0 ise

M22 = e5iz

(
k−3∏
n=1

an

)−1
ak+1

[
−a−1k−2 (α + β)µk+2 − (β + δ)µk+1 + o(1)

]
(4.31)

gerçeklenir.

İspat. (4.14) ifadesinden

M22 = − ak+1
2i sin z

{βek+2(z)Pk−2(z)− (α + β) ek+2(z)Pk−1(z)

+ (α + β + γ + δ) ek+1(z)Pk−1(z)− (β + δ) ek+1(z)Pk−2(z)}

elde edilir. Ayrıca en(z) için

en(z) = µne
inz [1 + o(1)] , n ∈ N, z = η + iξ, ξ →∞

asimptotik eşitliği sağlandı̆gından ξ →∞ olmak üzere M22 fonksiyonu için,

M22(z) = − ak+1
2i sin z

[
β
ek+2(z)e−i(k+2)z

µk+2
Pk−2(z)ei(k+2)zµk+2

− (α + β)
ek+2(z)e−i(k+2)z

µk+2
Pk−1(z)ei(k+2)zµk+2

+ (α + β + γ + δ)
ek+1(z)e−i(k+1)z

µk+1
Pk−1(z)ei(k+1)zµk+1

− (β + δ)
ek+1(z)e−i(k+1)z

µk+1
Pk−2(z)ei(k+1)zµk+1

]
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bulunur. Böylece ξ →∞ için,

M22(z) = − ak+1
2i sin z

β(k−3∏
n=1

an

)−1 (
ei(k−3)z + e−i(k−3)z

)
ei(k−3)ze5izµk+2

− (α + β)

(
k−2∏
n=1

an

)−1 (
ei(k−2)z + e−i(k−2)z

)
ei(k−2)ze4izµk+2

+ (α + β + γ + δ)

(
k−2∏
n=1

an

)−1 (
ei(k−2)z + e−i(k−2)z

)
ei(k−2)ze3izµk+1

− (β + δ)

(
k−3∏
n=1

an

)−1 (
ei(k−3)z + e−i(k−3)z

)
ei(k−3)ze4izµk+1


= − ak+1

2i sin z

e5iz(k−3∏
n=1

an

)−1
βµk+2 [1 + o(1)] +

−e4iz
(
k−2∏
n=1

an

)−1
(α + β)µk+2 [1 + o(1)]

+e3iz

(
k−2∏
n=1

an

)−1
(α + β + γ + δ)µk+1 [1 + o(1)]

−e4iz
(
k−3∏
n=1

an

)−1
(β + δ)µk+1 [1 + o(1)]


asimptotiği bulunur. Buradan α + β + γ + δ 6= 0 olmasıdurumunda (4.30) eşitliği

ve eğer α+β+ γ+ δ = 0 olmasıdurumunda ise (4.31) asimptotik eşitliği elde edilir.

İspatın son kısmında α+β+γ+δ = 0 iken (α + β) ve (β + γ) ifadelerinin aynıanda

sıfıra eşit olmayacağınıgösterelim. Kabul edelim ki (α + β) ve (β + γ) aynıanda

sıfıra eşit olsun. Yani, α+ β = β + γ = 0 olsun. Bu durumda α = γ = −β bulunur.

Ayrıca α + β + γ + δ = 0 ise α + β = −γ − δ olup bu denklemde α = −β olduğu

kullanılırsa γ = −δ elde edilir. O halde α = −β ve γ = −δ eşitlikleri kullanılarak

detB = αδ − βγ = (−β) δ − β (−δ) = 0

elde edilir. Bu ise detB 6= 0 olması ile çeli̧sir. O halde kabulumüz yanlı̧s olup

α + β + γ + δ = 0 iken (α + β) ve (β + γ) ifadeleri aynıanda sıfıra eşit olamaz.

Böylece ispat tamamlanır.
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4.3 L0 Operatörünün Saçılım Fonksiyonu

Bu kısımda, B matrisinin elemanlarının reel olduğu kısıtlaması altında L0 ope-

ratörünün saçılım fonksiyonu elde edilecektir.

Teorem 4.3 α, β, γ, δ birer reel sayıolmak üzere, her bir z ∈
[
−π

2
,
3π

2

]
\ {0, π}

için

M22(z) 6= 0

gerçeklenir.

İspat. (4.1)-(4.3) impalsif fark sınır değer probleminin En ve Fn çözümlerini dikkate

alalım. Bu durumda (4.13), (4.14) ve (4.20) ifadelerinden z ∈
[
−π

2
,
3π

2

]
\{0, π} için

B−+ = M22(z) = M12(z) = A−+ (4.32)

bulunur. Kabul edelim kiM22(z0) = 0 olacak şekilde bir z0 ∈
[
−π

2
,
3π

2

]
\{0, π} sayısı

mevcut olsun. O halde (4.32) eşitliğinden A−+(z0) = B−+(z0) = 0 elde edilip Fn(z0)

çözümü özdeş olarak sıfır bulunur. Böylece Fn, (4.1)-(4.3) impalsif fark sınır değer

probleminin aşikar çözümü olur. Bu ise kabulümüzle çeli̧sir. O halde kabulümüz

yanlı̧s olup her α, β, γ, δ ∈ R ve z ∈
[
−π

2
,
3π

2

]
\ {0, π} için M22(z) 6= 0 dır.

Şimdi Teorem 4.3. ün bir sonucu olarak spektral tekilliklerle ilgili sıradaki sonuç

verilebilir.

Sonuç 4.2 α, β, γ, δ birer reel sayıolmak üzere, M22 fonksiyonunun[
−π

2
,
3π

2

]
\ {0, π} aralı̆gında reel sıfırlarıolmadı̆gından L0 impalsif fark operatörü

spektral tekilliğe sahip değildir.

Tanım 4.1 α, β, γ, δ birer reel sayı olmak üzere, L0 impalsif fark operatörünün

saçılım fonksiyonu

S (z) :=
E(0,−z)

E(0, z)

şeklinde tanımlıdır.

{an}n∈N∪{0} ve {bn}n∈N reel diziler olduğundan her z ∈
[
−π

2
,
3π

2

]
\{0, π} için (4.15)

ifadesinden

En(z) = En(−z)
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olup buradan saçılım fonksiyonu

S(z) =
E(0, z)

E(0, z)
=
M22(z)

M22(z)
=
M12(z)

M22(z)
(4.33)

şekline dönüşür.

Teorem 4.4 α, β, γ, δ birer reel sayıolmak üzere, her z ∈
[
−π

2
,
3π

2

]
\ {0, π} için S

saçılım fonksiyonu

S(−z) = S−1(z) = S(z)

eşitliklerini sağlar.

İspat. (4.33) ifadesinden

S(−z) =
M12(−z)

M22(−z)

elde edilir. Ayrıca M22(−z) = M22(z) ve M12(−z) = M12(z) olduğundan her

z ∈
[
−π

2
,
3π

2

]
\{0, π} ve α, β, γ, δ ∈ R için S(−z) = S−1(z) = S(z) bulunarak ispat

tamamlanır.

4.4 Örnek

Bu kısımda implasif fark operatörünün özdeğer ve spektral tekilliklerini daha detaylı

araştırdı̆gımız bir örnek inceleyelim.

Örnek 4.1 α, β, γ, δ birer kompleks sayıolmak üzere

yn−1 + yn+1 = 2 cos zyn, n ∈ N \ {1, 2, 3} (4.34)

fark denklemi

y0 = 0 (4.35)

sınır koşulu ve  y3

∆y3

 = B

 y1

5y1

 , B =

α β

γ δ

 (4.36)

impalsif koşulu tarafından üretilen L̃0 operatörünü göz önüne alalım. Burada her

n ∈ N için (4.1) denkleminin katsayılarıan = 1 ve bn = 0 alındı̆gından (4.13) ve

(4.14) ifadelerinden k = 2 için direkt olarak

M22(z) = − e3iz

2i sin z

[
−(α + β)eiz + α + β + γ + δ

]
(4.37)
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ve

M12(z) = − e−3iz

2i sin z

[
−(α + β)e−iz + α + β − γ − δ

]
(4.38)

eşitlikleri elde edilir. L̃0 impalsif fark operatörünün özdeğer ve spektral tekilliklerini

bulmak içinM22 fonksiyonunun sıfırlarıincelenmelidir. Bu amaçla (4.37) eşitliğinden

eiz = 1 +
γ + δ

α + β

buluınur. Böylece H =
γ + δ

α + β
olmak üzere son eşitliğin çözümü

zm = −i ln |1 +H|+ Arg(1 +H) + 2mπ, m ∈ Z (4.39)

şeklinde bulunur.

Şimdi bazıözel durumlar incelenecektir.

Durum 1: θ ∈ R olmak üzere H = eiθ − 1 olsun O halde Arg(1 + H) = θ

olduğundan

zm = θ + 2mπ, m ∈ Z

elde edilir. Bu durumda zm ∈ R bulunduğundan

{zm : m ∈ Z} ∩
{[
−π

2
,
3π

2

]
� {0, π}

}
kesi̧sim kümesindeki sayılar L̃0 impalsif fark operatörünün spektral tekillikleridir.

Durum 2: D kümesi

D := {z ∈ C : |z + 1| = 1}

şeklinde tanımlanırsa |1 +H| = 1 olup buradan

zm = θ + 2mπ, m ∈ Z

elde edilir. Böylece, (4.39) ve son eşitlikten

{zm : m ∈ Z} ∩D

kümesinin elemanlarıL̃0 impalsif fark operatörünün spektral tekillikleri olarak elde

edilir. Ayrıca D∗ kümesi

D∗ := {z ∈ C : |z + 1| < 1}
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şeklinde tanımlanırsa |1 +H| < 1 olup buradan S0 ∩ D∗ kümesinin elemanlarının

L̃0 operatörünün özdeğerleri olduğu kolaylıkla görülebilir.

Durum 3: H bir reel sayı olmak üzere eğer −2 < H < 0 ise L̃0 impalsif fark

operatörü özdeğerlere sahiptir. Aksi durumda L̃0 operatörünün özdeğerleri yoktur.

Ayrıca bu durumda H = −2 için L̃0 impalsif fark operatörünün spektral tekilliği

vardır.

Şimdi, α, β, γ, δ birer reel sayıolmak üzere L̃0 impalsif fark operatörünün saçılım

fonksiyonunu inceleyelim. (4.33), (4.37) ve (4.38) ifadelerini kullanarak her

z ∈
[
−π

2
,
3π

2

]
\ {0, π} için S saçılım fonksiyonu

S(z) = e−6iz
[

(α + β) e−iz + (α + β − γ − δ)
− (α + β) eiz + (α + β + γ + δ)

]
şeklinde elde edilir.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Gerçek hayatta kaŗsılaşılan süreçlerin fonksiyonel analiz, uygulamalımatematik ve

kuantum mekaniğinde modellenip çözülmesinde kimi zaman diferensiyel denklemler,

kimi zaman ise fark denklemleri kullanılmaktadır. Diferensiyel denklemler sürekli

problemleri, fark denklemleri ise daha ziyade sürekli olmayan kesikli problemleri

karakterize ederler. Spektral teoride ise, modellenen bu problemlerin çözümü için

operatör teorisine ihtiyaç duyulmaktadır. Bu nedenle Sturm-Liouville diferensiyel

denklemleri yardımıyla elde edilen diferensiyel operatörlerin ve fark denklemleri

yardımıyla elde edilen fark operatörlerinin spektral analizi günümüze kadar çok

sayıda matematikçi tarafından araştırılmı̧stır. Ancak birçok fiziksel süreçte zamanın

belirli anında veya anlarında keskin durum deği̧sikliklerine rastlanabilir. Bu sebep-

le impalsif denklemlerin ve impalsif operatörlerin analizi giderek artan bir ilgiyle

kaŗsılaşmaktadır.

Literatür incelendiğinde, Hilbert uzaylarında tanımlı lineer sınırlı, sınırsız, selfad-

joint, non-selfadjoint operatörlerin spektral özellikleri ile ilgili günümüze kadar pek

çok çalı̧sma mevcut olduğu görülmektedir. Ancak yapılan çalı̧smaların çoğu dife-

rensiyel ya da fark denklemleri üzerine olup, impalsif fark veya impalsif diferensiyel

denklemlere ili̧skin literatürde yeteri kadar çalı̧sma bulunmamaktadır. Bu doktora

tezinde amaçlanan yarım eksendeki impalsif Sturm-Liouville ve impalsif fark ope-

ratörlerinin spektral teorisini inceleyerek literatürdeki bu boşluğu kapatmaktır.

Tezin ilk bölümünde, L2[0,∞) Hilbert uzayında yarım eksen üzerinde

−y′′ + q(x)y = λ2y, x ∈ [0, 1) ∪ (1,∞),

diferensiyel denklemi yardımıyla üretilen L impalsif operatörü ele alınmı̧s, bu

operatörün asimptotik özellikleri, özdeğerleri ve spektral tekillikleri incelenmi̧s, belli

koşullar altında özdeğer ve spektral tekillikler kümesinin ve katlarının sonlu olduğu

gösterilmi̧stir.
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Tezin ikinci bölümünde ise, {an}n∈N∪{0} ve {bn}n∈N reel terimli diziler olmak üzere

l2(N) Hilbert uzayında

an−1yn−1 + bnyn + anyn+1 = λyn, n ∈ N \ {k − 1, k, k + 1}

fark ifadesi yardımıyla üretilen L0 impalsif fark operatörü ele alınmı̧stır. Bu

operatörün Jost çözümü verilmi̧s, bu çözümün analitiklik özellikleri ve asimptotik

davranı̧slarıincelenmi̧stir. Ayrıca L0 operatörünün özdeğer ve spektral tekillikleri

araştırılmı̧stır. Her iki bölümde de elde edilen sonuçlar birer örnek üzerinde uygu-

lanarak bu sonuçların geçerliliği somut olarak gösterilmi̧stir.

Tezdeki bu çalı̧smaların devamıolarak tez çalı̧smasının konusunu oluşturan impalsif

koşullu L Sturm-Liouville operatörünün ve L0 fark operatörünün esas fonksiyonları

incelenebilir. Diğer yandan, en genel anlamıyla sürekli ve ayrık analizin birleşti-

rilmesi olarak bilinen zaman skalasıkavramıson yıllarda birçok matematikçi tarafın-

dan ilgi görmüş, diferensiyel denklemler ve fark denklemleri ile yapılan çalı̧smalar za-

man skalasına taşınarak bu çalı̧smalar sonucunda daha genel sonuçlara ulaşılmı̧stır.

Bu tez çalı̧smasının konusunu oluşturan operatörlerin spektral teorisi üzerine yapılan

çalı̧smalar da zaman skalasında modellenerek bu operatörlerin detaylıbir şekilde in-

celenmesi mümkündür.
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