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OZET
Doktora Tezi

KUANTUM KANALLAR VE BILISIM KAPASITELERI

Solmaz YILMAZ

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstittisi
Fizik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Abdullah VERCIN

Kuantum kanallar, kuantum mekanigi postulalar1 esas alinarak, fiziksel ve matematiksel
olarak incelenmistir. Bu incelemenin sonucu olarak bilisim-teorik yaklagimin kuantum
mekaniginde temel oldugu sonucuna varilmigtir. Hem bilisim-teorik gorevlerin optimal
oranlarin1 belirlemede hem de kuantum sistemlerin tasidigi bilisim ve bu sistemlerin
aralarindaki korelasyonlar1 nicelendirmede kullanilan entropik nicelikler tanitilmistir.
Bu entropik niceliklerden olan bilisim spektrum bagil entropiler kullanilarak kuantum
kanallarin tek-kullanim klasik ve kuantum bilisim kapasitelerini belirleyen iki kodlama
teoremi ispatlanmistir. Bu kapasitelerin asimptotik halleri i¢in, bu kodlama
teoremlerinin dogal sonugclar1 olarak, entropik formiiller elde edilmistir. Bu entropik
niceliklerden bir digeri olan Umegaki bagil entropisi ve sistemle ¢evresinin baslangic
durumunun saflastirilmasi  kullanilarak, acik kuantum sistemlerin indirgenmis
dinamiklerinin kuantum kanallarla betimlenebilmesi igin yeter sart elde edilmistir. Bu
sarttan yararlanilarak, indirgenmis dinamikleri kuantum kanallarla betimlemeye izin
veren sistem ve c¢evre birlesik sisteminin baslangi¢ durumlarinin farkl tiirden
korelasyonlara sahip olacagi gosterilmistir. Ayrica, ¢ift boyutlu Hilbert uzaylarinin
islemci uzaylarinda tanimli parametrelendirilmis bir ¢izgisel gonderimin pozitif ve
tamamen pozitif oldugu parametre bdlgeleri belirlenerek, bu gonderimden hem
dolaniklik taniklart hem de kuantum kanallar elde edilmistir.

Nisan 2017, 85 sayfa

Anahtar Kelimeler : Kuantum kanallar, tamamen pozitif ¢izgisel gonderimler,
kuantum entropik nicelikler ve kuantum kanal kodlama teoremleri



ABSTRACT
Ph.D. Thesis
QUANTUM CHANNELS AND THEIR INFORMATION CAPACITIES
Solmaz YILMAZ

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Physics

Supervisor: Prof. Dr. Abdullah VERCIN

Based on the postulates of quantum mechanics, quantum channels have been physically
and mathematically investigated. As the result of this investigation, it has been
concluded that information-theoretical approach is essential in quantum mechanics.
Quantum entropic quantities used both in determining optimal rates for information-
theoretical tasks and in quantifying information content of quantum systems and
correlations between them have been introduced. Two coding theorems determining
one-shot classical and quantum capacities of quantum channels have been proved using
information spectrum relative entropies which are belong to these entropic quantities.
As natural corollaries of these theorems, entropic formulas in asymptotic case are
obtained for these capacities. Using Umegaki’s relative entropy which is another one of
these entropic quantities and purification of initial state of system and its environment, a
sufficient condition for which reduced dynamics of open quantum systems can be
described by quantum channels has been obtained. Utilizing this condition, it has been
shown that initial states allowing the describe the reduced dynamics by quantum
channels may have different kinds of correlations. Also, by specifying the parameter
regions, where a parameterized linear map defined on operator spaces of even
dimensional Hilbert spaces is positive and completely positive, both entanglement
witnesses and quantum channels have been obtained from this map.

April 2017, 85 pages

Key Words : Quantum channels, completely positive linear maps, quantum entropic
quantities and quantum channel coding theorems
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1. GIRIS

Bilisim (information) daima fiziksel sistemlerin durumlarinda temsil edilir ve bilisimin
depolanmasi, islenmesi, iletilmesi ya da fiziksel sistemlerden edinimi gibi temel bilisim-
teorik gorevler de bu sistemlerin tabi oldugu fizik yasalari ile belirlenir. Dolayisiyla,
bilisim teorisinin temellerini fizik yasalari olusturur. Temel yasalar1 kuantum mekanigi
postulalari olan bilisim teorisine kuantum biligim teorisi denir. Bu teorinin biinyesinde
Ozel bir hal olan klasik bilisim teorisi ise sadece fiziksel sistemlerin klasik ozellikleri

g0z Oniine alinarak gelistirilmistir (Shannon 1948).

Kuantum bilisim teorisine gore, bilisim yogunluk islemcileriyle temsil edilir ve
bilisimin depolanmasi, islenmesi ve iletilmesi de bu bilisim-teorik gorevlere uygun
kuantum kanallarla gergeklestirilir. Kuantum sistemlerden bilisim elde edilmesi ise
kuantum enstriimanlarla modellenir. Bu sekilde, kuantum mekaniginde bilisim-teorik
yaklagimin temelleri belirlenmis olur. Bu yaklasima gore 6zel tiirden fiziksel sistemlerin
incelenmesinden ziyade kuantum mekanigi postulalarinin miisaade ettigi ve yasakladigi
degisimleri belirlemek Onemlidir. Bu anlamiyla kuantum bilisim teorisi, kuantum
mekaniginin koydugu kisitlamalari belirlemeye ¢alisir. Ornedin, bu postulalar
bilinmeyen saf bir kuantum durumun kopyalanmasini yasaklarken, kuantum yogun-
kodlama protokolii ile klasik bilisim iletim oraninin iki katina ¢ikmasina miisaade eder

(Wilde 2013).

Yukaridaki iki paragraf, bilisim fizigin temel bir kavramidir ve bilisim teorisinin temel

yasalar1 ise kuantum mekanigi postulalaridir s6ziiyle 6zetlenebilir.

1.1 Kuantum Kanallar

Bilisim-teorik yaklasima gore, bir kuantum sisteminin herhangi bir fiziksel degisimi,
sistemin baslangi¢ durumunu degisim sonundaki durumuna doniistiiren bir génderimle
betimlenir. Yani ilgilenilen fiziksel degisim, kuantum durumlar1 kuantum durumlara

dontistiiren bir gonderimle betimlenir. Dolayisiyla, bu tiirden bir génderimin kuantum



durum olma o6zelliklerini korumasi gerekmektedir. Kuantum mekanigi postulalarinin
izin verdigi en genel kuantum durum bir yogunluk islemcisidir. Yogunluk islemcileri,
birim izli pozitif islemcilerdir. Bundan dolayi, fiziksel gelisimi betimleyen génderimin
pozitifligi ve iz korumasi ka¢inilmazdir. Ayrica, bir sistemin biitiin kuantum
durumlarina karsilik gelen yogunluk iglemcilerinin bir konveks kiime olusturdugu goz
Ontine alinirsa, bu gonderimin konveks toplami da korumasi gerekliligi agiga cikar. Bir
gonderim yogunluk islemcileri kiimesinin 6zelliklerini degismez birakiyorsa dogal bir
sekilde yogunluk islemcileri kiimesinin ait oldugu ¢izgisel islemci uzaylarina tek tiirlii
bir ¢izgisel genislemesi vardir. Sonug olarak kuantum durumlarin korunmasi sartindan
hemen bu gonderimlerin pozitif ve iz-koruyan ¢izgisel gonderimler olmasi gerektigi
sonucuna varilir (EK 1). Diger taraftan, herhangi bir yogunluk islemcisi daima iki
pargali bir sistemin belirli bir saf durumunun indirgenmisi olarak diisiintilebilir.
Dolayistyla, pozitif ve iz-koruyan ¢izgisel gonderimin her tensorel genigleme altinda da
pozitifligi korumasi (tamamen pozitif olmasi) gerektigi sonucuna kolay bir sekilde

varilir.

Yukaridaki tartismay1 ozetleyecek olursak; ilgilenilen kuantum sisteminin herhangi bir
saf olmayan durumu daima bir birlesik sistemin bir saf durumunun indirgenmisi
olabileceginden, kuantum mekanigi postulalariyla uyumlu fiziksel gelisimi betimleyen
bir ¢izgisel gonderimin tamamen pozitif ve iz-koruma 6zelliklerine sahip olmak zorunda

oldugu sonucuna varilir ve bu génderimlere kuantum kanallar denir.

1.2 Bilisim Iletimi ve Optimal iletim Oranlar

Fiziksel degisimleri kuantum mekanigine gore betimleyen kuantum kanallardan dolayz,
her bir fiziksel degisim bir bilisim iletimi olarak goriilebilir. Bir bagka deyisle, islemci
uzaylarinda tanimli ve tamamen pozitif ve iz koruyan cizgisel gonderimler olan
kuantum kanallar bilisim iletimini modeller. Pratik amaglar i¢in kuantum kanallarindan
bilisim iletimi her zaman uygun protokoller ile gergeklestirilir. Belirli bir protokole gore
bir kuantum kanalinin, belirli bir dogruluk derecesinde, iletebildigi maksimum bilisim

miktarina bu kanalin bir optimal iletim oran1 (veya bilisim kapasitesi) denir.



Kuantum kanallarinin bilisim kapasitelerini entropik formiillerle belirleyen ifadelerin
her birine, bir kuantum kanal kodlama teoremi denir. Bu teoremlerin ispatlart ise iki

kisimdan olusur:

(i) (Erisebilirlik) iletim oraninin kanalin bilisim kapasitesini karakterize etmede
kullanilan entropik nicelikten kiigiik veya esit olmasi durumunda istenilen iletim
dogrulugunu saglayan bir kodlama semasinin var oldugunu gostermek,

(if) (Ters) iletim oraninin bu entropik nicelikten biiylikk olmasi durumunda iletim

dogrulugunu saglayan hig¢bir kodlama semasinin olmayacaginin gosterilmesi.

flk kanal kodlama teoremi, hafizasiz® klasik kanallar icin, kanal kullanim sayisinin
sonsuz olmasi limitinde (asimptotik rejim) ve bu limitte de iletim dogrulugunun tam
olmas1 halinde Shannon (1948) tarafindan formiile edildi. Daha sonra, bu teoremin
saglam bir matematiksel ispati Feinstein (1954) tarafindan yapildi. Kuantum kanallar
icin ilk kodlama teoremi de asimptotik rejim ve kanalin hafizasiz olma sarti1 altinda
kuantum kanallarinin klasik bilisim iletimi i¢in ispatlandi. Bu teoremin zayif ters kismi
Holevo (1973a, 1973b) tarafindan (bu ayn1 zamanda Holevo sinir1 olarak da bilinir) ve
erisilebilirlik kisminin ispati ise (Hausladen vd. 1996) calismasinin sonuglarini
kullanarak Holevo (1998) ve Schumacher ve Westmoreland (1997) tarafindan,

birbirlerinden bagimsiz olarak, yapilmstir.

Bu teoremin ardindan, yine asimptotik rejimde ve hafizasizlik sart1 altinda, kuantum
kanallarinin dolaniklik-destekli klasik (Bennett vd. 2002, Holevo 2002), gizli klasik
(Cai vd. 2004, Devetak 2005) ve kuantum (Schumacher ve Nielsen 1996, Lloyd 1997,
Barnum vd. 1998, Barnum vd. 2000, Shor 2002, Devetak 2005) kapasitelerinin
formiilleri elde edilmistir. Ayrica, 6zel tiirden hafizali kuantum kanallar icin de
yukaridaki ¢er¢evede bilisim iletim verimliligi analizi yapilmigtir (Caruso vd. 2014).
Biitiin bu optimal iletim oranlar1 Umegaki (1962) bagil entropisinden elde edilen

entropik formiillerle belirlenmektedir.

! Ardisik kanal kullanimlarinin her birinin ayni ve birbirinden bagimsiz oldugu kanallara hafizasiz denir.



Gergekte, bilisim iletimi i¢in mevcut olan 6z-kaynaklar? (Tomamichel 2015) sonludur
ve kanallarin ardisik kullanimlar1 arasinda belirli iliskinin oldugu durumlar ise pek
nadirdir (Caruso vd. 2014). Dolayisiyla, kanallarin kullanim sayisinin sonlu (finite-
blocklength) hatta bir kez oldugu (one-shot) rejimde ve yapilarina (ardisik
kullanimlarina) iliskin herhangi bir varsayimda da bulunulmadan bilisim kapasitelerinin
belirlenmesi daha gercekei olacaktir. Ayrica, tek-kullanim rejiminde belirlenen bilisim
kapasitelerinin asimptotik halleri ise dogal bir sekilde elde edilebilmektedir. Bu
anlamiyla, tek-kullanim rejiminde bilisim kapasitelerinin belirlenmesi kuantum bilisim

teorisinin temelinde yer almaktadir.

Kanallarin yapisina iligskin herhangi bir varsayima gerek kalmaksizin asimptotik bilisim
kapasitelerinin belirlenmesine olanak saglayan bilisim spektrum yaklagimidir (Han ve
Verdu 1993, Verdu ve Han 1994, Han 2002, Hayashi ve Nagaoka 2003). Bilisim
kapasitelerinin entropik formiilleri, bu yaklagim c¢ergevesinde tanimlanan spektral
diverjans oranlar olarak elde edilmistir. Kanallarin yapisina herhangi bir sart koymama
ile birlikte tek-kullanim rejiminde kanal kodlama teoremlerinin ispatlanmasi igin
gelistirilen diger yaklagim ise diizgiin (Smooth) entropi ¢alisma cercevesi olmustur
(Renner 2005). Bu calisma gergevesinde gelistirilen bagil entropilerden elde edilebilen
ifadeler araciligiyla tek-kullanim bilisim kapasitelerinin temel sinirlarini belirleyen
kodlama teoremleri ispatlanmistir. Hem spektral diverjans oranlar hem de diizgiin bagil
entropiler asimptotik ve hafizasizlik durumunda Umegaki (1962) bagil entropisini
vermektedir. Ayrica, diizgiin entropi ¢alisma ¢ergevesinin entropik niceliklerinin
asimptotik rejimde bilisim spektrum yaklasiminin entropik niceliklerine esdeger oldugu

gosterilmistir (Datta 2009, Datta ve Renner 2009).

Bu tezde, tek-kullanim rejimi esas alinarak kuantum kanallarinin klasik ve kuantum
bilisim kapasiteleri belirlenmistir. Bunun i¢in, bu kapasiteleri bilisim spektrum bagil
entropiler® (Datta ve Leditzky 2015) ile smirlayan kanal kodlama teoremleri tek-

kullanim rejiminde ispatlandi. Burada (Beigi ve Gohari 2014) ¢alismasindan esinlenildi.

2 Paylasilmis kuantum dolaniklik ve haberlesme kanallar1 6z-kaynaklara drnek verilebilir.
¥ Bu bagil entropiler tek-kullanim rejiminde kullamilan diger bagil entropilere esdegerdir (Datta ve
Leditzky 2015).



ve bu kodlama teoremlerindeki esitsizliklerin uygun limitleri alinarak da bu
kapasitelerin asimptotik halleri elde edildi. Bu tek-kullanim rejimindeki kodlama
teoremlerinin literatiirdeki benzerleriyle Kkarsilastirmalarinda klasik bilisim i¢in
(Mosonyi ve Datta 2009, Polyanskiy 2010, Polyanskiy vd. 2010, Renes ve Renner 2011,
Wang ve Renner 2012, Datta vd. 2013, Beigi ve Gohari 2014) ¢alismalarina ve kuantum
bilisim i¢in ise (Buscemi ve Datta 2010, Datta ve Hsieh 2011) referanslarina bakilabilir.

1.3 Tezin Yapisi

Kuantum bilisim teorisi kapsaminda yazilan bu tezin ikinci boliimiiniin konusu,
kuantum bilisim teorisinin temel yasalar1 ve kavramlaridir. Bir bagka deyisle, bu tezin
temel sonuclarinin anlagilmasi i¢in gerekli olan temel bilginin sunuldugu yerdir. Bu
boliimiin ilk kesimi, kuantum mekanigi postulalarinin, Hilbert uzayr formalizminin
Schrodinger resmi esas alinarak, ifade edilmesiyle baglar. Bu postulalar aracilifiyla
kuantum sistem, kuantum durum, kuantum degisim ve kuantum gozlenebilir ile bunlarin
olgtimlerine karsilik getirilen matematiksel objelerin incelenmesi ile biter. Boylece, hem
kuantum bilisim teorisinin temelleri hem de tezin notasyonu tanitilmistir. Bu tezde,

Hilbert uzaylari sonlu boyutlu kabul edilecektir.

Ucgiincii boliimde ise, tek-kullanim rejiminde kuantum bilisim-teorik gérevlerin optimal
oranlarinit belirlemede kullanilan bilisim spektrum bagil entropiler ve bunlarin
asimptotik rejimdeki karsiliklar1 olan spektral diverjans oranlarinin incelenmesi ile
carpisma bagil entropisi-benzeri fonksiyonelin tanitilmast yapilmistir. Bu boliimde,
ayrica, Umegaki bagil entropisi ve bu bagil entropi kullanilarak tanimlanabilen entropik
nicelikler ile birlesik kuantum sistemlerin korelasyonlarini 6lgmede kullanilan entropik

formiller de tanitilmistir.

Dordiincii boliim, kuantum kanallardan klasik ve kuantum bilisim iletiminin optimal
oranlarinin belirlendigi yerdir. Daha ac¢ik sdylemek gerekirse, bilisim spektrum bagil
entropilerle kuantum kanallarinin tek-kullanim klasik ve kuantum kapasitelerinin temel

smirlart belirlendi. Bu sinirlarin gegerliligi, iki ayri kuantum kanal kodlama teoremi



ispatlanarak gosterildi. Bu kodlama teoremlerinin ispatlari, iletim dogruluklarinin
bilisim spektrum bagil entropilerin tanimina olanak veren niceliklerle siirlar
konulmasinin sonucudur. Bu teoremlerdeki esitsizliklerin uygun limitleri alinarak, en
genel kuantum kanallarimin hem klasik hem de kuantum kapasitelerini veren entropik
ifadeler, dogal bir sekilde, belirlenmistir. Boylece, klasik bilisim kapasitesi i¢in Hayashi
ve Nagaoka (2003) ve kuantum bilisim kapasitesi i¢in ise Buscemi ve Datta (2010)
tarafindan belirlenen entropik formiiller bu tezin kodlama teoremlerinin sonuglar1 olarak

elde edilmistir.

Sonug boliimii, bu tezin temel sonuglar1 esas alinarak bu tezin igeriginin ve yapilan

yayinlarin degerlendirilmesine ayrilmistir.

Bu tezin eklerinde ise, sirasiyla, kuantum durumlar1 kuantum durumlara doniistiiren ve
konveks toplami1 koruyan bir génderimin, pozitif, iz-koruyan ve ¢izgisel genislemesinin
var ve tek oldugunun ispati ve garpisma bagil entropi-benzeri fonksiyoneli ile ilgili

teknik sonuglar incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Kuantum bilisim teorisindeki aragtirmalarin 6nemli bir kismi, kuantum mekaniginin
Hilbert uzay1 formalizminin Schrodinger resminde yapilmakta ve bu uzaylarin boyutlar
da sonlu alinmaktadir. Dolayisiyla, kuantum bilisim teorisi icin gerekli olan
matematigin esasini lineer cebir olusturur. Bu boliim, yukarida ifade edilen gercevede,
kuantum bilisim teorisinin temel kavram ve tekniklerinin incelenmesine ayrilmistir. Bu
inceleme, iki ayr1 kesimde yapilacaktir. ilk kesimde, kuantum mekanigi postulalari ifade
edildikten sonra bu postulalarda gegen kuantum sistem, kuantum durum, kuantum
degisim ve kuantum gozlenebilirler ile bu gozlenebilirlerin dlglimlerine karsilik gelen
matematiksel objelerin her birinin tamimlar1 verilecektir. ikinci kesimde ise, bir dnceki
kesimdeki inceleme esas alinarak kuantum durumlar, kuantum kanallar ve kuantum

enstriimanlarla ilgili daha detayli bilgi verilecektir.

Bu boliimdeki kavramalar ile ilgili daha detayli bilgi i¢in (Nielsen ve Chuang 2000,
Hayashi 2006, Holevo 2012, Wilde 2013, Hiai ve Petz 2014) kitaplarina bakilabilir.

2.1 Kuantum Mekanigi Postulalari ve Lineer Cebir

Cagdas fizigin temelini olusturan kuantum mekaniginin zengin igerigi asagidaki

postulalar ile ifade edilebilir:

P1- Ilgilenilen her kuantum sistemine karsilik bir Hilbert uzay: vardir ve birlesik bir
kuantum sisteminin Hilbert uzay: ise alt sistemlerinin Hilbert uzaylarimin tensorel

carpimu seklinde yazilir.

P2- Tlgilenilen kuantum sisteminin herhangi bir kuantum durumu, bu sistemin Hilbert

uzay1 lizerinde taniml1 bir yogunluk islemcisi ile betimlenir.

P3- Ilgilenilen kuantum sisteminin herhangi bir degisimi, bu sistemi giris sistemi kabul

eden bir kuantum kanal ile temsil edilir.



P4- llgilenilen kuantum sisteminin herhangi bir kuantum gozlenebiliri, bu sistemin
Hilbert uzaymi tanim uzayr kabul eden bir birim-ayrisim ile betimlenir ve bu
gozlenebilirin Ol¢iimii ise bu gozlenebilire karsilik gelen kuantum enstriiman ile

modellenir.

Bu postulalarin biligsim-teorik yorumlanisi1 asagidaki gibidir:

e {lk postula, bilisimin fiziksel tasiyicilar ile bunlarin birlestirilmesine karsilik gelen
matematiksel yapilar1 belirlemektedir. Boylece, teorinin temel yapist belirlenmis
olur. Kuantum bilisimin temel tasiyicilari kiibitlerdir. Bunlara, fotonun kutuplanmas,
elektronun spini ornek verilebilir. Ayrica, klasik sistemler de bu formalizmde
tanimlanabilir: Onceden segilmis bir ortonormal bazi olan Hilbert uzaylar1 biligsimin
klasik fiziksel tastyicilarini modeller.

e lkinci postula, bilisimin temsil edildigi durumlarin betimlemesini yapar. Bir sistemin
bilisim tasiyabilmesi i¢in tam ayirt edilebilir en az iki durumu olmalidir. Segilmis bir
baza gore kosegen olan biitiin durumlar klasik bilisimi temsil ederken diger durumlar
kuantum bilisimi temsil ederler. Bu anlamiyla klasik bilisim 6zel tiirden bir kuantum
biligimdir.

e Ugiincii postula, bilisimin nasil islenecegini tanimlar. Sistemlerin kontrollii veya
kontrolsiiz biitiin degisimleri kuantum kanallarla betimlenir. Ayrica, kuantum
kanallar agik kuantum sistemlerin indirgenmis dinamiklerini de modeller (Tiirkmen
vd. 2016).

e Dordiincti  postula, kuantum sistemlerden bilisim elde edilme siirecini
betimlemektedir. Birim-ayrisimlari sistemlerden elde edilebilecek bilisim tiirlerini
betimlerken, kuantum enstriimanlar ise bu bilisimin nasil elde edilecegini

modellemektedir.

Bu kesimin geriye kalan kisimlarindaysa, postulalarda gegen matematiksel objelerin

tanimlar1 ve bu tanimlar i¢in gerekli olan bilgi derli toplu bir sekilde verilecektir.



2.1.1 Hilbert uzaylari ve tensorel carpimlari

Hilbert uzaylar1 6zel tiirden vektor uzaylaridir: Tamlik 6zelligine sahip herhangi bir ic-
carpim uzayina Hilbert uzay1 denir. Burada, kuantum mekaniginin ilk postulasi olan
P1°’de gecen Hilbert uzaylar1 ve bu uzaylarin tensdrel ¢arpimlarinin tanimlari
verilecektir. Boylece, herhangi bir kuantum sisteminin temsil edildigi matematiksel obje
ve birlesik sistemleri betimleyen matematiksel kavram tanitilacaktir. Bu incelemeye
temel olmasi igin, lineer cebirin temel objelerinden olan ig-¢arpim uzaylari

tanitilacaktir.

Ic carpim uzaylarmin tanimlarma temel olmasi icin vektdr uzaylarinin tanitimlari

yapalim.

Tanim 2.1: Bos kiimeden farkli H kiimesi i¢in
+HXH->-H ve -:CXH->H

ikili islemleri tanimlansin. Eger bu islemlerden ilkine gore H degismeli grup ve ikinci
islem asagidaki ozellikleri saghiyorsa H kiimesine bir kompleks vektér uzayi, H
kiimesinin her bir elemanina vektér ve yukaridaki ikili islemlere, sirasiyla, vektorel

toplam ve skaler ile ¢arpim denir.

V) V|Y)eH,Va, BeC, (aB).|y) = a.(B.|p)). (skaler ile carpimin birlesme
ozelligi)
V2V |Y),lp) EH, Va €C, a.(JY) + |¢)) = a.|y) + a.|p). (skaler ile garpimin

vektorel toplam iizerine dagilmasi)

W) VIY)YeEH, Va, BEC, (a+p).|Y)= a.|P)+ B.|Y). (skaler ile garpimin

kompleks sayilarin toplami tizerine dagilmasi)

Yukaridaki aksiyomlarda kullanildigi gibi bundan sonra da Dirac notasyonu

kullanilacaktir. Ayrica, a. |y) skaler ¢arpimi a|y) seklinde gosterilecektir.



Tamm 2.2: H kompleks vektor uzayi iizerinde

H 3 ), |¢) — (ply) € C

islemi tanimlanabiliyor ve bu islem,
(1) Wly) = 0 ve (YlyY) = 0 < |P) = 0 (pozitif tanimlilik)
(i) (Wlax + Bo) = a(ylx) + B{P|$) (ikinci yere gore (sagdan) ¢izgisellik)
(iii) (Y [@)" = (@[} (eslenik simetrik)

ozelliklerini sagliyorsa H vektor uzayina bir i¢-carpim uzayr ve bu isleme H iizerinde

bir i¢-¢carpim denir. Dirac notasyonu kullanilarak, |y), |¢) vektorlerinin i¢ ¢arpimi

(1Y) = (@llY)

seklinde yazilabilir. Burada (¢|, |¢) vektoriine karsilik gelen dual vektordiir.

H ig-carpim uzaymin bir ortonormal bazi {|i) € H | (i|j) = &;;} ise onb(3) seklinde

gosterilecektir.

Tanmm 2.3: H i¢-carpim uzay1 verilsin. Eger bu uzay i¢-carpimin indiikledigi metrige
gore tam ise, bu durumda H’ye Hilbert uzayr denir. Bir baska deyisle, her Cauchy

dizisinin yakinsak oldugu bir i¢-garpim uzayina Hilbert uzay1 denir.

Kuantum mekaniginde, fiziksel sistemler genelde ayrilabilir* kompleks Hilbert uzaylar:
ile temsil edilirler. Sonlu boyutlu kompleks i¢-¢arpim uzaylar1 dogal bir sekilde tamlik
ve ayrilabilirlik 6zelliklerini saglarlar. Dolayisiyla, bunlar sonlu boyutlu Hilbert uzay
ornekleridir. Bu tezde, sadece sonlu boyutlu Hilbert uzaylar ile ilgilenecektir. Kuantum
sistemler A, B, C, vb. bunlara karsilik gelen Hilbert uzaylar sirasiyla, H,, Hg, He Vb.
seklinde gosterilirken, uzaylarin boyutlar1 ise dy, dg, d. Vvb. sembolleri ile

gosterilecektir. A sisteminin saf durumlarn ise H, uzaymin bire boylandirilmis

vektorleridir: |¢)A € H, ve (YY) = 1ise, |¢)A’ya A sisteminin bir saf durumu denir.

* Sayilabilir bir ortonormal baza sahip olan Hilbert uzaylar1 ayrilabilirdir.
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Tammm 2.4: H, ve Hy Hilbert uzaylar1 ve bu Hilbert uzaylarinin, sirastyla onb(A4) =
{|i)A} ve onb(B) = {| j)B} birer ortonormal bazlar1 verilmis olsun. Bu durumda, bir
ortonormal bazi {Ii)A X | j)B} kiimesi olan ve H, @ Hp veya kisaca H,p seklinde

gosterilen vektor uzayina H, ile Hp ’nin tensorel garpimi denir.

Hyup vektor uzayr iizerindeki ig-carpim, bilesenlerinin i¢ c¢arpimi araciligiyla
tamimlanirsa H, ile Hy Hilbert uzaylarinin tensorel ¢arpimi olan #,5 Hilbert uzay: elde
edilmis olur. Boylece A ve B alt sistemlerinden olusan AB birlesik sisteminin Hyp

Hilbert uzayinin alt sistemlerin Hilbert uzaylar ile iliskileri belirlenmis olur.
|W)*® € 3, vektdrii icin, onb(4) = {|i)*} ve onb(B) = {|j)*} olmak iizere,
Wy =Ty eyl @ 1) 21)
esitligi yazilabilir. Burada, c;; kompleks say1lar |W)*® vektdriiniin
onb(4B) = (1" ® 1/)"}
bazina gore agilim katsayilaridir. (2.1)’de |l/)l-)B =Xjcijlj )® kisaltmast kullanildiginda
Y = Zil0)* @ o) (22)

seklinde [y)*? nin bir blok yazimu elde edilir. Ayrica, (2.1)’de yukaridaki islemler A

sistemi i¢in yapilirsa |1/))AB icin diger blok yazimi elde edilir.
Iki pargali kuantum sistemlerin saf durumlar1 i¢in Schmidt formu
T
9 =D @l ® 1)
i=1
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esitiligi ile tanimlanir. Burada r’ye |1)**’nin Schmidt ranki denir ve r < min{d,, dg}
esitsizligini saglar. {|i)A} ve {|i)B} sirasiyla H, ve Hp’de ortonormal vektor

kiimeleriyken, p(i)’ler ise Y.'_; p(i) = 1 olan olasilik dagilimuidir. Ozel olarak, r = d,

olmak {izere biitiin i’ler i¢in /p(i) = = esitligi varsa;
Vvda
A 1 A\A .
W)™ = =Xl @10 (2.3)

saf kuantum durumuna en dolamk durum denir. iki parcali saf durumlarm dolanik
olmasi i¢in gerek ve sart yukarida tanimlanan r’nin iki veya ikiden biiylik deger

almasidir.
2.1.2 Hermite-sel, pozitif islemciler ve yogunluk islemcileri

Vektor uzayr olma ozelliklerini koruyan gonderimlere ¢izgisel islemci veya kisaca
islemci denir. Kategori teorisinde, c¢izgisel islemciler vektor uzaylart objelerinin
morfizimleridir. Daha formel bir deyisle, H vektor uzayindan K vektor uzayma tanimli
ve her |Y), |¢p) € H, a, B € Cig¢in

M(aly) + Blp)) = aM[yp) + BM|p) (2.4)

M
Ozelligini saglayan M gonderimine bir iglemci denir ve H — K ile gosterilir. M

islemcisinin destegi ise, M islemcisinin ¢ekirdegi
kerM = {|y) € H | M|p) = 0}
olmak tizere,

suppM = (kerM)*
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esitligi ile tanimlanir. S6zle sOylenirse, bir islemcinin destegi bu islemcinin ¢ekirdeginin

ortogonal tiimleyenidir.

Bundan sonra, sadece Hilbert uzaylar iizerinde tanimli islemciler ile ilgilenilecektir ve
H,’dan Hp’ye tamimli biitin ¢izgisel islemcilerin kiimesi L(A4,B) sembolii ile
gosterilecektir. Bu, aslinda, d4 X dg-boyutlu kompleks bir vektdr uzayidir. Bu uzaya,
bundan sonra, islemci uzay1 denilecektir. Ozel olarak, L(4,A) yerine L(A) sembolii

kullanilacaktir.
L(A) tizerinde tanimli Hilbert-Schmidt i¢ ¢arpimi
(XIV)ps = Tr(XTY) (2.5)

seklinde tamimlanir. Burada, XT islemcisi X islemcisinin Hermite-sel eslenigini

gostermektedir. Herhangi bir K € L(A, B) islemcisinin Hermite-sel eslenigi,

V) € Hy, ¥V |¢) € Hy icin, (plKy) = (KTp|y)

esitligini saglayan KT € L(B, A) islemcisi olarak tanimlanir. Bu esitligin sag tarafi igin

i¢ carpimin eslenik simetrik 6zelligi olan (iii) kullanilirsa

V [1) € Hy , ¥ |p) € H igin, (pIKp) = (p|KTo)

ifadesi elde edilir. Bu ifadedeki esitligin her iki tarafinin kompleks eslenigi alinip

islemciler |.) ket semboliiniin disina alindiginda

V) € Hy , Y |$) € Hy icin, (PIK[Y)" = (Y|KT|p)
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ya21labilir5. Boylece, Hermite-sel eslenik alma isleminin Dirac notasyonundaki haline

ulagilir.

Hilbert-Schmidt i¢ ¢arpimma gére L(A) islemciler uzayr da d% boyutlu bir Hilbert
uzayidir. Ayrica, Hermite-sel eslenik alma islemi de goz oniine alindiginda, £(A)’ nin
sonlu boyutlu bir C*-cebiri oldugu goriiliir. Burada, cebir normu igin herhangi bir matris

normu segcilebilir.

|Y) € H, ve |p) € Hy vektorleri araciligiyla |y) € H, olmak tizere

(XD Ux) = Wlx)e) (2.6)

esitligi ile H,’dan H ye bir ¢izgisel islemci tanimlanabilir ve |¢)(ip| ifadesine ise |y)
ile |¢) vektorlerinin dis ¢arpimi denir. Ozel olarak, A sisteminin |1,D)A saf durumunun

dis garpimi |1l))(ll}|A ile rank1 bir olan bir izdiisiim islemcisi elde edilir.

Bu tezde ihtiyag duyulan 6zel tiirden diger islemci kiimeleri ise, 4 nin verilmesi

durumunda,

(1) Hermite-sel islemciler Hrm(A) = {H € L(A) | HT = H},

(2) Pozitif islemciler Psd(A) = {P € L(A) | (Y|P|Y) =0,V |[P) € H,},
(3) Yogunluk islemcileri D(A) = {p € Psd(A) | Trp =1}

ve

(4) izdiisiim islemcileri Prj(4) = {Il € Psd(4) | N? =1}

ifadeleri ile tanimlanir.

Giriltisiiz kuantum kanallarinin tanimlarinin temeli olan izometriler

Ism(A,B) ={V e L(AB)| VIV =14 (2.7)

® Burada, islemcilerin ketlere etki ettigine dikkat edilmeli.
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ve iiniter iglemciler

Unt(A) ={U € L(A) |UTU=T14=UU"} (2.8)

seklinde ifade edilir. Unt(A) kiimesi islemci garpimina gére bir grup olusturur ve bu
grup ic¢in tanimli olduklar1 uzayin boyutu n olmak iizere daha yaygin olarak U(n)

semboli kullanilmaktadir.

2.1.2.1 Hermite-sel islemcilerin spektral izdiisiim islemcileri

H ve G Hermite-sel islemcileri verilsin. H iglemcisinin H = Y; 4;II; seklindeki
yazimina H’nin spektral ayrisimi denir. Burada, A;’ler H’nin farkli 6z-degerleri ve
[1;’ler ise bu oOz-degerlere karsilik gelen Oz-izdiisiim islemcileridir. (Hermite-sel
islemcilerin biitiin 6z-degerleri gergel ve farkli 6z-degerlerine karsilik gelen 6z-izdiistim
islemcileri ise birbirine diktir.) H’nin spektral ayrisimindan yararlanilarak, H
islemcisinin negatif olmayan 6z-degerlerine karsilik gelen 6z-uzaynin spektral izdiisim

islemcisi

[H = 0] = Xga,203 1T (2.9)

ve benzer sekilde, [H < 0], [H > 0] ve [H < 0] spektral izdiisiim islemcileri de

tanimlanabilir. Bu spektral izdiisiim islemcileri araciligiyla da H’nin Jordan ayrigimi

H =[H >0]H[H > 0] + [H < 0]H[H < 0]

=H, —H_ (2.10)

elde edilir. H,, H_ islemcilerinin pozitif ve H,H_ = 0 = H_H, oldugu hemen goriiliir.
Diger taraftan, H — G Hermite-sel islemcisinin [H — G = 0] spektral izdiisiim islemcisi
icin [H = G] yazimi ve bu islemcinin diger spektral izdiisiim islemcileri i¢in de benzer

yazimlar kullanilacaktir. Ayrica, H Hermite-sel islemcisinin bir fonksiyonu ise
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f(H) = X f(ADT; (2.11)

seklinde tanimlanir. Burada f, H’nin spektrumunu iceren bir aralikta tanimli gercel

degerli bir fonksiyondur.

Hermite-sel islemcilerin spektral ayrisimina dayanan ve pozitif islemcilerin

karakterizasyonuna olanak saglayan bir lemmay1 ifade edip ispatlayalim.

Lemma 2.5: A € L(H) olmak lizere asagidaki ifadeler esdegerdir.

(i) A€ Psd(H).

(i) A, biitiin 6zdegerleri negatif olmayan bir Hermite-sel islemcidir.

Ispat: (i=1ii) |¢),|x) € H olmak iizere |¢) = |¢p) +ily) esitligi ile |yp) vektorii

tanimlansin. Bu durumda,

0 < (WlAlY) = (plAlg) + (x|Alx) + i((PlAlx) — (x|Alp))

ifadesi elde edilir. Bu ifadedeki esitligin sol tarafinin gergel bir say1 olmasi, sag taraftaki

son terim i¢in

(lAlx) = (xlAl$)

esitligini gerektirir. Bu esitligin sag tarafinda A i¢in Dirac notasyonunda Hermite-sel

eslenik almanin tanimi olan

(x|Alp)* = (plAT|x)

ifadesi kullanilirsa A = AT oldugu gosterilir. A’nin 6zdegerlerinin negatif olmamasi ise
bu islemcinin herhangi bir [j) 6zvektoriine gore (j|A|j) niceliginin negatif

olmamasindan gortiliir.

(ii = i) Acik.
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2.1.3 Hermite-sel, pozitif ve tamamen pozitif gonderimler

Islemcileri islemcilere doniistiiren ve ¢izgisel olan gdénderimlere ¢izgisel gonderim denir
A
ve L(A)’dan L(B)’ye tanimli bir A ¢izgisel gonderimi ise L(A) — L(B) semboliiyle

A Q r
gosterilecektir. L(A) = L(B), L(B) = L(C) ve L(D)— L(E) gizgisel gonderimleri

verilmis olsun. Bu durumda, A ile Q ¢izgisel génderimlerinin bileskesi

A Q
L(A) = L(B) - L(C) (2.12)

olan ¢izgisel gonderimi QoA ve A ile I'nin L(AD)’dan L(BE)’ye tanimli tensorel

A*
carpimi ise AQT sembolleriyle gosterilecektir. A’nin duali L(B) — L(A) olan gonderim

I1Se,
VX € L(B), VY € L(A), (XIA(Y))us = (A" (0¥ s (2.13)

esitligi ile tanimlidir. Ayrica, A ¢izgisel gonderimi ile ilgili asagidaki tanimlar

yapilabilir:

1- Her H € Hrm(A) i¢in, A(H) = A(H), esitligi saglamyorsa A’ya Hermite-seligi
koruyan ya da Hermite-sel gonderim denir. Hermite-sel génderimlerin taniminda,
vXeL(A), AXT)=AX)T
ifadesi de yukaridakine esdeger olarak kullanilir.

2- Her P € Psd(A) igin, A(P) € Psd(B) oluyorsa, A’ya pozitifligi koruyan ya da

pozitif gonderim denir.

Hermite-sel gonderimlerin, pozitif géonderimleri kapsadigi tanimlarindan agik¢a gortiliir.

Diger 0Ozel tiirden ¢izgisel gonderimlerin tanimlarina ge¢cmeden &nce, pozitif
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gonderimlerin karakterizasyonunda kullanilacak olan asagidaki lemmay: ifade edip

ispatlayalim.

A
Lemma 2.6: L(A) — L(B) cizgisel gonderimi verilsin. Bu durumda agagidaki ifadeler
esdegerdir.

(1) A, pozitif bir gonderimdir.
(i) Her [y)(W| € Prj(A) igin, A(lY) (1) € Psd(B).

Ispat: (i) = (ii) acik. Diger taraftan, P € Psd(A) olsun. Bu durumda, P’nin spektral
aynigimindan P = Y, A, |Y, (Y, | yazilabilir. A(P) = X, LAY, )Y, |) ifadesinin
pozitifligi hipotez ve pozitif islemcilerin 6z-degerlerinin pozitif olmasindan hemen

sOylenebilir. Dolayisiyla, (ii) = (i) ispatlanmis olur.

A
Lemma 2.6’ya gore bir L(A) = L(B) ¢izgisel gonderiminin pozitifligi, tanim
uzayindaki biitiin ranki bir olan izdlisim islemcilerinin bu gonderim altindaki

gortintiilerinin pozitif islemci olmasina esdegerdir.

Bu lemmanin bir uygulamasi olarak, (Duran vd. 2014) ¢alismasinda incelenen ve gift
boyutlu Hilbert uzaylarinin islemci uzaylarinda, parametreye bagl olarak, tanimlanan

Agpy cizgisel gonderimini tanitip pozitiflik kosullarini belirleyelim.

H,, 2d boyutlu bir Hilbert uzay ise, her bir X € L(A) islemcisi igin

X X
X = ( 11 12)
X21 Xz

blok yazimi vardir. Bu blok yazim kullanilarak £(,) lizerinde

X X [,TrX1 — aX —vXis
A ( 11 12) _ ( al T4 11 ) 214
aﬂy( Xo1 Xz —V X2 14TT X2 — BX22 (2.14)
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Ag
kurali ile tanimlanan L(Hy) ﬂ>1:(3-[A) cizgisel gonderiminin pozitif olmasi icin

gerek ve yeter sart, parametrelerin

a<l,B<1lvelyl<JA-a)(1-5) (2.15)

esitsizliklerini saglanmasidir. Burada, a ve f gercel parametrelerken, y kompleks bir

parametre ve y* ise, y’nin kompleks eslenigini gostermektedir.

Lemma 2.6 ve pozitif iglemci tanimi kullanildiginda, Agp, nin bir pozitif génderim

olmasi,

her [} | € Prj(A) ve |¢) € Hy icin, 1 = ($|Aap, ([Y)XYDI¢) =2 0

ifadesine esdegerdir.

H,’nin herhangi bir |) vektori i¢in

- (1)

blok yazimi géz Oniine alindiginda, [PYNY| € Prj(A) izdiisim islemcisinin Aypg,

gonderimi altindaki goriintiisi

Ta{1 1) — alp X | =YW, ) 2.17)

gy 0D = (L S L) - Bl

elde edilir. |¢)’nin (2.16) esitligi ile tanimli blok yazimi ve esitlik (2.17) B sayisi igin
kullanildiginda

1N = (P11P1)W111) + (D2l X2 |1h2) — al{dy|)]?
—BUd2lP2)? — 2Re(z)  (2.18)
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ifadesi elde edilir. Burada Re(z), z = y(¢ Y1 )W, |, ) esitligi ile tanimli z kompleks
sayisinin gergel kismini gostermektedir. Bu esitligin sag tarafinda, Cauchy-Schwarz ve

Re(z) < |z| esitsizlikleri kullanildiginda

1= (VA= il —T—Blbalv))
+2(J(A =)@ = B) — Iy )11 X2 1)

yazilir. Bu esitsizligin sag tarafi igin (2.15) ifadesi goz oniine alindiginda n = 0 oldugu
gorilir. Tersine, n = 0 olsun. Esitlik (2.18)’de |¢;) = 0 ve |¢,) = 0 alinirsa, sirasiyla,
B < 1vea <1 elde edilir. Bu elde edilen esitsizliklerin (2.18) esitliginde kullanilmas1

ve n = 0 esitsizligi géz 6niine alindiginda, her bir |y) ve |¢) igin,

\/(1 —a)(1 = B 11X P2[2)| = Re(y{1]¥1){W21d2))

olmasi gerektigi goriliir. Bu esitsizligin sag tarafinda kompleks sayilarin kutupsal

yazimi sonucu

JA-a)@-p) =yl

esitsizligi elde edilir. Boylece, Agp, gonderiminin pozitifligi olmasini saglayan
parametre bolgeleri tespit edilir. Bu gonderimin tamamen pozitifliginin analizi ise,
parametrelere  belirli  kosullar  konularak, Kesim 2.2°de  Choi-Jamiolkowski

izomorfizminin tanitilmasindan sonra yapilacaktir.

Simdi, islemci uzaylarinda tanimli ¢izgisel gonderimlerin pozitifliklerinin tensorel

carpimla iligkilerini incelemeye baglayalim.

3- n € N olmak iizere, A gonderiminin n tensorel genislemesi id,®A pozitif bir
gonderimse, A’ya n-pozitif gdnderim denir. Ozel olarak, n = 1 i¢in pozitif olanlara,
yani 1-pozitif génderimlere kisaca pozitif génderim denir. Burada id,, biitiin n X
n’li X kompleks matrisleri i¢in id, (X) = X esitligi ile tamimli 6zdeslik gonderimini
gostermektedir. Ayrica, L(R) uzayi lizerinde tanimli 6zdeslik gonderimi ise idg

seklinde gosterilecektir.
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A
Cizgisel L(A) » L(B) gonderiminin n-pozitif olmasi i¢in gerek ve yeter sart

A*
L(A) — L(B)
dualinin n-pozitif olmasidir. Bunu agik¢a gosterelim: Hi n boyutu bir Hilbert uzayi,
W) Y| € Prj(RA) ve |p){¢p| € Prj(RB) olmak iizere

n = Tr{(id,@M) (Y} DIp)Nd1}

niceligi tanimlansin®. Bu nicelikteki, A génderimi icin dual alma islemi kullanilirsa

n = Tr{(id, @M ([Y)WDIpNP[} = Tr{[YXY|(id, @A) (I} ]}

yazilir. izli esitliklerde Lemma 2.6 ve pozitif islemci tanimi gz 6niine alindiginda,

istenilen goriiliir.

4- ¥n € N i¢in, A gonderiminin n tensorel genislemesi id,,®A pozitif bir gonderimse,

A’ya tamamen-pozitif gonderim denir.
5- Tamamen pozitif ve iz-artirmayan génderimlere kuantum operasyon denir.
6- Tamamen pozitif ve iz-koruyan gonderimlere kuantum kanal denir.

7- Kuantum operasyonlarinin

Ay
{L(A) = L(B) | Yxex Ay kuantum kanal}

koleksiyonuna da kuantum enstriitman denir (Davies ve Lewis 1970).

2.1.3.1 Tamamen-pozitif gonderimlere érnekler

Ornek 2.7: K € L(A4, B) islemcisi igin,

adg(X4) = KX4KT, v X4 € L(4) (2.19)

® Burada, aym uzayin herhangi iki |¢), |1)) vektorii icin gegerli olan (@ |p) = Tr( |){¢]) esitlik
kullanildz.
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seklinde tamimlanan ve K’nin eslenik etkisi denen ady gonderimi tamamen pozitiftir.
Lemma 2.6’ya gore, herhangi bir R sistemi ve RA birlesik sisteminin biitiin |1/))RA saf
durumlar igin (idR®adK)(|l/))(l/J|RA) islemcisinin pozitif olmasi ady gonderiminin

tamamen pozitif olmasina esdegerdir. Dolayisiyla, RA birlesik sisteminin bir |1/J)RA saf

durumunun (2.2) esitligi ile tanimli blok yazimi kullanilarak

(idz®ady) (IW)WI™) = (ide®ad;) (i lG1° @ [widw;|™)

yazilabilir. Bu esitligin sag tarafinda ady tanimi kullanilir ve
(idz®adi) (IW)W1™) = Zyl01" ® Klwa{w,|” KT
= UKyl @ [vow;| Y IF@K™)

= o)™
adimlari izlendiginde ady ’nin tamamen pozitif oldugu gosterilir. Burada,

1Y% = (IR @ K)|p)*

ifadesiyle |¢)RB vektorii tanimlandi.

Eslenik gonderiminde, K € Ism(A4, B) ise giriiltiisiiz veya izometrik kanal, K € Unt(A)
ise iiniter kanal ve K = 14 seklinde A sisteminin birim islemcisi almirsa 6zdesik kanalh
elde edilir. Uniter kanallar kuantum gecitlere karsilik gelir ve bunlarin bileskeleriyle de
kuantum Dbilgisayim (computation) algoritmalar1  gergeklestirilir.  Biligim-teorik
yaklagima gore ise, fiziksel degisimi bir izometrik kanalla betimlenen sistem bilisimsel
olarak izoledir; Sistemin sahip oldugu bilisim biitiin degisim boyunca sistemde kalir.
Kuantum mekaniginde ise, Uniter kanallar, dinamikleri bir Hamilton islemcisi ile

belirlenen sistemlerin zamanla gelisimlerini betimler.

Ornek 2.8: {| i)A}, H,’nin bir ortonormal bazi olmak iizere, X4 € L(A) islemcisi i¢in

Trx4 = z(iIXAIi)
i

22



esitligi ile tanimh Tr ¢izgisel gonderimi (fonksiyoneli) tamamen pozitiftir. Tr
gonderiminin tamamen pozitifligini gostermek i¢in, RA birlesik sisteminin bir |1/))RA saf
durumunu g6z Oniine alalim. Bu durumun |1/J)RA = irzl,/p(i)li)R ® |iY* Schmidt

formu ve Ornek 2.7’dekine benzer bir tartismanin sonucu
(idx®TP) (p)WI™) = (idx®TT) (X P @PDING]" @ 1GI*)
= Yip(D)IiXil"

adimlarindan Tr g¢izgisel gonderiminin (fonksiyonelinin) tamamen pozitif oldugu

goruliir.

Ornek 2.9: Tamamen pozitif

A Q r
L(A) > L(B), L(B) = L(C) ve L(D) > L(E)

gonderimleri verilsin. Bu durumda, (1 o A ve AQI" gonderimleri de tamamen pozitiftir.
Bir bagka deyisle, tamamen pozitif gonderimlerin bileskeleri ve tensorel ¢arpimlart da

tamamen pozitiftir. Q o A génderiminin tamamen pozitif oldugu Lemma 2.6 ve
(idr® (o M) (I9)]™) = ((idr®Q) o (idr @A) (IY)(1™))
esitliginden hemen goriiliir. AQT" génderiminin tamamen pozitifligi ise
AQT = (AQid)p) o (id,®T)

yazimindan acgiktir.

Cizgisel gonderimlerin tamamen pozitifligini belirlemede kullanilan birbirine esdeger
kriterleri bir teoremle ifade edelim ve bu teoremi ispatlayalim. Bdylece, tamamen

pozitif gonderimlerin yap1 teoreminin ispat1 yapilmis olur.

A
Teorem 2.10: Giris sistemi A ve ¢ikis sistemi B olan L(A4) — L(B) ¢izgisel gonderimi

verilmis olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler esdegerdir.
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(i) A, tamamen pozitif bir gonderimdir. (V n € N, id,, ®A gonderimi pozitiftir.)

(i) A, d4-pozitif bir gonderimdir.

(i) |PY = J%_Aijlli)R ® )" olmak iizere CRB = (idy @ A)(|PNP|*H
seklinde tanimli olan iglemci pozitiftir. (dg = d,) (Choi matrisi)

(iv) A=X,adg, olacak sekildle M = {E, € L(A,B):x € X} gizgisel islemciler
kiimesi vardir. Burada, X sonlu bir kiimedir. (Kraus temsili)

(v) A =Trgeady olacak sekilde Hy sistemi ve V € L(A, BE) vardir. (Stinespring
temsili)

ispat: (i) = (ii) = (iii) tanmdan acik. CR2 = (idz @ A)(|PND|**) € Psd(RB)
olsun. Bu durumda, CRB’nin spektral ayrisimindan, CRB =Y, |¢, ¢, |*® esitligini
saglayan {|de) | (dx|dy)" = AxByy, A € spct(CRE)} ortonormal vektér kiimesi
vardir. Ayrica, bu kiimenin her bir elemanin |qu)RB =Zi|i)R® |¢xi)B blok

yazimindan, H,’nin {|i)*} bazma etkisi, E, [i)* = Vd|¢,;)" esitligiyle belirlenen
M = {E, € L(4, B)|x € X}

cizgisel islemciler kiimesi tamimlanabilir. Dolayisiyla, |¢,)°" = (IF ® E,)| @)™

esitliginin biitiin x’ler i¢in saglandigi ve

(idy ® M(IONDI™) = ) (1F @ E)|oX@I™ (1" @ EY)

ifadesinin yazilabilecegi hemen goriiliir. Boylece, (iii) = (iv) ispatlanir. A = ¥, adg_
esitligini saglayan Ml = {E, € L(4, B)|x € X} islemciler kiimesi verilsin. Bu durumda
{lx) | x € X} = onb(E) olacak sekilde Hy Hilbert uzayrile V=Y, E, |X)Egizgisel
islemcisini tanimlayabiliriz. A = Trg o ady, esitliginin saglandigr gerekli islemlerin
acikea yapilmasi sonucu goriiliir. Son olarak, A = Try o ady esitligiyle tanimlanan
A’nin tamamen pozitif oldugu, tamamen pozitif gonderimlerin bileskesinin de tamamen

pozitif oldugundan soylenebilir. Boylece bes ifadenin esdegerligi gosterilmis olur.
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Kuantum operasyonlar, kuantum kanallar ve kuantum enstriimanlarin sahip oldugu
ortak Ozellik tamamen pozitifliktir. Dolayisiyla, Teorem 2.10 bu {i¢ kavramin
karakterizasyonuna imkan sunmaktadir. Birinci bolimde de ifade edildigi gibi,
tamamen pozitiflik 6zelligine yol acan temel neden, kuantum mekaniginde birlesik

sistemlerin tensorel carpimla ifade edilmeleridir.

2.2 Kuantum Durumlar, Kuantum Kanallar ve Kuantum Enstriimanlar

Bu baslik altinda, daha onceki kesimdeki inceleme esas alinarak kuantum durumlar,
kuantum kanallar ve kuantum enstriimanlarla ilgili daha detayli bilgi verilecektir.
Kuantum durumlar ve kuantum kanallara iligkin bilgi maddeler halinde sunulacaktir.
Kuantum 6l¢iim modeli olarak kuantum enstriimanlar esas alinarak hem literatiirdeki
6l¢iim modelleri 6zel bir hal olarak tiiretilecek hem de kuantum gozlenebilirlere karsilik
gelen matematiksel objeler en genel hale getirilecektir. Boylece, kuantum mekanigi

postulalarini ihlal etmeyen en genel gozlenebilir elde edilmis olur.
2.2.1 Kuantum durumlar ve kuantum kanallar iizerine notlar

(1) A sisteminin D(A) yogunluk islemcileri kiimesi konvekstir. Ger¢ekten, A sisteminin
herhangi iki pf! ve p% yogunluk islemcisi ve 0< a < 1 sayis1 verildiginde, bu iki
yogunluk islemcisinin

pt = apf + (1 - a)pj

konveks toplamu ile tanimlanan p4 da bir yogunluk islemcisidir.

(2)A sisteminin bir p4 durumunun p4 =¥, p(i)|iXi|* esitligi ile tanimli spektral

ayrisimi kullanilarak, RA birlesik sisteminin bir saf durumu
9™ = oI @ 1)
i

esitligi ile tanimlanabilir. Burada, di > d4 olan R’ye saflastiric1 veya referans sistemi

ve |1/J)RA durumuna ise p#’nin bir saflastirmasi denir. Daha genel olarak, p4 =

Tra(lW)1*)
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®)

(4)

esitligini saglayan herhangi bir |)(|** durumuna p#’nin bir saflastirmasi ve
R’ye saflastirict sistem denir. Diger taraftan p# yogunluk islemcisi, Kraus
islemcileri

E; = p(Dl;)
esitligi ile tanimli C kompleks sayilar uzayindan L£(A)’ya tanimli bir kuantum
kanal olarak da diisiiniilebilir. Bu anlamuyla, |)** saf durumu ise bu kanalin

Stinespring temsilindeki izometridir.

Kardinalitesi sonlu olan X kiimesinin herhangi bir {p(x) | x € X'} olasilik
dagilimi verilsin. Bu durumda, {|x) | x € X} = onb(X) olan Hy Hilbert uzayi

tanimlanabilir ve X kiimesinin biitiin olasilik dagilimlar1 da Hy iizerinde
i
p¥ =D peIlaa

esitligi ile taniml1 bir yogunluk islemcisi olarak diisliniilebilir. Benzer sekilde, X
kiimesi lizerinde tanimli gercel degerli rasgele degiskenler de bu baza gore
kosegen olan Hermite-sel islemcilerdir. Boylece, Hilbert uzaylarinin bir
ortonormal bazimnin sec¢ilmesiyle klasik sistemler temsil edilebilir ve bu
sistemlerin biitiin durumlar1 da bu baza gore kosegen olan 6zel tiirden kuantum
durumlardir. Ayrica, giris alfabesi X ve ¢ikis alfabesi Y olan {X,p(y Ix), Y}

klasik kanali da Kraus islemcileri

Exy = Vp(y Ix)Iy)(xI

esitligi ile tanimlanan X giris sisteminden Y ¢ikis sistemine bir kuantum kanal
olarak disiiniilebilir. (Burada, {p(y 1x)} X ve Y kiimeleri {izerinde bir kosullu
olasilik dagilimidir.) Bu anlamiyla, klasik bilisim teorisinin tamami kuantum

bilisim teorisinin 6zel bir halidir.

AB birlesik sistemi verilsin. Bu sistemin, (i) klasik-klasik durumu

p“8 =¥, p(a b)la)al” ® [b)b|® (2.20)

(i1) klasik-kuantum durumu
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pA% =¥, p(a)la)al’ ® pZ (2.21)

ve (iii) ayrilabilir durumu ise

pA8 =Y, p(x)pf  px (2.22)

esitlikleri ile tanimlanabilir. Ayrilabilir durumlardaki (2.22) esitligi ile
tanimlanan konveks toplam tek terimden olusuyorsa, bu durumlara g¢arpim
durumlar1 denir. Burada, {|a)} = onb(A), {|b)}=onb(B) ve {p(a,b)},
{r(a)}, {p(x)} iliskili kiimeler iizerinde olasilik dagilimlari ve p2 € D(A), pE,
pE € D(B) kuantum durumlardir. Ayrilabilir olmayan kuantum durumlara ise

dolanik durumlar denir.

(5) A sisteminin 24 = {p(x), p2} kuantum durumlar toplulugu ise, XA birlesik

sisteminin
p*4 = Y p(X)|x)x| @ pi (2.23)

seklinde tanimli bir durumu olarak yazilabilir. Boylece, XA sisteminin klasik-

kuantum durumu elde edilir.

(6) AB birlesik sisteminin bir p48 kuantum durumundan A ve B alt sistemlerinin
durumlan sirasiyla, p4 = Trgp?® ve pB = Tryp48 esitlikleri ile elde edilir.

Burada, p4 ve p? durumlarma ise p8 nin indirgenmis durumlari denir.

(7) Giris sistemi A ve ¢ikis sistemi B olan
A
L(A) - L(B)
kuantum kanal1 verilsin. Bu durumda A kanalinin n-inci kullanima,

A D = A olmak iizere

AM
L(A™) — L(B™)
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kuantum kanali olarak tanimlanir. Burada, n bir dogal say1 olmak iizere L(A™)
ve L(B™) sirasiyla, H A®n ve 7—[B®n Hilbert uzaylari iizerinde tanimli islemci
uzaylarin1 gostermektedir. Bundan sonra, A®n uzay1 ile temsil edilen kuantum

sistem A™ seklinde ve bu sistemin durumlart da p4” gibi gosterilecektir.

R A
Eger, A = {£L(A™) —— L(B™)} kuantum kanallar dizisinde biitiin n’ler i¢in

AM=AQRAR..QA (2.24)

n kez

yazimi varsa A’ya hafizasiz aksi durumda da hafizali denir.

(8) L(A)’dan L(B)’ye tanimli ¢izgisel génderimler uzay1 olan L(L(A), L(B)) ile
islemciler uzay1 arasinda ==l i en dolani
L(AB) islemcil da |D)y* in_zfm Y ® i) dolanik

A

durumu olmak tizere

L(L(A), £(B)) S L(AB)
A J) = €y = (idg @ A)(|ONP|™) (2.25)

ifadesiyle  Choi-Jamiolkowski izomorfizmi  tanmimlanir. J  gonderiminin
cizgiselligi agiktir. Dolayisiyla, L(L(A), L(B)) ve L(AB) uzaylarmin boyutlari
d,2dg® oldugundan, J’nin bire-bir veya orten oldugunu gdstermek bu
gonderimin izomorfizm oldugunu gostermeye esdegerdir. Burada, J’nin bire-bir
oldugunu gosterelim. A;, A, € L(L(A), L(B)) olsun. Bu durumda
(idy ® A)(IPHPI™) = (idy ® A (1PHPI™)

esitligi A; = A, olmasimi gerektirir. Ciinkii tanim uzayinin herhangi bir bazina
etkileri aynm1 olan ¢izgisel gonderimler esittir. Boylece, J’nin bir izomorfizm

oldugu gosterildi.
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Bu izomorfizm altinda kuantum kanallar kuantum durumlara karsilik gelirken,
pozitif fakat tamamen pozitif olmayan gonderimler ise dolaniklik taniklarina
karsilik gelir. Bir baska deyisle, pozitif gonderimlere bu izomorfizm altinda
karsilik gelen ve en az bir 6zdegeri negatif olan islemcilere dolaniklik taniklari

denir (Terhal 2000). Dolaniklik taniklarinin ayrilabilir durumlardaki beklenen

A
degeri negatif degildir. Bunu agikga gosterelim: L(A) —» L(B) pozitif fakat
tamamen pozitif olmayan gonderiminin esitlik (2.25) ile tanimli Choi matrisi

CA8 ve AB birlesik sisteminin bir durumu p48 olmak iizere
n = Tr(Cx°p*?) (2.26)

niceligi tamimlansin. Bu nicelikte CA? igin esitlik (2.25) ve p45 esitlik (2.22) ile

tanimlanan bir ayrilabilir durum segilirse 7 i¢in
1= PEITr((ids ® N(IPN®|*)pf ® pf)
X

esitligi elde edilir. Bu esitligin sag tarafinda id4 & A i¢in dual tanimi g6z oniine

alinarak

1= TN "ot ® A (o))

yazilir. Bu son esitligin sag tarafindaki her bir Tr(|®}N®|*p2 ® A*(pE))
terimin negatif olmamasindan 7’nin negatif olmadigi goriiliir. Ozetlenirse;
pozitif fakat tamamen pozitif olmayan gonderimlere Choi-Jamiolkowski
izomorfizmi ile karsilik gelen islemcilere dolaniklik taniklari denir ve bunlarin
ayrilabilir durumlardaki beklenen degerleri negatif degildir (Terhal 2000).
Dolayisiyla (2.26) esitligi ile tanimlanan 1 niceligi, AB sisteminin herhangi bir
pA4E durumu i¢in negatif oluyorsa bu durum dolaniktir, fakat bu niceligin pozitif

olmasi durumun ayrilabilir oldugunu garanti etmez.

Cift boyutlu bir H, Hilbert uzaymm L(A) islemci uzay: iizerinde (2.14) esitligi ile

taniml1 Ay, gonderimi i¢in @ = 8 ve y gergel parametre alinmasiyla

apy
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X X [,TrX{1 —aX —yXis
A ( 11 12) _ ( alr&1q 11 ) 597
i ( X21 Xaz —¥X21 [aTrXz, — aXo; (2.27)

esitligi ile tammli ve iki gercel parametreye bagl A, ¢izgisel gonderimi elde edilir.

Esitlik (2.15)’den, bu géonderimin pozitif oldugu
R={(aVa<ilyl< 1-a} (2.28)

parametre bolgesi hemen elde edilir. Diger taraftan, 2d boyutlu 7, igin
Ha=H, ® Hy

esitligi gbz oniline alindiginda H, @ H, uzaymin en dolanik durumu | )4 icin

2 d
1
Dy = — la) ® |i) ® |a) @ i)
2l

esitligi yazilabilir. Burada, {|a)} kiimesi H, nin bir ortonormal bazi ve {|i)} kiimesi ise
H 4’ nin bir ortonormal bazidir’. |(D)AA en dolanik durumunun bu yazimi kullanilarak

A4, gonderimine karsilik gelen Choi matrisinin blok formu

_ 1 (Byy—aMy —Y M, >
Cay = Zd( —y My By, — aMy, (2.29)

yazihr. Burada, Bg, =1l ® la)b| @I ve Mgy, = X411} & la)bl ® |i)]

kisaltmalar1 kullanildi.

Esitlik (2.28) ile tanimli olan C,,, matrisinin 6zdegerleri, Cayley-Hamilton teoremi, By,

ve M, islemcilerinin agik halleri kullanilarak

{/10 == O,Al ==

" Bu bazlara gbre esitlik (2.27)’deki blok matrisler yazilmistir.
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kiimesi olarak bulunur. Esitlik (2.28) ile tanimlanan R bdlgesi
a<lvea—-1<y<-a+1

parametre esitsizlikleri ile beliyken, C,, matrisinin yukaridaki 6zdegerleri géz Oniine

alindiginda, Choi matrisi C,, 0lan A, gonderimin tamamen pozitifligini

belirleyen ve R bolgesinin alt bolgesi olan R.p tespit edilir. d = 1 durumunda R ve

Rcp bolgeleri gakistigindan Ay, gonderimi tamamen pozitiftir Veﬁay = ﬁAay esitligi
ile tanimh siirekli parametrelere bagli kuantum kanallar ailesi elde edilir. d > 1
durumunda ise, R — R.p parametre bolgesi dolaniklik taniklarina ve R p bolgesi igin
Kay = ﬁAay esitligi ile tanimli siirekli parametrelere bagli kuantum kanallar ailesi

elde edilir.

2.2.2 Kuantum gozlenebilirler ve bunlarin 6l¢iim modelleri

2.2.2.1 Kuantum oélc¢iim siireci

A sistemi {lizerinde yapilacak bir dl¢iimde elde edilecek x sonuglarimin kiimesi X olsun.
Bu durumda, eger sistem o&lciimden hemen oénce p? durumundaysa, dlgiimde x

sonucunu elde etme olasihigi, p(x) = Tr[A,(p?)] ifadesiyle belirlenir. Eger 6lgiimde x

sonucu elde edilmis ise, dl¢iimden hemen sonra sistemin bulunabilecegi of durumu
p(x)af = Ay (p?) (2.30)

esitligi ile tanimlanir. Burada, X o6l¢iim sonuglari kiimesiyle etiketlenen A,’ler A
sisteminden B sistemine tanimli kuantum operasyonlar olup Y.,ex A, seklinde

tanimlanan ¢izgisel génderim ise bir kuantum kanaldir.

Yukaridaki bilgiler kullanarak, 6lglim siirecini betimleyen bir kuantum enstriimana
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M(p*) = Zex|x)Xx| @ Ax(p?) (2.31)

esitligiyle tanimli L(A) m_/>[ L(XB) kuantum kanal karsilik getirilebilir: Bir kuantum
enstriman kuantum sistemden klasik-kuantum sisteme bir kuantum kanaldir. Burada, X
6l¢lim sonuglar kiimesi ile etiketlenen {|x)},cx = onb(X) ortonormal baza gore klasik
bir sistemdir. Bir baska deyisle, X 6l¢iim sonuglarini kayit eden klasik kayit edicidir.
Esitlik (2.21)’de (2.20) ifadesi kullanilarak elde edilen

M(p?) = Zrex P()|xNx| ® o7 (2.32)

esitligi elde edilir. Bu esitlikten, kuantum o6l¢iimiin kuantum enstriimanlarla
betimlenmesinin istiinligii olan hem 6l¢timle ilgili istatistigin hem de 6l¢iimden sonra
sistemin durumunun ayni1 formalizmde ifade edilebilmesi agik¢a goriiliir. Bilisim-teorik
yaklagima gore, kuantum Ol¢lim siireci sistemle ilgili klasik bilisimin kayit ediciye
iletilmesidir ve bu iletim sonucu da kuantum sistemin durum degistirmesidir.

2.2.2.2 Kuantum gozlenebilirler

A sisteminin dlgtim ¢iktilar1 kiimesi X olan bir birim-ayrisima,
M = {Ey, € L(A,B) | Yy ESEy, =14,x € X,y €Y} (2.33)

ifadesiyle tanimlidir. Burada Y kardinalitesi sonlu herhangi bir kiimedir. Bu ayrisima

karsilik gelen
MEXA) = TolxWx| @ Ay (X (2.34)

kuantum enstriiman, A}, kuantum operasyonlarinin
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Ny(X*) = X, Ex, X4ES, (2.35)

Kraus temsilinden elde edilir. Tersine, Teorem 2.10’a gore her kuantum enstriimanin bu
sekilde bir Kraus ayrisimi vardir. Dolayisiyla, kuantum gozlenebilirlere bunlarin

Ol¢timlerini modelleyen kuantum enstriimanlarin Kraus temsilleri olarak bakilabilir.

Literatiirdeki farkli kuantum dl¢lim modelleri ise E,, ¢izgisel islemcilerine 6zel sartlar
konularak elde edilir. Daha agik soylenirse, literatiirdeki biitiin 6lgim tiirleri tek Kraus

islemcisi olan kuantum operasyonlarin olusturdugu kuantum enstriimanlarla betimlenir.

Simdi, bu 6l¢tim modellerini tanitalim:
i.  Giris sistemi A ve ¢ikis sistemi B olan A kuantum kanali igin

M = {E, € L(A,B) | ZE:{E,C = 14}
X

kiimesi A =}y adp_ esitligi ile tamml bir Kraus ayrisimi olsun. Bu durumda, Ay
kuantum enstriimaninin, A}, kuantum operasyonlar1 Ay, = adg, esitligiyle tanimlanir.

Boylece, A sisteminin M kuantum gézlenebiliri ve buna karsilik gelen A, kuantum

enstriman elde edilir.

ii. Oz-izdiisiim islemcileri {E,} olan bir Hermite-sel islemciye karsilik gelen kuantum

gbzlenebilir

MA = {E;;l € PT‘](A) | EQ?E)‘? = 6xyE3154 'ZE)? — HA}
x

kiimesi ile betimlenir. Kuantum mekanigi ders kitaplarinda kuantum olgiim siireci,

genelde, bu sekilde tanimlanir ve bu von Neumann 6l¢timii olarak bilinir.

iii. Pozitif operator degerli 6lgtim (positive operator valued measure, POVM)

MA = (EA € Psd(A) | ZE; = 14
X

kiimesi ile tanimlanir ve x 6l¢iim sonucuna karsilik gelen kuantum operasyon
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A (XM = JELXAJES (2.36)

esitligiyle bellidir. Burada, E£’larin her birinin ranki bir ise, M’ye bir rank-1 POVM

denir. Bir rank-1 POVM’un her biri elemani da EZ = |ax)(ax|A esitligi ile

tanimlidir. Burada, |a, )4 A sisteminin bir vektoriidiir.

V. Asir1 tam kiime
|
MA = EA = |a, Na,|”* € Psd(A) ! Z|ax)(ax|f‘ = HA}
X

esitligi ile tanimlanir ve bunlar rank-1 pozitif islemcilere karsilik gelen 6l¢iim siirecini
betimler. Bir bagka deyisle, bir asir1 tam kiime bir rank-1 POVM’dan bagska bir sey
degildir.

V. A sisteminin bir ortonormal bazina karsilik gelen
M4 = {Ef = [x)x|* € Prj(4) | {|x)"} = onb(A)}
kiime bir baza gore Olciimii belirler. Bu 6l¢iim, kuantum mekanigindeki en temel

Olgtimdiir.

Bu tezin bir sonraki boliimiinde ihtiya¢ duyulan ve rank-1 POVM’lar ile ilgili olan bir

lemmay1 ifade edip ispatlayalim.
Lemma 2.11: AB birlesik sistemi, 8l¢iimden hemen once, p48 = [P)(|*? durumunda

ve A sistemi iizerinde M4 = { E{ = |a,Ma,|? | Telaxay|® = 14} rank-1 POVM ile

6l¢tim yapilsin. Bu durumda, B sisteminin

p()af = Try(VEE @ 179 JEF @ 17) (2:37)

esitligi ile tanimh ¢ 6lciim kosullu indirgenmis durumlari saftir. Burada, p(x)’ler

Olgiim olasiliklaridir.
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ispat: Esitlik (2.37)de |)*? durumunun

9 =) Ja®l @1

Schmidt ayrisimi ve Ef = |ax)(ax|A esitligi yerlerine yazilip ve izin ¢evrimsellik
ozelliginden
PG = 1)l

yazilir. Burada, |¢,)° = ¥;/q(@O{a,|i)]i)* esitligi ile |¢,)° vektorii tanimlidir. Bu

vektoriin boylandirilmis hali olan I(px)B = | x)B saf durumunun dis ¢arpimi ile
NEI) P

0_9163 = |(px)<(Px|B

esitligi elde edilir ve bu ispati tamamlar.

Bu boliim boyunca yapilan incelemenin en dnemli sonucu, kuantum durumlarin ve
kuantum enstriimanlarin 6zel tiirden kuantum kanallar oldugunun goriilmesidir. Bu
anlamiyla, kuantum kanallar kuantum mekaniginin ve dolayisiyla kuantum bilisim
teorisinin en temel kavrami olarak goriilebilir ve biitiin fiziksel degisimlerin (islemlerin)
her biri, birer bilisim iletim siireci olarak ele alinabilir. Boylece, bilisim-teorik

yaklasimin kuantum mekaniginde esas oldugu gercegi agikliga kavusturulur.
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3. KUANTUM ENTROPIK NiCELIKLER

Fiziksel sistemlerin bilisim-teorik incelenmesinde temel kavram entropidir. Entropik
nicelikler kullanilarak sistemlerin sahip olduklar1 bilisim ve aralarindaki korelasyonlar
belirlenir. Ayrica, entropik nicelikler bilisim-teorik gorevlerin optimal oranlarini

karakterize etmede de kullanilirlar.

Oz-kaynaklarmn bagimsiz ve ozdes sekilde istenildigi kadar kullanildig: (i.i.d,
independent and identically distributed) durumda bilisim-teorik goérevlerin optimal
oranlar1 Umegaki bagil entropisinden tiiretilebilen entropik formiillerle belirlenir.
Omegin, Umegaki (1962) bagil entropisinin 6zel bir hali olan von Neumann (1927)
entropisi, bu durumda sikigtirilabilirlik oranidir. Fakat, daha genel durumlarda bilisim-
teorik gorevlerin optimal oranlarini belirlemek i¢in bu bagil entropi ve bundan elde

edilebilen entropik ifadeler yetersiz kalmaktadir.

Giris boliimiinde de bahsedildigi gibi, bu bagil entropinin genellemeleri olarak
goriilebilecek yeni entropik nicelikler bilisim spektrum yaklasim ve diizgiin entropik

calisma-cercevesi kapsaminda tanimlanmistir.

Bu kesimde, kuantum kanallarinin bilisim iletim verimliliklerini belirlemede, bu tez
kapsaminda, kullanilacak olan bilisim spektrum bagil entropiler ile bunlarin asimptotik
rejimdeki karsiliklar1 olan spektral diverjans oranlarin tanimlart ve sahip olduklari
ozellikler verilecektir. Ayrica, kuantum Renyi entropilerinin bir {iyesi olan ¢arpigma
bagil entropisinin (Miiller-Lennert vd. 2013) tanimina olanak veren bir fonksiyonel de
incelenecektir. Fakat bunlardan once i.i.d durumundaki goérevlerin karakterizasyonunda
kullanilan Umegaki bagil entropisi ve bundan elde edilen entropik nicelikler

tanitilacaktir.

36



3.1 Umegaki Bagil Entropisi ve Bundan Elde Edilen Entropik Nicelikler

Bu kesimde, Umegaki bagil entropisi ve bundan elde edilen entropik nicelikler
tanitilacaktir. Bu entropik nicelikler fiziksel sistemlerin i¢erdigi bilisim ve aralarindaki
korelasyonlar1 nicelendirirken, Umegaki bagil entropisi ise kuantum durumlarin

birbirine benzerliklerinin bir 6l¢iisii olarak kullanilabilmektedir.
Simdi, bu bagil entropinin tanimi ve sahip oldugu 6zellikleri verelim.

A sisteminin p4 kuantum durumu ve o4 pozitif islemcisi verilsin. Bu durumda,

Tr(p*(logp? —logo?)) ; suppp S suppo
D(pA || 04) = { 3.1
G 00 ; aksi durumda (3.1)

ifadesi ile Umegaki bagil entropisi tanimlanir. Burada ve bundan sonra logaritmalar iki

tabanina goredir ve 0log 0 = 0 esitligi kabul edilmistir.

Teorem 3.1: A sisteminin p4 ve ¢4 durumlan verilsin. Bu durumda asagidaki ifadeler

gecerlidir.
(1) D(p?lle?) = 0 ve D(p?||c*) = 0 ancak ve ancak p* = .

(2) V,tamum uzayi H, olan bir izometri olmak tizere
D(p*|la*) = D(VpAVT||[Va4VT). (izometrik degismezlik)

) D" ®p°lle" ® a®) = D(p*llo?") + D(p®llo?) (toplanabilirlik)

(4) A, giris sistemi A olan bir kuantum kanal olmak {lizere
D(A(p™I|A(64)) < D(pAllo4). (kuantum kanallar altinda monotonluk)

Ozellik (4)’iin esitlik hali i¢in gerek ve yeter sart

p? =R(p")

olmasidir (Hayden vd. 2004). Burada,
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R = ad(o.A)1/2 oA*o ad( )—1/2 (32)

A(O’A)

esitligi ile tammli R gonderimine o4 durumu ile A kuantum kanali i¢in Petz geri alim

gonderimi denir (Hayden vd. 2004).

Bu entropinin 6zel halleri, ABC birlesik sisteminin bir durumu p45¢ olmak iizere,

asagidaki gibi siralanabilir.

(i) (Kuantum entropi veya von Neumann entropisi)

S(4), = ~Tr(p*log p*)
= —D(p*[|14).

Bu ifade de p4 klasik durum secildiginde Shannon entropisi elde edilir. Dahasi, p*

durumunun
A . A
p" = pOpW
i
spektral ayrigimi goz oniine alindiginda S(4), = — X; p(i) log p(i) esitligi elde edilir.

. 14 .
Kuantum entropi saf durumlarda sifir ve tamamen saf olmayan ™ durumda ise logd,
A

maksimum degerini alir. Dolayisiyla, S(A), kuantum entropisi, p# durumunda olan A

sistemi ile ilgili bilgimizin bir dl¢iisiidiir. Sistemin saf durumda olmasi sistemle ilgili
tam bilgiye sahip oldugumuzu gosterir ve kuantum entropi sifirdir. Fakat sistem
tamamen saf olmayan durumda ise sistemle ilgili bilgisizligimizin maksimum olmasidir

ve bu durumun kuantum entropisi maksimumdur.

(if) (Kuantum kosullu entropi)
S(A1B), =S(4B), —S(B),

= —D(p"*[|1* ® p*).
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S(A| B), kuantum kosullu entropisi, B sisteminin durumunun bilinmesi halinde A

sistemi ile ilgili bilinmezligin ne kadar oldugunu 6lger.

Kuantum kosullu entropi daima pozitif degildir. Ornegin, p48 saf ve Schmidt ranki
birden farkli olsun. Bu durumda, p42°nin saf olmasindan dolay1 S(AB) p = 0, fakat bu
durumun Schmidt rank1 bir olmadigindan S(B), niceligi sifirdan farklidir. Dolayisiyla,
S(A | B), niceligi negatiftir. Yukaridaki tartijmanin bir diger sonucu, iki pargali saf

kuantum durumlarimin igerdigi dolanikligin bu durumlarin indirgenmislerinin von
Neumann entropisi ile odlgiilebilecegidir. iki parcali bir sistemin saf olmayan bir
durumdayken de igerebilecegi dolanikligi 6lgmek igin kullanilan ve olusturmanin
dolaniklig1 (entanglement of formation) denen bir entropik formiilii tanitalim (Wootters
1998).

AB birlesik sistemi p8 kuantum durumundayken sahip oldugu dolaniklik

Ef(A:B), = inf{X, p(x)S(B),, | =45} (3.3)
entropik formiilii ile nicelendirilir. Burada,

248 = {p (), )W 1 7 = ) p(x)|¢x><¢x|‘*3}

xXEX

esitligi ile tanimli p4® durumunun saf kuantum durumlarinin konveks ayrisimlari

{izerinden en biiyiik alt str (infimum) aliirken, pB = Tr, (|, )W, |*?) esitligi ile pB

durumu tanimhidir.

Olusturmanin dolaniklif1 parcalara gore simetriktir: Herhangi bir p48 durumu igin,

E-(A:B), = Ef(B: 4), (3.4)

esitligi vardir.
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(iii) (Koherent bilisim)
S(A>B),=-S(AI1B),
=D(p*?|I1* @ p®).

S(A > B), koherent bilisim hafizasiz kuantum kanallarmin asimptotik kuantum bilisim

kapasitelerini formiile etmektedir.

(iv) (Kuantum karsilikl biligim)
S(A:B), =5(A), +S(B), —S(A4B),

= D(p*|lp” ® p®).

S(A:B), kuantum karsilikli bilisim, AB birlesik sisteminin sahip oldugu klasik ve

kuantum biitiin korelasyonlar1 nicelendirir.

Kuantum karsilikli bilisimin Umegaki bagil entropisi tiirinden yazimi gbz Oniine
alindiginda, bu entropik niceligin negatif olmadig1 ve sifir olmasi i¢in gerek ve yeter

sartin
pf =p4 @ p?

oldugu Teorem 3.1’in (1) ifadesinden hemen goriiliir. Ozel olarak, p48 klasik-kuantum

durum alinirsa kuantum karsilikli bilisim Holevo niceligi olarak adlandirilir. Yani,

2% = {p(x), p7}

kuantum durumlar topluluguna (2.18) esitligi ile karsilik getirilen p*® klasik-kuantum

durum i¢in hesaplanan

S(X:B)p =S(B)p = Lxp(x)S(B),, (3.5)

karsilikli bilisim, 28 = {p(x), pZ} kuantum durumlar toplulugunun Holevo niceligidir.

Burada, pB = ¥, p(x)p? esitligi ile p? tanimlanmustir. Eger 28 = {p(x), [, )W, |}

seklinde saf durumlardan olusuyor ise, Holevo niceligi i¢in
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S(X:B), = S(B), (3.6)

esitligi vardir. Bunu gérmek igin, (3.5) esitligindeki ikinci terimin saf durumlarda sifir

oldugunu hatirlamak yeterlidir.

Holevo niceligi, hafizasiz kuantum kanallarinin asimptotik klasik bilisim kapasitelerini
formiile eder ve iki pargali sistemlerin klasik korelasyonlarimi 6lgmede kullanilan
entropik formiile temel olusturur. Klasik korelasyonlar1 6lgen bu entropik formiilii

asagida tanitalim.

AB birlesik sistemi p48 kuantum durumundayken sahip oldugu klasik korelasyon
(Modi vd. 2012)

C(A - B), = sup{S(X:B), | M4} (3.7)

entropik formiilii ile nicelendirilir. Burada, M4 A sisteminin bir rank-1 POVM’u ve p*B
durumu ise bu POVM’un her bir elemanina (2.36) esitligi ile karsilik getirilen kuantum
operasyonlarin olusturdugu kuantum enstriimani igin (2.31) esitligi ile tanimlanan
kuantum kanal altinda p® durumunun goriintiisii olan p*48 durumunun XB sistemine

ait indirgenmisidir.

AB sisteminin pA8 durumundayken igerdigi diskort (Modi vd. 2012) ise

D(A - B),=S(A:B), —C(A - B), (3.8)

esitligi ile tanimlanir. Sozle sdylenirse, AB sisteminin p48 durumundayken sahip
oldugu toplam korelasyon miktar1 olan S(A:B), niceliginden C(A - B), Klasik

korelasyon miktariin ¢ikarilmasi sonucu geriye kalan korelasyona diskort denir.
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(V) (Kuantum kosullu karsilikli bilisim)

S(A:C | B), = S(AB), + S(BC), — S(B),, — S(ABC), (3.9)
=S(A1B), +5(C|B),~S(C | B),
= S(A:BC), — S(A:B),
= D(p**¢||p? ® pP¢) — D(p*®|lp? ® p*). (3.10)

S(A: C | B), kuantum karsilikli bilisim, B sisteminin durumunun bilinmesi halinde 4 ile

ABC

C sistemlerinin sahip oldugu korelasyonu nicelendirir. Ozel olarak p4B¢ saf alindiginda,

S(A:C1B), = S(4:0), (3.11)

ABC»

esitligi vardir. Bu esitlik, p nin saf olmasinin birer sonucu olan S(ABC), =0,

S(AB), =5(C),, S(BC),=S(A), ve S(B),=S(AC), Ozdesliklerinin (3.9)

ifadesinde kullanilmasiyla goriiliir.

S(A:C | B), nin negatif olmamasi ise Teorem 3.1’in (4) ifadesinin Tr¢ igin (3.10)

esitliginde kullanilmasinin dogal bir sonucudur.

Eger p4B¢ durumunun S(A4:C | B), kuantum kosullu karsihkli bilisimi sifir ise,

p“AB€°ye B kosullu bir Markov durumu denir (Hayden vd. 2004). Bundan sonra Markov

durumlar ortadaki sistem kosullu tanimlanacaktir.

Teorem 3.1’in (4) ifadesinin esitlik hali T7. i¢in géz Oniine alinirsa, pA8¢ durumunun

bir kuantum Markov durum olmasi i¢in gerek ve yeter sartin

pAP¢ = (id,® R) (p*?) (3.12)
ifadesini saglayan B sisteminden BC sistemine

R = adgpcya o () @) e ad yoare
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esitligi ile taniml1 R génderiminin var olmasi oldugu goriiliir. Bu gonderimin, tamamen
pozitifligi tanimindan agikken, iz koruma ozelligi p? durumunun destegi iizerinde
saglanir. Bir baska deyisle, p2¢ kuantum durumu ile Tr; kuantum kanali icin Petz geri

alim génderimi olan R, p? durumunun destegi iizerinde bir kuantum kanaldur.

Esitlik (3.11)’in dogal bir sonucu olarak, p48¢ = [P)(p|*"¢ saf kuantum durumunun

bir (B kosullu) saf Markov durum olmasinin gerek ve yeter sarti
pAC = pA ® p¢ (3.13)

esitligi olarak elde edilir. Bu, kuantum karsilikli bilisimin sifir olmasi i¢in gerek ve

yeter sarttir. Esitlik (3.13) goz 6niine alindiginda, saf kuantum Markov durumlar i¢in

[P)*P¢ = )Pt @ [)°RC (3.14)

yazimina olanak saglayan B sisteminin Hilbert uzayimin
Hp = (}[BL b2y }[BR) D Hk

seklinde bir ayrisimi oldugu goriiliir. Burada Hy, Hp, & Hp, 'nin ortogonal

tiimleyenidir.

Saf Markov durumlarin sahip olacagi korelasyonlarin birbiriyle iligkilerini veren bir

onermeyi ifade edip ispatlayalim.

Onerme 3.2: ABC birlesik sisteminin bir (B kosullu) saf Markov durumu

pABC = )| *FC

ise, bu durumun BC ve C sistemlerine ait indirgenmisleri i¢in

C(B—C),=D(B~C),=E(B:C), =5(C),= %S(B: 0), (3.15)
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entropik esitlikleri vardir.

Ispat: Bu esitliklerin varligmi gostermede, p48¢ saf Markov durumu icin gegerli olan

(3.14) esitliginin izdiisiim islemciler ile yazimi olan

pABC = [P) (| PC = [P)YI T @ [p)w|R¢

ifadesi kullanilacaktir. Bu ifadenin, A tizerinden kismi izinin alinmasiyla, BC sisteminin

indirgenmisi olan

pPe = p” ® [P)WI™ (3.16)

durumu ve AB iizerinden kismi izinin alinmasiyla da C sisteminin

pC = Trg, (1Y) | °F) (3.17)

durumu elde edilir. Esitlik (3.16) gbéz Oniine almip, von Neumann entropisinin

toplanabilirlik ve bu entropinin saf durumlar i¢in sifir olmas1 kullanildiginda
S(BC), = S(BL), 3.18)
S(B), =S(By), + S(Bgr), (3.19)

yazilabilir ve (3.17) esitligi i¢in iki parcalt bir saf durumunun indirgenmislerinin von

Neumann entropilerinin ayni degere sahip olmasi kullanildiginda
S(C), = S(Br), (3.20)

esitligi elde edilir. Kuantum karsilikli bilisim S(B:C), niceliginin taniminda (3.18),
(3.19) ve (3.20) esitlikleri yerine yazildiginda
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S(C), =38(B:C), (3.21)

esitligi elde edilir. Olusturmanin dolanikliginin taniminda von Neumann entropisinin

toplanabilirlik ve sifir olma 6zellikleri ile (3.17) esitliginin kullanilmasiyla
Ef(B:C), =S(C), (3.22)

yazilir. C(B — C), klasik korelasyon ifadesi igin esitlik (3.16) gbz 6niine alinip Lemma
2.11 ve (3.6) esitligi kullanildiginda

C(B - C), =50, (3.23)

esitligi elde edilir. Son olarak bu esitlik ve (3.21) esitligi, diskortun tanimi olan (3.8)

ifadesinde kullanilirsa,
D(B - (), =S5(0), (3.24)

yazilir. (3.21), (3.22), (3.23) ve (3.24) esitlikleri ile ispat tamamlanur.

Yukarida tanimlanan entropik nicelikler ve formiillerde Umegaki bagil entropisi yerine
diger kuantum bagil entropiler kullanilarak, ayni formda, yeni entropik nicelikler ve
formiiller elde edilebilir. Bu anlamiyla, kuantum bagil entropiler kuantum bilisim

teorisinde tanimlanan entropik nicelikler ile formiillerin temelini olusturmaktadir.

3.2 Bilisim Spektrum Bagil Entropileri ve Carpisma Bagil Entropisi-Benzeri
Fonksiyonel

Bu baglik altinda, tek-kullanim rejiminde bilisim-teorik gorevlerin optimal oranlarini

belirlemede kullanilan bilisim spektrum bagil entropileri ile ¢arpisma (collision) bagil
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entropisi-benzeri  fonksiyonelin® tamimlari verilecektir. Bilisim spektrum bagil
entropilerden birinin asimptotik rejimdeki hali olan kuantum spektral inf-diverjans
oranin da tanimi burada verilecektir. Ayrica, bu entropik niceliklerin doérdiincii boliimde
kullanilacak 6zelliklerinin incelemesi yapilacaktir. Bilisim spektrum bagil entropilerinin
diger islevsel kullanimlari i¢in (Datta ve Leditzky 2015) c¢alismasina ve ¢arpisma bagil
entropisinin de tiyesi oldugu kuantum Renyi diverjanslart i¢in de (Miiller-Lennert, vd.
2013) referansina bakilabilir.

Tanmm 3.3: p € D(H) yogunluk islemcisi, 0 € Psd(H) pozitif islemcisi ve € € (0,1)

sayist verilmis olsun. Bu durumda bilisim spektrum bagil entropileri,

Di(pllo)=sup{y ER | Tr(p —2Y0), =1 — ¢} (3.25)
Di(pllo) =infly €R | Tr(p — 2V0), < €} (3.26)

seklinde tanmmmlanir. Burada Tr(p —2Y1),, Tr{[p > 2¥Vt](p —2¥Y7)} ifadesini

gostermektedir.

Tamm 3.4: p € D(H) yogunluk islemcisi ve o € Psd(H) pozitif islemcisi verilsin. Bu

durumda
-1/2 -1/2 '
F(pll o) = {Tr(pa po ) ; Suppp € suppo (3.27)

; aksi durumda

kurali ile carpigsma bagil entropisi-benzeri fonksiyonel tanimlanir.

Bir sonraki boliimdeki kanal kodlama teoremlerinin ispatlarinda ihtiya¢ duyulan,
Tr(p —2¥t),, Di(p Il o) ve F(p |l o) ifadelerinin 6zelliklerini bir teoremle ifade edip

ispatlayalim.

8 Bu fonksiyonelin logaritmasi alinarak ¢arpisma bagil entropisi elde edildiginden bu isim kullanilmustir.
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Teorem 3.5: p € D(H) yogunluk islemcisi, 0 € Psd(H) pozitif islemcisi, € € (0,1),
y, V' gergel sayilar1 ile M pozitif sayist verilmis olsun. Bu durumda asagidaki ifadelerin

dogruluklar gegerlidir.

()y' =yise, Tr(p—2Ya), = Tr(p—2" cr)+.
(i0<P<Tise, Tr(P(p—2Y0)) <Tr(p —2Y0),.
(iii) A pozitif ve iz-koruyan bir génderim ise,

Tr(p —2Y0), = Tr(A(p) — 2VA(0)) 4.
(iv) &' = eise, DE (p | 0) = DE(p Il o).
(v) A kuantum kanal ise, F(p Il o) = F(A(p) Il A(0)).
(vija'=a=0ise, F(plla) =F(p ll a).
(vii) F(p Il ) = MTr(p — 21°gMa)+.

Ispat: (v) ve (vi)’nin ispatlar1 EK 2’de yapilmistir. Burada, (i), (ii), (iii), (iv) ve (vii)’nin
ispat1 yapilacaktir.

(i)’nin ispati: y' = y olsun. Bu durumda,
(p—2Y0) = (p—2" 0) (3.28)

esitsizligi vardir. Ayrica, ispatlanacak olan esitsizlikteki iz, p — 2" ¢ Hermite-sel
islemcisinin 6zvektorlerine gore alinsin. Eger |[j), bu islemcinin negatif olmayan

0zdegerine karsilik geliyorsa,
G1(p — 2" 0), 1) = (jl(p — 2" o)1)

esitligi yazilabilir. Bu esitligin sag tarafi i¢in (3.28) kullanilirsa
G1(p = 2" a), i) < (jl(p = 2Y o)1)

ifadesi elde edilir. Son olarak, p — 2¥o < (p — 2¥0), esitsizligi goz Oniine alindiginda

(1o = 2Y0), 1)) = (jl(p — 2V 0) 1)) (3.29)
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sonucuna varilir. Eger |j), p — 2" ¢ islemcisinin negatif veya sifir 6zdegerine karsilik

geliyor ise
(1(p = 2Y0)41j) = (jl(p = 2" o) 1j) = 0 (3.30)
oldugu goriiliir. (3.29) ve (3.30) baglantilar1 istenilen esitsizligi ispatlar.
(if)’nin ispati: 0 < P < I olmak iizere p — 2¥o Hermite-sel islemcisinin
p—2Yc=(p—2"0), —(p—2V0)- (3.31)

Jordan ayrigsimi kullanilarak,

Tr(P(p - 2”0)) =Tr(P(p—2Y0),) —Tr(P(p —2Y0)_)
yazilabilir. Bu esitligin sag tarafindaki Tr(P(p — 2¥0)_) pozitif (Iki pozitif islemcinin
carpimlarinin pozitif islemci olmast gerekmezken, iki pozitif islemcinin ¢arpiminin izi
daima pozitiftir.) niceligi kaldirilirsa

Tr(P(p —2"0)) < Tr(P(p — 2"0),)
esitsizligi elde edilir. Ayrica, 0 < P < I oldugundan herhangi bir A pozitif islemcisi

i¢in
Tr(PA) < Tr(A) (3.32)
gecerli olan esitsizlik de kullanildiginda ispat tamamlanmis olur.

(iii)’nin ispati: A pozitif ve iz-koruyan bir gonderim olmak iizere (p — 2Y0) i¢in (3.31)
yazimi kullanildiginda
Tr(A(p) = 2YA(0), = Tr{[A(p) > 2V A()]A((p — 27 0)4)}

—Tr{IA(p) > 2" A()IA((p — 270)_)}
esitligi yazilabilir. Bu esitligin sag tarafindaki Tr{[A(p) > 2YA(a)]A((p — 2Y0)_)}
pozitif sayist kaldirildiginda

Tr(Alp) — 2A(0)), < Tr{[A(p) > 2VA@)](A(p — 270),)}

48



esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafi igin (3.32) g6z Oniine alinirsa
Tr(A(p) = 2"A(9)), < TrA((p — 270),)

yazilabilir. Son olarak, A’nin iz-koruma 6zelligi kullanilarak ispat tamamlanir.

(iv)’nin ispati: €' > e ve @ = Df(p Il o) olsun. Bu durumda,
Tr(p—2%),=1—e=>1-¢'

yazilabilir. Dolayisiyla, Qfl (p Il o) tanimindan istenilen gosterilmistir.

(vii)’nin ispati: F(.|l.) fonksiyonelinin

F(p Il 0) = Tr(po=t2pg=1/2) (3.33)

tanim1 g6z Oniine almip 1 = [p > 2logM a] seklinde tanimlanan spektral izdiisiim

islemcisi araciligiyla

¢n() =N+ m+)m

kuantum kanali tammmlansin. Burada I+ = I — I esitligi ile tanimh I+, IT izdiisiim

islemcisinin ortogonal tiimleyenidir. Bu durumda, (v) ifadesinden

F(p o) =2 F(¢n(p) Il pulo))

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizligin sag tarafinda I1* bulunan pozitif terimler
kaldirildiginda

F(p Il 0) = Tr{llpN(MlaT)~Y/2MpM(MaT1)~1/2}

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafinda
TpIl > 2'°8M[1gT1
iliskisi igin (vi) 6zelligi kullanilip gerekli islemler yapilirsa
F(p Il ) = MTr(Il1pII)
ifadesine ulasilir ve bunun sag tarafindan M2'°6MTr(I1g1I) teriminin gikarilmasiyla

F(pll o) = MTr(p — zlogMa)+
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yazilir ve bu ispati tamamlar.

Bu tezde kullanilacak entropik niceliklerden olan spektral diverjans oranin tanimi ve
bununu bilisim spektrum bagil entropi ile olan iliskisini verelim. Kuantum spektral
diverjans oranlar, bilisim Ozkaynaklarinin yapilarina iliskin hi¢bir sart koymadan

bilisim-teorik gorevlerin asimptotik optimal oranlarini belirlemede kullanilir.

Tamm 3.6: p={p™ eD(H®)|neN} ve 6={c™ €Psd(H®")|neN}

dizileri verilsin. Bu durumda, kuantum spektral inf-diverjans oranin tanimi

D(p Il 8) = sup{y | liminf Tr(p™ — Z”Va(”))+ =1} (3.34)
n—oo

esitligi ile yapilir.

Tek kullanim rejiminde optimal oranlar1 bilisim spektrum bagil entropiler ile belirlenen
bilisim-teorik gorevlerin asimptotik oranlarin1 dogal bir sekilde elde etmeye olanak

saglayan bir 6nermeyi ifade edip ispatlayalim.

Onerme 3.7: Bilisim spektrum bagil entropi ile kuantum spektral inf-diverjans orani

arasinda
T
D(p Il &) = lim liminf — DE(p™ || ¢™)
- e->0 n-ooo N

esitligi vardir.

Ispat: Ispata esitlikte gecen limitin tammmini vererek baslayalm. @ = {a, | n € N}

gergel sayilar dizisinin alt limiti
liminf,,_, d = sup{a | Ve > 0,3In,:Vn > ny,a — € < a,} (3.35)

esitligi ile tanimlanir. Ispat igin 6nce

1
D(p Il 6) = lim liminf = DE(p™ || ¢™)
e-0 n-ooo N
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esitsizliginin gegerliligini gosterelim. y,, = DE(p™ || ™) olsun ve
=S

c(e) = liminf n
n—oo n

esitligi tamimlansin. (3.35)’den dolayz,
V8 > 0,3any:Vn > ng,n(cle) — 8) <y,
ifadesi vardir. Dolayistyla, DE(p™ || (™) nin tanimindan her n > n, igin,
M) _ on(c(e)=8) ;) —
Tr(p 2 o )+ =1-¢
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte alt limitin tanim1 kullanilirsa,
imi M) _ on(c(@-8) M) =
hgggf Tr(p 2 o )+ 1
esitligi elde edilir. Bu esitlik ile D(p || §)’nin tanimindan
here > 0i¢in, D(p | 6) = c(e) — 6

sonucuna varilir. Bu ifadede c(e) niceliginin tanimi yerine yazilip € — 0 limiti

alindiginda
A AN T Tt g L
D(p Il 6) = lim liminf =DE(p™ || c™) — §
&e-0 n-ooo N
ifadesine ulasilir. Bu ifade her § igin gecerli oldugundan &§’nin yeterince kiigiik
secilmesi ile istenilen gosterilmis olunur.
Simdi,
1
D(p Il 6) < limliminf —DE(p™ || (™)
>0 n-ooo N
esitsizliginin gegerligini gosterelim. y = D(p || &) olsun. Bu durumda,

liminf Tr(p™ — 2””0(”))+ =1

n—-oo

ifadesi yazilir. Bu ifade i¢in de alt limitin tanimindan dolayi,
her € > 0 i¢in bir ny dogal sayis1 vardir dyle ki her bir n > n, i¢in,

Tr(p™ — 2"7’0("))+ >1-¢

o1



esitsizligi vardir. Dolayisiyla, bilisim spektrum bagil entropinin tanimindan dolay1, her

bir n > n, igin

1
y <D™ 1l at™)

yazilabilir ve bu esitsizligin her iki tarafinda 6nce n i¢in liminf ve sonra da € —» 0

limitlerinin alinmastyla ispat tamamlanir.
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4. KLASIK VE KUANTUM BILiSIM KAPASITELERI

Kuantum kanallarindan bilisim iletiminde farkli tiirden protokoller kullanilir ve bu
protokollerin tiirlerine gore farkli bilisim kapasiteleri tanimlanir. Kuantum kanallarinin
belirli bir protokol kapsaminda istenilen dogrulukta iletebildikleri maksimum bilisim
miktarima bir bilisim kapasitesi denir. Bilisim kapasitelerini entropik formiillerle

belirleyen her bir ifadeye ise bir kuantum kanal kodlama teoremi denir.

Bu boliimde, kuantum kanallarinin klasik ve kuantum bilisim kapasiteleri hem tek-
kullanim hem de asimptotik rejimde belirlenecektir. Burada, klasik bilisim i¢in kuantum
durumlar toplulugu iletim protokolii ve kuantum bilisim i¢in ise dolaniklik iletim
protokolii esas alinmistir. Bu iletim protokolleri kapsaminda, tek-kullanim klasik ve
kuantum bilisim kapasitelerini bilisim spektrum bagil entropilerle smirlayan iki
kuantum kanal kodlama teoremi ifade edilip ispatlanmistir. Daha sonra, bu kodlama
teoremlerinin sonuglar1 olarak bu kapasitelerin asimptotik hallerinin entropik formiilleri

elde edilmistir.

Burada, klasik bilisim iletimi ve kuantum bilisim iletimi iki ayr1 basglik altinda
incelenmistir. ilkin, kuantum kanallardan klasik bilisim iletimi problemi incelenmistir.
Bunun i¢in iletim protokoliiniin asamalar1 tanmitilmis ve iletimin dogrulugunu
nicelendiren ifadenin tanimi verilmistir. Iletim dogrulugunun tanimi kullanilarak tek-
kullanim ve asimptotik klasik bilisim kapasitelerinin tanimlar1 yapilmistir. Daha sonra,

kuantum bilisim iletimi problemi de yukarida ifade edilen adimlarda incelenmistir.

4.1 Tek-Kullanim ve Asimptotik Klasik Bilisim Kapasiteleri

Kuantum kanallarinin klasik bilisim kapasitelerinin belirlenecegi bu kesime iletimde
kullanilan protokoliin tanitimi ile baglanacaktir. Ardindan, bu protokol kapsaminda
gecerli olan kodlama semalar1 ve bu semalarin iletim dogruluklarin1 6lgen ortalama
basar1 olasiliginin tanimlar1 verilecektir. Son olarak, islevsel olarak tanimlanan tek-

kullanim ve asimptotik klasik bilisim kapasitelerini belirleyen kodlama teoremleri ifade
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edilip ispatlanacaktir. Kuantum kanallardan klasik bilisimi iletimi i¢in kuantum

durumlar toplulugu iletim protokolii esas alinacaktir.

A
Kuantum durumlar toplulugu iletim protokoli bir L(H,) = L(Hp) kuantum kanal1 igin

asagidaki asamalardan olusur:

I. Gonderici ile alic1 birlikte [M] = {1, 2, ..., M} mesaj kiimesini belirler.
ii. Gonderici, [M] kiimesine karsihk, A sisteminin T4 = {p(m),pA} kuantum
durumlar toplulugunu hazirlar ve bunlart A kuantum kanalindan iletir.
iii. Bu durumlarin A kanalindan iletimleri sonucu B’nin X8 = {p(m),sE} kuantum
durumlar toplulugu elde edilir. Burada, a2’ler, a8 = A(pf) esitligi ile tanimh
cikis sisteminin durumlaridir. Alici, gondericinin gonderdigi m mesajin1 tahmin

etmek icin B ¢ikis sistemi lizerinde
DE ={0<DE <IB|¥XM_, D5 =15} (4.1)
POVM ile 6l¢iim yapar.

C = {M,x4, DP} iicliisiine klasik bilisim iletimi igin kuantum durumlar toplulugu iletim

protokoliiniin bir kodlama semasi denir ve bu kodlama semasinin iletim dogrulugu ise

ps(A,C) = =X _ Tr(DEoE) (4.2)

ifadesiyle olgiiliir. Burada, ps(A, C) niceligine ortalama basar1 olasiligi denir. Klasik
bilisim iletimi i¢in iletim dogrulugunu 6lcen bir diger nicelik

Pmin(A, C) = min{Tr(D,’flaffl) | m e [M]}
esitligi ile tanimhidir. Fakat bu iki nicelik bir birinin yerine kullanilabildiginden

(Mosonyi ve Datta 2009) ve kodlama teoremlerinin ispatlarinda ortalama basar1 olasiligi

kolaylik sagladigindan (4.2) iletim dogrulugu nicelendirmede kullanilacaktir.
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A kuantum kanalinin tek-kullanim klasik bilisim kapasitesi (Datta vd. 2013)
CAA(A) = sup{logM | 3C: p(A,C)=>1— €} (4.3)

ifadesi ile tanimlanir. Burada, 0 < € < 1 gergel sayist iletim dogrulugunun istenilen

- A
dercesini belirler. Ayrica, A = {L(A") —— L(B™)} kuantum Kkanallar dizisinin

asimptotik klasik bilisim kapasitesi ise
~ . . 1
C(A)=1lim . oliminf, ~ CcEO(AM) (4.9)
esitligi ile tanimlanir.
4.1.1 Kuantum kanallarmin klasik bilisim iletimi i¢cin kodlama teoremleri

A
Teorem 4.1 : L(#,) - L(H}p) kuantum kanalinin C*#) (A) tek-kullanim klasik bilisim
kapasitesi i¢in

l’rzl%XQf(O'MB ” O.M ® O.B) < C(l,s)(A) < I’I%%XQ;-H)(O'MB ” O.M ® O.B) _ logn

esitsizlikleri gegerlidir. Burada, 0 <n < 1 — & ve oMB ise, 28 = {p(m), aE} kuantum

durumlar topluluguna (2.23) ifadesiyle karsilik getirilen
oM =¥, p(m)|lm)m|" @ ok (4.5)
klasik-kuantum durumdur.

Bu teoremin ispatina gegmeden, bu teoremin dogal bir sonucu olan ve en genel kuantum
kanallarinin asimptotik Kklasik bilisim kapasitesini belirleyen ifadeyi bir 6nerme olarak

ifade edip ispatlayalim.
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. ~ am L . .
Onerme 4.2 : A = {L(A") — L(B™)} kuantum kanallar dizisinin asimptotik klasik

bilisim kapasitesi i¢in,
C(A) = maxga D(6ME || 6M ® 6F)

esitligi vardir.

Ispat: Herhangi bir n > 1 dogal sayis1 igin, Teorem 4.1’den dolay1

?%XE(O.M"B" I O.Mn QR O.B”) < C(1,s) (A("))

C(1,g)(A(TL)) < mAanXQSE+77(O.Man I O'Mn ® O'Bn) — 10g77
z

esitsizlikleri vardir. Iki esitsizligin her iki tarafi n’ye boliiniir ve ikinci esitsizlikteki n
pararmetresi n’nin bir polinomunun ¢arpimsal tersi olarak yazilabilecegi gbz Oniinde

bulundurularak 6nce n i¢in liminf ve sonra € — 0 limitlerinin alinmasi ispati tamamlar.

4.1.2 Teorem 4.1’in ispati i¢cin hazirhk

Burada, ortalama bagar1 olasiliginin bilisim spektrum fonksiyoneli aracilifiyla alt ve iist
sinirlarii belirleyen esitsizlikler birer lemma olarak ifade edilip ispatlanacaktir. Bu
lemmalardan ilki olan Lemma 4.3 ortalama basari olasiligimnin alt sinirin1 belirlerken,

Lemma 4.4 ise bu olasiligin {ist sinirini belirlemektedir.

A
Lemma 4.3: L(H,) - L(H) kuantum kanali i¢in € = {M, 24, DB} Kklasik kodlama

semas1 verilsin. Eger elemanlari
Dy, = (6%)™?p(m)ay (a®)71/? (4.6)

seklinde tanimlanan D POVM’u ile B c¢ikis sisteminde 6l¢iim yapilir ise, ortalama

basar1 olasilig1 i¢in
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ps(A,C) = Tr(oMB — 2l0eMgh & O’B)+ (4.7)

esitsizligi gecerlidir. Burada ¢®, £8 kuantum durumlar topluluguna, (4.5) esitligi ile

karsilik getirilen o™5 klasik-kuantum durumunun indirgenmisidir.

Not: Elemanlar (4.6) esitligi ile tammlanan D POVM’una, Z kuantum durumlar

topluluguna karsilik gelen ¢ok iyi 6l¢iim denir (Hausladen ve Wootters 1994).

Ispat: p,(A,C) ortalama basar1 olasiliginin taniminda, (4.6) ile tamimh D2 ’ler

yazildiginda
Ps(A,€) = = 31 p(m)Tr(oh (o7) /208 (a7)71/2) (4.8)

esitligi elde edilir. Carpigma bagil entropisi-benzeri fonksiyonel igin (3.27)

hatirlandiginda, bu esitligin sag tarafindaki biitiin m’ler i¢in
F(ol Il ) = Tr(cE (o) "Y/26E (a5)~1/2) (4.9)

oldugu hemen gorilir. Bu durumda, Teorem 3.5’in (vii) ifadesinden dolay1
F(oE Il 6B) > MTr(oE — 2°8MgB)Y

esitsizligi vardir. Bu, (4.8)’de kullanilirsa
ps(A,C) = X1 p(M)Tr(oh, — 2'°8Ma"), (4.10)

sonucuna varilir. Diger taraftan, oM® klasik-kuantum durumu igin (4.5) esitligi goz

Oniine alindiginda

gMB _ 2logMsM & 6B = ¥ p(m)|m)m|"” & (a8 — 21°eMgB) (4.11)
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esitligi elde edilir. Bu esitlik yardimiyla oM — 2198MsM & 5B icin spektral izdiisiim

islemcisinin

[oMB > 2lo8MgM @ 68| = 3 Im)m|"” @ [of > 2'°8M 5] (4.12)
oldugu goriiliir. Son olarak, (4.11) ve (4.12) ifadelerinin kullanilmasiyla
Tr(oM? —2'°8MgM ® ¢%) = Zi_i p(m)Tr(oy, — 2'°8M0"), (4.13)

yazilir ve bu (4.10) ile kiyaslandiginda ispatin tamamlandigi goriiliir. (4.13) esitliginin
sol tarafindaki iz MB sistemi lizerinden alinirken, sag taraftaki iz sadece B sistemi

lizerinden alinmustir.

A
Lemma 4.4: L(H,) — L(H) kuantum kanali igin € = {M, X4, DP} klasik kodlama

semas1 verilsin. Bu durumda ortalama basar1 olasiligi i¢in

ps(A,C) < Tr(oMB —2VoM Q oB), + 2v-1oeM (4.14)

esitsizligi gecerlidir. Burada y bir gergel sayidir.

Ispat: Ortalama basar1 olasilig1 ifadesinin taniminda 2¥ ’? terimi eklenip ¢ikarilirsa
M M
1 2Y
ps(A,C) = 7 z Tr(DE (o8 — 2Y05)) + " z Tr(DEa?B)
m=1 m=1

ifadesi elde edilir. Burada, ¢® durumu (4.5) esitligi ile tammli ™8 klasik-kuantum
durumunun indirgenmisidir. Bu esitsizligin sag tarafinin ikinci terimindeki toplam alinir

ve ilk terimi igin Teorem 3.5’in (ii) ifadesi kullanilirsa
ps(A,C) < —TM_  Tr(oh — 2V 0P), + 2v71oeM (4.15)

esitsizligi elde edilir. Bunun yani sira, giris ve ¢ikis sistemi M klasik sistemi olan &

klasik kanalinin kosullu olasiligi, p(1)’ler (4.5)’deki olasilik dagilimi olmak {izere
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p(k, D) l5kl
_pkkD _m
PID=20 = 0

esitligi ile tanimlansin. Bu kanalin Kraus islemcileri, 2.2.1 basligindaki (3) numarali not

g0z Oniine alindiginda,

Ex = \p(k 1D kX

oldugu goriiliir. Bu durumda, € kanalinin EQidy tensorel genislemesinin etkisi sonucu

™ = £Qid(0M”) = Ty, Im¥ml™ @ o, (4.16)
ve

™ ® 08 = EQidg(cM ® ob) (4.17)

durumlan elde edilir. Ayrica, 8 ve t™ ® o? klasik-kuantum durumlari icin (4.13)

esitliginin elde edilme agamalar1 g6z oniine alindiginda
A
1 —
Tr(cMB — 2logMM & O'B)+ = z Tr(cE — 2Vo®),
m=1

yazilir. Bu esitlik (4.15)’de yerine konuldugunda
ps(A,C) < TT(TMB — 2logM M 03)+ 4 gv-logm

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin ilk teriminde, (4.16) ve (4.17) esitlikleri ile taniml
kuantum durumlar géz 6niine alinip Teorem 3.4’{in (iii) ifadesi kullanildiginda ispat

tamamlanir.

Simdi, bu lemmalar1 kullanarak Teorem 4.1’in ispatina gegebiliriz.

4.1.3 Teorem 4.1’in ispati

Teoremin ispat1 iki kistmda yapilacaktir. Ilk esitsizligin gegerliligi igin log M iletim

oranin Df(oMP || oM @ oP) bagil entropisinin degerine esit olmasi durumunda
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istenilen iletim dogrulugunu saglayan bir kodlama semasinin var oldugu gosterilecektir.

Bu kanal kodlama teoreminin erisilebilirlik kismimi olusturur. ikinci esitsizligin
gecerliligi icin ise DET"(oMB || oM ® 08)’nin degerinden biiyilk olan biitiin iletim
oranlarinda istenilen iletim dogrulugunu saglayan higbir kodlama semasinin olmadigi

gosterilecektir. Bu da kanal kodlama teoremlerinin ters kismini olusturur.

Simdi teoremin ispatini1 yukarida ifade edilen ¢ercevede yapalim.

Ispat: Teoremin ilk esitsizligindeki maksimum degeri veren giris sisteminin %4
kuantum durumlar toplulugunun ¢ikis sistemindeki haline karsilik gelen o™ klasik-
kuantum durumu igin DZ(cMB || o™ ® oB) =logM olsun. Bu durumda, DZ(c™B ||

oM ® o) bagil entropisinin tanimimndan
Tr(oMB — 2l0eMgM & O'B)+ =1-—¢
esitligi vardir. Bu esitligin sol tarafi i¢in Lemma 4.3 g6z oniine alindiginda
ps(ALC)=>1—¢

esitsizligi yazilir. Bu, istenilen basari olasilifini saglayan bir kodlama semasinin

oldugunu gosterir. Dolayisiyla, teoremin ilk esitsizligi ispatlanir.
Ikinci esitsizligin ispati, herhangi bir M mesajli bir € kodlama semasi igin

logM > rr;ngfJ’"(aMB Il o™ ® o8) —logn

ifadesinin
pS(AI C) < 1 — £

esitsizligini gerektirdigini gostermeye esdegerdir. Yukaridaki ifadede maksimumu
saglayan £4 kuantum durumlar topluluguna karsilik ¢ikis sisteminde olusan o™ klasik-
kuantum durumu i¢in D7 (6MB || oM ® oB) = y olsun. Dolayisiyla, Lemma 4.4 ve
y —logM < logn hipotezinden, ps(A,C) <1 —¢ esitsizligi yazilir ve bu ispati

tamamlar.
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4.2 Tek-Kullanim ve Asimptotik Kuantum Bilisim Kapasiteleri

Kuantum kanallarinin kuantum bilisim kapasitelerinin belirlenmesinde dolaniklik iletim

A
protokolii esas almacaktir. Bu protokoliin, L(H,)— L(Hp) kuantum kanalinin
verilmesi durumunda, asamalar1 asagidaki gibidir:

i. Gonderici ile alic1 birlikte, izomorf Hilbert uzaylarinin karsilik geldigi M ve M' alt

sistemlerinden olusan MM’ sisteminin ICD)MM en dolanik durumunu belirler. Bu

durum, Schmidt ranki d; < d4 olan en dolanik durumdur.

14
ii. Gonderici, bu duruma %, —H, izometrisini etki ettirerek [p)"* en dolanik
durumunu elde eder; yani
My* = (idy ® ady)(MEM)
esitligi ile taniml |1/))MA en dolanik durumunu hazirlar’. Bu sekilde hazirlanan H%A
saf durumu, A kuantum kanalindan iletimi sonucu
"B = (idy @ N (11"
esitligi ile tanimli o™® durumu olarak alictya ulasr.
D
iii. Alici, kendisine ulagsan o™B durumuna, L(Hjp)— L(H,) kod-¢ozme kanalmin
etkisi sonucu

WM’ = (idy ® D)(c™P)

- - !
ifadesiyle tanimli ™™’ durumunu elde eder.

C = {dy, W) D} icliisine kuantum  bilisim iletimi i¢in dolamklik iletim
protokoliiniin bir kodlama semas1 denir ve bu tlirden bir kodlama semasinin iletim

dogrulugu

F,(A C) = Tr(II¥M MMy (4.18)

dolaniklik asila-uygunlugu (fidelity) (Uhlmann 1976, Barnum vd. 2000, Schumacher
1996, Schumacher ve Nielsen 1996, Kretschmann ve Werner 2004) ile nicelendirilir.

® Eslenik etkiler, kuantum durumlarin safliklarini ve Schmidt ranklarint degistirmez.
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Dolaniklik asila-uygunlugu, ™" ile @M’ durumlarinm birbirlerine benzerliklerinin

bir 6liisiidiir. Bir baska deyisle, 15" " en dolantk durumunun iletim siirecinde ne kadar

korundugunu nicelendirir. Clinkii,
0<FMA\C)<L1

araliginda oldugu tanimindan hemen goriilebilen dolaniklik asila-uygunlugunun bir

degerini almas1 Y™ " durumunun icerdigi dolanikligin tamamen korundugunu gdosterir.
A kuantum kanalinin tek-kullanim kuantum bilisim kapasitesi (Datta ve Hsieh 2011)
Q& (A) = supf{logdy | 3C: F,(AC)=1— &} (4.19)

ifadesi ile tanimlanir. Burada, 0 < € < 1 gergel sayisi iletim dogrulugunun istenilen
derecesini belirler. Bu kapasite, A kuantum kanalinin bir kez kullanilmasiyla istenilen

iletim dogrulugunu saglayarak iletebilecegi maksimum dolanikligi ve dolayisiyla

_d )
kuantum bilisimi nicelendirir. Ayrica, A = {L(4A") — L(B™)} kuantum kanallar

dizisinin asimptotik kuantum bilisim kapasitesi ise
Q) =lim o liminf e, -+ (A™) (4.20)
esitligi ile tanimlanir.

4.2.1 Kuantum kanallarimin kuantum bilisim iletimi icin kodlama teoremleri

A
Teorem 4.5: L(H,) > L(Hp) kuantum kanalinin Q¥ (A) tek-kullanim kuantum
bilisim kapasitesi i¢in

|r1;;1)%’)§‘ DE(aMB | M @ 6B) < Q+9(A) < |m);1iw)§ DET(oMB || M @ oB) —logn

esitsizlikleri gecerlidir. Burada, 0 < 7 < 1 — ¢ araliginda bir gercel sayidir.
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Bu teoremin ispatina gegmeden, bu teoremin dogal bir sonucu olan ve en genel kuantum
kanallarinin asimptotik kuantum bilisim kapasitesini belirleyen ifadeyi bir onerme

olarak ifade edip ispatlayalim.

m

. —~ A
Onerme 4.6: A = {L(A") — L(B™)} kuantum kanallar dizisinin asimptotik kuantum

bilisim kapasitesi i¢in

Q(A) = %111\?/)1(2(61”3 I ™ ® 68)
esitligi vardir.

Ispat: Herhangi bir n > 1 dogal sayis1 i¢in, Teorem 4.1°den dolay:

rI,{:Il%?l(nQ.Sz:—:(o.Man I HMn R O.Bn) < Q(LS)(A(n))
P

Q(1,g)(A(n)) < max Qse+17(O.Man I " X o‘B”) —logn
I

MnAn
P

esitsizlikleri vardir. Iki esitsizligin her iki tarafi n’ye béliiniir ve ikinci esitsizlikteki n
pararmetresi n’nin bir polinomunun carpimsal tersi olarak yazilabilecegi g6z Oniinde

bulundurularak 6nce n i¢in liminf ve sonra € = 0 limitlerinin alinmasi ispati tamamlar.
4.2.2 Teorem 4.5%in ispati icin hazirhk

Bu baslik altinda, bilisim spektrum fonksiyoneli ile dolaniklik asila-uygunlugunun alt
ve Ust sinirlarin belirleyen lemmalar ifade edilip ispatlanacaktir. Bu lemmalar, Teorem

4.5’in ispatinin temelini olusturmaktadir.

A
Lemma 4.7 : L(H,) - L(Hp) kuantum Kkanali i¢in C = {d,, [¥)""* D} kodlama

semasi verilsin. Eger kod-¢6zme gonderimi

D =ady ° ad(H$)1/2 oA*o ad(as)—uz

seklinde secilir ise,
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F,(A,€) 2 Tr(o"® — 218 @ oF)

esitsizligi saglanir.

Ispat: Dolaniklik asila-uygunluk ve hipotezdeki kod-¢6zme kanalinin tanimlarindan
1
F(8,€) = —=Tr(d"* (1" ® (")) (1" @ (6”)7/%))
M

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin sag tarafi igin ¢arpisma bagil entropisi-benzeri

fonksiyonelinin tanimi1 ve IM @ (68)1/2 = (IM ® ¢®)~/2 6zdesligi kullanildiginda

1
F,(AC) = d—F(aMB I T ® o5)

M

esitilgi elde edilir. Bu esitlikte de Teorem 3.5’in (vii) ifadesi kullanildiginda ispat

tamamlanir.

A
Lemma 4.8: L(#,) = L(H3) kuantum kanali i¢in € = {d,, [¥)""*, D} kodlama semast

verilsin. Bu durumda,
E,(AC) < Tr(oMA —2VgM @ o5), + 2v~1oeM
esitsizligi gecerlidir. Burada y bir gercel sayidir.

ispat: Dolaniklik asila-uygunluk ifadesinin taniminda 2¥T" @ w™’ teriminin eklenip

cikarilmasi ve gerekli islemlerin agikca yapilmasiyla
E,(A,€) = Tr(iM (oM™ — 2" @ wM')) + 2v-logM

esitligi elde edilir. Bu esitligin ilk terimi i¢in Teorem 3.5’in (ii) ifadesinin

kullanilmasiyla
EMC) < Tr(wMM' -2 M ® a)M')+ 4 gv-logm

esitsizligi yazilir ve yine ilk terimde D kod-¢6zme kanali i¢in Teorem 3.5’in (iii)

ifadesi hatirlandiginda ispat tamamlanmais olur.
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Simdi, bu lemmalar kullanilarak Teorem 4.5’in ispatina gegilebilir.
4.2.3 Teorem 4.5%in ispati

Teoremin ispat1 iki kisimda yapilacaktir. ilk esitsizligin gecerliligi icin log d,, iletim
oranin DE(aM® || I ® o®) bagil entropisinin degerine esit olmasi durumunda istenilen
iletim dogrulugunu saglayan bir kodlama semasinin var oldugu gosterilecektir. Bu kanal
kodlama teoremlerinin erisilebilirlik kismin1 olusturur. Ikinci esitsizligin gegerliligi i¢in
ise DS (aMB || IM ® ¢®)’nin degerinden biiyiik olan biitiin iletim oranlarinda istenilen
iletim dogrulugunu saglayan hig¢bir kodlama semasinin olmadigi gosterilecektir. Bu,

kanal kodlama teoremlerinin ters kismini olusturur.

Simdi teoremin ispatini yukarida ifade edilen ¢ercevede yapalim.

Ispat: Teoremin ilk esitsizligindeki maksimum degeri veren MA sisteminin |1,D)MA saf
durumuna kanalin etkisi sonucu olusan ™ durumu igin DE(a™® || IM ® 6B) =logM

olsun. Bu durumda, DE(a™® || I ® o®) bagil entropisinin tanimmdan
TT(O'MB — 2logdM M O'B)+ =1—¢
esitligi vardir. Bu esitligin sol tarafi i¢in Lemma 4.7 g6z 6niine alindiginda
F,(AC)>21-c¢

esitsizligi yazilir. Bu, istenilen basari olasilifini saglayan bir kodlama semasinin

oldugunu gosterir. Dolayisiyla, teoremin ilk esitsizligi ispatlanir.

Ikinci esitsizligin ispati, herhangi bir dj, boyutlu C kodlama semast i¢in
+
logM > rrégng T(eMB | TM @ oB) —logn

ifadesinin

F(AC)<1—¢
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esitsizligini gerektirdigini gostermeye esdegerdir. Yukaridaki ifadede maksimumu
saglayan |)"* durumuna kanalin etkisi sonucu olusan o2 kuantum durumu igin
DEM(oMB || o™ @ 0B) = y olsun. Dolaysiyla, Lemma 4.8 ve y —logd,, < logn

hipotezinden, F,(A,C) < 1 — € esitsizligi yazilir ve bu ispati tamamlar.
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5. SONUC

Tez hazirlama asamasinda yapilan yaymlarin (Duran vd. 2014, Tirkmen 2016) yaninda
Teorem 4.1 ve 4.5, bu tezin temel sonuglaridir. Bu teoremlerde, sirasiyla, kuantum
kanallarinin tek-kullanim klasik ve kuantum bilisim kapasitelerinin bilisim spektrum
bagil entropilerle sinirlar1 belirlendi. Bu teoremlerin ilk esitsizliklerinin ispatlarinda
kullanilan tekniklere (Beigi ve Gohari 2014) referansi ilham kaynagi olmustur. Diger
taraftan, ilk defa (Tomamichel ve Hayashi 2013)’da tanimlanan bilisim spektrum bagil
entropisinin (Datta ve Leditzky 2015) calismasindaki hali bu teoremlerde basat rol
oynamaktadir. En iyi bilgimize gore, Teorem 4.5 ile ilk defa bilisim spektrum bagil

entropiler araciligiyla tek-kullanim kuantum kapasitesinin sinirlar1 belirlenmistir.

Yukarida ifade edilen sonucglara varmak i¢in, kuantum bilisim teorisinin temel yasalari
olan kuantum mekanigi postulari tanmitilmis ve ardindan bu postulalarda gegen
matematiksel objelerin tanimlar1 verilip 6zellikleri incelenmistir. Burada, kuantum
kanallariin tanimlarina olanak saglayan ¢izgisel gonderimlerin tamamen pozitiflik
ozelligi icin literatiirde bilinen karakterizasyonlarin tamami Teorem 2.10 ile
belirlenmistir.  Diger taraftan kuantum kanallarimin  bilisim  kapasitelerinin
belirlenmesine ve agik kuantum sistemlerin indirgenmis dinamiklerini belirlemeye

olanak saglayan entropik nicelikler de incelenmistir.

Simdi, bu tez kapsaminda yapilan yayinlarin degerlendirmesi ayri bir baslik altinda
yapabilir. Bu yayinlarda gegen kavramlarin daha detayli ve kapsamli anlatimlari ikinci
ve Ugiincii boliimde yapildigindan, burada sadece Ozetleri verilecek ve elde edilen

sonuclar vurgulanacaktir.

5.1 Tez Kapsaminda Yapilan Yaymlarin Ozetleri

Bu tez kapsaminda, kuantum kanallarinin uygulamalar1 olarak goriilebilecek, iki yayin
yapilmistir (Duran vd. 2014, Tiirkmen vd. 2016). Bu yaymlarin ayr bagliklar altinda

degerlendirmeleri burada yapilacaktir.
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5.1.1 Kuantum kanallarla dolanikhigin algilanmasi

Birlesik kuantum sistemlerin durumlarinin bir korelasyon tiirli olan dolaniklik kuantum
bilisim teorisinde 6nemli bir Ozkaynaktir., Bu Ozkaynagin algilanmasi ve
nicelendirilmesi  kuantum Dbilisim teorisinin temel arastirma alanlarindandir.
Entanglement Detection via Continuous Quantum Channels baslikli makalede, 2d
boyutlu H, Hilbert uzaylarinin L(A) islemci uzaylarinda (2.14) esitligi ile tanimlanan
cizgisel gonderiminin pozitif olmasi (2.15) ifadesiyle belirlenmistir. Bu gonderimin
parametrelerine kosullar konulmasi sonucu esitlik (2.27) ile elde edilen gonderime
karsilik gelen Choi matrisinin spektrumu bulunarak bu gonderimin tamamen pozitif
oldugu parametre bolgesi tespit edilmistir. Boylece, tespit edilen parametre bolgelerine
bagli olarak hem kuantum kanallar hem de dolaniklik taniklar1 bu génderimin analizi

sonucu elde edilmistir (Duran vd. 2014).

5.1.2 indirgenmis kuantum dinamiklerinin karakterizasyonu

Cevresiyle birlikte tiniter gelisen bir kuantum sisteme ag¢ik kuantum sistem denir. Ag¢ik
kuantum sistemlerin, c¢evrelerine bakilmaksizin, durum degisimlerini ¢izgisel
gonderimlerle betimlemeye de indirgenmis kuantum dinamik denir. Matematiksel
olarak soylenirse, Q kuantum sistemi ve bu sistemin g¢evresi olan E kuantum sistemi
verilsin ve bu iki sistem etkilesimin basladig1 t aninda p?E durumunda bulunsunlar. Bu
iki sistem, U9E birlesik {initer islemcisi ile 7 siiresi boyunca etkilessinler ve bu etkilesim
sonunda sistemlerin durumu ¢ olsun. Bu durumda Q sisteminin indirgenmis kuantum

dinamigi

E(P?) = Trg(a°F)
= Trg o adyoe(p9F) (5.1)

esitligi ile tanimlanir. Bir baska deyisle, p%f durumunun Q sistemine ait olan

indirgenmisi p?’nun, gelisim sonundaki ¢ durumunun indirgenmisi olan o©

durumuna doniistiiren € gonderimine indirgenmis kuantum dinamigi denir. Reduced
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quantum dynamics with initial system-environment correlations characterized by pure
Markov states baslikli makalede, € gonderiminin bir kuantum kanal olmasi igin yeter

sart

p% = Trp(lY)p] %) (5.2)

RQE

esitligi ile tamimli RQE sisteminin saf durumu olan [y) bir saf Markov durum

olmasi olarak belirlendi. Gergekten, |1[})RQE bir saf Markov durum olmasi, esitlik (3.12)
ile tanmimli R Petz geri-alim gonderiminin varhigmi garanti eder ve esitlik (5.1)’de bu
gonderimin kullanilmastyla Q sisteminin indirgenmis dinamigi, p? durumunun destegi
uzerinde,
E=Trgeoadyoe°o R

esitligi ile tanimli € kuantum kanalli ile betimlenir. Ciinkii, kuantum kanallarinin
bileskeleri de bir kuantum kanaldir. Ayrica, (5.2) esitligi ile tanimhi |1/))RQE’nin Markov
durum olmasi hali igin Onerme 3.2 gdz oniine alindiginda sistemle gevre arasinda her
tirden korelasyonun olacagi goriilmiis olunur. Bdylece, indirgenmis kuantum
dinamiginin kuantum kanallarla betimlenmesine izin veren baslangi¢ durumlarinin her

tiirden korelasyon icerebilecegi agikca ortaya konulmustur (Tiirckmen 2016).
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EK 1 YOGUNLUK ISLEMCILERi ve KONVEKS TOPLAMI KORUYAN
GONDERIMLERIN CiZGISEL GENISLEMELERI

Yogunluk islemcilerini yogunluk igslemcilerine doniistiiren ve konveks toplam1 koruyan
bir gonderim bir tek sekilde yogunluk islemcileri kiimelerinin alt kiimeleri oldugu
cizgisel islemciler uzayina pozitif ve iz-koruyacak seklide genisletilebilir. Bunu bir

Onerme olarak ifade edip ispatlayalim.

Onerme : D(A) > D(B) gonderimi
Altp+ (1 —t)o) =tA(p) + (1 —t)A(o) ;t € [0,1], p,o € D(A) 1)

ozelligine sahip ise, bu gonderimin L(A)’dan L(B)’ye tanimli pozitif, iz-koruyan ve

cizgisel genislemesi var ve tektir.

Ispat: H € Hrm(A) islemcisinin
H=a,py—a_p_;a,a_=>0vep,,p_€D(A) (2)
yaznm10 ve A gonderimi kullanilarak Hrm(A)’dan Hrm(B)’ye
F(H) = a,A(ps) — a_A(p-) ©)

kurali ile F gonderimi tanimlansin. H Hermite-sel islemcisi i¢in (2) esitligi ile
tanimlanan yazim tek olmamasma karsin F gonderimi (2) formundaki farkl
yazimlardan bagimsizdir. Simdi, F gonderiminin (2) formundaki yazimlardan bagimsiz

oldugunu gosterelim:
H’nin (1) esitligindeki gibi iki yazimi
H=a,p, —ap_ =pyo,—p o
olsun. Bu durumda
arpy +p-o-=pio+ap_ 4)

esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin izi alinirsa

% H>nin bu formdaki bir yazimi Jordan ayrisimindan dolay: var, fakat tek degildir.
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5=0(++,8_=,8++CZ_

ifadesi yazilir. § =0 oldugu (2) ifadesinden goriilir. 6 =0 olmasi halinde,
ay, P, by vea_ sayllarinin  hepsi sifir ve dolayisiyla gonderimin temsilden
bagimsizligt hemen goriliir; sifir islemcisi (2) yazimindan bagimsiz olarak sifir

islemcisine doniisir.
6 > 0 olsun. Bu durumda, (4) esitliginden

ay B- B+ a—
Fp++?0_ = 6O'++ 6p_

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafina A etki ettirilir ve bu gonderimin konveks

toplam1 koruma 6zelligi olan (1) kullanildiginda

ey 'B_A —'8+A iy
—5 Aps) + 5 A(0-) === A(oy) + -5 Alp-)

ifadesi elde edilir. Bu esitlikte temel islemlerin yapilmasi sonucu

aA(py) —a-A(p-) = B+A(oy) — B-A(0-)

yazimindan F gonderiminin (2) formundaki farkli yazimlardan bagimsiz oldugu

gosterilir.

F’nin, skaler ile carpimi korudugu (3)’den hemen goriilebilir: s gergel sayis1 ve H

Hermite-sel islemcisi verilsin. Eger H i¢in (2) yazimi varsa, sH i¢in
sH =sa,p, —sa_p_
esitligi vardir. Dolayisiyla, (3)’den
F(sH) = sF(H) ®)

esitligi vardir. F nin vektorel toplam1 korudugu ise (5)’dan dolay1
F (; (H + G)) = >F(H) +F(6)) (6)

esitligine esdegerdir. Burada, H ve G birer Hermite-sel islemcidir. Bu islemcilerin (1)

formundaki

H=a,p,—a_p_veG=p,0,—f_0_
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yazimlar1 kullanilarak

H+G = (ayps + Pro4) — (a_p-+p-0)
esitligi elde edilir. Bu esitlik kullanilarak, x = a, + 5, Vve y =a_ + B_ negatif

olmayan sayilar1 tanimlansin. x ve y sifirdan farkli ise,

1 X [ay B+ ) y a_ B-
W46 =5 (2, + e, 3G p-+500)

esitligi yazilir. Bu esitligin her iki tarafina F uygulanip, sirasiyla F igin (5) ile (3) ve A
icin ise (1) kullanildiginda (6)’nin gegerliligi gosterilir. x ve y’nin ikisinin veya birinin

sifir olmast F’nin tanimi1 ve (5) 6zelliginden agiktir.

T

Boylece, A gonderiminin genislemesi olan Herm(A) — Herm(B) gonderiminin
cizgiselligi gosterilmistir. F gonderiminin pozitifligi ve iz korumasi ise F’nin tanimi ve
A’nin  yogunluk islemcilerini yogunluk islemcilerine doniistiirmesinden agiktir.
Herhangi bir K € L(A) islemcisi i¢in, H = %(K +KMHveG = zll_(K — K1) Hermite-sel
islemciler olmak iizere

K=H+iG (7)
tek tiirlii kartezyen yazimi géz Oniine alinirsa

F(K)=F(H)+iF(G)

kurali ile A’nin L(A)’dan L(B)’ye tamimlh pozitif, iz-koruyan ve ¢izgisel genislemesi
elde edilir. Bu gonderimin tekligi ise, (2), (7) ve gonderimin ¢izgiselligi ile yogunluk

islemcilerine kisitlanmiginin A olmasindan gortiliir.
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EK 2 CARPISMA BAGIL ENTROPIiSi-BENZERI FONKSIYONELI iLE iLGILi
TEKNIiK SONUCLAR

Burada, dordiincii boliimdeki kanal kodlama teoremlerinin ispatlarinda kullanilan
carpisma bagil entropisi-benzeri fonksiyonelinin sahip oldugu ozellikler incelenecektir.
Bu o6zelliklerin gegerliligini gostermede kullanilan islemci monoton, islemci konveks ve
islemci konkav fonksiyonlar (Bhatia 1997) ile Heisenberg-Weyl iiniter islemciler
kiimesi (Wilde 2013) i¢in gecerli olan O6zdesligin tanitilmasi yapilacaktir. Bunun
ardindan, carpisma bagil entropisi-benzeri fonksiyonelinin tanimi hatirlatilacak ve

ozellikleri bir 6nerme olarak ifade edilip ispatlanacaktir.
Islemci monoton, islemci konveks ve islemci konkav fonksiyonlar

H,G € Hrm(H) Hermite-sel islemcilerinin farki H — G € Psd(H’) olmasi durumu igin
H > G sembolii kullanilacaktir ve bu “H, G’den biiyiiktiir” seklinde okunacaktir. Bu
sekilde tamimlanan > bagintisi™™ Hrm(#) Hermite-sel islemciler (gercel vektor)

uzayinda bir kismi siralama bagimtisi tanimlar. Bu durumda, herhangi bir P € Psd(H)

pozitif islemcisi ise P = 0 seklinde gosterilir.

Tanim kiimesi [ araligi olan gergel degerli f fonksiyonu verilsin. Eger H € Hrm (%)

Hermite-sel islemcisinin spektrumu i¢in spct(H) < [ iliskisi varsa
FuD = FOM,
i

kurali ile f fonksiyonu Hrm(#) uzayin lizerinde tanimlanir. Burada H’nin H =

2 AI1; esitligi ile tanimli olan spektral ayrisimi kullanildi.

H,G € Hrm(H) ve spct(H),spct(G) < I olmak tizere f fonksiyonu, sonlu boyutlu
herhangi bir # igin,

H=>G> f(H)=f(G)
ozelligine sahip ise f’ye islemci monoton artan fonksiyon ve f(H) < f(G) oldugunda

ise f’ye islemci monoton azalan fonksiyon denir.

1 pozitif gonderimler bu siralama bagintisini korurlar: Bu génderimler gizgisel ve pozitif islemcileri
pozitif islemcilere doniistiiriirler.
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a € [0,1], H,G € Hrm(H) ve spct(H), spct(G) < I olmak tizere f fonksiyonu, sonlu
boyutlu herhangi bir 7 i¢in,

flaH + (1= a)G) z af (H) + (1 — a)f(G)
ozelligine sahip ise f’ye islemci konkav fonksiyon ve yukaridaki esitsizligin yon

degistirmesi halinde ise f’ye islemci konveks fonksiyon denir.

Asagida ifade edilen Onerme 1’in ispatinda ihtiya¢ duyulan islemci monoton, islemci
konveks ve islemci konkav fonksiyonlarin bu o6zelliklerini bir lemma ile ifade edip

ispatlayalim.

Lemma 1: Asagidaki ifadeler dogrudur.

(1) Pozitif sayilarda f(t) = t~1 kural ile tanimli olan fonksiyon islemci monoton
azalan ve islemci konvekstir. (Terslenebilir olmayan islemcileri igin bu
fonksiyon, bu islemcilerin desteklerinde tanimlidir.)

(2) Gergel sayilarda f(t) = t? kurali ile tanimli olan fonksiyon islemci konvekstir.

(3) Negatif olmayan sayilarda f(t) = t'/2 kurali ile taniml1 olan fonksiyon islemci
monoton artan ve iglemci konkavdir.

(4) Pozitif sayilarda f(t) = t~/2 kurali ile tammli olan fonksiyon islemci

monoton azalan ve islemci konvekstir.

ispat: (1) P > Q > 0 iliskisi olsun*’. Bu durumda ilk esitsizligin her iki tarafina
adp-1/2 eslenik etki génderiminin etkisi sonucu

> p-1/2Qp-1/2
esitsizligi elde edilir. Clinkii, eslenik etki gonderimi tamamen pozitiftir. Bu esitsizligin
iki yanindaki I ve P~Y2QP~1/2 islemcileri sira degistirdikleri ve (.)~! fonksiyonun
azalan olmasindan

pP1/2Q-1p1/2 > |
yazilir ve bu esitsizligin her iki tarafina ad,-1/> gonderiminin uygulanmasiyla

0-1>p1

esitsizligi gosterilir.

12 Bu iliskiden dolay1 P de terslenebilirdir.
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Simdi, (.)~! fonksiyonun islemci konveks oldugunu gosterelim. a € [0,1] ve P ile Q
terslenebilir pozitif islemciler olsun. Bu durumda,
(aP+(1-a)Q) ' <aP '+ (1-a)Q! (1)
ifadesine esdeger
(al + (1 — @)P~Y2QP~1/2)"" < all + (1 — @) (P~1/2QP~1/2)1
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikteki biitiin islemcilerin I islemciyle sira degistirmesi

ve (.)~?! fonksiyonun konveks olmasindan (1)’in gegerliligi gosterilir.

(2) f(t) = t? kural ile verilen fonksiyonun islemci konveksligi, her H,G € Hrm(H)
ve a € [0,1] i¢in gecerli olan
aH’ + (1—a)G?—(eH+ (1 —-a)G)? =a(l1—a)(H—G6)*>*=>0 2)

esitliginden hemen goriiliir.

(3) f(t) = (t)Y/? kural ile negatif olmayan sayilarda tanimlanan fonksiyonun islemci
monoton artan oldugunu, yani
P>Q=0= PY2 > Q12 ©)

ifadesinin gegerliligini gosterelim. Bunun igin, Lemma 2.5’e gore P1/2 — Q1/2 Hermite-
sel islemcisinin biitlin 6zdegerlerinin negatif olmadigim1 gostermek yeterlidir. Bu
islemcinin A 6zdegerine karsilik gelen bir 6zvektor |j) olsun. Bu durumda,
(P2 = @Y2)1j) = Alj) = (P2 — AD)lj) = Q*/2]))

= (j|p/2(P/2 — a1)|j) = (j|P*/2Q"2]j)

= (1P = A([P72]j) = (|PY/2Q/2]j)
ifadeleri yazilabilir. Son esitligin sag tarafinda Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa

GIPLY = AG1PY2L) < VGIPLWGIRL)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafinda P > Q > 0 hipotezi kullamlir ve P1/2

islemcisinin pozitifligi de goz oniine alindiginda A > 0 oldugu goriiliir.

Simdi, bu fonksiyonun islemci konkavligini gosterelim. P,Q € Psd(H) ve a € [0,1]

icin (1) bagintisindan
aP + (1 - a)Q — (aP¥? + (1 — 0)QY2)" = a(1 — a)(PY2 — Q¥/2)* 2 0

esitligi elde edilir. Bu esitligin kullanilmasiyla da
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aP + (1 —a)Q = (aPV? + (1 — a)Q'/2)"
esitsizligi yazilabilir. Son olarak, bu esitsizligin her iki tarafinin karekokii alinir ve (3)

bagintis1 gbz Oniine alinirsa ispat tamamlanir.

(4) f(t) = (t)"V? kural ile pozitif sayilarda tanimli fonksiyonun islemci monoton
azalanligi, (1) ve (2)’deki fonksiyonlarin islemci monotonluklarinin dogal bir
sonucudur. (.)~?’nin konveksligi ise (3)’deki fonksiyonun islemci konkavhig: ile

(1)’deki fonksiyonun islemci monotonlugu ve islemci konveksliginin sonucudur.

Heisenberg-Weyl iiniter islemcileri

Boyutu d olan H Hilbert uzayimin belirli bir {|j) | j = 0,1, ..., d — 1} ortonormal bazina

gore

a-1
X0 = ) 1k @ )
i=0

J
A=
20 = ) el
j=0
esitlikleri ile tanimlanan X (k) ve Z (1) iiniter islemcilerinin
Wk, =Xk)Z()
= 52/ @ j)j1

bileskeleriyle {W(k,l)|1k,1=0,1,..,d —1} Heisenberg-Weyl iiniter islemcileri

kiimesi elde edilir. Burada, @ sembolii mod d’ye gore toplami géstermektedir.

Bu islemciler i¢in, M € L(H) olmak iizere
S XE2W U DMW (k, D = 2 TrM (@

0zdesligi vardir. Bu 6zdesligin dogrulugu, a # 1 olmak iizere

1—a’=(1-a)(1+a+-+a%?)
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cebirsel 6zdesliginin kullanilmasiyla elde edilen Y% e?mili/d = ddjo esitligin goz

ontine alinip gerekli islemlerin yapilmasi sonucu gosterilebilir.
Carpisma bagil entropisi-benzeri fonksiyonelin tanim ve oézellikleri

Bu tezin kanal kodlama teoremlerinin erisebilirlik kisimlarinin ispatlarinda kullanilan ve

Fl(pllo)= {Tr(PU_l/ZPU_l/Z) ;  suppp € suppo
0 ; aksi durumda

esitligi ile tanimlanan g¢arpisma bagil entropisi-benzeri fonksiyonelin sahip oldugu
ozellikler burada incelenecektir. Burada, p € D(H) yogunluk islemcisi ve o € Psd(H)

pozitif islemcilerdir.

Bu fonksiyonel i¢in, izin ¢evrimsellik 6zelliginden yararlanarak,
F(p I O') — Tr(pl/Zo.—l/Zpl/Z)Z (5)
=Tr(c~Y4po=1/%)? (6)

esitlikleri de yazilabilir.
Simdi bu fonksiyonelin sahip oldugu 6zellikleri bir 6nerme olarak verip ispatlayalim.
Onerme 1: F(p || o) fonksiyoneli i¢in asagidaki ifadeler gegerlidir.

(i) (F’nin birlesik konveksligi) a € [0,1], p1,p2 € D(H) ve oy,0, € Psd(H)
olmak tizere
F(ap; + (1 —a)p; Il 0) < aF(py Il 0) + (1 — a)F(p; Il 0) (7)
Flpllaoi+(1—a)oy)) <aF(plloy) + (1 —a)F(p ll 03). (8)
(i)  (F’nin izometrik degismezligi) H b K izometri olmak tizere
F(ady(p) Il ady(a)) = F(p Il 0).
(i)  (F’nin tensorel ¢carpima gore ¢arpimsalligi) p1, p, € D(H) ve 04,0, € Psd(H)

olmak tzere
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F(p1 ® pz Il 01 ® 03) = F(py | 01)F(p2 Il 02).

(iv)  (F’nin kismi iz altinda monotonlugu) p48 € D(AB) ve 48 € Psd(AB) olmak
uzere

F(p"% Il 6%%) = F(p” Il 6*).

(v)  (F’nin kuantum kanallar altinda monotonlugu) L(A) ﬁ>12(B) kuantum kanal
olmak iizere
F(p I 6%) = F(A(p™) Il A(o™)).
(vi)  (F’nin ikinci yere gére monotonlugu)
o' =20=0ise, F(pllo)=F(pll a").
Ispat:

(i) Herhangi bir o pozitif islemcisi i¢in F (. || 0)’nin (6) ifadesi géz 6niine alindiginda,
F(llo)=Tre()*ead, -1(.)

seklinde ii¢ gonderimin bilegkesi oldugu goriilir. ad_-1/4 Ve Tr cizgisel ve (.)? ise

Lemma 1’in (2) ifadesine gore islemci konveks oldugundan F (.|l o) fonksiyonelinin

konveks oldugu gosterilir. Ciinkii, islemci konveks fonksiyonlarin ¢izgisel

gonderimlerle herhangi bir siradaki bileskeleri de islemci konvekstir.

Herhangi bir p pozitif igslemcisi igin F(p |I.)’nin (5) ifadesi goz oniine alindiginda
F(pIl.) =Tro(.)?*ead iz ()

seklinde (.)? ve (.)~'/2 islemci konveks fonksiyonlar (Bunlar, sirasiyla, Lemma 1’in

(2) ve (4) ifadelerinden islemci konvekstirler.) ile Tr ve ad p1/2 cizgisel gonderimlerin

bileskesi oldugu goriiliir. Buise F(p [l.) fonksiyonelinin konveksligini gdsterir.

(i1) ve (iii)’deki esitlikler F (. [l.) nin taniminin dogal sonuglaridir.

(iv) B sisteminde tanimhi {W(k,l) | k,l =0,1,...,d —1} Heisenberg-Weyl {initer

islemciler kiimesinin her bir elemani i¢in (ii)’den dolay1

F(p”8 || 64B) = F((idy ® adwn)(p?B) Il (idy ® adw,)(045)) (8)

esitligi vardir. Biitlin k, I’ler i¢in gegerli olan (8) esitliginin her iki tarafinin aritmetik

ortalamasi alinarak
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1 - . .
F(p?® | 048) = d—BzZ‘.Zﬁ:éF((ldA ® adp ) (P) | (ids @ adw ) (047))

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin sag tarafinda F(.|l.)’nin birlesik konveksligi olan
(1)’deki (7) ve (8) esitsizlikleri kullanildiginda

F(pAB ” O.AB)
> F (3 22 (ids © adien) (0°%) Il 7 T2 (ida ® aduen) (04F))

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafinda (E4) 6zdesliginin kullanilmasi sonucu

I8 I8
F(p21l048) = F|p?*®@ — 104 Q@ —
d dg

B

esitsizligi elde edilir. Son olarak, esitsizligin sag tarafinda (iii)’nin kullanilmasi ve
carpisma bagil entropisi-benzeri fonksiyonelinin tanimindan istenilenin gegerliligi

gosterilir.

(V) A kuantum kanali igin A = Trg o ady, Stinespring temsili goz oniine alinip F(. ||
.)’nin izometrik degismezligi ile kismi iz altindaki monotonlugundan ispat tamamlanir.

Burada, V € Ism(A, BE) izometridir.

(vi) ¢’ = o = 0 olsun. Carpigsma bagil entropisi-benzeri fonksiyoneli igin yazilabilen
F(pll o) = Tr{(p1/20—1/2p1/2)(p1/20—1/2p1/2)}

esitligin sag tarafindaki parantezlerde (.)™'/2 fonksiyonun islemci monoton

azalanliginin ardisik olarak kullanilmasi ile ispat tamamlanir. (Burada, ¢ islemcisinin

-1/2

destegi esas alinarak (.) fonksiyonun islemci monoton azalanligi kullanilmistir.)
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