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ÖZET 

Doktora Tezi 

KUANTUM KANALLAR VE BİLİŞİM KAPASİTELERİ 

 

Solmaz YILMAZ 

Ankara Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Fizik Anabilim Dalı 

Danışman: Prof. Dr. Abdullah VERÇİN 

 

Kuantum kanallar, kuantum mekaniği postulaları esas alınarak, fiziksel ve matematiksel 

olarak incelenmiştir. Bu incelemenin sonucu olarak bilişim-teorik yaklaşımın kuantum 

mekaniğinde temel olduğu sonucuna varılmıştır. Hem bilişim-teorik görevlerin optimal 

oranlarını belirlemede hem de kuantum sistemlerin taşıdığı bilişim ve bu sistemlerin 

aralarındaki korelasyonları nicelendirmede kullanılan entropik nicelikler tanıtılmıştır. 

Bu entropik niceliklerden olan bilişim spektrum bağıl entropiler kullanılarak kuantum 

kanalların tek-kullanım klasik ve kuantum bilişim kapasitelerini belirleyen iki kodlama 

teoremi ispatlanmıştır. Bu kapasitelerin asimptotik halleri için, bu kodlama 

teoremlerinin doğal sonuçları olarak, entropik formüller elde edilmiştir. Bu entropik 

niceliklerden bir diğeri olan Umegaki bağıl entropisi ve sistemle çevresinin başlangıç 

durumunun saflaştırılması kullanılarak, açık kuantum sistemlerin indirgenmiş 

dinamiklerinin kuantum kanallarla betimlenebilmesi için yeter şart elde edilmiştir. Bu 

şarttan yararlanılarak, indirgenmiş dinamikleri kuantum kanallarla betimlemeye izin 

veren sistem ve çevre birleşik sisteminin başlangıç durumlarının farklı türden 

korelasyonlara sahip olacağı gösterilmiştir. Ayrıca, çift boyutlu Hilbert uzaylarının 

işlemci uzaylarında tanımlı parametrelendirilmiş bir çizgisel gönderimin pozitif ve 

tamamen pozitif olduğu parametre bölgeleri belirlenerek, bu gönderimden hem 

dolanıklık tanıkları hem de kuantum kanallar elde edilmiştir.  

 

Nisan 2017, 85 sayfa 

Anahtar Kelimeler : Kuantum kanallar, tamamen pozitif çizgisel gönderimler, 

kuantum entropik nicelikler ve kuantum kanal kodlama teoremleri 
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ABSTRACT 

Ph.D. Thesis 

QUANTUM CHANNELS AND THEIR INFORMATION CAPACITIES 

Solmaz YILMAZ  

Ankara University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Physics  

Supervisor: Prof. Dr. Abdullah VERÇİN 

Based on the postulates of quantum mechanics, quantum channels have been physically 

and mathematically investigated. As the result of this investigation, it has been 

concluded that information-theoretical approach is essential in quantum mechanics. 

Quantum entropic quantities used both in determining optimal rates for information-

theoretical tasks and in quantifying information content of quantum systems and 

correlations between them have been introduced. Two coding theorems determining 

one-shot classical and quantum capacities of quantum channels have been proved using 

information spectrum relative entropies which are belong to these entropic quantities. 

As natural corollaries of these theorems, entropic formulas in asymptotic case are 

obtained for these capacities. Using Umegaki’s relative entropy which is another one of 

these entropic quantities and purification of initial state of system and its environment, a 

sufficient condition for which reduced dynamics of open quantum systems can be 

described by quantum channels has been obtained. Utilizing this condition, it has been 

shown that initial states allowing the describe the reduced dynamics by quantum 

channels may have different kinds of correlations. Also, by specifying the parameter 

regions, where a parameterized linear map defined on operator spaces of even 

dimensional Hilbert spaces is positive and completely positive, both entanglement 

witnesses and quantum channels have been obtained from this map.   

April 2017, 85 pages 

Key Words : Quantum channels, completely positive linear maps, quantum entropic 

quantities and quantum channel coding theorems 
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SİMGELER DİZİNİ 

 

ℋ                    Hilbert uzayı 

ℋ𝐴                 𝐴 kuantum sistemine karşılık gelen Hilbert uzayı 

𝑑𝐴                    ℋ𝐴 Hilbert uzayının boyutu 

𝑜𝑛𝑏(𝐴)            ℋ𝐴’nın bir ortonormal bazı 

ℋ𝐴𝐵                  ℋ𝐴 ile ℋ𝐵’nin tensörel çarpımı 

ℋ𝐴
𝑀
→ℋ𝐵          ℋ𝐴’dan  ℋ𝐵’ye tanımlı bir çizgisel 𝑀 işlemcisi  

𝑋†                     𝑋’in Hermite-sel eşleniği 

[𝐻 ≥ 0]                    𝐻 Hermite-sel işlemcisinin negatif-olmayan özuzayının spektral 

izdüşüm işlemcisi 

 

[𝐻 ≥ 𝐺] 𝐻 ve 𝐺 Hermite-sel işlemcilerinin farkı olan  𝐻 − 𝐺’nin negatif-

olmayan özuzayının spektral izdüşüm işlemcisi 

𝜌𝐴         𝐴 sisteminin bir yoğunluk işlemcisi 

ℒ(𝐴, 𝐵)             ℋ𝐴’dan  ℋ𝐵’ye tanımlı işlemci uzayı 

ℒ(𝐴)                 ℋ𝐴 üzerinde tanımlı ℒ(𝐴, 𝐴)  işlemci uzayı 

𝐻𝑟𝑚(𝐴)           ℋ𝐴 üzerinde tanımlı Hermite-sel işlemci uzayı 

𝑃𝑠𝑑(𝐴)            ℋ𝐴 üzerinde tanımlı pozitif işlemciler kümesi 

𝐷(𝐴)                 ℋ𝐴 üzerinde tanımlı yoğunluk işlemcileri kümesi 

𝑃𝑟𝑗(𝐴)              ℋ𝐴 üzerinde tanımlı izdüşüm işlemcileri kümesi 

𝐼𝑠𝑚(𝐴, 𝐵)         ℋ𝐴’dan  ℋ𝐵’ye tanımlı izometriler  

𝑈𝑛𝑡(𝐴)             ℋ𝐴 üzerinde tanımlı üniter işlemciler grubu 

ℒ(𝐴)
Λ 
→ ℒ(𝐵)    ℒ(𝐴)’dan ℒ(𝐵)’ye tanımlı Λ çizgisel gönderimi 

ℒ(𝐵)
Λ∗ 
→ ℒ(𝐴)      

Λ çizgisel gönderiminin duali 

Ω ∘ Λ                    ℒ(𝐴)
Λ 
→ ℒ(𝐵) ile ℒ(𝐵)

Ω 
→ ℒ(𝐶) gönderimlerinin bileşkesi olan 

ℒ(𝐴)
Ω∘Λ 
→  ℒ(𝐶); yani  Ω ∘ Λ: ℒ(𝐴) ⟶ ℒ(𝐶) gönderimi   
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Λ⨂Γ                    ℒ(𝐴)
Λ 
→ ℒ(𝐵) ile ℒ(𝐶)

Γ  
→ ℒ(𝐷) gönderimlerin tensörel çarpımı 

olan ℒ(𝐴𝐶)
Λ⨂Γ  
→   ℒ(𝐵𝐷)  

 

(yani Λ⨂Γ: ℒ(𝐴)⨂ℒ(𝐶) ⟶ ℒ(𝐵)⨂ℒ(𝐷)) gönderimi 

𝑎𝑑𝐾                      𝐾 işlemcisinin eşlenik gönderimi 

𝕀𝐴 𝐴 sistemine karşılık gelen ℋ𝐴 Hilbert uzayının birim işlemcisi 

𝑖𝑑𝐴 𝐴 sisteminin özdeşlik gönderimi 

𝑖𝑑𝑛 𝑛-boyutlu Hilbert uzayının özdeşlik gönderimi 

Π𝜓
𝐴                   𝐴 sisteminin |𝜓⟩⟨𝜓|

𝐴
 saf durumunun kısa yazımı 

 𝑇𝑟𝑋                     𝑋 işlemcisinin izi 

𝑠𝑝𝑐𝑡(𝐻)              𝐻 Hermite-sel işlemcisinin spektrumu 

𝑇𝑟𝐵(𝑋
𝐴𝐵)            𝐴𝐵 birleşik sisteminin 𝑋𝐴𝐵 işlemcisinin 𝐵 sistemi üzerinden 

kısmi izi 

{𝑝(𝑥) ∣ 𝑥 ∈ 𝒳}   𝒳 kümesinin bir olasılık dağılımı 

sup 𝒳                 𝒳 ⊆ ℝ kümesinin en küçük üst sınırı 

inf 𝒳                  𝒳 ⊆ ℝ kümesinin en büyük alt sınırı 

𝑠𝑢𝑝𝑝𝐻 𝐻 işlemcisinin desteği 
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1. GİRİŞ 

Bilişim (information) daima fiziksel sistemlerin durumlarında temsil edilir ve bilişimin 

depolanması, işlenmesi, iletilmesi ya da fiziksel sistemlerden edinimi gibi temel bilişim-

teorik görevler de bu sistemlerin tabi olduğu fizik yasaları ile belirlenir. Dolayısıyla, 

bilişim teorisinin temellerini fizik yasaları oluşturur. Temel yasaları kuantum mekaniği 

postulaları olan bilişim teorisine kuantum bilişim teorisi denir. Bu teorinin bünyesinde 

özel bir hal olan klasik bilişim teorisi ise sadece fiziksel sistemlerin klasik özellikleri 

göz önüne alınarak geliştirilmiştir (Shannon 1948).  

Kuantum bilişim teorisine göre, bilişim yoğunluk işlemcileriyle temsil edilir ve 

bilişimin depolanması, işlenmesi ve iletilmesi de bu bilişim-teorik görevlere uygun 

kuantum kanallarla gerçekleştirilir. Kuantum sistemlerden bilişim elde edilmesi ise 

kuantum enstrümanlarla modellenir. Bu şekilde, kuantum mekaniğinde bilişim-teorik 

yaklaşımın temelleri belirlenmiş olur. Bu yaklaşıma göre özel türden fiziksel sistemlerin 

incelenmesinden ziyade kuantum mekaniği postulalarının müsaade ettiği ve yasakladığı 

değişimleri belirlemek önemlidir. Bu anlamıyla kuantum bilişim teorisi, kuantum 

mekaniğinin koyduğu kısıtlamaları belirlemeye çalışır. Örneğin, bu postulalar 

bilinmeyen saf bir kuantum durumun kopyalanmasını yasaklarken, kuantum yoğun-

kodlama protokolü ile klasik bilişim iletim oranının iki katına çıkmasına müsaade eder 

(Wilde 2013).  

 

Yukarıdaki iki paragraf, bilişim fiziğin temel bir kavramıdır ve bilişim teorisinin temel 

yasaları ise kuantum mekaniği postulalarıdır sözüyle özetlenebilir. 

1.1 Kuantum Kanallar 

Bilişim-teorik yaklaşıma göre, bir kuantum sisteminin herhangi bir fiziksel değişimi, 

sistemin başlangıç durumunu değişim sonundaki durumuna dönüştüren bir gönderimle 

betimlenir. Yani ilgilenilen fiziksel değişim, kuantum durumları kuantum durumlara 

dönüştüren bir gönderimle betimlenir. Dolayısıyla, bu türden bir gönderimin kuantum 



2 

 

durum olma özelliklerini koruması gerekmektedir. Kuantum mekaniği postulalarının 

izin verdiği en genel kuantum durum bir yoğunluk işlemcisidir. Yoğunluk işlemcileri, 

birim izli pozitif işlemcilerdir. Bundan dolayı, fiziksel gelişimi betimleyen gönderimin 

pozitifliği ve iz koruması kaçınılmazdır. Ayrıca, bir sistemin bütün kuantum 

durumlarına karşılık gelen yoğunluk işlemcilerinin bir konveks küme oluşturduğu göz 

önüne alınırsa, bu gönderimin konveks toplamı da koruması gerekliliği açığa çıkar. Bir 

gönderim yoğunluk işlemcileri kümesinin özelliklerini değişmez bırakıyorsa doğal bir 

şekilde yoğunluk işlemcileri kümesinin ait olduğu çizgisel işlemci uzaylarına tek türlü 

bir çizgisel genişlemesi vardır. Sonuç olarak kuantum durumların korunması şartından 

hemen bu gönderimlerin pozitif ve iz-koruyan çizgisel gönderimler olması gerektiği 

sonucuna varılır (EK 1). Diğer taraftan, herhangi bir yoğunluk işlemcisi daima iki 

parçalı bir sistemin belirli bir saf durumunun indirgenmişi olarak düşünülebilir. 

Dolayısıyla, pozitif ve iz-koruyan çizgisel gönderimin her tensörel genişleme altında da 

pozitifliği koruması (tamamen pozitif olması) gerektiği sonucuna kolay bir şekilde 

varılır.  

Yukarıdaki tartışmayı özetleyecek olursak; ilgilenilen kuantum sisteminin herhangi bir 

saf olmayan durumu daima bir birleşik sistemin bir saf durumunun indirgenmişi 

olabileceğinden, kuantum mekaniği postulalarıyla uyumlu fiziksel gelişimi betimleyen 

bir çizgisel gönderimin tamamen pozitif ve iz-koruma özelliklerine sahip olmak zorunda 

olduğu sonucuna varılır ve bu gönderimlere kuantum kanallar denir.  

1.2 Bilişim İletimi ve Optimal İletim Oranları   

Fiziksel değişimleri kuantum mekaniğine göre betimleyen kuantum kanallardan dolayı, 

her bir fiziksel değişim bir bilişim iletimi olarak görülebilir. Bir başka deyişle, işlemci 

uzaylarında tanımlı ve tamamen pozitif ve iz koruyan çizgisel gönderimler olan 

kuantum kanallar bilişim iletimini modeller. Pratik amaçlar için kuantum kanallarından 

bilişim iletimi her zaman uygun protokoller ile gerçekleştirilir. Belirli bir protokole göre 

bir kuantum kanalının, belirli bir doğruluk derecesinde, iletebildiği maksimum bilişim 

miktarına bu kanalın bir optimal iletim oranı (veya bilişim kapasitesi) denir.  
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Kuantum kanallarının bilişim kapasitelerini entropik formüllerle belirleyen ifadelerin 

her birine, bir kuantum kanal kodlama teoremi denir. Bu teoremlerin ispatları ise iki 

kısımdan oluşur:  

 

(i)  (Erişebilirlik) iletim oranının kanalın bilişim kapasitesini karakterize etmede 

kullanılan entropik nicelikten küçük veya eşit olması durumunda istenilen iletim 

doğruluğunu sağlayan bir kodlama şemasının var olduğunu göstermek,  

(ii) (Ters) iletim oranının bu entropik nicelikten büyük olması durumunda iletim 

doğruluğunu sağlayan hiçbir kodlama şemasının olmayacağının gösterilmesi.  

 

İlk kanal kodlama teoremi, hafızasız
1
 klasik kanallar için, kanal kullanım sayısının 

sonsuz olması limitinde (asimptotik rejim) ve bu limitte de iletim doğruluğunun tam 

olması halinde Shannon (1948) tarafından formüle edildi. Daha sonra, bu teoremin 

sağlam bir matematiksel ispatı Feinstein (1954) tarafından yapıldı. Kuantum kanallar 

için ilk kodlama teoremi de asimptotik rejim ve kanalın hafızasız olma şartı altında 

kuantum kanallarının klasik bilişim iletimi için ispatlandı. Bu teoremin zayıf ters kısmı 

Holevo (1973a, 1973b) tarafından (bu aynı zamanda Holevo sınırı olarak da bilinir) ve 

erişilebilirlik kısmının ispatı ise (Hausladen vd. 1996) çalışmasının sonuçlarını 

kullanarak Holevo (1998) ve Schumacher ve Westmoreland (1997) tarafından, 

birbirlerinden bağımsız olarak, yapılmıştır.  

 

Bu teoremin ardından, yine asimptotik rejimde ve hafızasızlık şartı altında, kuantum 

kanallarının dolanıklık-destekli klasik (Bennett vd. 2002, Holevo 2002), gizli klasik 

(Cai vd. 2004, Devetak 2005) ve kuantum (Schumacher ve Nielsen 1996, Lloyd 1997, 

Barnum vd. 1998, Barnum vd. 2000, Shor 2002, Devetak 2005) kapasitelerinin 

formülleri elde edilmiştir. Ayrıca, özel türden hafızalı kuantum kanallar için de 

yukarıdaki çerçevede bilişim iletim verimliliği analizi yapılmıştır (Caruso vd. 2014). 

Bütün bu optimal iletim oranları Umegaki (1962) bağıl entropisinden elde edilen 

entropik formüllerle belirlenmektedir.  

                                                 
1
 Ardışık kanal kullanımlarının her birinin aynı ve birbirinden bağımsız olduğu kanallara hafızasız denir. 
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Gerçekte, bilişim iletimi için mevcut olan öz-kaynaklar
2
 (Tomamichel 2015) sonludur 

ve kanalların ardışık kullanımları arasında belirli ilişkinin olduğu durumlar ise pek 

nadirdir (Caruso vd. 2014). Dolayısıyla, kanalların kullanım sayısının sonlu (finite-

blocklength) hatta bir kez olduğu (one-shot) rejimde ve yapılarına (ardışık 

kullanımlarına) ilişkin herhangi bir varsayımda da bulunulmadan bilişim kapasitelerinin 

belirlenmesi daha gerçekçi olacaktır. Ayrıca, tek-kullanım rejiminde belirlenen bilişim 

kapasitelerinin asimptotik halleri ise doğal bir şekilde elde edilebilmektedir. Bu 

anlamıyla, tek-kullanım rejiminde bilişim kapasitelerinin belirlenmesi kuantum bilişim 

teorisinin temelinde yer almaktadır.  

 

Kanalların yapısına ilişkin herhangi bir varsayıma gerek kalmaksızın asimptotik bilişim 

kapasitelerinin belirlenmesine olanak sağlayan bilişim spektrum yaklaşımıdır (Han ve 

Verdu 1993, Verdu ve Han 1994, Han 2002, Hayashi ve Nagaoka 2003). Bilişim 

kapasitelerinin entropik formülleri, bu yaklaşım çerçevesinde tanımlanan spektral 

diverjans oranlar olarak elde edilmiştir. Kanalların yapısına herhangi bir şart koymama 

ile birlikte tek-kullanım rejiminde kanal kodlama teoremlerinin ispatlanması için 

geliştirilen diğer yaklaşım ise düzgün (smooth) entropi çalışma çerçevesi olmuştur 

(Renner 2005). Bu çalışma çerçevesinde geliştirilen bağıl entropilerden elde edilebilen 

ifadeler aracılığıyla tek-kullanım bilişim kapasitelerinin temel sınırlarını belirleyen 

kodlama teoremleri ispatlanmıştır. Hem spektral diverjans oranlar hem de düzgün bağıl 

entropiler asimptotik ve hafızasızlık durumunda Umegaki (1962) bağıl entropisini 

vermektedir. Ayrıca, düzgün entropi çalışma çerçevesinin entropik niceliklerinin 

asimptotik rejimde bilişim spektrum yaklaşımının entropik niceliklerine eşdeğer olduğu 

gösterilmiştir (Datta 2009, Datta ve Renner 2009). 

 

Bu tezde, tek-kullanım rejimi esas alınarak kuantum kanallarının klasik ve kuantum 

bilişim kapasiteleri belirlenmiştir. Bunun için, bu kapasiteleri bilişim spektrum bağıl 

entropiler
3
 (Datta ve Leditzky 2015) ile sınırlayan kanal kodlama teoremleri tek-

kullanım rejiminde ispatlandı. Burada (Beigi ve Gohari 2014) çalışmasından esinlenildi. 

                                                 
2
 Paylaşılmış kuantum dolanıklık ve haberleşme kanalları öz-kaynaklara örnek verilebilir. 

3
 Bu bağıl entropiler tek-kullanım rejiminde kullanılan diğer bağıl entropilere eşdeğerdir (Datta ve 

Leditzky 2015). 



5 

 

ve bu kodlama teoremlerindeki eşitsizliklerin uygun limitleri alınarak da bu 

kapasitelerin asimptotik halleri elde edildi. Bu tek-kullanım rejimindeki kodlama 

teoremlerinin literatürdeki benzerleriyle karşılaştırmalarında klasik bilişim için 

(Mosonyi ve Datta 2009, Polyanskiy 2010, Polyanskiy vd. 2010, Renes ve Renner 2011, 

Wang ve Renner 2012, Datta vd. 2013, Beigi ve Gohari 2014) çalışmalarına ve kuantum 

bilişim için ise (Buscemi ve Datta 2010, Datta ve Hsieh 2011) referanslarına bakılabilir.  

1.3 Tezin Yapısı 

Kuantum bilişim teorisi kapsamında yazılan bu tezin ikinci bölümünün konusu, 

kuantum bilişim teorisinin temel yasaları ve kavramlarıdır. Bir başka deyişle, bu tezin 

temel sonuçlarının anlaşılması için gerekli olan temel bilginin sunulduğu yerdir. Bu 

bölümün ilk kesimi, kuantum mekaniği postulalarının, Hilbert uzayı formalizminin 

Schrödinger resmi esas alınarak, ifade edilmesiyle başlar. Bu postulalar aracılığıyla 

kuantum sistem, kuantum durum, kuantum değişim ve kuantum gözlenebilir ile bunların 

ölçümlerine karşılık getirilen matematiksel objelerin incelenmesi ile biter. Böylece, hem 

kuantum bilişim teorisinin temelleri hem de tezin notasyonu tanıtılmıştır. Bu tezde, 

Hilbert uzayları sonlu boyutlu kabul edilecektir. 

 

Üçüncü bölümde ise, tek-kullanım rejiminde kuantum bilişim-teorik görevlerin optimal 

oranlarını belirlemede kullanılan bilişim spektrum bağıl entropiler ve bunların 

asimptotik rejimdeki karşılıkları olan spektral diverjans oranlarının incelenmesi ile 

çarpışma bağıl entropisi-benzeri fonksiyonelin tanıtılması yapılmıştır. Bu bölümde, 

ayrıca, Umegaki bağıl entropisi ve bu bağıl entropi kullanılarak tanımlanabilen entropik 

nicelikler ile birleşik kuantum sistemlerin korelasyonlarını ölçmede kullanılan entropik 

formüller de tanıtılmıştır.  

 

Dördüncü bölüm, kuantum kanallardan klasik ve kuantum bilişim iletiminin optimal 

oranlarının belirlendiği yerdir. Daha açık söylemek gerekirse, bilişim spektrum bağıl 

entropilerle kuantum kanallarının tek-kullanım klasik ve kuantum kapasitelerinin temel 

sınırları belirlendi. Bu sınırların geçerliliği, iki ayrı kuantum kanal kodlama teoremi 
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ispatlanarak gösterildi. Bu kodlama teoremlerinin ispatları, iletim doğruluklarının 

bilişim spektrum bağıl entropilerin tanımına olanak veren niceliklerle sınırlar 

konulmasının sonucudur. Bu teoremlerdeki eşitsizliklerin uygun limitleri alınarak, en 

genel kuantum kanallarının hem klasik hem de kuantum kapasitelerini veren entropik 

ifadeler, doğal bir şekilde, belirlenmiştir. Böylece, klasik bilişim kapasitesi için Hayashi 

ve Nagaoka (2003) ve kuantum bilişim kapasitesi için ise Buscemi ve Datta (2010) 

tarafından belirlenen entropik formüller bu tezin kodlama teoremlerinin sonuçları olarak 

elde edilmiştir.  

 

Sonuç bölümü, bu tezin temel sonuçları esas alınarak bu tezin içeriğinin ve yapılan 

yayınların değerlendirilmesine ayrılmıştır.  

 

Bu tezin eklerinde ise, sırasıyla, kuantum durumları kuantum durumlara dönüştüren ve 

konveks toplamı koruyan bir gönderimin, pozitif, iz-koruyan ve çizgisel genişlemesinin 

var ve tek olduğunun ispatı ve çarpışma bağıl entropi-benzeri fonksiyoneli ile ilgili 

teknik sonuçlar incelenmiştir.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Kuantum bilişim teorisindeki araştırmaların önemli bir kısmı, kuantum mekaniğinin 

Hilbert uzayı formalizminin Schrödinger resminde yapılmakta ve bu uzayların boyutları 

da sonlu alınmaktadır. Dolayısıyla, kuantum bilişim teorisi için gerekli olan 

matematiğin esasını lineer cebir oluşturur. Bu bölüm, yukarıda ifade edilen çerçevede, 

kuantum bilişim teorisinin temel kavram ve tekniklerinin incelenmesine ayrılmıştır. Bu 

inceleme, iki ayrı kesimde yapılacaktır. İlk kesimde, kuantum mekaniği postulaları ifade 

edildikten sonra bu postulalarda geçen kuantum sistem, kuantum durum, kuantum 

değişim ve kuantum gözlenebilirler ile bu gözlenebilirlerin ölçümlerine karşılık gelen 

matematiksel objelerin her birinin tanımları verilecektir. İkinci kesimde ise, bir önceki 

kesimdeki inceleme esas alınarak kuantum durumlar, kuantum kanallar ve kuantum 

enstrümanlarla ilgili daha detaylı bilgi verilecektir.  

Bu bölümdeki kavramalar ile ilgili daha detaylı bilgi için (Nielsen ve Chuang 2000, 

Hayashi 2006, Holevo 2012, Wilde 2013, Hiai ve Petz 2014) kitaplarına bakılabilir.  

2.1 Kuantum Mekaniği Postulaları ve Lineer Cebir 

Çağdaş fiziğin temelini oluşturan kuantum mekaniğinin zengin içeriği aşağıdaki 

postulalar ile ifade edilebilir: 

P1- İlgilenilen her kuantum sistemine karşılık bir Hilbert uzayı vardır ve birleşik bir 

kuantum sisteminin Hilbert uzayı ise alt sistemlerinin Hilbert uzaylarının tensörel 

çarpımı şeklinde yazılır.  

P2- İlgilenilen kuantum sisteminin herhangi bir kuantum durumu, bu sistemin Hilbert 

uzayı üzerinde tanımlı bir yoğunluk işlemcisi ile betimlenir. 

P3- İlgilenilen kuantum sisteminin herhangi bir değişimi, bu sistemi giriş sistemi kabul 

eden bir kuantum kanal ile temsil edilir.  
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P4- İlgilenilen kuantum sisteminin herhangi bir kuantum gözlenebiliri, bu sistemin 

Hilbert uzayını tanım uzayı kabul eden bir birim-ayrışımı ile betimlenir ve bu 

gözlenebilirin ölçümü ise bu gözlenebilire karşılık gelen kuantum enstrüman ile 

modellenir.  

Bu postulaların bilişim-teorik yorumlanışı aşağıdaki gibidir: 

 İlk postula, bilişimin fiziksel taşıyıcıları ile bunların birleştirilmesine karşılık gelen 

matematiksel yapıları belirlemektedir. Böylece, teorinin temel yapısı belirlenmiş 

olur. Kuantum bilişimin temel taşıyıcıları kübitlerdir. Bunlara, fotonun kutuplanması, 

elektronun spini örnek verilebilir. Ayrıca, klasik sistemler de bu formalizmde 

tanımlanabilir: Önceden seçilmiş bir ortonormal bazı olan Hilbert uzayları bilişimin 

klasik fiziksel taşıyıcılarını modeller. 

 İkinci postula, bilişimin temsil edildiği durumların betimlemesini yapar. Bir sistemin 

bilişim taşıyabilmesi için tam ayırt edilebilir en az iki durumu olmalıdır.  Seçilmiş bir 

baza göre köşegen olan bütün durumlar klasik bilişimi temsil ederken diğer durumlar 

kuantum bilişimi temsil ederler. Bu anlamıyla klasik bilişim özel türden bir kuantum 

bilişimdir. 

 Üçüncü postula, bilişimin nasıl işleneceğini tanımlar. Sistemlerin kontrollü veya 

kontrolsüz bütün değişimleri kuantum kanallarla betimlenir. Ayrıca, kuantum 

kanallar açık kuantum sistemlerin indirgenmiş dinamiklerini de modeller (Türkmen 

vd. 2016).  

 Dördüncü postula, kuantum sistemlerden bilişim elde edilme sürecini 

betimlemektedir. Birim-ayrışımları sistemlerden elde edilebilecek bilişim türlerini 

betimlerken, kuantum enstrümanlar ise bu bilişimin nasıl elde edileceğini 

modellemektedir.  

Bu kesimin geriye kalan kısımlarındaysa, postulalarda geçen matematiksel objelerin 

tanımları ve bu tanımlar için gerekli olan bilgi derli toplu bir şekilde verilecektir.   
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2.1.1 Hilbert uzayları ve tensörel çarpımları 

 

Hilbert uzayları özel türden vektör uzaylarıdır: Tamlık özelliğine sahip herhangi bir iç-

çarpım uzayına Hilbert uzayı denir. Burada, kuantum mekaniğinin ilk postulası olan 

P1’de geçen Hilbert uzayları ve bu uzayların tensörel çarpımlarının tanımları 

verilecektir. Böylece, herhangi bir kuantum sisteminin temsil edildiği matematiksel obje 

ve birleşik sistemleri betimleyen matematiksel kavram tanıtılacaktır. Bu incelemeye 

temel olması için, lineer cebirin temel objelerinden olan iç-çarpım uzayları 

tanıtılacaktır.  

 

İç çarpım uzaylarının tanımlarına temel olması için vektör uzaylarının tanıtımlarını 

yapalım. 

 

Tanım 2.1: Boş kümeden farklı ℋ kümesi için  

+:ℋ ×ℋ → ℋ  ve  ⋅ ∶ ℂ ×ℋ → ℋ 

ikili işlemleri tanımlansın. Eğer bu işlemlerden ilkine göre ℋ değişmeli grup ve ikinci 

işlem aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa ℋ kümesine bir kompleks vektör uzayı, ℋ 

kümesinin her bir elemanına vektör ve yukarıdaki ikili işlemlere, sırasıyla, vektörel 

toplam ve skaler ile çarpım denir.   

 (v1) ∀ |𝜓⟩ ∈ ℋ, ∀ 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ, (𝛼𝛽). |𝜓⟩ = 𝛼. (𝛽. |𝜓⟩). (skaler ile çarpımın birleşme 

özelliği) 

(v2) ∀ |𝜓⟩, |𝜙⟩ ∈ ℋ,  ∀ 𝛼 ∈ ℂ, 𝛼. (|𝜓⟩ + |𝜙⟩) = 𝛼. |𝜓⟩ + 𝛼. |𝜙⟩. (skaler ile çarpımın 

vektörel toplam üzerine dağılması) 

(v3) ∀ |𝜓⟩ ∈ ℋ, ∀ 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ, (𝛼 + 𝛽). |𝜓⟩ =  𝛼. |𝜓⟩ + 𝛽. |𝜓⟩. (skaler ile çarpımın 

kompleks sayıların toplamı üzerine dağılması) 

 

Yukarıdaki aksiyomlarda kullanıldığı gibi bundan sonra da Dirac notasyonu 

kullanılacaktır. Ayrıca, 𝛼. |𝜓⟩ skaler çarpımı 𝛼|𝜓⟩ şeklinde gösterilecektir.  
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Tanım 2.2: ℋ kompleks vektör uzayı üzerinde 

ℋ ∋ |𝜓⟩, |𝜙⟩ ⟼ ⟨𝜙|𝜓⟩ ∈ ℂ 

işlemi tanımlanabiliyor ve bu işlem, 

 (i) ⟨𝜓|𝜓⟩ ≥ 0 ve ⟨𝜓|𝜓⟩ = 0 ⟺ |𝜓⟩ = 0  (pozitif tanımlılık) 

 (ii) ⟨𝜓|𝛼𝜒 + 𝛽𝜙⟩ = 𝛼⟨𝜓|𝜒⟩ + 𝛽⟨𝜓|𝜙⟩ (ikinci yere göre (sağdan) çizgisellik) 

 (iii) ⟨𝜓|𝜙⟩∗ = ⟨𝜙|𝜓⟩ (eşlenik simetrik)  

özelliklerini sağlıyorsa ℋ vektör uzayına bir iç-çarpım uzayı ve bu işleme ℋ üzerinde 

bir iç-çarpım denir. Dirac notasyonu kullanılarak, |𝜓⟩, |𝜙⟩ vektörlerinin iç çarpımı 

             ⟨𝜙|𝜓⟩ = ⟨𝜙||𝜓⟩ 

şeklinde yazılabilir. Burada ⟨𝜙|, |𝜙⟩ vektörüne karşılık gelen dual vektördür.  

 

ℋ iç-çarpım uzayının bir ortonormal bazı {|𝑖⟩ ∈ ℋ | ⟨𝑖|𝑗⟩ = 𝛿𝑖𝑗} ise 𝑜𝑛𝑏(ℋ) şeklinde 

gösterilecektir.  

 

Tanım 2.3: ℋ iç-çarpım uzayı verilsin. Eğer bu uzay iç-çarpımın indüklediği metriğe 

göre tam ise, bu durumda ℋ’ye Hilbert uzayı denir. Bir başka deyişle, her Cauchy 

dizisinin yakınsak olduğu bir iç-çarpım uzayına Hilbert uzayı denir.  

 

Kuantum mekaniğinde, fiziksel sistemler genelde ayrılabilir
4
 kompleks Hilbert uzayları 

ile temsil edilirler. Sonlu boyutlu kompleks iç-çarpım uzayları doğal bir şekilde tamlık 

ve ayrılabilirlik özelliklerini sağlarlar. Dolayısıyla, bunlar sonlu boyutlu Hilbert uzay 

örnekleridir. Bu tezde, sadece sonlu boyutlu Hilbert uzayları ile ilgilenecektir. Kuantum 

sistemler 𝐴, 𝐵, 𝐶, vb. bunlara karşılık gelen Hilbert uzayları sırasıyla, ℋ𝐴, ℋ𝐵, ℋ𝐶  vb. 

şeklinde gösterilirken, uzayların boyutları ise 𝑑𝐴, 𝑑𝐵, 𝑑𝐶 vb. sembolleri ile 

gösterilecektir. 𝐴 sisteminin saf durumları ise ℋ𝐴 uzayının bire boylandırılmış 

vektörleridir:  |𝜓⟩
𝐴
∈ ℋ𝐴 ve ⟨𝜓|𝜓⟩ = 1 ise, |𝜓⟩

𝐴
’ya 𝐴 sisteminin bir saf durumu denir.  

                                                 
4
 Sayılabilir bir ortonormal baza sahip olan Hilbert uzayları ayrılabilirdir. 
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Tanım 2.4: ℋ𝐴 ve ℋ𝐵 Hilbert uzayları ve bu Hilbert uzaylarının, sırasıyla 𝑜𝑛𝑏(𝐴) =

{|𝑖⟩
𝐴
} ve 𝑜𝑛𝑏(𝐵) = {|𝑗⟩

𝐵
} birer ortonormal bazları verilmiş olsun. Bu durumda, bir 

ortonormal bazı {|𝑖⟩
𝐴
⊗ |𝑗⟩

𝐵
} kümesi olan ve ℋ𝐴⊗ℋ𝐵 veya kısaca ℋ𝐴𝐵 şeklinde 

gösterilen vektör uzayına ℋ𝐴 ile ℋ𝐵 ’nin tensörel çarpımı denir.  

ℋ𝐴𝐵 vektör uzayı üzerindeki iç-çarpım, bileşenlerinin iç çarpımı aracılığıyla 

tanımlanırsa ℋ𝐴 ile ℋ𝐵 Hilbert uzaylarının tensörel çarpımı olan ℋ𝐴𝐵 Hilbert uzayı elde 

edilmiş olur. Böylece 𝐴 ve 𝐵 alt sistemlerinden oluşan 𝐴𝐵 birleşik sisteminin ℋ𝐴𝐵 

Hilbert uzayının alt sistemlerin Hilbert uzayları ile ilişkileri belirlenmiş olur.  

 

 |𝜓⟩
𝐴𝐵
∈ ℋ𝐴𝐵 vektörü için, 𝑜𝑛𝑏(𝐴) = {|𝑖⟩

𝐴
} ve 𝑜𝑛𝑏(𝐵) = {|𝑗⟩

𝐵
} olmak üzere, 

|𝜓⟩
𝐴𝐵
= ∑ 𝑐𝑖𝑗|𝑖⟩

𝐴
⊗ |𝑗⟩

𝐵
𝑖𝑗                                                                               (2.1) 

eşitliği yazılabilir. Burada, 𝑐𝑖𝑗 kompleks sayıları |𝜓⟩
𝐴𝐵

 vektörünün 

𝑜𝑛𝑏(𝐴𝐵) = {|𝑖⟩
𝐴
⊗ |𝑗⟩

𝐵
} 

bazına göre açılım katsayılarıdır. (2.1)’de |𝜓𝑖⟩
𝐵
= ∑ 𝑐𝑖𝑗|𝑗⟩

𝐵
𝑗  kısaltması kullanıldığında 

 

|𝜓⟩
𝐴𝐵
= ∑ |𝑖⟩

𝐴
⊗ |𝜓𝑖⟩

𝐵
𝑖                                                                                   (2.2) 

 

şeklinde |𝜓⟩
𝐴𝐵

’nin bir blok yazımı elde edilir. Ayrıca, (2.1)’de yukarıdaki işlemler 𝐴 

sistemi için yapılırsa |𝜓⟩
𝐴𝐵

 için diğer blok yazımı elde edilir. 

 

 İki parçalı kuantum sistemlerin saf durumları için Schmidt formu 

            |𝜓⟩
𝐴𝐵
=∑√𝑝(𝑖)|𝑖⟩

𝐴
⊗ |𝑖⟩

𝐵

𝑟

𝑖=1
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eşitiliği ile tanımlanır. Burada 𝑟’ye |𝜓⟩
𝐴𝐵

’nin Schmidt rankı denir ve 𝑟 ≤ min{𝑑𝐴, 𝑑𝐵}  

eşitsizliğini sağlar. {|𝑖⟩
𝐴
} ve {|𝑖⟩

𝐵
} sırasıyla ℋ𝐴 ve ℋ𝐵’de ortonormal vektör 

kümeleriyken, 𝑝(𝑖)’ler ise ∑ 𝑝(𝑖)𝑟
𝑖=1 = 1 olan olasılık dağılımıdır. Özel olarak, 𝑟 = 𝑑𝐴 

olmak üzere bütün 𝑖’ler için   √𝑝(𝑖) =
1

√𝑑𝐴
 eşitliği varsa; 

|𝜓⟩
𝐴𝐵
=

1

√𝑑𝐴
∑ |𝑖⟩

𝐴
⊗ |𝑖⟩

𝐵𝑟
𝑖=1                                                                           (2.3)   

saf kuantum durumuna en dolanık durum denir. İki parçalı saf durumların dolanık 

olması için gerek ve şart yukarıda tanımlanan 𝑟’nin iki veya ikiden büyük değer 

almasıdır.  

2.1.2 Hermite-sel, pozitif işlemciler ve yoğunluk işlemcileri 

Vektör uzayı olma özelliklerini koruyan gönderimlere çizgisel işlemci veya kısaca 

işlemci denir. Kategori teorisinde, çizgisel işlemciler vektör uzayları objelerinin 

morfizimleridir. Daha formel bir deyişle, ℋ vektör uzayından 𝒦 vektör uzayına tanımlı 

ve her |𝜓⟩, |𝜙⟩ ∈ ℋ,  𝛼, 𝛽 ∈ ℂ için 

𝑀(𝛼|𝜓⟩ + 𝛽|𝜙⟩) = 𝛼𝑀|𝜓⟩ + 𝛽𝑀|𝜙⟩                                                             (2.4) 

özelliğini sağlayan M gönderimine bir işlemci denir ve ℋ
𝑀
→𝒦 ile gösterilir. 𝑀 

işlemcisinin desteği ise, 𝑀 işlemcisinin çekirdeği 

𝑘𝑒𝑟𝑀 = {|𝜓⟩ ∈ ℋ | 𝑀|𝜓⟩ = 0} 

olmak üzere, 

𝑠𝑢𝑝𝑝𝑀 = (𝑘𝑒𝑟𝑀)⊥ 
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eşitliği ile tanımlanır. Sözle söylenirse, bir işlemcinin desteği bu işlemcinin çekirdeğinin 

ortogonal tümleyenidir.  

Bundan sonra, sadece Hilbert uzayları üzerinde tanımlı işlemciler ile ilgilenilecektir ve  

ℋ𝐴’dan ℋ𝐵’ye tanımlı bütün çizgisel işlemcilerin kümesi ℒ(𝐴, 𝐵) sembolü ile 

gösterilecektir. Bu, aslında, 𝑑𝐴 × 𝑑𝐵-boyutlu kompleks bir vektör uzayıdır. Bu uzaya, 

bundan sonra, işlemci uzayı denilecektir. Özel olarak, ℒ(𝐴, 𝐴) yerine ℒ(𝐴) sembolü 

kullanılacaktır.  

ℒ(𝐴) üzerinde tanımlı Hilbert-Schmidt iç çarpımı 

 ⟨𝑋|𝑌⟩𝐻𝑆 ≡ 𝑇𝑟(𝑋
†𝑌)                                                                                        (2.5)  

şeklinde tanımlanır. Burada, 𝑋† işlemcisi 𝑋 işlemcisinin Hermite-sel eşleniğini 

göstermektedir. Herhangi bir 𝐾 ∈ ℒ(𝐴, 𝐵) işlemcisinin Hermite-sel eşleniği,  

∀ |𝜓⟩ ∈ ℋ𝐴 , ∀ |𝜙⟩ ∈ ℋ𝐵 için, ⟨𝜙|𝐾𝜓⟩ = ⟨𝐾†𝜙|𝜓⟩  

eşitliğini sağlayan 𝐾† ∈ ℒ(𝐵, 𝐴) işlemcisi olarak tanımlanır. Bu eşitliğin sağ tarafı için 

iç çarpımın eşlenik simetrik özelliği olan (iii) kullanılırsa 

∀ |𝜓⟩ ∈ ℋ𝐴 , ∀ |𝜙⟩ ∈ ℋ𝐵 için, ⟨𝜙|𝐾𝜓⟩ = ⟨𝜓|𝐾†𝜙⟩
∗
 

ifadesi elde edilir. Bu ifadedeki eşitliğin her iki tarafının kompleks eşleniği alınıp 

işlemciler |.⟩ ket sembolünün dışına alındığında  

∀ |𝜓⟩ ∈ ℋ𝐴 , ∀ |𝜙⟩ ∈ ℋ𝐵 için, ⟨𝜙|𝐾|𝜓⟩∗ = ⟨𝜓|𝐾†|𝜙⟩ 
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yazılabilir
5
. Böylece, Hermite-sel eşlenik alma işleminin Dirac notasyonundaki haline 

ulaşılır. 

Hilbert-Schmidt iç çarpımına göre ℒ(𝐴) işlemciler uzayı da 𝑑𝐴
2 boyutlu bir Hilbert 

uzayıdır. Ayrıca, Hermite-sel eşlenik alma işlemi de göz önüne alındığında, ℒ(𝐴)’nın 

sonlu boyutlu bir 𝐶∗-cebiri olduğu görülür. Burada, cebir normu için herhangi bir matris 

normu seçilebilir.  

|𝜓⟩ ∈ ℋ𝐴 ve |𝜙⟩ ∈ ℋ𝐵 vektörleri aracılığıyla  |𝜒⟩ ∈ ℋ𝐴 olmak üzere 

 (|𝜙⟩⟨𝜓|)(|𝜒⟩) = ⟨𝜓|𝜒⟩|𝜙⟩                                                                  (2.6) 

eşitliği ile ℋ𝐴’dan ℋ𝐵’ye bir çizgisel işlemci tanımlanabilir ve  |𝜙⟩⟨𝜓| ifadesine ise |𝜓⟩ 

ile |𝜙⟩ vektörlerinin dış çarpımı denir. Özel olarak, 𝐴 sisteminin |𝜓⟩
𝐴

 saf durumunun 

dış çarpımı |𝜓⟩⟨𝜓|
𝐴

 ile rankı bir olan bir izdüşüm işlemcisi elde edilir.  

Bu tezde ihtiyaç duyulan özel türden diğer işlemci kümeleri ise, ℋ𝐴’nın verilmesi 

durumunda,  

(1) Hermite-sel işlemciler 𝐻𝑟𝑚(𝐴) ≡ {𝐻 ∈ ℒ(𝐴) | 𝐻† = 𝐻}, 

(2) Pozitif işlemciler 𝑃𝑠𝑑(𝐴) ≡ {𝑃 ∈ ℒ(𝐴) ∣  ⟨𝜓|𝑃|𝜓⟩ ≥ 0, ∀ |𝜓⟩ ∈ ℋ𝐴}, 

(3) Yoğunluk işlemcileri 𝐷(𝐴) ≡ {𝜌 ∈ 𝑃𝑠𝑑(𝐴) ∣  𝑇𝑟𝜌 = 1}  

ve 

 (4) İzdüşüm işlemcileri 𝑃𝑟𝑗(𝐴) ≡ {Π ∈ 𝑃𝑠𝑑(𝐴)  ∣  Π2 = Π}  

ifadeleri ile tanımlanır. 

 

Gürültüsüz kuantum kanallarının tanımlarının temeli olan izometriler  

𝐼𝑠𝑚(𝐴, 𝐵) = {𝑉 ∈ ℒ(𝐴, 𝐵) ∣  𝑉†𝑉 = 𝕀𝐴}                                                        (2.7) 

                                                 
5
 Burada, işlemcilerin ketlere etki ettiğine dikkat edilmeli.  
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ve üniter işlemciler 

𝑈𝑛𝑡(𝐴) = {𝑈 ∈ ℒ(𝐴)  ∣ 𝑈†𝑈 = 𝕀𝐴 = 𝑈𝑈†}                                                   (2.8) 

şeklinde ifade edilir. 𝑈𝑛𝑡(𝐴) kümesi işlemci çarpımına göre bir grup oluşturur ve bu 

grup için tanımlı oldukları uzayın boyutu 𝑛 olmak üzere daha yaygın olarak  𝑈(𝑛) 

sembolü kullanılmaktadır. 

2.1.2.1 Hermite-sel işlemcilerin spektral izdüşüm işlemcileri  

𝐻 ve 𝐺 Hermite-sel işlemcileri verilsin. 𝐻 işlemcisinin 𝐻 = ∑ 𝜆𝑖Π𝑖𝑖  şeklindeki 

yazımına 𝐻’nin spektral ayrışımı denir. Burada, 𝜆𝑖’ler 𝐻’nin farklı öz-değerleri ve 

Π𝑖’ler ise bu öz-değerlere karşılık gelen öz-izdüşüm işlemcileridir. (Hermite-sel 

işlemcilerin bütün öz-değerleri gerçel ve farklı öz-değerlerine karşılık gelen öz-izdüşüm 

işlemcileri ise birbirine diktir.) 𝐻’nin spektral ayrışımından yararlanılarak, 𝐻 

işlemcisinin negatif olmayan öz-değerlerine karşılık gelen öz-uzayının spektral izdüşüm 

işlemcisi 

 [𝐻 ≥ 0] = ∑ Π𝑖{𝑖:𝜆𝑖≥0}
                                                                                     (2.9) 

ve benzer şekilde, [𝐻 ≤ 0], [𝐻 > 0] ve [𝐻 < 0] spektral izdüşüm işlemcileri de 

tanımlanabilir. Bu spektral izdüşüm işlemcileri aracılığıyla da 𝐻’nin Jordan ayrışımı 

𝐻 = [𝐻 > 0]𝐻[𝐻 > 0] + [𝐻 ≤ 0]𝐻[𝐻 ≤ 0] 

                = 𝐻+ − 𝐻−                                                                                                 (2.10) 

elde edilir. 𝐻+, 𝐻− işlemcilerinin pozitif ve 𝐻+𝐻− = 0 = 𝐻−𝐻+ olduğu hemen görülür. 

Diğer taraftan, 𝐻 − 𝐺 Hermite-sel işlemcisinin [𝐻 − 𝐺 ≥ 0] spektral izdüşüm işlemcisi 

için [𝐻 ≥ 𝐺] yazımı ve bu işlemcinin diğer spektral izdüşüm işlemcileri için de benzer 

yazımlar kullanılacaktır.  Ayrıca, 𝐻 Hermite-sel işlemcisinin bir fonksiyonu ise 
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𝑓(𝐻) ≡ ∑ 𝑓(𝜆𝑖)Π𝑖𝑖                                                                                         (2.11) 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝑓, 𝐻’nin spektrumunu içeren bir aralıkta tanımlı gerçel 

değerli bir fonksiyondur.  

Hermite-sel işlemcilerin spektral ayrışımına dayanan ve pozitif işlemcilerin 

karakterizasyonuna olanak sağlayan bir lemmayı ifade edip ispatlayalım. 

Lemma 2.5: 𝐴 ∈ ℒ(ℋ) olmak üzere aşağıdaki ifadeler eşdeğerdir. 

(i) 𝐴 ∈ 𝑃𝑠𝑑(ℋ).  

(ii) 𝐴, bütün özdeğerleri negatif olmayan bir Hermite-sel işlemcidir. 

İspat: (i⇒ ii) |𝜙⟩, |𝜒⟩ ∈ ℋ olmak üzere |𝜓⟩ = |𝜙⟩ + 𝑖|𝜒⟩ eşitliği ile |𝜓⟩ vektörü 

tanımlansın. Bu durumda,  

0 ≤ ⟨𝜓|𝐴|𝜓⟩ = ⟨𝜙|𝐴|𝜙⟩ + ⟨𝜒|𝐴|𝜒⟩ + 𝑖(⟨𝜙|𝐴|𝜒⟩ − ⟨𝜒|𝐴|𝜙⟩) 

ifadesi elde edilir. Bu ifadedeki eşitliğin sol tarafının gerçel bir sayı olması, sağ taraftaki 

son terim için  

⟨𝜙|𝐴|𝜒⟩ = ⟨𝜒|𝐴|𝜙⟩∗ 

eşitliğini gerektirir. Bu eşitliğin sağ tarafında 𝐴 için Dirac notasyonunda Hermite-sel 

eşlenik almanın tanımı olan 

⟨𝜒|𝐴|𝜙⟩∗ = ⟨𝜙|𝐴†|𝜒⟩ 

ifadesi kullanılırsa 𝐴 = 𝐴† olduğu gösterilir. 𝐴’nın özdeğerlerinin negatif olmaması ise 

bu işlemcinin herhangi bir |𝑗⟩ özvektörüne göre ⟨𝑗|𝐴|𝑗⟩ niceliğinin negatif 

olmamasından görülür.  

(ii ⇒ i) Açık.  
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2.1.3 Hermite-sel, pozitif ve tamamen pozitif gönderimler 

İşlemcileri işlemcilere dönüştüren ve çizgisel olan gönderimlere çizgisel gönderim denir 

ve  ℒ(𝐴)’dan ℒ(𝐵)’ye tanımlı bir Λ çizgisel gönderimi ise ℒ(𝐴)
Λ 
→ ℒ(𝐵) sembolüyle 

gösterilecektir. ℒ(𝐴)
Λ 
→ ℒ(𝐵), ℒ(𝐵)

Ω 
→ ℒ(𝐶) ve ℒ(𝐷)

Γ 
→ ℒ(𝐸) çizgisel gönderimleri 

verilmiş olsun. Bu durumda, Λ ile Ω çizgisel gönderimlerinin bileşkesi 

ℒ(𝐴)
Λ 
→ ℒ(𝐵)

Ω 
→ ℒ(𝐶)                                                                                    (2.12) 

olan çizgisel gönderimi Ω ∘ Λ ve Λ ile Γ’nın ℒ(𝐴𝐷)’dan ℒ(𝐵𝐸)’ye tanımlı tensörel 

çarpımı ise Λ⨂Γ sembolleriyle gösterilecektir. Λ’nın duali ℒ(𝐵)
Λ∗ 
→ ℒ(𝐴) olan gönderim 

ise, 

∀ 𝑋 ∈ ℒ(𝐵),  ∀ 𝑌 ∈ ℒ(𝐴),  ⟨𝑋|Λ(𝑌)⟩𝐻𝑆 = ⟨Λ
∗(𝑋)|𝑌⟩𝐻𝑆                               (2.13) 

eşitliği ile tanımlıdır. Ayrıca, Λ çizgisel gönderimi ile ilgili aşağıdaki tanımlar 

yapılabilir: 

1- Her 𝐻 ∈ 𝐻𝑟𝑚(𝐴) için,  Λ(𝐻) = Λ(𝐻)†,  eşitliği sağlanıyorsa Λ’ya Hermite-seliği 

koruyan ya da Hermite-sel gönderim denir. Hermite-sel gönderimlerin tanımında, 

∀ 𝑋 ∈ ℒ(𝐴),  Λ(𝑋†) = Λ(𝑋)† 

     ifadesi de yukarıdakine eşdeğer olarak kullanılır.  

 

2- Her 𝑃 ∈ 𝑃𝑠𝑑(𝐴) için, Λ(𝑃) ∈ 𝑃𝑠𝑑(𝐵) oluyorsa, Λ’ya pozitifliği koruyan ya da 

pozitif gönderim denir.  

 

Hermite-sel gönderimlerin, pozitif gönderimleri kapsadığı tanımlarından açıkça görülür. 

Diğer özel türden çizgisel gönderimlerin tanımlarına geçmeden önce, pozitif 
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gönderimlerin karakterizasyonunda kullanılacak olan aşağıdaki lemmayı ifade edip 

ispatlayalım. 

Lemma 2.6: ℒ(𝐴)
Λ 
→ ℒ(𝐵) çizgisel gönderimi verilsin. Bu durumda aşağıdaki ifadeler 

eşdeğerdir. 

(i) Λ, pozitif bir gönderimdir.  

(ii) Her |𝜓⟩⟨𝜓| ∈ 𝑃𝑟𝑗(𝐴) için, Λ(|𝜓⟩⟨𝜓|) ∈ 𝑃𝑠𝑑(𝐵). 

İspat: (𝑖) ⇒ (𝑖𝑖) açık. Diğer taraftan,  𝑃 ∈ 𝑃𝑠𝑑(𝐴) olsun. Bu durumda, 𝑃’nin spektral 

ayrışımından 𝑃 = ∑ 𝜆𝑥|𝜓𝑥⟩⟨𝜓𝑥|𝑥  yazılabilir. Λ(𝑃) = ∑ 𝜆𝑥Λ(|𝜓𝑥⟩⟨𝜓𝑥|)𝑥  ifadesinin 

pozitifliği hipotez ve pozitif işlemcilerin öz-değerlerinin pozitif olmasından hemen 

söylenebilir. Dolayısıyla, (𝑖𝑖) ⇒ (𝑖) ispatlanmış olur. 

Lemma 2.6’ya göre bir ℒ(𝐴)
Λ 
→ ℒ(𝐵) çizgisel gönderiminin pozitifliği, tanım 

uzayındaki bütün rankı bir olan izdüşüm işlemcilerinin bu gönderim altındaki 

görüntülerinin pozitif işlemci olmasına eşdeğerdir.  

Bu lemmanın bir uygulaması olarak, (Duran vd. 2014) çalışmasında incelenen ve çift 

boyutlu Hilbert uzaylarının işlemci uzaylarında, parametreye bağlı olarak, tanımlanan 

Λ𝛼𝛽𝛾 çizgisel gönderimini tanıtıp pozitiflik koşullarını belirleyelim.  

ℋ𝐴, 2𝑑 boyutlu bir Hilbert uzayı ise, her bir  𝑋 ∈ ℒ(𝐴) işlemcisi için  

𝑋 = (
𝑋11 𝑋12
𝑋21 𝑋22

) 

blok yazımı vardır. Bu blok yazım kullanılarak ℒ(ℋ𝐴) üzerinde 

             Λ𝛼𝛽𝛾 ((
𝑋11 𝑋12
𝑋21 𝑋22

)) = (
𝕀𝑑𝑇𝑟𝑋11 − 𝛼𝑋11 −𝛾𝑋12

−𝛾∗𝑋21 𝕀𝑑𝑇𝑟𝑋22 − 𝛽𝑋22
)                    (2.14) 
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kuralı ile tanımlanan ℒ(ℋ𝐴)
Λ𝛼𝛽𝛾 
→   ℒ(ℋ𝐴)  çizgisel gönderiminin pozitif olması için 

gerek ve yeter şart, parametrelerin  

𝛼 ≤ 1, 𝛽 ≤ 1 ve |𝛾| ≤ √(1 − 𝛼)(1 − 𝛽)                                                     (2.15) 

eşitsizliklerini sağlanmasıdır. Burada, 𝛼 ve 𝛽 gerçel parametrelerken, 𝛾 kompleks bir 

parametre ve 𝛾∗ ise, 𝛾’nın kompleks eşleniğini göstermektedir. 

Lemma 2.6 ve pozitif işlemci tanımı kullanıldığında, Λ𝛼𝛽𝛾’nın bir pozitif gönderim 

olması, 

her |𝜓⟩⟨𝜓| ∈ 𝑃𝑟𝑗(𝐴) ve |𝜙⟩ ∈ ℋ𝐴 için,  𝜂 = ⟨𝜙|Λ𝛼𝛽𝛾(|𝜓⟩⟨𝜓|)|𝜙⟩ ≥ 0 

ifadesine eşdeğerdir.  

ℋ𝐴’nın herhangi bir |𝜓⟩ vektörü için 

|𝜓⟩ = (
|𝜓1⟩

|𝜓2⟩
)                                                                                                  (2.16) 

blok yazımı göz önüne alındığında,  |𝜓⟩⟨𝜓| ∈ 𝑃𝑟𝑗(𝐴) izdüşüm işlemcisinin Λ𝛼𝛽𝛾 

gönderimi altındaki görüntüsü 

          Λ𝛼𝛽𝛾(|𝜓⟩⟨𝜓|) = (
𝕀𝑑⟨𝜓1|𝜓1⟩ − 𝛼|𝜓1⟩⟨𝜓1| −𝛾|𝜓1⟩⟨𝜓2|

−𝛾∗|𝜓2⟩⟨𝜓1| 𝕀𝑑⟨𝜓2|𝜓2⟩ − 𝛽|𝜓2⟩⟨𝜓2|
)         (2.17) 

elde edilir. |𝜙⟩’nin (2.16) eşitliği ile tanımlı blok yazımı ve eşitlik (2.17) 𝐵 sayısı için 

kullanıldığında 

𝜂 = ⟨𝜙1|𝜙1⟩⟨𝜓1|𝜓1⟩ + ⟨𝜙2|𝜙2⟩⟨𝜓2|𝜓2⟩ − 𝛼|⟨𝜙1|𝜓1⟩|
2 

−𝛽|⟨𝜙2|𝜓2⟩|
2 −  2𝑅𝑒(𝑧)      (2.18) 
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ifadesi elde edilir. Burada 𝑅𝑒(𝑧), 𝑧 = 𝛾⟨𝜙1|𝜓1⟩⟨𝜓2|𝜙2⟩ eşitliği ile tanımlı 𝑧 kompleks 

sayısının gerçel kısmını göstermektedir. Bu eşitliğin sağ tarafında, Cauchy-Schwarz ve 

𝑅𝑒(𝑧) ≤ |𝑧| eşitsizlikleri kullanıldığında  

𝜂 ≥ (√(1 − 𝛼)|⟨𝜙1|𝜓1⟩| − √(1 − 𝛽)|⟨𝜙2|𝜓2⟩|)
2

+ 2(√(1 − 𝛼)(1 − 𝛽) − |𝛾|)|⟨𝜙1|𝜓1⟩⟨𝜙2|𝜓2⟩| 

yazılır. Bu eşitsizliğin sağ tarafı için (2.15) ifadesi göz önüne alındığında 𝜂 ≥ 0 olduğu 

görülür. Tersine, 𝜂 ≥ 0 olsun. Eşitlik (2.18)’de |𝜙1⟩ = 0 ve |𝜙2⟩ = 0 alınırsa, sırasıyla,  

𝛽 ≤ 1 ve 𝛼 ≤ 1 elde edilir. Bu elde edilen eşitsizliklerin (2.18) eşitliğinde kullanılması 

ve 𝜂 ≥ 0 eşitsizliği göz önüne alındığında, her bir  |𝜓⟩ ve |𝜙⟩ için,  

√(1 − 𝛼)(1 − 𝛽)|⟨𝜙1|𝜓1⟩⟨𝜙2|𝜓2⟩| ≥ 𝑅𝑒(𝛾⟨𝜙1|𝜓1⟩⟨𝜓2|𝜙2⟩) 

olması gerektiği görülür. Bu eşitsizliğin sağ tarafında kompleks sayıların kutupsal 

yazımı sonucu  

√(1 − 𝛼)(1 − 𝛽) ≥ |𝛾| 

eşitsizliği elde edilir. Böylece, Λ𝛼𝛽𝛾 gönderiminin pozitifliği olmasını sağlayan 

parametre bölgeleri tespit edilir. Bu gönderimin tamamen pozitifliğinin analizi ise, 

parametrelere belirli koşullar konularak, Kesim 2.2’de Choi-Jamiolkowski 

izomorfizminin tanıtılmasından sonra yapılacaktır.  

Şimdi, işlemci uzaylarında tanımlı çizgisel gönderimlerin pozitifliklerinin tensörel 

çarpımla ilişkilerini incelemeye başlayalım.  

3- 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere, Λ gönderiminin 𝑛 tensörel genişlemesi 𝑖𝑑𝑛⨂Λ  pozitif bir 

gönderimse, Λ’ya 𝑛-pozitif gönderim denir. Özel olarak, 𝑛 = 1 için pozitif olanlara, 

yani 1-pozitif gönderimlere kısaca pozitif gönderim denir. Burada 𝑖𝑑𝑛, bütün 𝑛 ×

𝑛’li 𝑋 kompleks matrisleri için 𝑖𝑑𝑛(𝑋) = 𝑋 eşitliği ile tanımlı özdeşlik gönderimini 

göstermektedir. Ayrıca, ℒ(𝑅) uzayı üzerinde tanımlı özdeşlik gönderimi ise 𝑖𝑑𝑅 

şeklinde gösterilecektir.  
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Çizgisel ℒ(𝐴)
Λ 
→ ℒ(𝐵) gönderiminin 𝑛-pozitif olması için gerek ve yeter şart 

ℒ(𝐴)
Λ∗ 
→ ℒ(𝐵) 

dualinin n-pozitif olmasıdır. Bunu açıkça gösterelim: ℋ𝑅 𝑛 boyutu bir Hilbert uzayı, 

|𝜓⟩⟨𝜓| ∈ 𝑃𝑟𝑗(𝑅𝐴) ve |𝜙⟩⟨𝜙| ∈ 𝑃𝑟𝑗(𝑅𝐵) olmak üzere  

𝜂 = 𝑇𝑟{(𝑖𝑑𝑛⨂Λ)(|𝜓⟩⟨𝜓|)|𝜙⟩⟨𝜙|} 

niceliği tanımlansın
6
. Bu nicelikteki, Λ gönderimi için dual alma işlemi kullanılırsa  

𝜂 = 𝑇𝑟{(𝑖𝑑𝑛⨂Λ)(|𝜓⟩⟨𝜓|)|𝜙⟩⟨𝜙|} = 𝑇𝑟{|𝜓⟩⟨𝜓|(𝑖𝑑𝑛⨂Λ
∗)(|𝜙⟩⟨𝜙|)} 

yazılır. İzli eşitliklerde Lemma 2.6 ve pozitif işlemci tanımı göz önüne alındığında, 

istenilen görülür.  

     

4- ∀𝑛 ∈ ℕ için, Λ gönderiminin 𝑛 tensörel genişlemesi 𝑖𝑑𝑛⨂Λ  pozitif bir gönderimse, 

Λ’ya tamamen-pozitif gönderim denir. 

 

5- Tamamen pozitif ve iz-artırmayan gönderimlere kuantum operasyon denir. 

 

6- Tamamen pozitif ve iz-koruyan gönderimlere kuantum kanal denir. 

 

7- Kuantum operasyonlarının 

{ℒ(𝐴)
Λ𝑥 
→ ℒ(𝐵) ∣ ∑ Λ𝑥𝑥∈𝒳 kuantum kanal}  

koleksiyonuna da kuantum enstrüman denir (Davies ve Lewis 1970). 

 

2.1.3.1 Tamamen-pozitif gönderimlere örnekler 

 

Örnek 2.7: 𝐾 ∈ ℒ(𝐴, 𝐵) işlemcisi için, 

𝑎𝑑𝐾(𝑋
𝐴) ≡ 𝐾𝑋𝐴𝐾†,  ∀ 𝑋𝐴 ∈ ℒ(𝐴)                                                              (2.19) 

                                                 
6
 Burada, aynı uzayın herhangi iki |𝜙⟩, |𝜓⟩ vektörü için geçerli olan ⟨𝜙|𝜓⟩ = 𝑇𝑟( |𝜓⟩⟨𝜙|) eşitlik 

kullanıldı.  
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şeklinde tanımlanan ve 𝐾’nın eşlenik etkisi denen 𝑎𝑑𝐾 gönderimi tamamen pozitiftir. 

Lemma 2.6’ya göre, herhangi bir 𝑅 sistemi ve 𝑅𝐴 birleşik sisteminin bütün |𝜓⟩
𝑅𝐴

 saf 

durumları için (𝑖𝑑𝑅⨂𝑎𝑑𝐾)(|𝜓⟩⟨𝜓|
𝑅𝐴
) işlemcisinin pozitif olması 𝑎𝑑𝐾 gönderiminin 

tamamen pozitif olmasına eşdeğerdir. Dolayısıyla, 𝑅𝐴 birleşik sisteminin bir |𝜓⟩
𝑅𝐴

 saf 

durumunun (2.2) eşitliği ile tanımlı blok yazımı kullanılarak 

              (𝑖𝑑𝑅⨂𝑎𝑑𝐾)(|𝜓⟩⟨𝜓|
𝑅𝐴
) = (𝑖𝑑𝑅⨂𝑎𝑑𝐾)(∑ |𝑖⟩⟨𝑗|

𝑅
⊗ |𝜓𝑖⟩⟨𝜓𝑗|

𝐴
𝑖𝑗 ) 

yazılabilir. Bu eşitliğin sağ tarafında 𝑎𝑑𝐾 tanımı kullanılır ve  

             (𝑖𝑑𝑅⨂𝑎𝑑𝐾)(|𝜓⟩⟨𝜓|
𝑅𝐴
) = ∑ |𝑖⟩⟨𝑗|

𝑅
⊗𝐾|𝜓𝑖⟩⟨𝜓𝑗|

𝐴
𝑖𝑗 𝐾† 

                                                     = (𝕀𝑅⨂𝐾)(∑ |𝑖⟩⟨𝑗|
𝑅
⊗ |𝜓𝑖⟩⟨𝜓𝑗|

𝐴
𝑖𝑗 )(𝕀𝑅⨂𝐾†) 

                                                     = |𝜙⟩⟨𝜙|
𝑅𝐵

  

adımları izlendiğinde 𝑎𝑑𝐾’nın tamamen pozitif olduğu gösterilir. Burada, 

               |𝜙⟩
𝑅𝐵
= (𝕀𝑅⊗𝐾)|𝜓⟩

𝑅𝐴
 

ifadesiyle |𝜙⟩
𝑅𝐵

 vektörü tanımlandı. 

 

Eşlenik gönderiminde, 𝐾 ∈ 𝐼𝑠𝑚(𝐴, 𝐵) ise gürültüsüz veya izometrik kanal, 𝐾 ∈ 𝑈𝑛𝑡(𝐴) 

ise üniter kanal ve 𝐾 = 𝕀𝐴 şeklinde 𝐴 sisteminin birim işlemcisi alınırsa özdeşik kanalı 

elde edilir. Üniter kanallar kuantum geçitlere karşılık gelir ve bunların bileşkeleriyle de 

kuantum bilgisayım (computation) algoritmaları gerçekleştirilir. Bilişim-teorik 

yaklaşıma göre ise, fiziksel değişimi bir izometrik kanalla betimlenen sistem bilişimsel 

olarak izoledir; Sistemin sahip olduğu bilişim bütün değişim boyunca sistemde kalır. 

Kuantum mekaniğinde ise, üniter kanallar, dinamikleri bir Hamilton işlemcisi ile 

belirlenen sistemlerin zamanla gelişimlerini betimler.  

Örnek 2.8: {|𝑖⟩
𝐴
}, ℋ𝐴’nın bir ortonormal bazı olmak üzere, 𝑋𝐴 ∈ ℒ(𝐴) işlemcisi için  

               𝑇𝑟𝑋𝐴 =∑⟨𝑖|𝑋𝐴|𝑖⟩

𝑖
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eşitliği ile tanımlı 𝑇𝑟 çizgisel gönderimi (fonksiyoneli) tamamen pozitiftir. 𝑇𝑟 

gönderiminin tamamen pozitifliğini göstermek için, 𝑅𝐴 birleşik sisteminin bir |𝜓⟩
𝑅𝐴

 saf 

durumunu göz önüne alalım. Bu durumun |𝜓⟩
𝑅𝐴
= ∑ √𝑝(𝑖)|𝑖⟩

𝑅
⊗ |𝑖⟩

𝐴𝑟
𝑖=1  Schmidt 

formu ve Örnek 2.7’dekine benzer bir tartışmanın sonucu  

            (𝑖𝑑𝑅⨂𝑇𝑟)(|𝜓⟩⟨𝜓|
𝑅𝐴
) = (𝑖𝑑𝑅⨂𝑇𝑟)(∑ √𝑝(𝑖)𝑝(𝑗)|𝑖⟩⟨𝑗|

𝑅
⊗ |𝑖⟩⟨j|

𝐴
𝑖𝑗 ) 

                                                 = ∑ 𝑝(𝑖)|𝑖⟩⟨𝑖|
𝑅

𝑖  

                                                 = 𝜌𝑅 

adımlarından 𝑇𝑟 çizgisel gönderiminin (fonksiyonelinin) tamamen pozitif olduğu 

görülür. 

Örnek 2.9: Tamamen pozitif 

ℒ(𝐴)
Λ 
→ ℒ(𝐵), ℒ(𝐵)

Ω 
→ ℒ(𝐶) ve ℒ(𝐷)

Γ 
→ ℒ(𝐸) 

gönderimleri verilsin. Bu durumda, Ω ∘ Λ ve Λ⨂Γ gönderimleri de tamamen pozitiftir. 

Bir başka deyişle, tamamen pozitif gönderimlerin bileşkeleri ve tensörel çarpımları da 

tamamen pozitiftir. Ω ∘ Λ gönderiminin tamamen pozitif olduğu Lemma 2.6 ve  

            (𝑖𝑑𝑅⨂(Ω ∘ Λ ))(|𝜓⟩⟨𝜓|
𝑅𝐴
) = ((𝑖𝑑𝑅⨂Ω) ∘ (𝑖𝑑𝑅⨂Λ ))(|𝜓⟩⟨𝜓|

𝑅𝐴
)) 

eşitliğinden hemen görülür. Λ⨂Γ gönderiminin tamamen pozitifliği ise  

            Λ⨂Γ = (Λ⨂𝑖𝑑𝐷) ∘ (𝑖𝑑𝐴⨂Γ ) 

yazımından açıktır. 

Çizgisel gönderimlerin tamamen pozitifliğini belirlemede kullanılan birbirine eşdeğer 

kriterleri bir teoremle ifade edelim ve bu teoremi ispatlayalım. Böylece, tamamen 

pozitif gönderimlerin yapı teoreminin ispatı yapılmış olur.  

Teorem 2.10: Giriş sistemi 𝐴 ve çıkış sistemi 𝐵 olan ℒ(𝐴)
Λ 
→ ℒ(𝐵) çizgisel gönderimi 

verilmiş olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler eşdeğerdir. 
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(i) Λ, tamamen pozitif bir gönderimdir. (∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑖𝑑𝑛⨂Λ gönderimi pozitiftir.) 

(ii) Λ, 𝑑𝐴-pozitif bir gönderimdir. 

(iii) |Φ⟩
𝑅𝐴
=

1

√𝑑𝐴
∑ |𝑖⟩

𝑅
⊗ |𝑖⟩

𝐴𝑑𝐴
𝑖=1  olmak üzere 𝐶𝑅𝐵 ≡ (𝑖𝑑𝑅⊗Λ)(|Φ⟩⟨Φ|

𝑅𝐴
) 

şeklinde tanımlı olan işlemci pozitiftir. (𝑑𝑅 ≥ 𝑑𝐴)  (Choi matrisi)  

(iv) Λ = ∑ 𝑎𝑑𝐸𝑥𝑥  olacak şekilde 𝕄 = {𝐸𝑥 ∈ ℒ(𝐴, 𝐵): 𝑥 ∈ 𝒳} çizgisel işlemciler 

kümesi vardır. Burada, 𝒳 sonlu bir kümedir. (Kraus temsili) 

(v) Λ = 𝑇𝑟𝐸 ∘ 𝑎𝑑𝑉 olacak şekilde ℋ𝐸  sistemi ve 𝑉 ∈ ℒ(𝐴, 𝐵𝐸) vardır. (Stinespring 

temsili) 

İspat: (𝑖) ⟹ (𝑖𝑖) ⟹ (𝑖𝑖𝑖) tanımdan açık. 𝐶𝑅𝐵 ≡ (𝑖𝑑𝑅⊗Λ)(|Φ⟩⟨Φ|
𝑅𝐴
) ∈ 𝑃𝑠𝑑(𝑅𝐵) 

olsun. Bu durumda, 𝐶𝑅𝐵’nin spektral ayrışımından, 𝐶𝑅𝐵 = ∑ |𝜙𝑥⟩⟨𝜙𝑥|
𝑅𝐵

𝑥  eşitliğini 

sağlayan {|𝜙𝑥⟩
𝑅𝐵
| ⟨𝜙𝑥|𝜙𝑦⟩

𝑅𝐵
= 𝜆𝑥𝛿𝑥𝑦 , 𝜆𝑥 ∈ 𝑠𝑝𝑐𝑡(𝐶

𝑅𝐵)} ortonormal vektör kümesi 

vardır. Ayrıca, bu kümenin her bir elemanın  |𝜙𝑥⟩
𝑅𝐵
= ∑ |i⟩

𝑅
⊗ |𝜙𝑥𝑖⟩

𝐵
𝑖  blok 

yazımından, ℋ𝐴’nın {|𝑖⟩
𝐴
} bazına etkisi, 𝐸𝑥|i⟩

𝐴
≡ √𝑑|𝜙𝑥𝑖⟩

𝐵
 eşitliğiyle belirlenen 

             𝕄 = {𝐸𝑥 ∈ ℒ(𝐴, 𝐵)|𝑥 ∈ 𝒳} 

çizgisel işlemciler kümesi tanımlanabilir. Dolayısıyla, |𝜙𝑥⟩
𝑅𝐵
= (𝕀𝑅⊗𝐸𝑥)|Φ⟩

𝑅𝐴
  

eşitliğinin bütün 𝑥’ler için sağlandığı ve  

(𝑖𝑑𝑅⊗Λ)(|Φ⟩⟨Φ|
𝑅𝐴
) =∑(𝕀𝑅⊗𝐸𝑥)|Φ⟩⟨Φ|

𝑅𝐴
(

𝑥

𝕀𝑅⊗𝐸𝑥
†) 

ifadesinin yazılabileceği hemen görülür. Böylece, (𝑖𝑖𝑖) ⟹ (𝑖𝑣) ispatlanır. Λ = ∑ 𝑎𝑑𝐸𝑥𝑥  

eşitliğini sağlayan 𝕄 = {𝐸𝑥 ∈ ℒ(𝐴, 𝐵)|𝑥 ∈ 𝒳} işlemciler kümesi verilsin. Bu durumda 

{|𝑥⟩ | 𝑥 ∈ 𝒳} = 𝑜𝑛𝑏(𝐸) olacak şekilde ℋ𝐸  Hilbert uzayı ile 𝑉 ≡ ∑ 𝐸𝑥⊗ |x⟩
𝐸

𝑥 çizgisel 

işlemcisini tanımlayabiliriz. Λ = 𝑇𝑟𝐸 ∘ 𝑎𝑑𝑉 eşitliğinin sağlandığı gerekli işlemlerin 

açıkça yapılması sonucu görülür. Son olarak, Λ = 𝑇𝑟𝐸 ∘ 𝑎𝑑𝑉 eşitliğiyle tanımlanan 

Λ’nın tamamen pozitif olduğu, tamamen pozitif gönderimlerin bileşkesinin de tamamen 

pozitif olduğundan söylenebilir. Böylece beş ifadenin eşdeğerliği gösterilmiş olur. 

 



25 

 

Kuantum operasyonlar, kuantum kanallar ve kuantum enstrümanların sahip olduğu 

ortak özellik tamamen pozitifliktir. Dolayısıyla, Teorem 2.10 bu üç kavramın 

karakterizasyonuna imkân sunmaktadır. Birinci bölümde de ifade edildiği gibi, 

tamamen pozitiflik özelliğine yol açan temel neden, kuantum mekaniğinde birleşik 

sistemlerin tensörel çarpımla ifade edilmeleridir.  

2.2 Kuantum Durumlar, Kuantum Kanallar ve Kuantum Enstrümanlar 

Bu başlık altında, daha önceki kesimdeki inceleme esas alınarak kuantum durumlar, 

kuantum kanallar ve kuantum enstrümanlarla ilgili daha detaylı bilgi verilecektir. 

Kuantum durumlar ve kuantum kanallara ilişkin bilgi maddeler halinde sunulacaktır. 

Kuantum ölçüm modeli olarak kuantum enstrümanlar esas alınarak hem literatürdeki 

ölçüm modelleri özel bir hal olarak türetilecek hem de kuantum gözlenebilirlere karşılık 

gelen matematiksel objeler en genel hale getirilecektir. Böylece, kuantum mekaniği 

postulalarını ihlal etmeyen en genel gözlenebilir elde edilmiş olur.  

2.2.1 Kuantum durumlar ve kuantum kanallar üzerine notlar 

(1) 𝐴 sisteminin 𝐷(𝐴) yoğunluk işlemcileri kümesi konvekstir. Gerçekten, 𝐴 sisteminin 

herhangi iki 𝜌1
𝐴 ve 𝜌2

𝐴 yoğunluk işlemcisi ve 0≤ 𝛼 ≤ 1 sayısı verildiğinde, bu iki 

yoğunluk işlemcisinin  

                    𝜌𝐴 = 𝛼𝜌1
𝐴 + (1 − 𝛼)𝜌2

𝐴  

konveks toplamı ile tanımlanan 𝜌𝐴 da bir yoğunluk işlemcisidir.  

 

(2) 𝐴 sisteminin bir 𝜌𝐴 durumunun 𝜌𝐴 = ∑ 𝑝(𝑖)|𝑖⟩⟨𝑖|
𝐴

𝑖  eşitliği ile tanımlı spektral 

ayrışımı kullanılarak, 𝑅𝐴 birleşik sisteminin bir saf durumu 

|𝜓⟩
𝑅𝐴
=∑√𝑝(𝑖)|𝑖⟩

𝑅
⊗ |𝑖⟩

𝐴

𝑖

 

eşitliği ile tanımlanabilir. Burada, 𝑑𝑅 ≥ 𝑑𝐴 olan 𝑅’ye saflaştırıcı veya referans sistemi 

ve |𝜓⟩
𝑅𝐴

 durumuna ise 𝜌𝐴’nın bir saflaştırması denir. Daha genel olarak, 𝜌𝐴 =

𝑇𝑟𝑅(|𝜓⟩⟨𝜓|
𝑅𝐴
) 
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eşitliğini sağlayan herhangi bir |𝜓⟩⟨𝜓|
𝑅𝐴

 durumuna  𝜌𝐴’nın bir saflaştırması ve 

𝑅’ye saflaştırıcı sistem denir. Diğer taraftan 𝜌𝐴 yoğunluk işlemcisi, Kraus 

işlemcileri 

              𝐸𝑖 = √𝑝(𝑖)|𝜓𝑖⟩ 

eşitliği ile tanımlı ℂ kompleks sayılar uzayından ℒ(𝐴)’ya tanımlı bir kuantum 

kanal olarak da düşünülebilir. Bu anlamıyla, |𝜓⟩
𝑅𝐴

 saf durumu ise bu kanalın 

Stinespring temsilindeki izometridir.  

 

(3) Kardinalitesi sonlu olan 𝒳 kümesinin herhangi bir  {𝑝(𝑥) ∣ 𝑥 ∈ 𝒳} olasılık 

dağılımı verilsin. Bu durumda, {|𝑥⟩ | 𝑥 ∈ 𝒳} = 𝑜𝑛𝑏(𝑋) olan ℋ𝑋 Hilbert uzayı 

tanımlanabilir ve 𝒳 kümesinin bütün olasılık dağılımları da ℋ𝑋 üzerinde 

𝜌𝑋 = ∑ 𝑝(𝑥)|𝑥⟩⟨𝑥|

𝑥∈𝒳

 

eşitliği ile tanımlı bir yoğunluk işlemcisi olarak düşünülebilir. Benzer şekilde, 𝒳 

kümesi üzerinde tanımlı gerçel değerli rasgele değişkenler de bu baza göre 

köşegen olan Hermite-sel işlemcilerdir. Böylece, Hilbert uzaylarının bir 

ortonormal bazının seçilmesiyle klasik sistemler temsil edilebilir ve bu 

sistemlerin bütün durumları da bu baza göre köşegen olan özel türden kuantum 

durumlardır. Ayrıca, giriş alfabesi 𝒳 ve çıkış alfabesi 𝒴 olan {𝒳, 𝑝(𝑦⃓𝑥),𝒴} 

klasik kanalı da Kraus işlemcileri 

              𝐸𝑥𝑦 = √𝑝(𝑦⃓𝑥)|𝑦⟩⟨𝑥| 

eşitliği ile tanımlanan 𝑋 giriş sisteminden 𝑌 çıkış sistemine bir kuantum kanal 

olarak düşünülebilir. (Burada, {𝑝(𝑦⃓𝑥)} 𝒳 ve 𝒴 kümeleri üzerinde bir koşullu 

olasılık dağılımıdır.) Bu anlamıyla, klasik bilişim teorisinin tamamı kuantum 

bilişim teorisinin özel bir halidir.  

 

(4) 𝐴𝐵 birleşik sistemi verilsin. Bu sistemin, (i) klasik-klasik durumu 

 

𝜌𝐴𝐵 = ∑ 𝑝(𝑎, 𝑏)|𝑎⟩⟨𝑎|
𝐴

𝑎,𝑏 ⊗ |𝑏⟩⟨𝑏|
𝐵

                                               (2.20) 

 

(ii) klasik-kuantum durumu 
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𝜌𝐴𝐵 = ∑ 𝑝(𝑎)|𝑎⟩⟨𝑎|
𝐴
⊗𝜌𝑎

𝐵
𝑎                                                             (2.21) 

 

ve (iii) ayrılabilir durumu ise 

 

           𝜌𝐴𝐵 = ∑ 𝑝(𝑥)𝜌𝑥
𝐴

𝑥 ⊗𝜌𝑥
𝐵                                                                      (2.22) 

 

eşitlikleri ile tanımlanabilir. Ayrılabilir durumlardaki (2.22) eşitliği ile 

tanımlanan konveks toplam tek terimden oluşuyorsa, bu durumlara çarpım 

durumları denir. Burada, {|𝑎⟩ } = 𝑜𝑛𝑏(𝐴), {|𝑏⟩ } = 𝑜𝑛𝑏(𝐵) ve {𝑝(𝑎, 𝑏)}, 

{𝑝(𝑎)}, {𝑝(𝑥)} ilişkili kümeler üzerinde olasılık dağılımları ve 𝜌𝑥
𝐴 ∈ 𝐷(𝐴), 𝜌𝑎

𝐵, 

𝜌𝑥
𝐵 ∈ 𝐷(𝐵) kuantum durumlardır. Ayrılabilir olmayan kuantum durumlara ise 

dolanık durumlar denir.  

 

(5) 𝐴 sisteminin Σ𝐴 = {𝑝(𝑥), 𝜌𝑥
𝐴} kuantum durumlar topluluğu ise, 𝑋𝐴 birleşik 

sisteminin 

 

𝜌𝑋𝐴 = ∑ 𝑝(𝑥)|𝑥⟩⟨𝑥| ⊗ 𝜌𝑥
𝐴

𝑥                                                                (2.23) 

 

şeklinde tanımlı bir durumu olarak yazılabilir. Böylece, 𝑋𝐴 sisteminin klasik-

kuantum durumu elde edilir. 

 

(6) 𝐴𝐵 birleşik sisteminin bir 𝜌𝐴𝐵 kuantum durumundan 𝐴 ve 𝐵 alt sistemlerinin 

durumları sırasıyla, 𝜌𝐴 = 𝑇𝑟𝐵𝜌
𝐴𝐵 ve 𝜌𝐵 = 𝑇𝑟𝐴𝜌

𝐴𝐵 eşitlikleri ile elde edilir. 

Burada, 𝜌𝐴 ve 𝜌𝐵 durumlarına ise 𝜌𝐴𝐵’nin indirgenmiş durumları denir.  

 

(7) Giriş sistemi 𝐴 ve çıkış sistemi 𝐵 olan 

ℒ(𝐴)
Λ 
→ ℒ(𝐵) 

kuantum kanalı verilsin. Bu durumda Λ kanalının 𝑛-inci kullanımı, 

Λ (1) = Λ olmak üzere  

ℒ(𝐴𝑛)
   Λ (𝑛) 
→    ℒ(𝐵𝑛) 
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kuantum kanalı olarak tanımlanır. Burada, 𝑛 bir doğal sayı olmak üzere ℒ(𝐴𝑛) 

ve ℒ(𝐵𝑛) sırasıyla, ℋ𝐴
⊗𝑛

 ve ℋ𝐵
⊗𝑛

 Hilbert uzayları üzerinde tanımlı işlemci 

uzaylarını göstermektedir. Bundan sonra, ℋ𝐴
⊗𝑛

 uzayı ile temsil edilen kuantum 

sistem 𝐴𝑛 şeklinde ve bu sistemin durumları da 𝜌𝐴
𝑛
gibi gösterilecektir.    

  

Eğer, Λ̂ = {ℒ(𝐴𝑛)
   𝛬 (𝑛) 
→    ℒ(𝐵𝑛)} kuantum kanallar dizisinde bütün 𝑛’ler için  

 

              Λ (𝑛) = Λ⊗ Λ⊗…⊗Λ⏟          
𝑛 𝑘𝑒𝑧

                                                                   (2.24) 

 

yazımı varsa Λ̂’ya hafızasız aksi durumda da hafızalı denir.  

 

(8) ℒ(𝐴)’dan ℒ(𝐵)’ye tanımlı çizgisel gönderimler uzayı olan ℒ(ℒ(𝐴), ℒ(𝐵)) ile 

ℒ(𝐴𝐵) işlemciler uzayı arasında |Φ⟩
𝐴𝐴
=

1

√𝑑𝐴
∑ |𝑖⟩

𝐴
⊗ |𝑖⟩

𝐴𝑑𝐴
𝑖=1   en dolanık 

durumu olmak üzere 

 

        ℒ(ℒ(𝐴), ℒ(𝐵))
𝒥
→ ℒ(𝐴𝐵) 

Λ ⟼ 𝒥(Λ) = 𝐶Λ = (𝑖𝑑𝐴⊗Λ)(|Φ⟩⟨Φ|
𝐴𝐴
)                                        (2.25) 

 

ifadesiyle Choi-Jamiolkowski izomorfizmi tanımlanır. 𝒥 gönderiminin 

çizgiselliği açıktır. Dolayısıyla, ℒ(ℒ(𝐴), ℒ(𝐵)) ve ℒ(𝐴𝐵) uzaylarının boyutları 

𝑑𝐴
2𝑑𝐵

2
  olduğundan, 𝒥’nin bire-bir veya örten olduğunu göstermek bu 

gönderimin izomorfizm olduğunu göstermeye eşdeğerdir. Burada, 𝒥’nin bire-bir 

olduğunu gösterelim. Λ1, Λ2 ∈ ℒ(ℒ(𝐴), ℒ(𝐵)) olsun. Bu durumda 

(𝑖𝑑𝐴⊗Λ1)(|Φ⟩⟨Φ|
𝐴𝐴
) = (𝑖𝑑𝐴⊗Λ2)(|Φ⟩⟨Φ|

𝐴𝐴
) 

eşitliği Λ1 = Λ2 olmasını gerektirir. Çünkü tanım uzayının herhangi bir bazına 

etkileri aynı olan çizgisel gönderimler eşittir. Böylece, 𝒥’nin bir izomorfizm 

olduğu gösterildi.  
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Bu izomorfizm altında kuantum kanallar kuantum durumlara karşılık gelirken, 

pozitif fakat tamamen pozitif olmayan gönderimler ise dolanıklık tanıklarına 

karşılık gelir. Bir başka deyişle, pozitif gönderimlere bu izomorfizm altında 

karşılık gelen ve en az bir özdeğeri negatif olan işlemcilere dolanıklık tanıkları 

denir (Terhal 2000). Dolanıklık tanıklarının ayrılabilir durumlardaki beklenen 

değeri negatif değildir. Bunu açıkça gösterelim: ℒ(𝐴)
Λ 
→ ℒ(𝐵) pozitif fakat 

tamamen pozitif olmayan gönderiminin eşitlik (2.25) ile tanımlı Choi matrisi 

𝐶Λ
𝐴𝐵 ve 𝐴𝐵 birleşik sisteminin bir durumu 𝜌𝐴𝐵 olmak üzere 

 

𝜂 = 𝑇𝑟(𝐶Λ
𝐴𝐵𝜌𝐴𝐵)                                                                                (2.26) 

 

niceliği tanımlansın. Bu nicelikte 𝐶Λ
𝐴𝐵 için eşitlik (2.25) ve 𝜌𝐴𝐵 eşitlik (2.22) ile 

tanımlanan bir ayrılabilir durum seçilirse 𝜂 için 

𝜂 =∑𝑝(𝑥)𝑇𝑟((𝑖𝑑𝐴⊗Λ)(|Φ⟩⟨Φ|
𝐴𝐴
)𝜌𝑥
𝐴⊗𝜌𝑥

𝐵)

𝑥

 

eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin sağ tarafında 𝑖𝑑𝐴⊗Λ için dual tanımı göz önüne 

alınarak 

𝜂 =∑𝑝(𝑥)𝑇𝑟(|Φ⟩⟨Φ|
𝐴𝐴
𝜌𝑥
𝐴⊗Λ∗(𝜌𝑥

𝐵))

𝑥

 

yazılır. Bu son eşitliğin sağ tarafındaki her bir 𝑇𝑟(|Φ⟩⟨Φ|
𝐴𝐴
𝜌𝑥
𝐴⊗Λ∗(𝜌𝑥

𝐵)) 

terimin negatif olmamasından 𝜂’nın negatif olmadığı görülür. Özetlenirse; 

pozitif fakat tamamen pozitif olmayan gönderimlere Choi-Jamiolkowski 

izomorfizmi ile karşılık gelen işlemcilere dolanıklık tanıkları denir ve bunların 

ayrılabilir durumlardaki beklenen değerleri negatif değildir (Terhal 2000). 

Dolayısıyla (2.26) eşitliği ile tanımlanan 𝜂 niceliği, 𝐴𝐵 sisteminin herhangi bir 

𝜌𝐴𝐵 durumu için negatif oluyorsa bu durum dolanıktır, fakat bu niceliğin pozitif 

olması durumun ayrılabilir olduğunu garanti etmez.   

 

Çift boyutlu bir ℋ𝐴 Hilbert uzayının ℒ(𝐴) işlemci uzayı üzerinde (2.14) eşitliği ile 

tanımlı Λ𝛼𝛽𝛾 gönderimi için 𝛼 = 𝛽 ve 𝛾 gerçel parametre alınmasıyla  
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               Λ𝛼𝛾 ((
𝑋11 𝑋12
𝑋21 𝑋22

)) = (
𝕀𝑑𝑇𝑟𝑋11 − 𝛼𝑋11 −𝛾𝑋12

−𝛾𝑋21 𝕀𝑑𝑇𝑟𝑋22 − 𝛼𝑋22
)                    (2.27) 

 

eşitliği ile tanımlı ve iki gerçel parametreye bağlı Λ𝛼𝛾 çizgisel gönderimi elde edilir. 

Eşitlik (2.15)’den, bu gönderimin pozitif olduğu  

ℛ = {(𝛼, 𝛾)|𝛼 ≤ 1, |𝛾| ≤  1 − 𝛼}                                                                  (2.28) 

parametre bölgesi  hemen elde edilir. Diğer taraftan, 2𝑑 boyutlu ℋ𝐴 için 

            ℋ𝐴 = ℋ2⊗ℋ𝑑 

eşitliği göz önüne alındığında ℋ𝐴⊗ℋ𝐴 uzayının en dolanık durumu |Φ⟩
𝐴𝐴

 için 

           |Φ⟩
𝐴𝐴
=

1

√2𝑑
∑∑|𝑎⟩⊗ |𝑖⟩

𝑑

𝑖=1

2

𝑎=1

⊗ |𝑎⟩⊗ |𝑖⟩ 

eşitliği yazılabilir. Burada, {|𝑎⟩} kümesi ℋ2’nin bir ortonormal bazı ve {|𝑖⟩} kümesi ise 

ℋ𝑑’nin bir ortonormal bazıdır
7
. |Φ⟩

𝐴𝐴
 en dolanık durumunun bu yazımı kullanılarak 

Λ𝛼𝛾 gönderimine karşılık gelen Choi matrisinin blok formu 

          𝐶𝛼𝛾 =
1

2𝑑
(
𝐵11 − 𝛼𝑀11 −𝛾𝑀12
−𝛾𝑀21 𝐵22 − 𝛼𝑀22

)                                                            (2.29) 

yazılır. Burada, 𝐵𝑎𝑏 = 𝕀𝑑⊗ |𝑎⟩⟨𝑏| ⊗ 𝕀𝑑 ve 𝑀𝑎𝑏 = ∑ |𝑖⟩⟨𝑗| ⊗ |𝑎⟩⟨𝑏|𝑑
𝑖,𝑗=1 ⊗ |𝑖⟩⟨𝑗| 

kısaltmaları kullanıldı.  

Eşitlik (2.28) ile tanımlı olan 𝐶𝛼𝛾 matrisinin özdeğerleri, Cayley-Hamilton teoremi, 𝐵𝑎𝑏 

ve 𝑀𝑎𝑏 işlemcilerinin açık halleri kullanılarak  

{𝜆0 = 0, 𝜆1 =
1

2𝑑
 , 𝜆2

± = −
𝛼

2
+
1

2𝑑
±
𝛾

2
 } 

                                                 
7
 Bu bazlara göre eşitlik (2.27)’deki blok matrisler yazılmıştır.  
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kümesi olarak bulunur. Eşitlik (2.28) ile tanımlanan ℛ bölgesi 

𝛼 ≤ 1 ve 𝛼 − 1 ≤ 𝛾 ≤ −𝛼 + 1 

parametre eşitsizlikleri ile beliyken, 𝐶𝛼𝛾 matrisinin yukarıdaki özdeğerleri göz önüne 

alındığında, Choi matrisi 𝐶𝛼𝛾 olan Λ𝛼𝛾 gönderimin tamamen pozitifliğini  

𝛼 −
1

𝑑
≤ 𝛾 ≤ −𝛼 +

1

𝑑
 

belirleyen ve ℛ bölgesinin alt bölgesi olan ℛ𝐶𝑃 tespit edilir. 𝑑 = 1 durumunda ℛ ve 

ℛ𝐶𝑃 bölgeleri çakıştığından Λ𝛼𝛾 gönderimi tamamen pozitiftir veΛ̃𝛼𝛾 =
1

𝑑−𝛼
Λ𝛼𝛾 eşitliği 

ile tanımlı sürekli parametrelere bağlı kuantum kanallar ailesi elde edilir. 𝑑 > 1 

durumunda ise, ℛ − ℛ𝐶𝑃 parametre bölgesi dolanıklık tanıklarına ve  ℛ𝐶𝑃 bölgesi için 

Λ̃𝛼𝛾 =
1

𝑑−𝛼
Λ𝛼𝛾 eşitliği ile tanımlı sürekli parametrelere bağlı kuantum kanallar ailesi 

elde edilir.  

2.2.2 Kuantum gözlenebilirler ve bunların ölçüm modelleri 

2.2.2.1 Kuantum ölçüm süreci 

𝐴 sistemi üzerinde yapılacak bir ölçümde elde edilecek 𝑥 sonuçlarının kümesi 𝒳 olsun. 

Bu durumda, eğer sistem ölçümden hemen önce 𝜌𝐴 durumundaysa, ölçümde 𝑥 

sonucunu elde etme olasılığı, 𝑝(𝑥) = 𝑇𝑟[Λ𝑥(𝜌
𝐴)] ifadesiyle belirlenir. Eğer ölçümde 𝑥 

sonucu elde edilmiş ise, ölçümden hemen sonra sistemin bulunabileceği 𝜎𝑥
𝐵 durumu  

𝑝(𝑥)𝜎𝑥
𝐵 = Λ𝑥(𝜌

𝐴)                                                                                          (2.30) 

 

eşitliği ile tanımlanır. Burada, 𝒳 ölçüm sonuçları kümesiyle etiketlenen Λ𝑥’ler 𝐴 

sisteminden 𝐵 sistemine tanımlı kuantum operasyonlar olup ∑ Λ𝑥𝑥∈𝒳  şeklinde 

tanımlanan çizgisel gönderim ise bir kuantum kanaldır. 

 

Yukarıdaki bilgiler kullanarak, ölçüm sürecini betimleyen bir kuantum enstrümana 
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ℳ(𝜌𝐴) = ∑ |𝑥⟩⟨𝑥| ⊗ Λ𝑥(𝜌
𝐴)𝑥∈𝒳                                                                  (2.31) 

eşitliğiyle tanımlı ℒ(𝐴)
ℳ
→ ℒ(𝑋𝐵) kuantum kanal karşılık getirilebilir: Bir kuantum 

enstrüman kuantum sistemden klasik-kuantum sisteme bir kuantum kanaldır. Burada, 𝑋 

ölçüm sonuçları kümesi ile etiketlenen {|𝑥⟩}𝑥∈𝒳 = 𝑜𝑛𝑏(𝑋) ortonormal baza göre klasik 

bir sistemdir. Bir başka deyişle, 𝑋 ölçüm sonuçlarını kayıt eden klasik kayıt edicidir. 

Eşitlik (2.21)’de (2.20) ifadesi kullanılarak elde edilen 

ℳ(𝜌𝐴) = ∑ 𝑝(𝑥)|𝑥⟩⟨𝑥| ⊗ 𝜎𝑥
𝐵

𝑥∈𝒳                                                                 (2.32)  

eşitliği elde edilir. Bu eşitlikten, kuantum ölçümün kuantum enstrümanlarla 

betimlenmesinin üstünlüğü olan hem ölçümle ilgili istatistiğin hem de ölçümden sonra 

sistemin durumunun aynı formalizmde ifade edilebilmesi açıkça görülür. Bilişim-teorik 

yaklaşıma göre, kuantum ölçüm süreci sistemle ilgili klasik bilişimin kayıt ediciye 

iletilmesidir ve bu iletim sonucu da kuantum sistemin durum değiştirmesidir.   

 

2.2.2.2 Kuantum gözlenebilirler  

 

𝐴 sisteminin ölçüm çıktıları kümesi 𝒳 olan bir birim-ayrışımı, 

𝕄 = {𝐸𝑥𝑦 ∈ ℒ(𝐴, 𝐵) ∣  ∑ 𝐸𝑥𝑦
† 𝐸𝑥𝑦𝑥𝑦 = 𝕀𝐴, 𝑥 ∈ 𝒳, 𝑦 ∈ 𝒴}                             (2.33) 

ifadesiyle tanımlıdır. Burada 𝒴 kardinalitesi sonlu herhangi bir kümedir. Bu ayrışıma 

karşılık gelen 

ℳ(𝑋𝐴) = ∑ |𝑥⟩⟨𝑥| ⊗ Λ𝑀
𝑥 (𝑋𝐴)𝑥                                                                     (2.34) 

 

kuantum enstrüman, Λ𝑀
𝑥  kuantum operasyonlarının  
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            Λ𝑀
𝑥 (𝑋𝐴) = ∑ 𝐸𝑥𝑦𝑋

𝐴𝐸𝑥𝑦
†

𝑦                                                                                 (2.35) 

 

Kraus temsilinden elde edilir. Tersine, Teorem 2.10’a göre her kuantum enstrümanın bu 

şekilde bir Kraus ayrışımı vardır. Dolayısıyla, kuantum gözlenebilirlere bunların 

ölçümlerini modelleyen kuantum enstrümanların Kraus temsilleri olarak bakılabilir.  

 

Literatürdeki farklı kuantum ölçüm modelleri ise 𝐸𝑥𝑦 çizgisel işlemcilerine özel şartlar 

konularak elde edilir. Daha açık söylenirse, literatürdeki bütün ölçüm türleri tek Kraus 

işlemcisi olan kuantum operasyonların oluşturduğu kuantum enstrümanlarla betimlenir.  

 

Şimdi, bu ölçüm modellerini tanıtalım: 

i. Giriş sistemi 𝐴 ve çıkış sistemi 𝐵 olan Λ kuantum kanalı için  

𝕄 = {𝐸𝑥 ∈ ℒ(𝐴, 𝐵) ∣ ∑𝐸𝑥
†𝐸𝑥

𝑥

= 𝕀𝐴} 

kümesi Λ = ∑ 𝑎𝑑𝐸𝑥𝑥  eşitliği ile tanımlı bir Kraus ayrışımı olsun. Bu durumda, Λ𝑀 

kuantum enstrümanının, Λ𝑀
𝑥  kuantum operasyonları Λ𝑀

𝑥 = 𝑎𝑑𝐸𝑥 eşitliğiyle tanımlanır. 

Böylece, 𝐴 sisteminin ℳ kuantum gözlenebiliri ve buna karşılık gelen Λ𝑀 kuantum 

enstrüman elde edilir. 

 

ii. Öz-izdüşüm işlemcileri {𝐸𝑥} olan bir Hermite-sel işlemciye karşılık gelen kuantum 

gözlenebilir 

𝕄𝐴 = {𝐸𝑥
𝐴 ∈ 𝑃𝑟𝑗(𝐴) ∣ 𝐸𝑥

𝐴𝐸𝑦
𝐴 = 𝛿𝑥𝑦𝐸𝑥

𝐴 ,∑𝐸𝑥
𝐴

𝑥

= 𝕀𝐴} 

 kümesi ile betimlenir. Kuantum mekaniği ders kitaplarında kuantum ölçüm süreci, 

genelde, bu şekilde tanımlanır ve bu von Neumann ölçümü olarak bilinir. 

 

iii. Pozitif operatör değerli ölçüm (positive operator valued measure, POVM) 

𝕄𝐴 = {𝐸𝑥
𝐴 ∈ 𝑃𝑠𝑑(𝐴) ∣ ∑𝐸𝑥

𝐴

𝑥

= 𝕀𝐴} 

kümesi ile tanımlanır ve 𝑥 ölçüm sonucuna karşılık gelen kuantum operasyon 
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              Λ𝑀
𝑥 (𝑋𝐴) = √𝐸𝑥𝐴𝑋

𝐴√𝐸𝑥𝐴                                                                                (2.36) 

 

eşitliğiyle bellidir. Burada, 𝐸𝑥
𝐴’ların her birinin rankı bir ise, ℳ’ye bir rank-1 POVM 

denir. Bir rank-1 POVM’un her biri elemanı da 𝐸𝑥
𝐴 = |𝛼𝑥⟩⟨𝛼𝑥|

𝐴
 eşitliği ile 

tanımlıdır. Burada, |𝛼𝑥⟩
𝐴 A sisteminin bir vektörüdür.  

 

iv. Aşırı tam küme 

𝕄𝐴 = {𝐸𝑥
𝐴 = |𝛼𝑥⟩⟨𝛼𝑥|

𝐴
∈ 𝑃𝑠𝑑(𝐴)

∣
∣
∣
∣
∑|𝛼𝑥⟩⟨𝛼𝑥|

𝐴

𝑥

= 𝕀𝐴 } 

eşitliği ile tanımlanır ve bunlar rank-1 pozitif işlemcilere karşılık gelen ölçüm sürecini 

betimler. Bir başka deyişle, bir aşırı tam küme bir rank-1 POVM’dan başka bir şey 

değildir.  

 

v. 𝐴 sisteminin bir ortonormal bazına karşılık gelen 

         𝕄𝐴 = {𝐸𝑥
𝐴 = |𝑥⟩⟨𝑥|

𝐴
∈ 𝑃𝑟𝑗(𝐴) ∣ {|𝑥⟩𝐴} = 𝑜𝑛𝑏(𝐴)} 

küme bir baza göre ölçümü belirler. Bu ölçüm, kuantum mekaniğindeki en temel 

ölçümdür.  

Bu tezin bir sonraki bölümünde ihtiyaç duyulan ve rank-1 POVM’lar ile ilgili olan bir 

lemmayı ifade edip ispatlayalım. 

Lemma 2.11: 𝐴𝐵 birleşik sistemi, ölçümden hemen önce, 𝜌𝐴𝐵 = |𝜓⟩⟨𝜓|
𝐴𝐵

 durumunda 

ve 𝐴 sistemi üzerinde 𝕄𝐴 = {𝐸𝑥
𝐴 = |𝛼𝑥⟩⟨𝛼𝑥|

𝐴
∣∣ ∑ |𝛼𝑥⟩⟨𝛼𝑥|

𝐴
𝑥 = 𝕀𝐴 } rank-1 POVM ile 

ölçüm yapılsın. Bu durumda, 𝐵 sisteminin 

𝑝(𝑥)𝜎𝑥
𝐴 = 𝑇𝑟𝐴(√𝐸𝑥𝐴⊗ 𝕀𝐵𝜌𝐴𝐵 √𝐸𝑥𝐴⊗ 𝕀𝐵)                                                  (2.37) 

eşitliği ile tanımlı 𝜎𝑥
𝐴 ölçüm koşullu indirgenmiş durumları saftır. Burada, 𝑝(𝑥)’ler 

ölçüm olasılıklarıdır.  
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İspat: Eşitlik (2.37)’de |𝜓⟩
𝐴𝐵

 durumunun 

|𝜓⟩
𝐴𝐵
=∑√𝑞(𝑖)|𝑖⟩

𝐴
⊗ |𝑖⟩

𝐵

𝑖

 

Schmidt ayrışımı ve  𝐸𝑥
𝐴 = |𝛼𝑥⟩⟨𝛼𝑥|

𝐴
 eşitliği yerlerine yazılıp ve izin çevrimsellik 

özelliğinden  

            𝑝(𝑥)𝜎𝑥
𝐵 = |𝜙𝑥⟩⟨𝜙𝑥|

𝐵
 

yazılır. Burada, |𝜙𝑥⟩
𝐵
= ∑ √𝑞(𝑖)⟨𝛼𝑥|𝑖⟩|𝑖⟩

𝐴
𝑖  eşitliği ile |𝜙𝑥⟩

𝐵
 vektörü tanımlıdır. Bu 

vektörün boylandırılmış hali olan  |𝜑𝑥⟩
𝐵
=

1

√𝑝(𝑥)
 |𝜙𝑥⟩

𝐵
 saf durumunun dış çarpımı ile 

           𝜎𝑥
𝐵 = |𝜑𝑥⟩⟨𝜑𝑥|

𝐵
 

eşitliği elde edilir ve bu ispatı tamamlar.  

Bu bölüm boyunca yapılan incelemenin en önemli sonucu, kuantum durumların ve 

kuantum enstrümanların özel türden kuantum kanallar olduğunun görülmesidir. Bu 

anlamıyla, kuantum kanallar kuantum mekaniğinin ve dolayısıyla kuantum bilişim 

teorisinin en temel kavramı olarak görülebilir ve bütün fiziksel değişimlerin (işlemlerin) 

her biri, birer bilişim iletim süreci olarak ele alınabilir. Böylece, bilişim-teorik 

yaklaşımın kuantum mekaniğinde esas olduğu gerçeği açıklığa kavuşturulur.  
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3. KUANTUM ENTROPİK NİCELİKLER 

Fiziksel sistemlerin bilişim-teorik incelenmesinde temel kavram entropidir. Entropik 

nicelikler kullanılarak sistemlerin sahip oldukları bilişim ve aralarındaki korelasyonlar 

belirlenir. Ayrıca, entropik nicelikler bilişim-teorik görevlerin optimal oranlarını 

karakterize etmede de kullanılırlar.   

Öz-kaynakların bağımsız ve özdeş şekilde istenildiği kadar kullanıldığı (i.i.d, 

independent and identically distributed) durumda bilişim-teorik görevlerin optimal 

oranları Umegaki bağıl entropisinden türetilebilen entropik formüllerle belirlenir. 

Örneğin, Umegaki (1962) bağıl entropisinin özel bir hali olan von Neumann (1927) 

entropisi, bu durumda sıkıştırılabilirlik oranıdır. Fakat, daha genel durumlarda bilişim-

teorik görevlerin optimal oranlarını belirlemek için bu bağıl entropi ve bundan elde 

edilebilen entropik ifadeler yetersiz kalmaktadır.  

Giriş bölümünde de bahsedildiği gibi, bu bağıl entropinin genellemeleri olarak 

görülebilecek yeni entropik nicelikler bilişim spektrum yaklaşım ve düzgün entropik 

çalışma-çerçevesi kapsamında tanımlanmıştır.  

Bu kesimde, kuantum kanallarının bilişim iletim verimliliklerini belirlemede, bu tez 

kapsamında, kullanılacak olan bilişim spektrum bağıl entropiler ile bunların asimptotik 

rejimdeki karşılıkları olan spektral diverjans oranların tanımları ve sahip oldukları 

özellikler verilecektir. Ayrıca, kuantum Renyi entropilerinin bir üyesi olan çarpışma 

bağıl entropisinin (Müller-Lennert vd. 2013) tanımına olanak veren bir fonksiyonel de 

incelenecektir. Fakat bunlardan önce i.i.d durumundaki görevlerin karakterizasyonunda 

kullanılan Umegaki bağıl entropisi ve bundan elde edilen entropik nicelikler 

tanıtılacaktır.  
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3.1 Umegaki Bağıl Entropisi ve Bundan Elde Edilen Entropik Nicelikler 

Bu kesimde, Umegaki bağıl entropisi ve bundan elde edilen entropik nicelikler 

tanıtılacaktır. Bu entropik nicelikler fiziksel sistemlerin içerdiği bilişim ve aralarındaki 

korelasyonları nicelendirirken, Umegaki bağıl entropisi ise kuantum durumların 

birbirine benzerliklerinin bir ölçüsü olarak kullanılabilmektedir.  

Şimdi, bu bağıl entropinin tanımı ve sahip olduğu özellikleri verelim.  

𝐴 sisteminin 𝜌𝐴 kuantum durumu ve 𝜎𝐴 pozitif işlemcisi verilsin. Bu durumda,  

𝐷(𝜌𝐴 ∥ 𝜎𝐴) = {
𝑇𝑟(𝜌𝐴(log 𝜌𝐴 − log 𝜎𝐴))       ;       𝑠𝑢𝑝𝑝𝜌 ⊆ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝜎   
       ∞                                          ;          𝑎𝑘𝑠𝑖 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑑𝑎 

             (3.1) 

 

ifadesi ile Umegaki bağıl entropisi tanımlanır. Burada ve bundan sonra logaritmalar iki 

tabanına göredir ve 0 log 0 = 0 eşitliği kabul edilmiştir.  

Teorem 3.1: 𝐴 sisteminin 𝜌𝐴 ve 𝜎𝐴 durumları verilsin. Bu durumda aşağıdaki ifadeler 

geçerlidir. 

(1) 𝐷(𝜌𝐴||𝜎𝐴) ≥ 0 𝑣𝑒 𝐷(𝜌𝐴||𝜎𝐴) = 0 𝑎𝑛𝑐𝑎𝑘 𝑣𝑒 𝑎𝑛𝑐𝑎𝑘 𝜌𝐴 = 𝜎𝐴. 

 

(2) 𝑉, 𝑡𝑎𝑛𝚤𝑚 𝑢𝑧𝑎𝑦𝚤 ℋ𝐴 𝑜𝑙𝑎𝑛 𝑏𝑖𝑟 𝑖𝑧𝑜𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖 𝑜𝑙𝑚𝑎𝑘 ü𝑧𝑒𝑟𝑒 

 𝐷(𝜌𝐴||𝜎𝐴) = 𝐷(𝑉𝜌𝐴𝑉†||𝑉𝜎𝐴𝑉†). (izometrik değişmezlik) 

 

(3) 𝐷(𝜌𝐴⊗𝜌𝐵||𝜎𝐴⊗𝜎𝐵) =  𝐷(𝜌𝐴||𝜎𝐴) + 𝐷(𝜌𝐵||𝜎𝐵) (toplanabilirlik) 

 

(4) 𝛬, giriş sistemi A olan bir kuantum kanal olmak üzere 

  𝐷(𝛬(𝜌𝐴)||𝛬(𝜎𝐴)) ≤ 𝐷(𝜌𝐴||𝜎𝐴).  (kuantum kanallar altında monotonluk)  

 

Özellik (4)’ün eşitlik hali için gerek ve yeter şart 

              𝜌𝐴 = ℛ(𝜌𝐴) 

olmasıdır (Hayden vd. 2004). Burada, 
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ℛ = 𝑎𝑑(𝜎𝐴)1 2⁄ ∘ Λ
∗ ∘ 𝑎𝑑

(Λ(𝜎𝐴))
−1 2⁄                                                                   (3.2) 

eşitliği ile tanımlı ℛ gönderimine  𝜎𝐴 durumu ile Λ  kuantum kanalı için Petz geri alım 

gönderimi denir (Hayden vd. 2004).  

 

Bu entropinin özel halleri, 𝐴𝐵𝐶 birleşik sisteminin bir durumu 𝜌𝐴𝐵𝐶  olmak üzere, 

aşağıdaki gibi sıralanabilir. 

 

(i) (Kuantum entropi veya von Neumann entropisi)  

𝑆(𝐴)𝜌 ≡ −𝑇𝑟(𝜌
𝐴 log 𝜌𝐴) 

           = −𝐷(𝜌𝐴||𝕀𝐴). 

 

Bu ifade de 𝜌𝐴 klasik durum seçildiğinde Shannon entropisi elde edilir. Dahası, 𝜌𝐴 

durumunun 

              𝜌𝐴 =∑𝑝(𝑖)|𝜓𝑖⟩⟨𝜓𝑖|
𝐴

𝑖

 

spektral ayrışımı göz önüne alındığında 𝑆(𝐴)𝜌 = −∑ 𝑝(𝑖) log 𝑝(𝑖)𝑖  eşitliği elde edilir. 

Kuantum entropi saf durumlarda sıfır ve tamamen saf olmayan 
𝕀𝐴

𝑑𝐴
 durumda ise log 𝑑𝐴 

maksimum değerini alır. Dolayısıyla, 𝑆(𝐴)𝜌 kuantum entropisi, 𝜌𝐴 durumunda olan 𝐴 

sistemi ile ilgili bilgimizin bir ölçüsüdür. Sistemin saf durumda olması sistemle ilgili 

tam bilgiye sahip olduğumuzu gösterir ve kuantum entropi sıfırdır. Fakat sistem 

tamamen saf olmayan durumda ise sistemle ilgili bilgisizliğimizin maksimum olmasıdır 

ve bu durumun kuantum entropisi maksimumdur.  

(ii) (Kuantum koşullu entropi) 

             𝑆(𝐴 ∣ 𝐵)𝜌 ≡ 𝑆(𝐴𝐵)𝜌 − 𝑆(𝐵)𝜌 

                            = −𝐷(𝜌𝐴𝐵||𝕀𝐴⊗𝜌𝐵). 
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𝑆(𝐴 ∣ 𝐵)𝜌 kuantum koşullu entropisi, 𝐵 sisteminin durumunun bilinmesi halinde 𝐴 

sistemi ile ilgili bilinmezliğin ne kadar olduğunu ölçer.  

Kuantum koşullu entropi daima pozitif değildir. Örneğin, 𝜌𝐴𝐵 saf ve Schmidt rankı 

birden farklı olsun. Bu durumda, 𝜌𝐴𝐵’nin saf olmasından dolayı 𝑆(𝐴𝐵)𝜌 = 0, fakat bu 

durumun Schmidt rankı bir olmadığından 𝑆(𝐵)𝜌 niceliği sıfırdan farklıdır. Dolayısıyla, 

𝑆(𝐴 ∣ 𝐵)𝜌 niceliği negatiftir. Yukarıdaki tartışmanın bir diğer sonucu, iki parçalı saf 

kuantum durumlarının içerdiği dolanıklığın bu durumların indirgenmişlerinin von 

Neumann entropisi ile ölçülebileceğidir. İki parçalı bir sistemin saf olmayan bir 

durumdayken de içerebileceği dolanıklığı ölçmek için kullanılan ve oluşturmanın 

dolanıklığı (entanglement of formation) denen bir entropik formülü tanıtalım (Wootters 

1998). 

𝐴𝐵 birleşik sistemi 𝜌𝐴𝐵 kuantum durumundayken sahip olduğu dolanıklık 

             𝐸𝑓(𝐴: 𝐵)𝜌 = inf{∑ 𝑝(𝑥)𝑆(𝐵)𝜌𝑥𝑥 ∣ Σ𝐴𝐵}                                                          (3.3) 

entropik formülü ile nicelendirilir. Burada, 

            Σ𝐴𝐵 = {𝑝(𝑥), |𝜓𝑥⟩⟨𝜓𝑥|
𝐴𝐵
∣ 𝜌𝐴𝐵 = ∑ 𝑝(𝑥)|𝜓𝑥⟩⟨𝜓𝑥|

𝐴𝐵

𝑥∈𝒳

} 

eşitliği ile tanımlı 𝜌𝐴𝐵 durumunun saf kuantum durumlarının konveks ayrışımları 

üzerinden en büyük alt sınır (infimum) alınırken,  𝜌𝑥
𝐵 = 𝑇𝑟𝐴(|𝜓𝑥⟩⟨𝜓𝑥|

𝐴𝐵
) eşitliği ile 𝜌𝑥

𝐵 

durumu tanımlıdır.  

 

Oluşturmanın dolanıklığı parçalara göre simetriktir: Herhangi bir 𝜌𝐴𝐵 durumu için, 

𝐸𝑓(𝐴: 𝐵)𝜌 = 𝐸𝑓(𝐵: 𝐴)𝜌                                                                                   (3.4) 

eşitliği vardır.   
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(iii) (Koherent bilişim) 

               𝑆(𝐴 > 𝐵)𝜌 ≡ −𝑆(𝐴 ∣ 𝐵)𝜌 

                                = 𝐷(𝜌𝐴𝐵||𝕀𝐴⊗𝜌𝐵). 

 𝑆(𝐴 > 𝐵)𝜌 koherent bilişim hafızasız kuantum kanallarının asimptotik kuantum bilişim 

kapasitelerini formüle etmektedir. 

(iv) (Kuantum karşılıklı bilişim) 

               𝑆(𝐴: 𝐵)𝜌 ≡ 𝑆(𝐴)𝜌 + 𝑆(𝐵)𝜌 − 𝑆(𝐴𝐵)𝜌 

                                 = 𝐷(𝜌𝐴𝐵||𝜌𝐴⊗𝜌𝐵). 

𝑆(𝐴: 𝐵)𝜌 kuantum karşılıklı bilişim, 𝐴𝐵 birleşik sisteminin sahip olduğu klasik ve 

kuantum bütün korelasyonları nicelendirir.  

Kuantum karşılıklı bilişimin Umegaki bağıl entropisi türünden yazımı göz önüne 

alındığında, bu entropik niceliğin negatif olmadığı ve sıfır olması için gerek ve yeter 

şartın 

              𝜌𝐴𝐵 = 𝜌𝐴⊗𝜌𝐵 

olduğu Teorem 3.1’in (1) ifadesinden hemen görülür.  Özel olarak, 𝜌𝐴𝐵 klasik-kuantum 

durum alınırsa kuantum karşılıklı bilişim Holevo niceliği olarak adlandırılır. Yani, 

            Σ𝐵 = {𝑝(𝑥), 𝜌𝑥
𝐵} 

kuantum durumlar topluluğuna (2.18) eşitliği ile karşılık getirilen 𝜌𝑋𝐵 klasik-kuantum 

durum için hesaplanan 

              𝑆(𝑋: 𝐵)𝜌 = 𝑆(𝐵)𝜌 − ∑ 𝑝(𝑥)𝑆(𝐵)𝜌𝑥𝑥                                                              (3.5) 

karşılıklı bilişim, Σ𝐵 = {𝑝(𝑥), 𝜌𝑥
𝐵} kuantum durumlar topluluğunun Holevo niceliğidir. 

Burada, 𝜌𝐵 = ∑ 𝑝(𝑥)𝜌𝑥
𝐵

𝑥  eşitliği ile 𝜌𝐵 tanımlanmıştır. Eğer Σ𝐵 = {𝑝(𝑥), |𝜓𝑥⟩⟨𝜓𝑥|
𝐵
} 

şeklinde saf durumlardan oluşuyor ise, Holevo niceliği için  
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              𝑆(𝑋: 𝐵)𝜌 = 𝑆(𝐵)𝜌                                                                                           (3.6) 

eşitliği vardır. Bunu görmek için, (3.5) eşitliğindeki ikinci terimin saf durumlarda sıfır 

olduğunu hatırlamak yeterlidir.  

Holevo niceliği, hafızasız kuantum kanallarının asimptotik klasik bilişim kapasitelerini 

formüle eder ve iki parçalı sistemlerin klasik korelasyonlarını ölçmede kullanılan 

entropik formüle temel oluşturur. Klasik korelasyonları ölçen bu entropik formülü 

aşağıda tanıtalım. 

𝐴𝐵 birleşik sistemi 𝜌𝐴𝐵 kuantum durumundayken sahip olduğu klasik korelasyon 

(Modi vd. 2012) 

                 𝐶(𝐴 → 𝐵)𝜌 = sup{𝑆(𝑋: 𝐵)𝜌 ∣ ℳ
𝐴 }                                                            (3.7) 

entropik formülü ile nicelendirilir. Burada, 𝕄𝐴 𝐴 sisteminin bir rank-1 POVM’u ve 𝜌𝑋𝐵 

durumu ise bu POVM’un her bir elemanına (2.36) eşitliği ile karşılık getirilen kuantum 

operasyonların oluşturduğu kuantum enstrümanı için (2.31) eşitliği ile tanımlanan 

kuantum kanal altında 𝜌𝐴𝐵 durumunun görüntüsü olan 𝜌𝑋𝐴𝐵 durumunun 𝑋𝐵 sistemine 

ait indirgenmişidir.  

𝐴𝐵 sisteminin 𝜌𝐴𝐵 durumundayken içerdiği diskort (Modi vd. 2012) ise  

𝒟(𝐴 → 𝐵)𝜌 = 𝑆(𝐴: 𝐵)𝜌 − 𝐶(𝐴 → 𝐵)𝜌                                                           (3.8) 

eşitliği ile tanımlanır. Sözle söylenirse, 𝐴𝐵 sisteminin 𝜌𝐴𝐵 durumundayken sahip 

olduğu toplam korelasyon miktarı olan  𝑆(𝐴: 𝐵)𝜌 niceliğinden 𝐶(𝐴 → 𝐵)𝜌 klasik 

korelasyon miktarının çıkarılması sonucu geriye kalan korelasyona diskort denir.  
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(v) (Kuantum koşullu karşılıklı bilişim) 

 𝑆(𝐴: 𝐶 ∣ 𝐵)𝜌 = 𝑆(𝐴𝐵)𝜌 + 𝑆(𝐵𝐶)𝜌 − 𝑆(𝐵)𝜌 − 𝑆(𝐴𝐵𝐶)𝜌                             (3.9) 

                        = 𝑆(𝐴 ∣ 𝐵)𝜌 + 𝑆(𝐶 ∣ 𝐵)𝜌 − 𝑆(𝐴𝐶 ∣ 𝐵)𝜌 

                        = 𝑆(𝐴: 𝐵𝐶)𝜌 − 𝑆(𝐴: 𝐵)𝜌                                                          

= 𝐷(𝜌𝐴𝐵𝐶||𝜌𝐴⊗𝜌𝐵𝐶) − 𝐷(𝜌𝐴𝐵||𝜌𝐴⊗𝜌𝐵).                        (3.10) 

𝑆(𝐴: 𝐶 ∣ 𝐵)𝜌 kuantum karşılıklı bilişim, 𝐵 sisteminin durumunun bilinmesi halinde 𝐴 ile 

𝐶 sistemlerinin sahip olduğu korelasyonu nicelendirir. Özel olarak 𝜌𝐴𝐵𝐶  saf alındığında, 

              𝑆(𝐴: 𝐶 ∣ 𝐵)𝜌 = 𝑆(𝐴: 𝐶)𝜌                                                                               (3.11) 

eşitliği vardır. Bu eşitlik, 𝜌𝐴𝐵𝐶’nin saf olmasının birer sonucu olan  𝑆(𝐴𝐵𝐶)𝜌 = 0, 

𝑆(𝐴𝐵)𝜌 = 𝑆(𝐶)𝜌, 𝑆(𝐵𝐶)𝜌 = 𝑆(𝐴)𝜌 ve 𝑆(𝐵)𝜌 = 𝑆(𝐴𝐶)𝜌 özdeşliklerinin (3.9) 

ifadesinde kullanılmasıyla görülür.  

 𝑆(𝐴: 𝐶 ∣ 𝐵)𝜌’nin negatif olmaması ise Teorem 3.1’in (4) ifadesinin 𝑇𝑟𝐶 için (3.10) 

eşitliğinde kullanılmasının doğal bir sonucudur. 

 Eğer 𝜌𝐴𝐵𝐶  durumunun 𝑆(𝐴: 𝐶 ∣ 𝐵)𝜌 kuantum koşullu karşılıklı bilişimi sıfır ise, 

𝜌𝐴𝐵𝐶’ye 𝐵 koşullu bir Markov durumu denir (Hayden vd. 2004). Bundan sonra Markov 

durumlar ortadaki sistem koşullu tanımlanacaktır.  

Teorem 3.1’in (4) ifadesinin eşitlik hali 𝑇𝑟𝐶 için göz önüne alınırsa, 𝜌𝐴𝐵𝐶  durumunun 

bir kuantum Markov durum olması için gerek ve yeter şartın  

               𝜌𝐴𝐵𝐶 = (𝑖𝑑𝐴⨂ ℛ)(𝜌
𝐴𝐵)                                                                               (3.12) 

ifadesini sağlayan 𝐵 sisteminden 𝐵𝐶 sistemine 

ℛ = 𝑎𝑑(𝜌𝐵𝐶)1 2⁄ ∘ ((. ) ⊗ 𝕀𝐶) ∘ 𝑎𝑑
(𝜌𝐵)

−1 2⁄  
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eşitliği ile tanımlı ℛ gönderiminin var olması olduğu görülür. Bu gönderimin, tamamen 

pozitifliği tanımından açıkken, iz koruma özelliği 𝜌𝐵 durumunun desteği üzerinde 

sağlanır. Bir başka deyişle, 𝜌𝐵𝐶  kuantum durumu ile 𝑇𝑟𝐶  kuantum kanalı için Petz geri 

alım gönderimi olan ℛ, 𝜌𝐵 durumunun desteği üzerinde bir kuantum kanaldır.  

Eşitlik (3.11)’in doğal bir sonucu olarak, 𝜌𝐴𝐵𝐶 = |𝜓⟩⟨𝜓|
𝐴𝐵𝐶

 saf kuantum durumunun 

bir (𝐵 koşullu) saf Markov durum olmasının gerek ve yeter şartı  

𝜌𝐴𝐶 = 𝜌𝐴⊗𝜌𝐶                                                                                               (3.13) 

eşitliği olarak elde edilir. Bu, kuantum karşılıklı bilişimin sıfır olması için gerek ve 

yeter şarttır. Eşitlik (3.13) göz önüne alındığında, saf kuantum Markov durumlar için  

           |𝜓⟩
𝐴𝐵𝐶

= |𝜓⟩
𝐴𝐵𝐿⊗ |𝜓⟩

𝐵𝑅𝐶                                                                             (3.14) 

yazımına olanak sağlayan 𝐵 sisteminin Hilbert uzayının 

ℋ𝐵 = (ℋ𝐵𝐿 ⊗ℋ𝐵𝑅) ⊕ℋ𝐾 

şeklinde bir ayrışımı olduğu görülür. Burada ℋ𝐾, ℋ𝐵𝐿 ⊗ℋ𝐵𝑅’nin ortogonal 

tümleyenidir. 

 

Saf Markov durumların sahip olacağı korelasyonların birbiriyle ilişkilerini veren bir 

önermeyi ifade edip ispatlayalım.  

Önerme 3.2: 𝐴𝐵𝐶 birleşik sisteminin bir (𝐵 koşullu) saf Markov durumu 

𝜌𝐴𝐵𝐶 = |𝜓⟩⟨𝜓|
𝐴𝐵𝐶

 

ise, bu durumun 𝐵𝐶 ve 𝐶 sistemlerine ait indirgenmişleri için  

           𝐶(𝐵 → 𝐶)𝜌 = 𝒟(𝐵 → 𝐶)𝜌 = 𝐸𝑓(𝐵: 𝐶)𝜌 = 𝑆(𝐶)𝜌 =
1

2
𝑆(𝐵: 𝐶)𝜌                    (3.15) 
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entropik eşitlikleri vardır.  

İspat: Bu eşitliklerin varlığını göstermede, 𝜌𝐴𝐵𝐶  saf Markov durumu için geçerli olan 

(3.14) eşitliğinin izdüşüm işlemciler ile yazımı olan  

𝜌𝐴𝐵𝐶 = |𝜓⟩⟨𝜓|
𝐴𝐵𝐶

= |𝜓⟩⟨𝜓|
𝐴𝐵𝐿 ⊗ |𝜓⟩⟨𝜓|

𝐵𝑅𝐶 

ifadesi kullanılacaktır. Bu ifadenin, 𝐴 üzerinden kısmi izinin alınmasıyla, 𝐵𝐶 sisteminin 

indirgenmişi olan 

             𝜌𝐵𝐶 = 𝜌𝐵𝐿 ⊗ |𝜓⟩⟨𝜓|
𝐵𝑅𝐶                                                                                (3.16) 

durumu ve 𝐴𝐵 üzerinden kısmi izinin alınmasıyla da 𝐶 sisteminin 

            𝜌𝐶 = 𝑇𝑟𝐵𝑅(|𝜓⟩⟨𝜓|
𝐵𝑅𝐶)                                                                                   (3.17) 

durumu elde edilir. Eşitlik (3.16) göz önüne alınıp, von Neumann entropisinin 

toplanabilirlik ve bu entropinin saf durumlar için sıfır olması kullanıldığında 

           𝑆(𝐵𝐶)𝜌 = 𝑆(𝐵𝐿)𝜌                                                                                             3.18) 

           𝑆(𝐵)𝜌 = 𝑆(𝐵𝐿)𝜌 + 𝑆(𝐵𝑅)𝜌                                                                              (3.19) 

yazılabilir ve (3.17) eşitliği için iki parçalı bir saf durumunun indirgenmişlerinin von 

Neumann entropilerinin aynı değere sahip olması kullanıldığında  

           𝑆(𝐶)𝜌 = 𝑆(𝐵𝑅)𝜌                                                                                              (3.20) 

eşitliği elde edilir. Kuantum karşılıklı bilişim 𝑆(𝐵: 𝐶)𝜌 niceliğinin tanımında (3.18), 

(3.19) ve (3.20) eşitlikleri yerine yazıldığında  
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           𝑆(𝐶)𝜌 =
1

2
𝑆(𝐵: 𝐶)𝜌                                                                                          (3.21) 

eşitliği elde edilir. Oluşturmanın dolanıklığının tanımında von Neumann entropisinin 

toplanabilirlik ve sıfır olma özellikleri ile (3.17) eşitliğinin kullanılmasıyla  

           𝐸𝑓(𝐵: 𝐶)𝜌 = 𝑆(𝐶)𝜌                                                                                          (3.22)  

yazılır. 𝐶(𝐵 → 𝐶)𝜌 klasik korelasyon ifadesi için eşitlik (3.16) göz önüne alınıp Lemma 

2.11 ve (3.6) eşitliği kullanıldığında  

            𝐶(𝐵 → 𝐶)𝜌 = 𝑆(𝐶)𝜌                                                                                       (3.23) 

eşitliği elde edilir. Son olarak bu eşitlik ve (3.21) eşitliği, diskortun tanımı olan (3.8) 

ifadesinde kullanılırsa,    

           𝒟(𝐵 → 𝐶)𝜌 = 𝑆(𝐶)𝜌                                                                                       (3.24) 

yazılır. (3.21), (3.22), (3.23) ve (3.24) eşitlikleri ile ispat tamamlanır.  

 

Yukarıda tanımlanan entropik nicelikler ve formüllerde Umegaki bağıl entropisi yerine 

diğer kuantum bağıl entropiler kullanılarak, aynı formda, yeni entropik nicelikler ve 

formüller elde edilebilir. Bu anlamıyla, kuantum bağıl entropiler kuantum bilişim 

teorisinde tanımlanan entropik nicelikler ile formüllerin temelini oluşturmaktadır.  

 

3.2 Bilişim Spektrum Bağıl Entropileri ve Çarpışma Bağıl Entropisi-Benzeri 

Fonksiyonel  

 

Bu başlık altında, tek-kullanım rejiminde bilişim-teorik görevlerin optimal oranlarını 

belirlemede kullanılan bilişim spektrum bağıl entropileri ile çarpışma (collision) bağıl 
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entropisi-benzeri fonksiyonelin
8
 tanımları verilecektir. Bilişim spektrum bağıl 

entropilerden birinin asimptotik rejimdeki hali olan kuantum spektral inf-diverjans 

oranın da tanımı burada verilecektir. Ayrıca, bu entropik niceliklerin dördüncü bölümde 

kullanılacak özelliklerinin incelemesi yapılacaktır. Bilişim spektrum bağıl entropilerinin 

diğer işlevsel kullanımları için (Datta ve Leditzky 2015) çalışmasına ve çarpışma bağıl 

entropisinin de üyesi olduğu kuantum Renyi diverjansları için de (Müller-Lennert, vd. 

2013) referansına bakılabilir. 

 

Tanım 3.3:  𝜌 ∈ 𝒟(ℋ) yoğunluk işlemcisi, 𝜎 ∈ 𝑃𝑠𝑑(ℋ) pozitif işlemcisi ve 휀 ∈ (0,1) 

sayısı verilmiş olsun. Bu durumda bilişim spektrum bağıl entropileri,  

𝐷𝑠 (𝜌 ∥ 𝜎) ≡ sup {𝛾 ∈ ℝ ∣ 𝑇𝑟(𝜌 − 2
𝛾𝜎)+ ≥ 1 − 휀}                                     (3.25) 

             𝐷𝑠(𝜌 ∥ 𝜎) ≡ inf {𝛾 ∈ ℝ ∣ 𝑇𝑟(𝜌 − 2
𝛾𝜎)+ ≤ 휀}                                              (3.26) 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝑇𝑟(𝜌 − 2𝛾𝜏)+, 𝑇𝑟{[𝜌 > 2𝛾𝜏](𝜌 − 2𝛾𝜏)} ifadesini 

göstermektedir.  

 

Tanım 3.4: 𝜌 ∈ 𝒟(ℋ) yoğunluk işlemcisi ve 𝜎 ∈ 𝑃𝑠𝑑(ℋ) pozitif işlemcisi verilsin. Bu 

durumda  

𝐹(𝜌 ∥ 𝜎) = {
𝑇𝑟(𝜌𝜎−1 2⁄ 𝜌𝜎−1 2⁄ )      ;       𝑠𝑢𝑝𝑝𝜌 ⊆ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝜎   

   ∞                                  ;          aksi durumda 
                        (3.27) 

                                

kuralı ile çarpışma bağıl entropisi-benzeri fonksiyonel tanımlanır.  

Bir sonraki bölümdeki kanal kodlama teoremlerinin ispatlarında ihtiyaç duyulan, 

𝑇𝑟(𝜌 − 2𝛾𝜏)+, 𝐷𝑠 (𝜌 ∥ 𝜎) ve 𝐹(𝜌 ∥ 𝜎) ifadelerinin özelliklerini bir teoremle ifade edip 

ispatlayalım. 

                                                 
8
 Bu fonksiyonelin logaritması alınarak çarpışma bağıl entropisi elde edildiğinden bu isim kullanılmıştır. 
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Teorem 3.5: 𝜌 ∈ 𝒟(ℋ) yoğunluk işlemcisi, 𝜎 ∈ 𝑃𝑠𝑑(ℋ) pozitif işlemcisi,  휀 ∈ (0,1), 

𝛾, 𝛾′ gerçel sayıları ile 𝑀 pozitif sayısı verilmiş olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadelerin 

doğrulukları geçerlidir.  

 (i) 𝛾′ ≥ 𝛾 ise, 𝑇𝑟(𝜌 − 2𝛾𝜎)+ ≥ 𝑇𝑟(𝜌 − 2
𝛾′ 𝜎)

+
. 

(ii) 0 ≤ 𝑃 ≤ 𝕀 ise, 𝑇𝑟(𝑃(𝜌 − 2𝛾𝜎)) ≤ 𝑇𝑟(𝜌 − 2𝛾𝜎)+. 

(iii) Λ pozitif ve iz-koruyan bir gönderim ise, 

𝑇𝑟(𝜌 − 2𝛾𝜎)+ ≥ 𝑇𝑟(Λ(𝜌) − 2
𝛾Λ(𝜎))+. 

(iv) 휀′ ≥ 휀 ise, 𝐷𝑠
′
(𝜌 ∥ 𝜎) ≥ 𝐷𝑠 (𝜌 ∥ 𝜎).  

(v) Λ kuantum kanal ise, 𝐹(𝜌 ∥ 𝜎) ≥ 𝐹(Λ(𝜌) ∥ Λ(𝜎)). 

(vi) 𝜎′ ≥ 𝜎 ≥ 0 ise, 𝐹(𝜌 ∥ 𝜎) ≥ 𝐹(𝜌 ∥ 𝜎′). 

(vii) 𝐹(𝜌 ∥ 𝜎) ≥ 𝑀𝑇𝑟(𝜌 − 2log𝑀𝜎)
+

. 

 

İspat: (v) ve (vi)’nin ispatları EK 2’de yapılmıştır. Burada, (i), (ii), (iii), (iv) ve (vii)’nin 

ispatı yapılacaktır. 

 

(i)’nin ispatı: 𝛾′ ≥ 𝛾 olsun. Bu durumda, 

 

(𝜌 − 2𝛾𝜎) ≥ (𝜌 − 2𝛾
′ 𝜎)                                                                               (3.28) 

 

eşitsizliği vardır. Ayrıca, ispatlanacak olan eşitsizlikteki iz, 𝜌 − 2𝛾
′ 𝜎  Hermite-sel 

işlemcisinin özvektörlerine göre alınsın. Eğer |𝑗⟩, bu işlemcinin negatif olmayan 

özdeğerine karşılık geliyorsa,  

⟨𝑗|(𝜌 − 2𝛾
′ 𝜎)

+
|𝑗⟩ = ⟨𝑗|(𝜌 − 2𝛾

′ 𝜎)|𝑗⟩ 

eşitliği yazılabilir. Bu eşitliğin sağ tarafı için (3.28) kullanılırsa 

           ⟨𝑗|(𝜌 − 2𝛾
′ 𝜎)

+
|𝑗⟩ ≤ ⟨𝑗|(𝜌 − 2𝛾𝜎)|𝑗⟩ 

ifadesi elde edilir. Son olarak, 𝜌 − 2𝛾𝜎 ≤ (𝜌 − 2𝛾𝜎)+ eşitsizliği göz önüne alındığında 

 

            ⟨𝑗|(𝜌 − 2𝛾𝜎)+|𝑗⟩ ≥ ⟨𝑗|(𝜌 − 2
𝛾′ 𝜎)

+
|𝑗⟩                                                         (3.29) 
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sonucuna varılır. Eğer |𝑗⟩, 𝜌 − 2𝛾
′ 𝜎  işlemcisinin negatif veya sıfır özdeğerine karşılık 

geliyor ise 

 

         ⟨𝑗|(𝜌 − 2𝛾𝜎)+|𝑗⟩ ≥ ⟨𝑗|(𝜌 − 2
𝛾′ 𝜎)

+
|𝑗⟩ = 0                                                     (3.30) 

 

olduğu görülür. (3.29) ve (3.30) bağlantıları istenilen eşitsizliği ispatlar.  

 

(ii)’nin ispatı: 0 ≤ 𝑃 ≤ 𝕀 olmak üzere  𝜌 − 2𝛾𝜎 Hermite-sel işlemcisinin 

 

           𝜌 − 2𝛾𝜎 = (𝜌 − 2𝛾𝜎)+ − (𝜌 − 2
𝛾𝜎)−                                                           (3.31) 

 

Jordan ayrışımı kullanılarak, 

         𝑇𝑟(𝑃(𝜌 − 2𝛾𝜎)) = 𝑇𝑟(𝑃(𝜌 − 2𝛾𝜎)+) − 𝑇𝑟(𝑃(𝜌 − 2
𝛾𝜎)−) 

yazılabilir. Bu eşitliğin sağ tarafındaki 𝑇𝑟(𝑃(𝜌 − 2𝛾𝜎)−) pozitif (İki pozitif işlemcinin 

çarpımlarının pozitif işlemci olması gerekmezken, iki pozitif işlemcinin çarpımının izi 

daima pozitiftir.) niceliği kaldırılırsa 

          𝑇𝑟(𝑃(𝜌 − 2𝛾𝜎)) ≤ 𝑇𝑟(𝑃(𝜌 − 2𝛾𝜎)+) 

eşitsizliği elde edilir. Ayrıca, 0 ≤ 𝑃 ≤ 𝕀 olduğundan herhangi bir  𝐴 pozitif işlemcisi 

için  

 

           𝑇𝑟(𝑃𝐴) ≤ 𝑇𝑟(𝐴)                                                                                              (3.32) 

 

geçerli olan eşitsizlik de kullanıldığında ispat tamamlanmış olur. 

 

 (iii)’nin ispatı: Λ pozitif ve iz-koruyan bir gönderim olmak üzere (𝜌 − 2𝛾𝜎) için (3.31) 

yazımı kullanıldığında  

𝑇𝑟(Λ(𝜌) − 2𝛾Λ(𝜎))
+
= 𝑇𝑟{[Λ(𝜌) > 2𝛾Λ(𝜎)]Λ((𝜌 − 2𝛾𝜎)+)} 

−𝑇𝑟{[Λ(𝜌) > 2𝛾Λ(𝜎)]Λ((𝜌 − 2𝛾𝜎)−)}  

eşitliği yazılabilir. Bu eşitliğin sağ tarafındaki 𝑇𝑟{[Λ(𝜌) > 2𝛾Λ(𝜎)]Λ((𝜌 − 2𝛾𝜎)−)}  

pozitif sayısı kaldırıldığında  

𝑇𝑟(Λ(𝜌) − 2𝛾Λ(𝜎))
+
≤ 𝑇𝑟{[Λ(𝜌) > 2𝛾Λ(𝜎)](Λ((𝜌 − 2𝛾𝜎)+)} 
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eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafı için (3.32) göz önüne alınırsa  

𝑇𝑟(Λ(𝜌) − 2𝛾Λ(𝜎))
+
≤ 𝑇𝑟Λ((𝜌 − 2𝛾𝜎)+) 

yazılabilir. Son olarak, Λ’nın iz-koruma özelliği kullanılarak ispat tamamlanır.  

 

(iv)’nin ispatı: 휀′ ≥ 휀 ve 𝛼 = 𝐷𝑠 (𝜌 ∥ 𝜎) olsun. Bu durumda, 

𝑇𝑟(𝜌 − 2𝛼𝜎)+ = 1 − 휀 ≥ 1 − 휀
′  

yazılabilir. Dolayısıyla, 𝐷𝑠
′
(𝜌 ∥ 𝜎) tanımından istenilen gösterilmiştir.   

(vii)’nin ispatı: 𝐹(. ∥. ) fonksiyonelinin  

 

              𝐹(𝜌 ∥ 𝜎) = 𝑇𝑟(𝜌𝜎−1 2⁄ 𝜌𝜎−1 2⁄ )                                                                (3.33) 

tanımı göz önüne alınıp Π = [𝜌 > 2log𝑀𝜎] şeklinde tanımlanan spektral izdüşüm 

işlemcisi aracılığıyla 

𝜙Π(. ) ≡ Π(. )Π + Π
⊥(. )Π⊥ 

kuantum kanalı tanımlansın. Burada Π⊥ = 𝕀 − Π eşitliği ile tanımlı Π⊥, Π izdüşüm 

işlemcisinin ortogonal tümleyenidir.  Bu durumda, (v) ifadesinden  

𝐹(𝜌 ∥ 𝜎) ≥ 𝐹(𝜙Π(𝜌) ∥ 𝜙Π(𝜎))  

eşitsizliği yazılabilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafında Π⊥ bulunan pozitif terimler 

kaldırıldığında 

𝐹(𝜌 ∥ 𝜎) ≥ 𝑇𝑟{Π𝜌Π(Π𝜎Π)−1 2⁄ Π𝜌Π(Π𝜎Π)−1 2⁄ } 

 eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafında  

Π𝜌Π ≥ 2log𝑀Π𝜎Π 

ilişkisi için (vi) özelliği kullanılıp gerekli işlemler yapılırsa 

𝐹(𝜌 ∥ 𝜎) ≥ 𝑀𝑇𝑟(Π𝜌Π)  

ifadesine ulaşılır ve bunun sağ tarafından 𝑀2log𝑀𝑇𝑟(Π𝜎Π) teriminin çıkarılmasıyla 

𝐹(𝜌 ∥ 𝜎) ≥ 𝑀𝑇𝑟(𝜌 − 2log𝑀𝜎)
+
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yazılır ve bu ispatı tamamlar.  

Bu tezde kullanılacak entropik niceliklerden olan spektral diverjans oranın tanımı ve 

bununu bilişim spektrum bağıl entropi ile olan ilişkisini verelim. Kuantum spektral 

diverjans oranlar, bilişim özkaynaklarının yapılarına ilişkin hiçbir şart koymadan 

bilişim-teorik görevlerin asimptotik optimal oranlarını belirlemede kullanılır. 

 

Tanım 3.6: �̂� = {𝜌(𝑛) ∈ 𝒟(ℋ⊗𝑛) ∣ 𝑛 ∈ ℕ} ve �̂� = {𝜎(𝑛) ∈ 𝑃𝑠𝑑(ℋ⊗𝑛) ∣ 𝑛 ∈ ℕ} 

dizileri verilsin. Bu durumda, kuantum spektral inf-diverjans oranın tanımı  

 

𝐷(�̂� ∥ �̂�) = sup {𝛾 ∣  liminf 
𝑛→∞

𝑇𝑟(𝜌(𝑛) − 2𝑛𝛾𝜎(𝑛))
+
= 1}                               (3.34) 

 

eşitliği ile yapılır.  

 

Tek kullanım rejiminde optimal oranları bilişim spektrum bağıl entropiler ile belirlenen 

bilişim-teorik görevlerin asimptotik oranlarını doğal bir şekilde elde etmeye olanak 

sağlayan bir önermeyi ifade edip ispatlayalım. 

 

Önerme 3.7: Bilişim spektrum bağıl entropi ile kuantum spektral inf-diverjans oranı 

arasında  

𝐷(�̂� ∥ �̂�) = lim
       →0

liminf 
𝑛→∞

1

𝑛
𝐷𝑠 (𝜌

(𝑛) ∥ 𝜎(𝑛)) 

eşitliği vardır. 

 

İspat: İspata eşitlikte geçen limitin tanımını vererek başlayalım. �̂� = {𝑎𝑛 ∣ 𝑛 ∈ ℕ} 

gerçel sayılar dizisinin alt limiti 

liminf 𝑛→∞ �̂� = 𝑠𝑢𝑝{𝑎 ∣ ∀휀 > 0, ∃𝑛0: ∀𝑛 > 𝑛0, 𝑎 − 휀 < 𝑎𝑛}                       (3.35) 

eşitliği ile tanımlanır. İspat için önce  

𝐷(�̂� ∥ �̂�) ≥ lim
       →0

liminf 
𝑛→∞

1

𝑛
𝐷𝑠 (𝜌

(𝑛) ∥ 𝜎(𝑛)) 
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eşitsizliğinin geçerliliğini gösterelim. 𝛾𝑛 = 𝐷𝑠 (𝜌
(𝑛) ∥ 𝜎(𝑛)) olsun ve 

𝑐(휀) = liminf 
𝑛→∞

𝛾𝑛
𝑛

 

eşitliği tanımlansın. (3.35)’den dolayı,  

∀𝛿 > 0, ∃𝑛0: ∀𝑛 > 𝑛0, 𝑛(𝑐(휀) − 𝛿) < 𝛾𝑛 

ifadesi vardır. Dolayısıyla, 𝐷𝑠 (𝜌
(𝑛) ∥ 𝜎(𝑛))’nin tanımından her 𝑛 > 𝑛0 için, 

𝑇𝑟(𝜌(𝑛) − 2𝑛(𝑐( )−𝛿)𝜎(𝑛))
+
≥ 1 − 휀 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlikte alt limitin tanımı kullanılırsa, 

liminf 
𝑛→∞

𝑇𝑟(𝜌(𝑛) − 2𝑛(𝑐( )−𝛿)𝜎(𝑛))
+
= 1 

eşitliği elde edilir. Bu eşitlik ile 𝐷(�̂� ∥ �̂�)’nin tanımından  

her 휀 > 0 için, 𝐷(�̂� ∥ �̂�) ≥ 𝑐(휀) − 𝛿 

sonucuna varılır. Bu ifadede 𝑐(휀) niceliğinin tanımı yerine yazılıp 휀 ⟶ 0 limiti 

alındığında 

𝐷(�̂� ∥ �̂�) ≥ lim
       →0

liminf 
𝑛→∞

1

𝑛
𝐷𝑠 (𝜌

(𝑛) ∥ 𝜎(𝑛)) − 𝛿 

ifadesine ulaşılır. Bu ifade her 𝛿 için geçerli olduğundan 𝛿’nın yeterince küçük 

seçilmesi ile istenilen gösterilmiş olunur.  

Şimdi,  

𝐷(�̂� ∥ �̂�) ≤ lim
       →0

liminf 
𝑛→∞

1

𝑛
𝐷𝑠 (𝜌

(𝑛) ∥ 𝜎(𝑛)) 

eşitsizliğinin geçerliğini gösterelim. 𝛾 = 𝐷(�̂� ∥ �̂�) olsun. Bu durumda,  

liminf 
𝑛→∞

𝑇𝑟(𝜌(𝑛) − 2𝑛𝛾𝜎(𝑛))
+
= 1 

ifadesi yazılır. Bu ifade için de alt limitin tanımından dolayı, 

her 휀 > 0 için bir 𝑛0 doğal sayısı vardır öyle ki her bir 𝑛 > 𝑛0 için,  

𝑇𝑟(𝜌(𝑛) − 2𝑛𝛾𝜎(𝑛))
+
≥ 1 − 휀 
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eşitsizliği vardır. Dolayısıyla, bilişim spektrum bağıl entropinin tanımından dolayı, her 

bir 𝑛 > 𝑛0 için 

𝛾 ≤
1

𝑛
𝐷𝑠 (𝜌

(𝑛) ∥ 𝜎(𝑛)) 

yazılabilir ve bu eşitsizliğin her iki tarafında önce 𝑛 için liminf ve sonra da 휀 → 0 

limitlerinin alınmasıyla ispat tamamlanır.   
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4. KLASİK VE KUANTUM BİLİŞİM KAPASİTELERİ  

Kuantum kanallarından bilişim iletiminde farklı türden protokoller kullanılır ve bu 

protokollerin türlerine göre farklı bilişim kapasiteleri tanımlanır. Kuantum kanallarının 

belirli bir protokol kapsamında istenilen doğrulukta iletebildikleri maksimum bilişim 

miktarına bir bilişim kapasitesi denir. Bilişim kapasitelerini entropik formüllerle 

belirleyen her bir ifadeye ise bir kuantum kanal kodlama teoremi denir.  

Bu bölümde, kuantum kanallarının klasik ve kuantum bilişim kapasiteleri hem tek-

kullanım hem de asimptotik rejimde belirlenecektir. Burada, klasik bilişim için kuantum 

durumlar topluluğu iletim protokolü ve kuantum bilişim için ise dolanıklık iletim 

protokolü esas alınmıştır. Bu iletim protokolleri kapsamında, tek-kullanım klasik ve 

kuantum bilişim kapasitelerini bilişim spektrum bağıl entropilerle sınırlayan iki 

kuantum kanal kodlama teoremi ifade edilip ispatlanmıştır. Daha sonra, bu kodlama 

teoremlerinin sonuçları olarak bu kapasitelerin asimptotik hallerinin entropik formülleri 

elde edilmiştir. 

Burada, klasik bilişim iletimi ve kuantum bilişim iletimi iki ayrı başlık altında 

incelenmiştir. İlkin, kuantum kanallardan klasik bilişim iletimi problemi incelenmiştir. 

Bunun için iletim protokolünün aşamaları tanıtılmış ve iletimin doğruluğunu 

nicelendiren ifadenin tanımı verilmiştir. İletim doğruluğunun tanımı kullanılarak tek-

kullanım ve asimptotik klasik bilişim kapasitelerinin tanımları yapılmıştır. Daha sonra, 

kuantum bilişim iletimi problemi de yukarıda ifade edilen adımlarda incelenmiştir.  

4.1 Tek-Kullanım ve Asimptotik Klasik Bilişim Kapasiteleri 

Kuantum kanallarının klasik bilişim kapasitelerinin belirleneceği bu kesime iletimde 

kullanılan protokolün tanıtımı ile başlanacaktır. Ardından, bu protokol kapsamında 

geçerli olan kodlama şemaları ve bu şemaların iletim doğruluklarını ölçen ortalama 

başarı olasılığının tanımları verilecektir. Son olarak, işlevsel olarak tanımlanan tek-

kullanım ve asimptotik klasik bilişim kapasitelerini belirleyen kodlama teoremleri ifade 
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edilip ispatlanacaktır. Kuantum kanallardan klasik bilişimi iletimi için kuantum 

durumlar topluluğu iletim protokolü esas alınacaktır. 

Kuantum durumlar topluluğu iletim protokolü bir ℒ(ℋ𝐴)
Λ
→ℒ(ℋ𝐵) kuantum kanalı için 

aşağıdaki aşamalardan oluşur: 

i. Gönderici ile alıcı birlikte [𝑀] = {1, 2, … ,𝑀} mesaj kümesini belirler. 

ii. Gönderici, [𝑀] kümesine karşılık, 𝐴 sisteminin  Σ𝐴 = {𝑝(𝑚), 𝜌𝑚
𝐴 } kuantum 

durumlar topluluğunu hazırlar ve bunları Λ kuantum kanalından iletir.  

iii. Bu durumların Λ kanalından iletimleri sonucu 𝐵’nin  Σ𝐵 = {𝑝(𝑚), 𝜎𝑚
𝐵} kuantum 

durumlar topluluğu elde edilir. Burada, 𝜎𝑚
𝐵 ’ler, 𝜎𝑚

𝐵 = Λ(𝜌𝑚
𝐴 ) eşitliği ile tanımlı 

çıkış sisteminin durumlarıdır. Alıcı, göndericinin gönderdiği 𝑚 mesajını tahmin 

etmek için 𝐵 çıkış sistemi üzerinde 

 

𝒟𝐵 = {0 ≤ 𝐷𝑚
𝐵 ≤ 𝕀𝐵 ∣ ∑ 𝐷𝑚

𝐵𝑀
𝑚=1 = 𝕀𝐵}                                                         (4.1)  

  

POVM ile ölçüm yapar. 

 

𝒞 = {𝑀, Σ𝐴, 𝒟𝐵} üçlüsüne klasik bilişim iletimi için kuantum durumlar topluluğu iletim 

protokolünün bir kodlama şeması denir ve bu kodlama şemasının iletim doğruluğu ise 

 

𝑝𝑠(Λ, 𝒞) =
1

𝑀
∑ 𝑇𝑟(𝐷𝑚

𝐵𝜎𝑚
𝐵)𝑀

𝑚=1                                                                         (4.2) 

 

ifadesiyle ölçülür. Burada, 𝑝𝑠(Λ, 𝒞) niceliğine ortalama başarı olasılığı denir. Klasik 

bilişim iletimi için iletim doğruluğunu ölçen bir diğer nicelik  

𝑝𝑚𝑖𝑛(Λ, 𝒞) = min {𝑇𝑟(𝐷𝑚
𝐵𝜎𝑚

𝐵) ∣ 𝑚 ∈ [𝑀]} 

eşitliği ile tanımlıdır. Fakat bu iki nicelik bir birinin yerine kullanılabildiğinden 

(Mosonyi ve Datta 2009) ve kodlama teoremlerinin ispatlarında ortalama başarı olasılığı 

kolaylık sağladığından (4.2) iletim doğruluğu nicelendirmede kullanılacaktır.  
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Λ kuantum kanalının tek-kullanım klasik bilişim kapasitesi (Datta vd. 2013)  

              𝐶(1, )(Λ) ≡ sup{ log𝑀 ∣∣  ∃𝒞 ∶  𝑝𝑠(Λ, 𝒞) ≥ 1 −  휀 }                                        (4.3) 

ifadesi ile tanımlanır. Burada, 0 < 휀 < 1 gerçel sayısı iletim doğruluğunun istenilen 

dercesini belirler. Ayrıca, Λ̂ = {ℒ(𝐴𝑛)
   𝛬 (𝑛) 
→    ℒ(𝐵𝑛)} kuantum kanallar dizisinin 

asimptotik klasik bilişim kapasitesi ise     

           𝐶(Λ̂)= lim       →0 liminf 𝑛→∞
1

𝑛
𝐶(1, )(Λ(𝑛))                                                      (4.4) 

eşitliği ile tanımlanır.  

 

4.1.1 Kuantum kanallarının klasik bilişim iletimi için kodlama teoremleri 

 

Teorem 4.1 : ℒ(ℋ𝐴)
Λ
→ℒ(ℋ𝐵) kuantum kanalının 𝐶(1, )(Λ) tek-kullanım klasik bilişim 

kapasitesi için  

max
Σ𝐴
𝐷𝑠 (𝜎

𝑀𝐵 ∥ 𝜎𝑀⊗𝜎𝐵) ≤ 𝐶(1, )(Λ) ≤ max
Σ𝐴
𝐷𝑠
+𝜂(𝜎𝑀𝐵 ∥ 𝜎𝑀⊗𝜎𝐵) − log 𝜂 

eşitsizlikleri geçerlidir. Burada, 0 < 𝜂 < 1 − 휀 ve 𝜎𝑀𝐵 ise, Σ𝐵 = {𝑝(𝑚), 𝜎𝑚
𝐵 } kuantum 

durumlar topluluğuna (2.23) ifadesiyle karşılık getirilen 

 

𝜎𝑀𝐵 = ∑ 𝑝(𝑚)|𝑚⟩⟨𝑚|
𝑀
⊗𝜎𝑚

𝐵
𝑚                                                                     (4.5) 

 klasik-kuantum durumdur. 

  

Bu teoremin ispatına geçmeden, bu teoremin doğal bir sonucu olan ve en genel kuantum 

kanallarının asimptotik klasik bilişim kapasitesini belirleyen ifadeyi bir önerme olarak 

ifade edip ispatlayalım.  
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Önerme 4.2 : Λ̂ = {ℒ(𝐴𝑛)
   𝛬 (𝑛) 
→    ℒ(𝐵𝑛)} kuantum kanallar dizisinin asimptotik klasik 

bilişim kapasitesi için, 

C(Λ̂) = maxΣ̂𝐴 𝐷(�̂�
𝑀𝐵 ∥ �̂�𝑀⊗ �̂�𝐵)  

eşitliği vardır.  

İspat: Herhangi bir 𝑛 ≥ 1 doğal sayısı için, Teorem 4.1’den dolayı 

max
Σ𝐴
𝑛
𝐷𝑠 (𝜎

𝑀𝑛𝐵𝑛 ∥ 𝜎𝑀
𝑛
⊗𝜎𝐵

𝑛
) ≤𝐶(1, )(Λ(𝑛))  

𝐶(1, )(Λ(𝑛)) ≤ max
Σ𝐴
𝑛
𝐷𝑠
+𝜂
(𝜎𝑀

𝑛𝐵𝑛 ∥ 𝜎𝑀
𝑛
⊗𝜎𝐵

𝑛
) − log 𝜂 

eşitsizlikleri vardır. İki eşitsizliğin her iki tarafı 𝑛’ye bölünür ve ikinci eşitsizlikteki 𝜂 

pararmetresi 𝑛’nin bir polinomunun çarpımsal tersi olarak yazılabileceği göz önünde 

bulundurularak önce 𝑛 için liminf ve sonra 휀 → 0 limitlerinin alınması ispatı tamamlar. 

  

4.1.2 Teorem 4.1’in ispatı için hazırlık 

 

Burada, ortalama başarı olasılığının bilişim spektrum fonksiyoneli aracılığıyla alt ve üst 

sınırlarını belirleyen eşitsizlikler birer lemma olarak ifade edilip ispatlanacaktır. Bu 

lemmalardan ilki olan Lemma 4.3 ortalama başarı olasılığının alt sınırını belirlerken, 

Lemma 4.4 ise bu olasılığın üst sınırını belirlemektedir.  

Lemma 4.3: ℒ(ℋ𝐴)
Λ
→ℒ(ℋ𝐵) kuantum kanalı için 𝒞 = {𝑀, Σ𝐴, 𝒟𝐵}  klasik kodlama 

şeması verilsin. Eğer elemanları 

              𝐷𝑚
𝐵 ≡ (𝜎𝐵)−1 2⁄ 𝑝(𝑚)𝜎𝑚

𝐵(𝜎𝐵)−1 2⁄                                                                   (4.6) 

şeklinde tanımlanan 𝒟𝐵 POVM’u ile 𝐵 çıkış sisteminde ölçüm yapılır ise, ortalama 

başarı olasılığı için 
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𝑝𝑠(Λ, 𝒞)  ≥ 𝑇𝑟(𝜎
𝑀𝐵 − 2log𝑀𝜎𝑀⊗𝜎𝐵)

+
                                                       (4.7) 

eşitsizliği geçerlidir. Burada 𝜎𝐵, Σ𝐵 kuantum durumlar topluluğuna, (4.5) eşitliği ile 

karşılık getirilen 𝜎𝑀𝐵 klasik-kuantum durumunun indirgenmişidir. 

Not: Elemanları (4.6) eşitliği ile tanımlanan 𝒟𝐵 POVM’una, Σ𝐵 kuantum durumlar 

topluluğuna karşılık gelen çok iyi ölçüm denir (Hausladen ve Wootters 1994). 

İspat: 𝑝𝑠(Λ, 𝒞) ortalama başarı olasılığının tanımında, (4.6) ile tanımlı 𝐷𝑚
𝐵 ’ler 

yazıldığında 

                𝑝𝑠(Λ, 𝒞) =
1

𝑀
∑ 𝑝(𝑚)𝑇𝑟(𝜎𝑚

𝐵(𝜎𝐵)−1 2⁄ 𝜎𝑚
𝐵(𝜎𝐵)−1 2⁄ )𝑀

𝑚=1                                (4.8) 

eşitliği elde edilir. Çarpışma bağıl entropisi-benzeri fonksiyonel için (3.27) 

hatırlandığında, bu eşitliğin sağ tarafındaki bütün 𝑚’ler için 

𝐹(𝜎𝑚
𝐵 ∥ 𝜎𝐵) = 𝑇𝑟(𝜎𝑚

𝐵(𝜎𝐵)−1 2⁄ 𝜎𝑚
𝐵(𝜎𝐵)−1 2⁄ )                                                 (4.9) 

olduğu hemen görülür. Bu durumda, Teorem 3.5’in (vii) ifadesinden dolayı 

𝐹(𝜎𝑚
𝐵 ∥ 𝜎𝐵) ≥ 𝑀𝑇𝑟(𝜎𝑚

𝐵 − 2log𝑀𝜎𝐵)+ 

eşitsizliği vardır. Bu, (4.8)’de kullanılırsa  

𝑝𝑠(Λ, 𝒞) ≥ ∑ 𝑝(𝑚)𝑇𝑟(𝜎𝑚
𝐵 − 2log𝑀𝜎𝐵)+

𝑀
𝑚=1                                                 (4.10) 

sonucuna varılır. Diğer taraftan, 𝜎𝑀𝐵 klasik-kuantum durumu için (4.5) eşitliği göz 

önüne alındığında 

𝜎𝑀𝐵 − 2log𝑀𝜎𝑀⊗𝜎𝐵 = ∑ 𝑝(𝑚)|𝑚⟩⟨𝑚|
𝑀
⊗ (𝜎𝑚

𝐵
𝑚 − 2log𝑀𝜎𝐵)              (4.11) 
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eşitliği elde edilir. Bu eşitlik yardımıyla 𝜎𝑀𝐵 − 2log𝑀𝜎𝑀⊗𝜎𝐵 için spektral izdüşüm 

işlemcisinin 

[𝜎𝑀𝐵 > 2log𝑀𝜎𝑀⊗𝜎𝐵] = ∑ |𝑚⟩⟨𝑚|
𝑀
⊗ [𝜎𝑚

𝐵 > 2log𝑀𝜎𝐵]𝑚                         (4.12) 

olduğu görülür. Son olarak, (4.11) ve (4.12) ifadelerinin kullanılmasıyla  

         𝑇𝑟(𝜎𝑀𝐵 − 2log𝑀𝜎𝑀⊗𝜎𝐵)
+
= ∑ 𝑝(𝑚)𝑇𝑟(𝜎𝑚

𝐵 − 2log𝑀𝜎𝐵)+
𝑀
𝑚=1                   (4.13) 

yazılır ve bu (4.10) ile kıyaslandığında ispatın tamamlandığı görülür. (4.13) eşitliğinin 

sol tarafındaki iz 𝑀𝐵 sistemi üzerinden alınırken, sağ taraftaki iz sadece 𝐵 sistemi 

üzerinden alınmıştır.  

Lemma 4.4: ℒ(ℋ𝐴)
Λ
→ℒ(ℋ𝐵) kuantum kanalı için 𝒞 = {𝑀, Σ𝐴, 𝒟𝐵} klasik kodlama 

şeması verilsin. Bu durumda ortalama başarı olasılığı için 

          𝑝𝑠(Λ, 𝒞) ≤  𝑇𝑟(𝜎
𝑀𝐵 − 2𝛾𝜎𝑀⊗𝜎𝐵)+ + 2

𝛾−log𝑀                                           (4.14) 

eşitsizliği geçerlidir. Burada 𝛾 bir gerçel sayıdır.  

İspat: Ortalama başarı olasılığı ifadesinin tanımında 2𝛾𝜎𝐵 terimi eklenip çıkarılırsa 

            𝑝𝑠(Λ, 𝒞) =
1

𝑀
∑ 𝑇𝑟(𝐷𝑚

𝐵 (𝜎𝑚
𝐵 − 2𝛾𝜎𝐵))

𝑀

𝑚=1

+
2𝛾

𝑀
∑ 𝑇𝑟(𝐷𝑚

𝐵𝜎𝐵)

𝑀

𝑚=1

 

ifadesi elde edilir. Burada, 𝜎𝐵 durumu (4.5) eşitliği ile tanımlı 𝜎𝑀𝐵 klasik-kuantum 

durumunun indirgenmişidir. Bu eşitsizliğin sağ tarafının ikinci terimindeki toplam alınır 

ve ilk terimi için Teorem 3.5’in (ii) ifadesi kullanılırsa  

            𝑝𝑠(Λ, 𝒞) ≤
1

𝑀
∑ 𝑇𝑟(𝜎𝑚

𝐵 − 2𝛾𝜎𝐵)+
𝑀
𝑚=1 + 2𝛾−log𝑀                                           (4.15) 

eşitsizliği elde edilir. Bunun yanı sıra, giriş ve çıkış sistemi 𝑀 klasik sistemi olan ℰ 

klasik kanalının koşullu olasılığı, 𝑝(𝑙)’ler (4.5)’deki olasılık dağılımı olmak üzere 
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𝑝(𝑘⃓𝑙) =
𝑝(𝑘, 𝑙)

𝑝(𝑙)
=

1
𝑀 𝛿𝑘𝑙

𝑝(𝑙)
 

eşitliği ile tanımlansın. Bu kanalın Kraus işlemcileri, 2.2.1 başlığındaki (3) numaralı not 

göz önüne alındığında, 

            𝐸𝑘𝑙 = √𝑝(𝑘⃓𝑙)|𝑘⟩⟨𝑙| 

olduğu görülür.  Bu durumda, ℰ kanalının ℰ⨂𝑖𝑑𝐵 tensörel genişlemesinin etkisi sonucu 

𝜏𝑀𝐵 = ℰ⨂𝑖𝑑𝐵(𝜎
𝑀𝐵) = ∑

1

𝑀
|𝑚⟩⟨𝑚|

𝑀
⊗𝜎𝑚

𝐵
𝑚                                              (4.16) 

ve 

𝜏𝑀⊗𝜎𝐵 = ℰ⨂𝑖𝑑𝐵(𝜎
𝑀⊗𝜎𝐵)                                                                     (4.17) 

durumları elde edilir. Ayrıca, 𝜏𝑀𝐵 ve 𝜏𝑀⊗𝜎𝐵 klasik-kuantum durumları için (4.13) 

eşitliğinin elde edilme aşamaları göz önüne alındığında 

𝑇𝑟(𝜏𝑀𝐵 − 2log𝑀𝜏𝑀⊗𝜎𝐵)
+
=
1

𝑀
∑ 𝑇𝑟(𝜎𝑚

𝐵 − 2𝛾𝜎𝐵)+

𝑀

𝑚=1

 

yazılır. Bu eşitlik (4.15)’de yerine konulduğunda  

𝑝𝑠(Λ, 𝒞) ≤ 𝑇𝑟(𝜏
𝑀𝐵 − 2log𝑀𝜏𝑀⊗𝜎𝐵)

+
+ 2𝛾−log𝑀 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizliğin ilk teriminde, (4.16) ve (4.17) eşitlikleri ile tanımlı 

kuantum durumlar göz önüne alınıp Teorem 3.4’ün (iii) ifadesi kullanıldığında ispat 

tamamlanır.  

Şimdi, bu lemmaları kullanarak Teorem 4.1’in ispatına geçebiliriz. 

 

4.1.3 Teorem 4.1’in ispatı 

 

Teoremin ispatı iki kısımda yapılacaktır. İlk eşitsizliğin geçerliliği için log𝑀 iletim 

oranın 𝐷𝑠 (𝜎
𝑀𝐵 ∥ 𝜎𝑀⊗𝜎𝐵) bağıl entropisinin değerine eşit olması durumunda 
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istenilen iletim doğruluğunu sağlayan bir kodlama şemasının var olduğu gösterilecektir. 

Bu kanal kodlama teoreminin erişilebilirlik kısmını oluşturur. İkinci eşitsizliğin 

geçerliliği için ise 𝐷𝑠
+𝜂(𝜎𝑀𝐵 ∥ 𝜎𝑀⊗𝜎𝐵)’nin değerinden büyük olan bütün iletim 

oranlarında istenilen iletim doğruluğunu sağlayan hiçbir kodlama şemasının olmadığı 

gösterilecektir. Bu da kanal kodlama teoremlerinin ters kısmını oluşturur.  

 

Şimdi teoremin ispatını yukarıda ifade edilen çerçevede yapalım. 

 

İspat: Teoremin ilk eşitsizliğindeki maksimum değeri veren giriş sisteminin Σ𝐴 

kuantum durumlar topluluğunun çıkış sistemindeki haline karşılık gelen 𝜎𝑀𝐵 klasik-

kuantum durumu için 𝐷𝑠 (𝜎
𝑀𝐵 ∥ 𝜎𝑀⊗𝜎𝐵) = log𝑀 olsun. Bu durumda, 𝐷𝑠 (𝜎

𝑀𝐵 ∥

𝜎𝑀⊗𝜎𝐵) bağıl entropisinin tanımından 

𝑇𝑟(𝜎𝑀𝐵 − 2log𝑀𝜎𝑀⊗𝜎𝐵)
+
= 1 − 휀 

eşitliği vardır. Bu eşitliğin sol tarafı için Lemma 4.3 göz önüne alındığında 

𝑝𝑠(Λ, 𝒞) ≥ 1 − 휀 

eşitsizliği yazılır. Bu, istenilen başarı olasılığını sağlayan bir kodlama şemasının 

olduğunu gösterir. Dolayısıyla, teoremin ilk eşitsizliği ispatlanır. 

İkinci eşitsizliğin ispatı, herhangi bir 𝑀 mesajlı bir 𝒞 kodlama şeması için 

log𝑀 > max
Σ𝐴
𝐷𝑠
+𝜂(𝜎𝑀𝐵 ∥ 𝜎𝑀⊗𝜎𝐵) − log 𝜂 

ifadesinin 

𝑝𝑠(Λ, 𝒞) < 1 − 휀 

eşitsizliğini gerektirdiğini göstermeye eşdeğerdir. Yukarıdaki ifadede maksimumu 

sağlayan Σ𝐴 kuantum durumlar topluluğuna karşılık çıkış sisteminde oluşan 𝜎𝑀𝐵 klasik-

kuantum durumu için 𝐷𝑠
+𝜂(𝜎𝑀𝐵 ∥ 𝜎𝑀⊗𝜎𝐵) = 𝛾 olsun. Dolayısıyla, Lemma 4.4 ve  

𝛾 − log𝑀 < log 𝜂 hipotezinden, 𝑝𝑠(Λ, 𝒞) < 1 − 휀 eşitsizliği yazılır ve bu ispatı 

tamamlar.  
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4.2 Tek-Kullanım ve Asimptotik Kuantum Bilişim Kapasiteleri 

 

Kuantum kanallarının kuantum bilişim kapasitelerinin belirlenmesinde dolanıklık iletim 

protokolü esas alınacaktır. Bu protokolün, ℒ(ℋ𝐴)
Λ
→ℒ(ℋ𝐵) kuantum kanalının 

verilmesi durumunda, aşamaları aşağıdaki gibidir:  

i. Gönderici ile alıcı birlikte, izomorf Hilbert uzaylarının karşılık geldiği 𝑀 ve 𝑀′ alt 

sistemlerinden oluşan 𝑀𝑀′ sisteminin |Φ⟩
𝑀𝑀′

 en dolanık durumunu belirler. Bu 

durum, Schmidt rankı 𝑑𝑀 ≤ 𝑑𝐴 olan en dolanık durumdur.  

ii. Gönderici, bu duruma ℋ𝑀′
𝑉
→ℋ𝐴 izometrisini etki ettirerek |𝜓⟩

𝑀𝐴
 en dolanık 

durumunu elde eder; yani 

              Π𝜓
𝑀𝐴 = (𝑖𝑑𝑀⊗𝑎𝑑𝑉)(ΠΦ

𝑀𝑀′) 

eşitliği ile tanımlı |𝜓⟩
𝑀𝐴

 en dolanık durumunu hazırlar
9
. Bu şekilde hazırlanan Π𝜓

𝑀𝐴 

saf durumu, Λ kuantum kanalından iletimi sonucu  

             𝜎𝑀𝐵 = (𝑖𝑑𝑀⊗Λ)(Π𝜓
𝑀𝐴) 

eşitliği ile tanımlı 𝜎𝑀𝐵 durumu olarak alıcıya ulaşır.  

iii. Alıcı, kendisine ulaşan 𝜎𝑀𝐵 durumuna, ℒ(ℋ𝐵)
𝒟
→ℒ(ℋ𝑀′) kod-çözme kanalının 

etkisi sonucu 

               𝜔𝑀𝑀
′
= (𝑖𝑑𝑀⊗𝒟)(𝜎𝑀𝐵) 

ifadesiyle tanımlı 𝜔𝑀𝑀
′
 durumunu elde eder.  

 

𝒞 = {𝑑𝑀, |𝜓⟩
𝑀𝐴
, 𝒟} üçlüsüne kuantum bilişim iletimi için dolanıklık iletim 

protokolünün bir kodlama şeması denir ve bu türden bir kodlama şemasının iletim 

doğruluğu  

𝐹𝑒(Λ, 𝒞) ≡ 𝑇𝑟(ΠΦ
𝑀𝑀′𝜔𝑀𝑀

′
)                                                                           (4.18) 

dolanıklık asıla-uygunluğu (fidelity) (Uhlmann 1976, Barnum vd. 2000, Schumacher 

1996, Schumacher ve Nielsen 1996, Kretschmann ve Werner 2004) ile nicelendirilir. 

                                                 
9
 Eşlenik etkiler, kuantum durumların saflıklarını ve Schmidt ranklarını değiştirmez. 
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Dolanıklık asıla-uygunluğu, ΠΦ
𝑀𝑀′ ile 𝜔𝑀𝑀

′
 durumlarının birbirlerine benzerliklerinin 

bir ölçüsüdür. Bir başka deyişle, ΠΦ
𝑀𝑀′ en dolanık durumunun iletim sürecinde ne kadar 

korunduğunu nicelendirir. Çünkü,  

0 ≤ 𝐹𝑒(Λ, 𝒞) ≤ 1 

aralığında olduğu tanımından hemen görülebilen dolanıklık asıla-uygunluğunun bir 

değerini alması ΠΦ
𝑀𝑀′  durumunun içerdiği dolanıklığın tamamen korunduğunu gösterir.   

Λ kuantum kanalının tek-kullanım kuantum bilişim kapasitesi (Datta ve Hsieh 2011) 

            𝑄(1, )(Λ) ≡ sup {log 𝑑𝑀 ∣  ∃𝒞 ∶  𝐹𝑒(Λ, 𝒞) ≥ 1 −  휀}                                       (4.19) 

ifadesi ile tanımlanır.  Burada, 0 < 휀 < 1 gerçel sayısı iletim doğruluğunun istenilen 

derecesini belirler. Bu kapasite, Λ kuantum kanalının bir kez kullanılmasıyla istenilen 

iletim doğruluğunu sağlayarak iletebileceği maksimum dolanıklığı ve dolayısıyla 

kuantum bilişimi nicelendirir. Ayrıca, Λ̂ = {ℒ(𝐴𝑛)
   𝛬 (𝑛) 
→    ℒ(𝐵𝑛)} kuantum kanallar 

dizisinin asimptotik kuantum bilişim kapasitesi ise  

 

𝑄(Λ̂)= lim       →0 liminf 𝑛→∞
1

𝑛
𝑄(1, )(Λ(𝑛))                                                  (4.20) 

 

eşitliği ile tanımlanır. 

 

4.2.1 Kuantum kanallarının kuantum bilişim iletimi için kodlama teoremleri 

 

Teorem 4.5: ℒ(ℋ𝐴)
Λ
→ℒ(ℋ𝐵) kuantum kanalının 𝑄(1, )(Λ) tek-kullanım kuantum 

bilişim kapasitesi için  

max
|𝜓⟩

𝑀𝐴
𝐷𝑠 (𝜎

𝑀𝐵 ∥ 𝕀𝑀⊗𝜎𝐵) ≤ 𝑄(1, )(Λ) ≤ max
|𝜓⟩

𝑀𝐴
𝐷𝑠
+𝜂(𝜎𝑀𝐵 ∥ 𝕀𝑀⊗𝜎𝐵) − log 𝜂 

eşitsizlikleri geçerlidir. Burada, 0 < 𝜂 < 1 − 휀 aralığında bir gerçel sayıdır.  
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Bu teoremin ispatına geçmeden, bu teoremin doğal bir sonucu olan ve en genel kuantum 

kanallarının asimptotik kuantum bilişim kapasitesini belirleyen ifadeyi bir önerme 

olarak ifade edip ispatlayalım.  

Önerme 4.6: Λ̂ = {ℒ(𝐴𝑛)
   𝛬 (𝑛) 
→    ℒ(𝐵𝑛)} kuantum kanallar dizisinin asimptotik kuantum 

bilişim kapasitesi için  

            Q(Λ̂) = max
Π̂𝜓
𝑀𝐴
𝐷(�̂�𝑀𝐵 ∥  �̂�𝑀⊗ �̂�𝐵) 

eşitliği vardır.   

İspat: Herhangi bir 𝑛 ≥ 1 doğal sayısı için, Teorem 4.1’den dolayı 

max
Π𝜓
𝑀𝑛𝐴𝑛

𝐷𝑠 (𝜎
𝑀𝑛𝐵𝑛 ∥ 𝕀𝑀

𝑛
⊗𝜎𝐵

𝑛
) ≤𝑄(1, )(Λ(𝑛) ) 

𝑄(1, )(Λ(𝑛)) ≤ max
Π𝜓
𝑀𝑛𝐴𝑛

𝐷𝑠
+𝜂
(𝜎𝑀

𝑛𝐵𝑛 ∥ 𝕀𝑀
𝑛
⊗𝜎𝐵

𝑛
) − log 𝜂 

eşitsizlikleri vardır. İki eşitsizliğin her iki tarafı 𝑛’ye bölünür ve ikinci eşitsizlikteki 𝜂 

pararmetresi 𝑛’nin bir polinomunun çarpımsal tersi olarak yazılabileceği göz önünde 

bulundurularak önce 𝑛 için liminf ve sonra 휀 → 0 limitlerinin alınması ispatı tamamlar. 

 

4.2.2 Teorem 4.5’in ispatı için hazırlık 

 

Bu başlık altında, bilişim spektrum fonksiyoneli ile dolanıklık asıla-uygunluğunun alt 

ve üst sınırlarını belirleyen lemmalar ifade edilip ispatlanacaktır. Bu lemmalar, Teorem 

4.5’in ispatının temelini oluşturmaktadır.  

Lemma 4.7 : ℒ(ℋ𝐴)
Λ
→ℒ(ℋ𝐵) kuantum kanalı için 𝒞 = {𝑑𝑀, |𝜓⟩

𝑀𝐴
, 𝒟} kodlama 

şeması verilsin. Eğer kod-çözme gönderimi 

𝒟 = 𝑎𝑑𝑉
∗ ∘ 𝑎𝑑(Π𝜓

𝐴 )1 2⁄ ∘ Λ
∗ ∘ 𝑎𝑑(𝜎𝐵)−1 2⁄  

şeklinde seçilir ise,   
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𝐹𝑒(Λ, 𝒞) ≥ 𝑇𝑟(𝜎
𝑀𝐵 − 2log𝑑𝑀𝕀𝑀⊗𝜎𝐵)

+
 

eşitsizliği sağlanır.  

İspat: Dolanıklık asıla-uygunluk ve hipotezdeki kod-çözme kanalının tanımlarından 

             𝐹𝑒(Λ, 𝒞) =
1

𝑑𝑀
𝑇𝑟(𝜎𝑀𝐵(𝕀𝑀⊗ (𝜎𝐵)−1 2⁄ )𝜎𝑀𝐵(𝕀𝑀⊗ (𝜎𝐵)−1 2⁄ )) 

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin sağ tarafı için çarpışma bağıl entropisi-benzeri 

fonksiyonelinin tanımı ve 𝕀𝑀⊗ (𝜎𝐵)−1 2⁄ = (𝕀𝑀⊗𝜎𝐵)−1 2⁄  özdeşliği kullanıldığında 

            𝐹𝑒(Λ, 𝒞) =
1

𝑑𝑀
𝐹(𝜎𝑀𝐵 ∥ 𝕀𝑀⊗𝜎𝐵) 

eşitilği elde edilir.  Bu eşitlikte de Teorem 3.5’in (vii) ifadesi kullanıldığında ispat 

tamamlanır.  

Lemma 4.8: ℒ(ℋ𝐴)
Λ
→ℒ(ℋ𝐵) kuantum kanalı için 𝒞 = {𝑑𝑀, |𝜓⟩

𝑀𝐴
, 𝒟} kodlama şeması 

verilsin. Bu durumda,  

𝐹𝑒(Λ, 𝒞) ≤  𝑇𝑟(𝜎
𝑀𝐴 − 2𝛾𝜎𝑀⊗𝜎𝐵)+ + 2

𝛾−log𝑀 

eşitsizliği geçerlidir. Burada 𝛾 bir gerçel sayıdır.  

İspat: Dolanıklık asıla-uygunluk ifadesinin tanımında 2𝛾𝕀𝑀⊗𝜔𝑀
′
 teriminin eklenip 

çıkarılması ve gerekli işlemlerin açıkça yapılmasıyla 

             𝐹𝑒(Λ, 𝒞)  = 𝑇𝑟(ΠΦ
𝑀𝑀′(𝜔𝑀𝑀

′
− 2𝛾𝕀𝑀⊗𝜔𝑀

′
)) + 2𝛾−log𝑀 

eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin ilk terimi için Teorem 3.5’in (ii) ifadesinin 

kullanılmasıyla 

𝐹𝑒(Λ, 𝒞) ≤  𝑇𝑟(𝜔
𝑀𝑀′ − 2𝛾𝕀𝑀⊗𝜔𝑀

′
)
+
+ 2𝛾−log𝑀  

eşitsizliği yazılır ve yine ilk terimde  𝒟 kod-çözme kanalı için Teorem 3.5’in (iii) 

ifadesi hatırlandığında ispat tamamlanmış olur. 
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Şimdi, bu lemmalar kullanılarak Teorem 4.5’in ispatına geçilebilir.  

 

4.2.3 Teorem 4.5’in ispatı  

 

Teoremin ispatı iki kısımda yapılacaktır. İlk eşitsizliğin geçerliliği için log 𝑑𝑀 iletim 

oranın 𝐷𝑠 (𝜎
𝑀𝐵 ∥ 𝕀𝑀⊗𝜎𝐵) bağıl entropisinin değerine eşit olması durumunda istenilen 

iletim doğruluğunu sağlayan bir kodlama şemasının var olduğu gösterilecektir. Bu kanal 

kodlama teoremlerinin erişilebilirlik kısmını oluşturur. İkinci eşitsizliğin geçerliliği için 

ise 𝐷𝑠
+𝜂(𝜎𝑀𝐵 ∥ 𝕀𝑀⊗𝜎𝐵)’nin değerinden büyük olan bütün iletim oranlarında istenilen 

iletim doğruluğunu sağlayan hiçbir kodlama şemasının olmadığı gösterilecektir. Bu, 

kanal kodlama teoremlerinin ters kısmını oluşturur. 

 

Şimdi teoremin ispatını yukarıda ifade edilen çerçevede yapalım. 

İspat: Teoremin ilk eşitsizliğindeki maksimum değeri veren 𝑀𝐴 sisteminin |𝜓⟩
𝑀𝐴

 saf 

durumuna kanalın etkisi sonucu oluşan 𝜎𝑀𝐵 durumu için 𝐷𝑠 (𝜎
𝑀𝐵 ∥ 𝕀𝑀⊗𝜎𝐵)  = log𝑀 

olsun. Bu durumda, 𝐷𝑠 (𝜎
𝑀𝐵 ∥ 𝕀𝑀⊗𝜎𝐵) bağıl entropisinin tanımından 

𝑇𝑟(𝜎𝑀𝐵 − 2log𝑑𝑀𝕀𝑀⊗𝜎𝐵)
+
= 1 − 휀 

eşitliği vardır. Bu eşitliğin sol tarafı için Lemma 4.7 göz önüne alındığında 

𝐹𝑒(Λ, 𝒞) ≥ 1 − 휀 

eşitsizliği yazılır. Bu, istenilen başarı olasılığını sağlayan bir kodlama şemasının 

olduğunu gösterir. Dolayısıyla, teoremin ilk eşitsizliği ispatlanır. 

İkinci eşitsizliğin ispatı, herhangi bir 𝑑𝑀 boyutlu 𝒞 kodlama şeması için 

log𝑀 > max
Σ𝐴
𝐷𝑠
+𝜂(𝜎𝑀𝐵 ∥ 𝕀𝑀⊗𝜎𝐵) − log 𝜂 

ifadesinin 

𝐹𝑒(Λ, 𝒞) < 1 − 휀 
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eşitsizliğini gerektirdiğini göstermeye eşdeğerdir. Yukarıdaki ifadede maksimumu 

sağlayan |𝜓⟩
𝑀𝐴

 durumuna kanalın etkisi sonucu oluşan 𝜎𝑀𝐵 kuantum durumu için 

𝐷𝑠
+𝜂(𝜎𝑀𝐵 ∥ 𝜎𝑀⊗𝜎𝐵) = 𝛾 olsun. Dolayısıyla, Lemma 4.8 ve  𝛾 − log 𝑑𝑀 < log 𝜂 

hipotezinden, 𝐹𝑒(Λ, 𝒞) < 1 − 휀 eşitsizliği yazılır ve bu ispatı tamamlar.  
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5. SONUÇ  

Tez hazırlama aşamasında yapılan yayınların (Duran vd. 2014, Türkmen 2016) yanında 

Teorem 4.1 ve 4.5, bu tezin temel sonuçlarıdır. Bu teoremlerde, sırasıyla, kuantum 

kanallarının tek-kullanım klasik ve kuantum bilişim kapasitelerinin bilişim spektrum 

bağıl entropilerle sınırları belirlendi. Bu teoremlerin ilk eşitsizliklerinin ispatlarında 

kullanılan tekniklere (Beigi ve Gohari 2014) referansı ilham kaynağı olmuştur. Diğer 

taraftan, ilk defa (Tomamichel ve Hayashi 2013)’da tanımlanan bilişim spektrum bağıl 

entropisinin (Datta ve Leditzky 2015) çalışmasındaki hali bu teoremlerde başat rol 

oynamaktadır. En iyi bilgimize göre, Teorem 4.5 ile ilk defa bilişim spektrum bağıl 

entropiler aracılığıyla tek-kullanım kuantum kapasitesinin sınırları belirlenmiştir.  

Yukarıda ifade edilen sonuçlara varmak için, kuantum bilişim teorisinin temel yasaları 

olan kuantum mekaniği postuları tanıtılmış ve ardından bu postulalarda geçen 

matematiksel objelerin tanımları verilip özellikleri incelenmiştir. Burada, kuantum 

kanallarının tanımlarına olanak sağlayan çizgisel gönderimlerin tamamen pozitiflik 

özelliği için literatürde bilinen karakterizasyonların tamamı Teorem 2.10 ile 

belirlenmiştir. Diğer taraftan kuantum kanallarının bilişim kapasitelerinin 

belirlenmesine ve açık kuantum sistemlerin indirgenmiş dinamiklerini belirlemeye 

olanak sağlayan entropik nicelikler de incelenmiştir. 

Şimdi, bu tez kapsamında yapılan yayınların değerlendirmesi ayrı bir başlık altında 

yapabilir. Bu yayınlarda geçen kavramların daha detaylı ve kapsamlı anlatımları ikinci 

ve üçüncü bölümde yapıldığından, burada sadece özetleri verilecek ve elde edilen 

sonuçlar vurgulanacaktır.  

5.1 Tez Kapsamında Yapılan Yayınların Özetleri 

Bu tez kapsamında, kuantum kanallarının uygulamaları olarak görülebilecek, iki yayın 

yapılmıştır (Duran vd. 2014, Türkmen vd. 2016). Bu yayınların ayrı başlıklar altında 

değerlendirmeleri burada yapılacaktır. 
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5.1.1 Kuantum kanallarla dolanıklığın algılanması 

Birleşik kuantum sistemlerin durumlarının bir korelasyon türü olan dolanıklık kuantum 

bilişim teorisinde önemli bir özkaynaktır. Bu özkaynağın algılanması ve 

nicelendirilmesi kuantum bilişim teorisinin temel araştırma alanlarındandır. 

Entanglement Detection via Continuous Quantum Channels başlıklı makalede, 2𝑑 

boyutlu ℋ𝐴 Hilbert uzaylarının  ℒ(𝐴) işlemci uzaylarında (2.14) eşitliği ile tanımlanan 

çizgisel gönderiminin pozitif olması (2.15) ifadesiyle belirlenmiştir. Bu gönderimin 

parametrelerine koşullar konulması sonucu eşitlik (2.27) ile elde edilen gönderime 

karşılık gelen Choi matrisinin spektrumu bulunarak bu gönderimin tamamen pozitif 

olduğu parametre bölgesi tespit edilmiştir. Böylece, tespit edilen parametre bölgelerine 

bağlı olarak hem kuantum kanallar hem de dolanıklık tanıkları bu gönderimin analizi 

sonucu elde edilmiştir (Duran vd. 2014).  

5.1.2 İndirgenmiş kuantum dinamiklerinin karakterizasyonu 

Çevresiyle birlikte üniter gelişen bir kuantum sisteme açık kuantum sistem denir. Açık 

kuantum sistemlerin, çevrelerine bakılmaksızın, durum değişimlerini çizgisel 

gönderimlerle betimlemeye de indirgenmiş kuantum dinamik denir.  Matematiksel 

olarak söylenirse,  𝑄 kuantum sistemi ve bu sistemin çevresi olan 𝐸 kuantum sistemi 

verilsin ve bu iki sistem etkileşimin başladığı 𝑡 anında 𝜌𝑄𝐸 durumunda bulunsunlar. Bu 

iki sistem, 𝑈𝑄𝐸 birleşik üniter işlemcisi ile 𝜏 süresi boyunca etkileşsinler ve bu etkileşim 

sonunda sistemlerin durumu 𝜎𝑄𝐸 olsun. Bu durumda 𝑄 sisteminin indirgenmiş kuantum 

dinamiği 

 

ℰ(𝜌𝑄) = 𝑇𝑟𝐸(𝜎
𝑄𝐸) 

           = 𝑇𝑟𝐸 ∘ 𝑎𝑑𝑈𝑄𝐸(𝜌
𝑄𝐸)                                                                             (5.1) 

 

eşitliği ile tanımlanır. Bir başka deyişle, 𝜌𝑄𝐸 durumunun 𝑄 sistemine ait olan 

indirgenmişi 𝜌𝑄’nun, gelişim sonundaki 𝜎𝑄𝐸 durumunun indirgenmişi olan 𝜎𝑄 

durumuna dönüştüren ℰ gönderimine indirgenmiş kuantum dinamiği denir. Reduced 
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quantum dynamics with initial system-environment correlations characterized by pure 

Markov states başlıklı makalede, ℰ gönderiminin bir kuantum kanal olması için yeter 

şart  

 

𝜌𝑄𝐸 = 𝑇𝑟𝐸(|𝜓⟩⟨𝜓|
𝑅𝑄𝐸
)                                                                                    (5.2) 

 

eşitliği ile tanımlı 𝑅𝑄𝐸 sisteminin saf durumu olan |𝜓⟩
𝑅𝑄𝐸

 bir saf Markov durum 

olması olarak belirlendi. Gerçekten, |𝜓⟩
𝑅𝑄𝐸

 bir saf Markov durum olması, eşitlik (3.12) 

ile tanımlı ℛ Petz geri-alım gönderiminin varlığını garanti eder ve eşitlik (5.1)’de bu 

gönderimin kullanılmasıyla 𝑄 sisteminin indirgenmiş dinamiği, 𝜌𝑄 durumunun desteği 

üzerinde, 

ℰ = 𝑇𝑟𝐸 ∘ 𝑎𝑑𝑈𝑄𝐸 ∘ ℛ 

eşitliği ile tanımlı ℰ kuantum kanallı ile betimlenir. Çünkü, kuantum kanallarının 

bileşkeleri de bir kuantum kanaldır. Ayrıca, (5.2) eşitliği ile tanımlı |𝜓⟩
𝑅𝑄𝐸

’nin Markov 

durum olması hali için Önerme 3.2 göz önüne alındığında sistemle çevre arasında her 

türden korelasyonun olacağı görülmüş olunur. Böylece, indirgenmiş kuantum 

dinamiğinin kuantum kanallarla betimlenmesine izin veren başlangıç durumlarının her 

türden korelasyon içerebileceği açıkça ortaya konulmuştur (Türkmen 2016).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



70 

 

KAYNAKLAR 

 

Barnum, H., Knill, E. and Nielsen, M.A. 2000. On Quantum Fidelities and Channel 

 Capacities. IEEE Transactions on Information Theory, 46, pp. 1317-1329. 

 

Barnum, H., Nielsen, M.A. and Schumacher, B. 1998. Information transmission through 

a noisy quantum channel. Phys. Rev. A, 57(6):4153. 

 

Beigi, S. and Gohari, A. 2014. Quantum achievability proof via collision relative 

entropy. IEEE Transactions on Information Theory, 60 (12), 7980–7986. 

 

Bennett, C.H., Shor, P.W., Smolin, J.A. and Thapliyal, A.V. 2002. Entanglement-

assisted capacity of a quantum channel and the reverse Shannon theorem. IEEE 

Transactions on Information Theory, 48, 2637–2655. 

 

Bhatia, R. 1997. Matrix Analysis, Springer Verlag, 347p,  USA. 

 

Buscemi, F. and Datta, N. 2010. The quantum capacity of channels with arbitrarily 

 correlated noise. IEEE Transactions on Information Theory, vol. 56, Issue 3, pp. 

 1447-1460. 

 

Cai, N., Winter, A. and Yeung, R. W. 2004. Quantum Privacy and Quantum Wiretap 

 Channels. Probl. Inf. Trans. 40, 318. 

 

Caruso, F., Giovannetti, V., Lupo, C. and Mancini, S. 2014. Quantum channels and 

 memory effects. Rev. Mod. Phys. 86, 1203. 

Datta, N. 2009. Min- and Max-Relative Entropies and a New Entanglement Monotone. 

 IEEE Transactions on Information Theory, vol. 55, no. 6, pp. 2816-2826.  

 

Datta, N.  and Hsieh, M.-H. 2011. The apex of the family tree of protocols: Optimal    

rates  and resource inequalities. New Journal of Physics 13, no. 9, 093042. 

 

Datta, N. and Leditzky, F. 2015. Second-order asymptotics for source coding, dense 

 coding, and pure state entanglement conversions. IEEE Transactions on 

 Information Theory, 61(1):582-608.  

 

Datta, N., Mosonyi, M., Hsieh, M.-H. and Brandao, F.G.S.L. 2013. A smooth entropy 

approach to quantum hypothesis testing and the classical capacity of quantum 

channels. IEEE Transactions on Information Theory 59(12):8014–8026. 

 

Datta, N. and Renner, R. 2009. Smooth Renyi entropies and the quantum information 

 spectrum, IEEE Transactions on Information Theory 55, no. 6. 

 

Devetak, I. 2005. The private classical capacity and quantum capacity of a quantum 

 channel. IEEE Transactions on Information Theory, 51(1):44-55. 

 



71 

 

Davies, E. B. and Lewis, J. T. 1970. An operational approach to quantum probability. 

Communications in Mathematical Physics, 17(3) pp. 239-260. 

Duran, D., Verçin, A. and Yılmaz, S. 2014. Entanglement detection via continuous 

quantum channels. Phys. Rev. A 90, 042320. 

Feinstein, A. 1954. A new basic theorem of information theory IRE Trans. PGIT 4 2– 

22. 

 

Han, T. and Verdu, S. 1993. Approximation theory of output statistics. IEEE 

Transactions  on Information Theory, 39 (3):752–772. 

 

Han, T.S. 2002. Information-Spectrum Methods in Information Theory, Springer-                 

Verlag, 338p, USA. 

 

Hiai, F. and Petz, D. 2014. Introduction to Matrix Analysis and Applications. Hindustan 

 Book Agency and Springer International Publishing, 332p, Switzerland. 

 

Hausladen, P., Jozsa, R., Schumacher, B., Westmoreland, M. and Wootters, W. K.  

1996.  Classical information capacity of a quantum channel. Phys. Rev. A, 

54(3):1869-1876. 

 

Hausladen, P. and Wootters, W.K. 1994. A ‘pretty good’ measurement for 

distinguishing quantum states. J. Modern Opt., vol. 41, no. 12, pp. 2385–2390.  

 

Hayashi, M. 2006. Quantum information. An introduction. Springer-Verlag Berlin 

 Heidelberg, 426p, Germany. 

 

Hayashi, M. and Nagaoka, H. 2003. General formulas for capacity of classical-quantum 

 channels. IEEE Transactions on Information Theory 49, no. 7, 1753–1768. 

 

Hayden, P., Jozsa, R., Petz, D. and Winter, A. 2004. Structure of states which satisfy 

 strong subadditivity of quantum entropy with equality. Communications in 

 Mathematical Physics, 246(2):359–374. 

 

Holevo, A. S. 1973a. Bounds for the quantity of information transmitted by a quantum 

 communication channel. Problems of Information Transmission, 9:pp 177-183.  

 

Holevo, A. S. 1973b. Statistical problems in quantum physics. In Second Japan-USSR 

Symposium on Probability Theory, volume 330 of Lecture Notes in   

Mathematics,  pp 104-119. Springer Berlin / Heidelberg. 

 

Holevo, A.S. 1998. The capacity of the quantum channel with general signal states. 

IEEE  Transactions on Information Theory, 44(1): pp. 269-273. 

 

Holevo, A.S. 2002. On entanglement assisted classical capacity. Journal of  

Mathematical  Physics, 43(9): pp. 4326-4333. 

 



72 

 

Holevo, A.S. 2012. Quantum systems, Channels, Information. A Mathematical 

 Introduction. Walter de Gruyter GmbH, 361p, Germany. 

 

Kretschmann, D. and Werner, R.F. 2004. Tema con variazioni: quantum channel 

 capacity. New Journal of Physics, 6(1):26. 

 

Lloyd, S. 1997. Capacity of the noisy quantum channel. Physical Review A, 55(3): pp. 

 1613-1622.  

 

Modi, K., Brodutch, A., Cable, H.,  Paterek, T. and Vedral, V. 2012. The classical-

 quantum boundary for correlations: Discord and related measures. Rev. Mod. 

 Phys. 84, 1655. 

 

Mosonyi, M. and Datta, N. 2009. Generalized relative entropies and the capacity of 

 classical-quantum channels. J. Math. Phys. vol. 50, 072104. 

 

Müller-Lennert, M., Dupuis, F., Szehr, O., Fehr, S. and Tomamichel, M. 2013. On 

 quantum Rényi entropies: a new generalization and some properties. J.  Math. 

 Phys.54(12), 122203. 

 

Nielsen, M. A. and Chuang, I. L. 2000. Quantum Computation and Quantum 

Information.  Cambridge Univ. Press, 676p, UK.  

 

von Neumann, J. 1927. Thermodynamik quantummechanischer Gesamheiten, Gött. 

 Nach. 1, pp. 273-291. 

Polyanskiy, Y. 2010. Channel Coding: Non-Asymptotic Fundamental Limits. PhD 

thesis,  Princeton University. 

 

Polyanskiy, Y., Poor, H.V. and Verdú, S. 2010. Channel coding rate in the finite 

blocklength regime. IEEE Transactions on Information Theory 56(5), 2307–

2359.  

 

Renes, J. M. and Renner, R. 2011. Noisy channel coding and privacy amplification and 

 information reconciliation. IEEE Transactions on Information Theory, 

 57(11):7377–7385.  

 

Renner, R. 2005. Security of Quantum Key Distribution. Ph.D., ETHZurich, Zurich, 

 Switzerland. 

 

Schumacher, B. 1996. Sending entanglement through noisy quantum channels. Phys. 

Rev. A 54, no. 4, 2614. 

 

Schumacher, B. and Nielsen, M. A. 1996. Quantum data processing and error 

correction. Phys. Rev. A, 54(4) : 2629-2635. 

 

Schumacher, B. and Westmoreland, M. D. 1997. Sending classical information via 

noisy  quantum channels. Phys. Rev. A, 56(1):131-138.  



73 

 

Shannon, C. E. 1948. A mathematical theory of communication. Bell System Technical 

 Journal, 27:379-423. 

 

Shor, P. W. 2002. The quantum channel capacity and coherent information. In Lecture 

 Notes, MSRI Workshop on Quantum Computation. 

 

Terhal, B. M. 2000. Bell inequalities and the separability criterion. Physics Letters 

A. 271 (5-6): 319–326. 

Tomamichel, M. 2015. Quantum Information Processing with Finite Resources. 

 SpringerBriefs in Mathematical Physics, vol. 5. Springer, Berlin. 

 

Tomamichel, M. and Hayashi, M. 2013. A hierarchy of information quantities for finite 

 block length analysis of quantum tasks. IEEE Transactions on Information 

 Theory, 59, no. 11, 7693–7710. 

 

Türkmen, A., Verçin, A. and Yılmaz, S. 2016. Reduced quantum dynamics with initial 

system-environment correlations characterized by pure Markov states. Phys. 

Rev.  A 94, 032308. 

Uhlmann, A.  1976. The ‘transition probability’ in the state space of a ∗-algebra. Rep. 

 Math. Phys., vol. 9, pp. 273–279. 

Umegaki, H. 1962. Conditional expectation in an operator algebra. IV. Entropy and 

 information. Kodai Math. Sem. Rep. 14  no. 2, pp. 59–85. 

Verdu, S. and Han, T. S. 1994. A general formula for channel capacity. IEEE 

Transactions  on Information Theory, 40(4):1147–1157. 

 

Wang, L. and Renner, R. 2012. One-shot classical-quantum capacity and hypothesis 

 testing. Phys. Rev. Let. 108 no. 20, 200501. 

 

Wilde, M. M. 2013. Quantum Information Theory. Cambridge University Press, 656p, 

 USA. 

Wootters, W. K. 1998. Entanglement of Formation of an Arbitrary State of Two Qubits. 

 Phys. Rev. Lett. 80, 2245. 

 

 

 

 

 

 

 

 



74 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

EKLER 

 

EK 1 Yoğunluk İşlemcileri ve Konveks Toplamı Koruyan Gönderimlerin Çizgisel   

          Genişlemeleri 

EK 2 Çarpışma Bağıl Entropisi-Benzeri Fonksiyoneli ile İlgili Teknik Sonuçlar 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



75 

 

EK 1 YOĞUNLUK İŞLEMCİLERİ ve KONVEKS TOPLAMI KORUYAN 

GÖNDERİMLERİN ÇİZGİSEL GENİŞLEMELERİ 

 

Yoğunluk işlemcilerini yoğunluk işlemcilerine dönüştüren ve konveks toplamı koruyan 

bir gönderim bir tek şekilde yoğunluk işlemcileri kümelerinin alt kümeleri olduğu 

çizgisel işlemciler uzayına pozitif ve iz-koruyacak şeklide genişletilebilir. Bunu bir 

önerme olarak ifade edip ispatlayalım. 

Önerme : 𝐷(𝐴)
Λ 
→𝐷(𝐵) gönderimi  

Λ(𝑡𝜌 + (1 − 𝑡)𝜎) = 𝑡Λ(𝜌) + (1 − 𝑡)Λ(𝜎) ; 𝑡 ∈ [0,1],  𝜌, 𝜎 ∈ 𝐷(𝐴)          (1) 

özelliğine sahip ise, bu gönderimin ℒ(𝐴)’dan ℒ(𝐵)’ye tanımlı pozitif, iz-koruyan ve 

çizgisel genişlemesi var ve tektir. 

İspat: 𝐻 ∈ 𝐻𝑟𝑚(𝐴) işlemcisinin  

𝐻 = 𝛼+𝜌+ − 𝛼−𝜌− ; 𝛼+, 𝛼− ≥ 0 ve 𝜌+, 𝜌− ∈ 𝐷(𝐴)                        (2) 

yazımı
10

 ve  Λ gönderimi kullanılarak 𝐻𝑟𝑚(𝐴)’dan 𝐻𝑟𝑚(𝐵)’ye  

ℱ(𝐻) = 𝛼+Λ(𝜌+) − 𝛼−Λ(𝜌−)                                                                            (3) 

kuralı ile ℱ gönderimi tanımlansın. 𝐻 Hermite-sel işlemcisi için (2) eşitliği ile 

tanımlanan yazım tek olmamasına karşın ℱ gönderimi (2) formundaki farklı 

yazımlardan bağımsızdır. Şimdi,  ℱ gönderiminin (2) formundaki yazımlardan bağımsız 

olduğunu gösterelim: 

𝐻’nin (1) eşitliğindeki gibi iki yazımı 

𝐻 = 𝛼+𝜌+ − 𝛼−𝜌− = 𝛽+𝜎+ − 𝛽−𝜎− 

olsun. Bu durumda  

             𝛼+𝜌+ + 𝛽−𝜎− = 𝛽+𝜎+ + 𝛼−𝜌−                                                                           (4) 

eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin her iki tarafının izi alınırsa 

                                                 
10

 𝐻’nin bu formdaki bir yazımı Jordan ayrışımından dolayı var, fakat tek değildir.  
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𝛿 = 𝛼+ + 𝛽− = 𝛽+ + 𝛼−  

ifadesi yazılır. 𝛿 ≥ 0 olduğu (2) ifadesinden görülür. 𝛿 = 0 olması halinde, 

𝛼+, 𝛽−, 𝛽+ ve 𝛼−  sayılarının hepsi sıfır ve dolayısıyla gönderimin temsilden 

bağımsızlığı hemen görülür; sıfır işlemcisi (2) yazımından bağımsız olarak sıfır 

işlemcisine dönüşür.  

𝛿 > 0 olsun. Bu durumda, (4) eşitliğinden 

𝛼+
 𝛿
𝜌+ +

𝛽−
 𝛿
𝜎− =

𝛽+
 𝛿
𝜎+ +

𝛼−
 𝛿
𝜌− 

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafına Λ etki ettirilir ve bu gönderimin konveks 

toplamı koruma özelliği olan (1) kullanıldığında 

𝛼+
 𝛿
Λ(𝜌+) +

𝛽−
 𝛿
Λ(𝜎−) =

𝛽+
 𝛿
Λ(𝜎+) +

𝛼−
 𝛿
Λ(𝜌−) 

ifadesi elde edilir. Bu eşitlikte temel işlemlerin yapılması sonucu  

𝛼+Λ(𝜌+) − 𝛼−Λ(𝜌−) = 𝛽+Λ(𝜎+) − 𝛽−Λ(𝜎−) 

yazımından ℱ gönderiminin (2) formundaki farklı yazımlardan bağımsız olduğu 

gösterilir.  

ℱ’nin, skaler ile çarpımı koruduğu (3)’den hemen görülebilir: 𝑠 gerçel sayısı ve 𝐻 

Hermite-sel işlemcisi verilsin. Eğer 𝐻 için (2) yazımı varsa, 𝑠𝐻 için  

𝑠𝐻 = 𝑠𝛼+𝜌+ − 𝑠𝛼−𝜌− 

eşitliği vardır. Dolayısıyla, (3)’den 

ℱ(𝑠𝐻) = 𝑠ℱ(𝐻)                                                     (5) 

eşitliği vardır. ℱ’nin vektörel toplamı koruduğu ise (5)’dan dolayı 

ℱ (
1

2
(𝐻 + 𝐺)) =

1

2
ℱ(𝐻) +

1

2
ℱ(𝐺))                                  (6) 

eşitliğine eşdeğerdir. Burada, 𝐻 ve 𝐺 birer Hermite-sel işlemcidir. Bu işlemcilerin (1) 

formundaki  

𝐻 = 𝛼+𝜌+ − 𝛼−𝜌− ve 𝐺 = 𝛽+𝜎+ − 𝛽−𝜎−  
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yazımları kullanılarak  

𝐻 + 𝐺 = (𝛼+𝜌+ + 𝛽+𝜎+) − (𝛼−𝜌− + 𝛽−𝜎−) 

eşitliği elde edilir. Bu eşitlik kullanılarak, 𝑥 = 𝛼+ + 𝛽+  ve 𝑦 = 𝛼− + 𝛽−  negatif 

olmayan sayıları tanımlansın. 𝑥 ve 𝑦 sıfırdan farklı ise,  

1

2
(𝐻 + 𝐺) =

𝑥

2
(
𝛼+
𝑥
𝜌+ +

𝛽+
𝑥
𝜎+) −

𝑦

2
(
𝛼−
𝑦
𝜌− +

𝛽−
𝑦
𝜎−) 

eşitliği yazılır. Bu eşitliğin her iki tarafına ℱ uygulanıp, sırasıyla ℱ için (5) ile (3) ve Λ 

için ise (1) kullanıldığında (6)’nın geçerliliği gösterilir. 𝑥 ve 𝑦’nin ikisinin veya birinin 

sıfır olması ℱ’nin tanımı ve (5) özelliğinden açıktır.  

Böylece, Λ gönderiminin genişlemesi olan 𝐻𝑒𝑟𝑚(𝐴)
ℱ 
→𝐻𝑒𝑟𝑚(𝐵) gönderiminin 

çizgiselliği gösterilmiştir. ℱ gönderiminin pozitifliği ve iz koruması ise ℱ’nin tanımı ve 

Λ’nın yoğunluk işlemcilerini yoğunluk işlemcilerine dönüştürmesinden açıktır. 

Herhangi bir 𝐾 ∈ ℒ(𝐴) işlemcisi için, 𝐻 =
1

2
(𝐾 + 𝐾†) ve 𝐺 =

1

2𝑖
(𝐾 − 𝐾†) Hermite-sel 

işlemciler olmak üzere 

𝐾 = 𝐻 + 𝑖𝐺                                                           (7) 

 tek türlü kartezyen yazımı göz önüne alınırsa  

ℱ(𝐾) = ℱ(𝐻) + 𝑖ℱ(𝐺) 

kuralı ile Λ’nın ℒ(𝐴)’dan ℒ(𝐵)’ye tanımlı pozitif, iz-koruyan ve çizgisel genişlemesi 

elde edilir. Bu gönderimin tekliği ise, (2), (7) ve gönderimin çizgiselliği ile yoğunluk 

işlemcilerine kısıtlanmışının Λ olmasından görülür.  
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EK 2 ÇARPIŞMA BAĞIL ENTROPİSİ-BENZERİ FONKSİYONELİ İLE İLGİLİ 

TEKNİK SONUÇLAR 

 

Burada, dördüncü bölümdeki kanal kodlama teoremlerinin ispatlarında kullanılan 

çarpışma bağıl entropisi-benzeri fonksiyonelinin sahip olduğu özellikler incelenecektir. 

Bu özelliklerin geçerliliğini göstermede kullanılan işlemci monoton, işlemci konveks ve 

işlemci konkav fonksiyonlar (Bhatia 1997) ile Heisenberg-Weyl üniter işlemciler 

kümesi (Wilde 2013) için geçerli olan özdeşliğin tanıtılması yapılacaktır. Bunun 

ardından, çarpışma bağıl entropisi-benzeri fonksiyonelinin tanımı hatırlatılacak ve 

özellikleri bir önerme olarak ifade edilip ispatlanacaktır.  

 

İşlemci monoton, işlemci konveks ve işlemci konkav fonksiyonlar 

 

𝐻, 𝐺 ∈ 𝐻𝑟𝑚(ℋ) Hermite-sel işlemcilerinin farkı 𝐻 − 𝐺 ∈ 𝑃𝑠𝑑(ℋ) olması durumu için 

𝐻 ≥ 𝐺 sembolü kullanılacaktır ve bu “𝐻, 𝐺’den büyüktür” şeklinde okunacaktır. Bu 

şekilde tanımlanan ≥ bağıntısı
11

 𝐻𝑟𝑚(ℋ) Hermite-sel işlemciler (gerçel vektör) 

uzayında bir kısmi sıralama bağıntısı tanımlar. Bu durumda, herhangi bir 𝑃 ∈ 𝑃𝑠𝑑(ℋ) 

pozitif işlemcisi ise 𝑃 ≥ 0 şeklinde gösterilir. 

 

Tanım kümesi 𝐼 aralığı olan gerçel değerli 𝑓 fonksiyonu verilsin. Eğer  𝐻 ∈ 𝐻𝑟𝑚(ℋ) 

Hermite-sel işlemcisinin spektrumu için 𝑠𝑝𝑐𝑡(𝐻) ⊆ 𝐼 ilişkisi varsa 

𝑓(𝐻) =∑𝑓(𝜆𝑖)Π𝑖
𝑖

 

kuralı ile 𝑓 fonksiyonu 𝐻𝑟𝑚(ℋ) uzayın üzerinde tanımlanır. Burada 𝐻’nin 𝐻 =

∑ 𝜆𝑖Π𝑖𝑖  eşitliği ile tanımlı olan spektral ayrışımı kullanıldı. 

 

𝐻, 𝐺 ∈ 𝐻𝑟𝑚(ℋ) ve  𝑠𝑝𝑐𝑡(𝐻), 𝑠𝑝𝑐𝑡(𝐺) ⊆ 𝐼 olmak üzere 𝑓 fonksiyonu, sonlu boyutlu 

herhangi bir  ℋ için,  

𝐻 ≥ 𝐺 ⇒ 𝑓(𝐻) ≥ 𝑓(𝐺) 

özelliğine sahip ise  𝑓’ye işlemci monoton artan fonksiyon ve 𝑓(𝐻) ≤ 𝑓(𝐺) olduğunda 

ise 𝑓’ye işlemci monoton azalan fonksiyon denir.  

                                                 
11

 Pozitif gönderimler bu sıralama bağıntısını korurlar: Bu gönderimler çizgisel ve pozitif işlemcileri 

pozitif işlemcilere dönüştürürler.  
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𝛼 ∈ [0,1],  𝐻, 𝐺 ∈ 𝐻𝑟𝑚(ℋ) ve 𝑠𝑝𝑐𝑡(𝐻), 𝑠𝑝𝑐𝑡(𝐺) ⊆ 𝐼 olmak üzere 𝑓 fonksiyonu, sonlu 

boyutlu herhangi bir ℋ için, 

𝑓(𝛼𝐻 + (1 − 𝛼)𝐺) ≥ 𝛼𝑓(𝐻) + (1 − 𝛼)𝑓(𝐺) 

özelliğine sahip ise 𝑓’ye işlemci konkav fonksiyon ve yukarıdaki eşitsizliğin yön 

değiştirmesi halinde ise 𝑓’ye işlemci konveks fonksiyon denir.  

 

Aşağıda ifade edilen Önerme 1’in ispatında ihtiyaç duyulan işlemci monoton, işlemci 

konveks ve işlemci konkav fonksiyonların bu özelliklerini bir lemma ile ifade edip 

ispatlayalım.  

 

Lemma 1: Aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

(1) Pozitif sayılarda 𝑓(𝑡) = 𝑡−1 kuralı ile tanımlı olan fonksiyon işlemci monoton 

azalan ve işlemci konvekstir. (Terslenebilir olmayan işlemcileri için bu 

fonksiyon, bu işlemcilerin desteklerinde tanımlıdır.)    

(2) Gerçel sayılarda 𝑓(𝑡) = 𝑡2 kuralı ile tanımlı olan fonksiyon işlemci konvekstir. 

(3) Negatif olmayan sayılarda 𝑓(𝑡) = 𝑡1 2⁄  kuralı ile tanımlı olan fonksiyon işlemci 

monoton artan ve işlemci konkavdır.  

(4) Pozitif sayılarda 𝑓(𝑡) = 𝑡−1 2⁄  kuralı ile tanımlı olan fonksiyon işlemci 

monoton azalan ve işlemci konvekstir. 

 

İspat: (1) 𝑃 ≥ 𝑄 > 0 ilişkisi olsun
12

. Bu durumda ilk eşitsizliğin her iki tarafına 

𝑎𝑑𝑃−1 2⁄  eşlenik etki gönderiminin etkisi sonucu  

𝕀 ≥ 𝑃−1 2⁄ 𝑄𝑃−1 2⁄  

eşitsizliği elde edilir. Çünkü, eşlenik etki gönderimi tamamen pozitiftir. Bu eşitsizliğin 

iki yanındaki 𝕀 ve 𝑃−1 2⁄ 𝑄𝑃−1 2⁄  işlemcileri sıra değiştirdikleri ve (. )−1 fonksiyonun 

azalan olmasından  

𝑃1 2⁄ 𝑄−1𝑃1 2⁄ ≥ 𝕀 

yazılır ve bu eşitsizliğin her iki tarafına  𝑎𝑑𝑃−1 2⁄  gönderiminin uygulanmasıyla  

𝑄−1 ≥ 𝑃−1 

eşitsizliği gösterilir.  

                                                 
12

 Bu ilişkiden dolayı 𝑃 de terslenebilirdir. 
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Şimdi, (. )−1 fonksiyonun işlemci konveks olduğunu gösterelim. 𝛼 ∈ [0,1] ve 𝑃 ile  𝑄 

terslenebilir pozitif işlemciler olsun. Bu durumda,  

(𝛼𝑃 + (1 − 𝛼)𝑄)−1 ≤ 𝛼𝑃−1 + (1 − 𝛼)𝑄−1                         (1) 

ifadesine eşdeğer  

(𝛼𝕀 + (1 − 𝛼)𝑃−1 2⁄ 𝑄𝑃−1 2⁄ )
−1
≤ 𝛼𝕀 + (1 − 𝛼)(𝑃−1 2⁄ 𝑄𝑃−1 2⁄ )−1 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlikteki bütün işlemcilerin 𝕀 işlemciyle sıra değiştirmesi 

ve  (. )−1 fonksiyonun konveks olmasından (1)’in geçerliliği gösterilir.  

 

(2) 𝑓(𝑡) = 𝑡2 kuralı ile verilen fonksiyonun işlemci konveksliği, her 𝐻, 𝐺 ∈ 𝐻𝑟𝑚(ℋ) 

ve 𝛼 ∈ [0,1] için geçerli olan 

𝛼𝐻2 + (1 − 𝛼)𝐺2 − (𝛼𝐻 + (1 − 𝛼)𝐺)2 = 𝛼(1 − 𝛼)(𝐻 − 𝐺)2 ≥ 0        (2) 

eşitliğinden hemen görülür. 

 

(3) 𝑓(𝑡) = (𝑡)1 2⁄  kuralı ile negatif olmayan sayılarda tanımlanan fonksiyonun işlemci 

monoton artan olduğunu, yani 

𝑃 ≥ 𝑄 ≥ 0 ⟹ 𝑃1 2⁄ ≥ 𝑄1 2⁄                                    (3) 

ifadesinin geçerliliğini gösterelim. Bunun için, Lemma 2.5’e göre 𝑃1 2⁄ − 𝑄1 2⁄  Hermite-

sel işlemcisinin bütün özdeğerlerinin negatif olmadığını göstermek yeterlidir. Bu 

işlemcinin 𝜆 özdeğerine karşılık gelen bir özvektör |𝑗⟩ olsun. Bu durumda, 

(𝑃1 2⁄ − 𝑄1 2⁄ )|𝑗⟩ = 𝜆|𝑗⟩ ⟹ (𝑃1 2⁄ − 𝜆𝕀)|𝑗⟩ = 𝑄1 2⁄ |𝑗⟩ 

                                        ⟹ ⟨𝑗|𝑃1 2⁄ (𝑃1 2⁄ − 𝜆𝕀)|𝑗⟩ = ⟨𝑗|𝑃1 2⁄ 𝑄1 2⁄ |𝑗⟩ 

                                        ⟹ ⟨𝑗|𝑃|𝑗⟩ − 𝜆⟨𝑗|𝑃1 2⁄ |𝑗⟩ = ⟨𝑗|𝑃1 2⁄ 𝑄1 2⁄ |𝑗⟩ 

ifadeleri yazılabilir. Son eşitliğin sağ tarafında Cauchy-Schwarz eşitsizliği kullanılırsa  

⟨𝑗|𝑃|𝑗⟩ − 𝜆⟨𝑗|𝑃1 2⁄ |𝑗⟩ ≤ √⟨𝑗|𝑃|𝑗⟩√⟨𝑗|𝑄|𝑗⟩ 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafında 𝑃 ≥ 𝑄 ≥ 0 hipotezi kullanılır ve 𝑃1 2⁄  

işlemcisinin pozitifliği de göz önüne alındığında  𝜆 ≥ 0 olduğu görülür.  

 

Şimdi, bu fonksiyonun işlemci konkavlığını gösterelim. 𝑃, 𝑄 ∈ 𝑃𝑠𝑑(ℋ) ve 𝛼 ∈ [0,1] 

için (1) bağıntısından  

𝛼𝑃 + (1 − 𝛼)𝑄 − (𝛼𝑃1 2⁄ + (1 − 𝛼)𝑄1 2⁄ )
2
= 𝛼(1 − 𝛼)(𝑃1 2⁄ − 𝑄1 2⁄ )

2
≥ 0 

eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin kullanılmasıyla da  
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𝛼𝑃 + (1 − 𝛼)𝑄 ≥ (𝛼𝑃1 2⁄ + (1 − 𝛼)𝑄1 2⁄ )
2
 

eşitsizliği yazılabilir. Son olarak, bu eşitsizliğin her iki tarafının karekökü alınır ve (3) 

bağıntısı göz önüne alınırsa ispat tamamlanır.  

 

(4) 𝑓(𝑡) = (𝑡)−1 2⁄  kuralı ile pozitif sayılarda tanımlı fonksiyonun işlemci monoton 

azalanlığı, (1) ve (2)’deki fonksiyonların işlemci monotonluklarının doğal bir 

sonucudur.  (. )−1 2⁄ ’nin konveksliği ise (3)’deki fonksiyonun işlemci konkavlığı ile 

(1)’deki fonksiyonun işlemci monotonluğu ve işlemci konveksliğinin sonucudur.  

 

Heisenberg-Weyl üniter işlemcileri  

Boyutu 𝑑 olan ℋ Hilbert uzayının belirli bir {|𝑗⟩ ∣ 𝑗 = 0,1, … , 𝑑 − 1} ortonormal bazına 

göre  

𝑋(𝑘) = ∑|𝑘 ⊕ 𝑗⟩⟨𝑗|

𝑑−1

𝑗=0

 

𝑍(𝑙) = ∑𝑒2𝜋𝑖𝑙𝑗 𝑑⁄ |𝑗⟩⟨𝑗|

𝑑−1

𝑗=0

 

eşitlikleri ile tanımlanan 𝑋(𝑘) ve 𝑍(𝑙) üniter işlemcilerinin 

𝑊(𝑘, 𝑙) ≡ 𝑋(𝑘)𝑍(𝑙) 

                         = ∑ 𝑒2𝜋𝑖𝑙𝑗 𝑑⁄ |𝑘 ⊕ 𝑗⟩⟨𝑗|𝑗  

bileşkeleriyle {𝑊(𝑘, 𝑙) ∣ 𝑘, 𝑙 = 0,1, … , 𝑑 − 1} Heisenberg-Weyl üniter işlemcileri 

kümesi elde edilir. Burada, ⊕ sembolü mod 𝑑’ye göre toplamı göstermektedir.  

Bu işlemciler için, 𝑀 ∈ ℒ(ℋ) olmak üzere 

1

𝑑2
∑ 𝑊(𝑘, 𝑙)𝑀𝑊(𝑘, 𝑙)†𝑑−1
𝑘,𝑙=0 =

𝕀

𝑑
𝑇𝑟𝑀                            (4) 

özdeşliği vardır. Bu özdeşliğin doğruluğu, 𝑎 ≠ 1 olmak üzere 

1 − 𝑎𝑑 = (1 − 𝑎)(1 + 𝑎 +⋯+ 𝑎𝑑−1) 
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cebirsel özdeşliğinin kullanılmasıyla elde edilen ∑ 𝑒2𝜋𝑖𝑙𝑗 𝑑⁄𝑑−1
𝑙=0 = 𝑑𝛿𝑗0 eşitliğin göz 

önüne alınıp gerekli işlemlerin yapılması sonucu gösterilebilir.  

Çarpışma bağıl entropisi-benzeri fonksiyonelin tanım ve özellikleri 

Bu tezin kanal kodlama teoremlerinin erişebilirlik kısımlarının ispatlarında kullanılan ve  

             𝐹(𝜌 ∥ 𝜎) = {
𝑇𝑟(𝜌𝜎−1 2⁄ 𝜌𝜎−1 2⁄ )      ;       𝑠𝑢𝑝𝑝𝜌 ⊆ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝜎   

   ∞                                 ;          aksi durumda 
 

eşitliği ile tanımlanan çarpışma bağıl entropisi-benzeri fonksiyonelin sahip olduğu 

özellikler burada incelenecektir. Burada, 𝜌 ∈ 𝐷(ℋ) yoğunluk işlemcisi ve 𝜎 ∈ 𝑃𝑠𝑑(ℋ) 

pozitif işlemcilerdir. 

 Bu fonksiyonel için, izin çevrimsellik özelliğinden yararlanarak,  

𝐹(𝜌 ∥ 𝜎) = 𝑇𝑟(𝜌1 2⁄ 𝜎−1 2⁄ 𝜌1 2⁄ )
2
                                                                       (5) 

                            = 𝑇𝑟(𝜎−1 4⁄ 𝜌𝜎−1 4⁄ )2                                                                         (6) 

eşitlikleri de yazılabilir.  

Şimdi bu fonksiyonelin sahip olduğu özellikleri bir önerme olarak verip ispatlayalım. 

Önerme 1: 𝐹(𝜌 ∥ 𝜎) fonksiyoneli için aşağıdaki ifadeler geçerlidir.  

(i) (F’nin birleşik konveksliği) 𝛼 ∈ [0,1], 𝜌1, 𝜌2 ∈ 𝐷(ℋ) ve 𝜎1, 𝜎2 ∈ 𝑃𝑠𝑑(ℋ)  

olmak üzere 

𝐹(𝛼𝜌1 + (1 − 𝛼)𝜌2 ∥ 𝜎) ≤ 𝛼𝐹(𝜌1 ∥ 𝜎) + (1 − 𝛼)𝐹(𝜌2 ∥ 𝜎)                (7) 

 𝐹(𝜌 ∥ 𝛼𝜎1 + (1 − 𝛼)𝜎2) ≤ 𝛼𝐹(𝜌 ∥ 𝜎1) + (1 − 𝛼)𝐹(𝜌 ∥ 𝜎2).               (8)  

(ii)  (F’nin izometrik değişmezliği) ℋ
𝑉
→𝒦 izometri olmak üzere 

𝐹(𝑎𝑑𝑉(𝜌) ∥ 𝑎𝑑𝑉(𝜎)) = 𝐹(𝜌 ∥ 𝜎). 

(iii) (F’nin tensörel çarpıma göre çarpımsallığı) 𝜌1, 𝜌2 ∈ 𝐷(ℋ) ve 𝜎1, 𝜎2 ∈ 𝑃𝑠𝑑(ℋ)  

olmak üzere 
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𝐹(𝜌1⊗𝜌2 ∥ 𝜎1⊗𝜎2) = 𝐹(𝜌1 ∥ 𝜎1)𝐹(𝜌2 ∥ 𝜎2). 

 

(iv) (F’nin kısmi iz altında monotonluğu) 𝜌𝐴𝐵 ∈ 𝐷(𝐴𝐵) ve 𝜎𝐴𝐵 ∈ 𝑃𝑠𝑑(𝐴𝐵) olmak 

üzere 

𝐹(𝜌𝐴𝐵 ∥ 𝜎𝐴𝐵) ≥ 𝐹(𝜌𝐴 ∥ 𝜎𝐴). 

(v) (F’nin kuantum kanallar altında monotonluğu) ℒ(𝐴)
Λ 
→ ℒ(𝐵) kuantum kanal 

olmak üzere  

𝐹(𝜌𝐴 ∥ 𝜎𝐴) ≥ 𝐹(Λ(𝜌𝐴) ∥ Λ(𝜎𝐴)). 

(vi) (F’nin ikinci yere göre monotonluğu) 

𝜎′ ≥ 𝜎 ≥ 0 ise, 𝐹(𝜌 ∥ 𝜎) ≥ 𝐹(𝜌 ∥ 𝜎′). 

İspat: 

 

(i) Herhangi bir 𝜎 pozitif işlemcisi için 𝐹(. ∥ 𝜎)’nin (6) ifadesi göz önüne alındığında, 

𝐹(. ∥ 𝜎) = 𝑇𝑟 ∘ (. )2 ∘ 𝑎𝑑𝜎−1 4⁄ (. ) 

şeklinde üç gönderimin bileşkesi olduğu görülür.  𝑎𝑑𝜎−1 4⁄  ve 𝑇𝑟 çizgisel ve (. )2 ise 

Lemma 1’in (2) ifadesine göre işlemci konveks olduğundan 𝐹(. ∥ 𝜎) fonksiyonelinin 

konveks olduğu gösterilir. Çünkü, işlemci konveks fonksiyonların çizgisel 

gönderimlerle herhangi bir sıradaki bileşkeleri de işlemci konvekstir.  

Herhangi bir 𝜌 pozitif işlemcisi için 𝐹(𝜌 ∥. )’nin (5) ifadesi göz önüne alındığında 

𝐹(𝜌 ∥. ) = 𝑇𝑟 ∘ (. )2 ∘ 𝑎𝑑𝜌1 2⁄ ∘ (. )
−1 2⁄  

şeklinde  (. )2 ve (. )−1 2⁄  işlemci konveks fonksiyonlar (Bunlar, sırasıyla, Lemma 1’in 

(2) ve (4) ifadelerinden işlemci konvekstirler.) ile Tr ve 𝑎𝑑𝜌1 2⁄  çizgisel gönderimlerin 

bileşkesi olduğu görülür. Bu ise 𝐹(𝜌 ∥. )  fonksiyonelinin konveksliğini gösterir.  

(ii) ve (iii)’deki eşitlikler 𝐹(. ∥. )’nin tanımının doğal sonuçlarıdır.  

(iv) 𝐵 sisteminde tanımlı {𝑊(𝑘, 𝑙) ∣ 𝑘, 𝑙 = 0,1, … , 𝑑 − 1}  Heisenberg-Weyl üniter 

işlemciler kümesinin her bir elemanı için (ii)’den dolayı 

           𝐹(𝜌𝐴𝐵 ∥ 𝜎𝐴𝐵) = 𝐹((𝑖𝑑𝐴⊗𝑎𝑑𝑊(𝑘,𝑙))(𝜌
𝐴𝐵) ∥ (𝑖𝑑𝐴⊗𝑎𝑑𝑊(𝑘,𝑙))(𝜎

𝐴𝐵))            (8) 

eşitliği vardır. Bütün 𝑘, 𝑙’ler için geçerli olan (8) eşitliğinin her iki tarafının aritmetik 

ortalaması alınarak  
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𝐹(𝜌𝐴𝐵 ∥ 𝜎𝐴𝐵) = 
1

𝑑𝐵
2∑ 𝐹((𝑖𝑑𝐴⊗𝑎𝑑𝑊(𝑘,𝑙))(𝜌

𝐴𝐵) ∥ (𝑖𝑑𝐴⊗𝑎𝑑𝑊(𝑘,𝑙))(𝜎
𝐴𝐵))

𝑑𝐵−1
𝑘,𝑙=0  

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin sağ tarafında 𝐹(. ∥. )’nin birleşik konveksliği olan 

(i)’deki (7) ve (8) eşitsizlikleri kullanıldığında 

𝐹(𝜌𝐴𝐵 ∥ 𝜎𝐴𝐵) 

≥ 𝐹 (
1

𝑑𝐵
2∑ (𝑖𝑑𝐴⊗𝑎𝑑𝑊(𝑘,𝑙))(𝜌

𝐴𝐵)
𝑑𝐵−1
𝑘,𝑙=0 ∥

1

𝑑𝐵
2∑ (𝑖𝑑𝐴⊗𝑎𝑑𝑊(𝑘,𝑙))(𝜌

𝐴𝐵)
𝑑𝐵−1
𝑘,𝑙=0 )  

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafında (E4) özdeşliğinin kullanılması sonucu  

𝐹(𝜌𝐴𝐵 ∥ 𝜎𝐴𝐵) ≥  𝐹 (𝜌𝐴⊗ 
𝕀𝐵

𝑑𝐵
∥ 𝜎𝐴⊗

𝕀𝐵

𝑑𝐵
) 

eşitsizliği elde edilir. Son olarak, eşitsizliğin sağ tarafında (iii)’nin kullanılması ve 

çarpışma bağıl entropisi-benzeri fonksiyonelinin tanımından istenilenin geçerliliği 

gösterilir.  

(v) Λ kuantum kanalı için Λ = 𝑇𝑟𝐸 ∘ 𝑎𝑑𝑉 Stinespring temsili göz önüne alınıp 𝐹(. ∥

. )’nin izometrik değişmezliği ile kısmi iz altındaki monotonluğundan ispat tamamlanır. 

Burada, 𝑉 ∈ 𝐼𝑠𝑚(𝐴, 𝐵𝐸) izometridir. 

(vi) 𝜎′ ≥ 𝜎 ≥ 0 olsun. Çarpışma bağıl entropisi-benzeri fonksiyoneli için yazılabilen 

𝐹(𝜌 ∥ 𝜎) = 𝑇𝑟{(𝜌1 2⁄ 𝜎−1 2⁄ 𝜌1 2⁄ )(𝜌1 2⁄ 𝜎−1 2⁄ 𝜌1 2⁄ )} 

eşitliğin sağ tarafındaki parantezlerde (. )−1 2⁄  fonksiyonun işlemci monoton 

azalanlığının ardışık olarak kullanılması ile ispat tamamlanır. (Burada, 𝜎 işlemcisinin 

desteği esas alınarak (. )−1 2⁄  fonksiyonun işlemci monoton azalanlığı kullanılmıştır.)  
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