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Yaklagimlar teorisinin temel problemlerinden birisi, verilen f fonksiyonunu kendisinden
daha iyi ozelliklere sahip olan fonksiyonlar dizisinin veya ailesinin herhangi bir anlamda
limiti bi¢iminde gosterebilmektir. Bu tezde, verilen integrallenebilir bir f fonksiyonuna,
singular integral operatorleri ile yaklagim incelenmistir. Bunun i¢in ilk olarak, singular inte-
gral operatorii ve konvoliisyon tipli integral operatorleri tanimlar: verilmigtir. Bu tanimlar-
dan sonra, Dirichlet problemi ve bazi pozitif ¢ekirdeklerin (Poisson, Abel-Poisson, Fejer ve
Gauss-Weirstrass) elde ediligi agiklanmigtir. Daha sonra, konvoliisyon tipli singular integral
operatorlerin Cyr, 1 < p < 00, L, uzaylarinda yakinsaklikla ilgili teoremleri ve temel 6zel-
likleri arastirilmistir. Periyodik fonksiyonlarin Fourier serileriyle ifade edilebildigi gercegi
bilinmektedir. Bu nedenle, Fourier serileri, Fourier serilerinin ¢egitli anlamda toplanabilir-
ligi tizerine temel teoremler ve 6zdeslikler aragtirilmigtir. Bunlara ek olarak, T'(f; z) sin-
gular integral operatériiniin periyodik bir f fonksiyonuna norm yakinsakhigi igin gerek
ve yeter sartlar gosterilmistir. Ayrica, 1 < p < 00, L, uzaymda yakinsaklik teoremlerin
ispat1 verilmistir. Son olarak, pozitif ¢ekirdekli singular integral operatorleriyle periyodik
fonksiyonlarin yaklagim hizi aragtirilmig ve bununla ilgili teoremin ispati verilmigtir.
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One of the fundamental problems of approximation theory is to represent in the form of
limit for a given function f in some sense or other functions having certain properties , and
generally , by functions which have better properties than f. In this thesis, the approxi-
mation of a given integrable f function by singular integral operators was examined.
For this purpose, firstly, definitions of singular integral operators and singular convolution
integrals were given. After the definitions, Dirichlet problem and the attainment of some
positive kernels (Poisson, Abel-Poisson, Fejer and Gauss-Weirstrass) were stated. More-
over, some basic properties of singular integrals and theorems related to their convergence
in the norms of the spaces Cor, Ly,1 < p < 00 were searched. The fact is known that
periodic functions can be represented as a sum of Fourier series. This thesis presents the
fundamental facts and theorems of Fourier series, the summability of Fourier series. In
addition to these, necessary and sufficient conditions for the norm convergence of T'(f; z)
singular integral operators towards a periodic f function were examined. Moreover, some
theorems related to convergence of the space L, 1 < p < 0o were given. Finaly, the rate
of convergence by singular integral operators with positive kernels towards a periodic f
function was searched and the proofs of theorems were given.
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1. GIRIis

Singular integrallere, fonksiyonlar teorisi ve diferansiyel denklemler teorisinde rast-
layabiliriz. Birim dairede Dirichlet problemi, 1s1 denklemi i¢in Cauchy problemi ve
yar1 diizlemde Dirichlet problemi gibi problemlerin caligmalar: sonucunda elde edilen
Poisson integralini, Gauss-Weierstrass integralini ve Abel-Poisson integralini énemli

singular integral ornekleri olarak gosterebiliriz.

Yaklagim teorisi ile ilgili caligmalarin sonucunda, bagta smir deger prolemlerinin
¢oziimii, sinyal isleme, ses tanima, veri gosterimi ve diferansiyel denklemlerin ¢oziimii
konularinda matematiksel giiclii araclar saglanmistir. Yaklagim teorisiyle ilgili calisma-
lar, giiniimiizde artan uygulama alanlariyla dikkat cekmektedir ve gelecekte de
onemli olmaya devam edecektir. Bu acidan bakildiginda; singular integral operatorle-
ri ile yaklagimin aragtirilmasinin yaklagim teorisi alaninda yapilan calismalara katk:

saglayacag1 degerlendirilmektedir.

Tezin ikinci boliimiinde ise, bu tez boyunca singular integral operatorlerinin yak-
lagimi icin kullanilacak temel tanimlar ve teoremler verilmigtir. Bunun i¢in ilk ola-
rak, konvoliisyon tipli integral operatorii ve singular integral operatorii tanimlar

verilmigtir.

Matematigin bircok dalinda pozitif cekirdekli konvoliisyon tipli integral operator-
leri 6nemli yer tutmaktadir. Bu integrallere ornek olarak harmonik fonksiyonlar
teorisinde Poisson ve Abel-Poisson integrallerini, Fourier serileri teorisinde Fejer inte-
gralini ve diferansiyel denklemler teorisinde Gauss- Weierstrass integralini gosterebili-
riz. Bu maksatla, tezin ticiincii boliimiinde Dirichlet problemi ve bazi pozitif ¢ekirdek-
ler (Poisson, Abel-Poisson, Fejer ve Gauss-Weierstrass) ve onlarin integrallerinin elde

edilisi aciklanmigtir.

Tezin dordiicii boliimiinde ise 7y (f;x) konvoliisyon tipli singular integral operator-
lerin Cr, L,,1 < p < oo uzaylarinda f fonksiyonuna yakinsamasiyla ilgili temel

ozellikler aragtirilmis ve temel teoremlerin ispatlar1 verilmistir.

1



Yaklagimlar teorisinin ikinci temel problemi ise, eger bir yaklagim varsa bu yak-
lagimin hizi nedir problemidir. Tezin son béliimde ise , pozitif cekirdekli singular
integral operator ailesinin Li(—, 7) uzayinda f fonksiyonuna L; normunda yak-

lagimi ve bu yaklagimin hizi arastirilmig ve bununla ilgili teoremin ispat1 verilmistir.



2. TANIMLAR VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, bu tez boyunca singular integral operatorlerinin yaklagimi igin yarar-

lanilacak temel tanmimlar ve teoremler verilecektir.
2.1 Bazi Onemli Tamimlar ve Teoremler

Tamim 2.1.1. A, F cismi iizerinde lineer uzay olsun.

|z|| : A — Ry fonksiyonu agagidaki kosullar1 saghyorsa norm denir.

(i) Vo € A, [lz]| = 0
(i) Ve e A ||z|| =0<= 2 =0

(ili) Vo € A ve Va € F, ||az|| = |af ||z
(iv) Vz,y € A olmak tizere ||z +y|| < [lz|| + [lyl]
Norm iizerinde taniml lineer uzaya lineer normlu uzay denir.

Tanim 2.1.2. (L,(D) Uzaylar:). Lebesgue anlaminda integrallenebilir fonksiyon
uzay1 genellikle L harfiyle gosterilir.

D, (—o00,00) reel eksenin sonlu veya sonsuz(yani sinirsiz) bir alt araligi olsun. Yani;
D = (—o0,0), D = (a,0), D = (—00,b), D = (a,b) gibi durumlar olabilir.

1 <p < oo olmak iizere,
/|f(x)|pdx <
D

kogulunu saglayan tiim olgiilebilir fonsiyonlar uzaymna L, (D) uzay: denir. Bu uzayda
norm;

1 < p < oo oldugunda

RS

11, = / o

D
dir.

Eger p = oo ise



[flloe = esssup [f()]

zeD

seklinde tanimlanir.
Tanim 2.1.3. (L; [a,b] Uzay1).
Ly [a, b] kiimesine [a, b] periyot araliginda birinci kuvvetten Lebesgue integrallenebilen

fonksiyonlar sinifi denir.

f € Ly]a,b] igin

11, = [ 1rolar

dir.

Tanim 2.1.4. (L, [—7, 7| Uzay1). 1 < p < oo, L, [—m, 7] kilmesine [, 7] periyot
araliginda p-ninci kuvvetten Lebesgue integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir.
fe€L,|—n x igin

91, = [1sora

dir.
Fatou Lemmas1 2.1.5. {f,} ~ . R iizerinde pozitif fonksiyonlar dizisi olmak

lizere;

hemen her z i¢in lim inff,(z) = f(z) oluyorsa,

n—o0

n—oo

/f(a:)dx§ liminf/fn(x)dx

dir.

(Butzer&Nessel,1971)

Teorem 2.1.6. (Lebesgue Monoton Yakinsaklik Teoremi). {f,}, -, monoton
artan integrallenebilir pozitif fonksiyonlar dizisi olsun.

Hemen her z i¢in lim f,(x) = f(x) oluyorsa,

o0

lim [ f.(x)dx = /f(x)dm
o \

n—oo
—00



dir.

(Butzer&Nessel,1971)

Teorem 2.1.7. (Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremi). {f,} -, C Ly ve
hemen her z igin ,}Eﬁof”(x) = f(z) olsun. Eger Vn icin |f,(z)| < g(z) h.h. yerde
olacak gekilde g € L.y varsa, f € L; gerceklenir ve .

lim fn dx—/f

n—o0

dir.
(Butzer&Nessel,1971)
Teorem 2.1.8. (Fubini Teoremi). 7,y € R ve f(z,y), Oklit uzay1 R? tizerinde

olgiilebilir ve tanimlanmig kompleks degerli iki (reel) degiskenli fonksiyon olsun:

(i) f € Li(R?), yani cift kath integral / / f(x,y)dxdy mutlak yakinsak olsun. O

—00—00

zaman, hemen her z igin f(z,y) fonksiyonu y degiskenine gore R iizerinde mutlak

integrallenebilirdir, yani hemen her yerde f(z,0) € L;(R) dir. Daha agik olarak,

]"f(o,y)dyeLl(R) , / /mdy . / /mm

—0o0—00

dir.
(ii) / / |f(x,y)|dy p dx  sonluise f € Li(R?) ve

o0

//fxyda:dy—/ /fxydw dy—/ /fa:ydy dx

—00—00 — 00

dir. Teorem 2.1.8 in ikinci kismina Tonelli-Hobson teoremi de denir.

(Butzer&Nessel,1971)
Teorem 2.1.9. (Minkowsky Esitsizligi ). Egerp > 1, f,he L, ise f+helL,

Y

1+ All, < A1, + 112,



dir.

(Butzer&Nessel,1971)
Teorem 2.1.10. (Hoélder Esitsizligi). p > 1, %—i—% =1lolsun. feL, ve he L,

ise f.helL; ve

1£-Rll < I IR,
dir.

(Butzer&Nessel,1971)
Teorem 2.1.11. (Hélder-Minkowsky Esitsizligi).

f(x,y), R? de olgiilebilir fonksiyon olsun. Eger || f(o,y)|| x® € L1 ise

/ fomdy| < / £l dy

dir.
Bu teoreme aymi zamanda genellestirilmis Minkowsky esitsizligi de denir.

(Butzer&Nessel,1971)

Tamim 2.1.12. (d-Noktas1). z € R olmak iizere,

x+h
dt =0
h—>0h /

kogulunu saglayan diger bir ifadeyle integrali tiirevlenebilen f fonksiyonunun =z

noktasia d—noktasi denir. Tiim d-noktalar1 kiimesi D(f) ile gosterilir.

Tanim 2.1.13. (Lebesgue Noktasi). = € R igin,

z+h

lim /yf )| dt =0

kogulunu saglayan f  fonsiyonunun x noktasina Lebesgue noktasi denir. Tiim

Lebesgue noktalar1 kiimesi L(f) ile gosterilir.
6



Yukarida verilen Tanim 2.1.12 ve Tanim 2.1.13 den her bir Lebesgue noktasinin ayni
zamanda d-noktasi oldugu acikca goriilmektedir. Gergekten, f € L; olmak iizere,
genellestirilmis Minkowsky esitsizliginden

%7@@%— _h7m' v)| dt

dir. Bu egitsizlik, her Lebesgue noktasinin ayni zamanda d-noktasi oldugunu gos-

terir. Yani,

L(f) € D()
dir.

Simdi, f € L; olmak iizere, L; uzayinda verilen f fonksiyonuna ait her bir
x stireklilik noktasinin ayni zamanda o fonksiyonun Lebesgue noktasi oldugunu
gostermeye calisalim. f fonksiyonunun x noktasinda siirekli oldugunu kabul ede-
lim. Siirekliligin tanimindan her pozitif € > 0 verildiginde , e'na bagh bir 4 bulunur

ki;
-zl <d=|f(t) - f(z)| <e

saglansin. O zaman h < ¢ segilirse,

a/u@—f@wn<s

elde edilir ve bu da

z+h

hm /|f x)|dt =0

oldugunu gosterir. Bu durumda, L; uzayinda verilen f fonksiyonuna ait her bir z
siireklilik noktasinin ayni zamanda o fonksiyonun Lebesgue noktasidir.

f € Ly fonksiyonunun tiim siireklilik noktalar1 kiimesini C'(f) ile gosterirsek,

C(f) € L(f)



oldugu goriiliir. Dolayisiyla, siireklilik noktalari, Lebesgue noktalar1 ve d-noktalar:

arasinda

C(f) c L(f) € D(f)

bigiminde bir iligki mevcuttur. Sonug olarak, D(f) kiimesi igin ispat edilmis her bir

onerme C(f) ve L(f) kiimelerinde olan noktalar i¢in de gegerlidir.

2.2 Singular Integral

Singular integral kavramina giris yapmak icin asagidaki fonksiyonu ele alalim.

Eger n ve x sabit say1 ve t yi de 0 ve 1 arasinda bir degigken olarak alirsak, ¢, (t, )
ifadesi ¢ ye bagh siirekli bir fonksiyondur. Bu durumda her integrallenebilir f(¢)
(0<t<1) icin

fulw) = 2 [ bt = [6, () (0 (222)

bi¢iminde fonksiyon olugturabiliriz (Natanson,1960).

Teorem 2.2.1. f(z) siirekli ve 0 < x <1 olmak iizere ,

lim f(x) = f(2) (223

dir. (Natanson,1960)
ispat. Dikkat edilirse

1

1
0

0
z=n(t—x) degigken degistirmesi yapilirsa,
dz = ndt

t=1icin z =n(l —x)

t=0i¢in z = —nx olur



Integralimizde degiskenleri ve sinirlar degistirirsek,
n(l—x)

-1 _dz_
I_7r / 1422

—nx

o0

_ dz
n— oo igin [ = /Hzg,

—00

t

dz
1422

= lim £

t—oo™
—t

= Llim arctan(z) |*,
Tt—o00

= —thrn 2 arctan(t)

ERLY
(MIE]

I
—

(2.2.4)

elde edilir.

Simdi (2.2.3) {in ispat1i¢in n — oo iken

o = falz) — f(2) / oot )t

_n (t)—f(=z)
o _/1+n2 t—x)2 dt
0

ifadesinin 0 a yakinsadigini gostermek yeterlidir.

Bu maksatla; keyfi ¢ > 0 igin |t — 2| < § oldugunda |f(t) — f(z)] < € kosulunu
saglayan bir § sayisi f siirekli oldugundan bulunabilir.

t—z|<d= —-d<t—zx<dyada—0<zr—t<di—=0<z—-0<t<z+d<l1
olsun.

T, in bu araliklara gore integralini alalim.

x—9 x40 1
_ f(t)— f) f(=)
T'n = %/ 1+n2(t z) th + % l—l-n2 dt + 7 / 1—|—n2 t—x)2 dt
0 z—0 z+6

9



integralini sirasiyla
=A,+B,+C, (2.2.5)

bi¢iminde yazalim.

B,, integrali (2.2.4) den dolay1

z+6 z+0 00
z—0 x—0 —oo

elde edilir.

A, integrali icin ise

|An] < e / £(t) — f(x)|dt < 22 (2.2.7)

A(0) , n e bagh olmayan bir ifadedir.

Benzer sekilde,

C,| < €2 (2.2.8)

dir ve C(0) de n e bagh olmayan bir ifadedir.

Sonug olarak; (2.2.5) denkleminde sirasiyla (2.2.6),(2.2.7) ve (2.2.8) egitsizlikleri

yerine yazilirsa,

|| < & + AQECE)

elde ederiz. Yeterince biiyiik n icin
|rn| < 26 =1, = 0

olup ispat tamamlanmig olur.

Burada dikkat edilirse; yeterince biiyiik n degerleri alindiginda x den farkli ve x in
¢ok uzagindaki ¢ degerleri igin ¢, (¢, z) in degerleri oldukga kiiciik oldugu goriilmek-
tedir. Bu nedenle; temel olarak (2.2.2) integralinin biiyiikliigiiniin = noktasimin
hemen komsgulugundaki sayilarin integral isareti altindaki fonksiyonunun degerleriyle
belirlenmekte oldugu anlagilmaktadir. Ancak, f(t) fonksiyonunun z noktasi komsu-

lugundaki degeri (t = x noktasinda fonksiyon siirekli oldugundan) hemen hemen
10



f(z) e esittir. Yani, yeterince biiyiik n i¢in (2.2.2) integralinin degerini hesaplamada
f(t) nin f(x) i degistirmedeki etkisi ¢ok azdir. m
Sonug olarak;

1

7 [ 1T9n2(t—=

o / ﬁdt integral fonksiyonu Teorem 2.2.1. den dolay1 hemen hemen f(x) e

0 ..
esittir.

B
Tanim 2.2.2. (Singular Integral). a < a <z < <b igin lim /(bn(t, z)dt =1

olmasi kosuluyla, (a <t < b, a < z < b) karesinde tamuml ¢, (t,z) (n = 1,2...)

fonksiyonuna c¢ekirdek denir.

b, (t,z) gekirdek olmak iizere,

b
fulz) = / oot ) () dE

bi¢imindeki integrallere singular integral denir.

2.3 Sinirh Lineer Operator

Tanim 2.3.1 (Lineer Operator). L operatorii asagidaki ozellikleri saghyorsa L

operatoriine lineer operator denir:
(1) L: D — U operatorii igin = D ve U vektor uzaylaridir.
(19) ¥V x,y € D ve a,b skaler i¢in, L(x) = L, gosterimi olmak iizere
L(x +y) = L(x) + L(y) = L, + L,
L(ax) = aL(x) = al,

dir.

Yukaridaki bu iki ifadenin birlesimini kisaca ifade edersek,

L(ax + by) = aL(x) + bL(y)
11



dir

Tanim 2.3.2. (Smirh Lineer Operator).

X veY normlu uzaylar olsun. D tanim kiimesi de X in alt kiimesi olmak {izere,
L:D(L) —Y lineer bir operator olsun.

Eger keyfi x € D(L) igin  ||L.|| < k ||=|| kosulunu saglayan reel bir k sayis1 mevcut
ise, L operatorii sinirhidir denir.

r = 0 i¢in L(x) = 0 olacagindan, x = 0 durumu hari¢ olmak iizere, ||L.| < k|||

ifadesini bolme iglemiyle

1Ll < .

[l

elde ederiz. Bu ise, k'min en az, sol taraftaki ifadenin, D(L) — {0} iizerinden al-
nan supremumu kadar biiyiik olabilecegini gosterir. En kiiciik k degeri s6z konusu

supremum oldugudur. Bu biiyiikliik ||Z|| ile gosterilir;

Ly
“LH = sup ||||JCHH
2eD(L)—{0}

dir. ||L|| biyiikliigiine, L operatériiniin normu denir. ||L,|| < k||z| ifadesinde

k = ||L| alarak, ||L.| < ||L|| ||x| seklinde yazabiliriz.

Teorem 2.3.3. (Simirhilik ve Siireklilik ). X ve Y normlu uzaylar ve D(L) C X
olmak {izere,

L:D(L)—Y bir lineer operator olsun. O zaman,

(a) L operatoriiniin sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter sart L nin siirekli olmasidir.
(b) L bir noktada siirekli ise her noktada siireklidir.

ispat:

(a) (=) L’nin sinrh oldugunu varsayalim,

L = 0 igin ifade agikardir.

L # 0 alalim.

Bu durumda, ||L|| # 0 dir. Herhangi bir zy € D(L) olsun. Keyfi bir € > 0 igin
12



0 saywsm1 0 = p7p bigiminde segebiliriz. ||x — zo|| < 0 olacak sekilde, her = € D(L)

icin

Lo = Lay || = [[L(z — o)l (L lineer )

< [[L]| |z — o] (L sirh)

<Ll 6 = L]l 77 =€
elde edilir.

Bu da z9 € D(L) nin keyfi olmasi sebebiyle, bu sonug L operatoriiniin siirekli

oldugunu gosterir.

(<=) Tersine olarak, L' nin keyfi bir 2o € D(L) noktasinda siirekli olsun. Buna

gore, herhangi bir € > 0 sayis1 verildiginde |,

her z € D(L) igin || — z9|| < § sartini saglayan
|Ly — Lyl < € (2.3.3)

esitsizligi ve bir § > 0 sayis1 vardir. Oyleyse, D(L)’de herhangi bir y # 0 alalm ve
T =T+ ﬁy

olacak bi¢imde x degerini segelim. Bu durumda,

9

T Y
olup, normda yerine yazarsak ||z — z¢|| = ‘ ”#;HyH = ﬁ lly]| = 0 elde ederiz. L’nin
lineer olmasindan dolay1
1L = Luall = LGz = o)l = |[L(i50) | = gy 12l (23.9)

bigiminde yazabiliriz. Siirekliligin tammmindan || L, — L,,|| < ¢ oldugunu biliyoruz. Bu

esitsizlikte (2.3.4) esitligini yerine yazarsak,
13



IZe = Lagll = o I Lyll < &

[lyll

elde ederiz. Buradan da

1Lyl < 5 llyll

bulunur. Bu esitsizlikte & ifadesini & = % olarak segersek, [|L,|| < k||y| seklinde

yazabiliriz. Bu sonug, L nin sinirh oldugunu gosterir.

(b) L nin bir noktada siirekli ise (a) daki ispatin ikinci boliimii geregi L nin simirh
olmasi gerektirir. Bu durumda ise (a ) ispatinin birinci boliimii ise L’'nin her noktada

stirekliligini gosterir.

2.4 Integral Operatorleri

Tanim 2.4.1.
T : D — B bir fonksiyon uzayindan baska fonksiyon uzayina bir doniisiim olsun.

H(t, x) gekirdek fonksiyonu olmak iizere,

b
T(f:2) = / SO H(t, 2)dt

doniigiimiine integral operatorii denir. f ve g, D iizerinde integrallenebilen fonksiyon-

lar ise, T" integral operatorii lineer operatordiir.

Tanim 2.4.2 (Integral Operatorleri Ailesi).
(a,b) smirh yada smirsiz aralik, A C R indis kiimesi ve A\g € A indis kiimesinin bir

yigilma noktasi olsun. = € (a,b) igin

b
To(fiz) = / (O Hy(x — t)dt

integral operator ailesi ele alindiginda; Hy(x — t) ifadesi T\ operatoriiniin ¢ekirde-
gidir. Ozel olarak H,(t,z) cekirdegi pozitif secilirse, bu denkleme pozitif gekirdekli

integral operator ailesi denir.
14



Porzitif ¢ekirdekli integral operatorlerine, fonksiyonlar ve diferansiyel denklemler teo-
rilerinin bir ¢cok problemlerinde karsilagilmaktadir. Ornegin, Fourier serilerinin baz
toplanabilme yontemleri ile yakinsakliginin hesaplanmasi bu tiir integrallerin yakin-
sakligina indirgenip incelenebilmektedir. Ozel olarak, Dirichlet ve 1s1 denklemi icin
sinir deger problemlerinin ¢oziimii pozitif ¢ekirdekli integraller seklinde verilebilmek-
tedir. Bu maksatla, konvoliisyon ve konvoliisyon tipli operatoriin tanimi ve 6zellikleri

asagidaki verilmigtir.
2.5 Konvoliisyon ve Konvoliisyon Tipi Operator

Tanim 2.5.1. (Konvoliisyon ).
Integrallenebilir fonksiyon uzayinin elemanlar: olan iki f ve g fonksiyonlarmin kon-

voliisyonu f * g biciminde gosterilen ve
(fxg)(z /f (x —t)dt (2.5.1)

formiilii ile tanimlanan fonksiyona konvoliisyon denir.
Konvoliisyon, integral fonksiyonlar uzay: iizerinde bir islemdir ve bu iglem f ve g
fonksiyonlarina yeni bir fonksiyon karsi getirmektedir. Bu yeni fonksiyon ¢ogu zaman

h(z) olarak gosterilir ve bundan dolay1 h(z) = (f * g)(x) isareti kabul edilir.

Lemma 2.5.2. f, g ve s 27 periyotlu integrallenebilen fonksiyonlar olsun. Bu

durumda agagidaki ifadeler gerceklesir:

(i) fr(g+s)=(f*g)+(fxs)

(ii) keC, (kf)xg=k(f*g)=[x(kg)
(iii) fxg=gxf

(iv) (fxg)xs=[fx(gxs)

(v)  f * g siireklidir.

(Stein&Shakarchi,2003)
15



Ispat (7i1): x — t = y doniigiimii yapilirsa, t = z — y elde edilir ve tekrar y ye yine

t denirse

U*wuﬁz/f@Mx—wﬁ=—/f@—yM@Myz/f@—ﬂﬂwﬁ

T+

elde edilir. Buradan

[xg=g* [

esitligi saglanir.

Ilk dort madde konvoliisyonun cebirsel ozelliklerini, yani lineer, degisme ve bir-
lesmeyi belirtir. (vi) madde ise (f * ¢g) konvoliisyonunun f veya g den daha diizgiin
oldugu onemli bir prensibi ortaya koyar. Burada, f ve g sadece Riemann integral-

lenebilir olmasma kargin (f * g) siireklidir.

Tanim 2.5.3 (Konvoliisyon Tipli Operator). Eger f ve g fonksiyonlarindan
birini (6rnegin g fonksiyonunu) sabit tutarsak, bu durumda h fonksiyonu sadece f
in segimine bagh olarak degisir ve h(z) = (f * ¢)(z) formulii her f fonksiyonunu
bir h fonksiyonuna karsi getirir. Dolayisiyla, f — h bagintis1 bir operator olarak

tanimlamaktadir. Simdi,
(F+9)a) = [ 1Og(a— by
formiiliindeki g fonksiyonunu H ile gosterirsek;

(4 1)) = [ 10HE - oy

biciminde yazabiliriz. H degismez oldugundan ,

(f « H)(x) = T(f;x)

gosterimi ile tanimlanan bir 7' operatorii elde edilir. Boylece,

Twa:/wa@—wﬁ

16



esitliginde T operatoriine konvoliisyon tipi operator denir. (Stein&Shakarchi,2003)

H fonksiyonuna ise bu operatoriin cekirdegi denir. H cekirdegi bir reel A paramet-

resine bagh oldugunda ise T)(f;x) operatorler ailesi elde edilir ve

x) = /f(t)HA(x—t)dt

olarak yazilir.

Tanim 2.5.4 (Singular Integral Operatorii). A indeks kiimesi ve A da A indeks
kiimesinin yigilma noktasi olsun. Eger H (¢, \) ¢ekirdek fonksiyonu ¢, noktasinda
limy_,H (to, \) = oo kosulunu sagliyorsa, H (t, \) gekirdek fonksiyonuna "Singular
Cekirdek" ve

T (f;2z) = /f Sz —t)d xeD (2.5.2)

integral operatorleri ailesine de (z, ) parametrelerine bagh konvoliisyon tipli singu-

lar integral operatorleri ailesi denir.

Yukarida tanimu verilen T)(f; x) singular integral operatorleri ailesinin yapisal 6zel-
liklerinin H)(z —t) gekirdeklerine bagh oldugu ve bu gekirdeklerin singular integral
operatorleriyle yaklasiminda biiyiik rol oynadigi ¢ok agiktir. Dolayisiyla,integralin
icinde yer alabilecek bazi ¢ekirdekleri tanimak daha yararli olacaktir. Bu nedenle;
harmonik fonksiyonlar teorisinden Dirichlet problemini ve buna bagl olarak elde
edilen Poisson ve Abel-Poisson ¢ekirdeklerini ve integrallerini, Fourier serileri teorisin-
den Fejer cekirdegi ve integralini, ayrica diferansiyel denklemler teorisinden Gauss-
Weierstrass cekirdegi ve integral denklemlerinin elde ediligini ve 6zellikleri bundan

sonraki boliimde incelenmistir.

17



3. DIRICHLET PROBLEMI VE BAZI POZITiF CEKiRDEKLER

3.1 Dirichlet Problemi Tanim

Dirichlet problemi tanimina ge¢cmeden 6nce harmonik fonksiyonu tanimlayalim:

R? de u(x,y) fonksiyonu i¢in u,, ve u,, tiirevleri siirekli ve wu,, +u,, = 0 Laplace
denklemini saglayan u(z,y) fonksiyonuna harmonik fonksiyon denir.

Kompleks diizlemde bir bolgede meydana gelen bir fiziksel problem; érnegin kararh
durum sicakliklari, elektrostatik, ideal siv1 akigi v.s bazi1 kogullarin saglanmasi du-
rumunda bir harmonik fonksiyon ile ifade edilebilmektedir. Verilen bir bolgede har-
monik olan ve bélgenin sinir iizerinde baz kogullari saglayan bir u(x,y) fonksiyo-

nunu bulma problemine Dirichlet problemi adi verilir.
3.2 Birim Dairede Dirichlet Problemi ve Poisson Cekirdegi

Dirichlet Problemi:
Birim dairede ¢ = {(z,y) € R? : \/22 + y*> < 1} ve
0¢ = {(z,y) € R? : /22 + y? = 1} smun iizerinde g € C(9¢) olacak sekilde bir g

fonksiyonu var olsun. Birim disk i¢inde ,

Au(z,y) = T4(w,y) + 54 (x,y) =0, (z,y) €0
u(z,y) = g(v,y), (z,y) € 09

olacak sekilde Laplace denklemini saglayan u(z, y) fonksiyonunu bulunmasina Dirich-
let Problemi denir. Simdi, yukaridaki kosullar1 saglayan Dirichlet probleminin ¢oziimii

olan u(x,y) fonksiyonunu bulmaya ¢aligalim:

Coziim:

Degiskenlere ayirma yontemini uyguladigimizda,

u(z,y) = C(x).D(y)
x = rcost, y = rsind

u(x,y) = u(rcosd, rsinf), (x,y) € R?
18



r?=a?+y? tand =*%

denklemlerini elde ederiz. Problem birim ¢gemberde oldugu i¢in u(x,y) fonksiyonunu

kutupsal koordinatlarda ifade edelim;

¢p={(r0):0<r<1,—m <6l <7} bolgesinde 9p ={(1,0): —7 <0 <7} smur

degeridir ve

u(z,y) = C(x).D(y) denklemini wu(r,f) = A(#)B(r) denklem bigimine

doniistiirebiliriz.
Laplace denklemi ise
_ % 9%u
Au = 2z + 8Ty

dir. Laplace denklemini kutupsal bicimde yazarsak,

_ 9% 10u 1 9%
Au = 2t ror T2 202 (3.2.1)
Ay =L 4 2u _ Puy 10u 4 1 Pu_ (3.2.2)
 Oz2 oy2 — or? r Or r2 902 -
olur.

Buradan da u = u(r, 0) fonksiyonunu Laplace kutupsal denklemi bigiminde yazarsak,
Puplon LO2u_ 0<r<l, —w<f<7

r or r2 992

olur. Sinir degerini de
u(l,0) =g(0), —m<60<m)
bi¢iminde ifade edebiliriz.

Coziimii bulmak icin asagidaki basamaklar1 uygulayalim.

Basamak 1 : Degiskenlere ayirma yontemi uyguladigimizda,

u(r,0) = A(9).B(r) (3.2.3)
19



olur. (3.2.3) ifadesinin gerekli tiirevlerini alip (3.2.1) denkleminde yerine koyarsak;
Gorles d By
A(0).B” (r) + 2.A(0).B'(r) + B(r).A"0) = 0 (3.2.4)

elde ederiz.

(3.2.4) denkleminin her iki tarafim 7?2 ile garparsak,

r2A(0).B" (r) +1.A(0).B'(r) + B(r).A"(0) = 0 & "2 400

olur.

Burada, her iki taraf sabit bir deger \ ‘e egit olur.

r2.B" (r)+r B (r
A(r, ) = (B)(i) (r) _ _ e

%(r, 0) =0 ve %(r, 0)=0

Bu durumda A(r,6) sabit bir fonksiyondur. Buradan da

2B ") +rBir)) AT (9)
A= 50 = — 0 (3.2.5)

denklemi her r ve 6 i¢in yazilabilir.

(3.2.5) denklemini de adi diferansiyel denklem olarak yazarsak;
A"(0) + NA0) =0 (3.2.6)

ve

r2B"(r) +r.B'(r) — \.B(r) =0 (3.2.7)

denklem sistemi elde ederiz.

Basamak 2:

Sinir deger kosulu
20



dir.

Burada olay birim disk tizerinde gercgeklestiginden dolay1 , g fonksiyonunun 27 peri-
yotlu bir fonksiyon oldugu agikca goriilmektedir. Ayni gekilde, A(f) da 27 periyotlu
periyodik bir fonksiyondur. Oyleyse, (3.2.6) ve (3.2.7) denklemlerinin ¢oztimii icin

A € R a bagh 3 durum vardir:

(i) A<0 durumu .

Keyfi 4 > 0igin A = —p? olarak alip, (3.2.6) denkleminde yerine yazarsak,
A"(0) — 2 A(0) =0

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii de,

A(G) = 616“0 + 0267/19

dir. Bu durumda , sadece miimkiin olan 27 periyotlu ¢oziim c; = co =0 ile baglantili
olarak u = 0 dir.

Boylece, A < 0 durumu yalnizca agikar ¢oziim verir.

(77) A =0 durumu

A(Q) = 01.9 + Ca.
Fonksiyonun 27 periyotlu olmasi igin ¢; = 0 ve A(#) = ¢, sabit olmas1 gerekir. B

icin ODE ise

r.B"+ B =0 (3.2.8)

olur. Simdi, bu durumda ¢oziim

B(r) =r® (3.2.9)
21



bi¢iminde olsun. (3.2.9) nin diferansiyel denklem ¢oziimiinii (3.2.8) de yerine yazarsak,
s(s—1)+s=0=s*=0ves=0 olur.

Bu durumda B i¢in genel ¢oziim ise
B(r) = dir® + dor®lnr = dy + dolnr  (3.2.10)

dir.

Burada, r — 0igin Inr — oo olur. Bu durumda B(r) smursiz olur.
Oyleyse,
u(r,0) = A(0).B(r) = cz(dy + dalnr)

denklemi igin r — 07 i¢in Inr — —oo oldugundan wu(r, #) siirsiz olur. Bu ise fiziksel
sezgilerle celigir. Yani, A = 0 durumu fiziksel sezgilere ve ¢oziim kiimemizin diskin
icinde siirekli ve sinirli fonksiyon olmasi hipoteziyle uyusmayan sonug iirettiginden

bu ¢oziimiin dikkate alinmasina gerek yoktur.

(73i) A >0 durumu

A=p? >0 olarak alirsak,
A"(0) + pA(9) =0
A"+ u2A=0
denklemleri elde ederiz. Euler diferansiyel denklem coziimiinden
P+t =0=s=4 pi = A(0) = cre? + cpe 0
yada  A(0) = cicos(ub) + casin(ub)

olur.
A(6), 27 periyotlu fonksiyon oldugundan p = v/A € Z olmalidir. Bu sebeple, A =

p? = 5%, j € Z/{0} olarak alinabilir (j = 0 durumu daha &énce incelendi). Bilindigi
22



iizere, periyodik fonksiyonlar1 Fourier serileriyle ifade etmek miimkiindiir. Bu ne-
denle, Fourier serisini kullanmak igin A(6) y1 kompleks bicimde incelemek daha

uygun olacaktir.
Ancak, once (3.2.9) da belirtilen B(r) denkleminin ¢6ziimiinii bulmaya ¢aligalim:
B(r) i¢cin A = j? oldugunda,
r?B"+r.B —AB=0
—=r’B"+r.B —j?B=0 (3.2.11)
olur.
Euler diferansiyel denklem ¢oziimiinden (B(r) = r® denilmisti)
s(s=1)+s—j2=0
=2 2=0= 5=
elde edilir. (3.2.11) denkleminde yerine yazilirsa,
B(r)=dyr? +dor™, j=1,2,....
olur.

j— oo ve r— 0 oldugundan dy 77 — oo olur. Bu durumda B(r) smirsiz
olur ve u fonksiyonunun siirekliligi ve fiziksel sezgilerle celisir. Bu nedenle, sadece
B(r) = dyr?  durumunu ¢6ziim olarak alirz.

Boylece A > 0 durumunda, A(#) ve B(r) ¢oziimlerini (3.2.3) denkleminde yerine

yazarsak,
u(r, ) = A(0).B(r)
= (1€ + coe™ ) d,ri

elde edilir.

Sonug olarak; A > 0 durumunda,
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u(r,0) = A(0).B(r) =rllei®  jeZ
¢ozuim olarak yazilabilir.
Simir degerinde Laplace denkleminin 6zel ¢oziimii;
u(1,0) = 17.e90 = e j e 7
olur.

Basamak 3:

Bu basamakta , Dirichlet problemi birim dairede gerceklestigi i¢in problemin ¢oziimiinde
Fourier serisini kullanacagiz. Simdi, baslangictaki Dirichlet problemini ¢zmek ic¢in
sinir deger kosulunun saglandigi 6zel ¢oziimlerin lineer kombinasyonu olan bir genel

¢oziim bulmaya caligalim;

u(r,0) = Z arlle® 0<r<1, —r<0<nm (3.2.12)
j=—o00

u(1,0) = Z a;e? = g(0) (3.2.13)
j=—00

bi¢iminde yazabiliriz.
(3.2.13) sinir deger denkleminden Fourier serisi katsayisi ise

a; = o [ g(t) e¥'dt (3.2.14)

dir. (3.2.14) de verilen Fourier katsayisini (3.2.13) denkleminde yerine yazarsak,

™
o0

u(r, ) = Z (%/g(t)eijtdt) rlileis?

j=—co .

™
n

= lim Z (%/g(t)e‘iﬁdt)rmeije

j=-n
= lim %/g(t) (Lim Y rlileli®=0)qt (3.2.15)
- j=—n
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duir.
Burada, (3.2.15) integralinin i¢indeki toplam

n

Z rlilgid (0—1)

j=-n

n
§2r|j|<oo, 0<r<l

j=—n

sinirhidir ve kismi toplamlar dizisi de diizgiin sinirhdir.

Boylece, (3.2.15) integralinin limitlerinin sirasimi degistirirsek,

n

ur0) = & [oe s (Jim Y e

j=-n

™

- % g(t)(lim Z rlileti=tyqy

e j=-n

olur.

Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoreminden yararlanarak,

™
o0

u(r,0) == [gt)( Y riilei=0)at (3.2.16)

A j=—o00

elde edilir.

Burada, (3.2.16) integrali i¢indeki parentez i¢indeki seri toplamina

P.(0) = P(r,0) = i": rlileis? (3.2.17)

j=—o00

P.(0) = P(r,0) diyelim. Bu durumda, Dirichlet probleminin ¢&ziimii

s

u(r,0) = (g P.)(0) = = [ g(t) P.(0 —t).dt (3.2.18)

27

—T

dir ve g ve P,() i konvoliisyon integralidir.[]
Poisson ¢ekirdegi denklemini elde etmek igin (3.2.17) ifadesine geri donelim:

Once,
o0 n

E rlile® =7 seri toplaminin toplamimi bulalim. Bunun icin E rlilei?  kismi

j:—oo jzfn

toplamlar dizisinin genel terimini ele alalim:
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n -1 n
§ rlileii® — 1 4+ § rlileii® 4 § rlileid®
J=1

j=-n j=-n

n n
=1+ E rie~10 1 g rdetd?
j=1 j=1

=1+ Z(Te_w)j + Z(rew)j
=1 =

geometrik seri toplamindan

—i9)n+17716—i9 (rew)”""lfrew

re=i0—1 rei?—1

-1+ (re
elde ederiz. Burada,

0<r<1,n— ooigin r" — 0 oldugundan

n
} : 7] 3560 —re— 9 —red
ree = %" re—10_1 + ret?—1

j==n

il —re” 0 —retf42r2
=1+ (re=0—1)(rei?—1)

_ r cos —r2
=1+ 2'T2+1—2r0059

e L (3.2.19)

1—2r cos O-+r2

olur. (3.2.19) ifadesini (3.2.17) de yerine yazarsak,

Py(0) = P(r,0) = £ 50— (3.2.20)

27 1—2r cos 0+r2

esitligi olarak yeni bir denklem ederiz ve buna Poisson ¢ekirdek denklemi denir.
Boylece, P,.(0) Poisson gekirdek olmak iizere ,

™

9(6) = u(r.0) = / g(t)P,(6)dt

—T

integralini konvoliisyon olarak yazabiliriz.

™

Sonugl:  wu(r,0) = (g P,)(0) = /g(t)Pr(G —t)dt

—T
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Ornek 3.1 Poisson Cekirdegi Grafigi

P.(t—x) = %m denkleminde t — z = 6 yazilirsa,

P.(0) = 1 1—r2

27 1—2r cos O+r2

bi¢gimine doniisiir. Tekrar 6 = x yazildiginda ise,

Pr(l") _ 1 1—r2

27 (1—2r cos a+72)

elde edilir.
Burada r = 0,95 alindiginda

_ 1 1-(0,95) _ 0,0155
P0795(:1c) — 27 (1—-2(0,95) cos z+(0,95)2) — —1,9cos(z)+1,9025

2 m - Hi 2

Sekil 3.1 Py g5(x) Poisson cekirdek fonksiyonu grafigi (Geogebra )

Poisson Cekirdeginin Ozellikleri:

e . T 1 1—p2 1 1=r)(14r)
1) = 0i¢in Im P, (0) = lim o gy ooy = limgmigmy = o0
. . . . 2 . . _12
v #0 igin ImP,(z) = limg- 7 20 = Im P, (0) = lim g =5 sy = 0
lim P, () o0 x =0 ise
— limP,.(x) = .
r—1 0 x # 0 ise

™

2 g6) = ur6) = [oORO)
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™

. ) .
= u(re?) = %/—(12T1CO£I+T2)u(rel9)d9

u = 1 alinirsa

elde edilir.

3) P(—f) =L — 1 —L__1 ___p(h) oldugundan

27 1—2r cos(—0)+r2 27 1—2r cos 0412

P.(6) ift fonksiyondur.
4) Tamim Kiimesi D = (—7, )
Indis Kiimesi A = (0,1)
Indis kiimesinin bir limit Noktas: Ao = 1
Parametre A =1r olmak iizere,
Her belirtilmis pozitif § sayisi icin

lim (sup P.(0)) . .. (sup P.(0)
= l =
)\—>)\0( 0] > 6 0 yani o o o5 0

dir.

Sonug 2: Poisson cekirdegi pozitif ve ¢ift fonksiyon olup grafigi can egrisi bigi-

mindedir.

Tanim 3.2.1. (Poisson Integrali). A = (0,1), \o =1, A=7r ve f €& Li(—m,7)
olmak iizere,

0 =t — x doniisiimii  Sonug 1’de yazildiginda;

P, (fia) = ulr,0) = [ f0)P0)
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2
= %/f(t) 1721"10050+r2 dt

P (fix) = & / FO) et dt (3.221)

olur. Elde edilen (3.2.21) ifadesine Poisson integrali denir ve P, (f;x) ile gosterilir.

3.3 Ust Yar:1 Diizlem Dirichlet Problemi ve Abel-Poisson Cekirdegi

Ust yar diizlemde ¢ = {(z,y) € R? : y > 0}ve d¢ = {(x,0) € R?} smn tizerinde
g € C(0¢) olacak gekilde bir g fonksiyonu
ve u € C?(0¢) N C(¢) olacak sekilde

Au(z,y) = S (z,y) + $H(x,y) =0,  (2,y) €R? y >0
u(z,y) = g(z,y), (z,y) €09, y>0

sartlarin saglayan wu(z,y) fonksiyonu olsun. Burada taniml u(z,y) fonksiyonu bu-

lunmasina iist yar1 diizlemde Dirichlet problemi adi verilir.
Simdi, iist yar1 diizlemde Dirichlet probleminin ¢oziimii olan u(z,y) fonksiyonunu

bulmaya caligalim:

Coziim:
Degiskenlere ayirma yontemini uygulayalim:
y >0 olmak iizere, u(x,y) = X (2).Y(y), (3.3.1)
bi¢iminde ¢6ziim harmonik fonksiyon olsun. Laplace denkleminin ise
— 922

Ay = L4 4 giyé‘ =0 (Laplace Denklemi)  (3.3.2)

oldugunu biliyoruz. Bu maksatla, (3.3.1) fonksiyonunun ikinci mertebeden kismi

diferansiyel denklemlerini alirsak,
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1" 1"

u—y X/, = XY | Zu=YVX

Py __
, & Pu— XY

Y

elde ederiz.

(3.3.2) Laplace denkleminde bu ifadeleri yerine yazildiginda,
Au=YX"+XY" =0
:>X7”:—Y7”:—/\, AER
elde edilir. Burada,
X' +AX =0 (3.3.3)
Y'—AY =0 (3.3.4)

A=k% k€R olsun.

A >0 ¢oziimii dikkate alimmalidir.(Birim dairede Dirichlet probleminin ¢6ziimiinde
oldugu gibi, A < 0 durumu yalnizca asgikar ¢oziim ve A = 0 durumu fiziksel olmayan
sonug iirettiginden bu ¢oziimleri dikkate almaya gerek yoktur.)

Simdi A = k? ifadesi (3.3.3) denkleminde yerine yazilirsa,
X"+ KX =0

elde edilir.

Euler diferansiyel denklem ¢oziimiinden ,
2+ k2 =0= 5=tk
= Xj(z) = A(k).e** + B(k).e~ k=
dir.
Burada;
r — 00 icin B(k)_e—ikx =0

olur.

Dolayisiyla,
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elde edilir.

Yine A = k? ifadesi (3.3.4) denkleminde yerine yazilirsa,

Y'Y =0=Y" —k?Y =0

olur.

Euler ¢oziimiinden s* —k? = 0 = s = £k olur. Buna bagh olarak, Y (y) ifadesinin

genel ¢oziimiinii
Y(y) = C(y)-e™ + D(y).e*

biciminde yazabiliriz. Bu denklemde, y — oo oldugunda C(y).e®¥ smirsiz olur. Bu
da fiziksel sezgilerle uyusmaz. Bu nedenle, ¢oziim sadece Yi(y) = D(y).e ™ olur.
Sinirh yapmak icin de ¢oziim Yj(y) = D(y).e *¥ olarak alabilir.

Oyleyse; X(z) ve Y (y) elde edilen ¢oziimleri (3.3.1) de yerine yazilirsa,

genel ¢oziim
u(z,y) = X(2).Y (y) = A(k).e**D(k).e”Flv = A(k).etk==Ikly

elde edilir.

Simir degeri ise,
u(z,0) = A(k).ek*=F0 = A(k).e™*®  olur.

Ust yar1 diizlemdeki Dirichlet problemi, kompakt bélgede gerceklesmediginden dolayi
diferansiyel denklemin ¢oziimii integral toplami biciminde olmalidir. Bu nedenle genel

¢Ozimiin
w(zy) = / A(k)ete Ikl g (3.3.5)

bi¢iminde alinmasi daha uygundur.

Bu durumda, problemin baglangi¢ (simr) degerini
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w(, 0) = / A(k)e ek = f(x)

fonksiyonu bi¢iminde yazabiliriz.
A(k) ifadesi Fourier doniigiim formiiliinden

o0

AR) = 5 [ e )i

dir.
Elde edilen A(k) ifadesini (3.3.5) denkleminde yerine yazarsak,

u(z,y) = /e““”‘ky(%/e‘“"mf(m)dm)dk

elde ederiz.

Bu integrali Fubini teoreminden

o) = 2 [ Sm)( [ ekemm Kodtydn
integrali biciminde yazabiliriz.
Igindeki parentezli ifadeye [(.) — / ekle=m)=kly k. denirse,
u(z,y) = %/f(m)](*)dm (3.3.6)

olur.
I(4) integralinde ¢t = z — m degisken degistirmesi yaptiktan sonra,

[e's) 00 0

](*) _ /eikt|k|ydk — /6ikt|k|yd/{3—|— /6ikt|k|yd/€
—00 0 —0o0
) 0
= / Fit=0 df; + / ekt df;
0 —00

k=00

_ _1 _k(it—y)|i= 1 k(it+y) |k=0
i k=0 4 e 17=° o
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_ it— 0 1 it
_[n y(lzm ekl y)>—e}+it+y (e —lzme(“/))

k—o0 k—o0

_ -1 + 1 ytitty—it
it—y it+y (y—1it)(y+it)
2%

elde edilir.

(3.3.7) egitligini (3.3.6) integralinde yerine yazarsak,

u(z,y) = %/f(m)fmdm
= L/f( ~2v_dm
2T y2+i2
= / I (m) gt dm

elde edilir. Burada, t = m doniisiimii yaparsak,

u(z,y) = 27r/f Frizdt (3.3.8)

olur.

Burada y > 0 olmak iizere, integral icindeki ifadeye

Afz—t) = L2 (3.3.9)

o7 Y2+ (z—1)2

Ay(x —t) yeni bir fonksiyon olarak adlandiralim. Bu durumda, tist yar1 diizlem

Dirichlet probleminin ¢oziimii
ula.y) = (/ + / F()4,(x —1)d

dir. Bu ¢oziim integrali ise f ve A, fonksiyonlarmnim konvoliisyonu olur.

(3.3.9) denkleminde y yerine ¢ yazilirsa,
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Ar —t) = =52

21 e2+(z—t)2

elde edilir.

Tekrar x — t = x doniigtimii yapilirsa,

A(x) =1

&
T e24x2

(3.3.10)
big¢imine doniigiir ve bu denkleme Abel-Poisson Cekirdegi denir.

Tanim 3.3.1. (Abel-Poisson Integrali).
feLi(—mm), A=1[0,00) ve A\g =0 olmak iizere A = ¢ i¢in

a(f ;) = (f = A)( /f c(z —t)dt = /f EQHI gy e oL (3.3.11)

ifadesine Abel-Poisson integrali ad1 verilir.
Abel-Poisson ¢ekirdek grafigi ornegi asagida verilmigtir.

Ornek
A(z)y=1

__&
T e2+x2

fonksiyonunda e = 0,000001 degeri alindiginda

e __ 1 _0,0000001
Ornek 3.2 A07000001(1’) = 7 0,000001%+22 olur.

Grafigi agsagida gosterilmistir.

Sekil 3.2 Ag o001 () Abel-Poisson gekirdek fonksiyonu grafigi (Geogebra)

Abel-Poisson Cekirdegi Ozellikleri
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— _ 1 (o33 U . .
t=%2=dt=_dx (degisken degistirme yapilirsa)
00
= = [ =zdt = L arctant | e

= % larctan(oo) — arctan(—oo)]

:%( +

)

SIE)
e

=1

2) x # 0 iken liI%AE(ZL“) = lim=

1 _
ST eita T

o : e 1
3)x = 0 iken lli%Ag(O) = lli%;m = lim!

4) Abel-Poisson ¢ekirdek fonksiyonunun grafigi ¢an egrisi bi¢imindedir. Ayrica,
negatif olmayan c¢ift fonksiyondur.

Tanim Kiimesi D = (—o0, 00)

Indis Kiimesi A = [0, 00)

limit noktast A\g = 0

Parametre A = ¢ olmak iizere, her belirtilmis pozitif ¢ sayisi i¢in

i (S22 400 gy (S0 40

x=do \ |z >4 x| >0
dir.

3.4 Fourier Serisinin Toplanabilirligi ve Fejer Cekirdegi
2w periyotlu f fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplamlari

Su(f,r) =2+ Z(ak coskx + bysinkz), k=0,1,2 (3.4.1)
k=1
bicimindedir.

ap ve by Fourier katsayilar: ise
™

a = %/f(t) cos(kt)dt, k=0,1,2... (3.4.2)
b = %/f(t) sin(kt)dt, k=0,1,2... (3.4.3)

—T
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dir.
(3.4.2) ve (3.4.3) ifadelerini (3.4.1) ifadesinde yerine yazildiginda,

™

Su(f,x) = %/f(t)dt + Z %/f(t) [cos(kt) cos(kx) + sin(kt) sin(kx)] dt

—T

™

~1 [

—T

1+ Zn: cos k(t — x)] dt (3.4.4)

™

~4 [ 10

—T

1+2 z”: cos k(t — x)] dt (3.4.5)

k=1

elde edilir.

(3.4.5) de koseli parantez igindeki ifadeye Dirichlet Cekirdegi denir ve
sin((2n+1)z/2)

n sin((2n+1)z/2) 97
% + ZCOS k:x] = { sin(z/2) ) 7& JT jEL
k=1

D,(x) = )
2n+1 |, z =27

ile gosterilir.
Bu durumda kismi toplamlar integralini

s

5,(fi2) = 3 [ @ = D, )t (3.4.7)

—Tr

biciminde yazabiliriz.

(3.4.4) de koseli parentez igindeki ifade o« = t — = olmak {izere agildginda,

1
2 + ZCOS ka = 2sin(%)

2

n
sin(§)+ E 2sin(§ ) cos ka
k=1

2sin(5)

sin(%)+z [sin(kJr%)afsin(kf%)a}
k=1

2sin(§)

sin(nJr%)a
2sin(3)
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a =t — x degisken degisimi yapilirsa,

2 sin(

sin n+ t—x)
——l—Zcosk:a— t 1)

elde edilir. Bu ifade (3.4.4) de yerine yazildiginda kismi toplamlar integralini (inte-

gral operatoriinii)
~1 [0

= %/f(t)wdt, n=0,1,2 (3.4.8)

1+ Zcos k(t — w)] dt
k=1

2 sm(tTl)

—T

elde ederiz.

Sp(f;x) kismi toplamlar dizisinin her zaman f fonksiyonuna yakinsamasi soz
konusu degildir. Bu durumda S,,(f, ) kismi toplamlarin aritmetik ortalamalar1 al-
narak f fonksiyonuna yakinsayan yeni bir integral operatorii Cesaro tarafindan
bulunmustur ve bu integral operatoriine Fejer integrali ve integral i¢cindeki ¢ekird-

ege de Fejer cekirdegi adi verilmistir. CESARO yontemi;

(f m) — So(f,r)+51(f,:E)—}-Sg(f,:E)—‘r....-i-Sn,l(f,.’E)

n

n—

1
0

k=

n—1
sin )sm k+
Z 2s1n2( ] dt

n—1
Llcos kt—cos(k+1)t]
? 2sin2(%) ] di

2
n(t2—z) )

Burada, [Si?( } = F,(t) denirse,
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on(f;m) = ﬁ/f(t)Fn(t — x)dt (3.4.9)
elde edilir.

Burada, o, (f;x) = (f * F,,)(x) ifadesi f ve F,, fonksiyonlarmin konvoliisyonu
bicimindedir.

o.(f,z) ifadesine Fejer integrali ve F),(t) ye de Fejer gekirdegi denir.

Ayrica, f(x) =1 olarak alindiginda; Fourier katsayilar1 sirasiyla,

%—%/f(t)dt—%/l.dt—l
ap = %/f(t) cos(kt)dt = %/1 cos(kt)dt =0
b = 1 / f(t)sin(kt)dt = L / 1sin(kt)dt = 0

dir.

(3.4.1) deki S, (f,z) kismi toplamlar dizisinde her n igin S, (1,z) = 1 elde edilir.

Buna gore,

_ So(Lx)+S1(1L,x)+S2(L,z)+...+Sn—1(L,x) _ 14141441 0
01, z) = St 1) Sa(Le) (La) _ + .

dir.
Burada (3.4.9) denkleminde f(¢) = 1 alinirsa,

™

on(l;z) = /1.Fn(t —x)dt =1

T+x s
= /Fn(t)dt:/Fn(t)dtzl, Vn=1,2,.. (3.4.10)
—7m+x -
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elde edilir.

Fejer Cekirdegi Grafigi Ornegi
H nT 2
F,(x) = 52 (Sl.n E) Fejer Cekirdegi Fonksiyeli olmak iizere,
2

2nm sin

n = 100000 olarak alindiginda

sin 10000z

2
Fioooo() = 3750 ( . % ) fonksiyonunun grafigi

2.10000.7 sin

B i

625 1250 1250 625

Sekil 3.3 Figooo(z) Fejer Cekirdegi fonksiyonu grafigi (Geogebra)

Fejer Cekirdegi Ozellikleri:

1) /Fn(t)dt: 1 W¥n=12,.

—T

H nx 2
2) x =0 iken lim F,(0) = lim ﬁlirré (Slflg)
n—oo n—oo xr— 2

nT o x
00 2T 250 2 Sy

. 2
. . DT gip BE
= lim = hm<%m : 2)

= lim =L-n% = lim & =
2nm 27

n—oo n—oo
Yani z =0 igin lim F,,(z) = o0
n—oo

3) x #£0 iken sin®% <1 oldugundan

Yani z #0 igin lim F,,(z) =0

sin(57) sin

sin 22 2 sin 22 \ 2
4) F,(—x) = ﬁ < 2 ) = ﬁ ( 2 ) = F,(z) oldugundan Fejer ¢ekirdegi
¢ift fonksiyondur.
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5) Tamm Kiimesi D = (—m, )
Indis Kiimesi A =N

limit noktast Ay = oo

Parametre A =n olmak iizere, her belirtilmis pozitif ¢ sayisi icin
F, F,

lim SupFn()) = lim SupFu(z) =0

A= X0 lz| > 6 n—oo \ || >4

dir.

Tanim 3.4.1 ( Fejer Integrali):

f € Li(—m,m),indis kiimesi A = N, Ay = oo ve parametre A = n olmak iizere,

2
sin ”(t x)
b W/f W(t — z)dt = 2M/f Lm((t - ] dt (3.4.11)

ifadesine Fejer integrali denir.

3.5 Is1 Denklemi ve Gauss-Weierstrass Cekirdegi

Isinin bir cisim tizerinde belli bir konumdan ne kadar zamanda ve nasil dagilacagini
tanimlayan bir pargali diferansiyel denkleme 1s1 denklemi denir. (x,y,z) kartezyen
koordinat sisteminde konumu ve ¢ zamani gostermek iizere; 1s1 denkleminin genel

ifadesi

ou Pu) _
E_k<8a:2+8y2 +8z2> =0

dir. Burada k£ € R sabit bir say1 ve u = u(z,y, z,t) dir.

Is1 denklemi bir boyutta ise

— kL = (3.5.1)

dx?
dir.

Burada 1s1  boyunca t ye bagh olarak degisir. Bu degisimi
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u(z,t) = A(z).B(t) (3.5.2)
denklemi bigiminde yazabiliriz.

u(z,0) = f(x) baglangig kosul fonksiyonu olmak iizere, diferansiyel denklemin ¢oziimiinii

degiskenlere ayirma yontemi kullanarak bulabiliriz.

Cc% - )\d2u =0 — A(x).B’(t) o B(t).A”(:L’) =0

dz?

Baslangi¢ degeri kosulundan

u(z,0) = A(z)B(0) = f(z)
bigiminde gosterebiliriz. Burada;

eger k > 0 ise diferansiyel denklemin asgikar ¢oziimii, K = 0 durumunda ise sabit bir

¢Oziimii vardir.

eger k < 0 durumundaise k = —p? olmak iizere; A(z) = ¢ ve B(t) = cpe !
¢oziimleri olur.

(3.5.2) de bu ifadeler yerine yazildiginda;

) 9
w(x,t) = creege Wt = G(k)e" "

_ f: G(k)eikz—k2t
k=1

- / Gk)e™ ™" dk
ve t =0 igin
u(x,0) = f(x) = / G(k)e™ dk

elde edilir.
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Fouirer doniistimiinden

Gk =3 [ 1(0)c o

olur ve
u(z,t) = / or / f(@)e *do | e rdk

elde edilir. Uygun diizenlemeler yapildiginda;

(p—=)?
t

u(z,t) = #ﬁ/f@)e— 1

d¢

elde edilir.
Bu integralde # = A\ denirse u(z,t) = uy(z) olur ve

o0

un(@) = 2 / F@)e Xo-Ddp A>0  (3.5.3)

bi¢imine doniigiir. (3.5.3) integrali i¢indeki

Wi(z) = 2z~ Vo2 (3.5.4)

ifadesini Wy (z) ile gosterelim. W, (z) fonksiyonuna Gauss-Weierstrass ¢ekirdegi

denir.

Gauss-Weirstrauss Cekirdegi Grafigi Ornegi
Wy(x) = \%e* Me? o cekirdeginde
A = 1000 alindiginda

1000 ,—1000222

WIOOO(x) = U €

fonksiyoneli elde edilir. Wiggo(x) fonksiyonunun grafigi agagidadir

Gauss-Weierstrass Cekirdeginin Ozellikleri

0 / Wy(t)dt = 2 / Ve gy
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Sekil 3.4 Wiggo(x) Gauss-Weierstrass gekirdek fonksiyon grafigi (Geogebra)

integralinde M =2z = Adt = dz doniisiimiinii yaparsak,

/ Wi(t)dt = = / e " da
elde ederiz. Burada
/ e dr = /1 esitligini kullanirsak,

/W)\(t>dt == \/L;\/TT =1
olur.
2)t #0 igin )\IEEOW/\(t) = %)}Lnoloe_,@w _0
3)t =0 icin )\II_)IEOW/\(O) = %)}i_{goe_,\?m ~ oo
4)W)\(—I‘) = \/L%ef /\2(75”)2 — %67 A2z2 — W)\(ZL')
= Wy(z) cift fonksiyondur.
Ayrica grafigi can egrisi bicimindedir.
5) Tamm Kiimesi D = (—o00,00)

Indis Kiimesi A = [0, 00)

limit noktasi Ag = 0
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Parametre A=A

Her belirtilmis pozitif 6 sayisi i¢in

. (Sup WA(@)) . (Sup Wﬂx)) .

A—Xo |x| > 6 n—o0 lz| > 6

dir.

Tanim 3.5.1. ( Gauss-Weierstrass Integrali).
f € Li(—00,00),indis kiimesi A = [0,00) limit noktast Ay = oo ve parametre
A = X olmak iizere,

oo

(i) = 2 [ S0 (35.5)

ifadesine Gauss-Weierstrass integrali denir.
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4. KONVOLUSYON TiPLi SINGULAR INTEGRAL OPERATOR-
LERIYLE YAKLASIM

4.1 Cekirdek ve Yaklasim Birimi

Singular integralleri iireten ¢ekirdegin tanimini verelim.

Tanim 4.1.1. (Periyodik Cekirdek). A kiimesi 0 < a < b < +00 olmak iizere
(a,b) araligl ya da N olsun. p ise A kiimesi iizerinde degisen bir parametre ve p, da
a,b veya +oo noktalarindan biri (y1g1lma noktasi) olsun. Her p € A igin y, € Li_ ve

™

/Xp(u)du =21 (peAp) (4.1.1)

—Tr

kogulunu gergekleyen {x,(z)} fonksiyonlar kiimesine (periyodik) gekirdek denir.

Her p € A igin {x,(z)} fonksiyonlar kiimesine :

eger x,(x) reel fonksiyon ise reel gekirdek,
eger Xx,(r) € L5 ise smirl,
eger X,(r) € Oy, ise siirekli,

ve

eger x,(z) mutlak stirekli ise mutlak stireklidir denir. (Butzer&Nessel,1971)

Yine {x,(7)} igin {x,(z)} reel cekirdekler kiimesi hemen her  i¢in x,(—7) = x,(z)
saglaniyorsa ise ¢ift ve hemen her  igin y,(z) > 0 ise pozitif olur. Genellikle (4.1.1)
yerine,

T

lim [ x,(u)du =27 (4.1.2)
P—Po

kabul edilir.

Tamm 4.1.2. ( Periyodik Singular Integral). [ € Li(—m,m) ve {x,(u)}

periyodik cekirdek olmak iizere,
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™

A(fix) = (fxx,)(u) = & / & —u,(w)du  (4.13)

ifadesine (periyodik) singular integral (ya da konvoliisyon integrali) denir. Eger

¢ekirdek pozitif ve siirekli ise singular integral pozitif ve stireklidir.
Onerme 4.1.3. f € f € Ly(—7,7) ve {x,(u)} periyodik cekirdek olmak iizere,

A (fx) = %/f(x —u)X,(u)du operatérii Ly (—m,7) uzaymdan L;(—n, 7) uzayma

—Tr

doniisiim yapan siirekli operatordiir.
Ispat: A, lineer oldugundan onun L; den L; e Teorem 2.3.3 den dolay1 siirh
operator oldugunu gostermek yeterlidir.

Operator normuunun tanimina gore

T (4.1.4)

= sup
f#0

fely
dir. Bizim bu ifadenin sinirli oldugunu gostermemiz gerekmektedir.

| | Aﬂ ’ ’ Lyi(—m,m)—>Ly(—m,m)

Simdi , f € Li(—m,m) fonksiyonu igin

4.9, = [ | [ £ = w (i do

—T

/ /\fx—uxp )| du | dz

—T

™

—/%Xp /|fa:—u|dx du

—T

dir. Ikinci integralde x —u=t dersek (4.1.1) kogulundan dolay1

/!f ) do %/\x,) ) o = 111,

sonug olarak HAp(f;x)Hl < |Iflly

elde ederiz ve

|14, (f:2)]|
o s
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olur. Bu da operatoriin normu (4.1.4) den

i AU |
||APHL1(77T,TI')4>L1(77T,7T) - i”ljélg [)Hf||1 ' < 1
feLy

oldugunu gostermektedir.

Sonug olarak, A (f;x) operatorii smirhdir. Operatoriin simrhhigr ve siirekliligi teo-
remi 2.3.3 den dolay1 smirh olan lineer operator siireklidir. Dolayisiyla, A (f;x)

oparatorii siirekli bir integral operatoriidiir.

Tanim 4.1.4. (Periyodik Durumlarda Yaklagim Birimi ).
[—, 7] kiimesi tizerinde tanimh asagidaki ozellikleri saglayan {x,(u)} singular gekirdek

kiimesine Yaklagim Birimi ailesi denir.

(4) x,(u) negatif olmayan cift fonksiyondur ve her p > 1 igin,

™

/Xp(u)du =1 (4.1.5)

—Tr

(1) M > 0 sayis1 var ise ve her p > 1 igin ,
/ ‘Xp(u)‘ du < M (4.1.6)

(77i) Her 6 > 0 igin, p — oo iken

/ |Xp(u)| du — 0,

§<ul <
ya da (i) iin yerine daha yaygm olan
lim |sup |Xp(u)| =0 (4.1.7)
pee 0<|u|<m

ifadesi kullanilir.

Eger x, fonksiyonlar1 pozitif oluyorsa, genellikle ¢an seklinde grafigi vardir. Oyleki,
y = X,(y) egrisi altinda kalan alanin integrali 27 esittir ve artan p degerleri artikga
grafik y = 0 civarinda daha daralir ve degeri daha biiyiik olur. Boylece y = 0

cevresinde egri altindaki grafiginin alam 27 olarak gercgeklesir.
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sin (t )
Sonugl: A =N, p, =00, p=n olmakiizere o,(f,z)= 2m/f [ ¢ )1 dt

sin( (t Z))

Fejer integrali periyodik cekirdekli integraldir. Integralin 1<;1ndek1 F, (x) Fejer gekir-
degi Tanim 4.1.4 kogullarini sagladigindan dolay: periyodik yaklagim birimi olur.

Sonug 2: A = (0,1), py = 1, p = r olmak tizere, P, (f;2) = 2 / [0 P R—

1—2r cos(t—x)+r2

Poisson integrali periyodik cekirdekli integraldir. Integralin icindeki Poisson cekir-

degi de Tanim 4.1.4 kosullarini sagladigindan dolay1 periyodik yaklagim birimi olur.
Teorem 4.1.5. D, (u), (3.4.6) de tamimlanan Dirichlet ¢ekirdegi olmak iizere,

L, =||D,|, Fourier serisinin Lebesgue sabitleri ise

n— oo iken L, = Zlogn+ O(1)
dir.

Ispat: Acikea,

et

0

sin((2n+1)u/2)
sin(u/2)

du

™
= %/ ‘sinnucot%chosnu} du
0

™

= %/ |sin nu| cot §du + O(1)
0

lul < Z igin () — cotu fonksiyonu smirh oldugundan ,

:%/'Smm”d + = /\smnu|{2c0t———}du+0 1)

n—1 A
km

n—1 %
2 in nu 2 sinnu
0
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olur.

Ancak harmonik toplam egitsizliginin 1s181nda,

313
=
N[

R R I R D D o R LR B R

W=

0 <wu < 7 igin egitsizligi saglamir. Buradan da

(zm/;)ﬂ = 2{logn+ O(1)}

k=1

istenen ispat tamamlanir.

Sonug 3: Dirichlet ¢ekirdegi D, (z) = W nin mutlak degerinin integrali

N — oo icin / |D,(z)|dz > clog N dir.Teorem 4.1.5 den sinirlandirilmadigini

—T

biliyoruz. Bu nedenle, Dirichlet ¢ekirdegi, Tanim 4.1.4 {in ikinci kisminin kosulunu

saglayamadigindan yaklagim birimi olamaz.

Teorem 4.1.6. A (f;r) = /f(x —u)x,(u)du integralinde x,(u) cekirdegi periyo-

dik yaklagim birimi ve f € Li(—m, ) olsun. Eger © = xy , f ’'nin siireklilik noktast
ise bu noktada
lim A (f;z0) = f(20) (4.1.8)

P—Po

dir.

Ispat: o, f fonksiyonunun bir siireklilik noktas: oldugunda, keyfi ¢ > 0 veril-
diginde , 6yle bir § > 0 sayis1 bulunabilir ki |u| < § egitsizligi saglandiginda

|f(xg +u) — f(x0)] < € olur. Oyleyse, bu kosullar saglayan bir § sayis1 secelim.

A (f:20) — f(z) = / £ (0 — u)x, (uw)du — f(xo)

:/ﬂ%_wmmm—/ﬂwmww
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u yerine —u yazilirsa ,

s

A, (f;20) = f(20) = / [f(zo +u) — f(w0)] X,(u)du olur.
Esitligin her iki tarafinin mutlak degerini alalim. Sonra genellestirilmis Minkowsky

esitsizligini kullanalim.

s

|Axﬁ%%—ﬂ%ﬂ=L/U@m*W—f@MXAMmL

< [ 1o+ w =~ fla) xda (@419
—0 )
g/V@«H@—ﬂmﬂm@MU+/V@rHO—ﬂmﬂmwMu
o )

+/U@vﬂo—ﬂmﬂmwwu
1)

=i, + i, + i, (4.1.10)
esitsizligini yazalim.
) T
i; < 5/Xp(u)du < 5/Xp(u)du =
= —m

dir. Diger esitsizlikler icin y,(u) ¢ift oldugundan

™

i+, = /(If(:co +u) = fwo)| +[f (w0 — u) = flwo)|)x, (w)du

)

< @1f(wo)[+ 20 f1) (fjg%(@) (m—9)

dir ve periyodik yaklagim birimi 6zelligine goére lim [sup |X p(u)|] = 0 oldugundan
poo o<|u|<
sag tarafin limiti sifirdir. Boylece,ispat tamamlanir.
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Onerme 4.1.6. f ¢ LY ve (4.1.3) integralinin cekirdegi X,(u) yaklagim birimi
ise

her s € Li_igin Pli—>nplo (A, (f;z) = f(z)] s(z)dz =0 (4.1.11)

dir.

Ispat: Yine (4.1.9) gergeklenir ve her s € L} _ve 0 < § < 7 i¢in Fubini teoremi

yardimiyla
j (4, (i) = F(@)] s(e)dr| = |3 / X (u)du / e = u) = () s(2)ds
< o= /+ / X, (w)| du /f s(x +u) — s(z)| dz
u<s  o<ul<n
=L+ 1
dir.

Ancak, s € L) siirekli olmasindan dolay1, her € > 0 i¢in bir § > 0 says1 vardir ki

tiim |u| < § igin
[s(o+u) —s(o)||;, <e

dir. Boylece

I; < Nsup /f s(x +u) — s(z)]| de

lul<d
<N |[flloo 27e

ve
1< 20/l lIsl, / I, ()| du
6<ful<r

elde edilir. (4.1.7) nin 11¢inda (4.1.11) in ispati tamamlanir.
ol



Tanim 4.1.7. ( Reel Eksende Yaklagim Birimi).

A sayilar kiimesi, p, bu kiimenin y1g1lma noktasi olsun. p € A parametresine bagl ve
tiim reel eksende tanimh { X p(t)} singular cekirdek fonksiyonuna, agsagidaki kogullari

sagladig1 takdirde reel eksende Yaklagim Birimi denir.
(4) x,(t) negatif olmayan ift fonksiyondur.

(77) Her p € A igin

o0

/Xp(t)dt =1

— 00

(737) Her belirtilen § > 0 i¢in, p — p, iken

lim [Supx (1) ] =0 (4.1.12)
P=Po | §<t|

ve
lim [ x,(t)dt =0 (4.1.13)
P—Po

5
Sonug 3: Gauss-Weierstrass W) () gekirdegi Tanim 4.1.7 nin kogullarini sagladigin-
dan dolay1 Reel Eksende Yaklagim Birimi olur.

Sonug 4: Abel-Poisson Ac(z) gekirdegi de Tanim 4.1.7 nin kogullarim sagladigindan

dolay1 Reel eksende Yaklagim Birimi olur.

4.2 [, Uzayinda Siireklilik Modiilii

Ly [a, b] uzaymda verilen bir fonksiyonun yapisal 6zelliklerini incelenemenin bir yolu
da siireklilik modiilii ile yapilabilmektedir. Bununla ilgili tanim ve teoremler asagida

verilmistir.

Tanim 4.2.1. f € L, olmak iizere,

wr, (f;6) —sup/|f (x+t) — f(z)|dx

t<3 -

=sup ||[f(z+1t) = f(@)]l,,, §>0 (4.2.1)

t1<0
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integraline f fonksiyonunun L;—siireklilik modiilii denir.

Lemma 4.2.2. 0 < d; < 95 olmak iizere,.
|t — x| < 0o aralik bolgesi |t — x| < §; aralik bolgesinden daha biiyiiktiir.

Burada,

wr, (f301) = sup [[f(e+1) = f(o)l[, < sup [[f(o+1) = fo)]l,, = wi,(f;2)

[t|<d1 [t]<d2

oldugu aciktir. Dolayisiyla, wy, (f;d) monotonu artandir.

Lemma 4.2.3.

wr, (f,0) —Sup/|fa:’+t (x)|dx >0

1]<3 -
Stireklilik modiiliiniin tamml 1s1ginda |, siireklilik modiilii degerinin negatif olmadigi

acikca goriilmektedir.
Stireklilik modiiliiniin 6zellikleri asagidaki teoremlerde verilmistir.
Teorem 4.2.3. f € L, ise

(lsiil(l)le(f, d)=20 (4.2.2)

dir. (Haciyev,2003)

Teorem 4.2.4. m bir dogal say1 olmak {izere,
wr, (f;mé) < mwp, (f;9) (4.2.3)

dir.(Butzer&Nessel,1971)
A >0 keyfi say1 oldugunda,

wr, (f3A0) < (1 + MNwg, (f;9) (4.2.4)
dir. (Korovkin,1960)

Lemma 4.2.5. f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve d; < dy ise,

wr, (f; 02) wr, (f; 01)
: 02 S ' 01
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dir.
ispat:
wr, (f;02) = wi, (f; $62) = wi, (f;0:52) < (1+ 2)wy, (f;61)

< 2%wr, (f501)

elde edilir. Buradan

wr,(f; 62) wr, (f; 01)
: 02 S . 51

olur ve ispat tamamlanir.

4.3 L, Uzayinda Siireklilik Modiilii

L uzaymda oldugu gibi L, uzayinda da stireklilik modiilti tamimlanabilir. f € L,

ise onun L, siireklilik modiilii wy, (f ; §) sembolii ile gosterilir ve her pozitif  igin

wr,(f ;0) = sup /|f (x+1) )|pdx)% (4.3.1)

It|<6

olarak tamimlanir. Bu ifadeyi
w, (f 5 0) = sup|[f(o+1) = fo)], (4.3.2)

|t|<é
olarak da gosterebiliriz. Burada L, normu o ile gosterilen degiskene alinmaktadir. Bu
siireklilik modiiliiniin de negatif olmayan, § ya gore monoton artan bir fonksiyon

oldugu ¢ok acik bicimde goriilmektedir. Bu siireklilik modiilii ile ilgili teoremler agagi-

dadur:
Teorem 4.3.1. f € Lp ise
(lsinéwLp(f; 5)=0 (4.3.3)

dir. (Haciyev,2003)

Teorem 4.3.2. m dogal say1 olmak {izere,

wr, (f;mé) < mwp, (f;0) (4.3.4)
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dir. (Haciyev,2003)
Teorem 4.3.3. Keyfi pozitif A i¢in
wi, (F;06) < (1+ Nwp, (f;6)  (4.3.5)

dir. (Haciyev,2003)

4.4 [, normunda yakinsaklik

Teorem 4.4.1. A,(f;z) singular integral operator ailesi L;(—00,00) uzayinda
doniigiim yapan integral operatorleri ve K, (t) cekirdegi de Tanim 4.1.7. de tamimlanan

de reel eksende yaklagim birimi olsun. Eger
~ /f(t)K)\(x —t)dt, —oo<x <00 (4.4.1)

ise
lim [ Ax(fi2) — f(@)], =0

dir.

Ispat: Acikca goriilityor ki,

NG |</|f:c+t ()] K (1)
dir.

K, (t) cift fonksiyon oldugundan

A(fi2) = S@ < [+ 0) = @I+ |~ 1) =~ F@)DEAO

dir. Esitsizligin her iki tarafinda L; normuna gecersek,

oo o0

(i) = f@I < [ [+ 0 - F@)]+ 15 -0 - DK

%)



o0

— [(J U0 -s@lda+ [ (50 - f@)] Kb

—00

ve keyfi 0 > 0 igin ;

A0 = f@l < [ Q50 - f@lde+ |56 -0 - f@)] K@
[ - f@ldes [ (=1 - @] oK

esitsizligi saglanir.

Simdi acik bir gekilde;

/If(:rit)—f(x)ldasé/If(xit)ldx+/lf(x)lda:§2||f||1

sup/|fx:|:t (2)] dz = wg, (f, )

41<6 .

bu ifadeleri dikkate aldigimizda,

) 00
[AN(f52) = f2)lly < 2w, (f, 5)/Kx(t)dt+4 ||f||1/KA(t)dt
0 §

< 21, (£.8) + 4| £1 / Ky(t)dt
)

elde edilir. Esitsizligin sag tarafindaki ifadelere baktigimizda;
K, (t) gekirdeginin ozelliginden keyfi § > 0 igin,

)\11—>H)\10/K)\(t)dt =
5

dir.
Siireklilik modiilii 6zelliginden de (lsin[l)w L, (f;6) = 0. dir.

Bu durumda esitsizlikte 6nce A — A iken limit alip daha sonra § — 0 aldigimizda,
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Jim [Ay(fr2) — f(@)], =0
—A0
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.4.2: f € L; ise (3.5.5) formiilii ile tanimlanmig Gauss- Weirstrass integrali

i¢in
,\1520 [wx(f;7) = f(z)]l, =0
dir.

Sonug 4.4.3: f € Ly ise (3.3.11) formiilii ile tanimlanmig Abel-Poisson integrali

icin

lim [lan(f:2) — f(2)], = 0
dir.

Teorem 4.4.4. A,(f;z) singular integral operator ailesi  Li(—m,7) uzayinda
doniigiim yapan integral operatorleri ve K (t) cekirdegi de Tanim (4.1.4 ) de tanimlanan

de periyodik yaklagim birimi olsun. Eger

Ay(fix) = /f(t)KA(x—t)dt, (4.4.1)
ise N

i 4 (f2) — f(2)], =0
dur.

Ispat: Acik olarak,

(i) = f@)] < [ 17+ 0) — F@)] Ko
dir ve -

IAs(fi) = S@) < [ 156+ 0) = f(@)] o))

- —T

dir. L;(—m, ) siireklilik modiiliinden,
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Wi, fé—sup/|fx+t (x)] dx

[t]<8

oldugunu biliyoruz ve

/\fx+t (@)1 < o, (1)

dir. Bu durumda;

™

1As(f32) - f@)], < / wiy (F 1)) K (t)dt

—Tr

elde edilir. Lemma (4.2.5) den

o (Filt) =wry (£03) < (M +1) wr, (£:0)

yazabiliriz. Buradan

T

[AX(f52) = f(@)ll; Swr, (f308) (/%Kx(t)dH/KA(t)dt) (4.4.2)

—T

—on, (1360 (& [ KO+ 1)

elde edilir.

Eger g(t) = |t| olarak alwsak, L, [—m, 7] iizerinde g¢(t+ 27) = ¢(t) olur ve

/|t| Ki\(t

bi¢iminde yazabiliriz. g fonks1yonu xo = 0 noktasinda siirekli oldugundan Teorem

4.1.6 den dolay1
lim A5(g;0) = g(0) =0

A— Ao

elde edilir. Boylece,

Jim / [H ()

dir. Eger 6, 'v1
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oy = / |t| K)(t)dt olarak ahp (4.4.2) deki esitsizlikte yerine yazdigimizda,

—T

[AN(f52) = f(@)]l, < 2w, (f;00)

elde ederiz. Burada, A — Ao iken §, — 0 olmaktadir. Boylece Teorem (4.2.4) den

wr, (f;0,) — 0 oldugunu soyleyebiliriz ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.4.5 : f € Li(—m,m) ise (3.4.11) formiilii ile tammlanmig Fejer integrali
icin
lim Jlow(f;) — £(2)], = 0

n—o0

dir.

Sonug 4.4.6 : f € Ly(—m,m) ise (3.2.21) formiilii ile tanimlanmig Poisson integrali

icin
lim ||P.(f;2) ~ f(@)]l, =0

dir.

4.5 L, normunda yakinsaklik

L,(—00,00) ve L,(—m, ) uzaylarimin yakinsaklik teoremlerini inceleyelim.
Teorem 4.5.1 : A,(f;x) singular integral operator ailesi L,(—o00,00) uzaymnda
doniigiim yapan integral operatorleri ve K, (t) cekirdegi de Tanim 4.1.7. de tanimlanan

de reel eksende yaklagim birimi olsun. Eger

Ax(f;x) = /f(t)K,\(x —t)dt, —o0o<x <00 (4.5.1)
ise -
lim [ A4y(f52) — (@), = 0

dir.

Ispat: = € (—00,00) olmak iizere,
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A(f / (x+1) + flo —t) — 2f(2)] Kx(t)dt

oldugunu biliyoruz. Her iki tarafin « e gore mutlak degerli L, normunu alirsak,

A7) — F@), < ( / ( / @+ 8)+ Flo— 1) — 2 ()] K(t)dt|Pda)

elde edilir ve Minkowsky integral esitsizligine gore,

IAs(fi2) = $@N, < [ 10+ 1= 0) = 27@)hrde) Ko

esitsizligini elde ederiz. Simdi keyfi 6 > 0 i¢in [0, 00) aralig1 yerine [0,6) ve [d, 00)
araligini aldigimizda,

§ o

IAs(fi) = F@l, < ([ ([ 156 +0+ 7o = 1) = 21@)pan)
o / ( / @t t)+ flo —t) — 2f (@)|)Pde)s) Kn()dt
§ —oo
=i\ + iy (4.5.2)

egitsizligini elde ederiz. Simdi ise zl/\ terimini dikkate alalim, Minkowsky esitsizligin-

den

( / @+ )+ flo— 1) — 2f(@)Pde) < ( / @t t) — F(0))Pda)

o / @ —t) — f())Pda)

oldugunu goriiyoruz ve L, -stireklilik modiiliiniin tanimina goére
o0

sup( / @+ )+ f@—b) — f(@))Pde)s < 2w, (:0)

e

esitsizligini yazabiliriz. Bu esitsizligi 2')\ integralinde yazarsak,
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)

iy < 2wr, (f;0) /KA(t)dt < 2wy, (f;9) (4.5.3)
0

dir.

Simdi 7, terimini alahm. Yine Minkowsky esitsizligine gére

( / @+ )+ fla— ) — 2f(x)|dz)s < ( / (@ + D))yda)?

([ 17 = olpday +2( [ If@)rds)
<411,
dir. Buna gore;
d
B <4l [ Ko (4.5.4)
0

dir. (4.5.3) ve (4.5.4) esitsizlikleri (4.5.2) de yerine yazilirsa,

)
1As(Fr2) — F@, < 2w, (£:0) +4[£1], / K (t)dt
0

esitsizligi elde edilir. Keyfi 6 > 0 i¢in

A—MXo

lim / Ka(t)dt = 0
s
oldugunu biliyoruz. Buna gore,

Jim [[AN(F; ) = f@)l, < 2w, (f30)

olur.

Simdi ¢ — 0 iken

lim [ Ax(f5) — f(a)], =0

dir ve ispat tamamlanir.

61



Sonug 4.5.1: f € L,(—00,00) ise, Abel-Poisson a,(f,z) integrali icin
I [lax(f;2) = f(@)], = 0
dir.

Sonug 4.5.2: f € L,(—00,00) ise, Gauss-Weierstrass u,(f; x) integral operatorii

icin
Tim [ (f:2) — f(@)]], = 0

dir.

Simdi ise L,(—m, 7) periyodik fonksiyonlar uzayida norm yakinsakligini inceleyelim.

Tamim 4.5.2: Bu uzayda L,—stireklilik modiilii tanim
1
wr, (f;0) —sup/|fx+t f(x)P dx)»

seklindedir.

Teorem 4.5.3: A,(f;x) singular integral operator ailesi L,(—m,7) uzaymnda
doniigiim yapan integral operatorleri ve K, (t) ¢ekirdegi de Tanim 4.1.4. de tamimlanan

de periyodik yaklagim birimi olsun. Eger

- / FO K (x — t)dt, (4.5.5)
ise -
tim As(f:2) — f(a)], = 0
dir,

Ispat: Burada ,
Ax(f5) - |</|fa:+t ()| Kn(t)d

oldugu aciktir. Burada esitsizligin her iki tarafinda L, norminuna gegersek,
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IAs(fi) = F@, < ([ ( [ 1o +0) = s@) Kate)ae| i)

olur. Esitsizligin sag tarafina ise L, -stireklilik modiilii ve Minkowsky esitsizligini

uyguladigimizda,

™

[AN(f52) = f2)] < /wL,,(f; [t EA(E)dt (4.5.6)

—T

elde edilir. Keyfi 0, igin,

wi, (f 1) < (5 + Dwp, (f;65)

olur. Bu egitsizligi (4.5.6) daki esitzlikte yerine yazdigimizda,

U m

IAs(Fi2) = F@I < foon, (5 IEDEAOdE < wr, (80 [ 14 Kate)de + 1

elde ederiz.

Eger 6, y1 0\ = / [t| Kx\(t)dt olarak segersek, K,(t) cift fonksiyon oldugundan

™

Iy = 2/tKA(t)dt olarak yazlir.

0
Keyfi pozitif § i¢in

™

B
5y =2 / LR\ (t)dE + 2 / LG (H) dt

0 8

t>8

S 25/K/\(t)dt + ZSupK)\(t)
< 26 + 2msup K\ (1).
t>p

K\(t) gekirdeginin 6zelligine gore keyfi 5 > 0 igin

lim (supK,(t)) =0

A— Ao t>p

oldugundan
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A— Ao

dir. § — 0 iken limit alinirsa,

A— Ao

olur. Bu da 05 — 0 iken wy,(f;05) — 0 oldugundan ispati tamamlar.

Sonug 4.5.3: f € L,(—m,m) ise, P.(f;x) Poisson integrali i¢in
lim 12,(f:2) = F@)], = 0

dir.

Sonug 4.5.4: f € L,(—m,m) ise, o,(f;z) Fejer integrali i¢in
lim [|lon(f;2) — f(2)], =0

n—oo

dir.
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5. KONVOLUSYON TiPLi SINGULAR INTEGRAL OPERATOR-
LERININ YAKLASIM HIZI

B,(f;x) = /f(:z: — u)s,(u)du

ifadesinde, s,(u) ¢ekirdegi periyodik yaklagim birimi olmak tizere, konvoliisyon tipli
singular integral operator ailesinin L;(—m, 7) uzaymnda f fonksiyonuna L; nor-
munda yakinsak oldugu Teorem 4.4.4. ile verilmigtir. Bu boliimde de yaklagimlar
teorisinin diger 6nemli bir problemi olan konvoliisyon tipli singular integral oper-

atoriiniin L; normunda yaklagim hizi incelenmigtir. Bu durumda,

(@) = 1B,(f;2) = f(@)l

ifadesi bir sifir ailesidir. Yani

lima, =0
P—Po
dir. Eger
limfB,=0 ve lz’m% =F,
pP—p0 p—po e

E reel sayis1 sabit olacak sekilde bir (3,) sifir ailesi bulunabilirse, bu durumda

(ap) = |B,(f;2) = f(x)], = O (B,)
olur.

Burada; B,(f;o) operator ailesinin f fonksiyonuna yakinsama hizinin, (/3 p) sifir
ailesinin sifira yakinsama hizina denk oldugunu sayabiliriz. Bu ise yaklagimlar teorisinin
ikinci temel probleminin ¢oziimii i¢in yukaridaki kogullar1 saglayan uygun bir (f p)

sifir ailesinin bulunmasi gerektigini gosterir.

Boyle bir sifir ailesini elde edebilmek igin f € Li(—m,7) fonksiyonunun

Vo > 0 igin

wi, (f;6) = sup / @ +u) - f(2)|de
\U\Sé_ﬂ
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Li(—m,m) uzaymda siireklilik modiiliinii ele alalim. Bu siireklilik moduliinii kulla-

narak yakinsaklik hizin1 asagidaki teoremle ifade edebiliriz.

Teorem 5.1.1. |f(z)| < g(z), g € Li(—m,m) esitsizligini saglayan her f €
Ly(—m,m) icin s,(u) negatif olmayan,
/ #,(u)du = 1 kogulunu saglayan cift fonksiyon ve

™

A, = / ) 52, (u)du

—Tr

olmak {izere, p — p, icin A, — 0 olsun.

Bylfia) = [ fla+ ) fu)d
integral operatorii i(;_in
HBpf - f||1 < 2wL1(f; Ap)

dir.
Ispat: Oncelikle

B,(f;x) = f(x)

farkini ele alalim.
Bfi) — f@)| < [ 1fa+ ) = 1) (u)d
ve egitsizligin her iki tarafinda L;(—m,7) normuna gegersek

IB,(fi0) = F@), < [([ 156 +0) = @) )y

-7 —T

Fubini Teoreminden

™

1B,(f:2) — f(@)]], < / ( / @+ u) — f(@)| de)sey(w)du (5.1.1)

- —T

yazabiliriz. Ly (—m, ) uzayinda siireklilik modiilii
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lefé—sup/\fx—l—u (x)| dx

|u|<5

oldugundan

/|fw+u (#) di < wi, (f; |u]

yazabiliriz. Buna gore;

™

1B,(f:2) — F(@)]], < / Wi, (f: [ul) 2, (u)du

—Tr

dur. Siireklilik modiilii Teorem 4.2.4. de verilen 6zelliginden keyfi A, dizisi alirsak,

wiy (5 ul) = wr, (£ A < (B 4 1w, (£:4,)

esitsizligini yazabiliriz. Buna gore;

1B,(f:2) — F@)ll, < wia (£ A, / 19050 (u)du + / (w)du)

=wr, (f;A)) /]u\%p Jdu + 1) (5.1.2)

dir.

Burada g(u) = |u|, g(u+ 27) = g(u) fonksiyonunu alirsak g € Li(—m, ) dir ve

= / |u| 72,(u)du olur.

Boylece, g fonksiyonu zy = 0 noktasinda siirekli oldugu i¢in Teorem 4.1.6 den dolay1

T

lim [ |u| s,(u)du =0
P—Po

dir. Simdi sifir dizisini
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[ 1w =

seklinde e_xﬂrsak,
p— ppicin A, = /ﬂ|u| sy(u)du — 0 dir.
Yukaridaki (5.1.2) esitsizliginde A, 'yi yerine yazarsak,
1B,(f52) = f(@)ll, < wi, (fs D) (28, + 1)
=2.wr, (f,A))

sonucuna ulagilir.

Buradan, B,(f;z) — f(x) farkinin sifira yakinsama hizinin ve dolayisiyla
Bylfia) = [ £(o + e (u)du

integral operator ailesinin f fonksiyonuna yakinsama hizinin (wg, (f;A,)) sifir

ailesinin sifira yakinsama hizindan daha yavas olamayacagini gosterir.
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