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ÖZET
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Dan¬̧sman: Prof. Dr. ·Ibrahim BÜYÜKYAZICI

Yaklaş¬mlar teorisinin temel problemlerinden birisi, verilen f fonksiyonunu kendisinden
daha iyi özelliklere sahip olan fonksiyonlar dizisinin veya ailesinin herhangi bir anlamda
limiti biçiminde gösterebilmektir. Bu tezde, verilen integrallenebilir bir f fonksiyonuna,
singular integral operatörleri ile yaklaş¬m incelenmi̧stir. Bunun için ilk olarak, singular inte-
gral operatörü ve konvolüsyon tipli integral operatörleri tan¬mlar¬verilmi̧stir. Bu tan¬mlar-
dan sonra, Dirichlet problemi ve baz¬pozitif çekirdeklerin (Poisson, Abel-Poisson, Fejer ve
Gauss-Weirstrass) elde edili̧si aç¬klanm¬̧st¬r.Daha sonra, konvolüsyon tipli singular integral
operatörlerin C2�, 1 � p <1; Lp uzaylar¬nda yak¬nsakl¬kla ilgili teoremleri ve temel özel-
likleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Periyodik fonksiyonlar¬n Fourier serileriyle ifade edilebildi¼gi gerçe¼gi
bilinmektedir. Bu nedenle, Fourier serileri, Fourier serilerinin çeşitli anlamda toplanabilir-
li¼gi üzerine temel teoremler ve özdeşlikler araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bunlara ek olarak, T (f ;x) sin-
gular integral operatörünün periyodik bir f fonksiyonuna norm yak¬nsakl¬¼g¬ için gerek
ve yeter şartlar gösterilmi̧stir. Ayr¬ca, 1 � p < 1; Lp uzay¬nda yak¬nsakl¬k teoremlerin
ispat¬verilmi̧stir. Son olarak, pozitif çekirdekli singular integral operatörleriyle periyodik
fonksiyonlar¬n yaklaş¬m h¬z¬araşt¬r¬lm¬̧s ve bununla ilgili teoremin ispat¬verilmi̧stir.

Ocak 2021, 70 sayfa

Anahtar Kelimeler: Singular ·Integral Operatörü, Konvolüsyon Tipli Singular ·Integral
Operatörü, Pozitif Çekirdek, Dirichlet Çekirde¼gi, Yaklaş¬m Birimi, Süreklilik Modülü.
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ABSTRACT

Master Thesis

APPROXIMATION BY SINGULAR INTEGRAL OPERATORS
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Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. ·Ibrahim BÜYÜKYAZICI

One of the fundamental problems of approximation theory is to represent in the form of
limit for a given function f in some sense or other functions having certain properties , and
generally , by functions which have better properties than f . In this thesis, the approxi-
mation of a given integrable f function by singular integral operators was examined.
For this purpose, �rstly, de�nitions of singular integral operators and singular convolution
integrals were given.After the de�nitions, Dirichlet problem and the attainment of some
positive kernels (Poisson, Abel-Poisson, Fejer and Gauss-Weirstrass) were stated. More-
over, some basic properties of singular integrals and theorems related to their convergence
in the norms of the spaces C2�, Lp; 1 � p < 1 were searched. The fact is known that
periodic functions can be represented as a sum of Fourier series. This thesis presents the
fundamental facts and theorems of Fourier series, the summability of Fourier series. In
addition to these, necessary and su¢ cient conditions for the norm convergence of T (f ;x)
singular integral operators towards a periodic f function were examined.Moreover, some
theorems related to convergence of the space Lp; 1 � p <1 were given. Finaly, the rate
of convergence by singular integral operators with positive kernels towards a periodic f
function was searched and the proofs of theorems were given.

January 2021, 70 pages

Key Words: Singular Integral Operators, Singular Integral Operators of Convolution
Type, Positive Kernels, Dirichlet Kernel, Approximate Identity, Modulus of Continuity.
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1. G·IR·IŞ

Singular integrallere, fonksiyonlar teorisi ve diferansiyel denklemler teorisinde rast-

layabiliriz. Birim dairede Dirichlet problemi, ¬s¬denklemi için Cauchy problemi ve

yar¬düzlemde Dirichlet problemi gibi problemlerin çal¬̧smalar¬sonucunda elde edilen

Poisson integralini, Gauss-Weierstrass integralini ve Abel-Poisson integralini önemli

singular integral örnekleri olarak gösterebiliriz.

Yaklaş¬m teorisi ile ilgili çal¬̧smalar¬n sonucunda, başta s¬n¬r de¼ger prolemlerinin

çözümü, sinyal i̧sleme, ses tan¬ma, veri gösterimi ve diferansiyel denklemlerin çözümü

konular¬nda matematiksel güçlü araçlar sa¼glanm¬̧st¬r.Yaklaş¬m teorisiyle ilgili çal¬̧sma-

lar, günümüzde artan uygulama alanlar¬yla dikkat çekmektedir ve gelecekte de

önemli olmaya devam edecektir. Bu aç¬dan bak¬ld¬¼g¬nda; singular integral operatörle-

ri ile yaklaş¬m¬n araşt¬r¬lmas¬n¬n yaklaş¬m teorisi alan¬nda yap¬lan çal¬̧smalara katk¬

sa¼glayaca¼g¬de¼gerlendirilmektedir.

Tezin ikinci bölümünde ise, bu tez boyunca singular integral operatörlerinin yak-

laş¬m¬için kullan¬lacak temel tan¬mlar ve teoremler verilmi̧stir. Bunun için ilk ola-

rak, konvolüsyon tipli integral operatörü ve singular integral operatörü tan¬mlar¬

verilmi̧stir.

Matemati¼gin birçok dal¬nda pozitif çekirdekli konvolüsyon tipli integral operatör-

leri önemli yer tutmaktad¬r.Bu integrallere örnek olarak harmonik fonksiyonlar

teorisinde Poisson ve Abel-Poisson integrallerini, Fourier serileri teorisinde Fejer inte-

gralini ve diferansiyel denklemler teorisinde Gauss-Weierstrass integralini gösterebili-

riz. Bu maksatla, tezin üçüncü bölümünde Dirichlet problemi ve baz¬pozitif çekirdek-

ler (Poisson, Abel-Poisson, Fejer ve Gauss-Weierstrass) ve onlar¬n integrallerinin elde

edili̧si aç¬klanm¬̧st¬r.

Tezin dördücü bölümünde ise T�(f ;x) konvolüsyon tipli singular integral operatör-

lerin C2�, Lp; 1 � p < 1 uzaylar¬nda f fonksiyonuna yak¬nsamas¬yla ilgili temel

özellikler araşt¬r¬lm¬̧s ve temel teoremlerin ispatlar¬verilmi̧stir.
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Yaklaş¬mlar teorisinin ikinci temel problemi ise, e¼ger bir yaklaş¬m varsa bu yak-

laş¬m¬n h¬z¬ nedir problemidir.Tezin son bölümde ise , pozitif çekirdekli singular

integral operatör ailesinin L1(��; �) uzay¬nda f fonksiyonuna L1 normunda yak-

laş¬m¬ve bu yaklaş¬m¬n h¬z¬araşt¬r¬lm¬̧s ve bununla ilgili teoremin ispat¬verilmi̧stir.
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2. TANIMLAR VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, bu tez boyunca singular integral operatörlerinin yaklaş¬m¬için yarar-

lan¬lacak temel tan¬mlar ve teoremler verilecektir.

2.1 Baz¬Önemli Tan¬mlar ve Teoremler

Tan¬m 2.1.1. A , F cismi üzerinde lineer uzay olsun.

kxk : A! R+0 fonksiyonu aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼gl¬yorsa norm denir.

(i) 8x 2 A; kxk � 0

(ii) 8x 2 A; kxk = 0() x = 0

(iii) 8x 2 A ve 8� 2 F; k�xk = j�j kxk

(iv) 8x; y 2 A olmak üzere kx+ yk � kxk+ kyk

Norm üzerinde tan¬ml¬lineer uzaya lineer normlu uzay denir.

Tan¬m 2.1.2. (Lp(D) Uzaylar{): Lebesgue anlam¬nda integrallenebilir fonksiyon

uzay¬genellikle L har�yle gösterilir.

D, (�1;1) reel eksenin sonlu veya sonsuz(yani s¬n¬rs¬z) bir alt aral¬¼g¬olsun.Yani;

D = (�1;1); D = (a;1); D = (�1; b); D = (a; b) gibi durumlar olabilir.

1 � p <1 olmak üzere, Z
D

jf(x)jp dx <1

koşulunu sa¼glayan tüm ölçülebilir fonsiyonlar uzay¬na Lp(D) uzay¬denir. Bu uzayda

norm;

1 � p <1 oldu¼gunda

kfkp =

8<:
Z
D

jf(t)jp dt

9=;
1
p

dir.

E¼ger p =1 ise
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kfk1 = esssup
x2D

jf(t)j

şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.1.3. (L1 [a; b] Uzay¬).

L1 [a; b] kümesine [a; b] periyot aral¬¼g¬nda birinci kuvvetten Lebesgue integrallenebilen

fonksiyonlar s¬n¬f¬denir.

f 2 L1 [a; b] için

kfk1 =
bZ
a

jf(t)j dt

dir.

Tan¬m 2.1.4. (Lp [��; �] Uzay¬): 1 � p <1; Lp [��; �] kümesine [��; �] periyot

aral¬¼g¬nda p-ninci kuvvetten Lebesgue integrallenebilen fonksiyonlar s¬n¬f¬denir.

f 2 Lp [��; �] için

kfkp =

8<:
�Z

��

jf(t)jp dt

9=;
1
p

dir.

Fatou Lemmas¬ 2.1.5. ffng1n=1 ;R üzerinde pozitif fonksiyonlar dizisi olmak

üzere;

hemen her x için lim
n!1

inffn(x) = f(x) oluyorsa,

1Z
�1

f(x)dx � lim inf
n!1

1Z
�1

fn(x)dx

dir.

(Butzer&Nessel,1971)

Teorem 2.1.6. (Lebesgue Monoton Yak¬nsakl¬k Teoremi). ffng1n=1 monoton

artan integrallenebilir pozitif fonksiyonlar dizisi olsun.

Hemen her x için lim
n!1

fn(x) = f(x) oluyorsa,

lim
n!1

1Z
�1

fn(x)dx =

1Z
�1

f(x)dx
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dir.

(Butzer&Nessel,1971)

Teorem 2.1.7. (Lebesgue Bask¬n Yak¬nsakl¬k Teoremi). ffng1n=1 � L1 ve

hemen her x için lim
n!1

fn(x) = f(x) olsun. E¼ger 8n icin jfn(x)j � g(x) h.h. yerde

olacak şekilde g 2 L1 varsa , f 2 L1 gerçeklenir ve .

lim
n!1

1Z
�1

fn(x)dx =

1Z
�1

f(x)dx

dir.

(Butzer&Nessel,1971)

Teorem 2.1.8. (Fubini Teoremi): x; y 2 R ve f(x; y), Öklit uzay¬R2 üzerinde

ölçülebilir ve tan¬mlanm¬̧s kompleks de¼gerli iki (reel) de¼gi̧skenli fonksiyon olsun:

(i) f 2 L1(R2), yani çift katl¬integral
1Z

�1

1Z
�1

f(x; y)dxdy mutlak yak¬nsak olsun.O

zaman, hemen her x için f(x; y) fonksiyonu y de¼gi̧skenine göre R üzerinde mutlak

integrallenebilirdir, yani hemen her yerde f(x; �) 2 L1(R) dir. Daha aç¬k olarak,

1Z
�1

f(�; y)dy 2 L1(R) ve

1Z
�1

8<:
1Z

�1

f(x; y)dy

9=; dx =
1Z

�1

1Z
�1

f(x; y)dxdy

dir.

(ii)

1Z
�1

8<:
1Z

�1

jf(x; y)j dy

9=; dx sonlu ise f 2 L1(R2) ve

1Z
�1

1Z
�1

f(x; y) dxdy =

1Z
�1

8<:
1Z

�1

f(x; y)dx

9=; dy =
1Z

�1

8<:
1Z

�1

f(x; y)dy

9=; dx
dir. Teorem 2.1.8 in ikinci k¬sm¬na Tonelli-Hobson teoremi de denir.

(Butzer&Nessel,1971)

Teorem 2.1.9. (Minkowsky Eşitsizli¼gi ). E¼ger p � 1 , f; h 2 Lp ise f+h 2 Lp
,

kf + hkp � kfkp + khkp
5



dir.

(Butzer&Nessel,1971)

Teorem 2.1.10. (Hölder Eşitsizli¼gi). p > 1; 1
p
+ 1
q
= 1 olsun. f 2 Lp ve h 2 Lq

ise f :h 2 L1 ve

kf:hk1 � kfkp khkq

dir.

(Butzer&Nessel,1971)

Teorem 2.1.11. (Hölder-Minkowsky Eşitsizli¼gi).

f(x; y); R2 de ölçülebilir fonksiyon olsun. E¼ger kf(�; y)kX(R) 2 L1 ise
1Z

�1

f(�; y)dy


X(R)

�
1Z

�1

kf(�; y)k dy

dir.

Bu teoreme ayn¬zamanda genelleştirilmi̧s Minkowsky eşitsizli¼gi de denir.

(Butzer&Nessel,1971)

Tan¬m 2.1.12. (d-Noktas¬). x 2 R olmak üzere,

lim
h!0

1
h

x+hZ
x

[f(t)� f(x)] dt = 0

koşulunu sa¼glayan di¼ger bir ifadeyle integrali türevlenebilen f fonksiyonunun x

noktas¬na d�noktas¬denir.Tüm d-noktalar¬kümesi D(f) ile gösterilir.

Tan¬m 2.1.13. (Lebesgue Noktas¬). x 2 R için;

lim
h!0

1
h

x+hZ
x

jf(t)� f(x)j dt = 0

koşulunu sa¼glayan f fonsiyonunun x noktas¬na Lebesgue noktas¬denir. Tüm

Lebesgue noktalar¬kümesi L(f) ile gösterilir.
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Yukar¬da verilen Tan¬m 2:1:12 ve Tan¬m 2:1:13 den her bir Lebesgue noktas¬n¬n ayn¬

zamanda d-noktas¬oldu¼gu aç¬kca görülmektedir. Gerçekten, f 2 L1 olmak üzere,

genelleştirilmi̧s Minkowsky eşitsizli¼ginden������ 1h
x+hZ
x

[f(t)� f(x)] dt

������ � 1
h

x+hZ
x

jf(t)� f(x)j dt

dir. Bu eşitsizlik, her Lebesgue noktas¬n¬n ayn¬zamanda d-noktas¬oldu¼gunu gös-

terir. Yani,

L(f) � D(f)

dir.

Şimdi, f 2 L1 olmak üzere, L1 uzay¬nda verilen f fonksiyonuna ait her bir

x süreklilik noktas¬n¬n ayn¬ zamanda o fonksiyonun Lebesgue noktas¬ oldu¼gunu

göstermeye çal¬̧sal¬m. f fonksiyonunun x noktas¬nda sürekli oldu¼gunu kabul ede-

lim. Süreklili¼gin tan¬m¬ndan her pozitif " > 0 verildi¼ginde , "�na ba¼gl¬bir � bulunur

ki;

jt� xj < � =) jf(t)� f(x)j < "

sa¼glans¬n. O zaman h � � seçilirse,

1
h

x+hZ
x

jf(t)� f(x)j dt < "

elde edilir ve bu da

lim
h!0

1
h

x+hZ
x

jf(t)� f(x)j dt = 0

oldu¼gunu gösterir. Bu durumda, L1 uzay¬nda verilen f fonksiyonuna ait her bir x

süreklilik noktas¬n¬n ayn¬zamanda o fonksiyonun Lebesgue noktas¬d¬r.

f 2 L1 fonksiyonunun tüm süreklilik noktalar¬kümesini C(f) ile gösterirsek,

C(f) � L(f)
7



oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla, süreklilik noktalar¬, Lebesgue noktalar¬ve d-noktalar¬

aras¬nda

C(f) � L(f) � D(f)

biçiminde bir ili̧ski mevcuttur. Sonuç olarak, D(f) kümesi için ispat edilmi̧s her bir

önerme C(f) ve L(f) kümelerinde olan noktalar için de geçerlidir.

2.2 Singular ·Integral

Singular integral kavram¬na giri̧s yapmak için aşa¼g¬daki fonksiyonu ele alal¬m.

�n(t; x) =
1
�

n
1+n2(t�x)2 (2:2:1)

E¼ger n ve x sabit say¬ve t yi de 0 ve 1 aras¬nda bir de¼gi̧sken olarak al¬rsak, �n(t; x)

ifadesi t ye ba¼gl¬sürekli bir fonksiyondur.Bu durumda her integrallenebilir f(t)

(0 � t � 1) için

fn(x) =
n
�

1Z
0

f(t)
1+n2(t�x)2dt =

1Z
0

�n(t; x)f(t)dt (2:2:2)

biçiminde fonksiyon oluşturabiliriz (Natanson,1960).

Teorem 2.2.1. f(x) sürekli ve 0 < x < 1 olmak üzere ,

lim
n!1

fn(x) = f(x) (2:2:3)

dir. (Natanson,1960)

·Ispat. Dikkat edilirse

I =

1Z
0

�n(t; x)dt =
n
�

1Z
0

1
1+n2(t�x)2dt

z = n(t� x) de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa,

dz = ndt

t = 1 için z = n(1� x)

t = 0 için z = �nx olur
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·Integralimizde de¼gi̧skenleri ve s¬n¬rlar¬de¼gi̧stirirsek,

I = 1
�

n(1�x)Z
�nx

dz
1+z2

n!1 için I = 1
�

1Z
�1

dz
1+z2

;

= lim
t!1

1
�

tZ
�t

dz
1+z2

= 1
�
lim
t!1

arctan(z) jt�t

= 1
�
lim
t!1

2 arctan(t)

= 2
�
�
2

= 1 (2:2:4)

elde edilir.

Şimdi (2:2:3) ün ispat¬için n!1 iken

rn = fn(x)� f(x)
1Z
0

�n(t; x)dt

= n
�

1Z
0

f(t)�f(x)
1+n2(t�x)2dt

ifadesinin 0 a yak¬nsad¬¼g¬n¬göstermek yeterlidir.

Bu maksatla; key� " > 0 için jt� xj < � oldu¼gunda jf(t)� f(x)j < " koşulunu

sa¼glayan bir � say¬s¬f sürekli oldu¼gundan bulunabilir.

jt� xj < � =) �� < t�x < � ya da �� < x� t < � =) 0 < x� � < t < x+ � < 1

olsun.

rn in bu aral¬klara göre integralini alal¬m.

rn =
n
�

x��Z
0

f(t)�f(x)
1+n2(t�x)2dt+

n
�

x+�Z
x��

f(t)�f(x)
1+n2(t�x)2dt+

n
�

1Z
x+�

f(t)�f(x)
1+n2(t�x)2dt

9



integralini s¬ras¬yla

= An +Bn + Cn (2:2:5)

biçiminde yazal¬m.

Bn integrali (2:2:4) den dolay¬

jBnj � n
�

x+�Z
x��

jf(t)�f(x)j
1+n2(t�x)2dt � "

n
�

x+�Z
x��

1
1+n2(t�x)2dt �

"
�

1Z
�1

1
1+z2

dz = " (2:2:6)

elde edilir.

An integrali için ise

jAnj � n
�(1+n2�2)

x��Z
0

jf(t)� f(x)j dt < A(�)
n

(2:2:7)

A (�) , n e ba¼gl¬olmayan bir ifadedir.

Benzer şekilde,

jCnj < C(�)
n

(2:2:8)

dir ve C(�) de n e ba¼gl¬olmayan bir ifadedir.

Sonuç olarak; (2:2:5) denkleminde s¬ras¬yla (2:2:6),(2:2:7) ve (2:2:8) eşitsizlikleri

yerine yaz¬l¬rsa,

jrnj < "+ A(�)+C(�)
n

elde ederiz. Yeterince büyük n için

jrnj < 2" =) rn ! 0

olup ispat tamamlanm¬̧s olur.

Burada dikkat edilirse; yeterince büyük n de¼gerleri al¬nd¬¼g¬nda x den farkl¬ve x in

çok uza¼g¬ndaki t de¼gerleri için �n(t; x) in de¼gerleri oldukça küçük oldu¼gu görülmek-

tedir. Bu nedenle; temel olarak (2:2:2) integralinin büyüklü¼günün x noktas¬n¬n

hemen komşulu¼gundaki say¬lar¬n integral i̧sareti alt¬ndaki fonksiyonunun de¼gerleriyle

belirlenmekte oldu¼gu anlaş¬lmaktad¬r.Ancak, f(t) fonksiyonunun x noktas¬komşu-

lu¼gundaki de¼geri (t = x noktas¬nda fonksiyon sürekli oldu¼gundan) hemen hemen
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f(x) e eşittir.Yani, yeterince büyük n için (2:2:2) integralinin de¼gerini hesaplamada

f(t) nin f(x) i de¼gi̧stirmedeki etkisi çok azd¬r.

Sonuç olarak;

n
�

1Z
0

1
1+n2(t�x)2dt integral fonksiyonu Teorem 2:2:1: den dolay¬hemen hemen f(x) e

eşittir.

Tan¬m 2.2.2. (Singular ·Integral). a � � < x < � � b için lim
n!1

�Z
�

�n(t; x)dt = 1

olmas¬koşuluyla, (a � t � b; a < x < b) karesinde tan¬ml¬�n(t; x) (n = 1; 2:::)

fonksiyonuna çekirdek denir.

�n(t; x) çekirdek olmak üzere,

fn(x) =

bZ
a

�n(t; x)f(t)dt

biçimindeki integrallere singular integral denir.

2.3 S¬n¬rl¬Lineer Operatör

Tan¬m 2.3.1 (Lineer Operatör). L operatörü aşa¼g¬daki özellikleri sa¼gl¬yorsa L

operatörüne lineer operatör denir:

(i) L: D ! U operatörü için D ve U vektör uzaylar¬d¬r.

(ii) 8 x; y 2 D ve a; b skaler için, L(x) = Lx gösterimi olmak üzere

L(x+ y) = L(x) + L(y) = Lx + Ly

L(ax) = aL(x) = aLx

dir.

Yukar¬daki bu iki ifadenin birleşimini k¬saca ifade edersek,

L(ax+ by) = aL(x) + bL(y)

11



dir

Tan¬m 2:3:2: (S¬n¬rl¬Lineer Operatör).

X ve Y normlu uzaylar olsun. D tan¬m kümesi de X in alt kümesi olmak üzere,

L : D(L)! Y lineer bir operatör olsun.

E¼ger key� x 2 D(L) için kLxk � k kxk koşulunu sa¼glayan reel bir k say¬s¬mevcut

ise, L operatörü s¬n¬rl¬d¬r denir.

x = 0 için L(x) = 0 olaca¼g¬ndan, x = 0 durumu hariç olmak üzere, kLxk � k kxk

ifadesini bölme i̧slemiyle

kLxk
kxk � k

elde ederiz. Bu ise, k�n¬n en az, sol taraftaki ifadenin, D(L) � f0g üzerinden al¬-

nan supremumu kadar büyük olabilece¼gini gösterir. En küçük k de¼geri söz konusu

supremum oldu¼gudur. Bu büyüklük kLk ile gösterilir;

kLk = sup
x2D(L)�f0g

kLxk
kxk

dir. kLk büyüklü¼güne, L operatörünün normu denir. kLxk � k kxk ifadesinde

k = kLk alarak, kLxk � kLk kxk şeklinde yazabiliriz.

Teorem 2.3.3. (S¬n¬rl¬l¬k ve Süreklilik ). X ve Y normlu uzaylar ve D(L) � X

olmak üzere,

L : D(L)! Y bir lineer operatör olsun. O zaman,

(a) L operatörünün s¬n¬rl¬olmas¬için gerek ve yeter şart L nin sürekli olmas¬d¬r.

(b) L bir noktada sürekli ise her noktada süreklidir.

·Ispat:

(a) (=))L�nin s¬n¬rl¬oldu¼gunu varsayal¬m,

L = 0 için ifade aşikard¬r.

L 6= 0 alal¬m.

Bu durumda, kLk 6= 0 d¬r.Herhangi bir x0 2 D(L) olsun. Key� bir " > 0 için
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� say¬s¬n¬ � = "
kLk biçiminde seçebiliriz. kx� x0k < � olacak şekilde, her x 2 D(L)

için

kLx � Lx0k = kL(x� x0)k (L lineer )

� kLk kx� x0k (L s¬n¬rl¬)

< kLk � = kLk "
kLk = "

elde edilir.

Bu da x0 2 D(L) nin key� olmas¬ sebebiyle, bu sonuç L operatörünün sürekli

oldu¼gunu gösterir.

((=) Tersine olarak; L0 nin key� bir x0 2 D(L) noktas¬nda sürekli olsun.Buna

göre, herhangi bir " > 0 say¬s¬verildi¼ginde ,

her x 2 D(L) için kx� x0k < � şart¬n¬sa¼glayan

kLx � Lx0k � " (2:3:3)

eşitsizli¼gi ve bir � > 0 say¬s¬vard¬r. Öyleyse, D(L)�de herhangi bir y 6= 0 alal¬m ve

x = x0 +
�
kyky

olacak biçimde x de¼gerini seçelim. Bu durumda,

x� x0 = �
kyky

olup, normda yerine yazarsak kx� x0k =
 �
kyky

 = �
kyk kyk = � elde ederiz. L�nin

lineer olmas¬ndan dolay¬

kLx � Lx0k = kL(x� x0)k =
L( �

kyky)
 = �

kyk kLyk (2:3:4)

biçiminde yazabiliriz. Süreklili¼gin tan¬m¬ndan kLx � Lx0k � " oldu¼gunu biliyoruz.Bu

eşitsizlikte (2:3:4) eşitli¼gini yerine yazarsak,
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kLx � Lx0k = �
kyk kLyk � "

elde ederiz. Buradan da

kLyk � "
�
kyk

bulunur.Bu eşitsizlikte "
�
ifadesini k = "

�
olarak seçersek, kLyk � k kyk şeklinde

yazabiliriz. Bu sonuç, L nin s¬n¬rl¬oldu¼gunu gösterir.

(b) L nin bir noktada sürekli ise (a) daki ispat¬n ikinci bölümü gere¼gi L nin s¬n¬rl¬

olmas¬gerektirir. Bu durumda ise (a ) ispat¬n¬n birinci bölümü ise L�nin her noktada

süreklili¼gini gösterir.

2.4 ·Integral Operatörleri

Tan¬m 2.4.1.

T : D ! B bir fonksiyon uzay¬ndan başka fonksiyon uzay¬na bir dönüşüm olsun.

H(t; x) çekirdek fonksiyonu olmak üzere,

T (f ;x) =

bZ
a

f(t)H(t; x)dt

dönüşümüne integral operatörü denir. f ve g ,D üzerinde integrallenebilen fonksiyon-

lar ise, T integral operatörü lineer operatördür.

Tan¬m 2.4.2 (·Integral Operatörleri Ailesi).

(a; b) s¬n¬rl¬yada s¬n¬rs¬z aral¬k, ^ � R indis kümesi ve �0 2 ^ indis kümesinin bir

y¬¼g¬lma noktas¬olsun. x 2 (a; b) için

T�(f ;x) =

bZ
a

f(t)H�(x� t)dt

integral operatör ailesi ele al¬nd¬¼g¬nda; H�(x � t) ifadesi T� operatörünün çekirde-

¼gidir. Özel olarak H�(t; x) çekirde¼gi pozitif seçilirse, bu denkleme pozitif çekirdekli

integral operatör ailesi denir.
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Pozitif çekirdekli integral operatörlerine, fonksiyonlar ve diferansiyel denklemler teo-

rilerinin bir çok problemlerinde kaŗs¬laş¬lmaktad¬r. Örne¼gin, Fourier serilerinin baz¬

toplanabilme yöntemleri ile yak¬nsakl¬¼g¬n¬n hesaplanmas¬bu tür integrallerin yak¬n-

sakl¬¼g¬na indirgenip incelenebilmektedir.Özel olarak, Dirichlet ve ¬s¬denklemi için

s¬n¬r de¼ger problemlerinin çözümü pozitif çekirdekli integraller şeklinde verilebilmek-

tedir. Bu maksatla, konvolüsyon ve konvolüsyon tipli operatörün tan¬m¬ve özellikleri

aşa¼g¬daki verilmi̧stir.

2.5 Konvolüsyon ve Konvolüsyon Tipi Operatör

Tan¬m 2.5.1. (Konvolüsyon ).

·Integrallenebilir fonksiyon uzay¬n¬n elemanlar¬olan iki f ve g fonksiyonlar¬n¬n kon-

volüsyonu f � g biçiminde gösterilen ve

(f � g)(x) =
1Z

�1

f(t)g(x� t)dt (2:5:1)

formülü ile tan¬mlanan fonksiyona konvolüsyon denir.

Konvolüsyon, integral fonksiyonlar uzay¬üzerinde bir i̧slemdir ve bu i̧slem f ve g

fonksiyonlar¬na yeni bir fonksiyon kaŗs¬getirmektedir. Bu yeni fonksiyon ço¼gu zaman

h(x) olarak gösterilir ve bundan dolay¬h(x) = (f � g)(x) i̧sareti kabul edilir.

Lemma 2.5.2. f; g ve s 2� periyotlu integrallenebilen fonksiyonlar olsun.Bu

durumda aşa¼g¬daki ifadeler gerçekleşir:

(i) f � (g + s) = (f � g) + (f � s)

(ii) k 2 C; (kf) � g = k(f � g) = f � (kg)

(iii) f � g = g � f

(iv) (f � g) � s = f � (g � s)

(v) f � g süreklidir.

(Stein&Shakarchi,2003)
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·Ispat (iii): x� t = y dönüşümü yap¬l¬rsa, t = x� y elde edilir ve tekrar y ye yine

t denirse

(f � g)(x) =
�Z

��

f(t)g(x� t)dt = �
x��Z
x+�

f(x� y)g(y)dy =
�Z

��

f(x� t)g(t)dt

elde edilir. Buradan

f � g = g� f

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ilk dört madde konvolüsyonun cebirsel özelliklerini, yani lineer, de¼gi̧sme ve bir-

leşmeyi belirtir. (vi) madde ise (f � g) konvolüsyonunun f veya g den daha düzgün

oldu¼gu önemli bir prensibi ortaya koyar.Burada, f ve g sadece Riemann integral-

lenebilir olmas¬na kaŗs¬n (f � g) süreklidir.

Tan¬m 2.5.3 (Konvolüsyon Tipli Operatör). E¼ger f ve g fonksiyonlar¬ndan

birini (örne¼gin g fonksiyonunu) sabit tutarsak, bu durumda h fonksiyonu sadece f

in seçimine ba¼gl¬olarak de¼gi̧sir ve h(x) = (f � g)(x) formulü her f fonksiyonunu

bir h fonksiyonuna kaŗs¬getirir.Dolay¬s¬yla, f ! h ba¼g¬nt¬s¬bir operatör olarak

tan¬mlamaktad¬r. Şimdi,

(f � g)(x) =
1Z

�1

f(t)g(x� t)dt

formülündeki g fonksiyonunu H ile gösterirsek;

(f �H)(x) =
1Z

�1

f(t)H(x� t)dt

biçiminde yazabiliriz. H de¼gi̧smez oldu¼gundan ,

(f �H)(x) = T (f ;x)

gösterimi ile tan¬mlanan bir T operatörü elde edilir. Böylece,

T (f ;x) =

1Z
�1

f(t)H(x� t)dt
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eşitli¼ginde T operatörüne konvolüsyon tipi operatör denir. (Stein&Shakarchi,2003)

H fonksiyonuna ise bu operatörün çekirde¼gi denir.H çekirde¼gi bir reel � paramet-

resine ba¼gl¬oldu¼gunda ise T�(f ;x) operatörler ailesi elde edilir ve

T�(f ;x) =

1Z
�1

f(t)H�(x� t)dt

olarak yaz¬l¬r.

Tan¬m 2.5.4 (Singular ·Integral Operatörü). � indeks kümesi ve �0 da � indeks

kümesinin y¬¼g¬lma noktas¬ olsun.E¼ger H(t; �) çekirdek fonksiyonu t0 noktas¬nda

lim�!�0H(t0; �) =1 koşulunu sa¼gl¬yorsa, H(t; �) çekirdek fonksiyonuna "Singular

Çekirdek" ve

T
�
(f ;x) =

Z
D

f(t)H
�
(x� t)dt; x 2 D (2:5:2)

integral operatörleri ailesine de (x; �) parametrelerine ba¼gl¬konvolüsyon tipli singu-

lar integral operatörleri ailesi denir.

Yukar¬da tan¬m¬verilen T�(f ;x) singular integral operatörleri ailesinin yap¬sal özel-

liklerinin H�(x� t) çekirdeklerine ba¼gl¬oldu¼gu ve bu çekirdeklerin singular integral

operatörleriyle yaklaş¬m¬nda büyük rol oynad¬¼g¬ çok aç¬kt¬r.Dolay¬s¬yla,integralin

içinde yer alabilecek baz¬çekirdekleri tan¬mak daha yararl¬olacakt¬r.Bu nedenle;

harmonik fonksiyonlar teorisinden Dirichlet problemini ve buna ba¼gl¬ olarak elde

edilen Poisson ve Abel-Poisson çekirdeklerini ve integrallerini, Fourier serileri teorisin-

den Fejer çekirde¼gi ve integralini, ayr¬ca diferansiyel denklemler teorisinden Gauss-

Weierstrass çekirde¼gi ve integral denklemlerinin elde edili̧sini ve özellikleri bundan

sonraki bölümde incelenmi̧stir.
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3. DIRICHLET PROBLEM·I VE BAZI POZ·IT·IF ÇEK·IRDEKLER

3.1 Dirichlet Problemi Tan¬m¬

Dirichlet problemi tan¬m¬na geçmeden önce harmonik fonksiyonu tan¬mlayal¬m:

R2 de u(x; y) fonksiyonu için uxx ve uyy türevleri sürekli ve uxx+ uyy = 0 Laplace

denklemini sa¼glayan u(x; y) fonksiyonuna harmonik fonksiyon denir.

Kompleks düzlemde bir bölgede meydana gelen bir �ziksel problem; örne¼gin kararl¬

durum s¬cakl¬klar¬, elektrostatik, ideal s¬v¬ak¬̧s¬v.s baz¬koşullar¬n sa¼glanmas¬du-

rumunda bir harmonik fonksiyon ile ifade edilebilmektedir.Verilen bir bölgede har-

monik olan ve bölgenin s¬n¬r¬üzerinde baz¬koşullar¬sa¼glayan bir u(x; y) fonksiyo-

nunu bulma problemine Dirichlet problemi ad¬verilir.

3.2 Birim Dairede Dirichlet Problemi ve Poisson Çekirde¼gi

Dirichlet Problemi:

Birim dairede � = f(x; y) 2 R2 :
p
x2 + y2 < 1g ve

@� = f(x; y) 2 R2 :
p
x2 + y2 = 1g s¬n¬r¬üzerinde g 2 C(@�) olacak şekilde bir g

fonksiyonu var olsun. Birim disk içinde ,

�u(x; y) = @2u
@x2
(x; y) + @2u

@y2
(x; y) = 0; (x; y) 2 �

u(x; y) = g(x; y); (x; y) 2 @�

olacak şekilde Laplace denklemini sa¼glayan u(x; y) fonksiyonunu bulunmas¬na Dirich-

let Problemi denir. Şimdi, yukar¬daki koşullar¬sa¼glayan Dirichlet probleminin çözümü

olan u(x; y) fonksiyonunu bulmaya çal¬̧sal¬m:

Çözüm:

De¼gi̧skenlere ay¬rma yöntemini uygulad¬¼g¬m¬zda,

u(x; y) = C(x):D(y)

x = rcos�; y = rsin�

u(x; y) = u(rcos�; rsin�); (x; y) 2 R2,
18



r2 = x2 + y2; tan� = x
y

denklemlerini elde ederiz. Problem birim çemberde oldu¼gu için u(x; y) fonksiyonunu

kutupsal koordinatlarda ifade edelim;

� = f(r; �) : 0 < r < 1;�� < � < �g bölgesinde @� = f(1; �) : �� � � < �g s¬n¬r

de¼geridir ve

u(x; y) = C(x):D(y) denklemini u(r; �) = A(�)B(r) denklem biçimine

dönüştürebiliriz.

Laplace denklemi ise

�u = @2u
@2x
+ @2u

@2y

dir. Laplace denklemini kutupsal biçimde yazarsak,

�u = @2u
@r2
+ 1

r
@u
@r
+ 1

r2
@2u
@�2

(3:2:1)

�u = @2u
@x2
+ @2u

@y2
= @2u

@r2
+ 1

r
@u
@r
+ 1

r2
@2u
@�2

= 0 (3:2:2)

olur.

Buradan da u = u(r; �) fonksiyonunu Laplace kutupsal denklemi biçiminde yazarsak,

@2u
@r2
+ 1

r
@u
@r
+ 1

r2
@2u
@�2

= 0; 0 < r < 1; �� � � < �

olur. S¬n¬r de¼gerini de

u(1; �) = g(�); �� � � < �)

biçiminde ifade edebiliriz.

Çözümü bulmak için aşa¼g¬daki basamaklar¬uygulayal¬m.

Basamak 1 : De¼gi̧skenlere ay¬rma yöntemi uygulad¬¼g¬m¬zda,

u(r; �) = A(�):B(r) (3:2:3)

19



olur. (3:2:3) ifadesinin gerekli türevlerini al¬p (3:2:1) denkleminde yerine koyarsak;

@2u
@r2
+ 1

r
@u
@r
+ 1

r2
@2u
@�2

= 0

A(�):B00 (r) + 1
r
:A(�):B0(r) + 1

r2
B(r):A00�) = 0 (3:2:4)

elde ederiz.

(3:2:4) denkleminin her iki taraf¬n¬ r2 ile çarparsak,

r2A(�):B00 (r) + r:A(�):B0(r) +B(r):A00(�) = 0, r2:B00(r)+rB0(r))
B(r)

= �A00(�)
A(�)

olur.

Burada, her iki taraf sabit bir de¼ger � �e eşit olur.

�(r; �) = r2:B
00
(r)+rB0(r))
B(r)

= �A
00
(�)

A(�)

@�
@r
(r; �) = 0 ve @�

@�
(r; �) = 0

Bu durumda �(r; �) sabit bir fonksiyondur. Buradan da

� = r2:B
00
(r)+rB0(r))
B(r)

= �A
00
(�)

A(�)
(3:2:5)

denklemi her r ve � için yaz¬labilir.

(3:2:5) denklemini de adi diferansiyel denklem olarak yazarsak;

A00(�) + �:A(�) = 0 (3:2:6)

ve

r2B00(r) + r:B
0
(r)� �:B(r) = 0 (3:2:7)

denklem sistemi elde ederiz.

Basamak 2:

S¬n¬r de¼ger koşulu
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u(1; �) = A(�):B(1) = g(�)

d¬r.

Burada olay birim disk üzerinde gerçekleşti¼ginden dolay¬, g fonksiyonunun 2� peri-

yotlu bir fonksiyon oldu¼gu aç¬kca görülmektedir. Ayn¬̧sekilde, A(�) da 2� periyotlu

periyodik bir fonksiyondur.Öyleyse, (3:2:6) ve (3:2:7) denklemlerinin çözümü için

� 2 R a ba¼gl¬3 durum vard¬r:

(i) � < 0 durumu .

Key� � > 0 için � = ��2 olarak al¬p, (3:2:6) denkleminde yerine yazarsak,

A00(�)� �2:A(�) = 0

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklemin çözümü de,

A(�) = c1e
�� + c2e

���

dir. Bu durumda , sadece mümkün olan 2� periyotlu çözüm c1 = c2 =0 ile ba¼glant¬l¬

olarak u = 0 dir.

Böylece, � < 0 durumu yaln¬zca aşikar çözüm verir.

(ii) � = 0 durumu

A(�) = c1:� + c2:

Fonksiyonun 2� periyotlu olmas¬için c1 = 0 ve A(�) = c2 sabit olmas¬gerekir. B

için ODE ise

r:B00 +B
0
= 0 (3:2:8)

olur. Şimdi, bu durumda çözüm

B(r) = rs (3:2:9)
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biçiminde olsun. (3:2:9) n¬n diferansiyel denklem çözümünü (3:2:8) de yerine yazarsak,

s:(s� 1) + s = 0) s2 = 0 ve s = 0 olur.

Bu durumda B için genel çözüm ise

B(r) = d1r
0 + d2r

0lnr = d1 + d2lnr (3:2:10)

d¬r.

Burada, r ! 0 için lnr !1 olur. Bu durumda B(r) s¬n¬rs¬z olur.

Öyleyse,

u(r; �) = A(�):B(r) = c2(d1 + d2lnr)

denklemi için r ! 0+ için lnr ! �1 oldu¼gundan u(r; �) s¬n¬rs¬z olur.Bu ise �ziksel

sezgilerle çeli̧sir.Yani, � = 0 durumu �ziksel sezgilere ve çözüm kümemizin diskin

içinde sürekli ve s¬n¬rl¬fonksiyon olmas¬hipoteziyle uyuşmayan sonuç üretti¼ginden

bu çözümün dikkate al¬nmas¬na gerek yoktur.

(iii) � > 0 durumu

� = �2; � > 0 olarak al¬rsak,

A00(�) + �2A(�) = 0

A00 + �2A = 0

denklemleri elde ederiz. Euler diferansiyel denklem çözümünden

s2 + �2 = 0) s = � �i) A(�) = c1e
i�� + c2e

�i��

ya da A(�) = c1cos(��) + c2sin(��)

olur.

A(�), 2� periyotlu fonksiyon oldu¼gundan � =
p
� 2 Z olmal¬d¬r. Bu sebeple, � =

�2 = j2, j 2 Z=f0g olarak al¬nabilir (j = 0 durumu daha önce incelendi). Bilindi¼gi
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üzere, periyodik fonksiyonlar¬ Fourier serileriyle ifade etmek mümkündür.Bu ne-

denle, Fourier serisini kullanmak için A(�) y¬ kompleks biçimde incelemek daha

uygun olacakt¬r.

Ancak, önce (3:2:9) da belirtilen B(r) denkleminin çözümünü bulmaya çal¬̧sal¬m:

B(r) için � = j2 oldu¼gunda,

r2B00 + r:B
0 � �:B = 0

=) r2B00 + r:B
0 � j2B = 0 (3:2:11)

olur.

Euler diferansiyel denklem çözümünden (B(r) = rs denilmi̧sti)

s:(s� 1) + s� j2 = 0

) s2 � j2 = 0) s = �j

elde edilir. (3:2:11) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa,

B(r) = d1r
j + d2r

�j; j = 1; 2; : : :..

olur.

j ! 1 ve r ! 0 oldu¼gundan d2 r
�j ! 1 olur.Bu durumda B(r) s¬n¬rs¬z

olur ve u fonksiyonunun süreklili¼gi ve �ziksel sezgilerle çeli̧sir. Bu nedenle, sadece

B(r) = d1r
j durumunu çözüm olarak al¬r¬z.

Böylece � > 0 durumunda, A(�) ve B(r) çözümlerini (3:2:3) denkleminde yerine

yazarsak,

u(r; �) = A(�):B(r)

= (c1e
i�� + c2e

�i��)d1r
j

elde edilir.

Sonuç olarak; � > 0 durumunda,
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u(r; �) = A(�):B(r) = rjjjeij�; j 2 Z

çözüm olarak yaz¬labilir.

S¬n¬r de¼gerinde Laplace denkleminin özel çözümü;

u(1; �) = 1j:eij� = eij�; j 2 Z

olur.

Basamak 3:

Bu basamakta , Dirichlet problemi birim dairede gerçekleşti¼gi için problemin çözümünde

Fourier serisini kullanaca¼g¬z. Şimdi, başlang¬çtaki Dirichlet problemini çözmek için

s¬n¬r de¼ger koşulunun sa¼gland¬¼g¬özel çözümlerin lineer kombinasyonu olan bir genel

çözüm bulmaya çal¬̧sal¬m;

u(r; �) =
1X

j=�1
ajr

jjjeij�; 0 � r < 1; �� � � < � (3:2:12)

u(1; �) =
1X

j=�1
aje

ij� = g(�) (3:2:13)

biçiminde yazabiliriz.

(3:2:13) s¬n¬r de¼ger denkleminden Fourier serisi katsay¬s¬ ise

aj =
1
2�

�Z
��

g(t) e�ijtdt (3:2:14)

dir. (3:2:14) de verilen Fourier katsay¬s¬n¬ (3:2:13) denkleminde yerine yazarsak,

u(r; �) =
1X

j=�1
( 1
2�

�Z
��

g(t)e�ijtdt) rjjjeij�

= lim
n!1

nX
j=�n

( 1
2�

�Z
��

g(t)e�ijtdt)rjjjeij�

= lim
n!1

1
2�

�Z
��

g(t) ( lim
n!1

nX
j=�n

rjjjeij(��t))dt (3:2:15)

24



d¬r.

Burada, (3:2:15) integralinin içindeki toplam�����
nX

j=�n
rjjjeij(��t)

����� �
nX

j=�n
rjjj <1; 0 � r < 1

s¬n¬rl¬d¬r ve kismi toplamlar dizisi de düzgün s¬n¬rl¬d¬r.

Böylece, (3:2:15) integralinin limitlerinin s¬ras¬n¬de¼gi̧stirirsek,

u(r; �) = 1
2�

�Z
��

g(t)e�ijt( lim
n!1

nX
j=�n

rjjjeij�)dt

= 1
2�

�Z
��

g(t)( lim
n!1

nX
j=�n

rjjjeij(��t)dt,

olur.

Lebesgue Bask¬n Yak¬nsakl¬k Teoreminden yararlanarak,

u(r; �) = 1
2�

�Z
��

g(t)(
1X

j=�1
rjjjeij(��t))dt (3:2:16)

elde edilir.

Burada, (3:2:16) integrali içindeki parentez içindeki seri toplam¬na

Pr(�) = P (r; �) =
1X

j=�1
rjjjeij� (3:2:17)

Pr(�) = P (r; �) diyelim. Bu durumda, Dirichlet probleminin çözümü

u(r; �) = (g � Pr)(�) = 1
2�

�Z
��

g(t) Pr(� � t):dt (3:2:18)

dir ve g ve Pr(�) ¬n konvolüsyon integralidir.�

Poisson çekirde¼gi denklemini elde etmek için (3:2:17) ifadesine geri dönelim:

Önce,
1X

j=�1
rjjjeij� =? seri toplam¬n¬n toplam¬n¬bulal¬m.Bunun için

nX
j=�n

rjjjeij� kismi

toplamlar dizisinin genel terimini ele alal¬m:
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nX
j=�n

rjjjeij� = 1 +

�1X
j=�n

rjjjeij� +

nX
j=1

rjjjeij�

= 1 +
nX
j=1

rje�ij� +

nX
j=1

rjeij�

= 1 +
nX
j=1

(re�i�)j +

nX
j=1

(rei�)j

geometrik seri toplam¬ndan

= 1 + (re�i�)n+1�re�i�
re�i��1 + (rei�)n+1�rei�

rei��1

elde ederiz. Burada,

0 � r < 1; n!1 için rn ! 0 oldu¼gundan

nX
j=�n

rjjjeij� = 1 + �re�i�
re�i��1 +

�rei�
rei��1

= 1 + �re�i��rei�+2r2
(re�i��1)(rei��1)

= 1 + 2: r cos ��r2
r2+1�2r cos �

= 1�r2
1�2r cos �+r2 (3:2:19)

olur. (3:2:19) ifadesini (3:2:17) de yerine yazarsak,

Pr(�) = P (r; �) =
1
2�

1�r2
1�2r cos �+r2 (3:2:20)

eşitli¼gi olarak yeni bir denklem ederiz ve buna Poisson çekirdek denklemi denir.

Böylece, Pr(�) Poisson çekirdek olmak üzere ,

g(�) = u(r; �) =

�Z
��

g(t)Pr(�)dt

integralini konvolüsyon olarak yazabiliriz.

Sonuç1: u(r; �) = (g � Pr)(�) =
�Z

��

g(t)Pr(� � t)dt
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Örnek 3.1 Poisson Çekirde¼gi Gra�¼gi

Pr(t� x) = 1
2�

1�r2
(1�2r cos(t�x)+r2 denkleminde t� x = � yaz¬l¬rsa,

Pr(�) =
1
2�

1�r2
1�2r cos �+r2

biçimine dönüsür. Tekrar � = x yaz¬ld¬¼g¬nda ise,

Pr(x) =
1
2�

1�r2
(1�2r cosx+r2)

elde edilir.

Burada r = 0; 95 al¬nd¬¼g¬nda

P0;95(x) =
1
2�

1�(0;95)2
(1�2(0;95) cosx+(0;95)2) =

0;0155
�1;9 cos(x)+1;9025

Şekil 3.1 P0;95(x) Poisson çekirdek fonksiyonu gra�¼gi (Geogebra )

Poisson Çekirde¼ginin Özellikleri:

1) x = 0 için lim
r!1
Pr(0) = lim

r!1
1
2�

1�r2
(1�2r cosx+r2) = limr!1

1(1�r)(1+r)
2�(1�r)(1�) =1

x 6= 0 için lim
r!1
Pr(x) = lim

r!1
1
2�

1�r2
(1�2r cosx+r2) = limr!1

Pr(0) = lim
r!1

1
2�

1�12
(1�2r cosx+12) = 0

=) lim
r!1
Pr(x) =

�
1
0

x = 0 ise
x 6= 0 ise

2) g(�) = u(r; �) =

�Z
��

g(t)Pr(�)dt
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=) u(rei�) = 1
2�

�Z
��

1�r2
(1�2r cosx+r2)u(re

i�)d�

u � 1 al¬n¬rsa

1 =

�Z
��

1:Pr(�)dt

=)
�Z

��

Pr(�)dt = 1

elde edilir.

3) Pr(��) = 1
2�

1�r2
1�2r cos(��)+r2 =

1
2�

1�r2
1�2r cos �+r2 = Pr(�) oldu¼gundan

Pr(�) çift fonksiyondur.

4) Tan¬m Kümesi D = (��; �)

·Indis Kümesi � = (0; 1)

·Indis kümesinin bir limit Noktas¬ �0 = 1

Parametre � = r olmak üzere,

Her belirtilmi̧s pozitif � say¬s¬için

lim

�! �0

�
sup Pr(�))

j�j � �

�
= 0 yani lim

r!1

�
sup Pr(�)

j�j � �

�
= 0

d¬r.

Sonuç 2: Poisson çekirde¼gi pozitif ve çift fonksiyon olup gra�¼gi çan e¼grisi biçi-

mindedir.

Tan¬m 3.2.1. (Poisson ·Integrali). � = (0; 1); �0 = 1 , � = r ve f 2 L1(��; �)

olmak üzere,

� = t� x dönüşümü Sonuç 1�de yaz¬ld¬¼g¬nda;

Pr (f ;x) = u(r; �) =

�Z
��

f(t)Pr(�)dt
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= 1
2�

�Z
��

f(t) 1�r2
1�2r cos �+r2dt

Pr (f ;x) =
1
2�

�Z
��

f(t) 1�r2
1�2r cos(t�x)+r2dt (3:2:21)

olur. Elde edilen (3:2:21) ifadesine Poisson integrali denir ve Pr (f ;x) ile gösterilir.

3.3 Üst Yar¬Düzlem Dirichlet Problemi ve Abel-Poisson Çekirde¼gi

Üst yar¬düzlemde � = f(x; y) 2 R2 : y > 0gve @� = f(x; 0) 2 R2g s¬n¬r¬üzerinde

g 2 C(@�) olacak şekilde bir g fonksiyonu

ve u 2 C2(@�) \ C(�) olacak şekilde

�u(x; y) = @2u
@x2
(x; y) + @2u

@y2
(x; y) = 0; (x; y) 2 R2; y > 0

u(x; y) = g(x; y); (x; y) 2 @�; y > 0

şartlar¬n¬sa¼glayan u(x; y) fonksiyonu olsun.Burada tan¬ml¬u(x; y) fonksiyonu bu-

lunmas¬na üst yar¬düzlemde Dirichlet problemi ad¬verilir.

Şimdi, üst yar¬düzlemde Dirichlet probleminin çözümü olan u(x; y) fonksiyonunu

bulmaya çal¬̧sal¬m:

Çözüm:

De¼gi̧skenlere ay¬rma yöntemini uygulayal¬m:

y > 0 olmak üzere, u(x; y) = X(x):Y (y); (3:3:1)

biçiminde çözüm harmonik fonksiyon olsun. Laplace denkleminin ise

�u = @2u
@x2
+ @2u

@y2
= 0 (Laplace Denklemi) (3:3:2)

oldu¼gunu biliyoruz.Bu maksatla, (3:3:1) fonksiyonunun ikinci mertebeden k¬smi

diferansiyel denklemlerini al¬rsak,
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@u
@x
= Y:X 0; @u

@y
= X:Y 0 ; @

2u
@x2

= Y:X
00
, @

2u
@y2

= X:Y
00

elde ederiz.

(3:3:2) Laplace denkleminde bu ifadeleri yerine yaz¬ld¬¼g¬nda,

�u = Y:X 00 +X:Y
00
= 0

=) X
00

X
= �Y

00

Y
= ��, � 2 R

elde edilir. Burada,

X
00
+ �X = 0 (3:3:3)

Y
00 � �Y = 0 (3:3:4)

� = k2; k 2 R olsun.

� > 0 çözümü dikkate al¬nmal¬d¬r.(Birim dairede Dirichlet probleminin çözümünde

oldu¼gu gibi, � < 0 durumu yaln¬zca aşikar çözüm ve � = 0 durumu �ziksel olmayan

sonuç üretti¼ginden bu çözümleri dikkate almaya gerek yoktur.)

Şimdi � = k2 ifadesi (3:3:3) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa,

X 00 + k2X = 0

elde edilir.

Euler diferansiyel denklem çözümünden ,

s2 + k2 = 0) s = �ki

) Xk(x) = A(k):e
ikx +B(k):e�ikx

d¬r.

Burada;

x!1 için B(k):e�ikx ! 0

olur.

Dolay¬s¬yla,
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Xk(x) = A(k):e
ikx

elde edilir.

Yine � = k2 ifadesi (3:3:4) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa,

Y 00 � �Y = 0 =) Y 00 � k2Y = 0

olur.

Euler çözümünden s2� k2 = 0) s = �k olur. Buna ba¼gl¬olarak, Y (y) ifadesinin

genel çözümünü

Y (y) = C(y):eky +D(y):e�ky

biçiminde yazabiliriz. Bu denklemde, y ! 1 oldu¼gunda C(y):eky s¬n¬rs¬z olur. Bu

da �ziksel sezgilerle uyuşmaz. Bu nedenle, çözüm sadece Yk(y) = D(y):e�ky olur.

S¬n¬rl¬yapmak için de çözüm Yk(y) = D(y):e
�jkjy olarak al¬nabilir.

Öyleyse; X(x) ve Y (y) elde edilen çözümleri (3:3:1) de yerine yaz¬l¬rsa,

genel çözüm

u(x; y) = X(x):Y (y) = A(k):eikxD(k):e�jkjy = A(k):eikx�jkjy

elde edilir.

S¬n¬r de¼geri ise,

u(x; 0) = A(k):ekx�jkj0 = A(k):eikx olur.

Üst yar¬düzlemdeki Dirichlet problemi, kompakt bölgede gerçekleşmedi¼ginden dolay¬

diferansiyel denklemin çözümü integral toplam¬biçiminde olmal¬d¬r.Bu nedenle genel

çözümün

u(x:y) =

1Z
�1

A(k)eikx�jkjydk (3:3:5)

biçiminde al¬nmas¬daha uygundur.

Bu durumda, problemin başlang¬ç (s¬n¬r) de¼gerini
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u(x; 0) =

1Z
�1

A(k)eikxdk = f(x)

fonksiyonu biçiminde yazabiliriz.

A(k) ifadesi Fourier dönüşüm formülünden

A(k) = 1
2�

1Z
�1

e�ikmf(m)dm

d¬r.

Elde edilen A(k) ifadesini (3:3:5) denkleminde yerine yazarsak,

u(x; y) =

1Z
�1

eikx�jkjy( 1
2�

1Z
�1

e�ikmf(m)dm)dk

elde ederiz.

Bu integrali Fubini teoreminden

u(x; y) = 1
2�

1Z
�1

f(m)(

1Z
�1

eik(x�m)�jkjydk)dm

integrali biçiminde yazabiliriz.

·Içindeki parentezli ifadeye I(�) =

1Z
�1

eik(x�m)�jkjydk denirse,

u(x; y) = 1
2�

1Z
�1

f(m)I(�)dm (3:3:6)

olur.

I(�) integralinde t = x�m de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yapt¬ktan sonra,

I(�) =

1Z
�1

eikt�jkjydk =

1Z
0

eikt�jkjydk +

0Z
�1

eikt�jkjydk

=

1Z
0

ek(it�y)dk +

0Z
�1

ek(it+y)dk

= 1
it�ye

k(it�y)jk=1k=0 + 1
it+y

ek(it+y) jk=0k=�1
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=
h

1
it�y

�
lim
k!1

ek(it�y)
�
� e0

i
+ 1

it+y

�
e0 � lim

k!1
ek(it+y)

�
= �1

it�y +
1

it+y
= y+it+y�it

(y�it)(y+it)

= 2y
y2+t2

(3:3:7)

elde edilir.

(3:3:7) eşitli¼gini (3:3:6) integralinde yerine yazarsak,

u(x; y) = 1
2�

1Z
�1

f(m)I(�)dm

= 1
2�

1Z
�1

f(m) 2y
y2+t2

dm

= 1
2�

1Z
�1

f(m) 2y
y2+(x�m)2dm

elde edilir. Burada, t = m dönüşümü yaparsak,

u(x; y) = 1
2�

1Z
�1

f(t) 2y
y2+(x�t)2dt (3:3:8)

olur.

Burada y > 0 olmak üzere, integral içindeki ifadeye

Ay(x� t) = 1
2�

2y
y2+(x�t)2 (3:3:9)

Ay(x � t) yeni bir fonksiyon olarak adland¬ral¬m.Bu durumda, üst yar¬ düzlem

Dirichlet probleminin çözümü

u(x; y) = (f � Ay)(x) =
1Z

�1

f(t)Ay(x� t)dt

dir. Bu çözüm integrali ise f ve Ay fonksiyonlar¬n¬n konvolüsyonu olur.

(3:3:9) denkleminde y yerine " yaz¬l¬rsa,
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A"(x� t) = 1
2�

2"
"2+(x�t)2

elde edilir.

Tekrar x� t = x dönüşümü yap¬l¬rsa,

A"(x) =
1
�

"
"2+x2

(3:3:10)

biçimine dönüşür ve bu denkleme Abel-Poisson Çekirde¼gi denir.

Tan¬m 3.3.1. (Abel-Poisson ·Integrali).

f 2 L1(��; �) , � = [0;1) ve �0 = 0 olmak üzere � = " için

a"(f ;x) = (f � A")(x) =
1Z

�1

f(t)A"(x� t)dt = "
�

1Z
�1

f(t) 1
"2+(x�t)2dt (3:3:11)

ifadesine Abel-Poisson integrali ad¬verilir.

Abel-Poisson çekirdek gra�¼gi örne¼gi aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Örnek

A"(x) =
1
�

"
"2+x2

fonksiyonunda " = 0; 000001 de¼geri al¬nd¬¼g¬nda

Örnek 3.2 A0;000001(x) =
1
�

0;0000001
0;0000012+x2

olur.

Gra�¼gi aşa¼g¬da gösterilmi̧stir.

Şekil 3.2 A0;000001(x) Abel-Poisson çekirdek fonksiyonu gra�¼gi (Geogebra)

Abel-Poisson Çekirde¼gi Özellikleri

1)

1Z
�1

A"(x)dx =
"
�

1Z
�1

1
"2+x2

dx = "
�

1Z
�1

1
"2(1+(x

"
)2)
dx
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t = x
2 =) dt = 1

2dx (de¼gişken de¼giştirme yap¬l¬rsa)

= 1
2�

1Z
�1

2
1+t2

dt = 1
�
arctan t j 1�1

= 1
�
[arctan(1)� arctan(�1)]

= 1
�
(�
2
+ �

2
)

= 1

2) x 6= 0 iken lim
"!0
A"(x) = lim

"!0
"
�

1
"2+x2

= 0

3)x = 0 iken lim
"!0
A"(0) = lim

"!0
"
�

1
"2+02

= lim
"!0

1
"
=1

4) Abel-Poisson çekirdek fonksiyonunun gra�¼gi çan e¼grisi biçimindedir. Ayr¬ca,

negatif olmayan çift fonksiyondur.

Tan¬m Kümesi D = (�1;1)
·Indis Kümesi � = [0;1)

limit noktas¬�0 = 0

Parametre � = " olmak üzere, her belirtilmi̧s pozitif � say¬s¬için

lim
�!�0

�
Sup A"(x)

jxj � �

�
= lim

"!0

�
Sup A"(x)

jxj � �

�
= 0

d¬r.

3.4 Fourier Serisinin Toplanabilirli¼gi ve Fejer Çekirde¼gi

2� periyotlu f fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplamlar¬

Sn(f; x) =
a0
2
+

nX
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx); k = 0; 1; 2 (3:4:1)

biçimindedir.

ak ve bk Fourier katsay¬lar¬ise

ak =
1
�

�Z
��

f(t) cos(kt)dt; k = 0; 1; 2::: (3:4:2)

bk =
1
�

�Z
��

f(t) sin(kt)dt; k = 0; 1; 2::: (3:4:3)
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dir.

(3:4:2) ve (3:4:3) ifadelerini (3:4:1) ifadesinde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda,

Sn(f; x) =
1
2�

�Z
��

f(t)dt+
nX
k=1

1
2�

�Z
��

f(t) [cos(kt) cos(kx) + sin(kt) sin(kx)] dt

= 1
�

�Z
��

f(t)

"
1
2
+

nX
k=1

cos k(t� x)
#
dt (3:4:4)

= 1
2�

�Z
��

f(t)

"
1 + 2

nX
k=1

cos k(t� x)
#
dt (3:4:5)

elde edilir.

(3:4:5) de köşeli parantez içindeki ifadeye Dirichlet Çekirde¼gi denir ve

Dn(x) =

"
1
2
+

nX
k=1

cos kx

#
=

� sin((2n+1)x=2)
sin(x=2)

2n+ 1

; x 6= 2j�
; x = 2j�

j 2 Z (3:4:6)

ile gösterilir.

Bu durumda kismi toplamlar integralini

Sn(f ;x) =
1
2�

�Z
��

f(x� t)Dn(t)dt (3:4:7)

biçiminde yazabiliriz.

(3:4:4) de köşeli parentez içindeki ifade � = t� x olmak üzere aç¬ld¼g¬nda,

1
2
+

nX
k=1

cos k� =

2 sin(�
2
)

24 1
2
+

nX
k=1

cos k�

35
2 sin(�

2
)

=

sin(�
2
)+

nX
k=1

2 sin(�
2
) cos k�

2 sin(�
2
)

=

sin(�
2
)+

nX
k=1

[sin(k+ 1
2)��sin(k�

1
2)�]

2 sin(�
2
)

=
sin(n+ 1

2
)�

2 sin(�
2
)
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� = t� x de¼gi̧sken de¼gi̧simi yap¬l¬rsa,

1
2
+

nX
k=1

cos k� =
sin(n+ 1

2
)(t�x)

2 sin( t�x
2
)

elde edilir. Bu ifade (3:4:4) de yerine yaz¬ld¬¼g¬nda k¬smi toplamlar integralini (inte-

gral operatörünü)

Sn(f; x) =
1
�

�Z
��

f(t)

"
1
2
+

nX
k=1

cos k(t� x)
#
dt

= 1
�

�Z
��

f(t)
sin(n+ 1

2
)(t�x)

2 sin( t�x
2
)
dt, n = 0; 1; 2 (3:4:8)

elde ederiz.

Sn(f ;x) k¬smi toplamlar dizisinin her zaman f fonksiyonuna yak¬nsamas¬ söz

konusu de¼gildir. Bu durumda Sn(f; x) kismi toplamlar¬n aritmetik ortalamalar¬al¬-

narak f fonksiyonuna yak¬nsayan yeni bir integral operatörü Cesaro taraf¬ndan

bulunmuştur ve bu integral operatörüne Fejer integrali ve integral içindeki çekird-

e¼ge de Fejer çekirde¼gi ad¬verilmi̧stir. CESARO yöntemi;

�n(f; x) =
S0(f;x)+S1(f;x)+S2(f;x)+::::+Sn�1(f;x)

n

= 1
n

n�1X
k=0

Sk(f; x)

= 1
n�

�Z
��

f(x+ t)

"
n�1X
k=0

sin( t
2
) sin(k+ 1

2
)

2 sin2( t
2
)

#
dt

= 1
2n�

�Z
��

f(x+ t)

"
n�1X
k=0

1
2
[cos kt�cos(k+1)t]

2 sin2( t
2
)

#
dt

= 1
2n�

�Z
��

f(t)

�
sin(

n(t�x)
2

)

sin(
(t�x)
2

)

�2
dt

Burada,
�
sin(

n(t�x)
2

)

sin(
(t�x)
2

)

�2
= Fn(t) denirse,
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�n(f ;x) =
1
2n�

�Z
��

f(t)Fn(t� x)dt (3:4:9)

elde edilir.

Burada, �n(f ;x) = (f � Fn)(x) ifadesi f ve Fn fonksiyonlar¬n¬n konvolüsyonu

biçimindedir.

�n(f; x) ifadesine Fejer integrali ve Fn(t) ye de Fejer çekirde¼gi denir.

Ayr¬ca, f(x) � 1 olarak al¬nd¬¼g¬nda; Fourier katsay¬lar¬s¬ras¬yla,

a0
2
= 1

2�

�Z
��

f(t)dt = 1
2�

�Z
��

1:dt = 1

ak =
1
�

�Z
��

f(t) cos(kt)dt = 1
�

�Z
��

1 cos(kt)dt = 0

bk =
1
�

�Z
��

f(t) sin(kt)dt = 1
�

�Z
��

1 sin(kt)dt = 0

d¬r.

(3:4:1) deki Sn(f; x) k¬smi toplamlar dizisinde her n için Sn(1; x) = 1 elde edilir.

Buna göre,

�n(1; x) =
S0(1;x)+S1(1;x)+S2(1;x)+::::+Sn�1(1;x)

n
= 1+1+1+::::::+1

n
= n

n
= 1

dir.

Burada (3:4:9) denkleminde f(t) = 1 al¬n¬rsa,

�n(1; x) =

�Z
��

1:Fn(t� x)dt = 1 .

=)
�Z

��

Fn(t� x)dt = 1

=)
�+xZ

��+x

Fn(t)dt =

�Z
��

Fn(t)dt = 1; 8n = 1; 2; ::: (3:4:10)
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elde edilir.

Fejer Çekirde¼gi Gra�¼gi Örne¼gi

Fn(x) =
1
2n�

�
sin nx

2

sin x
2

�2
Fejer Çekirde¼gi Fonksiyeli olmak üzere,

n = 100000 olarak al¬nd¬¼g¬nda

F10000(x) =
1

2:10000:�

�
sin 10000x

2

sin x
2

�2
fonksiyonunun gra�¼gi

Şekil 3.3 F10000(x) Fejer Çekirde¼gi fonksiyonu gra�¼gi (Geogebra)

Fejer Çekirde¼gi Özellikleri:

1)

�Z
��

Fn(t)dt = 1; 8n = 1; 2; ::

2) x = 0 iken lim
n!1

Fn(0) = lim
n!1

1
2n�
lim
x!0

�
sin nx

2

sin x
2

�2
= lim

n!1
1
2n�
lim
x!0

�
nx
2
sin nx

2
nx
2
sin x

2

�2
= lim

n!1
1
2n�
n2 = lim

n!1
n
2�
=1

Yani x = 0 için lim
n!1

Fn(x) =1

3) x 6= 0 iken sin2 nx
2
� 1 oldu¼gundan

lim
n!1

1
2n�

�
sin nx

2

sin x
2

�2
= lim

n!1
1
n
= 0

Yani x 6= 0 için lim
n!1

Fn(x) = 0

4) Fn(�x) = 1
2n�

�
sin

n(�x)
2

sin(�x
2
)

�2
= 1

2n�

�
sin nx

2

sin x
2

�2
= Fn(x) oldu¼gundan Fejer çekirde¼gi

çift fonksiyondur.
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5) Tan¬m Kümesi D = (��; �)

·Indis Kümesi � = N

limit noktas¬ �0 =1

Parametre � = n olmak üzere, her belirtilmi̧s pozitif � say¬s¬için

lim
�!�0

�
SupFn(x))

jxj � �

�
= lim

n!1

�
SupFn(x)

jxj � �

�
= 0

d¬r.

Tan¬m 3.4.1 ( Fejer ·Integrali):

f 2 L1(��; �);indis kümesi � = N; �0 =1 ve parametre � = n olmak üzere,

�n(f ;x) =
1
2n�

�Z
��

f(t)Fn(t� x)dt = 1
2n�

�Z
��

f(t)

�
sin(

n(t�x)
2

)

sin(
(t�x)
2

)

�2
dt (3:4:11 )

ifadesine Fejer integrali denir.

3.5 Is¬Denklemi ve Gauss-Weierstrass Çekirde¼gi

Is¬n¬n bir cisim üzerinde belli bir konumdan ne kadar zamanda ve nas¬l da¼g¬laca¼g¬n¬

tan¬mlayan bir parçal¬diferansiyel denkleme ¬s¬denklemi denir. (x; y; z) kartezyen

koordinat sisteminde konumu ve t zaman¬göstermek üzere; ¬s¬denkleminin genel

ifadesi

@u
@t
� k

�
@2u
@x2
+ @2u

@y2
+ @2u

@z2

�
= 0

dir. Burada k 2 R sabit bir say¬ve u = u(x; y; z; t) dir.

Is¬denklemi bir boyutta ise

du
dt
� k d2u

dx2
= 0 (3:5:1)

dir.

Burada ¬s¬x boyunca t ye ba¼gl¬olarak de¼gi̧sir. Bu de¼gi̧simi
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u(x; t) = A(x):B(t) (3:5:2)

denklemi biçiminde yazabiliriz.

u(x; 0) = f(x) başlang¬ç koşul fonksiyonu olmak üzere, diferansiyel denklemin çözümünü

de¼gi̧skenlere ay¬rma yöntemi kullanarak bulabiliriz.

du
dt
� �d2u

dx2
= 0 =) A(x):B0(t)�B(t):A00(x) = 0

) B0(t)
B(t)

= A00(x)
A(x)

= k

) A00(x) = kA(x) ve B0(t) = kB(t)

Başlang¬ç de¼geri koşulundan

u(x; 0) = A(x)B(0) = f(x)

biçiminde gösterebiliriz. Burada;

e¼ger k > 0 ise diferansiyel denklemin aşikar çözümü, k = 0 durumunda ise sabit bir

çözümü vard¬r.

e¼ger k < 0 durumunda ise k = ��2 olmak üzere; A(x) = c1ei�x ve B(t) = c2e��
2t

çözümleri olur.

(3:5:2) de bu ifadeler yerine yaz¬ld¬¼g¬nda;

u(x; t) = c1e
i�xc2e

��2t = G(k)e
i�x��2t

=

1X
k=1

G(k)e
ikx�k2t

=

1Z
�1

G(k)e
ikx�k2t

dk

ve t = 0 için

u(x; 0) = f(x) =

1Z
�1

G(k)e
ikx
dk

elde edilir.
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Fouirer dönüşümünden

G(k) = 1
2�

1Z
�1

f(�)e
�ik�
d�

olur ve

u(x; t) =

1Z
�1

0@ 1
2�

1Z
�1

f(�)e
�ik�
d�

1A eikxdk
elde edilir.Uygun düzenlemeler yap¬ld¬¼g¬nda;

u(x; t) = 1
2
p
�t

1Z
�1

f(�)e�
(��x)2
4t d�

elde edilir.

Bu integralde 1
2
p
t
= � denirse u(x; t) = u�(x) olur ve

u�(x) =
�p
�

1Z
�1

f(�)e� �2(��x)2d�; � > 0 (3:5:3)

biçimine dönüşür. (3:5:3) integrali içindeki

W�(x) =
�p
�
e� �2x2 (3:5:4)

ifadesini W�(x) ile gösterelim. W�(x) fonksiyonuna Gauss-Weierstrass çekirde¼gi

denir.

Gauss-Weirstrauss Çekirde¼gi Gra�¼gi Örne¼gi

W�(x) =
�p
�
e� �2x2 çekirde¼ginde

� = 1000 al¬nd¬¼g¬nda

W1000(x) =
1000p
�
e�1000

2x2

fonksiyoneli elde edilir.W1000(x) fonksiyonunun gra�¼gi aşa¼g¬dad¬r

Gauss-Weierstrass Çekirde¼ginin Özellikleri

1)

1Z
�1

W�(t)dt =
�p
�

1Z
�1

e��
2t2dt
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Şekil 3.4 W1000(x) Gauss-Weierstrass çekirdek fonksiyon gra�¼gi (Geogebra)

integralinde �t = x =) �dt = dx dönüşümünü yaparsak,

1Z
�1

W�(t)dt =
1p
�

1Z
�1

e�x
2
dx

elde ederiz. Burada

1Z
�1

e�x
2
dx =

p
� eşitli¼gini kullan¬rsak,

1Z
�1

W�(t)dt ==
1p
�

p
� = 1

olur.

2)t 6= 0 için lim
�!1

W�(t) =
�p
�
lim
�!1

e��
2t2 = 0

3)t = 0 için lim
�!1

W�(0) =
�p
�
lim
�!1

e��
202 =1

4)W�(�x) = �p
�
e� �2(�x)2 = �p

�
e� �2x2 = W�(x)

=) W�(x) çift fonksiyondur.

Ayr¬ca gra�¼gi çan e¼grisi biçimindedir.

5) Tan¬m Kümesi D = (�1;1)

·Indis Kümesi � = [0;1)

limit noktas¬ �0 =1
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Parametre � = �

Her belirtilmi̧s pozitif � say¬s¬için

lim
�!�0

�
Sup W�(x))

jxj � �

�
= lim

n!1

�
Sup W�(x)

jxj � �

�
= 0

d¬r.

Tan¬m 3.5.1. ( Gauss-Weierstrass ·Integrali).

f 2 L1(�1;1);indis kümesi � = [0;1) ;limit noktas¬ �0 = 1 ve parametre

� = � olmak üzere,

u�(f ;x) =
�p
�

1Z
�1

f(t)e��
2 (t�x)2dt; (3:5:5)

ifadesine Gauss-Weierstrass integrali denir.
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4. KONVOLÜSYON T·IPL·I S·INGULAR ·INTEGRAL OPERATÖR-

LER·IYLE YAKLAŞIM

4.1 Çekirdek ve Yaklaş¬m Birimi

Singular integralleri üreten çekirde¼gin tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 4.1.1. (Periyodik Çekirdek). � kümesi 0 � a < b � +1 olmak üzere

(a; b) aral¬¼g¬ya da N olsun. � ise � kümesi üzerinde de¼gi̧sen bir parametre ve �0 da

a; b veya +1 noktalar¬ndan biri (y¬¼g¬lma noktas¬) olsun.Her � 2 � için �� 2 L12� ve

�Z
��

��(u)du = 2� (� 2 �) (4:1:1)

koşulunu gerçekleyen f��(x)g fonksiyonlar kümesine (periyodik) çekirdek denir.

Her � 2 � için f��(x)g fonksiyonlar kümesine :

e¼ger ��(x) reel fonksiyon ise reel çekirdek,

e¼ger ��(x) 2 L12� ise s¬n¬rl¬,

e¼ger ��(x) 2 C2� ise sürekli,

ve

e¼ger ��(x)mutlak sürekli ise mutlak süreklidir denir. (Butzer&Nessel,1971)

Yine f��(x)g için f��(x)g reel çekirdekler kümesi hemen her x için ��(�x) = ��(x)

sa¼glan¬yorsa ise çift ve hemen her x için ��(x) � 0 ise pozitif olur.Genellikle (4:1:1)

yerine,

lim
�!�0

�Z
��

��(u)du = 2� (4:1:2)

kabul edilir.

Tan¬m 4.1.2. ( Periyodik Singular ·Integral). f 2 L1(��; �) ve f��(u)g

periyodik çekirdek olmak üzere,
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A�(f ;x) = (f � ��)(u) = 1
2�

�Z
��

f(x� u)��(u)du (4:1:3)

ifadesine (periyodik) singular integral (ya da konvolüsyon integrali) denir. E¼ger

çekirdek pozitif ve sürekli ise singular integral pozitif ve süreklidir.

Önerme 4.1.3. f 2 f 2 L1(��; �) ve f��(u)g periyodik çekirdek olmak üzere,

A�(f ;x) =
1
2�

�Z
��

f(x� u)��(u)du operatörü L1(��; �) uzay¬ndan L1(��; �) uzay¬na

dönüşüm yapan sürekli operatördür.

·Ispat: A� lineer oldu¼gundan onun L1 den L1 e Teorem 2.3.3 den dolay¬s¬n¬rl¬

operatör oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

Operatör normuunun tan¬m¬na göre

A�


L1(��;�)!L1(��;�)

= sup
f 6=0
f2L1

kA� (f ;x)k1
kfk1

(4:1:4)

dir. Bizim bu ifadenin s¬n¬rl¬oldu¼gunu göstermemiz gerekmektedir.

Şimdi , f 2 L1(��; �) fonksiyonu içinA�(f ;x)

X2�

=

�Z
��

������ 12�
�Z

��

f(x� u)��(u)du

������ dx

�
�Z

��

0@ 1
2�

�Z
��

��f(x� u)��(u)�� du
1A dx

=

�Z
��

1
2�
��(u)

0@ �Z
��

jf(x� u)j dx

1A du
dir. ·Ikinci integralde x� u = t dersek, (4:1:1) koşulundan dolay¬

= (

�Z
��

jf(t)j dt)( 1
2�

�Z
��

����(u)�� du) = kfk1
sonuç olarak

A�(f ;x)

1
� kfk1

elde ederiz ve

kA� (f ;x)k1
kfk1

� 1
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olur. Bu da operatörün normu (4.1.4) denA�


L1(��;�)!L1(��;�)

= sup
f 6=0
f2L1

kA� (f ;x)k1
kfk1

� 1

oldu¼gunu göstermektedir.

Sonuç olarak, A�(f ;x) operatörü s¬n¬rl¬d¬r.Operatörün s¬n¬rl¬l¬¼g¬ve süreklili¼gi teo-

remi 2:3:3 den dolay¬ s¬n¬rl¬ olan lineer operatör süreklidir.Dolay¬s¬yla, A�(f ;x)

oparatörü sürekli bir integral operatörüdür.

Tan¬m 4.1.4. (Periyodik Durumlarda Yaklaş¬m Birimi ).

[��; �] kümesi üzerinde tan¬ml¬aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan f��(u)g singular çekirdek

kümesine Yaklaş¬m Birimi ailesi denir.

(i) ��(u) negatif olmayan çift fonksiyondur ve her � � 1 için,
�Z

��

��(u)du = 1 (4:1:5)

(ii) M > 0 say¬s¬var ise ve her � � 1 için ;
�Z

��

����(u)�� du �M (4:1:6)

(iii) Her � � 0 için, �!1 ikenZ
��juj��

����(u)�� du! 0;

ya da (iii) ün yerine daha yayg¬n olan

lim
�!1

"
sup

����(u)��
��juj��

#
= 0 (4:1:7)

ifadesi kullan¬l¬r.

E¼ger �� fonksiyonlar¬pozitif oluyorsa, genellikle çan şeklinde gra�¼gi vard¬r.Öyleki,

y = ��(y) e¼grisi alt¬nda kalan alan¬n integrali 2� eşittir ve artan � de¼gerleri art¬kça

gra�k y = 0 civar¬nda daha daral¬r ve de¼geri daha büyük olur.Böylece y = 0

çevresinde e¼gri alt¬ndaki gra�¼ginin alan¬2� olarak gerçekleşir.
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Sonuç1: � = N , �0 =1 , � = n olmak üzere �n(f; x) = 1
2n�

�Z
��

f(t)

�
sin(

n(t�x)
2

)

sin(
(t�x)
2

)

�2
dt

Fejer integrali periyodik çekirdekli integraldir. ·Integralin içindeki Fn(x) Fejer çekir-

de¼gi Tan¬m 4:1:4 koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬ndan dolay¬periyodik yaklaş¬m birimi olur.

Sonuç 2: � = (0; 1) , �0 = 1 , � = r olmak üzere, Pr (f ;x) =
1
2�

�Z
��

f(t) 1�r2
1�2r cos(t�x)+r2dt

Poisson integrali periyodik çekirdekli integraldir. ·Integralin içindeki Poisson çekir-

de¼gi de Tan¬m 4:1:4 koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬ndan dolay¬periyodik yaklaş¬m birimi olur.

Teorem 4.1.5. Dn(u), (3:4:6) de tan¬mlanan Dirichlet çekirde¼gi olmak üzere,

Ln = kDnk1 Fourier serisinin Lebesgue sabitleri ise

n!1 iken Ln =
4
�2
log n+O(1)

dir.

·Ispat: Aç¬kça,

Ln =
1
�

�Z
0

��� sin((2n+1)u=2)sin(u=2)

��� du
= 1

�

�Z
0

��sinnu cot u
2
+ cosnu

�� du
= 1

�

�Z
0

jsinnuj cot u
2
du+O(1)

juj � �
2
için ( 1

u
)� cotu fonksiyonu s¬n¬rl¬oldu¼gundan ,

Ln =
2
�

�Z
0

jsinnuj
u
du+ 2

�

�Z
0

jsinnuj
�
1
2
cot u

2
� 1

u

	
du+O(1)

= 2
�

n�1X
k=0

(k+1)�
nZ

k�
n

jsinnuj
u
du+O(1)

= 2
�

n�1X
k=0

�
nZ
0

sinnu
(k�=n)+u

du+ 2
�

�
nZ
0

sinnu
u
du+O(1)
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= 2
�

�
nZ
0

sinnu

(
n�1X
k=1

1
(k�=n)+u

)
du+O(1)

olur.

Ancak harmonik toplam eşitsizli¼ginin ¬̧s¬¼g¬nda,

n
�

�
1
2
+ 1

3
+ ::::+ 1

n

	
�

n�1X
k=1

1
(k�=n)+u

� n
�

�
1 + 1

2
+ 1

3
+ ::::+ 1

n�1
	

0 � u � �
n
için eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Buradan da

n�1X
k=1

1
(k�=n)+u

= n
�
flog n+O(1)g

istenen ispat tamamlan¬r.

Sonuç 3: Dirichlet çekirde¼gi Dn(x) =
sin((2n+1)x=2)

sin(x=2)
nin mutlak de¼gerinin integrali

N ! 1 için

�Z
��

jDn(x)j dx � c logN dir:Teorem 4.1.5 den s¬n¬rland¬r¬lmad¬¼g¬n¬

biliyoruz.Bu nedenle, Dirichlet çekirde¼gi, Tan¬m 4.1.4 ün ikinci k¬sm¬n¬n koşulunu

sa¼glayamad¬¼g¬ndan yaklaş¬m birimi olamaz.

Teorem 4.1.6. A�(f ;x) =

�Z
��

f(x�u)��(u)du integralinde ��(u) çekirde¼gi periyo-

dik yaklaş¬m birimi ve f 2 L1(��; �) olsun.E¼ger x = x0 , f �nin süreklilik noktas¬

ise bu noktada

lim
�!�0

A�(f ;x0) = f(x0) (4:1:8)

dir.

·Ispat: x0; f fonksiyonunun bir süreklilik noktas¬oldu¼gunda, key� " > 0 veril-

di¼ginde , öyle bir � > 0 say¬s¬ bulunabilir ki juj < � eşitsizli¼gi sa¼gland¬¼g¬nda

jf(x0 + u)� f(x0)j < " olur.Öyleyse, bu koşullar¬sa¼glayan bir � say¬s¬seçelim.

A�(f ;x0)� f(x) =
�Z

��

f(x0 � u)��(u)du� f(x0)

=

�Z
��

f(x0 � u)��(u)du�
�Z

��

f(x0)��(u)du
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=

�Z
��

[f(x0 � u)� f(x0)]��(u)du

u yerine �u yaz¬l¬rsa ,

A�(f ;x0)� f(x0) =
�Z

��

[f(x0 + u)� f(x0)]��(u)du olur.

Eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n mutlak de¼gerini alal¬m. Sonra genelleştirilmi̧s Minkowsky

eşitsizli¼gini kullanal¬m.��A�(f ;x0)� f(x0)
�� =

������
�Z

��

[f(x0 + u)� f(x0)]��(u)du

������
�

�Z
��

jf(x0 + u)� f(x0)j ��(u)du (4:1:9)

�
��Z
��

jf(x0 + u)� f(x0)j ��(u)du+
�Z

��

jf(x0 + u)� f(x0)j ��(u)du

+

�Z
�

jf(x0 + u)� f(x0)j ��(u)du

= i
0
� + i

00
� + i

000
� (4:1:10)

eşitsizli¼gini yazal¬m.

i
00
� < "

�Z
��

��(u)du < "

�Z
��

��(u)du = "

d¬r. Di¼ger eşitsizlikler için ��(u) çift oldu¼gundan

i
0
� + i

000
� =

�Z
�

(jf(x0 + u)� f(x0)j + jf(x0 � u)� f(x0)j)��(u)du

� (2 jf(x0)j+ 2 kfk1)
 
sup
juj��

��(u)

!
(� � �)

d¬r ve periyodik yaklaş¬m birimi özelli¼gine göre lim
�!1

"
sup

����(u)��
��juj��

#
= 0 oldu¼gundan

sa¼g taraf¬n limiti s¬f¬rd¬r.Böylece,ispat tamamlan¬r.
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Önerme 4.1.6. f 2 L12� ve (4:1:3) integralinin çekirde¼gi ��(u) yaklaş¬m birimi

ise

her s 2 L12� için lim
�!�0

�Z
��

�
A�(f ;x)� f(x)

�
s(x)dx = 0 (4:1:11)

dir.

·Ispat: Yine (4:1:9) gerçeklenir ve her s 2 L12� ve 0 < � < � için Fubini teoremi

yard¬m¬yla������
�Z

��

�
A�(f ;x)� f(x)

�
s(x)dx

������ =
������ 12�

�Z
��

��(u)du

8<:
�Z

��

[f(x� u)� f(x)] s(x)dx

9=;
������

� 1
2�

0B@ Z
juj��

+

Z
��juj��

1CA����(u)�� du
������
�Z

��

f(x) [s(x+ u)� s(x)] dx

������
= I1 + I2

d¬r.

Ancak, s 2 L12� sürekli olmas¬ndan dolay¬, her " > 0 için bir � > 0 say¬s¬vard¬r ki

tüm juj � � için

ks(�+ u)� s(�)k1 � "

dir. Böylece

I1 � N sup
juj��

������
�Z

��

f(x) [s(x+ u)� s(x)] dx

������
� N kfk1 2�"

ve

I2 � 2 kfk1 ksk1
Z

��juj��

����(u)�� du
elde edilir. (4:1:7) nin ¬̧s¬¼g¬nda (4:1:11) in ispat¬tamamlan¬r.
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Tan¬m 4.1.7. ( Reel Eksende Yaklaş¬m Birimi).

� say¬lar kümesi, �0 bu kümenin y¬¼g¬lma noktas¬olsun. � 2 � parametresine ba¼gl¬ve

tüm reel eksende tan¬ml¬
�
��(t)

	
singular çekirdek fonksiyonuna, aşa¼g¬daki koşullar¬

sa¼glad¬¼g¬takdirde reel eksende Yaklaş¬m Birimi denir.

(i) ��(t) negatif olmayan çift fonksiyondur.

(ii) Her � 2 � için ;
1Z

�1

��(t)dt = 1

(iii) Her belirtilen � � 0 için, �! �0 iken

lim
�!�0

"
Sup
��jtj

��(t)

#
= 0 (4:1:12)

ve

lim
�!�0

1Z
�

��(t)dt = 0 (4:1:13)

Sonuç 3: Gauss-WeierstrassW�(x) çekirde¼gi Tan¬m 4:1:7 nin koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬n-

dan dolay¬Reel Eksende Yaklaş¬m Birimi olur.

Sonuç 4: Abel-Poisson A2(x) çekirde¼gi de Tan¬m 4:1:7 nin koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬ndan

dolay¬Reel eksende Yaklaş¬m Birimi olur.

4.2 L1 Uzay¬nda Süreklilik Modülü

L1 [a; b] uzay¬nda verilen bir fonksiyonun yap¬sal özelliklerini incelenemenin bir yolu

da süreklilik modülü ile yap¬labilmektedir. Bununla ilgili tan¬m ve teoremler aşa¼g¬da

verilmi̧stir.

Tan¬m 4.2.1. f 2 L1 olmak üzere,

!L1(f ; �) = sup
jtj��

1Z
�1

jf(x+ t)� f(x)j dx

= sup
jtj��

kf(x+ t)� f(x)kL1 , � > 0 (4:2:1)
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integraline f fonksiyonunun L1�süreklilik modülü denir.

Lemma 4.2.2. 0 < �1 � �2 olmak üzere,.

jt� xj < �2 aral¬k bölgesi jt� xj < �1 aral¬k bölgesinden daha büyüktür.

Burada,

!L1(f ; �1) = sup
jtj��1

kf(�+ t)� f(�)kL1 � sup
jtj��2

kf(�+ t)� f(�)kL1 = !L1(f ; �2)

oldu¼gu aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla, !L1(f ; �) monotonu artand¬r.

Lemma 4.2.3.

!L1(f; �) = sup
jtj��

1Z
�1

jf(x+ t)� f(x)j dx � 0

Süreklilik modülünün tan¬m¬¬̧s¬¼g¬nda , süreklilik modülü de¼gerinin negatif olmad¬¼g¬

aç¬kça görülmektedir.

Süreklilik modülünün özellikleri aşa¼g¬daki teoremlerde verilmi̧stir.

Teorem 4.2.3. f 2 L1 ise

lim
�!0
!L1(f; �) = 0 (4:2:2)

dir. (Hac¬yev,2003)

Teorem 4.2.4. m bir do¼gal say¬olmak üzere,

!L1(f ;m�) � m!L1(f ; �) (4:2:3)

dir.(Butzer&Nessel,1971)

� > 0 key� say¬oldu¼gunda,

!L1(f ;��) � (1 + �)!L1(f ; �) (4:2:4)

dir. (Korovkin,1960)

Lemma 4.2.5. f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ve �1 < �2 ise,

!L1 (f ; �2)

�2
� !L1 (f ; �1)

�1
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dir.

·Ispat:

!L1(f ; �2) = !L1(f ;
�1
�1
�2) = !L1(f ; �1

�2
�1
) � (1 + �2

�1
)!L1(f ; �1)

� 2 �2
�1
!L1(f ; �1)

elde edilir. Buradan

!L1 (f ; �2)

�2
� !L1 (f ; �1)

�1

olur ve ispat tamamlan¬r.

4.3 Lp Uzay¬nda Süreklilik Modülü

L1 uzay¬nda oldu¼gu gibi Lp uzay¬nda da süreklilik modülü tan¬mlanabilir. f 2 Lp
ise onun Lp süreklilik modülü !Lp(f ; �) sembolü ile gösterilir ve her pozitif � için

!Lp(f ; �) = sup
jtj��

(

1Z
�1

jf(x+ t)� f(x)jp dx)
1
p (4:3:1)

olarak tan¬mlan¬r. Bu ifadeyi

!Lp(f ; �) = sup
jtj��

kf(�+ t)� f(�)kp (4:3:2)

olarak da gösterebiliriz. Burada Lp normu � ile gösterilen de¼gi̧skene al¬nmaktad¬r.Bu

süreklilik modülünün de negatif olmayan, � ya göre monoton artan bir fonksiyon

oldu¼gu çok aç¬k biçimde görülmektedir. Bu süreklilik modülü ile ilgili teoremler aşa¼g¬-

dad¬r:

Teorem 4.3.1. f 2 LP ise

lim
�!0
!Lp(f ; �) = 0 (4:3:3)

dir. (Hac¬yev,2003)

Teorem 4.3.2. m do¼gal say¬olmak üzere,

!Lp(f ;m�) � m!Lp(f ; �) (4:3:4)
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dir. (Hac¬yev,2003)

Teorem 4.3.3. Key� pozitif � için

!Lp(f ;��) � (1 + �)!Lp(f ; �) (4:3:5)

dir. (Hac¬yev,2003)

4.4 L1 normunda yak¬nsakl¬k

Teorem 4.4.1. A�(f ;x) singular integral operatör ailesi L1(�1;1) uzay¬nda

dönüşüm yapan integral operatörleri veK�(t) çekirde¼gi de Tan¬m 4.1.7: de tan¬mlanan

de reel eksende yaklaş¬m birimi olsun.E¼ger

A�(f ;x) =

1Z
�1

f(t)K�(x� t)dt; �1 < x <1 (4:4:1)

ise

lim
�!�0

kA�(f ;x)� f(x)k1 = 0

d¬r.

·Ispat: Aç¬kça görülüyor ki,

jA�(f ;x)� f(x)j �
1Z

�1

jf(x+ t)� f(x)jK�(t)dt

dir.

K�(t) çift fonksiyon oldu¼gundan

jA�(f ;x)� f(x)j �
1Z
0

(jf(x+ t)� f(x)j+ jf(x� t)� f(x)j)K�(t)dt

dir. Eşitsizli¼gin her iki taraf¬nda L1 normuna geçersek,

kA�(f ;x)� f(x)k1 �
1Z

�1

(

1Z
0

(jf(x+ t)� f(x)j+ jf(x� t)� f(x)j)K�(t)dt)dx
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=

1Z
0

(

1Z
�1

(jf(x+ t)� f(x)j dx+
1Z

�1

(jf(x� t)� f(x)j dx)K�(t)dt

ve key� � > 0 için ;

kA�(f ;x)� f(x)k1 �
�Z
0

(

1Z
�1

(jf(x+ t)� f(x)j dx+
1Z

�1

(jf(x� t)� f(x)j dx)K�(t)dt

+

1Z
�

(

1Z
�1

(jf(x+ t)� f(x)j dx+
1Z

�1

(jf(x� t)� f(x)j dx)K�(t)dt

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Şimdi aç¬k bir şekilde;

1Z
�1

jf(x� t)� f(x)j dx �
1Z

�1

jf(x� t)j dx+
1Z

�1

jf(x)j dx � 2 kfk1

ve

sup
jtj��

1Z
�1

jf(x� t)� f(x)j dx = !L1(f; �)

bu ifadeleri dikkate ald¬¼g¬m¬zda,

kA�(f ;x)� f(x)k1 � 2!L1(f; �)
�Z
0

K�(t)dt+ 4 kfk1

1Z
�

K�(t)dt

� 2!L1(f; �) + 4 kfk1

1Z
�

K�(t)dt

elde edilir. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ifadelere bakt¬¼g¬m¬zda;

K�(t) çekirde¼ginin özelli¼ginden key� � > 0 için,

lim
�!�0

1Z
�

K�(t)dt = 0

dir.

Süreklilik modülü özelli¼ginden de lim
�!0
!L1(f ; �) = 0: dir.

Bu durumda eşitsizlikte önce �! �0 iken limit al¬p daha sonra � ! 0 ald¬¼g¬m¬zda,

56



lim
�!�0

kA�(f ;x)� f(x)k1 = 0

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Sonuç 4.4.2: f 2 L1 ise (3:5:5 ) formülü ile tan¬mlanm¬̧s Gauss-Weirstrass integrali

için

lim
�!1

kw�(f ;x)� f(x)k1 = 0

d¬r.

Sonuç 4.4.3: f 2 L1 ise (3:3:11) formülü ile tan¬mlanm¬̧s Abel-Poisson integrali

için

lim
�!0

ka�(f ;x)� f(x)k1 = 0

d¬r.

Teorem 4.4.4. A�(f ;x) singular integral operatör ailesi L1(��; �) uzay¬nda

dönüşüm yapan integral operatörleri veK�(t) çekirde¼gi de Tan¬m (4:1:4 ) de tan¬mlanan

de periyodik yaklaş¬m birimi olsun.E¼ger

A�(f ;x) =

�Z
��

f(t)K�(x� t)dt; (4:4:1)

ise

lim
�!�0

kA�(f ;x)� f(x)k1 = 0

d¬r.

·Ispat: Aç¬k olarak,

jA�(f ;x)� f(x)j �
�Z

��

jf(x+ t)� f(x)jK�(t)dt

dir ve

kA�(f ;x)� f(x)k1 �
�Z

��

(

�Z
��

jf(x+ t)� f(x)j dx)K�(t)dt

dir. L1(��; �) süreklilik modülünden,
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!L1 (f ; �) = sup
jtj��

�Z
��

jf(x+ t)� f(x)j dx

oldu¼gunu biliyoruz ve

�Z
��

jf(x+ t)� f(x)j dx � !L1 (f ; jtj)

dir. Bu durumda;

kA�(f ;x)� f(x)k1 �
�Z

��

!L1 (f ; jtj)K�(t)dt

elde edilir. Lemma (4:2:5) den

!L1 (f ; jtj) = !L1
�
f ; ��

jtj
��

�
�
�
jtj
��
+ 1
�
!L1 (f ; ��)

yazabiliriz. Buradan

kA�(f ;x)� f(x)k1 � !L1 (f ; ��) (
�Z

��

jtj
��
K�(t)dt+

�Z
��

K�(t)dt) (4:4:2)

= !L1 (f ; ��) (
1
��

�Z
��

jtjK�(t)dt+ 1)

elde edilir.

E¼ger g(t) = jtj olarak al¬rsak, L1 [��; �] üzerinde g(t+ 2�) = g(t) olur ve

A�(g; 0) =

�Z
��

jtjK�(t)dt

biçiminde yazabiliriz. g fonksiyonu x0 = 0 noktas¬nda sürekli oldu¼gundan Teorem

4:1:6 den dolay¬

lim
�!�0

A�(g; 0) = g(0) = 0

elde edilir. Böylece,

lim
�!�0

�Z
��

jtjK�(t)dt = 0

d¬r. E¼ger �� �y¬
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�� =

�Z
��

jtjK�(t)dt olarak al¬p (4:4:2) deki eşitsizlikte yerine yazd¬¼g¬m¬zda,

kA�(f ;x)� f(x)k1 � 2!L1 (f ; ��)

elde ederiz.Burada, � ! �0 iken �� ! 0 olmaktad¬r.Böylece Teorem (4:2:4) den

!L1 (f ; ��)! 0 oldu¼gunu söyleyebiliriz ve ispat tamamlan¬r.

Sonuç 4.4.5 : f 2 L1(��; �) ise (3:4:11) formülü ile tan¬mlanm¬̧s Fejer integrali

için

lim
n!1

k�n(f ;x)� f(x)k1 = 0

d¬r.

Sonuç 4.4.6 : f 2 L1(��; �) ise (3:2:21) formülü ile tan¬mlanm¬̧s Poisson integrali

için

lim
r!1

kPr(f ;x)� f(x)k1 = 0

d¬r.

4.5 Lp normunda yak¬nsakl¬k

Lp(�1;1) ve Lp(��; �) uzaylar¬n¬n yak¬nsakl¬k teoremlerini inceleyelim.

Teorem 4.5.1 : A�(f ;x) singular integral operatör ailesi Lp(�1;1) uzay¬nda

dönüşüm yapan integral operatörleri veK�(t) çekirde¼gi de Tan¬m 4.1.7. de tan¬mlanan

de reel eksende yaklaş¬m birimi olsun.E¼ger

A�(f ;x) =

1Z
�1

f(t)K�(x� t)dt; �1 < x <1 (4:5:1)

ise

lim
�!�0

kA�(f ;x)� f(x)kp = 0

d¬r.

·Ispat: x 2 (�1;1) olmak üzere,
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A�(f ;x)� f(x) �
1Z
0

[f(x+ t) + f(x� t)� 2f(x)]K�(t)dt

oldu¼gunu biliyoruz.Her iki taraf¬n x e göre mutlak de¼gerli Lp normunu al¬rsak,

kA�(f ;x)� f(x)kp � (
1Z

�1

(

������
1Z
0

[f(x+ t) + f(x� t)� 2f(x)]K�(t)dt

������)pdx) 1p
elde edilir ve Minkowsky integral eşitsizli¼gine göre,

kA�(f ;x)� f(x)kp � (
1Z
0

(

1Z
�1

jf(x+ t) + f(x� t)� 2f(x)j)pdx)
1
p )K�(t)dt

eşitsizli¼gini elde ederiz. Şimdi key� � > 0 için [0;1) aral¬¼g¬yerine [0; �) ve [�;1)

aral¬¼g¬n¬ald¬¼g¬m¬zda,

kA�(f ;x)� f(x)kp � (
�Z
0

(

1Z
�1

jf(x+ t) + f(x� t)� 2f(x)j)pdx)
1
p )K�(t)dt

+(

1Z
�

(

1Z
�1

jf(x+ t) + f(x� t)� 2f(x)j)pdx)
1
p )K�(t)dt

= i
0
� + i

"
� (4:5:2)

eşitsizli¼gini elde ederiz. Şimdi ise i
0
� terimini dikkate alal¬m, Minkowsky eşitsizli¼gin-

den

(

1Z
�1

jf(x+ t) + f(x� t)� 2f(x)j)pdx)
1
p � (

1Z
�1

jf(x+ t)� f(x)j)pdx)
1
p

+(

1Z
�1

jf(x� t)� f(x)j)pdx)
1
p

oldu¼gunu görüyoruz ve Lp -süreklilik modülünün tan¬m¬na göre

sup
jtj��

(

1Z
�1

jf(x+ t) + f(x� t)� f(x)j)pdx)
1
p � 2!Lp (f ; �)

eşitsizli¼gini yazabiliriz. Bu eşitsizli¼gi i
0
� integralinde yazarsak,
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i
0
� � 2!Lp (f ; �)

�Z
0

K�(t)dt � 2!Lp (f ; �) (4:5:3)

dir.

Şimdi i"� terimini alal¬m. Yine Minkowsky eşitsizli¼gine göre

(

1Z
�1

jf(x+ t) + f(x� t)� 2f(x)j)pdx)
1
p � (

1Z
�1

jf(x+ t)j)pdx)
1
p

+(

1Z
�1

jf(x� t)j)pdx)
1
p + 2(

1Z
�1

jf(x)j)pdx)
1
p

� 4 kfkp

dir. Buna göre;

i"� � 4 kfkp

�Z
0

K�(t)dt (4:5:4)

dir. (4:5:3) ve (4:5:4) eşitsizlikleri (4:5:2) de yerine yaz¬l¬rsa,

kA�(f ;x)� f(x)kp � 2!Lp (f ; �) + 4 kfkp

�Z
0

K�(t)dt

eşitsizli¼gi elde edilir. Key� � > 0 için

lim
�!�0

1Z
�

K�(t)dt = 0

oldu¼gunu biliyoruz. Buna göre,

lim
�!�0

kA�(f ;x)� f(x)kp � 2!Lp (f ; �)

olur.

Şimdi � ! 0 iken

lim
�!�0

kA�(f ;x)� f(x)kp = 0

d¬r ve ispat tamamlan¬r.
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Sonuç 4.5.1: f 2 Lp(�1;1) ise, Abel-Poisson a�(f; x) integrali için

lim
�!1

ka�(f ;x)� f(x)kp = 0

d¬r.

Sonuç 4.5.2: f 2 Lp(�1;1) ise, Gauss-Weierstrass u�(f ;x) integral operatörü

için

lim
�!1

ku�(f ;x)� f(x)kp = 0

d¬r.

Şimdi ise Lp(��; �) periyodik fonksiyonlar uzay¬nda norm yak¬nsakl¬¼g¬n¬inceleyelim.

Tan¬m 4.5.2: Bu uzayda Lp�süreklilik modülü tan¬m¬

!Lp(f ; �) = sup
jtj��

(

�Z
��

jf(x+ t)� f(x)jp dx)
1
p

şeklindedir.

Teorem 4.5.3: A�(f ;x) singular integral operatör ailesi Lp(��; �) uzay¬nda

dönüşüm yapan integral operatörleri veK�(t) çekirde¼gi de Tan¬m 4:1:4: de tan¬mlanan

de periyodik yaklaş¬m birimi olsun. E¼ger

A�(f ;x) =

�Z
��

f(t)K�(x� t)dt; (4:5:5)

ise

lim
�!�0

kA�(f ;x)� f(x)kp = 0

d¬r.

·Ispat: Burada ,

jA�(f ;x)� f(x)j �
�Z

��

jf(x+ t)� f(x)jK�(t)dt

oldu¼gu aç¬kt¬r. Burada eşitsizli¼gin her iki taraf¬nda Lp norm¬nuna geçersek,
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kA�(f ;x)� f(x)kp � (
�Z

��

(

������
�Z

��

jf(x+ t)� f(x)jK�(t)dt

������)pdx) 1p
olur. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na ise Lp -süreklilik modülü ve Minkowsky eşitsizli¼gini

uygulad¬¼g¬m¬zda,

kA�(f ;x)� f(x)k �
�Z

��

!Lp(f ; jtj)K�(t)dt (4:5:6)

elde edilir. Key� �� için,

!Lp(f ; jtj) � (
jtj
��
+ 1)!Lp(f ; ��)

olur. Bu eşitsizli¼gi (4:5:6) daki eşitzlikte yerine yazd¬¼g¬m¬zda,

kA�(f ;x)� f(x)k �
�Z

��

!Lp(f ; jtj)K�(t)dt � !Lp(f ; ��)( 1��

�Z
��

jtjK�(t)dt+ 1)

elde ederiz.

E¼ger �� y¬ �� =

�Z
��

jtjK�(t)dt olarak seçersek, K�(t) çift fonksiyon oldu¼gundan

�� = 2

�Z
0

tK�(t)dt olarak yaz¬l¬r.

Key� pozitif � için

�� = 2

�Z
0

tK�(t)dt+ 2

�Z
�

tK�(t)dt

� 2�
�Z

��

K�(t)dt+ 2sup
t��
K�(t)

� 2� + 2�sup
t��
K�(t):

K�(t) çekirde¼ginin özelli¼gine göre key� � � 0 için

lim
�!�0

(sup
t��
K�(t)) = 0

oldu¼gundan
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0 � lim
�!�0

�� � 2�

d¬r. � ! 0 iken limit al¬n¬rsa,

lim
�!�0

�� = 0

olur. Bu da �� ! 0 iken !Lp(f ; ��)! 0 oldu¼gundan ispat¬tamamlar.

Sonuç 4.5.3: f 2 Lp(��; �) ise, Pr(f ;x) Poisson integrali için

lim
r!1

kPr(f ;x)� f(x)kp = 0

d¬r.

Sonuç 4.5.4: f 2 Lp(��; �) ise, �n(f ;x) Fejer integrali için

lim
n!1

k�n(f ;x)� f(x)kp = 0

d¬r.
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5. KONVOLÜSYON T·IPL·I S·INGULAR ·INTEGRAL OPERATÖR-

LER·IN·IN YAKLAŞIM HIZI

B�(f ;x) =

�Z
��

f(x� u){�(u)du

ifadesinde, {�(u) çekirde¼gi periyodik yaklaş¬m birimi olmak üzere, konvolüsyon tipli

singular integral operatör ailesinin L1(��; �) uzay¬nda f fonksiyonuna L1 nor-

munda yak¬nsak oldu¼gu Teorem 4.4.4. ile verilmi̧stir. Bu bölümde de yaklaş¬mlar

teorisinin di¼ger önemli bir problemi olan konvolüsyon tipli singular integral oper-

atörünün L1 normunda yaklaş¬m h¬z¬incelenmi̧stir. Bu durumda,

(��) = kB�(f ;x)� f(x)k1

ifadesi bir s¬f¬r ailesidir. Yani

lim
�!�0

�� = 0

d¬r. E¼ger

lim
�!�0

�� = 0 ve lim
�!�0

��
��
= E;

E reel say¬s¬sabit olacak şekilde bir (��) s¬f¬r ailesi bulunabilirse, bu durumda

(��) = kB�(f ;x)� f(x)k1 = O (��)

olur.

Burada; B�(f ; �) operatör ailesinin f fonksiyonuna yak¬nsama h¬z¬n¬n, (��) s¬f¬r

ailesinin s¬f¬ra yak¬nsama h¬z¬na denk oldu¼gunu sayabiliriz. Bu ise yaklaş¬mlar teorisinin

ikinci temel probleminin çözümü için yukar¬daki koşullar¬sa¼glayan uygun bir (��)

s¬f¬r ailesinin bulunmas¬gerekti¼gini gösterir.

Böyle bir s¬f¬r ailesini elde edebilmek için f 2 L1(��; �) fonksiyonunun

8� > 0 için

!L1(f ; �) = sup
juj��

�Z
��

jf(x+ u)� f(x)j dx
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L1(��; �) uzay¬nda süreklilik modülünü ele alal¬m.Bu süreklilik modulünü kulla-

narak yak¬nsakl¬k h¬z¬n¬aşa¼g¬daki teoremle ifade edebiliriz.

Teorem 5.1.1. jf(x)j < g(x); g 2 L1(��; �) eşitsizli¼gini sa¼glayan her f 2

L1(��; �) için {�(u) negatif olmayan,
�Z

��

{�(u)du = 1 koşulunu sa¼glayan çift fonksiyon ve

�� =

�Z
��

juj{�(u)du

olmak üzere, �! �0 için �� ! 0 olsun.

B�(f ;x) =

�Z
��

f(x+ u){�(u)du

integral operatörü için

kB�f � fk1 � 2!L1(f ; ��)

d¬r.

·Ispat: Öncelikle

B�(f ;x)� f(x)

fark¬n¬ele alal¬m.

jB�(f ;x)� f(x)j �
�Z

��

jf(x+ u)� f(x)j{�(u)du

ve eşitsizli¼gin her iki taraf¬nda L1(��; �) normuna geçersek

kB�(f ;x)� f(x)k1 �
�Z

��

(

�Z
��

jf(x+ u)� f(x)j{�(u)du)dx

Fubini Teoreminden

kB�(f ;x)� f(x)k1 �
�Z

��

(

�Z
��

jf(x+ u)� f(x)j dx){�(u)du (5:1:1)

yazabiliriz.L1(��; �) uzay¬nda süreklilik modülü
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!L1(f ; �) = sup
juj��

�Z
��

jf(x+ u)� f(x)j dx

oldu¼gundan

�Z
��

jf(x+ u)� f(x)j dx � !L1(f ; juj)

yazabiliriz. Buna göre;

kB�(f ;x)� f(x)k1 �
�Z

��

!L1(f ; juj){�(u)du

d¬r. Süreklilik modülü Teorem 4.2.4. de verilen özelli¼ginden key��� dizisi al¬rsak,

!L1(f ; juj) = !L1(f ;
juj
��
��) � ( juj�� + 1)!L1(f ; ��)

eşitsizli¼gini yazabiliriz. Buna göre;

kB�(f ;x)� f(x)k1 � !L1(f ; ��)(

�Z
��

juj
��
{�(u)du+

�Z
��

{�(u)du)

= !L1(f ; ��)(
1
��

�Z
��

juj{�(u)du+ 1) (5:1:2)

d¬r.

Burada g(u) = juj ; g(u+ 2�) = g(u) fonksiyonunu al¬rsak g 2 L1(��; �) dir ve

B�(g; 0) =

�Z
��

juj{�(u)du olur.

Böylece, g fonksiyonu x0 = 0 noktas¬nda sürekli oldu¼gu için Teorem 4.1.6 den dolay¬

lim
�!�0

�Z
��

juj{�(u)du = 0

d¬r. Şimdi s¬f¬r dizisini
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�Z
��

juj{�(u)du = ��

şeklinde al¬rsak,

�! �0 için �� =

�Z
��

juj{�(u)du! 0 d¬r.

Yukar¬daki (5.1.2) eşitsizli¼ginde �� �yi yerine yazarsak,

kB�(f ;x)� f(x)k1 � !L1(f;��)(
1
��
�� + 1)

= 2:!L1(f;��)

sonucuna ulaş¬l¬r.

Buradan, B�(f ;x)� f(x) fark¬n¬n s¬f¬ra yak¬nsama h¬z¬n¬n ve dolay¬s¬yla

B�(f ;x) =

�Z
��

f(x+ u){�(u)du

integral operatör ailesinin f fonksiyonuna yak¬nsama h¬z¬n¬n (!L1(f ; ��)) s¬f¬r

ailesinin s¬f¬ra yak¬nsama h¬z¬ndan daha yavaş olamayaca¼g¬n¬gösterir.
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