ANKARA UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

DOKTORA TEZi

RIEMANN MANIFOLDLARI UZERINDE EGRILER VE MANYETIK
YORUNGELER

Osman ATES

MATEMATIK ANABILIM DALI

ANKARA
2020

Her hakki sakhdir



OZET

Doktora Tezi

RIEMANN MANIFOLDLARI UZERINDE EGRILER VE MANYETIK
YORUNGELER

Osman ATES

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Ismail GOK

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Ilk boélim giris kismina ayrilmistir. Ikinci boliimde,
caligma boyunca kullanacagimiz temel kavramlar hatirlatilmigtar.

Ugiincii boliimde; R x S* carpim uzayinda J-yoriinge egrilerinin hareket denklemleri elde
edilmigtir. 3-kiire iizerindeki izdiigiim egrileri, Legendre egri olan J-yoriingelerin periyo-
dikligi ¢ahigilmigtir ve bir periyodik olma kriteri belirlenmigtir. Ayrica, bir J-yoriingenin
3-kiire iizerine izdiisim egrisinin kontak agisi elde edilmistir.

Dordiincii boliimde; R x S? carpim manifoldu {izerindeki J-yoriinge egrilerinin, 3-kiire
tizerinde yatan bilegseninin dinamikleri aragtirilmigtir. Hopf fibrasyon yardimiyla, 2-kiire
tizerindeki izdiisiim egrilerinin ¢ok sayida geometrik 6zelligi elde edilmisgtir ve Mathematica
programiyla izdiisiim egrilerinin bazi ¢rnekleri verilmigtir. Bu izdiigiim egrileri 3-boyutlu
Oklid uzayinda ele alinmistir ve izdiisiim egrilerinin egriligi ve torsiyonu belirlenmistir.
Ayrica uzay egrilerinin temel teoreminden, bu iki karakteristik bir egri tanimlar ve Math-
ematica programiyla, bu izdiigiim egrilerin bazi ¢rnekleri ¢izilmigtir. Son olarak, 2-kiire
iizerindeki izdiigiim egrilerinin Hopf déniigiimii yardimiyla tam lift olarak tanimlanan, 3-
kiire iizerindeki Hopf tiipler incelenmistir. 3-kiire iizerindeki egrilerin, izdiistim egrileri
tarafindan tamimlanan Hopf tiip iizerinde geodezik olmasi icin gerek ve yeter sartin bu
egrilerin Legendre egri olmasi oldugu ispatlanmaistir.

Besinci boliimde; yapilan ¢aligmalar ile ilgili sonuglarin analizine yer verilmigtir.

Haziran 2020, 64 sayfa

Anahtar Kelimeler: Manyetik egri, Legendre egri, Kontak manifold, Hopf fibrasyon,
Hopf tiip, J-yoriinge

ii



ABSTRACT

Ph.D. Thesis

CURVES AND MAGNETIC TRAJECTORIES ON RIEMANNIAN MANIFOLDS

Osman ATES

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
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This thesis consist of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In
the second chapter, basic concepts that we will use throughout the work are recalled.

In chapter three; the equations of motion for a J-trajectory are founded in the product
space R x S®. The periodicity of J-trajectories whose projection on the 3-sphere is a
Legendre curve are studied and a periodicity criterion is founded. Moreover, the contact
angle for the projection on 3-sphere of a J-trajectory is obtained.

In chapter four; the dynamics of the 3-sphere-component of a J-trajectory are investigated
in product manifolds R x S3. Several geometric properties are obtained for the projection
curve on 2-sphere via the Hopf fibration and some examples of the projection curve are
generated with Mathematica. The projection curve is regarded in 3-dimension Euclidean
space and determined its curvature and torsion. Using the fundamental theorem of curves
in space, these two characteristics define a curve and some examples of the projection
curve are plotted with a Mathematica program. Finally, The Hopf tubes on the 3-sphere,
defined as the complete lift via the Hopf map of the projection curve on the 2-sphere, are
investigated. It is also proved that the curves in 3-sphere are geodesics on the Hopf tubes
over the projection curve on the 2-sphere if and only if they are Legendre curves.

In chapter five; the analysis of the results considered in previous chapters are given.
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Key Words: Magnetic curve, Legendre curve, Contact manifold, Hopf fibration, Hopf
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1. GIRIiS

Manyetik alanlarin ve farkli manifoldlar iizerinde tanimlanan manyetik alanlarla
iligkili manyetik egrilerin incelenmesi, diferensiyel geometri ve fizik alanlarindaki
onemli aragtirma konularindandir. Riemann manifoldlar tizerindeki manyetik egriler,
manyetik alan etkisiyle bu manifold iizerinde hareket eden yiiklii parcaciklarin yoriin-
geleridir. Ozel olarak; manyetik alanin yoklugunda, manyetik egriler serbest diisme
hareketi yapan parcaciklarin yoriingeleridir. Diger bir ifadeyle, i¢inde bulunduk-
lar1 uzaymn geodezikleridir. Manifold iizerinde tanimli olan kapal 2-form, ¢ yiiklii
parcacigl etkileyen Lorentz kuvveti ile iligkili bir manyetik alan tanimlar. Dinamik

sistemin bir manyetik yoriingesi
Vv =qPy

Lorentz denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Farkli uzaylardaki, manyetik egrilerin geometrisi, bir¢cok aragtirmaci tarafindan yogun
bir gekilde incelenmistir. 2-boyutlu uzayda, paralel Lorentz kuvvetine kargilik gelen

manyetik yoriingeler, Comtet ve Sunada tarafindan elde edilmigtir. Comtet, sabit

bir manyetik alan igerisinde hiperbolik diizlemde hareket eden yiiklii bir parcacigin

klasik ve quantum mekanigini incelemigtir (Comtet 1987). Sunada, S? kiiresi ve

hiperbolik yiizeyler {izerinde manyetik alan etkisi altindaki yiiklii parcaciklarin yoriin-
gelerini belirlemis ve karakterizasyonlarimi vermistir (Sunada 1993). Adachi, Kéhler

manifoldlarinda Kéhler manyetik egrileri simiflandirmigtir (Adachi 1994). Cabrerizo

ise 3-boyutlu Sasaki manifoldlarinda manyetik alanlar aragtirmigtir (Cabrerizo vd.

2009). 3-boyutlu Minkowski uzayinda ve kontak manifoldlarda Killing vektor alaniyla
verilen manyetik egrilerin siniflandirilmas: Calvaruso, Druta-Romaniuc ve Munteanu

tarafindan yapilmigtir (Calvaruso vd. 2015), (Druta-Romaniuc ve Munteanu 2013).

Diger taraftan Barros vd. 3-boyutlu manifoldlarda, Killing manyetik alanlari ile ilgili

manyetik yoriingeleri, varyasyonel problemin sonucu olarak elde etmigtir (Barros vd.

2007). Ayrica, Killing manyetik yoriingelerin siniflandirilmasi, Druta-Romaniuc ve

Munteanu tarafindan sirasiyla £ ve S? x R uzaylarinda verilmigtir (Druta-Romaniuc

ve Munteanu 2011), (Munteanu ve Nistor 2012).
1



Bu konsepti, diger uzaylara genigletmek istiyorsak, manifoldlar ve bu manifold-
larin teget vektor uzaylar1 arasindaki iligki goz oniine alinmahdir. Bu baglamda,
kiire yiizeyleri bu manifoldlar arasinda énemli rol oynar. Kiire yiizeylerinin normal
vektorlerinin, orjin boyunca olmasi ve ayni topolojiye sahip sabit ortalama egrilik
yiizeyleri boyunca diizgiin bir deformasyona sahip olmasi, kiire yiizeylerini énemli
kilmigtir. Farkli uzaylarda, manyetik alanlara karsilik gelen manyetik yoriingelerin
simiflandirilmasindan elde edilen tiim bu sonuglara bakildiginda, 3-boyutlu kiire
yiizeyi tizerinde manyetik egriler hakkinda ¢ok az bilgiye sahip olundugu goriilmek-

tedir.

R x S* uzay, teorik fizik alaninda biiyiik ilgi goren, ayn1 zamanda Lorentz metrigi
ile donatilmis olan bir uzaydir. Ornegin; Adam, R x S* carpim manifoldunda S?
degerli birim vektor alanini iceren alan teorilerini incelemistir (Adam 2006). Dari-
escu, calismasinda R x S® uzay1 icindeki fiziksel sistemlerin énemini vurgulamistir.
Ayrica, alan teorilerinin incelenmesinde ve R x S uzaymin diger ézelliklerinin etki-

leri hakkinda daha fazla ayrint1 verilmigtir (Dariescu 1996).

Bir (M, g, J) Kahler manifoldu iizerinde tamimlanan ;(-,-) = g(J-,-) ikinci temel
formu kapalidir ve boylece bu temel form bir Kihler manyetik alan tanimlar. 2,
ikinci temel formuna gore, Lorentz kuvveti J oldugundan, g # 0 olmak iizere, M

manifoldu iizerinde bir Kéhler manyetik egri

Vv =aly (1.1)

Lorentz denkleminin bir ¢oziimiidiir.

R x S* carpim manifoldu ise bir Kihler manifold degildir. Yani, g metrigi ve J komp-
leks yapist ile verilen ikinci temel form §; kapali olmadigindan R x S* manifoldu
tizerinde bir manyetik alan tanimlamaz, fakat R x S* manifoldu iizerinde J-yoriinge

egrileri (1.1) diferensiyel denklemini saglayan egriler olarak tanimlanabilir.
2



Sekil 1.1 Hopf fibrasyon

S? kiiresinin 4-boyutlu uzayda daha iyi anlasilmasi icin uzayn dairelerle nasil doldu-
ruldugunu aciklayalim ve fibrasyon kavramindan bahsedelim; 4-boyutlu uzayda ori-
jine birim uzaklikta olan noktalar kiimesinin geometrik yeri S kiiresini verir. S3
birim kiiresi, 4-boyutlu uzayda 2-boyutlu kompleks diizlemde, orijinden gecen her
bir kompleks dogru icin dairelerle doldurulmustur ve bu dairelerin kesistigi diisiiniilse
de 4-boyutta bu diisiince yanhstir. Kiirenin dairelere boliindiigii Hopf tarafindan
kesfedilmistir ve buna Hopf fibrasyon adi verilir. Hopf fibrasyonun goriintiilen-
mesi Alvarez tarafindan ayrintili bir sekilde arastirilmigtir. Bunun bir 6rnegi Sekil
1.1 de verilmistir (Alvarez vd. 2008).

Hopf fibrasyon kavrami, ilk olarak 1931 yilinda Hopf tarafindan tanimlanmisgtir.
Hopf , S? kiiresinin iiciincii homotopi grubunu belirlemek istemis ve giiniimiizde Hopf
fibrasyon olarak adlandirilan, S? kiiresinden S? kiiresine tanmimladigi, bir doniistim
yardimiyla bu grubun bos kiimeden farkli oldugunu géstermistir. Aymi fikir, dalga
mekanigi iizerinde ¢alisan Dirac tarafindan da ortaya atilmigtir. Dirac manyetik bir
tek kutup alaninda kuantum mekanik hareketini incelemistir. Hopf fibrasyonun bazi
teorik fizik konularindaki uygulamalar:; iki seviyeli kuantum sistemleri, iki boyutlu
izotropik harmonik osulator, Taub-nut uzayi, Twistor teorisi, helisite gosterimleri,
Dirac’in tek kutup kuantizasyonu veya Dirac esitligi ve Dirac operatorii olarak gos-

terilebilir (Urbantke 2003).
S = {(zw) eC*: [2]*+ |u|* =1}

= (2,y,u,v) €ER*: 2® +9* +u® +0* =1}
3



seklinde tanimlanan S* kiireyi gorsellestirmek icin stereografik izdiistimii kullanabili-
riz. R? reel uzayinda N = (0,0, 1, 0) noktasim S? kiiresinin kuzey kutubu olarak goz
oniine alalm. (0,0, —1,0) giiney kutup noktasindaki teget diizleme N noktasindan
izdiisiim alimirsa (x,y,u,v) € S* noktasi, (a, b, —1, ¢) izdiigiim noktasi ve N noktasi

dogrusal olur. Dolayisiyla,

2 2 2
7: SP\N — R, W(x,y,u,v):( T Y Y >,

l—u'l—u'1-u

elde edilir. S* kiiresinden bir nokta c¢ikarilirsa 3-boyutlu uzayla temsil edilebilir.
Kompleks dogrular, S? kiiresindeki noktalarla tanimlanmak iizere S? kiiresindeki her
nokta icin bir cember elde edilir. Tiim bu cemberler S? kiiresini doldururlar ve S3
kiiresindeki her nokta yalniz bir cembere ait olup S? kiiresindeki bir noktay1 belirler.
Boylece S? kiiresinin tizerinde, S* kiiresinin izdiistimiine benzer bir sekil elde edilir.
Sonug olarak S? {izerindeki her noktanin, S! ¢emberi olan bir lif(fibre) oldugunu ve
bu fibrasyonun tiim uzaym S* kiiresi oldugu sylenebilir.

R x S* carpim manifoldu {izerindeki J-yoriinge egrileri, matematik ve teorik fizik
etkilesimi igerisinde yer alir. Ayni zamanda, hemen hemen Hermityen manifold
tizerinde J-yoriinge egrileri manyetik alanlari, dolayisiyla geodezikleri genellestirir.
Bu tez calismasinda; R x S* carpim uzaymda J-yoriinge egrilerinin hareket denk-
lemleri elde edilmistir. S? kiiresi {izerindeki izdiisiim egrileri Legendre egri olan
J-yoriingelerin, periyodik olma kriterleri belirlenmistir. Ayrica J-yoriingelerin S3
kiiresi tizerine izdiisiim egrilerinin kontak acilar1 incelenmistir. Diger taraftan; R x S?
carpim manifoldu tizerindeki .J-yoriinge egrilerinin, S? kiiresi iizerinde yatan bileseninin
dinamikleri arastirilmistir. Hopf fibrasyon yardimiyla, S? kiiresi tizerindeki izdiistim
egrilerinin ¢ok sayida geometrik zeligi elde edilmistir. Bu izdiistim egrileri E® uza-
yinda ele alinmigtir ve izdiisiim egrilerinin egriligi ve torsiyonu belirlenmistir. Ayrica,
uzay egrilerinin temel teoreminden, bu iki karakteristik, bir egri tanimlar ve Math-
ematica programiyla bu izdiisiim egrilerin bazi ¢rnekleri ¢izilmigtir. Son olarak,
S? kiiresi tizerindeki izdiistim egrilerinin Hopf doniistimii yardimiyla tam lift olarak
tanimlanan S? kiiresi tizerindeki Hopf tiipler incelenmistir. S* kiiresi iizerindeki egri-
lerin, izdiistim egrileri iizerine tanimlanan Hopf tiip tizerinde geodezik olmasi i¢in

gerek ve yeter sartin bu egrilerin Legendre egri olmasi oldugu ispatlanmigtir.
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2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Tanim 2.1 Bir M manifoldu tizerinde tamimh (0,2) tipinde bir
9 X(M) x x(M) — C%(M,R)

metrik tensor, simetrik, bi-lineer ve pozitif tanimlhlik 6zeliklerini sagliyor ise g metrik
tensoriine M manifoldu {izerinde tanimh bir Riemann metrigi denir (Hacisalihoglu

1980).

Tanim 2.2 M, bir manifold olsun. M f{izerinde bir ¢ Riemann metrigi tanim-
lanabiliyor ise (M, g) ikilisine bir "Riemann manifoldu" adi verilir. Eger, g Rie-
mann metrigi pozitif tanmimhilik aksiyomu yerine non-dejenere aksiyomunu sagliyor
ise (M, g) ikilisine bir yar: Riemann manifoldu denir

(Hacisalihoglu 1980).

Tanmim 2.3 M bir Riemann manifoldu ve M manifoldu iizerinde tanimh bir Rie-
mann koneksiyonu V olsun. V koneksiyonunun M manifolduna ait bir bolge iize-

rinde tammli olan

Vi x(M)xx(M) — x(M)
(X,Y) — V(X,Y)=VyY

bi-lineer déniistimii VX,Y, Z € x(M) ve Vf € C*(M,R) igin

i) Vx(Y+2)=VyY +VyZ
it) VxiyZ=VxZ+VyZ

i) VixY = fVxY

) Vx(fY)=fVxY + X(f)Y

ozeliklerini sagliyor ise V doniigiimiine M manifoldu iizerinde tanimh bir afin

koneksiyon veya kovaryant tiirev adi verilir (Hacisalihoglu 2003).

Tanim 2.4 (M, g) bir Riemann manifoldu ve M manifoldu iizerinde tanimli olan
bir afin koneksiyon V olsun. VXY, Z € x(M) olmak iizere V doniigiimi,

i) Sifir torsiyon ozeligi: VxY — Vy X = [X Y]
5



ii) Koneksiyonun metrikle bagdasabilme ozeligi: X¢(Y, Z) = ¢(VxY, Z)+g(Y,VxZ)
kogullarini sagliyor ise, V doniigiimiine M manifoldu iizerinde tanimlh bir Riemann

koneksiyonu veya M manifoldunun Levi — Civita koneksiyonu adi verilir (Hacisal-

ihoglu 2003).
Tanim 2.5 M bir C*° manifold ve I C R bir acik aralik olsun.
y:ICR—-M

doniisiimii diferensiyellenebilir ise v egrisine M manifoldu iizerinde bir di f erensiyellenebilir

egri denir (Hacisalihoglu 2003).

Tanim 2.6 E”, n-boyutlu Oklid uzaymda bir v egrisi (I,v) koordinat komsulugu
ile verilsin. v : I ¢ R — E" fonksiyonunun Oklidyen koordinat fonksiyonlar:

Y1s V2, V3---, ¥, Olmak tizere

Y = (Y1,Y25 0 W)y V() EM
vy 011 Ova O,

bicimindedir. v'(¢) tanjant vektoriine, v egrisinin ¢ € I parametre degerine karsilik
gelen 7(t) noktasinda, (/,~) koordinat komsuluguna gore hiz vektorii denir.

||’7,(S)H = 1 olmasi1 durumunda ise v egrisine (I,7) koordinat komsuluguna gore
birim hizli egri denir. Bu durumda, egrinin s € I parametresine yay parametresi

ad1 verilir (Hacisalihoglu 2003).

Tanim 2.7 r > 1 bir olmak iizere v egrisi M manifoldu iizerinde oskiilatér mer-

tebesi r olan bir Frenet egrisi olsun. Bu durumda 7 egrisinin Frenet elemanlar:

{T - rIYv Viy .oy VT—l}

VTT == K1V,
Vv = —kiT + Ko,
(2.1)
VTVJ' = —KjVj + Rj+1Vj+1 j = 2, N 2,
Vv, = —Rr_1Vr—2,

seklinde gosterilir. Burada k1, Ko, ..., k,—1 pozitif € fonksiyonlardir ve r; ile ~y
egrisinin j-inci egriligi gosterilmektedir (Hacisalihoglu 2003).
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2.1 Kontak Metrik Manifold

Tamim 2.8 M manifoldu, (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun.

Bu manifold iizerinde alinan her noktada

nA(dn)" #0

sartini saglayan bir n diferensiyel 1-formu mevcut ise n formuna kontak form, (M,n)

ikilisine ise kontak manifold denir (Blair 1976).
Tanim 2.9 (2n+1)-boyutlu bir (M,n) kontak manifoldu verilsin. Bu durumda,
D ={X e x(M):n(X) =0}

seklinde tamimh D ciimlesine M kontak manifoldunun kontak dagilema (distribution)

adi verilir (Blair 1976).

Tanim 2.10 (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir A/ manifoldu verilsin.
¢+ x(M) lneer x(M)

(1,1) tipinden bir tensor alani, £ bir vektor alani ve

n = x(M) dif.bilir C>*(M,R)

—_—

formu da M manifoldu tizerinde tanimh bir diferensiyel form olmak iizere,

VX € x(M) i¢in (p,§,n) yapisy;
n(€) =1wve p*(X) = =X +n(X)¢ (2.2)

sartlarin sagliyor ise (¢, &, n) yapisina bir hemen hemen kontak yap, (M, @,&,n)

manifolduna ise hemen hemen kontak manifold denir (Blair 1976).

Tanim 2.11 M hemen hemen kontak manifoldu tizerinde X # ¢ vektor alani igin,

n(&) =1, dn(§,X)=0 (2.3)

olacak sekilde bir tek & € x (M) vektor alan1 mevcut ise £ vektor alanmna karakteristik
vektor alam ya da Reeb vektor alam adi verilir (Blair 1976).
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Sonug 2.1 (2n+1)-boyutlu (M, ¢, &, n) hemen hemen kontak manifoldu iizerinde

p€) = 0
nop = 0 (2.4)
ranky = 2n

esitlikleri saglanir (Yano ve Kon 1984).

Tamim 2.12 (2n+1)-boyutlu bir M hemen hemen kontak manifoldu iizerinde taniml,
VXY, € € x(M) igin
n(X) = g(X,¢) (2.5)
ve
9(pX, Y) = g(X,Y) = n(X)n(Y) (2.6)
sartlarini saglayan bir g metrigi mevcut ise (¢, &, 17, g) yapisina hemen hemen kontak

metrik yapr, (M, ¢, &, n, g) manifolduna ise hemen hemen kontak metrik manifold

adi verilir (Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.1 (2n+1)-boyutlu M hemen hemen kontak manifoldu iizerinde,

g(eX,pY) = g(X,Y) = n(X)n(Y)

bigiminde bir g Riemann metrigi daima tanimlanabilir (Yano ve Kon 1984).

Sonug 2.2 M, (2n+1)-boyutlu hemen hemen kontak metrik manifold olmak iizere,
VX,Y € x(M) igin

9(eX,Y) = —g(X, ¢Y) (2.7)
esitligi mevcuttur. Bu esitlik ise, ¢ tensor alaninin g metrik tensoriine gore anti-

simetrik bir tensor alani oldugunu gosterir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.13 (M, p, &, 1, g) hemen hemen kontak metrik manifoldu olsun.
VX,Y € x(M) vektor alanlar: i¢in

Q(X,Y) = g(pX,Y)

bigiminde taniml €2 -formuna (¢, £, 7, g) hemen hemen kontak metrik yapinin Temel

2 — formu denir (Yano ve Kon 1984).



Tanim 2.14 (2n+1)-boyutlu bir A hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin.

VX,Y € x(M) vektor alanlar igin
2dn(X,Y) = Xn(Y) = Yn(X) —n([X,Y] (2.8)
esitligi gergeklenir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.15 (2n+1)-boyutlu bir M hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin.

VX,Y € x(M) vektor alanlar igin
Q(X,Y) = dy(X,Y) (2.9

esitligi saglaniyor ise (p,&,n, g) yapisina kontak metrik yapi, (M, ¢,&,n,g) mani-

folduna ise kontak metrik manifold denir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.16 M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Eger Vp € M noktasi icin
J? = —I olacak bigimde T,M tanjant uzaymmn bir J endomorfizmi mevcut ise,
M manifoldu tizerindeki J tensor alanina hemen hemen kompleks yapr denir. J
hemen hemen kompleks yapist ile verilen M manifolduna ise hemen hemen kompleks

mani fold ad1 verilir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.17 M manifoldu, J hemen hemen kompleks yapisi ile verilen hemen
hemen kompleks manifold ve g ise M manifoldu tizerinde bir Riemann metrik olmak
tizere, VX,Y € x(M) igin

g(JX,JY) =9g(X,)Y)

ise (J, g) yapisina hemen hemen Hermityen yapr, M manifolduna ise hemen hemen

Hermityen manifold ad1 verilir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.18 (M, J, g) hemen hemen Hermityen manifold olsun. VX, Y € x(M)

vektor alanlar igin

QX,Y) =g(X,JY)

bigiminde tanimhli ) -formuna M hemen hemen Hermityen manifold iizerinde bir
Kahler form adi verilir (Yano ve Kon 1984).
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Tanim 2.19 (M, J, g) hemen hemen Hermityen manifold olsun. M iizerinde taniml
Q) Kihler form kapali, yani dQ = 0 ise M manifolduna Kihler manifold ad1 verilir
(Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.2 M manifoldu, J hemen hemen kompleks yapisi ile verilen hemen
hemen kompleks manifold olsun. ¢ metrigi M manifoldu iizerinde bir Riemann
metrik ve V, M manifoldu iizerinde Levi-Civita koneksiyonu olmak {izere asagida

verilen onermeler
i) g bir Kdhler metriktir.

ii) d2 = 0.
iii) V.J = 0.
denktir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.20 F, M manifoldu iizerinde (1,1)-tipinde tensér alani olmak iizere,

VX,Y € x(M) vektor alanlar igin
Np: x(M)xx(M) —  x(M)

(X,Y) — Np(X,Y)

Np(X,Y) = F?[X,Y]+[FX,FY]
~F[FX,Y] - F[X,FY]

seklinde bir (1,2)-tensér alam tamimlanabilir. Bu N tensor alanma Nijenhuis

tensor alant denir.

F = ¢ alir ise ¢ tensor alaninin

Nijenhuis torsiyon tensorii tanimlanir.

F = J alnir ise J hemen hemen kompleks yapisinin
N;(X,)Y)=-[X, Y]+ [JX,JY] - JJX,Y]| - JX,JY] (2.11)

Nijenhuis torsiyon tensorii tanimlanir (Yano ve Kon 1984).
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Tanim 2.21 (2n+1)-boyutlu bir A/ hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin.

VX,Y € x(M) vektor alanlari igin normal tensor alam
S(X,Y) = N,(X,Y) + 2d5(X, V)

sifira esit ise (p, &, n, g) hemen hemen kontak metrik yapisina normal denir (Yano

ve Kon 1976).

Tamim 2.22 (2n+1)-boyutlu bir (M, ¢, £, n,g) kontak metrik manifoldu verilsin.
M manifoldunun (¢, £, 7, g) kontak metrik yapisi normal ise (p, £, 7, g) kontak metrik
yapisina Sasaki yap ve (M, p, £, 1, g) manifolduna ise Sasaki mani fold denir (Yano
ve Kon 1984).

Teorem 2.3 (2n+1)-boyutlu bir (M, ¢, £, n,g) hemen hemen kontak metrik ma-
nifoldunun, Sasaki manifold olmasi igin gerek ve yeter sart V koneksiyonu, M mani-
foldu tizerindeki Levi-Civita koneksiyonu olmak iizere; V.X,Y € x(M) vektor alanlar:
icin

(Vx@)Y = —g(X, V)¢ +(Y)X (2.12)

esitliginin saglanmasidir (Yano ve Kon 1984).

Sonug 2.3 (2n+1)-boyutlu bir (M, ¢, £, n, g) Sasaki manifoldunda VX € y (M) vek-
tor alani igin

Vxé =X (2.13)

esitligi saglanir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.23 (M, p, &, 1, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
~v: I C R — M? bu manifold iizerinde s yay parametresi ile verilen bir egri olsun.

~ egrisinin teget vektor alani T'(s) = +/(s) olmak iizere

cosf(s) = g(T'(s),§)

bigiminde tanimlanan 6(s) fonksiyonuna v egrisinin teget vektor alani ile Reeb vektor
alani arasindaki kontak age ad1 verilir. Kontak agis1 sabit olan egriye bir slant egri
denir. Ozel olarak bu sabit kontak ac1 6 = g ise, bu durumda + egrisine bir Legendre
egri denir (Cho vd. 2006).
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2.2 S? Kiire ve R x S? Carpim Manifoldu

Bu boliimde, S? kiiresinin baz1 geometrik ozelikleri verilmistir ve R x S? carpim
manifoldun yapisindan bahsedilmistir.

S? kiiresi bir kontak manifold olup, tizerindeki bir hemen hemen kontak metrik yap:
asagidaki sekilde tanimlanir:

S* = {p=(2,w) € C?: [2|* + |w|* = 1} kiiresi C? uzaymim Kghler yapisi tarafindan
indirgenmis (o, &, 71,9) yapisiyla donatilmig olsun. g metrigi de R* = C? uzaymimn
Oklidyen metrigi olmak iizere S? manifoldunun p € S® noktasindaki ¢ karakteristik
vektor alan

£, = Jop =ip = (iz,iw) € T,S?

esitligiyle tammmlanir. J; ise C? iizerinde imajiner i = /—1 ile carpima esdegerdir.
S? kiiresi iizerinde ¢, (1-1)-tensor alam ve 7, 1-form asagidaki gibi tammhdir. Bu-
rada, J,X herhangi bir X € T, S® vektor alanin sirasiyla teget ve normal bilegenlere

ayrir ve

JoX = X —n(X)p

seklinde tanimlanir.

Vp = (p1, pa.ps3, pa) € S* igin

0 -1 0 O

1 0 0 O
Jo =

0 0 0 -1

0 0 1 O

yapisi yardimiyla

Jo(pl7p2,p37p4) = (_anpla _p47p3,) = gp

elde edilir. p noktasindaki karakteristik vektor alani

—P2




olarak tamimhdair.

E(X’ fp)gp

oldugundan

Ty
T2
xs

Xyg

(X, &,)8, = (—T1p2 + Tap1 — T3ps — Tap3)

seklinde hesaplanir. Yukarida verilen esitlikte

A = (—x1p2 + Tap1 — T3ps — T4p3) alinmasi durumunda ise

n(X) =g(X,§,) = A

olarak elde edilir. ¢ tensor alani igin,

0*(X)

Jo

p(pX),
Jo(pX) + n(pX)p,

Jo (JoX +1(X0p) + 1

e
o

b1
D2
b3

13

—X9 + Ap1
1+ Apy
—T4 + Aps3

T3 + Apa

—D2
b
—DPa
P3

(JoX +n(X)p)p,

+9(JoX +n(X)p, &)p,

P1
P2
Pp3
P4




esitligi saglanir. Bu esitlik diizenlenirse,

—T1 — Ap2
—XT9 -+ /\p1
p(pX) =

—x3 — >\p4

—T4 + Ap3
T —P2
x

I Y b1

xs —P4
_iU4_ | ps_

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla,

egitligi de gergeklenir. Diger taraftan

@fp F Jogp + U(f)p

oldugundan
0 -1 0 0 —P2 P1
1 0 0 O D1 P2
€, = +
0 0 0 -1 —P4 p3
0O 0 1 0 p3 Ps
—D1 Y41
—D2 P2
= + ,
—P3 b3
| T P4 | P4 |

olarak hesaplanir. Ayrica, S? kiiresinin 6zeliginden dolay,

neX) = g(eX,E,),
= ?(J0X+77(X>p, Sp)a
= T1p1 + Tap2 + T3Ps + Tapa,

= 0
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elde edilir.

Sonug olarak (¢,&,n,q) yapist S* kiiresi iizerinde bir hemen hemen kontak metrik
yap1 olusturur. Aym zamanda, S? kiiresi C? uzaymin Kihler yapis: tarafindan in-

dirgenmis (¢, &, 7n,7) kanonik Sasaki yapisiyla donatilmigtir.

M =R x S? carpim manifoldu ile iligkili ve tez boyunca kullanacagimiz bazi notas-

yonlar1 belirleyelim :

X vektor alam S kiiresinin teget uzayinda bir vektor alani ve f ise manifold tizerinde

C* fonksiyon olmak tizere M = R x S* carpim manifoldunda bir vektsr alam

(f%,X) (2.14)

ikilisi ile tamimlanir.

M = R x S* manifoldu tizerindeki metrik ise g = dt* + g seklinde tammlidir. Tez
boyunca, S? kiiresi tizerindeki Levi-Civita koneksiyonu V ve M = R x S* carpim

manifoldu tizerindeki Levi-Civita koneksiyonu ise V ile gosterilmigtir.

M =R x S* manifoldu tizerindeki hemen hemen kompleks yap ise
J(rL x) = (02, ox — fe (2.15)
dt ) - 77 dt ) <p .

seklinde tanimhdir.

M =R x S* carpim manifoldu tizerinde tammh hemen hemen kompleks J yapinin

integrallenebilir oldugunu gosterelim;

[J, J] tensor alani, (1-2) tipinde tensor alani oldugundan, J yapisinin integrallenebilir

olmasi igin

[/ J1((0, X), (0,Y)) ve [J, J]((%,U), (0, X))

degerleri sifira egit olmalidir.
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M =R x S? carpim manifoldunda X ve Y birer vektor alani olmak iizere,

I0.X).0.Y) = (XY +[pX. 0]+ X (V) — ¥ (1(X)
—Yn(X)§ —nleX, Y]% — plpX,Y]
FXN(Y)E X, oY) — oIX 6V

= (sz(n(Y)) = n[eX, Y] = oY (n(X)) + n[X, @Y])%
—[X Y]+ [0X, Y] — [0 X, V] — X, Y]
+ (o) v )

= (s@X(n(YD — X, Y] = oY (n(X)) +nlX, SDY])%
+p, @] (X,Y) + 2dn(X, Y)§

seklinde hesaplanir. Normallik sartindan ve S® kiiresi Sasaki manifold oldugundan,

sirasiyla

[0, @] (X, Y) + 2dn(X,Y)E = 0

eX((Y)) = nlpX, Y] — oY (n(X)) +n[X, Y] =0

olarak elde edilir. Diger taraftan

[J,j]((%,O),(O,X)) = (n([&X])—&??(X))%
+([&, pX] = p[€, X])
=0

bulunur. Sonug olarak, J kompleks yapisi integrallenebilirdir fakat (M, g, J) yapisi

bir K&hler yap1 olugturmaz.
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3. R xS* CARPIM MANIFOLDUNDA J-YORUNGELER

Bir (M, g, J) Kéhler manifoldu itizerinde tamimlanan §2,(-,-) = ¢(J-,-) ikinci temel
formu kapalidir ve boylece bu temel form bir Kéhler manyetik vektor alani tanimlar.
Q) ikinci temel formuna gore Lorentz kuvveti J oldugundan, ¢ # 0 olmak iizere M

manifoldu tizerindeki bir Kéhler manyetik yoriinge
Vg = qJ5
Lorentz denkleminin bir ¢oziimiidiir.
M = R x S* manifoldu Kihler manifold degildir, yani ikinci temel form € kapali

olmadigindan dolay1 M manifoldu iizerinde bir manyetik alan tanimlamaz; fakat M

manifoldu iizerinde J-yoriinge agagidaki sekilde tanimlanabilir.

Tanim 3.1 v: 1 CR — R x S? y(s) = (t(s),c(s)) egrisi M manifoldu iizerinde ve

c egrisi de S® kiiresi iizerinde taniml bir egri olsun. 7 egrisinin

Vg = qJy (3.1)
diferensiyel denklemini saglamasi durumunda ~ egrisine J — yoringe denir.

(3.1) denkleminin bir sonucu olarak agagidaki énerme verilebilir.

Onerme 3.1 R x S? carpim manifoldu iizerinde verilen bir J-yoriinge sabit hiza,

dolayisiyla sabit enerjiye sahiptir.

Ispat. R x S* carpim manifoldu tizerinde v : I € R — R x S* bir J-yoriinge olmak

lizere

d . . . o

259017 = 29(V47,9) = 29(¢J%,7) = 0

oldugundan ~ sabit uzunluga sahiptir. =

v: 1 CR—RxS?egrisi M = R x S* manifoldu tizeride s yay parametreli bir

J-yoriinge olsun. Boylece v(s) = (¢(s), c(s)) egrisi
i(s)+e(s)> =1, Vsel (3.2)

esitligini saglar.
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Uyar1 3.1 M =R x S* carpim manifoldu iizerinde VX,Y € T(S?) igin

d
_— = e
(Vdj)dt (vdj)x 0,
dt dt

(VxD) g = =X,
(V)Y = —geX.V)L g vie +a(v)X

dt

esitlikleri saglanir.

(3.3)

Ispat. M = R x S® carpim manifoldunda X ve Y birer vektor alam olmak iizere,

d d d

dt dt p dt
i Jl =
Vd (dt>
dt
: : ., 1ull d y
seklindedir. (2.15) esitliginden J (E) = —¢ oldugundan
VJ 4 Vi(=£=0
A7 ay — AT
dt dt

elde edilir. Ayrica,

(VdJ>X = VdJ(X)J(VdX),
dt dt dt

olarak hesaplanir. Diger taraftan;

d d d



egitligi gerceklenir. Son olarak;

(VxJ)Y = VxJY —J(VyY),
= Van(¥V) 5+ Vx (V) = (VxY),
= (V) Vg + X (V)] 5+ Vx (6¥) = T (VxY),

d
= X[n(Y)] -+ Vx (pY) = J (VxY)

dt
esitligi edilir.

R x S* carpim manifoldunun J hemen hemen kompleks yapisi tanimindan dolay:

(V)Y = X)L 4Ty (ov) -0 (Txy) L~ Ty,

dt J dt
= (X (Y) =1 (VxY)) = + (Vx (oY) = ¢VxY).
= (X5 V) =7 (6 TxY)) 5+ (Tao)V

olarak hesaplanir. Ayrica, (2.12) esitliginden (Vx¢)Y = —g(X,Y)é+n(Y)X oldugu
bilindiginden,

(V)Y = (3(Vx&Y) +7(£VxY) -7 (¢ VxY)) %
—9(X,Y)§+n(Y) X,

- —§(¢X,Y)%—§(X,Y)5+U(Y)X

esitligi saglanir. m
v:I CR—RxS? egrisi, M = R x S* manifoldu tizerinde s yay parametreli bir
egri olsun. c egrisi S? kiiresi tizerinde bir egri ve t de R {izerinde global koordinat

sistemi olmak {izere, v (s) = (¢ (s), c(s)) bigiminde gosterilen J-yoriinge egrisi igin
. d
(Vs)y = (V4 J (t— +c)
i@—‘rc’ dt

.d )
- vti+c(]) t@ i (vtiﬂj) -

dt dt

dt dt
at dt

= (Vo) i+ (Ved)é

d d
- VdJ i+ (Vo) i— + vdj) +(Ved) e,

t_
dt

biciminde hesaplanir.
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(3.3) esitlikleri yardimiyla J-yoriingeyi karakterize etmek i¢in kulanacagimiz

(V)3 = i g(pe.d) 5 =T (6O E+0 ()
= —fpe—g(e,e)E+n(e)e, (3-4)

= —tpe — e +n(e)e
esitligi elde edilir.
M = R x S* manifoldu tizerinde tanimlanan bir J-yoriingesi boyunca ilerleyen bir

parcacigin hareket denklemleri yazilabilir.

Teorem 3.1 v : ] C R— R xS* egrisi M = R x S® manifoldu iizerinde s yay
parametreli bir egri olsun. ¢ egrisi S® kiiresi {izerinde bir egri ve ¢ de R iizerinde
global koordinat sistemi olmak {izere 7y egrisin .J-yoriinge olmasi i¢in gerek ve yeter

sart 7 egrisinin

Vee = q(—t€ + pc) (3.6)

diferensiyel denklemlerini saglamasidir.
(3.5) ve (3.6) egitliklerine, ¢ yiiklii parcacigiyla verilen J-yoringenin hareket denk-
lemleri denir.

Ispat. v egrisi M = R x S*® manifoldu iizerinde s yay parametreli bir J-yoriinge ve

c egrisi S? kiiresi tizerinde bir egri olmak iizere, v (s) = (¢ (s),c(s)) egrisi i¢in

.d .d
Viy=V 4 (t— + é) =V 4 <t—> +V 4 ¢ (3.7)
t—+¢ dt t—+e¢ dt t—+¢
dt dt dt

seklinde hesaplanir. Diger taraftan

d d d d
W (t—) — [V =+ Ve |

4\ dt dt O dt “dt
it “at
.d . d (3.8)
= t— + ¢t —
a T\ Vda |
dt
_
dt
ve
Vg ¢=1V e+ V=V =V (3.9)
ta—‘rc %
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elde edilir. (3.8) ve (3.9) esitlikleri (3.7) denkleminde yerine yazilirsa

.d
Vij =i+ Vit (3.10)

bulunur. M =R x S? carpim manifoldu tizerinde J-yoriinge tanimimdan,
Vi = qJ7,
= qJ <t% + c') ,
_ d (3.11)

= q (—tf+n(é)£+s@é) ,

= qn (%) % +q (€ + pc)
olarak hesaplanir. Son olarak, (3.10) ve (3.11) esitlikleri birlikte kullanilirsa JJ—yoriingelerin
hareket denklemleri elde edilir. m
M =R x S* carpim manifoldu tizerinde, genel durumda J-yoriingenin geometrisini
incelemeden 6nce bazi1 6zel durumlar: tartigalim:
Durum 1. ¢ ile £ Karakteristik vektor alaninin paralel olmasi durumu, yani A

siirekli bir fonksiyon olmak iizere
é(s) = Ns)E(e(s)), Vsel, (3.12)
seklinde ifade edilir. Bu durumda
n(e) = A(s) ve ¢(&) = 0

olmak tizere M = R x S* carpim manifoldu iizerinde bulunan J-yériingenin hareket

denklemlerinden

t = g\ (3.13)
Ve = —qié (3.14)

esitlikleri elde edilir.

Yay parametresi kogulu ve (3.12) esitligi birlikte gz 6niine alinirsa
2(s) + A(s)* =1 (3.15)
olarak hesaplanir. (3.15) denkleminin tiirevi alinir ve (3.13) esitligi kullanilirsa

4+ = igh\+AA=0
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esitliginden
AN+ qf) =0

olarak hesaplanir.

A = 0 olmasi durumunda ¢ = 0 ve £ = 1 olur. Boylece p, noktas: S? kiiresi tizerinde
sabit bir nokta olmak iizere y(s) = (s, po) seklinde ifade edilir. Bu durumda ~ egrisi
bir geodezik egridir. Dolayisiyla ¢ = 0 olur, bu ise bir geligkidir.

A # 0 olmas1 durumunda A+ ¢i = 0 olur. Son esitligin integrali almirsa
Aqgt=aq, a€R (3.16)

elde edilir.
(3.13) ve (3.16) esitlikleri birlikte kullanilirsa

t+ ¢*t = aq®
diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin genel ¢oziimii de
t(s) = a+ p cos(gs) + posin(gs), pug, pe € R (3.17)
bi¢imindedir. Son egitlik yardimiyla
A(s) = —q(u, cos(gs) + g sin(gs)), (3.18)
olarak elde edilir. Yay parametresi kosulu

() +i(s)* = A(s)* +1(s)%,

(15 + 3),

H)Q
wl'_‘

olmak tizere ¢*(u? + p3) = 1 olarak hesaplanir.
Bu noktadaki amacimiz elde ettigimiz A ifadesiyle birlikte (3.12) esitligini ¢ozmektir.

Kompleks koordinat sistemde ¢(s) = (z(s), w(s)) olarak parametrelendirilmis ¢ egrisi
[2(s)]* + |w(s)]* = 1

sartini saglar.
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(3.19)

denklemleri birbirine denktir.
Diger taraftan py = (z0,wo) € S?, & = Jopo = (izp,iwg) ve b € R olmak iizere

?(a® + %) = 1 esitligi ve
¥(0) = (0,p0) ve (0) = q(b,a&y),

baslangi¢ kosullar: altinda p; = —a ve u, = b olarak elde edilir.
(3.18) esitliginde elde edilen A degeri sayesinde,

(5) = —iq (s cos(gs) + 1o 5n(g8)) (5),
w(s) = —iq(p cos(gs) + ppsin(gs))w(s)
olmak iizere, (3.19) diferensiyel denkleminin genel ¢ziimiinii
2(s) = zpe~b(cos(as)~1) +asin(gs)
w(s) = woei(bleos(as) 1) tasin(as))

seklinde hesaplanir.

Sonug olarak, w(s) = b(cos(gs) — 1) + asin(gs) olmak iizere istenilen genel ¢oziim
2(s) = 2™ ve w(s) = wpe™?,

bigiminde yazilabilir. 2y = g + o, wo = ug + ivg € C ve pg = (20, wp) =

($0, Yo, Uo, vo) € S? olmak iizere

z2(s) = (xo+iyo)(cosw(s)+isinw(s)),

= (xgcosw(s) — yosinw(s)) + i(zgsinw(s) + yo cosw(s))

w(s) = (ug+ivg)(cosw(s)+isinw(s)),

= (upcosw(s) — vosinw(s)) + i(ugsinw(s) + vy cos w(s))
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ve
c(s) = cos@(s)(zo, Yo, Uo, Vo) + sinw(s)(yo, —o, Vo, —to),
= cosw(s)po + sinw(s)Jopo,
= cosw(s)po + sinw(s)é,
olarak elde edilir.
Son olarak J-yoriinge v egrisinin parametrizasyonu

t(s) = a(1 — cos(gs)) + bsin(gs),
(3.20)

c(s) = cosw(s)py + sinw(s)¢,
seklinde verilir.

Uyar1 3.2 (3.20) esitligiyle verilen J-yoériinge v egrisi M manifoldu iizerinde bir

Riemann cemberidir.

Ispat. v egrisi, egriligi x;, = |q| = sabit ve ky = |@¢| = 0 oldugundan M manifoldu

tizerinde bir Riemann ¢emberidir. m

Uyar1 3.3 c egrisi, wyz — zpw = 0 diizleminde yatan diizlemsel bir egridir. Boylece

S? kiiresi iizerindeki biiyiik cemberlere karsilik gelir.

{po, &y, R} tarafindan tamimlanan J-yoriinge 7y egrilerinin grafikleri Sekil 3.1 ve Sekil
3.2 de goriilmektedir.

V3

1
Sekil 3.1 J — yoringe, g=1, a= 5 ve b= —

2
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—\/é_ﬁve
8 8

Sekil 3.2 J — yortinge, q =2, a =

Durum 2. c egrisinin §? kiiresi {izerinde Legendre egrisi olmasi, yani ¢(s) € ker )

olmasi durumunda J-yoriingenin hareket denklemlerinden
t(s) = aps, (3.21)

ve

Vit = q (—aof + ¢c), (3.22)

olarak elde edilir. ag sabit bir reel say1 olmak iizere yay parametre sart1 ve (3.21)
esitligi yardimiyla
e + a2 = 1.

denklemi bulunur. Boylece |ao| < 1 ve |¢| = /1 — a2 olmak zorundadir. Kolayca
gosterilebilir ki ap = 41 olmasi durumunda ¢ = 0 oldugundan bir c¢eligkidir. Sonug
olarak ag € (—1,1) olmaldir.

c egrisi, 5§ = \/1—7(18 s yay parametresi ile parametrelendirilir ve ¢ egrisinin §
parametresine gore tiirevi ¢’ olarak almirsa, S* kiiresi, E* Oklidyen uzayma gomiilii

oldugundan, (3.22) diferensiyel denklemi

(1—ad)(c"+¢c)=gq (—aoJoc +4/1—dad Joc') (3.23)

olarak tekrar diizenlenir.

Son denklemin Jyc ile carpilmasi ve (¢, Joc) = 0, (¢, Joc) = 0 ve (", Joc) = 0
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esitlikleri yardimiyla
qag(l —a3) =0

denklemi elde edilir.

q # 0 ve ag # +1 oldugundan dolay1 ag = 0 olmak zorundadir ve sonug olarak
"+ ec=qlyd (3.24)
esitligi elde edilir.

Uyar1 3.4 c egrisi Vo = qoc Lorentz denklemini sagladigi icin ¢ egrisi S? kiiresi
iizerinde aym ¢ yiikii ile verilen bir normal manyetik egridir. Bunun anlami ise
R x S* manifoldu iizerindeki .J—yoriinge, S? kiiresi iizerindeki manyetik egrilerin

genellemesidir.

(3.24) esitligi ile verilen ¢’+c¢ = qJoc’ denkleminin ¢oziimiinii elde etmek i¢in Durum
1 de oldugu gibi, ¢ egrisini C? uzayinda bir egri olarak diisiinmek ve kompleks

koordinat sisteminde ¢aligmak daha uygun olacaktir.

Yani ¢ egrisi, |2(s)]* + |w(s)|* = 1 olmak iizere

c(s) = (2(s), w(s)),

seklinde parametrelendirilmis olsun. Dikkat edilmelidir ki ay = 0 oldugundan 5 = s
olarak elde edilir.
(3.24) esitligi
(2"(5), w"(s)) + (2(s), w(s)) = q(i'(s), iw'(s))
2"(s) — qiz'(s) + z(s) = 0, w"(s) — qiw'(s) + w(s) = 0.

olarak yeniden diizenlenebilir.

Baslangi¢ kogullarinin
¢(0) = (1,0,0,0) ve ¢(0) = (0,0, 1,0) (3.25)
olarak belirlenmesi durumunda (3.24) esitligin genel ¢oziimiinii elde edilebilir.
2"(s) — qiz'(s) + z(s) =0

diferensiyel denkleminin genel ¢oziimii
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z(s) =C1 <cos %S 4 jgin HVeEH +\/ 2+4 L (cos ,/2q2+' 43 Lisin g—1 /_2q2+4s> ,
. Vi VP4

. 214
= ¢ | cos Lscos 5—S —sing 1ssin +1c;p | sin scosTs+cos%ssst)

2 >
2 2
vV ae+4 . Aq°+4
)+ZCQ (Sln 55 COS S — COS gS S1n S

2 2 2

q°+

§‘
+
B~

2
2
\ q“+4
4 (cos 15 cos ¥——s +sin Zssin

olmak tizere

z(s) = (c1+4 c2)cosiscos 1o+ (ca — c1)sin ssin ¥Y5—s
+ i(c1 + cp) sin $scos \/?s +i(c1 — c2) cos Lssin \/(122?3
ve
2(s) = Cl# —sin ws—kicos %s
0 62# _Sinq_T\/mS—i-icos#s

olarak elde edilir.

(3.25) denklemi ile verilen baglangig kosullar: dikkate alinirsa

2000 = c1+e=1

2(0) = Q+VQ+ - Vaet+d
2

esitliklerinden
¢ +4—q
g = T
2\/¢>+4
V@ +4+q
Co T
2v/q>+4

seklinde hesaplanir. Benzer sekilde;
w”(s) — qiw'(s) +w(s) =0,

diferensiyel denkleminin genel ¢oziimii

2

2 2
\/ . . \q*+4 . q*+4
)—Hdl (sm 15 cos Y—5—s5 + cos Lssin —s>

gt/ a*+4
w(s) = dy (cos VI s +sin TV ™2

Va*+4

2

q—/ ¢>+4 . . q—/q?>+4
+ do (cos —5—stisin—5—s|,

= d | cos Iscos s — sin dssin

2
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2 2

\/ q?+4 . . \/¢*>+4 . . v ¢?+4 .
+dy (cos s cos s + sin Zssin s | +idy | sin €5 cos ¥——s — cos Lssin

olmak {izere

2 +4 . . q>+4
w(s) = (di+dy)cosdscos ¥5—s+ (dy — dy)sin Lssin Y5—s
2 2
. . \/ q¢*+4 . . A/q*+4
+ i(dy + dy) sin Lscos Y5—s + i(d; — dy) cos Lssin s
2 2 2 2
ve
gt/ +4 . gt/ +H4 . q+v/?+4
w'(s) = di—%5 —sin —Y5——s5 + i cos —5—s
2 2 2
q—/q°+4 .. q—\/q*+4 . qa—+/q*+4
+ dy—Yo— | —sin —Y5—5+icos ——s
2 2 2

olarak elde edilir.

(3.25) denklemi ile verilen baglangig kosullar1 dikkate alinirsa

’LU(O) = dl—l-dQZO

=~

2 4 il 2 4
W(0) = %q+v;-+ +d,2 \gz+

esitliklerinden

d = ———
q® +4

i
V@& +4

seklinde hesaplanir. Yukarida yapilan hesaplamalar yardimiyla (3.24) esitligin genel

d2:

¢cozimi

Sin

BMWQ&%SVf+4_ iq .svf+4>’

2¢145/2 . S\V/@2+4

w(s) = sin

V& +4 2

olarak elde edilir.

Sonug olarak J-yoriinge 7 egrisinin parametrizasyonu

t(s) =0,
c(s) = eiq8/2 cos Y ¢ +4 _ sin > ¢ +4 2 sin > ¢ +4
2 > +4 2 /@ +4 2
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biciminde verilir.

Uyar1 3.5 (3.26) esitligiyle verilen J-yoriinge v egrisi k1 = |q|, ko = 1 ve k3 = 0

egriliklerine sahiptir.

Uyar1 3.6 c(s) = elqs/ 25(3) egrisi S3(1) kiiresinin biiyiik gemberleridir. Burada
B egrisi 2x* + ¢x®> = 0, x* = 0 diizleminde yatar, x!, x2, x3 ve x* ise E* uzaymm

kartezyen koordinatlaridir.

¢ egrisinin iki 6zel durumda stereografik izdiigiimlerinin grafikleri Sekil 3.3 - Sekil

3.5 de goriilmektedir;

Sekil 3.4 ¢ egrisinin S* kiiresinde tiip yiizeyine stereografik izdiistimii, ¢ = 2
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4
Sekil 3.5 ¢ egrisinin S? kiiresinde tiip yiizeyine stereografik izdiistimii, ¢ = —

V5

M = R x S* carpim manifoldu iizerinde J—yoriingeleri, genel durumda asagida
verilen ozeliklere sahiptirler.

Daha once de gordiigiimiiz gibi, M = R x S® carpim manifoldu iizerindeki J—yoriingeleri
S? kiiresi iizerindeki manyetik egrilerle iligkilidir.

(2n+1)- boyutlu Sasaki uzayinda bir manyetik egrinin mertebesi 3 ve ilk iki egrili-
ginin sabit oldugu biliniyor. J—yoriinge egrisinin egrilikleri hesaplanirsa maksimum

4. mertebeden oldugu goriilmektedir.

Teorem 3.2 v : 1 C R— R x S? egrisi M = R x S* carpim manifoldu iizerinde
q # 0 yiikii ile tanimh birim hizli J—yoriinge olsun. ~ egrisinin ilk iki egriligi sabit

olmak tizere k1 = |q|, ko = |@¢| ve k3 = |n(¢)| seklindedir.

Onerme 3.2 M = R x S? carpim manifoldu tizerinde bir J—yériinge ~ egrisinin

{¥,v1,v9,v3} tarafindan iiretilen Frenet gatist

vy, = € (n(c') % —t&+ 90é> : (3.27)
lpcl vy = € (—|c'|2 E4n(e)e—1 gpc') , (3.28)
oc| vs = €€ (Is@éP % +in(e) € —i¢—n(e) wé) (3.29)

olarak elde edilir. Burada sgn(x) bir z reel sayisinin igareti olmak iizere € = sgn(q)

ve € = sgn(n(¢)) seklinde tanimhidir.
30



Ispat. v egrisi M = R x S* manifoldu iizerinde s yay parametreli geodezik olmayan
bir J-yoriinge ve c egrisi de S? kiiresi tizerinde bir egri olmak iizere,
v (s) = (t(s),c(s)) egrisi i¢in J-yoriinge tammindan V5 = ¢J7 esitligi saglanir.

~ egrisinin Serret-Frenet formiilleri yardimiyla
Ky = qJ% (3.30)
seklinde yazilir. Son egitlikte her iki tarafin normu alinirsa

gk, kivn) = g(qJ5,¢J75),
= ¢g(J¥. JY),
= ¢*g(%,%),
= q2
olmak {izere

k1 = |q| (3.31)

olarak elde edilir. (2.15) esitligi kullamlirsa ve (3.31) degeri (3.30) denkleminde

yerine yazilirsa 7 egrisinin ¢ birinci normal vektor alani
Nd o .
vy =e(n(é) o —tE+ e

seklinde elde edilir.

(3.30) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinirsa
R
ViK1 = =K7Y + K1kals
ve

ViqJy = q((VsJ)y+ JVs9),
= q(V5 )y + ¢ T,
= (V4 J)§ — k1%

esitlikleri birlikte kullanilirsa

Kove = €q(V3J)5
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seklinde hesaplanir. (3.4) esitligi yardimiyla son esitlik
Kovy = €(—tpe — &€ + n(¢)é) (3.32)
olarak yazilabilir. (3.32) denkleminde norm alinirsa

Ry = | —toc—[e]*e +n(e)ef?,
= 2g(pe,pc) + [e[* = n(e)?|c,
= (|e]> = n()?) + le[* = n(e)[ef?,
= el + [e]*) —n(e)*(# + |¢*),
= ([el* = n(e)) (@ + |¢*),

= Jpcl*(&% +1el)

biciminde hesaplanir. v egrisi yay parametreli bir egri oldugundan
K2 = |pc|

esitligi elde edilir. k5 ifadesinin (3.32) esitliginde yazilmasiyla

|pélva = € (=¢[*€ +n(e)e — ipe)
denklemi elde edilir. Ayrica,

i(s)* + \c'(s)\2 =1
esitliginin tiirevi alinir ve J—yoriingenin hareket denklemlerinden (3.5) kullamlirsa
%(t’?+|c‘|2) _ %|¢|2+275 i

d o
= £\C|2+2tqn(6),
~ 0

olarak hesaplanir. Diger taraftan
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esitliginin tiirevi alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

d%g(m’w) - d%g(c',é)—d%(g(é, )*),
_ dilsyc|2—2g(c, )%?(é, )
= e — (@i, ) + 56 V),
— d%]c‘|2—2n(é)n(veé),
- dii [é* — 2n(e)n(—ig¢ + qlecl),
d

elde edilir. Boylece ko = |¢¢| egriliginin sabit oldugu gosterilmigtir.

k3 egriligini ve v iigiincii normal vektor alanin elde etmek igin (3.32) esitliginin s

parametresine gore tiirevi alinirsa

V:YI{QVQ = Kg(—/ﬁlgl/l + I£3l/3),
_ 2
= —K3V1 + KaKgVs,

L d , .
= (- "1377(0)5 + KL — K3PC) + Kaksvs
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ve

. .. d d - _
Vil-tpe = P n(@0) = —ive— (1) e (000)) e Wipe— i Vg
C

— —anteyge— (1) e+ (4000 e~ (T 970
—[él® g+ n(e)( — i€ + qpe),

= = (§0R) €= i g+ e+ ol - até + a0
et = gt + (000))

= (G ) € H e 0 g+ @)

ot~ ain(e)e + ( 1000)) ¢

+ (—in(é) +iq + %n(é)) ¢ — el e,
= (2gfn(¢) +t|e” — 2qtn(é)E + (— n(e) + tq — qf)é
— [éf e,

= i]e[* ¢ —in(e)e — | i

esitlikleri elde edilir ve bu egitlikler yardimiyla,

koksvs = e kgn(c)a + (=kot + |¢|*4) € — tn(e)e + (k2 — |¢[?) soc) ;

= k%n(é)% + in(¢)%E — in(¢)e — n(é)%é) :

(3.33)

sonucuna ulagilir. Son egitlik diizenlenirse

kok d . .. N
772(0'; Vs =€ (kga +tn(¢)§ —te — n(c)goc)
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seklinde yazilabilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

WOLK oo+ n(e + 29(6.c) + nePalot, o0) — 2n(c)
n(c)? = |plc ne g\¢, c) T nic) g\pe, pc nej)
= (@) + (&) + 2[¢)” + n(e)* (1e]* — n(e)?) — 28%n(e)?,
= [p(@)" = (&) + 21 +0(e)* (e — n(e)?),
= (@ + 1@ e@)* = n(e)?) = £n(e)® + E1e* + n(e)|ef?,
= [P p(@)]* + E(=n(e)* + |eP),
= | (& +1¢)%)
seklinde hesaplanir. v egrisi yay parametreli bir egri oldugundan

K3 = [nc|
olarak elde edilir. k3 ifadesinin (3.33) esitliginde yazilmasiyla
: (e d - N
|pc| vs = ee (IsOCI2 o i) €=t e—n() wc)

esitligi elde edilir. m

M = R x S* carpim manifoldu iizerinde J—yoriingenin iiciincii egriliginin genel
olarak sabit olmadigina dikkat edilmelidir. Bu durum ise J-yoriingeleri ile Sasaki
ya da kosimplektik manifoldlardaki kontak manyetik egriler arasindaki énemli bir
farktir. k3 egriliginin sabit olmas1 durumunda 0 = d%n(é) = —qt olmaldir. Sonug
olarak, hareket denklemlerinin birincisinden 7(¢) = 0 elde edilir. Bu nedenle v egrisi
{to} x S3, ty € R kiiresi iizerinde tamiml bir Legendre kontak manyetik egrisinden

bagka bir gey degildir ve Durum 2 de ayrintili olarak incelenmistir.

Sonug olarak; JJ—yoriinge egrileri i¢in genel durumda agagidaki énermeler verilebilir:

Onerme 3.3 v:J C R— R x S? egrisi M = R x S* carpim manifoldu iizerinde
q # 0 yiikii ile tanimh birim hizhi J—yoriinge olsun. ~ egrisinin 3. mertebeden
bir helis olmasi icin gerek ve yeter sart + egrisinin S* kiiresi iizerinde bir Legendre

kontak manyetik egri olmasidir.

Onerme 3.4 v: I C R— R x S? egrisi M = R x S® carpim manifoldu iizerinde
q # 0 yiikii ile tanimh birim hizli J—yoriinge olsun. ~ egrisinin bir Riemann ¢ember
olmasi igin gerek ve yeter sart v egrisinin (3.20) esitligiyle parametrelendirilen bir

J-yoriinge olmasidir.
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Ispat. v egrisinin Riemann cemberi olmasi icin gerek ve yeter sart  egrisinin birinci
egriliginin sabit ve ikinci egriliginin 6zdeg olarak sifir olmasi gereklidir. Bu durum ¢
egrisinin £ Reeb vektor alaninin integral egrisi oldugu anlamina gelir. Yani « egrisi

daha once belirtilen Durum 1 ile ortiigiir. m

Uyar:1 3.7

e J—yoriinge 7y egrisinin v, ikinci normal vektor alam daima T'S? teget uzayinda

yatar.

e c egrisinin, S? kiiresi {izerinde Legendre egri olmasi durumunda, +y egrisinin 14

birinci normal vektor alanm T'S? teget uzaymda yatar.

Onerme 3.5 v:J C R— R x S? egrisi M = R x S* carpim manifoldu iizerinde
q # 0 yiikii ile v (s) = (¢ (s),c(s)) seklinde tamimh birim hizli J—yoriinge olsun. ¢
egrisi S? kiiresi iizerinde c(s) = (z(s),w(s)) olarak parametrelendirilmig bir egri ve
t de R tizerinde global koordinat sistemi olmak iizere, #(0) = 0 ve #(0) = 0 baglangig
kosullar1 altinda
t(s) = a (1 — cos(gs)), (3.34)
olarak elde edilir. 2 ve w kompleks fonksiyonlar1 da |z(s)|* + |w(s)|? = 1 esitligi
altinda
Z(s) —qi Z(s) + f(s)Z(s) =0, (3.35)
diferensiyel denklemini saglar. Burada a reel say1, |ag| < 1 ve
f(s) =1 — a*q*sin®(¢gs) — aq® cos(gs) + iaq* sin(gs)
olarak tanimhdir.
Ispat. J—yoriingenin hareket denklemlerinden (3.5) egitliginin tiirevi alinirsa
4
t = QEU(C)
elde edilir. Ayrica,

Loe) = gl

= g(?ccag)—i_g(Ca vég)a
= qg(& —t6 + o),
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olarak hesaplanir. Dolayisiyla
P4 i=0

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin genel ¢oziimii de
t(s) = a+ pycos(qs) + pasin(gs),  puy,pp € R
bicimindedir. ¢(0) = 0 ve £(0) = 0 baslangic kosullar1 altinda
t(s) =a (1 —cos(gs)), lagl <1

seklinde elde edilir. S? kiiresi E* Oklidyen uzaymna gomiilii oldugundan, ¢ = Jyc ve
w¢ = Jo¢ + n(¢)c esitlikleri yardimiyla J—yoriingenin hareket denklemlerinden (3.6)
esitligi

é+ (1 —1%)e = —qtJoc+ qJoc + qn(é)c (3.36)
olarak yazilabilir. * = ¢n(¢) oldugundan gerekli diizenlemler yapilirsa (3.36) esitligi
de

Z(s) —qi 2(s) + f(s)z(s) =0 ve w(s)—qiw(s)+ f(s)w(s) =0

esitliklerine denktir. m
3.1 R xS® Carpim Manifoldunda Periyodik J-yoriingeler

Dinamik sistemlerde giizel bir problem su sekildedir:
Belirli bir hareket denklemi i¢in, eger varsa, periyodik ¢oziimler tizerinde ¢alismak.
Bu boliimde, S? kiiresi tizerine izdiistimleri Legendre egri olan, R x S* manifoldu

tizerindeki J—yoriingelerin periyodik olma sartlar1 gosterilmistir.

Onerme 3.6 ¢ile ¢ karakteristik vektor alam paralel olmak iizerey : I C R — R x S?
egrisi M = R x S* carpim manifoldu iizerinde ¢ # 0 yiikii ile verilen birim hizh
J—yoriinge olsun. Bu durumda ~ egrisi daima periyodik bir egridir ve temel

: 27 o
periyodu — ya esittir.
q

Ispat. Kabul edelim ki ¢ ile ¢ karakteristik vektor alani paralel olsun. Bu durumda
v egrisi (3.20) egitligi ile parametrelendirilebilir. ~ egrisi periyodik bir egri olmasi

icin y(s + 1) = (s) esitligini saglayan bir T' > 0 pozitif sayisinin olmas gereklidir.
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Kolay bir hesaplamayla v egrisinin temel periyodu T olan periyodik bir egri oldugu
q

gosterilebilir. =

Asagida verilen teorem, S? kiiresi {izerine izdiisiimleri Legendre egri olan R x S3

manifoldu tizerindeki J—yoriingelerin periyodikligi icin esdeger bir kosul saglar.

Teorem 3.3 cegrisi, S? kiiresi tizerinde Legendre egri olmak iizere y(s) = (¢(s), c(s))

egrisi M = R x S* carpim manifoldu iizerinde ¢ # 0 yiikii ile tammli birim hizh
q

Ve

J—yoriinge olsun. < egrisinin periyodik olmasi icin gerek ve yeter sart

ifadesinin bir rasyonel say1 olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki ¢ egrisi, S kiiresi iizerinde Legendre egri olmak iizere

v(s) = (t(s),c(s)) egrisi M = R x S* carpim manifoldu iizerinde ¢ # 0 yiikii
ile tammh J—yoriinge olsun. Bu durumda 7 egrisi (3.26) esitligi ile parametre-
lendirilebilir.

v egrisin periyodu 7" > 0 olmak iizere
2(s+T)—2(s) = ¢l45/2 [eiqT/2 (cos 20 4 gin (S+T)z q2+4)

2 - \/q2+4

sv/q2+4

2 Vet 2 ’

1qs/2 . s+/ \/ sv/ vV
w(s+T)—w(s) = 29577 / [eZqT/Q (sin f+4 cos = g2+4 + cos ZQH sin = ;2+4>

e

—sin

sv/q2 +4‘|
2 )
elde edilir.

~ egrisinin periyodik olmasi i¢in k£, m € Z olmak iizere

q
Ve

Tv/q?+4 T
++:2k7rve7q

2mm kosullarn saglanmalidir. Sonug olarak ifadesi bir rasyonel say1 ol-

malidir.

Diger taraftan, kabul edelim ki — 9 ™ Olmak iizere m # 0, k pozitif bir tam-

VE+4 ok

Tvq>+4
say1 ve ebob(m, k) = 1 olsun. T' = 27v/k? — m? olmasi durumunda ++ = 2km

T
ve 7(1 = 2mr elde edilir. Dolayisiyla v egrisi M = R x S* carpim manifoldu iiz-

erinde bir periyodik egridir. m

38



3.2 S® Kiiresi Uzerinde Taniml ¢ Egrisi Icin Kontak Aci

S? kiiresi tizerinde tanimlanan bir ¢ egrisinin kontak agis1  olsun. Diger bir ifadeyle

0 agis1 ¢(s) ve £(c(s)) arasimdaki agt olsun. Bu durumda

cosf(s) = M (3.37)

esitligi saglanir.

(3.37) esitliginden n(¢) = |é(s)| cos(s) elde edilir. Bu egitlikte her iki tarafin tiirevi

alinirsa
L6y = (L1es)] ) cosb(s) — [é(5)/f(s) sinb(s) (3.39)
dsnc— dscs cos0(s ¢(s)|0(s)sinO(s )
denklemi elde edilir. Diger taraftan biliyoruz ki
L&) = —ai ve Lje(s)l) = —gicos 0(s) (3.39)
dsnc— qvedscs = —qtcosf(s )

esitlikleri saglanir. (3.38) ve (3.39) denklemleri birlikte gtz niine alinirsa

—qt = —qicos®0(s) — |¢(s)]0(s) sinO(s)

gisin?0(s) = |é(s)|0(s)sinf(s)

ve son esitligin diizenlenmesiyle

P
Sn0(s) ~ Je(s)] (340)

esitligi elde edilir.
Dikkat edilmelidir ki # acisinin sabit olmas1 yani ¢ egrisinin bir slant egri olmasi i¢in
gerek ve yeter sart ¢fsin? @ = 0 esitliginin saglanmasidir. Bunun icin de asagidaki

iki durumdan en az birinin saglanmasi gerekmektedir.

e =0 veyaf =, yani c egrisi £ vektor alanina tegettir,

e { = 0, bu durumda § = g olmahdir, yani ¢ egrisi S® kiiresi {izerinde bir

Legendre egri olmalidir.

0 agisinin 0, g ve 7 den farkl olmasi durumunda hareket denklemlerinin birincisin-

den dolay1
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t = q|¢(s)| cos O(s) (3.41)

yazilabilir.

Diger taraftan Onerme 3.5 yardimiyla (t igin ayn1 baglangi¢ kogullar1 altinda)
t(s) = a + py cos(qs) + pysin(gs), (3.42)

a, i ve iy birer reel say1 olmak iizere ¢*(u? + p2) < 1 esitsizligi saglanir.

(3.40) ve (3.41) denklemleri birlikte kullanilirsa

b _ q(pycos(gs) — pysin(gs))
sinf(s)cos@(s) g cos(gs) + iy sin(gs) (3.43)

elde edilir. (3.43) esitliginde her iki tarafin integrali alinirsa

Ho

tanf(s) = :
&)= os(as) + i sm(s)

1
olarak hesaplamir. Burada p2 + p? + pu2 = — olmak tizere p, sabit bir reel sayidir.
q

Dikkat edilmelidir ki 6 € {0, g, 7} durumunda py = p; = gy = 0 olmak zorundadir.

Onerme 3.7 ¢ egrisi, S* kiiresi iizerinde Legendre egri olmayan bir egri olmak
tizere v(s) = (t(s),c(s)) egrisi M = R x S* carpim manifoldu tizerinde ¢ # 0 yiikii

ile tanimli birim hizli J—yoriinge olsun. Bu durumda c egrisinin kontakt acisi

0(s) = arctan ( Ho ) , (3.44)

111 c08(qs) + g sin(gs)

olarak elde edilir. p, i1, ve 11, reel sayilar olmak tizere 2 +p2 # 0 esitsizligi saglanir.
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4. HOPF FiBRASYON

Bu boliimde, R x S? uzaymdaki bir J—yoriingenin S® bileseninin dinamikleri ile
ilgileniyoruz. Hopf fibrasyonu yardimiyla, S? kiiresi {izerindeki izdiisiim egrisinin
geometrik ozelikleri ele alinmaktadir. Izdiisiim egrisinin E? uzaymnda oldugu goz
oniine alinarak bu egrinin egriligini ve torsiyonu belirlenmistir. Uzay egrilerin temel
teoremini kullanarak ve Mathematica programi yardimiyla baz érnekler verilmistir.
Hopf doéniisiim yaklagiminin diger diferansiyel geometri problemlerinde de kullanildigim
belirtmekte fayda var. Bunlardan biri Onnis, Passamani ve Piu tarafindan verilen
Lorentzian Berger kiiresi {izerinde sabit acili ytiizeyler iizerine yapilan calismadir
(Onnis vd. 2018). Hopf tiipleri farkli alanlarda da ele almmigtir. Ornegin, Tamura
tarafindan S? kiiresi tizerindeki iki helisel geodezikler ( S? kiiresi {izerinde sabit egri-
lik ve burulmaya sahip olan ve ayn1 zamanda yiizey iizerinde geodezik olan bir egri)

ile verilen yiizeylerin ¢aligmasinda da incelenmistir (Tamura 2004).
4.1 Hopf Fibrasyon Altinda Geometrik Ozelikler

7 : $3(1) — S*(3) seklinde tanimlanan Hopf fibrasyonun bazi temel 6zelliklerini
verelim.

C? uzaymin Kihler yapisindan indirgenen (¢, £, 7, g) kanonik Sasaki yapisina sahip
olan birim kiire

S*(1) = {(2,w) € C*: |2)* + |w|* = 1}
olmak tizere Hopf fibrasyonu
N 2
7(z,w) = | 2w, §(|z| —|w|*) | e CxR (4.1)

seklinde tammlamr. S*(1) birim kiiresi tizerindeki metrik g ve S* (3) kiiresi
iizerindeki metrik g ile verilsin.

S? (%) kiiresinin standart kompleks yapisi J olmak iizere
7T*Og0:jO7T* (4.2)

esitligi gerceklenir.
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Diger taraftan S(1) birim kiiresi
(1) ={p=(a,bc,d) eR*: 0> +V* +F+d* =1}

seklinde tanimlanir.

R* uzaymm kuaterniyonik yapisi yardimiyla p = a + ib + jc + kd olarak yazlabilir.
i? = j2 = k? = ijk = —1 esitlikleri yardimiyla da ¢,j ve & min miimkiin olan
tiim carpimlar1 belirlenir. Boylece, S? kiiresi birim kuaterniyonlarin kiimesi olarak

S*={peH: |p|| =1} seklinde ifade edilebilir. Herhangi bir p € S? igin

ip = —b+ia—jd+ ke,
jp = —c+id+ ja— kb, (4.3)
kp = —d—1ic+ jb+ ka.

vektorleri elde edilir.
R* uzaymm Oklidyen bazina goére bilesenleri ip, jp ve kp ile aym olacak sekilde

asagidaki ii¢ vektor alanini tanimlayalim,

é- = Zp : <_b7 a, _da 0)7
€1 = jp = (_Ca da a, _b)a (44)
ea=kp = (—d,—c,b,a).

Verilen vektor alanlarimin birer diferensiyellenebilir birim vektor alani oldugu ve S?
kiiresinde verilen p = (a, b, ¢, d) birim pozisyon vektériine ortogonal oldugu agikardir.
Bunun anlamu ise &, e; ve ey vektor alanlar (S?, g) manifoldu tizerindeki birim teget
vektor alanlaridir.

Boylece herhangi bir p € S* € H\{0} igin 7,,S* teget uzay1 {¢, e1,es} ortonormal
bazlar1 tarafindan gerilir.

p = (a,b,c,d) € R? i¢in agagida verilen doniisiimii goz oniine alalim,

mo: R* — R?  mo(a,b,¢,d) = (ac+bd,bc — ad, L(a® + 0> — & — d%)),  (4.5)

123
p € R* bir kuaterniyon olarak diisiiniilmesi durumunda R?® uzayinda o = <3 5 1)

permiitasyonu ile birlikte
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To(p) =D5p (4.6)

N | .

olarak hesaplanir. Ayrica 7o(p) € Im(H) bir imajiner kuaterniyondur ve boylece R?
uzayinin bir elamani olarak tanimlanabilir.
Dolayisiyla 7y doniistimii H kuaterniyon uzayindan imajiner kuaterniyonlara taniml

bir déntigiimdir ve 7 : $*(1) — S* (1) olarak kisitlanabilir. S3(1) kiiresinin 7o

déniigtimii altindaki resmi S? (1) olarak elde edilir.

T doniiglimiiniin tiirev doniigtimii X € 7,R* = H olmak iizere

Towp : R*=H — R? = Im(R?), mo.,(X) = Im(Xip),
seklinde hesaplanir.
Keyfi p € S* C H\{0} noktasinda 7y doniisiimiiniin diferensiyelini hesaplayalim.
Ik olarak

Top(P) = 2m0(D)

esitligi elde edilir. Bunun anlami ise p pozisyon vektorii 7 . dontisiimii yardimiyla
mo(p) pozisyon vektoriine resmedilir.

Ayrica, X vektor alani p pozisyon vektoriine ortogonal ise 7o . ,(X) da mo(p) pozisyon
vektoriine ortogonaldir.

Tersine bir ¢ kuaterniyonu, ﬁ%p imajiner kuaterniyonuna ortogonal ise p pozisyon
vektoriine ortogonal olan baz1 X vektor alanlar igin g = Y%p + ﬁ%X olarak yazila-
bilir. Ornegin, p = 1 icin q vektorii j ve k vektorlerinin lineer kombinasyonu seklinde
olmalidir. Kolay bir hesaplama ile X = (q, k) j — (g, j) k seklinde tek tiirlii olmaya-
cag gosterilebilir.

Herhangi bir p € S? igin {£, e, €2} ortonormal gatis1 goz éniine alinirsa o

permiitasyonuyla

ﬂo,*,p(g) = 07 7TO,*,p(el) = pkp = é17 7"-ng,p(eQ) = _Z_)]p = é27 (47)

olarak elde edilir.

Sonug olarak Ty(,)S? () uzay1 {é1,é,} bazlan tarafindan gerilir.
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S kiiresi tizerindeki Levi-Civita koneksiyonu V ve R* iizerindeki Levi-Civita konek-

siyonu V olmak iizere X, Y € T,S? i¢in
VxY = VxY +3(X,Y)p
seklinde tammhidir. Boylece {£, €1, o} bazlar tarafindan V Levi-Civita koneksiyonu
Vx€=iX+n(X)p, Vxer=jX+7g(X,e1)p, Vxes =kX +7(X, e)p,

olarak elde edilir. Sonug olarak

seklindedir.
S? tizerindeki hemen hemen kontak yapi (¢, &, )

e&E=0 e =e ey =—e

n(€) =1 nler) =0 nlex) =0
ile verilir.
v:I CR—RxS?egrisi M =R xS® carpim manifoldu tizerinde ¢ # 0 yiikii ile
v (s) = (t(s),c(s)) seklinde tammli birim hizh J—yoriinge olsun. c¢ egrisi S kiiresi

tizerinde parametrelendirilmis bir egri olmak {izere

¢

ﬂ(c):ICR—>82<%>

egrisi ¢ egrisinin Hopf doniisiimii altinda izdiigiim egrisi olsun.

Oncelikle, ¢ egrisinin iki 6zel durum icin Hopf fibrasyon altinda nasil davrandigi
incelenecektir. Daha sonra genel durumda c egrisinin bazi geometrik 6zellikleri veri-
lecektir.

Durum 1 : c egrisinin Reeb vektor alanina paralel olmasi durumunda, ¢ egrisinin
7 doniisiimii altindaki ¢ izdiigtim egrisi S? (%) kiiresi iizerinde bir nokta belirtir.
Ayni zamanda (3.20) esitliginden w(s) = b(cos(¢s) — 1) 4+ asin(gs) siirekli bir fonk-

siyon, pg € S? ve &, = ipg € T}, S® olmak tizere

c(s) = cosw(s)py + sinw(s)é,
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oldugu biliniyor. Sonug olarak,

c(s) = iw(s)e(s) = w(s)E(c(s))

elde edilir ve boylece ¢ egrisi Reeb vektor alanina paraleldir.

Diger taraftan, py € S? belirli sabit bir nokta olsun. Vp € S* noktasinda

mo(p) = mo(po) esitliginin saglanmas: igin ¢t € R olmak iizere p = e"py seklinde ol-
malidir. py noktast boyunca S' = {e’p, : t € R} fibresi de mo(po) € S? (1) noktasma
izdiistim saglar. Son olarak; bu fibrenin p = e“p, noktasindaki teget vektor alani, p
noktasimda tanimh olan £, = ipy Reeb vektor alanidir.

Durum 2 : c egrisi S* kiiresi izerinde Legendre egrisi olsun, yani ¢(s) € ker ;..

Bu durumda (3.26) esitliginden

c(S):eiq3/2<coss‘q2+4— 9 i SVE £4 2 i s~q2+4>

S1n S1n

2 V¢ +4 2 /@ +4 2

olmak {izere ¢ egrisinin 7 doniisiimii altindaki ¢ izdiistim egrisi
2 2 . 2
~ . sv/q*+4 sv/q*+4 . s\/q*+4
¢(s) :=m(e(s)) = 2 sin @0S—— = i, :
Va2 +a Va2 +4
1 cos?2 i + ¢4 Gin2 5V ¢t
2 2 q?+4 2

(4.10)
olarak elde edilir.
R? = C x R uzaymm Oklidyen koordinatlar1 X, Y ve Z olmak iizere, ¢ egrisi
% Y — % Z + % = 0 diizlemi ile S? (%) kiiresinin arakesiti olan bir kiigiik ¢cember
olarak elde edilir. Bu 6zelligin eliptik Sasakian uzay formlarindaki kontak manyetik
egrileri i¢in elde edilenlere benzer olduguna dikkat edilmelidir (Cabrerizo vd. 2009).

Bundan sonra verilen tiim sonuclar ¢ egrisinin genel durumunda saglanir.

Onerme 4.1 ¢: 1 C R — S? egrisi (3.5) ve (3.6) esitliklikleri ile verilen hareket
denklemini saglayan bir egri olsun. Bu durumda a(s) = To(s)i + T1(s)j + Ta(s)k

imajiner kuaterniyonun bilesenleri

To(s) = —q(is cos(gs) + i sin(gs)),
Ti(s) = Ajcos(gs)+ Agysin(gs),

To(s) = Apsin(gs) — Ay cos(gs)
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seklinde tanimlanmak iizere
é(s) = a(s)e(s),
lineer kuaterniyonik diferensiyel denklemi saglanir ve jiq, pio, A1, Ao reel sabitleri

P2+ p2) + A2 + A2 = 1 esitligini saglar.
Ispat. ¢(s) hiz vektorii

¢(s) = To(8)§e(s) + T1(5)er)e(s) + Ta(s)eaje(s)
seklinde tamimlanirsa (4.8) esitligi yardimiyla

vé(s)é(s) = To(s)§|6(s) + T1(8)61|c(8) + T2(8)62

c(s)

+T0(5)(T()(S)vﬁ\c(s)g\c(s) + T (S)VBMC(s)g\c(s) + T2<S)v€2|c(s)€|c(s)>
+T1(5)(To(5) Ve, €11ets) + T1(8) Veyo €11ets) + T2(8) Vey ) €11c(s))
+T5(5)(To(5) Ve, €2lets) + T1(5) Vey oo €21ets)  T2(5) Veego(s) €21e(s))

— T0<8)§|c(s) + Tl (S)€1|C(8) + T2(5)62‘c(s) (411)

olarak elde edilir. (3.5) hareket denklemi ve #(s) = a+ p; cos(gs) + uy sin(gs) esitligi

birlikte goz oniine alinirsa

To(s) = n(é(s)) = —q(p cos(qs) + pg sin(gs)) (4.12)

seklinde hesaplanir. Diger taraftan (3.6) hareket denklemi ve (2.3) yardimiyla

Ve e(s) = q(q(py sin(gs) — pa cos(qs))E ) — Ta(s)erjes) + T1(8)ezie(s)  (4:13)

esitligi bulunur.

(4.11) ve (4.13) egitlikleri birlikte diigiiniiliirse

Ti(s) = —qTa(s),

Ty(s) = qTi(s) (4.14)
olarak bulunur. Yukarida verilen denklemlerin ¢oziimii sonucu

Ti(s) = Apcos(gs)+ Agsin(gs)

Tr(s) = Aisin(gs) — A2 cos(gs) (4.15)
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degerleri hesaplanir ve ¢2(p2 + 1i2) + A3 + A3 = 1 esitligi saglanir. =
m:S* — S* (1) Hopf déniistimii altinda, S? kiiresi tizerindeki ¢ egrisinin izdiigiim

egrisi olan ¢ = w(c) : [ C R — §? (%) egrisinin baz1 geometrik ozeliklerini verelim:

Teorem 4.1 ¢ : I C R — S? egrisi (3.5) ve (3.6) denklemleri ile verilen hareket
denklemlerini saglasin. Hopf doniigiimii yardimiyla elde edilen ¢ izdiisiim egrisinin

S? (3) kiiresi tizerindeki geodezik egriligi
1 |
o= 5 |a(l+2p, cos(gs) + 2, sin(gs))|. (4.16)

seklinde tamimlanir. \, y1, i, ve g reel sabitler olmak tizere A > 0 ve ¢ (u2+pu2)+)\* =

1 egitligi gerceklenir.

Teorem 4.2 c: 1 C R — S? egrisi (3.5) ve (3.6) denklemleri ile verilen hareket den-
klemlerini saglasin. Hopf doniisiimii yardimiyla elde edilen ¢ izdiistim egrisi S? (%)
kiiresi tizerinde bir Kdhler manyetik egridir.

Ispat. ¢ =7(c): I CR — S?(1) egrisi ¢ egrisinin Hopf doniistimii yardimiyla elde
edilen izdiigiim egrisi olsun.

/

C(s) = Tes)C(s)

= Te(s),* (TO(S)g\c(s) + Tl (S>61|C(5) + TQ(S)eQ‘C(S))

= T1 (S)él + Tg(S)éQ (417)
seklinde elde edilir ve (4.7) esitligi yardimiyla

J(s) := —Im(a(s)i) = Ti(s)k — Ts(s)j

olmak iizere

olarak yazilir.

Ayn1 zamanda

, 2
¢ (s)‘ — T2(s) + T2(s) = A2 4 A2 := \? (4.18)

elde edilir. Kolayca gosterilebilir ki;

a(s) = (To(s) + T (s))1, J(s)i = —1J(s), (4.19)

J(s)? = —|T(s), T (s) = qiJ (s) (4.20)
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esitlikleri saglanir.

Diger taraftan

’

¢ (s) = (e(s)T(s)els))
= o(s)[a(s)T(s) + T (s) + T (s)au(s)le(s), (4.21)
= e(s)[-2|T ()" + (2To(s) — @) T (s)]ic(s)

olur ve bu egitlik sayesinde

& (s)| = A2 [4A2 4 (2T0(s) — )]

olarak hesaplanir. SQ(%) kiiresi {izerindeki V Levi-Civita koneksiyonu,
VoV = ViV +44(U, V)z (4.22)

seklinde tamimhidir. U,V vektor alanlar Sz(%) kiiresinin tanjant uzaymda, x nok-
tasi S?(1) kiiresi {izerinde keyfi bir nokta ve V ise R® kiiresi iizerindeki Oklidyen
koneksiyondur.

Yukarida verilen koneksiyon 6zelikleri yardimiyla

2

Ve €(s) = & (s)+4|E(s)| é(s)

elde edilir. Sonug olarak (4.21) esitliginden ve ¢ izdiigiim egrisinin imajiner kuater-

i

5¢(s) olmak tizere

niyon ile verilen tanimidan ¢é(s) = ¢(s)

-l !

Vesyels) = (2To(s) — q)e(s)(Ti(s)j + Ta(s)k)c(s),
= (2T5(s) — q)e(s) T (s)ic(s) (4.23)

seklinde hesaplanir.
(4.18) esitligi goz oniine alinirsa ¢ izdiigiim egrisi yay parametreli bir egri degildir.
¢ egrisinin yay paremetresi § olmak iizere s = As esitligi gerceklenir. Boylece ¢

izdiigiim egrisinin birim normal vektor alani # olmak iizere (4.23) esitligi
N k(8)D(5) = (2T,(s) — q)é(s) T (s)ic(s) (4.24)

seklinde yazilabilir. Ty(s) = —q(u; cos(gs) + pysin(gs)) degeri (4.24) esitliginde

yerine yazilirsa (4.16) esitligi elde edilir.
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S?(1) kiiresinin standart kompleks yapisi J olmak iizere, (4.7) ve

¢(s) = Ti(s)éy + Ty(s)éy esitlikleri yardimiyla
Jé (s) = —e(s) T (s)ic(s) (4.25)

olarak elde edilir. (4.23) ve (4.25) esitlikleri birlikte kullanilirsa

Vi é(s) = (g — 2T5(5)JE (s)
bulunur. Sonug olarak ¢ izdiigiim egrisi SQ(%) kiiresi tizerinde Kéhler manyetik
egridir. m
Not: S? kiiresi tizerindeki Kihler manyetik egriler cemberlerdir. Dolayisiyla sabit
geodezik egrilige sahiptir; fakat S? (3) kiiresi tizerindeki ¢ egrisinin geodezik egriligi

f=1 |q(1+ 2u, cos(gs) + 2y, sin(qs))! genel olarak sabit degildir.
Onerme 4.2 S? (%) kiiresi tizerindeki ¢ egrisinin ~ geodezik egriliginin sabit olmasi

icin gerek ve yeter sart pu; = py = 0 olmasidir. Bu durum igin gerek ve yeter sart

S® (1) kiiresi iizerindeki ¢ egrisinin bir Legendre egri olmasidir.

Onerme 4.3 ¢ : I C R — S? egrisi (3.5) ve (3.6) denklemleri ile verilen hareket
denklemlerini saglasin. Hopf doniisiimii yardimiyla elde edilen ¢ izdiigiim egrisinin

S? (%) kiiresi tizerindeki egriligi x ve torsiyonu 7 arasinda
T = —, (4.26)

iliskisi meveuttur. A, s, 1, ve g reel sabitler, A > 0 ve ¢?(u? 4+ p2) + A* = 1 olmak

lizere

L \/4 L e+ COS(q;) T 241 5in(gs))* (4.27)

seklinde tanimhdir.

Ispat. ¢:1 CR—S*(3) C R® egrisi &(s) = &(s) 4

ic(s) olmak tizere ¢ (s) ve ¢ (s)

vektorleri

¢(s) = Ti(s)éer + Ta(s)és,

¢'(s) = es)[=2|T ()" + (2To(s) — 0) T (s)]ic(s)
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seklinde elde edilir.

T[4 (2T(s) — ¢)’]

"

¢ (s)

¢ egrisinin yay parametresi 4 olmak iizere i = As egitligi gerceklenir. ¢ izdiisiim

egrisinin S? (1) kiiresi tizerindeki egriligi x olmak {izere

> e (5)] :4+(%>\)—q>2:ﬁ2

seklinde hesaplanir. Boylece (4.27) esitligi elde edilir. Uzay egrilerinin temel teore-

minden R > 0 olmak {izere bir kiire tizerinde yatan kiiresel egrinin x egriligi ve 7

72 (R2 C %) = (%)2 (4.28)

iligkisi mevcuttur (Gray vd. 2006).  egriliginin degeri son esitlikte yerine yazilirsa,

torsiyonu arasinda

(4.26) esitligi elde edilir. =

Ayni zamanda k& geodezik egriligi ile k egriligi arasinda xk = \/4—1—7/%2 iligkisi mev-
cuttur.

Bir 6nceki 6nerme, ¢ izdiisiim egrilerini daha iyi anlamak icin bazi resimler ¢cizmemize
yardimci olacaktir. Egrilik ve torsiyon fonksiyonlarinin davranigini inceleyerek, 7 ve

k' degerlerinin aym sifirlara sahip oldugunu anlagilmustir.

. A I TR
LW ERT N

a) k (kirmizi) ve 7 (mavi) b) k' (kirmizi) ve 7 (mavi)
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1
Sekil 4.1 ¢ egrist, qg=2ve = 1

V2
3

Sekil 4.2 ¢ egrist, q=2ve =
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a) r (kirmizi) ve 7 (mavi) b) & (kirmuzi) ve 7 (mavi)

V6

Sekil 4.3 ¢ egrisi, qg=2ve = =

Onerme 4.4 ¢ : I C R — S? egrisi (3.5) ve (3.6) denklemleri ile verilen hareket
denklemlerini saglasin. Hopf doniisiimii yardimiyla elde edilen ¢ izdiigiim egrisinin

S? (4) kiiresi tizerindeki x egriligi ve 7 torsiyonu
N2+ 4?(WK2 — 4 — sq)2 = 16¢%(1 — \?),

arasinda lineer olmayan bir iligki vardir. Burada ¢ ile ¢(1+ 2, cos(gs) + 2, sin(gs))

ifadesinin igareti belirtilmektedir.

S? (%) kiiresinde yatan ¢ izdiisiim egrisinin sabit torsiyona sahip olmasi durumunda
ozel bir durum ortaya ¢ikar. Kabul edelim ki 7 = 7 reel sabit olsun, sy farkli bir

sabit olmak iizere (4.26) denklemi yardimiyla

2
k= ——| (4.29)
cos(Tos + So)
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elde edilir.

a) To=1/2 b) To=1/5

Sekil 4.4 sabit torsiyonlu ¢ egrisi, sop= 1

Bir sonraki 6nermemizi ispatlamak icin agagidaki lemmay1 verelim :

Lemma 4.1 0 < |A\]| < |A2] < ... < |\,| olmak iizere
Z a; cos(\;s) + Z bisin(Ajs) =¢, Vs€elICR, ceR (4.30)
i=1 i=1

denklemi saglaniyor ise, a; = b; = 0, Vi = 1,n, ve ¢ = 0 olmak zorundadir.
Ispat. (4.30) egitliginin s parametresine gore terim terime tiirevi alimirsa,

02 A2, — A3, (A2 — 22 (al cos(A1s) + by sin()\ls)) — 22 LA
elde edilir. Boylece, ¢ € R igin
aj cos(A\18) + bysin(As) =¢, Vsel (4.31)
esitligi gerceklenir. (4.31) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinir ve aym esit-

likte yerine yazilirsa
Ai(a? +02) cos(\1s) = aiéA;, Vs €I,

olarak hesaplanir. Sonug olarak a; = b; = & = 0 oldugundan a; = b; = 0, Vi = 1,n

ve boylece ¢ = 0 olmak zorundadir. m
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Onerme 4.5 ¢ : I C R — S? egrisi (3.5) ve (3.6) denklemleri ile verilen hareket
denklemlerini saglasin ve ¢ egrisi de S? (%) kiiresi iizerinde yatan, Hopf doniigiimii
yardimiyla elde edilen izdiigiim egrisi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denk-

tirler.

(i) ¢ egrisi sabit torsiyona sahiptir.

(ii) ¢ egrisi diizlemsel egridir.

(iii) c egrisi S? kiiresi {izerinde yatan Legendre egridir.

Ispat. ¢ izdiigiim egrisinin sabit torsiyona sahip olmasi durumunda (4.27) ve (4.29)

esitlikleri yardimiyla

4)° . 2
v tan®(7os + s9) = (1 + 2417 cos(gqs) + 2, sm(qs))

olarak hesaplamir. p:= /p2 4+ 3 # 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda

sinfy = Lt ve cos bty = Ha olacak sekilde bir 6, degeri mevcuttur. Bir énceki esitlik
[t 1

— ¢+ 4N =242 1% + 2P p? cos(2qs + 200) + ¢* i’ cos ((2q —279)s — (26 — 27’0)>
+ (q® — 4?4 2¢°1?) cos(27gs + 250) + ¢*1° cos <(2q + 279)s + (26y + 250)>
— 4¢*pusin(gs + 0y) — 2¢*psin ((q —279)s + (0 — 250))

— 2¢°pusin ((q +270)s + (6o + 280)> =0
(4.32)

seklinde yazilabilir. Lemma 4.1 de \; indisleri degistirilerek
M =2q, d=29—279, A3 =2T¢, A= 2q+ 27,
As=q, X¢ =q— 279, Ny =q+ 279
notasyonlar1 kullanilirsa \? # /\?, Vi,j = 1,7 elde edilir. Boylece, (4.32) esitliginin
tiim bilesenleri sifir olmak zorundadir. Ozel olarak,
2¢% 1 cos (90 + 230> =0 ve 2¢*usin (90 + 250) =0,

olmalhdir. p # 0 kabuliimiizden dolay1 bu bir celigkidir. =

Lemma 4.2 Sonug olarak, A7 = A}, Vi,j = 1,7 ecsitligini saglayan tiim esitlik

durumlar goz oniine alinirsa, 74 sabit torsiyonu i¢in

3¢ 9 ,q 3q
+— += += +q, +—, £2
To € { 4 9 47 27 q, 2 ) q
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durumlar:1 mevcuttur. Fakat bu 12 durum da geligki yaratir.

Ornegin; (4.32) esitliginde 7o = ¢ alinirsa, cos(4¢s) ve sin(4gs) ifadelerinin bilegenleri
sifir olmak zorundadir. Yani, ¢*u? cos(2sg + 20) = 0 ve ¢*u?sin(2sg + 265) = 0
esitlikleri saglanmalidir. ¢ # 0 ve u # 0 oldugundan bu durum gergeklenmez.
Yukarida bahsedilen tiim durumlarin geligkili olmasinin sebebi, p # 0 olarak kabul
edilmesidir. Bu yiizden, u = 0 olmak zorundadir. Bunun anlam ise, ¢ egrisi S3(1)
kiiresi tizerinde bir Legendre egridir. Ayni zamanda, ¢ izdiistim egrisi S (%) kiiresinde
bir gemberdir. Boylece bir diizlemsel egridir ve 79 = 0 olmalidir.

Sonug olarak; (7), (i) ve (ii7) durumlar1 birbirlerine denktirler ve boylece ispat

tamamlanir.

4.2 Mathematica Ornekleri

Bu boliimde Mathematica yazilimi kullamlarak, S? (%) kiiresi tizerindeki ¢ izdiigtim
egrisi cizilecektir. Bir onceki boliimden, ¢ izdiigsiim egrisinin egriligi ve torsiyonu bi-
linmektedir. Burada izlenen yoéntem, E* Oklid uzayinda egriligi ve torsiyonu bilinen
egriler i¢in egrilerin temel teoremini kullanmaktir (Anonymous 2013).

Genelligi kaybetmeden 7y ifadesinde j1; = p # 0 ve py, = 0 olarak alalim.

Klasik olmasina ragmen, programin nasil ¢alistigini kisaca aciklayalim:

"Clear]r, s, t, n, b, , 7, r0, t0, n0, b0];

equs = {t'[s] == r[s] ns],
n'[s] == -x[s] tls| + 7[s] bls],
b’[s] == -7[s] n[s],

r'ls] == ts],

t[0] == t0, n[0] == n0, b[0] == b0, r[0] == r0};"
¢ (s) = r'(s) olmak iizere t, n ve b vektor alanlari, sirasiyla ¢ izdiigiim egrisinin teget,
normal ve binormal vektor alanlaridir.
q, it ve A sabitlerini belirleyerek Tg(s) ifadesini tanimlayalim:
q=2;
po=1/4
A = Sqrt[1 - q*?];
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T0[s) :== —qu Cos|q s;

¢ izdiigiim egrisini egriligi ve torsiyonu agagidaki gibi verilsin,
Rls) = Sartld + ((270[s] — q)/\)?);

T[s) := 2(D[klss], ss] /. ss->s)/

(r[s] Sart[r[s]* — 4]);

r,t,n ve b ifadelerinin baglangi¢ degerlerini belirleyelim:
r0 = {0, 1/2, 0};

t0 = {1, 0, 0};

n0 = 1/k[0] (-4 r0 + 2 Sqrt[x[0]*> — 4]Cross|r0, t0]);

b0 = Cross[t0, n0];

Boylece NDSolve komutuyla kismi diferensiyel denklem ¢oziiliir:

"solution = First@QNDSolve[eqns, r, t, n, b, s, 0, 25 Pi]; "

S? (%) kiiresini ¢izelim:

"S2 = ParametricPlot3D][ 0.5 Cos[u] Sin[v], 0.5 Sin[u] Sin[v], 0.5 Cos[v],
u, -Pi/2, 3 Pi/2, v, 0, Pi, Axes -> None, Boxed -> False,

PlotStyle -> Directive[White, Opacity[0.5], Specularity[White, 10]],
Mesh -> 10, MeshStyle -> Opacity[0.3]]; "

¢ izdiistim egrisini S? (%) kiiresi tizerinde gosterelim:

"With[sl = (r /. solution)["Domain"|[[1, 1]],

s2 = (r /. solution)["Domain"][[1, 2]],

Show[S2, ParametricPlot3D[Evaluate[r[s] /. solution], s, s1, s2,
PlotStyle -> Thickness[0.01], Black, Boxed -> False]]] "

Mathematica yaziliminda, yukarida verilen program farkli durumlar i¢in kullanilmigtar.

Bu durumlara karsilik gelen ¢ izdiisiim egrileri Sekil 4.1 - Sekil 4.4 de ¢izilmistir.
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4.3 Hopf Tiip

S? (1) kiiresi tizerinde verilen bir 3(s) egrisinin, 7 déniisiimii ile verilen tam lifti
S3(1) kiiresi iizerinde bir yiizeydir. Hg = 7 () seklinde tamimlanir ve /3 iizerine
Hopf tiip diye adlandirihr. Ayrica, Hz Hopf tiipii bir diiz yiizeydir. S? (%) kiiresi
tizerindeki 3 egrisinin, kapali bir egri olmasi durumunda ise Hz Hopf tiipii bir Hopf
tordur. Ozel olarak, kiire tizerindeki kiiciik cemberlere karsilik gelen Hopf tiip, bir
diiz minimal olmayan sabit ortalama egrilikli Hopf tordur. Diger taraftan, biiyiik
gembere karsilik gelen Hopf tiip ise minimal Clifford tordur.

[ egrisinin yatay lifti 3, ile gosterilmek tizere, tiim bu tiipler
F:RxI— HzCS® ve F(s,u)=e"B,(s) (4.33)

Riemann doniigtimii ile parametrelendirilir.

Boylece, ( egrilerinin koordinat fonksiyonlar fibreler (s = sbt., u € R) ve yatay
liftlerdir (u = sbt., s € I C R).

Ayrica, (4.33) esitliginden

Fy(s,u) = €™, (s) Fu(s,u) =iF(s,u) = & F(s,u) (4.34)

elde edilir.
B, yatay lifti, fibreleri dik olarak kestiginden, Hz Hopf tiipii tizerindeki uyumlu
metrik ds? + du? olarak tamimhidir.

H s Hopf tiipiiniin bir F'(s, u) noktasindaki normal vektorii NV olmak tizere
N(s,u) = e™vp(s),

seklinde tanimhdir. Burada vy ile 8 egrisinin normal vektor alaninin yatay lifti
tanimlanmigtir.
N normal vektor alan, F,, ve F; ye dik oldugundana yukarida verilen formiil (4.34)

esitliginden kolayca elde edilebilir.

Uyar1 4.1 Manyetik egriler ile ilgili galigmalara bakilacak olunursa; S3(1) kiiresi
tizerindeki manyetik egriler, S? (%) kiiresi tizerindeki geodezik cemberlerden inga

edilen Hopf torun geodezikleridir.
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Bu gergege ragmen, J—yoriingeleri icin agagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.3 c egrisinin, ¢ izdiigiim egrileri tarafindan inga edilen H; Hopf tiip
tizerinde geodezik olmasi icin gerek ve yeter sart ¢ egrisi, S* kiiresinde bir Legendre

egri olmasi veya c egrisinin, .,y Reeb vektor alanina teget olmasidir.

c(s

Ispat. c egrisi 3(s) = &(s) egrisi ile iligkili H; Hopf tiip iizerinde bir egri olsun.

Hpz Hopf tiip tizerindeki Levi-Civita koneksiyonu V olmak {izere
Vité(s) = Vagwels) + h(els), é(s))vn(s) (4.35)
elde edilir. Diger taraftan
&(s) = e(s)C(s)c(s) ve v(s) = c(s)iC(s)e(s)

esitlikleri saglanir. (4.12), (4.14) ifadeleri ve vj,(s) = —T5(5)eq|c(s)+11(5)ea)c(s) esitligi

birlikte kullanilirsa
Vet = To(5)E () + 0 (—T2(5)er1c(s) + T1(8)enie(s)) = To(8)€ 1) + qn(s)  (4.36)
olarak hesaplanir. Sonug olarak, (4.35) ve (4.36) esitliklerinden
Vit = T0(3)§|c(s)-

Boylece, ¢ egrisi H; Hopf tiip iizerinde geodezik olmasi icin gerek ve yeter sart
c egrisi, S? kiiresinde bir Legendre egridir veya c egrisi & e(s) Reeb vektor alanina

tegettir. m
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5. TARTISMA VE SONUC

v:I CR—-RxS?egrisi M = R xS* carpim manifoldu iizerinde ¢ # 0 yiikii
ile v(s) = (t(s),c(s)) seklinde tammli birim hizh J—yoriinge, ¢ egrisi S* kiiresi
tizerinde ¢(s) = (z(s),w(s)) olarak parametrelendirilmis bir egri ve ¢ de R tizerinde

global koordinat sistemi olmak tizere c egrisi i¢in herhangi bir kisitlama olmaksizin

t(s) = a+ pycos(qs) + pigsin(gs),  a,pq, pis € R

olarak elde edilir ve ¢*(u? + u2) < 1 esitsizligi saglanir. Fakat, ¢ egrisi genel du-
rumda acik bir gekilde elde edilememigtir. Bunun nedenini aciklamak igin en uygun
yaklagim; S? kiiresinin R* uzayinda gomiilii oldugunu ele almak ve R* uzayim kuater-
niyonlar yardimiyla tanimlamaktir. Boylece, (3.6) esitligi ile verilen J-yoriingenin

hareket denkleminden, o kuaterniyon degerli bir fonksiyon olmak {izere

c(s) = a(s)e(s)

lineer kuaterniyonik diferensiyel denklemi saglanir. Kuaterniyonik diferensiyel denk-
lemler ile; kinematik, navigasyon ve rehberlik, akigkanlar mekanigi ve kuantum
mekanigi gibi uygulamali matematigin rol oynadig ¢esitli caligma alanlarda kargilagiriz.
Kuaterniyonik diferensiyel denklem ¢oziimiiniin elde edilmesi sirasinda karsilagilan
tiim bu zorluklarin sebebi ise kuaterniyonlar cebirinin degisme 6zelligine sahip ol-
mamasidir. Leo ve Kou kuaterniyonik c¢oziimler elde etmek i¢in bazi kuaterniyonik
diferensiyel denklem simflarmi aragtirmuglardir (Kou 2018), (Leo 2003). Ayrica,
kuaterniyonik diferensiyel denklemlerin periyodik ¢oziimlerinin fizigin cesitli alan-
larinda 6nemli rol oynamasindan dolayr Campos basgta olmak iizere bir ¢ok aragtir-
mac1 tarafindan galigilmigtir (Campos 2006).

S? kiiresi tizerindeki Legendre egriler, calismamiz boyunca énemli bir rol oynamustir.
S3(1) kiiresi iizerinde Legendre egrilerin baz1 karakterizasyonlar: elde edilmistir. Bu
karakterizasyonlardan bazilar1 agsagida verilmistir.

¢ egrisi, S (%) kiiresi tizerinde yatan, Hopf doniigiimii yardimiyla elde edilen izdiisiim

egrisi olmak {izere,
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o §? (%) iizerinde tamiml olan ¢ izdiigiim egrisinin sabit geodezik egrilige sahip
olmast igin gerek ve yeter sart ¢ egrisinin S3(1) kiiresi iizerinde bir Legendre

egri olmasidir.

° S2<%> tizerinde tanimh olan ¢ izdiigiim egrisinin sabit torsiyona sahiptir <
s? (%) tizerinde tanimli olan ¢ izdiisiim egrisi diizlemsel bir egridir < ¢ egrisi

S3(1) kiiresi iizerinde bir Legendre egridir.

e (¢ egrisinin, ¢ izdiistim egrileri tarafindan insa edilen H; Hopf tiip iizerinde
geodezik olmasi icin gerek ve yeter sart ¢ egrisi, S kiiresinde bir Legendre egri

olmasi veya c egrisinin, §.,;) Reeb vektor alanina teget olmasidir.

S? kiiresi iizerinde taniml olan Legendre egriler, Bang-Yen Chen tarafindan ikinci
dereceden kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri olarak elde edilmigtir (Chen
1997). Ayrica, aym galismada Legendre egriler, CP™ uzayinda Lagrange H-umbilik
alt manifoldlarin tanimlanmasinda kullamlmgtir. Yani; S3(c) tizerinde tammh olan
her bir Legendre egri igin, bu egriye karsilik gelen CP™(4¢) uzaymin kanonik La-
grange H-umbilik alt manifoldu inga edilmistir. Boylece, Legendre egriler ve
Lagrange alt manifoldlar: arasinda 6nemli bir baglanti kurulmustur.

Sonug olarak; Legendre egrilerin ¢esitli alanlarda biiyiik 6neme sahip oldugu goriilmek-
tedir. Bu calismada, Hopf doniistimleri ve R x S* carpim uzayinda J—yoriingelerin
hareket denklemleri yardimiyla Legende egriler i¢in yeni karakterizasyonlar elde
edilmistir (Ates ve Muntenau 2018), (Ates vd 2019). Farkl uzaylarda da benzer

calismalar yapilarak, Legendre egriler i¢in yeni karakterizasyonlar verilebilir.

60



KAYNAKLAR

Adachi, T. 1994. Kéhler magnetic field on a complex projective space. Proc. Japan
Acad. Ser. A Math. Sci. 70, 12-13.

Adam, C., Sédnchez-Guillén J. and Wereszczy ‘nski, A. 2006. Hopf solitons and Hopf
g-balls on S3. Eur. Phys. J. C 47, 513-524.

Alvarez, A., Leys, J. and Ghys, E. 2008. Film “Dimensions”, Web Sitesi:
http://www.dimensions-math.org. Erisim Tarihi: 18.01.2020.

Anonymous. 2013. Web Sitesi: http://www.mathematica.stackexchange.com/questions,/
39137 /finding-a-3~d-curve-from-torsion-and-curvature-with-ndsolve/39142.
Erigim Tarihi: 14.09.2019.

Ates, O. and Munteanu, M. I. 2018. Periodic .J-trajectories on R x S?. J. Geom.
Phys., 133, 141-152.

Ates, O., Munteanu, M. I. and Nistor, A. I. 2019. Dynamics on S* and the Hopf
fibration. Applied Mathematics and Computation, 347, 429-441.

Barros, M., Cabrerizo, J.L., Ferndndez M. and Romero, A. 2007. Magnetic vortex
filament flows. J. Math. Phys. 48, 1-27.

Blair, D.E. 1976. Contact manifolds in Riemannian geometry. Lecture Notes in
Math. 509, Springer, Berlin, Hiedelberg, New York.

Cabrerizo, J.L., Ferndndez, M. and Gémez, J. S. 2009. The contact magnetic flow
in 3D Sasakian manifolds. J. Phys. A: Math. Theor. 42, 19, 195201.

Calvaruso, G., Munteanu, M.I. and Perrone, A. 2015. Killing magnetic curves
in three-dimensional almost paracontact manifolds. Journal of Mathematical
Analysis and Applications, vol. 426, no. 1, pp. 423-439.

Campos, J. and Mawhin, J. 2006. Periodic solutions of quaternionic-valued ordinary
differential equations. Annali di Matematica 185, S109-S127.

Chen, B-Y. 1997. Interaction of Legendre curves and Lagrangian submanifolds. Israel
J. Math., 99, 69-108.

Cho, J., Inoguchi, J. and Lee, J. 2006. On slant curves in Sasakian 3-manifolds.
Bulletin of the Australian Mathematical Society, 74(3), 359-367.

Comtet, A. 1987. On the Landau levels on the hyperbolic plane. Annals of Physics,
vol. 173, no. 1, pp. 185-209.

Druta-Romaniuc, S.L. and Munteanu, M.I. 2011. Magnetic curves corresponding to
killing magnetic fields in E3. Journal of Mathematical Physics, vol. 52, no. 11,
pp. 1-14.

61



Druta-Romaniuc, S.L. and Munteanu, M.I. 2013. Killing magnetic curves in a
Minkowski 3-space. Nonlinear Analysis: RealWorld Applications, vol. 14, no.
1, pp. 383-396.

Gray, A., Abbena, E. and Salamon, S. 2006. Modern Diferential Geometry of Curves
and Surfaces with Mathematica. Chapman and Hall/CRC.

Hacisalihoglu, H.H. 1980. Yiiksek Diferensiyel Geometriye Giris. Firat Universitesi
Fen Fakiiltesi yayinlari, Elazig.

Hacisalihoglu, H.H. 2003. Tensér Geometri. Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi Yayin-
lar1, Ankara.

Kou, K. I. and Xia, Y.-H. 2017. Linear Quaternion Differential Equations: Basic
Theory and Fundamental Results, arXiv:1510.02224v5 [math.CA].

Leo, S. and Ducati, G. 2003. Solving simple quaternionic differential equations, J.
Math. Phys. 44 5, 2224-2233.

Munteanu, M.I. and Nistor, A.-1. 2012. The classification of Killing magnetic curves
in S? x R. Journal of Geometry and Physics, vol.62, no. 2, pp. 170-182.

Onnis, L.I., Passos Passamani, A. and Piu, P. 2018. Constant Angle Surfaces in
Lorentzian Berger Spheres. Journal of Geometric Analysis.

Sunada, T. 1993. Magnetic flows on a Riemann surface. Proc. KAIST Mathematics
Workshop: Analysis and Geometry, (KAIST, Taejeon, Korea), 93—-108.

Tamura, M. 2004. Surfaces which contain helical geodesics in the 3-sphere. Mem.
Fac. Sci. Eng. Shimane Univ., Series B: Mathematical Science, 37, 59-65.

Urbantke, H.K. 2003. The hopf fibration - seven times in physics. J. Geom. Phys.
46, 3125-3150.

Yano, K. and Kon, M. 1984. Structures on Manifolds. Series in Pure Mathematics,
vol: 3, World Scientific Singapore.

62



OZGECMIS

Adi Soyadi  : Osman ATES
Dogum Yeri : Ordu
Dogum Tarihi: 20/01/1989
Medeni Hali : Evli

Yabanci Dili : Ingilizce

Egitim Durumu (Kurum ve Yil):
Lise :  Ordu Anadolu Lisesi (2006)
Lisans :  Ankara Universitesi, Matematik Boliimii (2012)

Yiiksek Lisans : Ankara Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik

Anabilim Dali (Subat 2013 - Temmuz 2014 )

Calistigi Kurum/Kurumlar ve Yil: Milli Savunma Universitesi, Kara Harp

Okulu, Temel Bilimler Boliimii (2019 - ... )

Yayinlar:: Ates, O. and Munteanu, M.I. 2018. Periodic J-trajectories on R x S®.
Journal of Geometry and Physics, 133, 141-152. (SCI)

Kaya, S., Ates, O., Gok, I. and Yayl, Y. 2018. Timelike clad helices and
developable surfaces in Minkowski 3-space. Rend. Circ. Mat. Palermo, II. Ser. 68,
259-273. (ESCI)

Ates, O., Munteanu, M.I. and Nistor, A.-I. 2019. Dynamics on S* and Hopf
fibration. Applied Mathematics and Computation. 347, 429-491. (SCI)

Uluslararas1 Kongreler
Ates, O., Gok, I. and Yayl, Y. 2014. Karatekin Mathematic Days 2014. Curves
of constant slope and curves of constant precession in contact 3-manifolds. Cankiri

Karatekin University. (Oral presentation)
63



Gok, 1., Ates, O. and Yayl, Y. 2014. Notes on slant curves in Sasakian 3- manifolds.
19th International Summer School on Global Analysis and its Applications, Lednice

Czech Republic. (Oral presentation)

Ates, O., Gok, 1. and Yayl, Y. 2016. 14th International Geometry Symposium.
Pamukkale University. Rectifying curves in Minkowski n-space. Denizli, Turkey.

(Poster)

Gok, 1., Ates, O. and Yayli, Y. 2016. A curve whose position vector lies on
the orthogonal complement of its any Frenet vector in Minkowski n-space. 8th

International Meeting on Lorentzian Geometry. Malaga, Spain. (Poster)

Ates, O., Kaya, S., Gok, 1. and Yayli, Y. 2018. Some Characterizations of Timelike
Clad Helices in Minkowski 3-space. 2018. International Geometry Symposium.

Celal Bayar University. Manisa, Turkey. ( Poster)

Kaya, S., Ates, O., Gok, I. and Yayl, Y. 2018. Develople Surfaces and Timelike
Clad Helices in Minkowski 3-space. 5th International IFS and Contemporary Math-
ematics Conference — IFSCOM2018, Siitcii Imam Universitesi, Kahramanmaras,

Turkey. (Poster)

International Conference on Applied and Pure Mathematics, Alexandru Ioan Cuza

University, (2-5 November 2017) Iasi, Romania.

Ulusal Kongreler

8. Ankara Matematik Giinleri (4-5 Haziran 2013), Cankaya Universitesi.
11. Ulusal Geometri Sempozyumu (1-5 Temmuz 2013), Ordu Universitesi.
9. Ankara Matematik Giinleri (12-13 Haziran 2014), Atilim Universitesi.
10. Ankara Matematik Giinleri (11-12 Haziran 2015), ODTU.

12. Ankara Matematik Giinleri (25-26 Mayis 2017), Hacettepe Universitesi.

64





