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ÖZET

Doktora Tezi
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YÖRÜNGELER

Osman ATEŞ

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dalı

Danı̧sman: Prof. Dr. İsmail GÖK

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. İlk bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır. İkinci bölümde,
çalı̧sma boyunca kullanacağımız temel kavramlar hatırlatılmı̧stır.

Üçüncü bölümde; R× S3 çarpım uzayında J -yörünge eğrilerinin hareket denklemleri elde
edilmi̧stir. 3-küre üzerindeki izdüşüm eğrileri, Legendre eğri olan J -yörüngelerin periyo-
dikliği çalı̧sılmı̧stır ve bir periyodik olma kriteri belirlenmi̧stir. Ayrıca, bir J -yörüngenin
3-küre üzerine izdüşüm eğrisinin kontak açısıelde edilmi̧stir.

Dördüncü bölümde; R× S3 çarpım manifoldu üzerindeki J -yörünge eğrilerinin, 3-küre
üzerinde yatan bileşeninin dinamikleri araştırılmı̧stır. Hopf fibrasyon yardımıyla, 2-küre
üzerindeki izdüşüm eğrilerinin çok sayıda geometrik özelliği elde edilmi̧stir ve Mathematica
programıyla izdüşüm eğrilerinin bazıörnekleri verilmi̧stir. Bu izdüşüm eğrileri 3-boyutlu
Öklid uzayında ele alınmı̧stır ve izdüşüm eğrilerinin eğriliği ve torsiyonu belirlenmi̧stir.
Ayrıca uzay eğrilerinin temel teoreminden, bu iki karakteristik bir eğri tanımlar ve Math-
ematica programıyla, bu izdüşüm eğrilerin bazıörnekleri çizilmi̧stir. Son olarak, 2-küre
üzerindeki izdüşüm eğrilerinin Hopf dönüşümü yardımıyla tam lift olarak tanımlanan, 3-
küre üzerindeki Hopf tüpler incelenmi̧stir. 3-küre üzerindeki eğrilerin, izdüşüm eğrileri
tarafından tanımlanan Hopf tüp üzerinde geodezik olması için gerek ve yeter şartın bu
eğrilerin Legendre eğri olmasıolduğu ispatlanmı̧stır.

Beşinci bölümde; yapılan çalı̧smalar ile ilgili sonuçların analizine yer verilmi̧stir.

Haziran 2020, 64 sayfa

Anahtar Kelimeler: Manyetik eğri, Legendre eğri, Kontak manifold, Hopf fibrasyon,
Hopf tüp, J-yörünge
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ABSTRACT
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CURVES AND MAGNETIC TRAJECTORIES ON RIEMANNIAN MANIFOLDS
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Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. İsmail GÖK

This thesis consist of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In
the second chapter, basic concepts that we will use throughout the work are recalled.

In chapter three; the equations of motion for a J-trajectory are founded in the product
space R× S3. The periodicity of J-trajectories whose projection on the 3-sphere is a
Legendre curve are studied and a periodicity criterion is founded. Moreover, the contact
angle for the projection on 3-sphere of a J-trajectory is obtained.

In chapter four; the dynamics of the 3-sphere-component of a J-trajectory are investigated
in product manifolds R× S3. Several geometric properties are obtained for the projection
curve on 2-sphere via the Hopf fibration and some examples of the projection curve are
generated with Mathematica. The projection curve is regarded in 3-dimension Euclidean
space and determined its curvature and torsion. Using the fundamental theorem of curves
in space, these two characteristics define a curve and some examples of the projection
curve are plotted with a Mathematica program. Finally, The Hopf tubes on the 3-sphere,
defined as the complete lift via the Hopf map of the projection curve on the 2-sphere, are
investigated. It is also proved that the curves in 3-sphere are geodesics on the Hopf tubes
over the projection curve on the 2-sphere if and only if they are Legendre curves.

In chapter five; the analysis of the results considered in previous chapters are given.

June 2020, 64 pages

Key Words: Magnetic curve, Legendre curve, Contact manifold, Hopf fibration, Hopf
tube, J-trajectory
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NALBANT’a teşekkür ederim.
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TUBİTAK’a en içten teşekkürlerimi sunarım.

Osman ATEŞ
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1. GİRİŞ

Manyetik alanların ve farklımanifoldlar üzerinde tanımlanan manyetik alanlarla

ili̧skili manyetik eğrilerin incelenmesi, diferensiyel geometri ve fizik alanlarındaki

önemli araştırma konularındandır. Riemannmanifoldlarıüzerindeki manyetik eğriler,

manyetik alan etkisiyle bu manifold üzerinde hareket eden yüklü parçacıkların yörün-

geleridir. Özel olarak; manyetik alanın yokluğunda, manyetik eğriler serbest düşme

hareketi yapan parçacıkların yörüngeleridir. Diğer bir ifadeyle, içinde bulunduk-

larıuzayın geodezikleridir. Manifold üzerinde tanımlıolan kapalı2-form, q yüklü

parçacı̆gıetkileyen Lorentz kuvveti ile ili̧skili bir manyetik alan tanımlar. Dinamik

sistemin bir manyetik yörüngesi

∇γ′ γ
′
= qΦγ

′

Lorentz denkleminin bir çözümüdür.

Farklıuzaylardaki, manyetik eğrilerin geometrisi, birçok araştırmacıtarafından yoğun

bir şekilde incelenmi̧stir. 2-boyutlu uzayda, paralel Lorentz kuvvetine kaŗsılık gelen

manyetik yörüngeler, Comtet ve Sunada tarafından elde edilmi̧stir. Comtet, sabit

bir manyetik alan içerisinde hiperbolik düzlemde hareket eden yüklü bir parçacı̆gın

klasik ve quantum mekaniğini incelemi̧stir (Comtet 1987). Sunada, S2 küresi ve

hiperbolik yüzeyler üzerinde manyetik alan etkisi altındaki yüklü parçacıkların yörün-

gelerini belirlemi̧s ve karakterizasyonlarınıvermi̧stir (Sunada 1993). Adachi, Kähler

manifoldlarında Kähler manyetik eğrileri sınıflandırmı̧stır (Adachi 1994). Cabrerizo

ise 3-boyutlu Sasaki manifoldlarında manyetik alanlarıaraştırmı̧stır (Cabrerizo vd.

2009). 3-boyutluMinkowski uzayında ve kontak manifoldlarda Killing vektör alanıyla

verilen manyetik eğrilerin sınıflandırılmasıCalvaruso, Druta-Romaniuc ve Munteanu

tarafından yapılmı̧stır (Calvaruso vd. 2015), (Druta-Romaniuc ve Munteanu 2013).

Diğer taraftan Barros vd. 3-boyutlu manifoldlarda, Killing manyetik alanlarıile ilgili

manyetik yörüngeleri, varyasyonel problemin sonucu olarak elde etmi̧stir (Barros vd.

2007). Ayrıca, Killing manyetik yörüngelerin sınıflandırılması, Druta-Romaniuc ve

Munteanu tarafından sırasıyla E3 ve S2×R uzaylarında verilmi̧stir (Druta-Romaniuc

ve Munteanu 2011), (Munteanu ve Nistor 2012).
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Bu konsepti, diğer uzaylara geni̧sletmek istiyorsak, manifoldlar ve bu manifold-

ların teğet vektör uzaylarıarasındaki ili̧ski göz önüne alınmalıdır. Bu bağlamda,

küre yüzeyleri bu manifoldlar arasında önemli rol oynar. Küre yüzeylerinin normal

vektörlerinin, orjin boyunca olmasıve aynıtopolojiye sahip sabit ortalama eğrilik

yüzeyleri boyunca düzgün bir deformasyona sahip olması, küre yüzeylerini önemli

kılmı̧stır. Farklıuzaylarda, manyetik alanlara kaŗsılık gelen manyetik yörüngelerin

sınıflandırılmasından elde edilen tüm bu sonuçlara bakıldı̆gında, 3-boyutlu küre

yüzeyi üzerinde manyetik eğriler hakkında çok az bilgiye sahip olunduğu görülmek-

tedir.

R× S3 uzayı, teorik fizik alanında büyük ilgi gören, aynızamanda Lorentz metriği

ile donatılmı̧s olan bir uzaydır. Örneğin; Adam, R× S3 çarpım manifoldunda S2

değerli birim vektör alanınıiçeren alan teorilerini incelemi̧stir (Adam 2006). Dari-

escu, çalı̧smasında R× S3 uzayıiçindeki fiziksel sistemlerin önemini vurgulamı̧stır.

Ayrıca, alan teorilerinin incelenmesinde ve R× S3 uzayının diğer özelliklerinin etki-

leri hakkında daha fazla ayrıntıverilmi̧stir (Dariescu 1996).

Bir (M, g, J) Kähler manifoldu üzerinde tanımlanan ΩJ(·, ·) = g(J ·, ·) ikinci temel

formu kapalıdır ve böylece bu temel form bir Kähler manyetik alan tanımlar. ΩJ

ikinci temel formuna göre, Lorentz kuvveti J olduğundan, q 6= 0 olmak üzere, M

manifoldu üzerinde bir Kähler manyetik eğri

∇γ′ γ
′
= qJγ

′
(1.1)

Lorentz denkleminin bir çözümüdür.

R× S3 çarpımmanifoldu ise bir Kähler manifold değildir. Yani, g metriği ve J komp-

leks yapısıile verilen ikinci temel form ΩJ kapalıolmadı̆gından R× S3 manifoldu

üzerinde bir manyetik alan tanımlamaz, fakat R× S3 manifoldu üzerinde J-yörünge

eğrileri (1.1) diferensiyel denklemini sağlayan eğriler olarak tanımlanabilir.
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Şekil 1.1 Hopf fibrasyon

S3 küresinin 4-boyutlu uzayda daha iyi anlaşılmasıiçin uzayın dairelerle nasıl doldu-

rulduğunu açıklayalım ve fibrasyon kavramından bahsedelim; 4-boyutlu uzayda ori-

jine birim uzaklıkta olan noktalar kümesinin geometrik yeri S3 küresini verir. S3

birim küresi, 4-boyutlu uzayda 2-boyutlu kompleks düzlemde, orijinden geçen her

bir kompleks doğru için dairelerle doldurulmuştur ve bu dairelerin kesi̧stiği düşünülse

de 4-boyutta bu düşünce yanlı̧stır. Kürenin dairelere bölündüğü Hopf tarafından

keşfedilmi̧stir ve buna Hopf fibrasyon adıverilir. Hopf fibrasyonun görüntülen-

mesi Alvarez tarafından ayrıntılıbir şekilde araştırılmı̧stır. Bunun bir örneği Şekil

1.1 de verilmi̧stir (Alvarez vd. 2008).

Hopf fibrasyon kavramı, ilk olarak 1931 yılında Hopf tarafından tanımlanmı̧stır.

Hopf , S2 küresinin üçüncü homotopi grubunu belirlemek istemi̧s ve günümüzde Hopf

fibrasyon olarak adlandırılan, S3 küresinden S2 küresine tanımladı̆gı, bir dönüşüm

yardımıyla bu grubun boş kümeden farklıolduğunu göstermi̧stir. Aynıfikir, dalga

mekaniği üzerinde çalı̧san Dirac tarafından da ortaya atılmı̧stır. Dirac manyetik bir

tek kutup alanında kuantum mekanik hareketini incelemi̧stir. Hopf fibrasyonun bazı

teorik fizik konularındaki uygulamaları; iki seviyeli kuantum sistemleri, iki boyutlu

izotropik harmonik osulatör, Taub-nut uzayı, Twistor teorisi, helisite gösterimleri,

Dirac’in tek kutup kuantizasyonu veya Dirac eşitliği ve Dirac operatörü olarak gös-

terilebilir (Urbantke 2003).

S3 =
{

(z, w) ∈ C2 : |z|2 + |w|2 = 1
}

= (x, y, u, v) ∈ R4 : x2 + y2 + u2 + v2 = 1}
3



şeklinde tanımlanan S3 küreyi görselleştirmek için stereografik izdüşümü kullanabili-

riz. R4 reel uzayında N = (0, 0, 1, 0) noktasınıS3 küresinin kuzey kutubu olarak göz

önüne alalım. (0, 0,−1, 0) güney kutup noktasındaki teğet düzleme N noktasından

izdüşüm alınırsa (x, y, u, v) ∈ S3 noktası, (a, b,−1, c) izdüşüm noktasıve N noktası

doğrusal olur. Dolayısıyla,

π : S3\N −→ R3, π(x, y, u, v) =

(
2x

1− u,
2y

1− u,
2v

1− u

)
,

elde edilir. S3 küresinden bir nokta çıkarılırsa 3-boyutlu uzayla temsil edilebilir.

Kompleks doğrular, S2 küresindeki noktalarla tanımlanmak üzere S2 küresindeki her

nokta için bir çember elde edilir. Tüm bu çemberler S3 küresini doldururlar ve S3

küresindeki her nokta yalnız bir çembere ait olup S2 küresindeki bir noktayıbelirler.

Böylece S2 küresinin üzerinde, S3 küresinin izdüşümüne benzer bir şekil elde edilir.

Sonuç olarak S2 üzerindeki her noktanın, S1 çemberi olan bir lif(fibre) olduğunu ve

bu fibrasyonun tüm uzayın S3 küresi olduğu söylenebilir.

R× S3 çarpım manifoldu üzerindeki J-yörünge eğrileri, matematik ve teorik fizik

etkileşimi içerisinde yer alır. Aynı zamanda, hemen hemen Hermityen manifold

üzerinde J-yörünge eğrileri manyetik alanları, dolayısıyla geodezikleri genelleştirir.

Bu tez çalı̧smasında; R× S3 çarpım uzayında J-yörünge eğrilerinin hareket denk-

lemleri elde edilmi̧stir. S3 küresi üzerindeki izdüşüm eğrileri Legendre eğri olan

J-yörüngelerin, periyodik olma kriterleri belirlenmi̧stir. Ayrıca J-yörüngelerin S3

küresi üzerine izdüşüm eğrilerinin kontak açılarıincelenmi̧stir. Diğer taraftan; R× S3

çarpımmanifoldu üzerindeki J-yörünge eğrilerinin, S3 küresi üzerinde yatan bileşeninin

dinamikleri araştırılmı̧stır. Hopf fibrasyon yardımıyla, S2 küresi üzerindeki izdüşüm

eğrilerinin çok sayıda geometrik özeliği elde edilmi̧stir. Bu izdüşüm eğrileri E3 uza-

yında ele alınmı̧stır ve izdüşüm eğrilerinin eğriliği ve torsiyonu belirlenmi̧stir. Ayrıca,

uzay eğrilerinin temel teoreminden, bu iki karakteristik, bir eğri tanımlar ve Math-

ematica programıyla bu izdüşüm eğrilerin bazı örnekleri çizilmi̧stir. Son olarak,

S2 küresi üzerindeki izdüşüm eğrilerinin Hopf dönüşümü yardımıyla tam lift olarak

tanımlanan S3 küresi üzerindeki Hopf tüpler incelenmi̧stir. S3 küresi üzerindeki eğri-

lerin, izdüşüm eğrileri üzerine tanımlanan Hopf tüp üzerinde geodezik olmasıiçin

gerek ve yeter şartın bu eğrilerin Legendre eğri olmasıolduğu ispatlanmı̧stır.
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2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Tanım 2.1 Bir M manifoldu üzerinde tanımlı(0,2) tipinde bir

g : χ(M)× χ(M)→ C∞(M,R)

metrik tensör, simetrik, bi-lineer ve pozitif tanımlılık özeliklerini sağlıyor ise g metrik

tensörüneM manifoldu üzerinde tanımlıbir Riemann metriği denir (Hacısalihoğlu

1980).

Tanım 2.2 M , bir manifold olsun. M üzerinde bir g Riemann metriği tanım-

lanabiliyor ise (M, g) ikilisine bir "Riemann manifoldu" adıverilir. Eğer, g Rie-

mann metriği pozitif tanımlılık aksiyomu yerine non-dejenere aksiyomunu sağlıyor

ise (M, g) ikilisine bir yarı Riemann manifoldu denir

(Hacısalihoğlu 1980).

Tanım 2.3 M bir Riemann manifoldu ve M manifoldu üzerinde tanımlıbir Rie-

mann koneksiyonu ∇ olsun. ∇ koneksiyonunun M manifolduna ait bir bölge üze-

rinde tanımlıolan

∇ : χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X, Y ) → ∇(X, Y ) = ∇XY

bi-lineer dönüşümü ∀X, Y, Z ∈ χ(M) ve ∀f ∈ C∞(M,R) için

i) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

ii) ∇X+YZ = ∇XZ +∇YZ

iii) ∇fXY = f∇XY

iv) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y

özeliklerini sağlıyor ise ∇ dönüşümüne M manifoldu üzerinde tanımlı bir afin

koneksiyon veya kovaryant türev adıverilir (Hacısalihoğlu 2003).

Tanım 2.4 (M, g) bir Riemann manifoldu ve M manifoldu üzerinde tanımlıolan

bir afin koneksiyon ∇ olsun. ∀X, Y, Z ∈ χ(M) olmak üzere ∇ dönüşümü,

i) Sıfır torsiyon özeliği: ∇XY −∇YX = [X, Y ]
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ii) Koneksiyonunmetrikle bağdaşabilme özeliği: Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z)+g(Y,∇XZ)

koşullarınısağlıyor ise, ∇ dönüşümüne M manifoldu üzerinde tanımlıbir Riemann

koneksiyonu veya M manifoldunun Levi−Civita koneksiyonu adıverilir (Hacısal-

ihoğlu 2003).

Tanım 2.5 M bir C∞ manifold ve I ⊂ R bir açık aralık olsun.

γ : I ⊂ R→M

dönüşümü diferensiyellenebilir ise γ eğrisineM manifoldu üzerinde bir diferensiyellenebilir

eğri denir (Hacısalihoğlu 2003).

Tanım 2.6 En, n-boyutlu Öklid uzayında bir γ eğrisi (I, γ) koordinat komşuluğu

ile verilsin. γ : I ⊂ R → En fonksiyonunun Öklidyen koordinat fonksiyonları

γ1, γ2, γ3..., γn olmak üzere

γ = (γ1, γ2, ..., γn), γ(t) ∈M

γ
′
(t) = (

∂γ1

∂t
,
∂γ2

∂t
, ...,

∂γn
∂t

)

biçimindedir. γ
′
(t) tanjant vektörüne, γ eğrisinin t ∈ I parametre değerine kaŗsılık

gelen γ(t) noktasında, (I, γ) koordinat komşuluğuna göre hız vektörü denir.∥∥γ′(s)∥∥ = 1 olmasıdurumunda ise γ eğrisine (I, γ) koordinat komşuluğuna göre

birim hızlıeğri denir. Bu durumda, eğrinin s ∈ I parametresine yay parametresi

adıverilir (Hacısalihoğlu 2003).

Tanım 2.7 r ≥ 1 bir olmak üzere γ eğrisi M manifoldu üzerinde oskülatör mer-

tebesi r olan bir Frenet eğrisi olsun. Bu durumda γ eğrisinin Frenet elemanları

{T = γ̇, ν1, ..., νr−1}

∇TT = κ1ν1,

∇Tν1 = −κ1T + κ2ν2,

∇Tνj = −κjνj−1 + κj+1νj+1 j = 2, ..., r − 2,

∇Tνr−1 = −κr−1νr−2,

(2.1)

şeklinde gösterilir. Burada κ1, κ2, ..., κr−1 pozitif C∞ fonksiyonlardır ve κj ile γ

eğrisinin j-inci eğriliği gösterilmektedir (Hacısalihoğlu 2003).
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2.1 Kontak Metrik Manifold

Tanım 2.8 M manifoldu, (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun.

Bu manifold üzerinde alınan her noktada

η ∧ (dη)n 6= 0

şartınısağlayan bir η diferensiyel 1-formu mevcut ise η formuna kontak form, (M, η)

ikilisine ise kontak manifold denir (Blair 1976).

Tanım 2.9 (2n+1)-boyutlu bir (M ,η) kontak manifoldu verilsin. Bu durumda,

D = {X ∈ χ(M) : η(X) = 0}

şeklinde tanımlıD cümlesineM kontak manifoldunun kontak dağılımı (distribution)

adıverilir (Blair 1976).

Tanım 2.10 (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir M manifoldu verilsin.

ϕ : χ(M) lineer−−−→ χ(M)

(1,1) tipinden bir tensör alanı, ξ bir vektör alanıve

η : χ(M) dif.bilir−−−−−→ C∞(M,R)

formu da M manifoldu üzerinde tanımlıbir diferensiyel form olmak üzere,

∀X ∈ χ(M) için (ϕ, ξ, η) yapısı;

η(ξ) = 1 ve ϕ2(X) = −X + η(X)ξ (2.2)

şartlarınısağlıyor ise (ϕ, ξ, η) yapısına bir hemen hemen kontak yapı, (M,ϕ, ξ, η)

manifolduna ise hemen hemen kontak manifold denir (Blair 1976).

Tanım 2.11 M hemen hemen kontak manifoldu üzerinde X 6= ξ vektör alanıiçin,

η(ξ) = 1 , dη(ξ,X) = 0 (2.3)

olacak şekilde bir tek ξ ∈ χ(M) vektör alanımevcut ise ξ vektör alanına karakteristik

vektör alanı ya da Reeb vektör alanıadıverilir (Blair 1976).
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Sonuç 2.1 (2n+1)-boyutlu (M,ϕ, ξ, η) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

ϕ(ξ) = 0

η ◦ ϕ = 0 (2.4)

rankϕ = 2n

eşitlikleri sağlanır (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.12 (2n+1)-boyutlu birM hemen hemen kontak manifoldu üzerinde tanımlı,

∀X, Y, ξ ∈ χ(M) için

η(X) = g(X, ξ) (2.5)

ve

g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ) (2.6)

şartlarınısağlayan bir g metriği mevcut ise (ϕ, ξ, η, g) yapısına hemen hemen kontak

metrik yapı, (M,ϕ, ξ, η, g) manifolduna ise hemen hemen kontak metrik manifold

adıverilir (Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.1 (2n+1)-boyutlu M hemen hemen kontak manifoldu üzerinde,

g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y )

biçiminde bir g Riemann metriği daima tanımlanabilir (Yano ve Kon 1984).

Sonuç 2.2 M, (2n+1)-boyutlu hemen hemen kontak metrik manifold olmak üzere,

∀X, Y ∈ χ(M) için

g(ϕX, Y ) = −g(X,ϕY ) (2.7)

eşitliği mevcuttur. Bu eşitlik ise, ϕ tensör alanının g metrik tensörüne göre anti-

simetrik bir tensör alanıolduğunu gösterir (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.13 (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak metrik manifoldu olsun.

∀X, Y ∈ χ(M) vektör alanlarıiçin

Ω(X, Y ) = g(ϕX, Y )

biçiminde tanımlıΩ -formuna (ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak metrik yapının Temel

2− formu denir (Yano ve Kon 1984).
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Tanım 2.14 (2n+1)-boyutlu birM hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin.

∀X, Y ∈ χ(M) vektör alanlarıiçin

2dη(X, Y ) = Xη(Y )− Y η(X)− η([X, Y ] (2.8)

eşitliği gerçeklenir (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.15 (2n+1)-boyutlu birM hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin.

∀X, Y ∈ χ(M) vektör alanlarıiçin

Ω(X, Y ) = dη(X, Y ) (2.9)

eşitliği sağlanıyor ise (ϕ, ξ, η, g) yapısına kontak metrik yapı, (M,ϕ, ξ, η, g) mani-

folduna ise kontak metrik manifold denir (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.16 M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Eğer ∀p ∈ M noktasıiçin

J2 = −I olacak biçimde TpM tanjant uzayının bir J endomorfizmi mevcut ise,

M manifoldu üzerindeki J tensör alanına hemen hemen kompleks yapı denir. J

hemen hemen kompleks yapısıile verilenM manifolduna ise hemen hemen kompleks

manifold adıverilir (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.17 M manifoldu, J hemen hemen kompleks yapısı ile verilen hemen

hemen kompleks manifold ve g iseM manifoldu üzerinde bir Riemann metrik olmak

üzere, ∀X, Y ∈ χ(M) için

g(JX, JY ) = g(X, Y )

ise (J, g) yapısına hemen hemen Hermityen yapı,M manifolduna ise hemen hemen

Hermityen manifold adıverilir (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.18 (M,J, g) hemen hemen Hermityen manifold olsun. ∀X, Y ∈ χ(M)

vektör alanlarıiçin

Ω̄(X, Y ) = g(X, JY )

biçiminde tanımlıΩ -formuna M hemen hemen Hermityen manifold üzerinde bir

Kähler form adıverilir (Yano ve Kon 1984).
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Tanım 2.19 (M,J, g) hemen hemen Hermityen manifold olsun. M üzerinde tanımlı

Ω̄ Kähler form kapalı, yani dΩ̄ = 0 ise M manifolduna Kähler manifold adıverilir

(Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.2 M manifoldu, J hemen hemen kompleks yapısı ile verilen hemen

hemen kompleks manifold olsun. g metriği M manifoldu üzerinde bir Riemann

metrik ve ∇, M manifoldu üzerinde Levi-Civita koneksiyonu olmak üzere aşağıda

verilen önermeler

i) g bir Kähler metriktir.

ii) dΩ̄ = 0.

iii) ∇J = 0.

denktir (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.20 F̄ , M manifoldu üzerinde (1,1)-tipinde tensör alanıolmak üzere,

∀X, Y ∈ χ(M) vektör alanlarıiçin

NF̄ : χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X, Y ) → NF̄ (X, Y )

NF̄ (X, Y ) = F̄ 2[X, Y ] + [F̄X, F̄Y ]

−F̄ [F̄X, Y ]− F̄ [X, F̄Y ]

şeklinde bir (1,2)-tensör alanı tanımlanabilir. Bu NF̄ tensör alanına Nijenhuis

tensör alanı denir.

F̄ = ϕ alınır ise ϕ tensör alanının

Nϕ(X, Y ) = −[X, Y ] + η[X, Y ]ξ + [ϕX,ϕY ]− ϕ[ϕX, Y ]− ϕ[X,ϕY ] (2.10)

Nijenhuis torsiyon tensörü tanımlanır.

F̄ = J alınır ise J hemen hemen kompleks yapısının

NJ(X, Y ) = −[X, Y ] + [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ] (2.11)

Nijenhuis torsiyon tensörü tanımlanır (Yano ve Kon 1984).
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Tanım 2.21 (2n+1)-boyutlu birM hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin.

∀X, Y ∈ χ(M) vektör alanlarıiçin normal tensör alanı

S(X, Y ) = Nϕ(X, Y ) + 2dη(X, Y )

sıfıra eşit ise (ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak metrik yapısına normal denir (Yano

ve Kon 1976).

Tanım 2.22 (2n+1)-boyutlu bir (M,ϕ, ξ, η, g) kontak metrik manifoldu verilsin.

M manifoldunun (ϕ, ξ, η, g) kontak metrik yapısınormal ise (ϕ, ξ, η, g) kontak metrik

yapısına Sasaki yapı ve (M,ϕ, ξ, η, g)manifolduna ise Sasaki manifold denir (Yano

ve Kon 1984).

Teorem 2.3 (2n+1)-boyutlu bir (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak metrik ma-

nifoldunun, Sasaki manifold olmasıiçin gerek ve yeter şart ∇ koneksiyonu,M mani-

foldu üzerindeki Levi-Civita koneksiyonu olmak üzere; ∀X, Y ∈ χ(M) vektör alanları

için

(∇Xϕ)Y = −g(X, Y )ξ + η(Y )X (2.12)

eşitliğinin sağlanmasıdır (Yano ve Kon 1984).

Sonuç 2.3 (2n+1)-boyutlu bir (M,ϕ, ξ, η, g) Sasaki manifoldunda ∀X ∈ χ(M) vek-

tör alanıiçin

∇Xξ = ϕX (2.13)

eşitliği sağlanır (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.23 (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 bu manifold üzerinde s yay parametresi ile verilen bir eğri olsun.

γ eğrisinin teğet vektör alanıT (s) = γ′(s) olmak üzere

cos θ(s) = g(T (s), ξ)

biçiminde tanımlanan θ(s) fonksiyonuna γ eğrisinin teğet vektör alanıile Reeb vektör

alanıarasındaki kontak açı adıverilir. Kontak açısısabit olan eğriye bir slant eğri

denir. Özel olarak bu sabit kontak açıθ =
π

2
ise, bu durumda γ eğrisine bir Legendre

eğri denir (Cho vd. 2006).
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2.2 S3 Küre ve R× S3 Çarpım Manifoldu

Bu bölümde, S3 küresinin bazı geometrik özelikleri verilmi̧stir ve R × S3 çarpım

manifoldun yapısından bahsedilmi̧stir.

S3 küresi bir kontak manifold olup, üzerindeki bir hemen hemen kontak metrik yapı

aşağıdaki şekilde tanımlanır:

S3 =
{
p = (z, w) ∈ C2 : |z|2 + |w|2 = 1

}
küresi C2 uzayının Kähler yapısıtarafından

indirgenmi̧s (ϕ, ξ, η, g) yapısıyla donatılmı̧s olsun. g metriği de R4 ≡ C2 uzayının

Öklidyen metriği olmak üzere S3 manifoldunun p ∈ S3 noktasındaki ξ karakteristik

vektör alanı

ξp = J0p = ip = (iz, iw) ∈ TpS3

eşitliğiyle tanımlanır. J0 ise C2 üzerinde imajiner i =
√
−1 ile çarpıma eşdeğerdir.

S3 küresi üzerinde ϕ, (1-1)-tensör alanıve η, 1-form aşağıdaki gibi tanımlıdır. Bu-

rada, JoX herhangi bir X ∈ TpS3 vektör alanınısırasıyla teğet ve normal bileşenlere

ayırır ve

J0X = ϕX − η(X)p

şeklinde tanımlanır.

∀p = (p1, p2,p3, p4) ∈ S3 için

Jo =


0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0


yapısıyardımıyla

Jo(p1, p2,p3, p4) = (−p2, p1,−p4, p3,) = ξp

elde edilir. p noktasındaki karakteristik vektör alanı

ξp =


−p2

p1

−p4

p3


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olarak tanımlıdır.

g(X, ξp)ξp =

〈

x1

x2

x3

x4

 ,

−p2

p1

−p4

p3


〉

−p2

p1

−p4

p3


olduğundan

g(X, ξp)ξp = (−x1p2 + x2p1 − x3p4 − x4p3)


−p2

p1

−p4

p3


şeklinde hesaplanır. Yukarıda verilen eşitlikte

λ = (−x1p2 + x2p1 − x3p4 − x4p3) alınmasıdurumunda ise

η(X) = g(X, ξp) = λ

olarak elde edilir. ϕ tensör alanıiçin,

ϕ2(X) = ϕ(ϕX),

= Jo(ϕX) + η(ϕX)p,

= Jo (JoX + η(X)p) + η(JoX + η(X)p)p,

= Jo




−x2

x1

−x4

x3

+ λ


p1

p2

p3

p4



+ g(JoX + η(X)p, ξ)p,

= Jo


−x2 + λp1

x1 + λp2

−x4 + λp3

x3 + λp4

+

〈

−x2 + λp1

x1 + λp2

−x4 + λp3

x3 + λp4

 ,

−p2

p1

−p4

p3


〉

p1

p2

p3

p4

 ,

= Jo


−x2 + λp1

x1 + λp2

−x4 + λp3

x3 + λp4


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eşitliği sağlanır. Bu eşitlik düzenlenirse,

ϕ(ϕX) =


−x1 − λp2

−x2 + λp1

−x3 − λp4

−x4 + λp3



= −


x1

x2

x3

x4

+ λ


−p2

p1

−p4

p3


şeklinde yazılabilir. Dolayısıyla,

ϕ2(X) = −X + η(X)ξp

eşitliği de gerçeklenir. Diğer taraftan

ϕξp = Joξp + η(ξ)p

olduğundan

ϕξp =


0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0




−p2

p1

−p4

p3

+


p1

p2

p3

p4

 ,

=


−p1

−p2

−p3

−p4

+


p1

p2

p3

p4

 ,
= 0

olarak hesaplanır. Ayrıca, S3 küresinin özeliğinden dolayı,

η(ϕX) = g(ϕX, ξp),

= g(J0X + η(X)p, ξp),

= x1p1 + x2p2 + x3p3 + x4p4,

= 0
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elde edilir.

Sonuç olarak (ϕ, ξ, η, g) yapısıS3 küresi üzerinde bir hemen hemen kontak metrik

yapıoluşturur. Aynızamanda, S3 küresi C2 uzayının Kähler yapısıtarafından in-

dirgenmi̧s (ϕ, ξ, η, g) kanonik Sasaki yapısıyla donatılmı̧stır.

M = R× S3 çarpım manifoldu ile ili̧skili ve tez boyunca kullanacağımız bazınotas-

yonlarıbelirleyelim :

X vektör alanıS3 küresinin teğet uzayında bir vektör alanıve f ise manifold üzerinde

C∞ fonksiyon olmak üzere M = R× S3 çarpım manifoldunda bir vektör alanı

(
f
d

dt
,X

)
(2.14)

ikilisi ile tanımlanır.

M = R× S3 manifoldu üzerindeki metrik ise g = dt2 + g şeklinde tanımlıdır. Tez

boyunca, S3 küresi üzerindeki Levi-Civita koneksiyonu ∇ ve M = R× S3 çarpım

manifoldu üzerindeki Levi-Civita koneksiyonu ise ∇ ile gösterilmi̧stir.

M = R× S3 manifoldu üzerindeki hemen hemen kompleks yapıise

J

(
f
d

dt
,X

)
=

(
η(X)

d

dt
, ϕX − fξ

)
(2.15)

şeklinde tanımlıdır.

M = R× S3 çarpım manifoldu üzerinde tanımlıhemen hemen kompleks J yapının

integrallenebilir olduğunu gösterelim;

[J, J ] tensör alanı, (1-2) tipinde tensör alanıolduğundan, J yapısının integrallenebilir

olmasıiçin

[J, J ]((0, X), (0, Y )) ve [J, J ]((
d

dt
, 0), (0, X))

değerleri sıfıra eşit olmalıdır.
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M = R× S3 çarpım manifoldunda X ve Y birer vektör alanıolmak üzere,

[J, J ]((0, X), (0, Y )) = −[X, Y ] + [ϕX,ϕY ] + ϕX(η(Y ))
d

dt
− ϕY (η(X))

d

dt

−Y η(X)ξ − η[ϕX, Y ]
d

dt
− ϕ[ϕX, Y ]

+Xη(Y )ξ − η[X,ϕY ]
d

dt
− ϕ[X,ϕY ],

= (ϕX(η(Y ))− η[ϕX, Y ]− ϕY (η(X)) + η[X,ϕY ]) d
dt

−[X, Y ] + [ϕX,ϕY ]− ϕ[ϕX, Y ]− ϕ[X,ϕY ]

+(Xη(Y )− Y η(X))ξ,
= (ϕX(η(Y ))− η[ϕX, Y ]− ϕY (η(X)) + η[X,ϕY ]) d

dt

+[ϕ, ϕ](X, Y ) + 2dη(X, Y )ξ

şeklinde hesaplanır. Normallik şartından ve S3 küresi Sasaki manifold olduğundan,

sırasıyla

[ϕ, ϕ](X, Y ) + 2dη(X, Y )ξ = 0

ve

ϕX(η(Y ))− η[ϕX, Y ]− ϕY (η(X)) + η[X,ϕY ] = 0

olarak elde edilir. Diğer taraftan

[J, J ]((
d

dt
, 0), (0, X)) = (η([ξ,X])− ξη(X))

d

dt

+([ξ, ϕX]− ϕ[ξ,X])

= 0

bulunur. Sonuç olarak, J kompleks yapısıintegrallenebilirdir fakat (M, g, J) yapısı

bir Kähler yapıoluşturmaz.
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3. R× S3 ÇARPIM MANİFOLDUNDA J-YÖRÜNGELER

Bir (M, g, J) Kähler manifoldu üzerinde tanımlanan ΩJ(·, ·) = g(J ·, ·) ikinci temel

formu kapalıdır ve böylece bu temel form bir Kähler manyetik vektör alanıtanımlar.

ΩJ ikinci temel formuna göre Lorentz kuvveti J olduğundan, q 6= 0 olmak üzere M

manifoldu üzerindeki bir Kähler manyetik yörünge

∇γ̇ γ̇ = qJγ̇

Lorentz denkleminin bir çözümüdür.

M = R× S3 manifoldu Kähler manifold değildir, yani ikinci temel form ΩJ kapalı

olmadı̆gından dolayıM manifoldu üzerinde bir manyetik alan tanımlamaz; fakat M

manifoldu üzerinde J-yörünge aşağıdaki şekilde tanımlanabilir.

Tanım 3.1 γ : I ⊂ R→ R× S3, γ(s) = (t(s), c(s)) eğrisi M manifoldu üzerinde ve

c eğrisi de S3 küresi üzerinde tanımlıbir eğri olsun. γ eğrisinin

∇γ̇ γ̇ = qJγ̇ (3.1)

diferensiyel denklemini sağlamasıdurumunda γ eğrisine J − yörünge denir.

(3.1) denkleminin bir sonucu olarak aşağıdaki önerme verilebilir.

Önerme 3.1 R× S3 çarpım manifoldu üzerinde verilen bir J-yörünge sabit hıza,

dolayısıyla sabit enerjiye sahiptir.

İspat. R× S3 çarpım manifoldu üzerinde γ : I ⊂ R→ R× S3 bir J-yörünge olmak

üzere
d

ds
g(γ̇, γ̇) = 2g(∇γ̇ γ̇, γ̇) = 2g(qJγ̇, γ̇) = 0

olduğundan γ̇ sabit uzunluğa sahiptir.

γ : I ⊂ R→ R× S3 eğrisi M = R× S3 manifoldu üzeride s yay parametreli bir

J-yörünge olsun. Böylece γ(s) = (t(s), c(s)) eğrisi

ṫ(s)2 + |ċ(s)|2 = 1, ∀s ∈ I (3.2)

eşitliğini sağlar.
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Uyarı3.1 M = R× S3 çarpım manifoldu üzerinde ∀X, Y ∈ T (S3) için∇ d

dt

J

 d

dt
=

∇ d

dt

J

X = 0,

(∇XJ)
d

dt
= −ϕX,

(∇XJ)Y = −g(ϕX, Y )
d

dt
− g(X, Y )ξ + η(Y )X

(3.3)

eşitlikleri sağlanır.

İspat. M = R× S3 çarpım manifoldunda X ve Y birer vektör alanıolmak üzere,∇ d

dt

J

 d

dt
= ∇ d

dt

J

(
d

dt

)
− J

∇ d

dt

d

dt

 ,

= ∇ d

dt

J

(
d

dt

)

şeklindedir. (2.15) eşitliğinden J
(
d

dt

)
= −ξ olduğundan

∇ d

dt

J

 d

dt
= ∇ d

dt

(−ξ) = 0

elde edilir. Ayrıca,∇ d

dt

J

X = ∇ d

dt

J(X)− J

∇ d

dt

X

 ,

= ∇ d

dt

(
η(X)

d

dt
+ ϕX

)
,

= η(X)∇ d

dt

d

dt
+
d

dt
[η(X)]

d

dt
+∇ d

dt

(ϕX),

= 0

olarak hesaplanır. Diğer taraftan;

(∇XJ)
d

dt
= ∇XJ

(
d

dt

)
− J

(
∇X

d

dt

)
,

= −∇Xξ,

= −ϕX
18



eşitliği gerçeklenir. Son olarak;

(∇XJ)Y = ∇XJY − J (∇XY ) ,

= ∇Xη (Y )
d

dt
+∇X (ϕY )− J (∇XY ) ,

= η (Y )∇X
d

dt
+X [η (Y )]

d

dt
+∇X (ϕY )− J (∇XY ) ,

= X [η (Y )]
d

dt
+∇X (ϕY )− J

(
∇XY

)
eşitliği edilir.

R× S3 çarpım manifoldunun J hemen hemen kompleks yapısıtanımından dolayı

(∇XJ)Y = X [η (Y )]
d

dt
+∇X (ϕY )− η

(
∇XY

) d
dt
− ϕ∇XY,

=
(
Xη (Y )− η

(
∇XY

)) d
dt

+
(
∇X (ϕY )− ϕ∇XY

)
,

=
(
Xg (ξ, Y )− g

(
ξ,∇XY

)) d
dt

+
(
∇Xϕ

)
Y.

olarak hesaplanır. Ayrıca, (2.12) eşitliğinden (∇Xϕ)Y = −ḡ(X, Y )ξ+η(Y )X olduğu

bilindiğinden,

(∇XJ)Y =
(
g
(
∇Xξ, Y

)
+ g

(
ξ,∇XY

)
− g

(
ξ,∇XY

)) d
dt

−g(X, Y )ξ + η (Y )X,

= −g (ϕX, Y )
d

dt
− g (X, Y ) ξ + η (Y )X

eşitliği sağlanır.

γ : I ⊂ R→ R× S3 eğrisi, M = R× S3 manifoldu üzerinde s yay parametreli bir

eğri olsun. c eğrisi S3 küresi üzerinde bir eğri ve t de R üzerinde global koordinat

sistemi olmak üzere, γ (s) = (t (s) , c (s)) biçiminde gösterilen J-yörünge eğrisi için

(∇γ̇J) γ̇ =

∇
ṫ
d

dt
+ċ

J

(ṫ d
dt

+ ċ

)
,

=

∇
ṫ
d

dt
+ċ

J

 ṫ
d

dt
+

∇
ṫ
d

dt
+ċ

J

 ċ,

=

∇
ṫ
d

dt

J

 ṫ
d

dt
+ (∇ċJ) ṫ

d

dt
+

∇
ṫ
d

dt

J

 ċ+ (∇ċJ) ċ,

= (∇ċJ) ṫ
d

dt
+ (∇ċJ) ċ

biçiminde hesaplanır.
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(3.3) eşitlikleri yardımıyla J-yörüngeyi karakterize etmek için kulanacağımız

(∇γ̇J) γ̇ = −ṫϕċ− g (ϕċ, ċ)
d

dt
− g (ċ, ċ) ξ + η (ċ) ċ,

= −ṫϕċ− g (ċ, ċ) ξ + η (ċ) ċ,

= −ṫϕċ− |ċ|2ξ + η(ċ)ċ

(3.4)

eşitliği elde edilir.

M = R× S3 manifoldu üzerinde tanımlanan bir J-yörüngesi boyunca ilerleyen bir

parçacı̆gın hareket denklemleri yazılabilir.

Teorem 3.1 γ : I ⊂ R→ R× S3 eğrisi M = R× S3 manifoldu üzerinde s yay

parametreli bir eğri olsun. c eğrisi S3 küresi üzerinde bir eğri ve t de R üzerinde

global koordinat sistemi olmak üzere γ eğrisin J-yörünge olmasıiçin gerek ve yeter

şart γ eğrisinin

ẗ = qη(ċ), (3.5)

∇ċċ = q(−ṫξ + ϕċ) (3.6)

diferensiyel denklemlerini sağlamasıdır.

(3.5) ve (3.6) eşitliklerine, q yüklü parçacı̆gıyla verilen J-yörüngenin hareket denk-

lemleri denir.

İspat. γ eğrisi M = R× S3 manifoldu üzerinde s yay parametreli bir J-yörünge ve

c eğrisi S3 küresi üzerinde bir eğri olmak üzere, γ (s) = (t (s) , c (s)) eğrisi için

∇γ̇ γ̇ = ∇
ṫ
d

dt
+ċ

(
ṫ
d

dt
+ ċ

)
= ∇

ṫ
d

dt
+ċ

(
ṫ
d

dt

)
+∇

ṫ
d

dt
+ċ

ċ (3.7)

şeklinde hesaplanır. Diğer taraftan

∇
ṫ
d

dt
+ċ

(
ṫ
d

dt

)
= ẗ

d

dt
+ ṫ

∇
ṫ
d

dt

d

dt
+∇ċ

d

dt

 ,

= ẗ
d

dt
+ ṫ2

∇ d

dt

d

dt

 ,

= ẗ
d

dt

(3.8)

ve

∇
ṫ
d

dt
+ċ

ċ = ṫ∇ d

dt

ċ+∇ċċ = ∇ċċ = ∇̄ċċ (3.9)
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elde edilir. (3.8) ve (3.9) eşitlikleri (3.7) denkleminde yerine yazılırsa

∇γ̇ γ̇ = ẗ
d

dt
+∇ċċ (3.10)

bulunur. M = R× S3 çarpım manifoldu üzerinde J-yörünge tanımından,

∇γ̇ γ̇ = qJγ̇,

= qJ

(
ṫ
d

dt
+ ċ

)
,

= q

(
−ṫξ + η (ċ)

d

dt
+ ϕċ

)
,

= qη (ċ)
d

dt
+ q

(
−ṫξ + ϕċ

)
(3.11)

olarak hesaplanır. Son olarak, (3.10) ve (3.11) eşitlikleri birlikte kullanılırsa J−yörüngelerin

hareket denklemleri elde edilir.

M = R× S3 çarpım manifoldu üzerinde, genel durumda J-yörüngenin geometrisini

incelemeden önce bazıözel durumlarıtartı̧salım:

Durum 1. ċ ile ξ Karakteristik vektör alanının paralel olması durumu, yani λ

sürekli bir fonksiyon olmak üzere

ċ(s) = λ(s)ξ(c(s)), ∀ s ∈ I, (3.12)

şeklinde ifade edilir. Bu durumda

η(ċ) = λ(s) ve ϕ(ċ) = 0

olmak üzere M = R× S3 çarpım manifoldu üzerinde bulunan J-yörüngenin hareket

denklemlerinden

ẗ = qλ, (3.13)

∇ċċ = −qṫξ (3.14)

eşitlikleri elde edilir.

Yay parametresi koşulu ve (3.12) eşitliği birlikte göz önüne alınırsa

ṫ2(s) + λ(s)2 = 1 (3.15)

olarak hesaplanır. (3.15) denkleminin türevi alınır ve (3.13) eşitliği kullanılırsa

ṫẗ+ λλ̇ = ṫqλ+ λλ̇ = 0

21



eşitliğinden

λ(λ̇+ qṫ) = 0

olarak hesaplanır.

λ = 0 olmasıdurumunda ċ = 0 ve ṫ = 1 olur. Böylece p0 noktasıS3 küresi üzerinde

sabit bir nokta olmak üzere γ(s) = (s, p0) şeklinde ifade edilir. Bu durumda γ eğrisi

bir geodezik eğridir. Dolayısıyla q = 0 olur, bu ise bir çeli̧skidir.

λ 6= 0 olmasıdurumunda λ̇+ qṫ = 0 olur. Son eşitliğin integrali alınırsa

λ+ qt = aq, a ∈ R (3.16)

elde edilir.

(3.13) ve (3.16) eşitlikleri birlikte kullanılırsa

ẗ+ q2t = aq2

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin genel çözümü de

t(s) = a+ µ1 cos(qs) + µ2 sin(qs), µ1, µ2 ∈ R (3.17)

biçimindedir. Son eşitlik yardımıyla

λ(s) = −q
(
µ1 cos(qs) + µ2 sin(qs)

)
, (3.18)

olarak elde edilir. Yay parametresi koşulu

|ċ(s)|2 + ṫ(s)2 = λ(s)2 + ṫ(s)2,

=
1

q2
(µ2

1 + µ2
2),

= 1

olmak üzere q2(µ2
1 + µ2

2) = 1 olarak hesaplanır.

Bu noktadaki amacımız elde ettiğimiz λ ifadesiyle birlikte (3.12) eşitliğini çözmektir.

Kompleks koordinat sistemde c(s) = (z(s), w(s)) olarak parametrelendirilmi̧s c eğrisi

|z(s)|2 + |w(s)|2 = 1

şartınısağlar.
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ċ(s) = (ż(s), ẇ(s)) ve ξ(c(s)) = (iz(s), iw(s)) olduğundan (3.12) denklemi ile
ż(s) = iλ(s)z(s),

ẇ(s) = iλ(s)w(s)

(3.19)

denklemleri birbirine denktir.

Diğer taraftan p0 = (z0, w0) ∈ S3, ξ0 = J0p0 = (iz0, iw0) ve b ∈ R olmak üzere

q2(a2 + b2) = 1 eşitliği ve

γ(0) = (0, p0) ve γ̇(0) = q(b, aξ0),

başlangıç koşullarıaltında µ1 = −a ve µ2 = b olarak elde edilir.

(3.18) eşitliğinde elde edilen λ değeri sayesinde,

ż(s) = −iq
(
µ1 cos(qs) + µ2 sin(qs)

)
z(s),

ẇ(s) = −iq
(
µ1 cos(qs) + µ2 sin(qs)

)
w(s)

olmak üzere, (3.19) diferensiyel denkleminin genel çözümünü

z(s) = z0e
−i(b(cos(qs)−1)+a sin(qs))

w(s) = w0e
−i(b(cos(qs)−1)+a sin(qs))

şeklinde hesaplanır.

Sonuç olarak, $(s) = b(cos(qs)− 1) + a sin(qs) olmak üzere istenilen genel çözüm

z(s) = z0e
i$(s) ve w(s) = w0e

i$(s),

biçiminde yazılabilir. z0 = x0 + iy0, w0 = u0 + iv0 ∈ C ve p0 = (z0, w0) =

(x0, y0, u0, v0) ∈ S3 olmak üzere

z(s) = (x0 + iy0)(cos$(s) + i sin$(s)),

= (x0 cos$(s)− y0 sin$(s)) + i(x0 sin$(s) + y0 cos$(s))

w(s) = (u0 + iv0)(cos$(s) + i sin$(s)),

= (u0 cos$(s)− v0 sin$(s)) + i(u0 sin$(s) + v0 cos$(s))
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ve
c(s) = cos$(s)(x0, y0, u0, v0) + sin$(s)(y0,−x0, v0,−u0),

= cos$(s)p0 + sin$(s)J0p0,

= cos$(s)p0 + sin$(s)ξ0

olarak elde edilir.

Son olarak J-yörünge γ eğrisinin parametrizasyonu
t(s) = a(1− cos(qs)) + b sin(qs),

c(s) = cos$(s)p0 + sin$(s)ξ0

(3.20)

şeklinde verilir.

Uyarı3.2 (3.20) eşitliğiyle verilen J-yörünge γ eğrisi M manifoldu üzerinde bir

Riemann çemberidir.

İspat. γ eğrisi, eğriliği κ1 = |q| = sabit ve κ2 = |ϕċ| = 0 olduğundan M manifoldu

üzerinde bir Riemann çemberidir.

Uyarı3.3 c eğrisi, w0z− z0w = 0 düzleminde yatan düzlemsel bir eğridir. Böylece

S3 küresi üzerindeki büyük çemberlere kaŗsılık gelir.

{p0, ξ0,R} tarafından tanımlanan J-yörünge γ eğrilerinin grafikleri Şekil 3.1 ve Şekil

3.2 de görülmektedir.

Şekil 3.1 J − yörünge, q = 1, a =
1

2
ve b =

√
3

2
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Şekil 3.2 J − yörünge, q = 2, a =

√
6−
√

2

8
ve b =

√
6 +
√

2

8

Durum 2. c eğrisinin S3 küresi üzerinde Legendre eğrisi olması, yani ċ(s) ∈ ker η|c(s)

olmasıdurumunda J-yörüngenin hareket denklemlerinden

t(s) = a0s, (3.21)

ve

∇ċċ = q (−a0ξ + ϕċ), (3.22)

olarak elde edilir. a0 sabit bir reel sayıolmak üzere yay parametre şartıve (3.21)

eşitliği yardımıyla

|ċ|2 + a2
0 = 1.

denklemi bulunur. Böylece |a0| ≤ 1 ve |ċ| =
√

1− a2
0 olmak zorundadır. Kolayca

gösterilebilir ki a0 = ±1 olmasıdurumunda q = 0 olduğundan bir çeli̧skidir. Sonuç

olarak a0 ∈ (−1, 1) olmalıdır.

c eğrisi, s̄ =
√

1− a2
0 s yay parametresi ile parametrelendirilir ve c eğrisinin s̄

parametresine göre türevi c′ olarak alınırsa, S3 küresi, E4 Öklidyen uzayına gömülü

olduğundan, (3.22) diferensiyel denklemi

(1− a2
0)(c′′ + c) = q

(
−a0J0c+

√
1− a2

0 J0c
′
)

(3.23)

olarak tekrar düzenlenir.

Son denklemin J0c ile çarpılması ve 〈c, J0c〉 = 0, 〈c′, J0c〉 = 0 ve 〈c′′, J0c〉 = 0
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eşitlikleri yardımıyla

qa0(1− a2
0) = 0

denklemi elde edilir.

q 6= 0 ve a0 6= ±1 olduğundan dolayıa0 = 0 olmak zorundadır ve sonuç olarak

c′′ + c = qJ0c
′ (3.24)

eşitliği elde edilir.

Uyarı3.4 c eğrisi ∇c′c
′ = qϕc′ Lorentz denklemini sağladı̆gıiçin c eğrisi S3 küresi

üzerinde aynı q yükü ile verilen bir normal manyetik eğridir. Bunun anlamı ise

R × S3 manifoldu üzerindeki J−yörünge, S3 küresi üzerindeki manyetik eğrilerin

genellemesidir.

(3.24) eşitliği ile verilen c′′+c = qJ0c
′ denkleminin çözümünü elde etmek içinDurum

1 de olduğu gibi, c eğrisini C2 uzayında bir eğri olarak düşünmek ve kompleks

koordinat sisteminde çalı̧smak daha uygun olacaktır.

Yani c eğrisi, |z(s)|2 + |w(s)|2 = 1 olmak üzere

c(s) = (z(s), w(s)),

şeklinde parametrelendirilmi̧s olsun. Dikkat edilmelidir ki a0 = 0 olduğundan s = s

olarak elde edilir.

(3.24) eşitliği

(z′′(s), w′′(s)) + (z(s), w(s)) = q(iz′(s), iw′(s))

z′′(s)− qiz′(s) + z(s) = 0, w′′(s)− qiw′(s) + w(s) = 0.

olarak yeniden düzenlenebilir.

Başlangıç koşullarının

c(0) = (1, 0, 0, 0) ve c′(0) = (0, 0, 1, 0) (3.25)

olarak belirlenmesi durumunda (3.24) eşitliğin genel çözümünü elde edilebilir.

z′′(s)− qiz′(s) + z(s) = 0

diferensiyel denkleminin genel çözümü
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z(s) = c1

(
cos

q+
√
q2+4

2
s+ i sin

q+
√
q2+4

2
s

)
+ c2

(
cos

q−
√
q2+4

2
s+ i sin

q−
√
q2+4

2
s

)
,

= c1

(
cos q

2
s cos

√
q2+4

2
s− sin q

2
s sin

√
q2+4

2
s

)
+ic1

(
sin q

2
s cos

√
q2+4

2
s+ cos q

2
s sin

√
q2+4

2
s

)
+c2

(
cos q

2
s cos

√
q2+4

2
s+ sin q

2
s sin

√
q2+4

2
s

)
+ic2

(
sin q

2
s cos

√
q2+4

2
s− cos q

2
s sin

√
q2+4

2
s

)

olmak üzere

z(s) = (c1 + c2) cos q
2
s cos

√
q2+4

2
s+ (c2 − c1) sin q

2
s sin

√
q2+4

2
s

+ i(c1 + c2) sin q
2
s cos

√
q2+4

2
s+ i(c1 − c2) cos q

2
s sin

√
q2+4

2
s

ve

z′(s) = c1
q+
√
q2+4

2

(
− sin

q+
√
q2+4

2
s+ i cos

q+
√
q2+4

2
s

)
+ c2

q−
√
q2+4

2

(
− sin

q−
√
q2+4

2
s+ i cos

q−
√
q2+4

2
s

)
olarak elde edilir.

(3.25) denklemi ile verilen başlangıç koşullarıdikkate alınırsa

z(0) = c1 + c2 = 1

z′(0) = c1
q +

√
q2 + 4

2
+ c2

q −
√
q2 + 4

2
= 0

eşitliklerinden

c1 =

√
q2 + 4− q

2
√
q2 + 4

c2 =

√
q2 + 4 + q

2
√
q2 + 4

şeklinde hesaplanır. Benzer şekilde;

w′′(s)− qiw′(s) + w(s) = 0,

diferensiyel denkleminin genel çözümü

w(s) = d1

(
cos

q+
√
q2+4

2
s+ i sin

q+
√
q2+4

2
s

)
+ d2

(
cos

q−
√
q2+4

2
s+ i sin

q−
√
q2+4

2
s

)
,

= d1

(
cos q

2
s cos

√
q2+4

2
s− sin q

2
s sin

√
q2+4

2
s

)
+id1

(
sin q

2
s cos

√
q2+4

2
s+ cos q

2
s sin

√
q2+4

2
s

)
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+d2

(
cos q

2
s cos

√
q2+4

2
s+ sin q

2
s sin

√
q2+4

2
s

)
+id2

(
sin q

2
s cos

√
q2+4

2
s− cos q

2
s sin

√
q2+4

2
s

)

olmak üzere

w(s) = (d1 + d2) cos q
2
s cos

√
q2+4

2
s+ (d2 − d1) sin q

2
s sin

√
q2+4

2
s

+ i(d1 + d2) sin q
2
s cos

√
q2+4

2
s+ i(d1 − d2) cos q

2
s sin

√
q2+4

2
s

ve

w′(s) = d1
q+
√
q2+4

2

(
− sin

q+
√
q2+4

2
s+ i cos

q+
√
q2+4

2
s

)
+ d2

q−
√
q2+4

2

(
− sin

q−
√
q2+4

2
s+ i cos

q−
√
q2+4

2
s

)
olarak elde edilir.

(3.25) denklemi ile verilen başlangıç koşullarıdikkate alınırsa

w(0) = d1 + d2 = 0

w′(0) = d1
q +

√
q2 + 4

2
+ d2

q −
√
q2 + 4

2
= −i

eşitliklerinden

d1 =
−i√
q2 + 4

d2 =
i√
q2 + 4

şeklinde hesaplanır. Yukarıda yapılan hesaplamalar yardımıyla (3.24) eşitliğin genel

çözümü

z(s) = eiqs/2

(
cos

s
√
q2 + 4

2
− iq√

q2 + 4
sin

s
√
q2 + 4

2

)
,

w(s) =
2eiqs/2√
q2 + 4

sin
s
√
q2 + 4

2
.

olarak elde edilir.

Sonuç olarak J-yörünge γ eğrisinin parametrizasyonu

t(s) = 0,

c(s) = eiqs/2

(
cos

s
√
q2 + 4

2
− iq√

q2 + 4
sin

s
√
q2 + 4

2
,

2√
q2 + 4

sin
s
√
q2 + 4

2

)
(3.26)
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biçiminde verilir.

Uyarı3.5 (3.26) eşitliğiyle verilen J-yörünge γ eğrisi κ1 = |q| , κ2 = 1 ve κ3 = 0

eğriliklerine sahiptir.

Uyarı3.6 c(s) = eiqs/2β(s) eğrisi S3(1) küresinin büyük çemberleridir. Burada

β eğrisi 2x2 + qx3 = 0, x4 = 0 düzleminde yatar, x1, x2, x3 ve x4 ise E4 uzayının

kartezyen koordinatlarıdır.

c eğrisinin iki özel durumda stereografik izdüşümlerinin grafikleri Şekil 3.3 - Şekil

3.5 de görülmektedir;

Şekil 3.3 c eğrisinin stereografik izdüşümleri, q =
4√
5
(sol) ve q = 2 (sağ)

Şekil 3.4 c eğrisinin S3 küresinde tüp yüzeyine stereografik izdüşümü, q = 2
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Şekil 3.5 c eğrisinin S3 küresinde tüp yüzeyine stereografik izdüşümü, q =
4√
5

M = R× S3 çarpım manifoldu üzerinde J−yörüngeleri, genel durumda aşağıda

verilen özeliklere sahiptirler.

Daha önce de gördüğümüz gibi,M = R× S3 çarpımmanifoldu üzerindeki J−yörüngeleri

S3 küresi üzerindeki manyetik eğrilerle ili̧skilidir.

(2n+1)- boyutlu Sasaki uzayında bir manyetik eğrinin mertebesi 3 ve ilk iki eğrili-

ğinin sabit olduğu biliniyor. J−yörünge eğrisinin eğrilikleri hesaplanırsa maksimum

4. mertebeden olduğu görülmektedir.

Teorem 3.2 γ : I ⊂ R→ R× S3 eğrisi M = R× S3 çarpım manifoldu üzerinde

q 6= 0 yükü ile tanımlıbirim hızlıJ−yörünge olsun. γ eğrisinin ilk iki eğriliği sabit

olmak üzere κ1 = |q|, κ2 = |ϕċ| ve κ3 = |η(ċ)| şeklindedir.

Önerme 3.2 M = R× S3 çarpım manifoldu üzerinde bir J−yörünge γ eğrisinin

{γ̇, ν1, ν2, ν3} tarafından üretilen Frenet çatısı

ν1 = ε

(
η(ċ)

d

dt
− ṫ ξ + ϕċ

)
, (3.27)

|ϕċ| ν2 = ε
(
−|ċ|2 ξ + η(ċ) ċ− ṫ ϕċ

)
, (3.28)

|ϕċ| ν3 = εε̄

(
|ϕċ|2 d

dt
+ ṫη(ċ) ξ − ṫ ċ− η(ċ) ϕċ

)
(3.29)

olarak elde edilir. Burada sgn(x) bir x reel sayısının i̧sareti olmak üzere ε = sgn(q)

ve ε̄ = sgn(η(ċ)) şeklinde tanımlıdır.
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İspat. γ eğrisiM = R× S3 manifoldu üzerinde s yay parametreli geodezik olmayan

bir J-yörünge ve c eğrisi de S3 küresi üzerinde bir eğri olmak üzere,

γ (s) = (t (s) , c (s)) eğrisi için J-yörünge tanımından ∇γ̇ γ̇ = qJγ̇ eşitliği sağlanır.

γ eğrisinin Serret-Frenet formülleri yardımıyla

κ1ν1 = qJγ̇ (3.30)

şeklinde yazılır. Son eşitlikte her iki tarafın normu alınırsa

g(κ1ν1, κ1ν1) = g(qJγ̇, qJγ̇),

= q2g(Jγ̇, Jγ̇),

= q2g(γ̇, γ̇),

= q2

olmak üzere

κ1 = |q| (3.31)

olarak elde edilir. (2.15) eşitliği kullanılırsa ve (3.31) değeri (3.30) denkleminde

yerine yazılırsa γ eğrisinin ν1 birinci normal vektör alanı

ν1 = ε

(
η(ċ)

d

dt
− ṫξ + ϕċ

)
şeklinde elde edilir.

(3.30) eşitliğinin s parametresine göre türevi alınırsa

∇γ̇κ1ν1 = −κ2
1γ̇ + κ1κ2ν2

ve

∇γ̇qJγ̇ = q ((∇γ̇J)γ̇ + J∇γ̇ γ̇) ,

= q(∇γ̇J)γ̇ + q2J2γ̇,

= q(∇γ̇J)γ̇ − κ2
1γ̇

eşitlikleri birlikte kullanılırsa

κ2ν2 = εq(∇γ̇J)γ̇
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şeklinde hesaplanır. (3.4) eşitliği yardımıyla son eşitlik

κ2ν2 = ε(−ṫϕċ− |ċ|2ξ + η(ċ)ċ) (3.32)

olarak yazılabilir. (3.32) denkleminde norm alınırsa

κ2
2 = | − ṫϕċ− |ċ|2ξ + η(ċ)ċ|2,

= ṫ2g(ϕċ, ϕċ) + |ċ|4 − η(ċ)2|ċ|2,

= ṫ2(|ċ|2 − η(ċ)2) + |ċ|4 − η(ċ)2|ċ|2,

= |ċ|2(ṫ2 + |ċ|2)− η(ċ)2(ṫ2 + |ċ|2),

= (|ċ|2 − η(ċ)2)(ṫ2 + |ċ|2),

= |ϕċ|2(ṫ2 + |ċ|2)

biçiminde hesaplanır. γ eğrisi yay parametreli bir eğri olduğundan

κ2 = |ϕċ|

eşitliği elde edilir. κ2 ifadesinin (3.32) eşitliğinde yazılmasıyla

|ϕċ|ν2 = ε
(
−|ċ|2ξ + η(ċ)ċ− ṫϕċ

)
denklemi elde edilir. Ayrıca,

ṫ(s)2 + |ċ(s)|2 = 1

eşitliğinin türevi alınır ve J−yörüngenin hareket denklemlerinden (3.5) kullanılırsa

d

ds
(ṫ2 + |ċ|2) =

d

ds
|ċ|2 + 2ṫ ẗ,

=
d

ds
|ċ|2 + 2ṫqη(ċ),

= 0

olarak hesaplanır. Diğer taraftan

κ2
2 = |ϕċ|2
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eşitliğinin türevi alınır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa

d

ds
g(ϕċ, ϕċ) =

d

ds
ḡ(ċ, ċ)− d

ds
(ḡ(ċ, ξ)2),

=
d

ds
|ċ|2 − 2ḡ(ċ, ξ)

d

ds
ḡ(ċ, ξ),

=
d

ds
|ċ|2 − 2η(ċ)(ḡ(∇ċċ, ξ) + ḡ(ċ,∇ċξ)),

=
d

ds
|ċ|2 − 2η(ċ)η(∇ċċ),

=
d

ds
|ċ|2 − 2η(ċ)η(−ṫqξ + q|ϕċ|),

=
d

ds
|ċ|2 + 2ṫqη(ċ) = 0

elde edilir. Böylece κ2 = |ϕċ| eğriliğinin sabit olduğu gösterilmi̧stir.

κ3 eğriliğini ve ν3 üçüncü normal vektör alanınıelde etmek için (3.32) eşitliğinin s

parametresine göre türevi alınırsa

∇γ̇κ2ν2 = κ2(−κ2ν1 + κ3ν3),

= −κ2
2ν1 + κ2κ3ν3,

= ε(− κ2
2η(ċ)

d

dt
+ κ2

2ṫξ − κ2
2ϕċ) + κ2κ3ν3
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ve

∇γ̇(−ṫϕċ− |ċ|2ξ + η(ċ)ċ) = −ẗϕċ−
(
d

ds
|ċ|2
)
ξ +

(
d

ds
η(ċ)

)
ċ− ṫ∇̄ċϕċ− |ċ|2 ∇̄ċξ

+η(ċ)∇̄ċċ,

= −qη(ċ)ϕċ−
(
d

ds
|ċ|2
)
ξ +

(
d

ds
η(ċ)

)
ċ− ṫ((∇̄ċϕ)ċ+ ϕ∇̄ċċ)

− |ċ|2 ϕċ+ η(ċ)(− qṫξ + qϕċ),

= −
(
d

ds
|ċ|2
)
ξ − ṫ(− ḡ (ċ, ċ) ξ + η(ċ)ċ+ ϕ(− qtξ + qϕċ))

− |ċ|2 ϕċ− qṫη(ċ)ξ +

(
d

ds
η(ċ)

)
ċ,

= −
(
d

ds
|ċ|2
)
ξ − ṫ(− |ċ|2 ξ + η(ċ)ċ− qċ+ qη(ċ)ξ)

− |ċ|2 ϕċ− qṫη(ċ)ξ +

(
d

ds
η(ċ)

)
ċ,

=

(
−(

d

ds
|ċ|2 ) + ṫ |ċ|2 − 2qṫη(ċ)

)
ξ

+

(
−ṫη(ċ) + ṫq +

d

ds
η(ċ)

)
ċ− |ċ|2 ϕċ,

= (2qṫη(ċ) + ṫ |ċ|2 − 2qṫη(ċ))ξ + (− ṫη(ċ) + ṫq − qṫ)ċ

− |ċ|2 ϕċ,

= ṫ |ċ|2 ξ − ṫη(ċ)ċ− |ċ|2 ϕċ

eşitlikleri elde edilir ve bu eşitlikler yardımıyla,

k2k3ν3 = ε

(
k2

2η(ċ)
d

dt
+
(
−k2ṫ+ |ċ|2 ṫ

)
ξ − ṫη(ċ)ċ+

(
k2

2 − |ċ|
2)ϕċ) ,

= ε

(
k2

2η(ċ)
d

dt
+ ṫη(ċ)2ξ − ṫη(ċ)ċ− η(ċ)2ϕċ

)
.

(3.33)

sonucuna ulaşılır. Son eşitlik düzenlenirse

k2k3

η(ċ)
ν3 = ε

(
k2

2

d

dt
+ ṫη(ċ)ξ − ṫċ− η(ċ)ϕċ

)
34



şeklinde yazılabilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa,

|ϕ(ċ)|2 k2
3

η(ċ)2
= |ϕ(ċ)|4 + ṫ2η(ċ)2 + ṫ2ḡ(ċ, ċ) + η(ċ)2ḡ(ϕċ, ϕċ)− 2ṫ2η(ċ)2,

= |ϕ(ċ)|4 + ṫ2η(ċ)2 + ṫ2|ċ|2 + η(ċ)2(|ċ|2 − η(ċ)2)− 2ṫ2η(ċ)2,

= |ϕ(ċ)|4 − ṫ2η(ċ)2 + ṫ2|ċ|2 + η(ċ)2(|ċ|2 − η(ċ)2),

= (|ϕ(ċ)|2 + η(ċ)2)(|ϕ(ċ)|2 − η(ċ)2)− ṫ2η(ċ)2 + ṫ2|ċ|2 + η(ċ)2|ċ|2,

= |ċ|2 |ϕ(ċ)|2 + ṫ2(−η(ċ)2 + |ċ|2),

= |ϕ(ċ)|2 (ṫ2 + |ċ|2)

şeklinde hesaplanır. γ eğrisi yay parametreli bir eğri olduğundan

κ3 = |ηċ|

olarak elde edilir. κ3 ifadesinin (3.33) eşitliğinde yazılmasıyla

|ϕċ| ν3 = εε̄

(
|ϕċ|2 d

dt
+ ṫη(ċ) ξ − ṫ ċ− η(ċ) ϕċ

)
eşitliği elde edilir.

M = R× S3 çarpım manifoldu üzerinde J−yörüngenin üçüncü eğriliğinin genel

olarak sabit olmadı̆gına dikkat edilmelidir. Bu durum ise J-yörüngeleri ile Sasaki

ya da kosimplektik manifoldlardaki kontak manyetik eğriler arasındaki önemli bir

farktır. κ3 eğriliğinin sabit olmasıdurumunda 0 = d
ds
η(ċ) = −qṫ olmalıdır. Sonuç

olarak, hareket denklemlerinin birincisinden η(ċ) = 0 elde edilir. Bu nedenle γ eğrisi

{t0} × S3, t0 ∈ R küresi üzerinde tanımlıbir Legendre kontak manyetik eğrisinden

başka bir şey değildir ve Durum 2 de ayrıntılıolarak incelenmi̧stir.

Sonuç olarak; J−yörünge eğrileri için genel durumda aşağıdaki önermeler verilebilir:

Önerme 3.3 γ : I ⊂ R→ R× S3 eğrisi M = R× S3 çarpım manifoldu üzerinde

q 6= 0 yükü ile tanımlıbirim hızlıJ−yörünge olsun. γ eğrisinin 3. mertebeden

bir helis olmasıiçin gerek ve yeter şart γ eğrisinin S3 küresi üzerinde bir Legendre

kontak manyetik eğri olmasıdır.

Önerme 3.4 γ : I ⊂ R→ R× S3 eğrisi M = R× S3 çarpım manifoldu üzerinde

q 6= 0 yükü ile tanımlıbirim hızlıJ−yörünge olsun. γ eğrisinin bir Riemann çember

olmasıiçin gerek ve yeter şart γ eğrisinin (3.20) eşitliğiyle parametrelendirilen bir

J-yörünge olmasıdır.

35



İspat. γ eğrisinin Riemann çemberi olmasıiçin gerek ve yeter şart γ eğrisinin birinci

eğriliğinin sabit ve ikinci eğriliğinin özdeş olarak sıfır olmasıgereklidir. Bu durum c

eğrisinin ξ Reeb vektör alanının integral eğrisi olduğu anlamına gelir. Yani γ eğrisi

daha önce belirtilen Durum 1 ile örtüşür.

Uyarı3.7

• J−yörünge γ eğrisinin ν2 ikinci normal vektör alanıdaima TS3 teğet uzayında

yatar.

• c eğrisinin, S3 küresi üzerinde Legendre eğri olmasıdurumunda γ eğrisinin ν1

birinci normal vektör alanıTS3 teğet uzayında yatar.

Önerme 3.5 γ : I ⊂ R→ R× S3 eğrisi M = R× S3 çarpım manifoldu üzerinde

q 6= 0 yükü ile γ (s) = (t (s) , c (s)) şeklinde tanımlıbirim hızlıJ−yörünge olsun. c

eğrisi S3 küresi üzerinde c(s) = (z(s), w(s)) olarak parametrelendirilmi̧s bir eğri ve

t de R üzerinde global koordinat sistemi olmak üzere, t(0) = 0 ve ṫ(0) = 0 başlangıç

koşullarıaltında

t(s) = a (1− cos(qs)), (3.34)

olarak elde edilir. z ve w kompleks fonksiyonlarıda |z(s)|2 + |w(s)|2 = 1 eşitliği

altında

Z̈(s)− qi Ż(s) + f(s)Z(s) = 0, (3.35)

diferensiyel denklemini sağlar. Burada a reel sayı, |aq| ≤ 1 ve

f(s) = 1− a2q2 sin2(qs)− aq2 cos(qs) + iaq2 sin(qs)

olarak tanımlıdır.

İspat. J−yörüngenin hareket denklemlerinden (3.5) eşitliğinin türevi alınırsa
...
t = q

d

ds
η(ċ)

elde edilir. Ayrıca,

d

ds
η(ċ) =

d

ds
ḡ(ċ, ξ),

= ḡ(∇̄ċċ, ξ) + ḡ(ċ, ∇̄ċξ),

= qḡ(ξ,−ṫξ + ϕċ),

= −qṫ
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olarak hesaplanır. Dolayısıyla
...
t + q2ṫ = 0

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin genel çözümü de

t(s) = a+ µ1 cos(qs) + µ2 sin(qs), µ1, µ2 ∈ R

biçimindedir. t(0) = 0 ve ṫ(0) = 0 başlangıç koşullarıaltında

t(s) = a (1− cos(qs)), |aq| ≤ 1

şeklinde elde edilir. S3 küresi E4 Öklidyen uzayına gömülü olduğundan, ξ = J0c ve

ϕċ = J0ċ+ η(ċ)c eşitlikleri yardımıyla J−yörüngenin hareket denklemlerinden (3.6)

eşitliği

c̈+ (1− ṫ2)c = −qṫJ0c+ qJ0ċ+ qη(ċ)c (3.36)

olarak yazılabilir. ẗ = qη(ċ) olduğundan gerekli düzenlemler yapılırsa (3.36) eşitliği

de

z̈(s)− qi ż(s) + f(s)z(s) = 0 ve ẅ(s)− qi ẇ(s) + f(s)w(s) = 0

eşitliklerine denktir.

3.1 R× S3 Çarpım Manifoldunda Periyodik J-yörüngeler

Dinamik sistemlerde güzel bir problem şu şekildedir:

Belirli bir hareket denklemi için, ĕger varsa, periyodik çözümler üzerinde çalı̧smak.

Bu bölümde, S3 küresi üzerine izdüşümleri Legendre eğri olan, R × S3 manifoldu

üzerindeki J−yörüngelerin periyodik olma şartlarıgösterilmi̧stir.

Önerme 3.6 ċ ile ξ karakteristik vektör alanıparalel olmak üzere γ : I ⊂ R→ R× S3

eğrisi M = R× S3 çarpım manifoldu üzerinde q 6= 0 yükü ile verilen birim hızlı

J−yörünge olsun. Bu durumda γ eğrisi daima periyodik bir eğridir ve temel

periyodu
2π

q
ya eşittir.

İspat. Kabul edelim ki ċ ile ξ karakteristik vektör alanıparalel olsun. Bu durumda

γ eğrisi (3.20) eşitliği ile parametrelendirilebilir. γ eğrisi periyodik bir eğri olması

için γ(s+ T ) = γ(s) eşitliğini sağlayan bir T > 0 pozitif sayısının olmasıgereklidir.

37



Kolay bir hesaplamayla γ eğrisinin temel periyodu
2π

q
olan periyodik bir eğri olduğu

gösterilebilir.

Aşağıda verilen teorem, S3 küresi üzerine izdüşümleri Legendre eğri olan R × S3

manifoldu üzerindeki J−yörüngelerin periyodikliği için eşdeğer bir koşul sağlar.

Teorem 3.3 c eğrisi, S3 küresi üzerinde Legendre eğri olmak üzere γ(s) = (t(s), c(s))

eğrisi M = R× S3 çarpım manifoldu üzerinde q 6= 0 yükü ile tanımlıbirim hızlı

J−yörünge olsun. γ eğrisinin periyodik olması için gerek ve yeter şart
q√
q2 + 4

ifadesinin bir rasyonel sayıolmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki c eğrisi, S3 küresi üzerinde Legendre eğri olmak üzere

γ(s) = (t(s), c(s)) eğrisi M = R× S3 çarpım manifoldu üzerinde q 6= 0 yükü

ile tanımlı J−yörünge olsun. Bu durumda γ eğrisi (3.26) eşitliği ile parametre-

lendirilebilir.

γ eğrisin periyodu T > 0 olmak üzere

z(s+ T )− z(s) = eiqs/2
[
eiqT/2

(
cos

(s+T )
√
q2+4

2
− iq√

q2+4
sin

(s+T )
√
q2+4

2

)
− cos

s
√
q2+4

2
+ iq√

q2+4
sin

s
√
q2+4

2

]
,

w(s+ T )− w(s) = 2eiqs/2√
q2+4

[
eiqT/2

(
sin

s
√
q2+4

2
cos

T
√
q2+4

2
+ cos

s
√
q2+4

2
sin

T
√
q2+4

2

)
− sin

s
√
q2+4

2

]
,

elde edilir.

γ eğrisinin periyodik olmasıiçin k,m ∈ Z olmak üzere T
√
q2 + 4

2
= 2kπ ve

Tq

2
=

2mπ koşulları sağlanmalıdır. Sonuç olarak
q√
q2 + 4

ifadesi bir rasyonel sayı ol-

malıdır.

Diğer taraftan, kabul edelim ki
q√
q2 + 4

=
m

k
olmak üzere m 6= 0, k pozitif bir tam-

sayıve ebob(m, k) = 1 olsun. T = 2π
√
k2 −m2 olmasıdurumunda

T
√
q2 + 4

2
= 2kπ

ve
Tq

2
= 2mπ elde edilir. Dolayısıyla γ eğrisi M = R× S3 çarpım manifoldu üz-

erinde bir periyodik eğridir.
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3.2 S3 Küresi Üzerinde Tanımlıc Eğrisi İçin Kontak Açı

S3 küresi üzerinde tanımlanan bir c eğrisinin kontak açısıθ olsun. Diğer bir ifadeyle

θ açısıċ(s) ve ξ(c(s)) arasındaki açıolsun. Bu durumda

cos θ(s) =
〈ċ(s), ξ(c(s)〉
|ċ(s)| (3.37)

eşitliği sağlanır.

(3.37) eşitliğinden η(ċ) = |ċ(s)| cos θ(s) elde edilir. Bu eşitlikte her iki tarafın türevi

alınırsa
d

ds
η(ċ) =

(
d

ds
|ċ(s)|

)
cos θ(s)− |ċ(s)|θ̇(s) sin θ(s) (3.38)

denklemi elde edilir. Diğer taraftan biliyoruz ki

d

ds
η(ċ) = −qṫ ve d

ds
|ċ(s)|) = −qṫ cos θ(s) (3.39)

eşitlikleri sağlanır. (3.38) ve (3.39) denklemleri birlikte göz önüne alınırsa

−qṫ = −qṫ cos2 θ(s)− |ċ(s)|θ̇(s) sin θ(s)

qṫ sin2 θ(s) = |ċ(s)|θ̇(s) sin θ(s)

ve son eşitliğin düzenlenmesiyle

θ̇

sin θ(s)
=

qṫ

|ċ(s)| (3.40)

eşitliği elde edilir.

Dikkat edilmelidir ki θ açısının sabit olmasıyani c eğrisinin bir slant eğri olmasıiçin

gerek ve yeter şart qṫ sin2 θ = 0 eşitliğinin sağlanmasıdır. Bunun için de aşağıdaki

iki durumdan en az birinin sağlanmasıgerekmektedir.

• θ = 0 veya θ = π, yani c eğrisi ξ vektör alanına teğettir,

• ṫ = 0, bu durumda θ =
π

2
olmalıdır, yani c eğrisi S3 küresi üzerinde bir

Legendre eğri olmalıdır.

θ açısının 0,
π

2
ve π den farklıolmasıdurumunda hareket denklemlerinin birincisin-

den dolayı
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ẗ = q|ċ(s)| cos θ(s) (3.41)

yazılabilir.

Diğer taraftan Önerme 3.5 yardımıyla (t için aynıbaşlangıç koşullarıaltında)

t(s) = a+ µ1 cos(qs) + µ2 sin(qs), (3.42)

a, µ1ve µ2 birer reel sayıolmak üzere q
2(µ2

1 + µ2
2) ≤ 1 eşitsizliği sağlanır.

(3.40) ve (3.41) denklemleri birlikte kullanılırsa

θ̇

sin θ(s) cos θ(s)
= −q(µ2 cos(qs)− µ1 sin(qs))

µ1 cos(qs) + µ2 sin(qs)
(3.43)

elde edilir. (3.43) eşitliğinde her iki tarafın integrali alınırsa

tan θ(s) =
µ0

µ1 cos(qs) + µ2 sin(qs)

olarak hesaplanır. Burada µ2
0 + µ2

1 + µ2
2 =

1

q2
olmak üzere µ0 sabit bir reel sayıdır.

Dikkat edilmelidir ki θ ∈ {0, π
2
, π} durumunda µ0 = µ1 = µ2 = 0 olmak zorundadır.

Önerme 3.7 c eğrisi, S3 küresi üzerinde Legendre eğri olmayan bir eğri olmak

üzere γ(s) = (t(s), c(s)) eğrisi M = R× S3 çarpım manifoldu üzerinde q 6= 0 yükü

ile tanımlıbirim hızlıJ−yörünge olsun. Bu durumda c eğrisinin kontakt açısı

θ(s) = arctan

(
µ0

µ1 cos(qs) + µ2 sin(qs)

)
, (3.44)

olarak elde edilir. µ0, µ1 ve µ2 reel sayılar olmak üzere µ
2
1+µ2

2 6= 0 eşitsizliği sağlanır.
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4. HOPF FİBRASYON

Bu bölümde, R × S3 uzayındaki bir J−yörüngenin S3 bileşeninin dinamikleri ile

ilgileniyoruz. Hopf fibrasyonu yardımıyla, S2 küresi üzerindeki izdüşüm eğrisinin

geometrik özelikleri ele alınmaktadır. İzdüşüm eğrisinin E3 uzayında olduğu göz

önüne alınarak bu eğrinin eğriliğini ve torsiyonu belirlenmi̧stir. Uzay eğrilerin temel

teoremini kullanarak ve Mathematica programıyardımıyla bazıörnekler verilmi̧stir.

Hopf dönüşüm yaklaşımının diğer diferansiyel geometri problemlerinde de kullanıldı̆gını

belirtmekte fayda var. Bunlardan biri Onnis, Passamani ve Piu tarafından verilen

Lorentzian Berger küresi üzerinde sabit açılı yüzeyler üzerine yapılan çalı̧smadır

(Onnis vd. 2018). Hopf tüpleri farklıalanlarda da ele alınmı̧stır. Örneğin, Tamura

tarafından S3 küresi üzerindeki iki helisel geodezikler ( S3 küresi üzerinde sabit eğri-

lik ve burulmaya sahip olan ve aynızamanda yüzey üzerinde geodezik olan bir eğri)

ile verilen yüzeylerin çalı̧smasında da incelenmi̧stir (Tamura 2004).

4.1 Hopf Fibrasyon Altında Geometrik Özelikler

π : S3(1) → S2
(

1
2

)
şeklinde tanımlanan Hopf fibrasyonun bazı temel özelliklerini

verelim.

C2 uzayının Kähler yapısından indirgenen (ϕ, ξ, η, ḡ) kanonik Sasaki yapısına sahip

olan birim küre

S3(1) =
{

(z, w) ∈ C2 : |z|2 + |w|2 = 1
}

olmak üzere Hopf fibrasyonu

π(z, w) =

(
zw,

1

2
(|z|2 − |w|2)

)
∈ C× R (4.1)

şeklinde tanımlanır. S3(1) birim küresi üzerindeki metrik ḡ ve S2
(

1
2

)
küresi

üzerindeki metrik ĝ ile verilsin.

S2
(

1
2

)
küresinin standart kompleks yapısıĴ olmak üzere

π∗ ◦ ϕ = Ĵ ◦ π∗ (4.2)

eşitliği gerçeklenir.
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Diğer taraftan S3(1) birim küresi

S3(1) ≡ {p = (a, b, c, d) ∈ R4 : a2 + b2 + c2 + d2 = 1}

şeklinde tanımlanır.

R4 uzayının kuaterniyonik yapısıyardımıyla p = a+ ib+ jc+ kd olarak yazılabilir.

i2 = j2 = k2 = ijk = −1 eşitlikleri yardımıyla da i, j ve k nın mümkün olan

tüm çarpımlarıbelirlenir. Böylece, S3 küresi birim kuaterniyonların kümesi olarak

S3 ≡ {p ∈ H : ‖p‖ = 1} şeklinde ifade edilebilir. Herhangi bir p ∈ S3 için

ip = −b+ ia− jd+ kc,

jp = −c+ id+ ja− kb,

kp = −d− ic+ jb+ ka.

(4.3)

vektörleri elde edilir.

R4 uzayının Öklidyen bazına göre bileşenleri ip, jp ve kp ile aynı olacak şekilde

aşağıdaki üç vektör alanınıtanımlayalım,

ξ = ip = (−b, a,−d, c),

e1 = jp = (−c, d, a,−b),

e2 = kp = (−d,−c, b, a).

(4.4)

Verilen vektör alanlarının birer diferensiyellenebilir birim vektör alanıolduğu ve S3

küresinde verilen p = (a, b, c, d) birim pozisyon vektörüne ortogonal olduğu aşikardır.

Bunun anlamıise ξ, e1 ve e2 vektör alanları(S3, ḡ) manifoldu üzerindeki birim teğet

vektör alanlarıdır.

Böylece herhangi bir p ∈ S3 ⊂ H\{0} için TpS3 teğet uzayı{ξ, e1, e2} ortonormal

bazlarıtarafından gerilir.

p = (a, b, c, d) ∈ R4 için aşağıda verilen dönüşümü göz önüne alalım,

π0 : R4 −→ R3, π0(a, b, c, d) =
(
ac+ bd, bc− ad, 1

2
(a2 + b2 − c2 − d2)

)
, (4.5)

p ∈ R4 bir kuaterniyon olarak düşünülmesi durumunda R3 uzayında σ0 =

(
1 2 3

3 2 1

)
permütasyonu ile birlikte
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π0(p) = p
i

2
p (4.6)

olarak hesaplanır. Ayrıca π0(p) ∈ Im(H) bir imajiner kuaterniyondur ve böylece R3

uzayının bir elamanıolarak tanımlanabilir.

Dolayısıyla π0 dönüşümü H kuaterniyon uzayından imajiner kuaterniyonlara tanımlı

bir dönüşümdür ve π : S3(1) → S2
(

1
2

)
olarak kısıtlanabilir. S3(1) küresinin π0

dönüşümü altındaki resmi S2
(

1
2

)
olarak elde edilir.

π0 dönüşümünün türev dönüşümü X ∈ TpR4 ≡ H olmak üzere

π0,∗,p : R4 ≡ H→ R3 ≡ Im(R3), π0,∗,p(X) = Im(Xip),

şeklinde hesaplanır.

Keyfi p ∈ S3 ⊂ H\{0} noktasında π0 dönüşümünün diferensiyelini hesaplayalım.

İlk olarak

π0,∗,p(p) = 2π0(p)

eşitliği elde edilir. Bunun anlamıise p pozisyon vektörü π0,∗ dönüşümü yardımıyla

π0(p) pozisyon vektörüne resmedilir.

Ayrıca,X vektör alanıp pozisyon vektörüne ortogonal ise π0,∗,p(X) da π0(p) pozisyon

vektörüne ortogonaldir.

Tersine bir q kuaterniyonu, p
i

2
p imajiner kuaterniyonuna ortogonal ise p pozisyon

vektörüne ortogonal olan bazıX vektör alanlarıiçin q = X i
2
p+ p i

2
X olarak yazıla-

bilir. Örneğin, p = 1 için q vektörü j ve k vektörlerinin lineer kombinasyonu şeklinde

olmalıdır. Kolay bir hesaplama ile X = 〈q, k〉 j − 〈q, j〉 k şeklinde tek türlü olmaya-

cağıgösterilebilir.

Herhangi bir p ∈ S3 için {ξ, e1, e2} ortonormal çatısıgöz önüne alınırsa σ0

permütasyonuyla

π0,∗,p(ξ) = 0, π0,∗,p(e1) = pkp := ê1, π0,∗,p(e2) = −pjp := ê2, (4.7)

olarak elde edilir.

Sonuç olarak Tπ(p)S2
(

1
2

)
uzayı{ê1, ê2} bazlarıtarafından gerilir.
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S3 küresi üzerindeki Levi-Civita koneksiyonu ∇ ve R4 üzerindeki Levi-Civita konek-

siyonu ∇̊ olmak üzere X, Y ∈ TpS3 için

∇XY = ∇̊XY + g(X, Y )p

şeklinde tanımlıdır. Böylece {ξ, e1, e2} bazlarıtarafından∇ Levi-Civita koneksiyonu

∇Xξ = iX + η(X)p, ∇Xe1 = jX + g(X, e1)p, ∇Xe2 = kX + g(X, e2)p,

olarak elde edilir. Sonuç olarak

∇ξξ = 0 ∇ξe1 = −e2 ∇ξe2 = e1

∇e1ξ = e2 ∇e1e1 = 0 ∇e1e2 = −ξ

∇e2ξ = −e1 ∇e2e1 = ξ ∇e2e2 = 0

(4.8)

şeklindedir.

S3 üzerindeki hemen hemen kontak yapı(ϕ, ξ, η)

ϕξ = 0 ϕe1 = e2 ϕe2 = −e1

η(ξ) = 1 η(e1) = 0 η(e2) = 0

(4.9)

ile verilir.

γ : I ⊂ R→ R× S3 eğrisi M = R× S3 çarpım manifoldu üzerinde q 6= 0 yükü ile

γ (s) = (t (s) , c (s)) şeklinde tanımlıbirim hızlıJ−yörünge olsun. c eğrisi S3 küresi

üzerinde parametrelendirilmi̧s bir eğri olmak üzere

ĉ = π(c) : I ⊂ R→ S2

(
1

2

)
eğrisi c eğrisinin Hopf dönüşümü altında izdüşüm eğrisi olsun.

Öncelikle, c eğrisinin iki özel durum için Hopf fibrasyon altında nasıl davrandı̆gı

incelenecektir. Daha sonra genel durumda c eğrisinin bazıgeometrik özellikleri veri-

lecektir.

Durum 1 : c eğrisinin Reeb vektör alanına paralel olmasıdurumunda, c eğrisinin

π dönüşümü altındaki ĉ izdüşüm eğrisi S2
(

1
2

)
küresi üzerinde bir nokta belirtir.

Aynızamanda (3.20) eşitliğinden $(s) = b(cos(qs)− 1) + a sin(qs) sürekli bir fonk-

siyon, p0 ∈ S3 ve ξ0 = ip0 ∈ Tp0S3 olmak üzere

c(s) = cos$(s)p0 + sin$(s)ξ0
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olduğu biliniyor. Sonuç olarak,

ċ(s) = i$̇(s)c(s) = $̇(s)ξ(c(s))

elde edilir ve böylece c eğrisi Reeb vektör alanına paraleldir.

Diğer taraftan, p0 ∈ S3 belirli sabit bir nokta olsun. ∀p ∈ S3 noktasında

π0(p) = π0(p0) eşitliğinin sağlanmasıiçin t ∈ R olmak üzere p = eitp0 şeklinde ol-

malıdır. p0 noktasıboyunca S1 = {eitp0 : t ∈ R} fibresi de π0(p0) ∈ S2
(

1
2

)
noktasına

izdüşüm sağlar. Son olarak; bu fibrenin p = eitp0 noktasındaki teğet vektör alanı, p

noktasında tanımlıolan ξ0 = ip0 Reeb vektör alanıdır.

Durum 2 : c eğrisi S3 küresi üzerinde Legendre eğrisi olsun, yani ċ(s) ∈ ker η|c(s).

Bu durumda (3.26) eşitliğinden

c(s) = eiqs/2

(
cos

s
√
q2 + 4

2
− iq√

q2 + 4
sin

s
√
q2 + 4

2
,

2√
q2 + 4

sin
s
√
q2 + 4

2

)
olmak üzere c eğrisinin π dönüşümü altındaki ĉ izdüşüm eğrisi

ĉ(s) := π(c(s)) =

(
2√
q2+4

sin
s
√
q2+4

2

(
cos

s
√
q2+4

2
− iq√

q2+4
sin

s
√
q2+4

2

)
,

1
2

(
cos2 s

√
q2+4

2
+ q2−4

q2+4
sin2 s

√
q2+4

2

))
(4.10)

olarak elde edilir.

R3 ≡ C × R uzayının Öklidyen koordinatlarıX, Y ve Z olmak üzere, ĉ eğrisi
1
q
Y − 1

2
Z + 1

4
= 0 düzlemi ile S2

(
1
2

)
küresinin arakesiti olan bir küçük çember

olarak elde edilir. Bu özelliğin eliptik Sasakian uzay formlarındaki kontak manyetik

eğrileri için elde edilenlere benzer olduğuna dikkat edilmelidir (Cabrerizo vd. 2009).

Bundan sonra verilen tüm sonuçlar c eğrisinin genel durumunda sağlanır.

Önerme 4.1 c : I ⊂ R→ S3 eğrisi (3.5) ve (3.6) eşitliklikleri ile verilen hareket

denklemini sağlayan bir eğri olsun. Bu durumda α(s) = T0(s)i + T1(s)j + T2(s)k

imajiner kuaterniyonun bileşenleri

T0(s) = −q(µ1 cos(qs) + µ2 sin(qs)),

T1(s) = λ1 cos(qs) + λ2 sin(qs),

T2(s) = λ1 sin(qs)− λ2 cos(qs)
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şeklinde tanımlanmak üzere

ċ(s) = α(s)c(s),

lineer kuaterniyonik diferensiyel denklemi sağlanır ve µ1, µ2, λ1, λ2 reel sabitleri

q2(µ2
1 + µ2

2) + λ2
1 + λ2

2 = 1 eşitliğini sağlar.

İspat. ċ(s) hız vektörü

ċ(s) = T0(s)ξ|c(s) + T1(s)e1|c(s) + T2(s)e2|c(s)

şeklinde tanımlanırsa (4.8) eşitliği yardımıyla

∇ċ(s)ċ(s) =
.

T 0(s)ξ|c(s) +
.

T 1(s)e1|c(s) +
.

T 2(s)e2|c(s)

+T0(s)(T0(s)∇ξ|c(s)ξ|c(s) + T1(s)∇e1|c(s)ξ|c(s) + T2(s)∇e2|c(s)ξ|c(s))

+T1(s)(T0(s)∇ξ|c(s)e1|c(s) + T1(s)∇e1|c(s)e1|c(s) + T2(s)∇e2|c(s)e1|c(s))

+T2(s)(T0(s)∇ξ|c(s)e2|c(s) + T1(s)∇e1|c(s)e2|c(s) + T2(s)∇e2|c(s)e2|c(s)),

=
.

T 0(s)ξ|c(s) +
.

T 1(s)e1|c(s) +
.

T 2(s)e2|c(s) (4.11)

olarak elde edilir. (3.5) hareket denklemi ve t(s) = a+µ1 cos(qs) +µ2 sin(qs) eşitliği

birlikte göz önüne alınırsa

T0(s) = η(ċ(s)) = −q(µ1 cos(qs) + µ2 sin(qs)) (4.12)

şeklinde hesaplanır. Diğer taraftan (3.6) hareket denklemi ve (2.3) yardımıyla

∇ċ(s)ċ(s) = q(q(µ1 sin(qs)− µ2 cos(qs))ξ|c(s) − T2(s)e1|c(s) + T1(s)e2|c(s)) (4.13)

eşitliği bulunur.

(4.11) ve (4.13) eşitlikleri birlikte düşünülürse

.

T 1(s) = −qT2(s),
.

T 2(s) = qT1(s) (4.14)

olarak bulunur. Yukarıda verilen denklemlerin çözümü sonucu

T1(s) = λ1 cos(qs) + λ2 sin(qs)

T2(s) = λ1 sin(qs)− λ2 cos(qs) (4.15)
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değerleri hesaplanır ve q2(µ2
1 + µ2

2) + λ2
1 + λ2

2 = 1 eşitliği sağlanır.

π : S3 → S2
(

1
2

)
Hopf dönüşümü altında, S3 küresi üzerindeki c eğrisinin izdüşüm

eğrisi olan ĉ = π(c) : I ⊂ R→ S2
(

1
2

)
eğrisinin bazıgeometrik özeliklerini verelim:

Teorem 4.1 c : I ⊂ R→ S3 eğrisi (3.5) ve (3.6) denklemleri ile verilen hareket

denklemlerini sağlasın. Hopf dönüşümü yardımıyla elde edilen ĉ izdüşüm eğrisinin

S2
(

1
2

)
küresi üzerindeki geodezik eğriliği

κ̂ =
1

λ

∣∣q(1 + 2µ1 cos(qs) + 2µ2 sin(qs))
∣∣, (4.16)

şeklinde tanımlanır. λ, µ1, µ2 ve q reel sabitler olmak üzere λ > 0 ve q2(µ2
1+µ2

2)+λ2 =

1 eşitliği gerçeklenir.

Teorem 4.2 c : I ⊂ R→ S3 eğrisi (3.5) ve (3.6) denklemleri ile verilen hareket den-

klemlerini sağlasın. Hopf dönüşümü yardımıyla elde edilen ĉ izdüşüm eğrisi S2
(

1
2

)
küresi üzerinde bir Kähler manyetik eğridir.

İspat. ĉ = π(c) : I ⊂ R→ S2(1
2
) eğrisi c eğrisinin Hopf dönüşümü yardımıyla elde

edilen izdüşüm eğrisi olsun.

ĉ
′
(s) = πc(s),∗ċ(s)

= πc(s),∗
(
T0(s)ξ|c(s) + T1(s)e1|c(s) + T2(s)e2|c(s)

)
= T1(s)ê1 + T2(s)ê2 (4.17)

şeklinde elde edilir ve (4.7) eşitliği yardımıyla

J (s) := − Im(α(s)i) = T1(s)k − T2(s)j

olmak üzere

ĉ
′
(s) = c̄(s)J (s)c(s)

olarak yazılır.

Aynızamanda ∣∣∣ĉ′(s)∣∣∣2 = T 2
1 (s) + T 2

2 (s) = λ2
1 + λ2

2 := λ2 (4.18)

elde edilir. Kolayca gösterilebilir ki;

α(s) = (T0(s) + J (s))i, J (s)i = −iJ (s), (4.19)

J (s)2 = − |J (s)|2 , J ′
(s) = qiJ (s) (4.20)
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eşitlikleri sağlanır.

Diğer taraftan

ĉ
′′
(s) = (c̄(s)J (s)c(s))

′
,

= c̄(s)[−α(s)J (s) + J ′
(s) + J (s)α(s)]c(s), (4.21)

= c̄(s)[−2 |J (s)|2 + (2T0(s)− q)J (s)]ic(s)

olur ve bu eşitlik sayesinde∣∣∣ĉ′′ (s)∣∣∣2 = λ2
[
4λ2 + (2To(s)− q)2

]
olarak hesaplanır. S2(1

2
) küresi üzerindeki ∇̂ Levi-Civita koneksiyonu,

∇̂UV = ∇̊UV + 4ĝ(U, V )x (4.22)

şeklinde tanımlıdır. U, V vektör alanlarıS2(1
2
) küresinin tanjant uzayında, x nok-

tasıS2(1
2
) küresi üzerinde keyfi bir nokta ve ∇̊ ise R3 küresi üzerindeki Öklidyen

koneksiyondur.

Yukarıda verilen koneksiyon özelikleri yardımıyla

∇̂ĉ(s)′ ĉ(s)
′
= ĉ

′′
(s) + 4

∣∣∣ĉ′(s)∣∣∣2 ĉ(s)
elde edilir. Sonuç olarak (4.21) eşitliğinden ve ĉ izdüşüm eğrisinin imajiner kuater-

niyon ile verilen tanımından ĉ(s) = c̄(s) i
2
c(s) olmak üzere

∇̂ĉ(s)′ ĉ(s)
′

= (2To(s)− q)c̄(s)(T1(s)j + T2(s)k)c(s),

= (2To(s)− q)c̄(s)J (s)ic(s) (4.23)

şeklinde hesaplanır.

(4.18) eşitliği göz önüne alınırsa ĉ izdüşüm eğrisi yay parametreli bir eğri değildir.

ĉ eğrisinin yay paremetresi ŝ olmak üzere ŝ = λs eşitliği gerçeklenir. Böylece ĉ

izdüşüm eğrisinin birim normal vektör alanıν̂ olmak üzere (4.23) eşitliği

λ2κ(ŝ)ν̂(ŝ) = (2To(s)− q)c̄(s)J (s)ic(s) (4.24)

şeklinde yazılabilir. T0(s) = −q(µ1 cos(qs) + µ2 sin(qs)) değeri (4.24) eşitliğinde

yerine yazılırsa (4.16) eşitliği elde edilir.
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S2(1
2
) küresinin standart kompleks yapısıĴ olmak üzere, (4.7) ve

ĉ
′
(s) = T1(s)ê1 + T2(s)ê2 eşitlikleri yardımıyla

Ĵ ĉ
′
(s) = −c̄(s)J (s)ic(s) (4.25)

olarak elde edilir. (4.23) ve (4.25) eşitlikleri birlikte kullanılırsa

∇̂ĉ(s)′ ĉ(s)
′
= (q − 2To(s))Ĵ ĉ

′
(s)

bulunur. Sonuç olarak ĉ izdüşüm eğrisi S2(1
2
) küresi üzerinde Kähler manyetik

eğridir.

Not: S2 küresi üzerindeki Kähler manyetik eğriler çemberlerdir. Dolayısıyla sabit

geodezik eğriliğe sahiptir; fakat S2
(

1
2

)
küresi üzerindeki ĉ eğrisinin geodezik eğriliği

κ̂ = 1
λ

∣∣q(1 + 2µ1 cos(qs) + 2µ2 sin(qs))
∣∣ genel olarak sabit değildir.

Önerme 4.2 S2
(

1
2

)
küresi üzerindeki ĉ eğrisinin κ̂ geodezik eğriliğinin sabit olması

için gerek ve yeter şart µ1 = µ2 = 0 olmasıdır. Bu durum için gerek ve yeter şart

S3 (1) küresi üzerindeki c eğrisinin bir Legendre eğri olmasıdır.

Önerme 4.3 c : I ⊂ R→ S3 eğrisi (3.5) ve (3.6) denklemleri ile verilen hareket

denklemlerini sağlasın. Hopf dönüşümü yardımıyla elde edilen ĉ izdüşüm eğrisinin

S2
(

1
2

)
küresi üzerindeki eğriliği κ ve torsiyonu τ arasında

τ =
2κ′

κ
√
κ2 − 4

, (4.26)

ili̧skisi mevcuttur. λ, µ1, µ2 ve q reel sabitler, λ > 0 ve q2(µ2
1 + µ2

2) + λ2 = 1 olmak

üzere

κ =

√
4 +

q2(1 + 2µ1 cos(qs) + 2µ2 sin(qs))2

λ2 , (4.27)

şeklinde tanımlıdır.

İspat. ĉ : I ⊂ R→ S2
(

1
2

)
⊂ R3 eğrisi ĉ(s) = c̄(s) i

2
c(s) olmak üzere ĉ

′
(s) ve ĉ

′′
(s)

vektörleri

ĉ
′
(s) = T1(s)ê1 + T2(s)ê2,

ĉ
′′
(s) = c̄(s)[−2 |J (s)|2 + (2T0(s)− q)J (s)]ic(s)
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şeklinde elde edilir. ∣∣∣ĉ′′ (s)∣∣∣2 = λ2
[
4λ2 + (2To(s)− q)2

]
ĉ eğrisinin yay parametresi û olmak üzere û = λs eşitliği gerçeklenir. ĉ izdüşüm

eğrisinin S2
(

1
2

)
küresi üzerindeki eğriliği κ olmak üzere

∣∣∣∣··ĉ(s)∣∣∣∣2 =

∣∣∣ĉ′′ (s)∣∣∣2
λ4 = 4 +

(
2To(s)− q

λ

)2

= κ2

şeklinde hesaplanır. Böylece (4.27) eşitliği elde edilir. Uzay eğrilerinin temel teore-

minden R > 0 olmak üzere bir küre üzerinde yatan küresel eğrinin κ eğriliği ve τ

torsiyonu arasında

τ 2

(
R2 − 1

κ2

)
=

(
κ
′

κ2

)2

(4.28)

ili̧skisi mevcuttur (Gray vd. 2006). κ eğriliğinin değeri son eşitlikte yerine yazılırsa,

(4.26) eşitliği elde edilir.

Aynızamanda κ̂ geodezik eğriliği ile k eğriliği arasında κ =
√

4 + κ̂2 ili̧skisi mev-

cuttur.

Bir önceki önerme, ĉ izdüşüm eğrilerini daha iyi anlamak için bazıresimler çizmemize

yardımcıolacaktır. Eğrilik ve torsiyon fonksiyonlarının davranı̧sınıinceleyerek, τ ve

κ
′
değerlerinin aynısıfırlara sahip olduğunu anlaşılmı̧stır.

a) κ (kırmızı) ve τ (mavi) b) κ
′
(kırmızı) ve τ (mavi)
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Şekil 4.1 ĉ eğrisi, q = 2 ve µ =
1

4

a) κ (kırmızı) ve τ (mavi) b) κ
′
(kırmızı) ve τ (mavi)

Şekil 4.2 ĉ eğrisi, q = 2 ve µ =

√
2

3
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a) κ (kırmızı) ve τ (mavi) b) κ
′
(kırmızı) ve τ (mavi)

Şekil 4.3 ĉ eğrisi, q = 2 ve µ =

√
6

5

Önerme 4.4 c : I ⊂ R→ S3 eğrisi (3.5) ve (3.6) denklemleri ile verilen hareket

denklemlerini sağlasın. Hopf dönüşümü yardımıyla elde edilen ĉ izdüşüm eğrisinin

S2
(

1
2

)
küresi üzerindeki κ eğriliği ve τ torsiyonu

λ2τ 2κ4 + 4q2
(
λ
√
κ2 − 4− εq

)2
= 16q2(1− λ2),

arasında lineer olmayan bir ili̧ski vardır. Burada ε ile q(1+2µ1 cos(qs)+2µ2 sin(qs))

ifadesinin i̧sareti belirtilmektedir.

S2
(

1
2

)
küresinde yatan ĉ izdüşüm eğrisinin sabit torsiyona sahip olmasıdurumunda

özel bir durum ortaya çıkar. Kabul edelim ki τ = τ 0 reel sabit olsun, s0 farklıbir

sabit olmak üzere (4.26) denklemi yardımıyla

κ =
2

cos(τ 0s+ s0)
, (4.29)
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elde edilir.

a) τ 0 = 1/2 b) τ 0 = 1/5

Şekil 4.4 sabit torsiyonlu ĉ eğrisi, s0 = 1

Bir sonraki önermemizi ispatlamak için aşağıdaki lemmayıverelim :

Lemma 4.1 0 < |λ1| < |λ2| < ... < |λn| olmak üzere
n∑
i=1

ai cos(λis) +
n∑
i=1

bi sin(λis) = c, ∀s ∈ I ⊆ R, c ∈ R (4.30)

denklemi sağlanıyor ise, ai = bi = 0, ∀i = 1, n, ve c = 0 olmak zorundadır.

İspat. (4.30) eşitliğinin s parametresine göre terim terime türevi alınırsa,

(λ2
n − λ2

1)(λ2
n−1 − λ2

1) . . . (λ2
2 − λ2

1)
(
a1 cos(λ1s) + b1 sin(λ1s)

)
= cλ2

nλ
2
n−1...λ

2
2.

elde edilir. Böylece, c̃ ∈ R için

a1 cos(λ1s) + b1 sin(λ1s) = c̃, ∀s ∈ I (4.31)

eşitliği gerçeklenir. (4.31) eşitliğinin s parametresine göre türevi alınır ve aynıeşit-

likte yerine yazılırsa

λ1(a2
1 + b2

1) cos(λ1s) = a1c̃λ1, ∀s ∈ I,

olarak hesaplanır. Sonuç olarak a1 = b1 = c̃ = 0 olduğundan ai = bi = 0, ∀i = 1, n

ve böylece c = 0 olmak zorundadır.
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Önerme 4.5 c : I ⊂ R→ S3 eğrisi (3.5) ve (3.6) denklemleri ile verilen hareket

denklemlerini sağlasın ve ĉ eğrisi de S2
(

1
2

)
küresi üzerinde yatan, Hopf dönüşümü

yardımıyla elde edilen izdüşüm eğrisi olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denk-

tirler.

(i) ĉ eğrisi sabit torsiyona sahiptir.

(ii) ĉ eğrisi düzlemsel eğridir.

(iii) c eğrisi S3 küresi üzerinde yatan Legendre eğridir.

İspat. ĉ izdüşüm eğrisinin sabit torsiyona sahip olmasıdurumunda (4.27) ve (4.29)

eşitlikleri yardımıyla

4λ2

q2
tan2(τ 0s+ s0) =

(
1 + 2µ1 cos(qs) + 2µ2 sin(qs)

)2

olarak hesaplanır. µ :=
√
µ2

1 + µ2
2 6= 0 olduğunu kabul edelim. Bu durumda

sin θ0 =
µ1

µ
ve cos θ0 =

µ2

µ
olacak şekilde bir θ0 değeri mevcuttur. Bir önceki eşitlik

− q2 + 4λ2 − 2q2µ2 + 2q2µ2 cos(2qs+ 2θ0) + q2µ2 cos
(

(2q − 2τ 0)s− (2θ0 − 2τ 0)
)

+ (q2 − 4λ2 + 2q2µ2) cos(2τ 0s+ 2s0) + q2µ2 cos
(

(2q + 2τ 0)s+ (2θ0 + 2s0)
)

− 4q2µ sin(qs+ θ0)− 2q2µ sin
(

(q − 2τ 0)s+ (θ0 − 2s0)
)

− 2q2µ sin
(

(q + 2τ 0)s+ (θ0 + 2s0)
)

= 0

(4.32)

şeklinde yazılabilir. Lemma 4.1 de λi indisleri deği̧stirilerek

λ1 = 2q, λ2 = 2q − 2τ 0, λ3 = 2τ 0, λ4 = 2q + 2τ 0,

λ5 = q, λ6 = q − 2τ 0, λ7 = q + 2τ 0

notasyonlarıkullanılırsa λ2
i 6= λ2

j , ∀i, j = 1, 7 elde edilir. Böylece, (4.32) eşitliğinin

tüm bileşenleri sıfır olmak zorundadır. Özel olarak,

2q2µ cos
(
θ0 + 2s0

)
= 0 ve 2q2µ sin

(
θ0 + 2s0

)
= 0,

olmalıdır. µ 6= 0 kabulümüzden dolayıbu bir çeli̧skidir.

Lemma 4.2 Sonuç olarak, λ2
i = λ2

j , ∀i, j = 1, 7 eşitliğini sağlayan tüm eşitlik

durumlarıgöz önüne alınırsa, τ 0 sabit torsiyonu için

τ 0 ∈
{
±3q

4
, ±q

4
, ±q

2
, ±q, ±3q

2
, ±2q

}
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durumlarımevcuttur. Fakat bu 12 durum da çeli̧ski yaratır.

Örneğin; (4.32) eşitliğinde τ 0 = q alınırsa, cos(4qs) ve sin(4qs) ifadelerinin bileşenleri

sıfır olmak zorundadır. Yani, q2µ2 cos(2s0 + 2θ0) = 0 ve q2µ2 sin(2s0 + 2θ0) = 0

eşitlikleri sağlanmalıdır. q 6= 0 ve µ 6= 0 olduğundan bu durum gerçeklenmez.

Yukarıda bahsedilen tüm durumların çeli̧skili olmasının sebebi, µ 6= 0 olarak kabul

edilmesidir. Bu yüzden, µ = 0 olmak zorundadır. Bunun anlamıise, c eğrisi S3(1)

küresi üzerinde bir Legendre eğridir. Aynızamanda ĉ izdüşüm eğrisi S2
(

1
2

)
küresinde

bir çemberdir. Böylece bir düzlemsel eğridir ve τ 0 = 0 olmalıdır.

Sonuç olarak; (i), (ii) ve (iii) durumları birbirlerine denktirler ve böylece ispat

tamamlanır.

4.2 Mathematica Örnekleri

Bu bölümde Mathematica yazılımıkullanılarak, S2
(

1
2

)
küresi üzerindeki ĉ izdüşüm

eğrisi çizilecektir. Bir önceki bölümden, ĉ izdüşüm eğrisinin eğriliği ve torsiyonu bi-

linmektedir. Burada izlenen yöntem, E3 Öklid uzayında eğriliği ve torsiyonu bilinen

eğriler için eğrilerin temel teoremini kullanmaktır (Anonymous 2013).

Genelliği kaybetmeden T0 ifadesinde µ1 = µ 6= 0 ve µ2 = 0 olarak alalım.

Klasik olmasına rağmen, programın nasıl çalı̧stı̆gınıkısaca açıklayalım:

"Clear[r, s, t, n, b, κ, τ , r0, t0, n0, b0];

eqns = {t’[s] == κ[s] n[s],

n’[s] == -κ[s] t[s] + τ [s] b[s],

b’[s] == -τ [s] n[s],

r’[s] == t[s],

t[0] == t0, n[0] == n0, b[0] == b0, r[0] == r0};"

ĉ′(s) = r′(s) olmak üzere t, n ve b vektör alanları, sırasıyla ĉ izdüşüm eğrisinin teğet,

normal ve binormal vektör alanlarıdır.

q, µ ve λ sabitlerini belirleyerek T0(s) ifadesini tanımlayalım:

q = 2;

µ = 1/4;

λ = Sqrt[1 - q2µ2];
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T0[s] := −qµ Cos[q s];

ĉ izdüşüm eğrisini eğriliği ve torsiyonu aşağıdaki gibi verilsin,

κ[s] := Sqrt[4 + ((2T0[s]− q)/λ)2];

τ [s] := 2(D[κ[ss], ss] /. ss -> s)/

(κ[s] Sqrt[κ[s]2 − 4]);

r, t, n ve b ifadelerinin başlangıç değerlerini belirleyelim:

r0 = {0, 1/2, 0};

t0 = {1, 0, 0};

n0 = 1/κ[0] (-4 r0 + 2 Sqrt[κ[0]2 − 4]Cross[r0, t0]);

b0 = Cross[t0, n0];

Böylece NDSolve komutuyla kısmi diferensiyel denklem çözülür:

"solution = First@NDSolve[eqns, r, t, n, b, s, 0, 25 Pi]; "

S2
(

1
2

)
küresini çizelim:

"S2 = ParametricPlot3D[ 0.5 Cos[u] Sin[v], 0.5 Sin[u] Sin[v], 0.5 Cos[v],

u, -Pi/2, 3 Pi/2, v, 0, Pi, Axes -> None, Boxed -> False,

PlotStyle -> Directive[White, Opacity[0.5], Specularity[White, 10]],

Mesh -> 10, MeshStyle -> Opacity[0.3]]; "

ĉ izdüşüm eğrisini S2
(

1
2

)
küresi üzerinde gösterelim:

"With[s1 = (r /. solution)["Domain"][[1, 1]],

s2 = (r /. solution)["Domain"][[1, 2]],

Show[S2, ParametricPlot3D[Evaluate[r[s] /. solution], s, s1, s2,

PlotStyle -> Thickness[0.01], Black, Boxed -> False]]] "

Mathematica yazılımında, yukarıda verilen program farklıdurumlar için kullanılmı̧stır.

Bu durumlara kaŗsılık gelen ĉ izdüşüm eğrileri Şekil 4.1 - Şekil 4.4 de çizilmi̧stir.
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4.3 Hopf Tüp

S2
(

1
2

)
küresi üzerinde verilen bir β(s) eğrisinin, π dönüşümü ile verilen tam lifti

S3(1) küresi üzerinde bir yüzeydir. Hβ = π−1(β) şeklinde tanımlanır ve β üzerine

Hopf tüp diye adlandırılır. Ayrıca, Hβ Hopf tüpü bir düz yüzeydir. S2
(

1
2

)
küresi

üzerindeki β eğrisinin, kapalıbir eğri olmasıdurumunda ise Hβ Hopf tüpü bir Hopf

tordur. Özel olarak, küre üzerindeki küçük çemberlere kaŗsılık gelen Hopf tüp, bir

düz minimal olmayan sabit ortalama eğrilikli Hopf tordur. Diğer taraftan, büyük

çembere kaŗsılık gelen Hopf tüp ise minimal Clifford tordur.

β eğrisinin yatay lifti βh ile gösterilmek üzere, tüm bu tüpler

F : R× I → Hβ ⊂ S3 ve F (s, u) = eiuβh(s) (4.33)

Riemann dönüşümü ile parametrelendirilir.

Böylece, β eğrilerinin koordinat fonksiyonlarıfibreler (s = sbt., u ∈ R) ve yatay

liftlerdir (u = sbt., s ∈ I ⊂ R).

Ayrıca, (4.33) eşitliğinden

Fs(s, u) = eiuβ′h(s) Fu(s, u) = iF (s, u) = ξF (s,u) (4.34)

elde edilir.

βh yatay lifti, fibreleri dik olarak kestiğinden, Hβ Hopf tüpü üzerindeki uyumlu

metrik ds2 + du2 olarak tanımlıdır.

Hβ Hopf tüpünün bir F (s, u) noktasındaki normal vektörü N olmak üzere

N(s, u) = eiuνh(s),

şeklinde tanımlıdır. Burada νh ile β eğrisinin normal vektör alanının yatay lifti

tanımlanmı̧stır.

N normal vektör alanı, Fu ve Fs ye dik olduğundana yukarıda verilen formül (4.34)

eşitliğinden kolayca elde edilebilir.

Uyarı4.1 Manyetik eğriler ile ilgili çalı̧smalara bakılacak olunursa; S3(1) küresi

üzerindeki manyetik eğriler, S2
(

1
2

)
küresi üzerindeki geodezik çemberlerden inşa

edilen Hopf torun geodezikleridir.
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Bu gerçeğe rağmen, J−yörüngeleri için aşağıdaki teorem verilebilir:

Teorem 4.3 c eğrisinin, ĉ izdüşüm eğrileri tarafından inşa edilen Hĉ Hopf tüp

üzerinde geodezik olmasıiçin gerek ve yeter şart c eğrisi, S3 küresinde bir Legendre

eğri olmasıveya c eğrisinin, ξ|c(s) Reeb vektör alanına teğet olmasıdır.

İspat. c eğrisi β(s) = ĉ(s) eğrisi ile ili̧skili Hĉ Hopf tüp üzerinde bir eğri olsun.

Hβ Hopf tüp üzerindeki Levi-Civita koneksiyonu ∇̇ olmak üzere

∇̄ċ(s)ċ(s) = ∇̇ċ(s)ċ(s) + h(ċ(s), ċ(s))νh(s), (4.35)

elde edilir. Diğer taraftan

ĉ′(s) = c̄(s)ζ(s)c(s) ve ν(s) = c̄(s)iζ(s)c(s)

eşitlikleri sağlanır. (4.12), (4.14) ifadeleri ve νh(s) = −T2(s)e1|c(s)+T1(s)e2|c(s) eşitliği

birlikte kullanılırsa

∇̄ċċ = Ṫ0(s)ξ|c(s) + q
(
−T2(s)e1|c(s) + T1(s)e2|c(s)

)
= Ṫ0(s)ξ|c(s) + qνh(s) (4.36)

olarak hesaplanır. Sonuç olarak, (4.35) ve (4.36) eşitliklerinden

∇̇ċċ = Ṫ0(s)ξ|c(s).

Böylece, c eğrisi Hĉ Hopf tüp üzerinde geodezik olması için gerek ve yeter şart

c eğrisi, S3 küresinde bir Legendre eğridir veya c eğrisi ξ|c(s) Reeb vektör alanına

teğettir.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

γ : I ⊂ R→ R× S3 eğrisi M = R× S3 çarpım manifoldu üzerinde q 6= 0 yükü

ile γ (s) = (t (s) , c (s)) şeklinde tanımlıbirim hızlıJ−yörünge, c eğrisi S3 küresi

üzerinde c(s) = (z(s), w(s)) olarak parametrelendirilmi̧s bir eğri ve t de R üzerinde

global koordinat sistemi olmak üzere c eğrisi için herhangi bir kısıtlama olmaksızın

t(s) = a+ µ1 cos(qs) + µ2 sin(qs), a, µ1, µ2 ∈ R

olarak elde edilir ve q2(µ2
1 + µ2

2) ≤ 1 eşitsizliği sağlanır. Fakat, c eğrisi genel du-

rumda açık bir şekilde elde edilememi̧stir. Bunun nedenini açıklamak için en uygun

yaklaşım; S3 küresinin R4 uzayında gömülü olduğunu ele almak ve R4 uzayınıkuater-

niyonlar yardımıyla tanımlamaktır. Böylece, (3.6) eşitliği ile verilen J-yörüngenin

hareket denkleminden, σ kuaterniyon değerli bir fonksiyon olmak üzere

ċ(s) = σ(s)c (s)

lineer kuaterniyonik diferensiyel denklemi sağlanır. Kuaterniyonik diferensiyel denk-

lemler ile; kinematik, navigasyon ve rehberlik, akı̧skanlar mekaniği ve kuantum

mekaniği gibi uygulamalımatematiğin rol oynadı̆gıçeşitli çalı̧sma alanlarda kaŗsılaşırız.

Kuaterniyonik diferensiyel denklem çözümünün elde edilmesi sırasında kaŗsılaşılan

tüm bu zorlukların sebebi ise kuaterniyonlar cebirinin deği̧sme özelliğine sahip ol-

mamasıdır. Leo ve Kou kuaterniyonik çözümler elde etmek için bazıkuaterniyonik

diferensiyel denklem sınıflarını araştırmı̧slardır (Kou 2018), (Leo 2003). Ayrıca,

kuaterniyonik diferensiyel denklemlerin periyodik çözümlerinin fiziğin çeşitli alan-

larında önemli rol oynamasından dolayıCampos başta olmak üzere bir çok araştır-

macıtarafından çalı̧sılmı̧stır (Campos 2006).

S3 küresi üzerindeki Legendre eğriler, çalı̧smamız boyunca önemli bir rol oynamı̧stır.

S3(1) küresi üzerinde Legendre eğrilerin bazıkarakterizasyonlarıelde edilmi̧stir. Bu

karakterizasyonlardan bazılarıaşağıda verilmi̧stir.

ĉ eğrisi, S2
(

1
2

)
küresi üzerinde yatan, Hopf dönüşümü yardımıyla elde edilen izdüşüm

eğrisi olmak üzere,
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• S2
(

1
2

)
üzerinde tanımlıolan ĉ izdüşüm eğrisinin sabit geodezik eğriliğe sahip

olmasıiçin gerek ve yeter şart c eğrisinin S3(1) küresi üzerinde bir Legendre

eğri olmasıdır.

• S2
(

1
2

)
üzerinde tanımlıolan ĉ izdüşüm eğrisinin sabit torsiyona sahiptir ⇔

S2
(

1
2

)
üzerinde tanımlıolan ĉ izdüşüm eğrisi düzlemsel bir eğridir ⇔ c eğrisi

S3(1) küresi üzerinde bir Legendre eğridir.

• c eğrisinin, ĉ izdüşüm eğrileri tarafından inşa edilen Hĉ Hopf tüp üzerinde

geodezik olmasıiçin gerek ve yeter şart c eğrisi, S3 küresinde bir Legendre eğri

olmasıveya c eğrisinin, ξ|c(s) Reeb vektör alanına teğet olmasıdır.

S3 küresi üzerinde tanımlıolan Legendre eğriler, Bang-Yen Chen tarafından ikinci

dereceden kısmi diferensiyel denklemlerin çözümleri olarak elde edilmi̧stir (Chen

1997). Ayrıca, aynıçalı̧smada Legendre eğriler, CP n uzayında Lagrange H-umbilik

alt manifoldların tanımlanmasında kullanılmı̧stır. Yani; S3(c) üzerinde tanımlıolan

her bir Legendre eğri için, bu eğriye kaŗsılık gelen CP n(4c) uzayının kanonik La-

grange H-umbilik alt manifoldu inşa edilmi̧stir. Böylece, Legendre eğriler ve

Lagrange alt manifoldlarıarasında önemli bir bağlantıkurulmuştur.

Sonuç olarak; Legendre eğrilerin çeşitli alanlarda büyük öneme sahip olduğu görülmek-

tedir. Bu çalı̧smada, Hopf dönüşümleri ve R× S3 çarpım uzayında J−yörüngelerin

hareket denklemleri yardımıyla Legende eğriler için yeni karakterizasyonlar elde

edilmi̧stir (Ateş ve Muntenau 2018), (Ateş vd 2019). Farklıuzaylarda da benzer

çalı̧smalar yapılarak, Legendre eğriler için yeni karakterizasyonlar verilebilir.
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Hacısalihoğlu, H.H. 1980. Yüksek Diferensiyel Geometriye Giriş. Fırat Üniversitesi
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