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ined by Salkowski.In recent years, it has been started to study the normals of Salkowski
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as a special example of slant helices and Pythagoras hodograph (PH) curves. Then, dou-
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1. G·IR·IŞ

Diferansiyel geometride en çok çal¬̧s¬lan konulardan biri de e¼griler teorisidir. E¼griler

teorisinde özellikle geodezikler,genel helisler,slant helisler,rekti�yan e¼griler,mannheim

e¼grileri gibi özel e¼griler çal¬̧s¬lmaktad¬r.E¼grilerin diferansiyel geometrisinde en çok

araşt¬r¬lan problemlerden biri regüler bir e¼grinin karakterizasyonudur. Bu problemin

çözümünde � (e¼grinin e¼grili¼gi) ve �(e¼grinin burulmas¬) önemli rol oynar. E¼grilerin

e¼grilik ve torsiyonu aras¬ndaki ili̧skiden faydalanarak birkaç e¼gri örne¼gi verelim:

1. � = 0 ise e¼gri bir do¼grudur.

2. � 6= 0 ve � = 0 ise e¼gri düzlemseldir.

3. � = sbt i0 ve � = 0 ise e¼gri, yar¬çap¬r = 1
�
olan bir çemberdir.

4. � = sbt i0 ve � = sbt 6= 0 ise e¼gri bir dairesel helistir (Millman ve Parker

1977).

5. � ve � e¼grilikleri sabit de¼gil fakat

�

�
= sbt

ise e¼gri bir genel helistir.

Burada biraz helislerin yaşam içindeki uygulama alanlar¬ndan bahsedelim. Örnek

verecek olursak: DNA yap¬s¬ndaki molekül dizili̧sinde,karbon nano tüplerde,helis

biçimindeki merdivenlerde,bir fasülye �lizinin çubu¼ga sar¬l¬rken izledi¼gi yolda,vida

hareketlerinde helis yap¬lar¬n¬görürüz. Bu yüzden helisler do¼gadaki ve bilimdeki en

büyüleyici e¼grilerden birisidir.

6. � : I ! E3 e¼grisi 3-boyutlu Öklid uzay¬nda �(t) i 0 olan bir e¼gri olsun. a 6= 0

olmak üzere a ve b sabitleri için

�

�
= at+ b

ise � e¼grisi rekti�yan e¼grisidir (Chen 2003).
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7. � : I ! E3 e¼grisi 3-boyutlu Öklid uzay¬nda bir e¼gri olsun. � 6= 0 olacak şekilde

bir sabit olmak üzere

� = �(�2 + � 2)

ise � e¼grisi mannheim e¼grisidir.

8. E¼grilerin karakterizasyonu için di¼ger bir yaklaş¬m da; � birim h¬zl¬bir uzay

e¼grisi, �(t) 6= 0 olmak üzere

�(t) =

�
�2

(�2 + � 2)3=2
(
�

�
)
0
�
(t) = sbt

ise � slant helistir.(Yayl¬2005).

E. Salkowski taraf¬ndan 1 yy. önce yay¬nlanan bir makalede sabit e¼grilikli fakat sabit

olmayan torsiyona sahip e¼grilerin bir ailesi, Salkowski e¼grileridir. Bu e¼griler sabit

e¼grili¼ge sahip ve normal vektörleri sabit bir do¼gru ile sabit bir aç¬yapan uzay e¼grileri

olarak karakterize edilir. Dairesel helis yaylar¬n¬n (özel bir durum olarak dairesel

yaylar içeren) yap¬̧st¬r¬lmas¬yla oluşturulan e¼grilerin � (torsiyon) fonsiyonu süreksiz

bir fonksiyondur. Salkowski e¼grilerinin tan¬t¬lmas¬bu sorunu çözmek için yeterli

özgürlü¼gü sa¼glar. Dolay¬s¬yla Salkowski e¼grileri farkl¬ torsiyonlara sahip dairesel

helis yaylar¬n¬birleştirmek için kullan¬labilirler. Bu çal¬̧smada sabit e¼grili¼ge ve sabit

torsiyona sahip kapal¬e¼grilerin baz¬örnekleri oluşturalacakt¬r.

Son y¬llarda Salkowski e¼grilerinin normallerinin sabit bir do¼grultu ile sabit bir aç¬

yapanlar¬çal¬̧s¬lmaya başlanm¬̧st¬r.Bu e¼griler slant helislerin özel hali olarak ele al¬n-

m¬̧s Pisagor Hodograf (PH) e¼grilerine örnek teşkil etmi̧stir.Daha sonrada Double

Pisagor Hodograf (DPH) e¼grileri olarak incelenmi̧stir.Bu ba¼glamda Salkowski e¼gri-

leri geni̧s bir biçimde incelenmi̧stir ve Salkowski e¼gri parçalar¬n¬kullanarak kapal¬

e¼grileri kurman¬n bir yöntemi belirtilmi̧stir.Son bir ilave, sabit torsiyonlu çift tara�¬

uzay e¼grileri s¬n¬f¬n¬tan¬mlamaya ayr¬lm¬̧st¬r.Onlara ise Anti-Salkowski e¼grileri de-

nilmektedir.

2



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, tez boyunca kullan¬lacak olan baz¬temel tan¬m ve kavramlardan söz

edilecektir.

Tan¬m 2.1 I � R bir aç¬k aral¬k olmak üzere

� : I ! R3

t ! �(t) = (�1(t); �2(t); �3(t))

şeklinde tan¬ml¬diferansiyellenebilir fonksiyona R3 Öklid-3 uzay¬nda bir e¼gri denir

(O�Neill 1997).

Tan¬m 2.2 �;R3 de bir e¼gri olsun. 8t 2 I için

�
0
(t) =

d�

dt
= lim

�(t+ h)� �(t)

h

h¬z vektörüne, � e¼grisinin �(t) noktas¬ndaki te¼get vektörü denir (Shifrin 2011).

Tan¬m 2.3 �;R3 de bir e¼gri olsun. 8 t 2 I için �0
(t) 6= 0 ise � e¼grisine regüler bir

e¼gri denir (O�Neill 1997).

Örnek 2.1

� : R! R3

t ! �(t) = (r cos t; r sin t; ht)

e¼grisi verilsin. Burada r i 0 ve h i 0 d¬r. Bu e¼griye sa¼g dairesel helis denir (h h 0 ise

sol dairesel helistir). Dairesel helisin xy-düzlemine izdüşümü çemberdir.

�
0
(t) = (�r sin t; r cos t; h) 6= 0

oldu¼gundan � regüler bir e¼gridir.
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� n¬n resmi (r = 1 ve h = 1);

Şekil 1.1 Sa¼g dairesel helis �(t)

şeklindedir (Millman ve Parker 1977).

Tan¬m 2.4 �; I � R de tan¬ml¬R3 de bir e¼gri olsun. c1;c2 2 I olmak üzere
c2Z
c1

k�0
(t)kdt

reel say¬s¬na t = c1 den t = c2 ye � n¬n yay uzunlu¼gu denir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.5 �; I � R de tan¬ml¬R3 de birim h¬zl¬bir e¼gri ve T = �
0
; e¼grisinin birim

te¼get vektör alan¬olsun.

� : R! R

t ! �(t) = kT 0
(t)k

reel say¬s¬na � e¼grisinin e¼grili¼gi denir (O.�Neill 1997).

Tan¬m 2.6 �; I � R de tan¬ml¬R3 de birim h¬zl¬bir e¼gri olsun.

� : R! R

t ! �(t) = �h B0
(t); N(t) i

reel say¬s¬na � e¼grisinin torsiyonu denir (O.�Neill 1997).
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Tan¬m 2.7 �; �i0 e¼grili¼ge sahip R3 de birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. T;N;B vektör

alanlar¬� e¼grisinin her noktas¬nda ortonormal vektör alanlar¬d¬r ve � e¼grisi üzerinde

Frenet çat¬alan¬olarak isimlendirilir (O.�Neill 1997).

Tan¬m 2.8 �; �i0 e¼grili¼ge sahip R3 de birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. E¼grinin T;N;B

vektör alanlar¬n¬n her t an¬nda bir eksen etraf¬nda ani helis hareketi yapt¬¼g¬kabul

edilir.Bu eksene e¼grinin t parametresine kaŗs¬l¬k gelen �(t) noktas¬ndaki Darboux

(ani dönme) ekseni denir. Bu eksenin yön ve do¼grultusunu veren vektör:

D = �T + �B

şeklindedir. Buradan Frenet formülleri:

T 0 = D ^ T

N 0 = D ^N

B0 = D ^B

olur (Hac¬saliho¼glu 2000).

Teorem 2.1 �; �i0 e¼grili¼ge ve � torsiyonuna sahip R3 de birim h¬zl¬bir e¼gri olsun.

Böylece Frenet vektörleri26664
T 0

N 0

B0

37775 =
26664

0 � 0

�� 0 �

0 �� 0

37775
26664
T

N

B

37775
şeklindedir (O.�Neill 1997).

Tan¬m 2.9 Öklid-3 uzay¬nda � e¼grisi boyunca fN;C;N ^ C = Wg alternatif çat¬s¬

için

Asli normal vektör: N

Asli normal vektörün türevi: C =
N

0

kN 0k

Darboux vektörü: W =
�T + �Bp
�2 + � 2
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olmak üzere 26664
N

0
(t)

C
0
(t)

W
0
(t)

37775 =
26664

0 f(t) 0

�f(t) 0 g(t)

0 �g(t) 0

37775
26664
N(t)

C(t)

W (t)

37775
şeklindedir. Burada

f = �

r
1 +

��
�

�2
g =

�
�
�

�0
�
�
1 +

�
�
�

�2� 3
2

f

olup s¬ras¬yla Frenet çat¬s¬ndaki e¼grilik ve torsiyona denk gelirler.

Teorem 2.2

� : I � R! E3

t ! �(t) = (�1(t); �2(t); �3(t))

e¼grisi verilsin.

1. � e¼grisi birim h¬zl¬(k�0
(t)k = 1) ise:

T = �
0
(t)

N =
�
00
(t)

k�00(t)k
B = T ^N

ve

2. � e¼grisi birim h¬zl¬de¼gilse:

T =
�
0
(t)

k�0(t)k
N = B ^ T

B =
�
0
(t) ^ �00

(t)

k�0(t) ^ �00(t)k
ve

k1 = � =
k�0
(t) ^ �00

(t)k
k�0(t)k3

k2 = � =
det(�

0
; �

00
; �

000
)

k�0(t) ^ �00(t)k2

şeklindedir.
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3. SAB·IT E¼GR·IL·IKL·I E¼GR·ILER

Burada e¼grilerin � (e¼grinin e¼grili¼gi) ve �(e¼grinin burulmas¬) aras¬ndaki ili̧skiden fay-

dalanarak e¼grilik durumlar¬na göre karakterizasyonlar¬n¬inceleyece¼giz.

Teorem 3.1 k1 = � = 0 ve k2 = � = sbt ise e¼gri bir do¼grudur.

·Ispat.

k1 = � = 0) �
00
(s) = 0

) �
0
(s) = a

) �:(s) = as+ b (a ve b sabit vektörler)

Teorem 3.2 Bir � = �(s) uzay e¼grisinin düzlemsel bir e¼gri olmas¬ için gerek ve

yeter şart det(�
0
; �

00
; �

000
) = 0 olmas¬d¬r.

·Ispat.

�
0
= T

�
00
= �N

�
000
= �

0
N + �N

0

�
000
= �

0
N + �(��T + �B)

det(�
0
; �

00
; �

000
) = det(T; �N; (�

0
N � �2T + ��B)) = 0

= det(T; �N;��2T + ��B) = det(T; �N; ��B)

= �2� = 0 ! � = 1 ve � = 0

ise � düzlemsel bir e¼gridir.

Teorem 3.3 Bir � = �(s) uzay e¼grisinin e¼gilim çizgisi olmas¬için gerek ve yeter

şart det(�
00
; �

000
; �IV ) = 0 olmas¬d¬r.
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·Ispat. ()) :

�
0
= T

�
00
= �N

�
000
= �

0
N + �N

0

�
000
= �

0
N + �(��T + �B) = �

0
N � �2T + ��B

�IV = �2��0T � �2T
0
+ �

00
N + �

0
N

0
+ �

0
�B + ��

0
B + ��B

0

�IV = �2��0T � �2(�N) + �
00
N + �

0
(��T + �B) + �

0
�B + ��

0
B + ��(��N)

�IV = (�2��0 � �
0
�)T + (��3 � �� 2 + �

00
)N + (2�

0
� + ��

0
)B

�IV = (�3�0�)T + (��3 � �� 2 + �
00
)N + (2�

0
� + ��

0
)B

det(�
00
; �

000
; �IV ) =

26664
0 � 0

��2 �
0

��

�3�0� ��3 � �� 2 + �
00
2�

0
� + ��

0

37775
= �5(

�

�
)
0

elde edilir.

(() : E¼ger det(�00
; �

000
; �IV ) = 0 ise � 6= 0 oldu¼gundan (�� )

0
= 0: Buradan �

�
= sbt

elde edilir. O halde �(s) e¼gilim çizgisidir.

Teorem 3.4 � : I � R! E3

s! �(s) ve � � 1 olsun.

� n¬n te¼getler göstergesi (T) küresel helistir ancak ve ancak det(�
000
; �{v; �v) = 0

olmas¬d¬r.

·Ispat. ()) :

�
0
(s) = T

T
0
= �N = N ; (� � 1)

T bir küresel helis ) det(T (2); T (3); T (4)) = 0

�
0
(s) = T oldu¼gundan det(�

000
; �{v; �v) = 0 olur.
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(() : � � 1 oldu¼gundan

�
000
= �

0
N � �2T + ��B = �T + �B

�IV = (�3�0�)T + (��3 � �� 2 + �
00
)N + (2�

0
� + ��

0
)B = 0

�V = 0

det(�
000
; �{v; �v) = det(�T + �B; 0; 0) = 0

ise � küresel helistir.

Teorem 3.5 (Lancert�s Teoremi):

�
�
= sbt ) E¼gri bir genel helistir.

·Ispat. C, bir C(r) e¼grisi (r� 3, � 6= 0; � 6= 0) olmak üzere �
�
= sbt olsun. Dolay¬s¬yla

c bir sabit olmak üzere �
�
= c dir.

Şimdi bir u vektörü tan¬mlayal¬m.

u =
cp
1 + c2

T +
1p
1 + c2

B

j u j2= c2

1 + c2
+

1

1 + c2
= 1

Dolay¬s¬yla u bir birim vektördür.

du

ds
=

cp
1 + c2

dT

ds
+

1p
1 + c2

dB

ds

Serret-Frenet vektörleri ve türevleri aras¬ndaki ili̧skiden;

dT

ds
= �N

dB

ds
= ��N

oldu¼gundan

du

ds
=

cp
1 + c2

(�N) +
1p
1 + c2

(��N)

=
c�� �p
1 + c2

N =
( �
�
)�� �p
1 + c2

N = 0N = 0

Dolay¬s¬yla du
ds
= 0 olup u sabittir ve uzayda sabit bir do¼gru oluşturur.
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Şimdi, �;u ile T aras¬nda bir aç¬olsun. O halde

� = cos�1(
u:T

j u j : j T j) = cos
�1(u:T ) = cos�1(

cp
1 + c2

)

olup c=�
�
6= 0 sabit ve cp

1+c2
2 (�1; 1) oldu¼gundan � 2 (0; �2 ) [ (

�
2
; �):

Dolay¬s¬yla C bir genel helistir.

NOT: k1 = � = sbt ve k2 = � 6= sbt ) E¼gri bir Salkowski e¼grisidir.

k1 = � 6= sbt ve k2 = � = sbt ) E¼gri bir Anti-Salkowski e¼grisidir.

Önerme 3.1 � : I ! R3; � � 1 yay uzunlu¼gu ile parametrelendirilmi̧s e¼gri olsun.

� n¬n normal vektörü (N), uzayda sabit bir do¼gru ile sabit aç¬yapar ancak ve ancak

�(t) = �+
tp

tan2 � � t2

dir.

* E¼ger aç¬� = 0 ise o zaman normal vektör sabittir ve e¼gri, düz bir do¼grudur. (� � 1

çeli̧skisine ra¼gmen)

* E¼ger aç¬� = �
2
ise torsiyon sabittir ve � � 1 oldu¼gu için e¼gri bir dairesel helistir.

·Ispat. ~d; normal vektörü N olan ve bir � 2
�
0; �

2

�
sabit aç¬l¬, sabit bir yön olsun.

Dolay¬s¬yla

N:~d = cos � (1)

Frenet vektörlerinin türevleri aras¬ndaki ili̧skiden:

N
0
= ��T � �B (*)

(1) in türevini alal¬m.

N
0
:~d+N:~d

0
= 0) N

0
:~d = 0 (2)

) (��T � �B):~d = 0 (* dan)

) T:~d = ��B:~d

E¼ger b = ~B:~d koyarsak;

~d = �� ~B ~T + cos � ~N + b ~B

10



k~dk = 1 oldu¼gundan

b = � sin �p
1 + � 2

al¬r¬z. Dolay¬s¬yla

~d = � �p
1 + � 2

sin � ~T + cos � ~N � sin �p
1 + � 2

~B (3)

E¼ger (2) eşitli¼gini tekrar türetirsek şunu elde ederiz:

( _� ~B +
�
1 + � 2

�
~N):~d = 0

(3) eşitli¼gini kullanarak şu diferansiyel eşitli¼gi buluruz:

� tan � _�

(1 + � 2)
3
2

+ 1 = 0 (4)

·Integre edersek;

� tan � �

(1 + � 2)
1
2

+ t+ c = 0; c : integrasyon sabiti (5)

Bu integrasyon sabiti t ! t � c parametre de¼gi̧simi ile s¬n¬�and¬r¬labilir. Sonuç

olarak,

� tan � �

(1 + � 2)
1
2

= �t) �(t) = � tp
tan2 � � t2

11



4. SALKOWSK·I E¼GR·ILER·I

8m 2 R; m 6= 0 ve m 6= � 1p
3
olmak üzere

m(s) =
1p
1+m2

0BBB@
� 1�n
4(1+2n)

sin((1 + 2n)s)� 1+n
4(1�2n) sin((1� 2n)s)�

1
2
sin s;

1�n
4(1+2n)

cos((1 + 2n)s) + 1+n
4(1�2n) cos((1� 2n)s) +

1
2
cos s;

1
4m
cos(2ns)

1CCCA
(4.1)

şeklinde tan¬ml¬e¼griye "Salkowski e¼grisi" denir. Burada n = mp
1+m2 dir (Monterde

2008).

m Salkowski e¼grisinin geometrik elemanlar¬:

(1)
0m(s) = cos(ns)p

1+m2 olup dolay¬s¬yla e¼gri
�
� �
2n
; �
2n

�
aral¬¼g¬nda regülerdir.

(2) �(s) � 1 ve �(s) = tan(ns) dir.

Frenet elemanlar¬:

~T (s) = �
�
cos(s) cos(ns) + n sin(s) sin(ns); cos(ns) sin(s)� n cos(s) sin(ns); n

m
sin(ns)

�
~N(s) = n

�
sin(s)
m

;� cos(s)
m

;�1
�

(4.2)

~B(s) =
�
n cos(ns) sin(s)� cos(s) sin(ns);�n cos(s) cos(ns)� sin(s) sin(ns); n

m
cos(ns)

�
şeklindedir (Salkowski 1909).

Şekil 4.1 s 2
�
� �
2n
; �
2n

�
olmak uzere m = 1

3
; 1
5
; 1
8
; 1
16
için çizilen baz¬

Salkowski egrileri

12



4.1 Salkowski E¼grilerinin Bir Karakterizasyonu

Bir Salkowski e¼grisinin normal vektör ifadesinden (bkz. denk.4.2) birim kürenin bir

paralelini tan¬mlad¬¼g¬görülebilir. Normal vektör ile sabit vektör (0,0,-1) aras¬ndaki

aç¬: � = arccosn şeklindedir.

Bu gerçek, bir di¼ger önemli e¼gri s¬n¬f¬olan genel helisleri hat¬rlat¬r. (Genel helisler,

te¼get vektörleri uzayda sabit bir do¼gruyla sabit bir aç¬ yapan e¼grilerdir.) Böyle

bir durumda tanjant göstergesi birim kürede bir paralel tan¬mlar ve �
�
= sabittir

(Lancert�s Teoremi).

Şimdi sabit e¼grilikli e¼grilerin alt s¬n¬f¬n¬n ifadesini özelleştirece¼giz:

Lemma 4.1 � : I ! R3; � � 1 yay uzunlu¼gu ile parametrelendirilmi̧s e¼gri olsun.

� n¬n normal vektörü (N), uzayda sabit bir do¼gru ile sabit bir � aç¬s¬yapar ancak

ve ancak

�(t) = �+
tp

tan2 � � t2

* E¼ger aç¬� = 0 ise o zaman normal vektör sabittir ve e¼gri, düz bir do¼grudur. (� � 1

çeli̧skisine ra¼gmen)

* E¼ger aç¬� = �
2
ise torsiyon sabittir ve � � 1 oldu¼gu için e¼gri bir dairesel helistir.

·Ispat. ()) : ~d; normal vektörü N olan ve bir � 2
�
0; �

2

�
sabit aç¬l¬, sabit bir yön

olsun. Dolay¬s¬yla

N:~d = cos � (1)

Frenet vektörlerinin türevleri aras¬ndaki ili̧skiden:

N
0
= ��T � �B (*)

(1) in türevini alal¬m.

N
0
:~d+N:~d

0
= 0) N

0
:~d = 0 (2)

) (��T � �B):~d = 0 (* dan)

) T ~d = ��B~d

E¼ger b = ~B:~d koyarsak;

~d = �� ~B ~T + cos � ~N + b ~B

13



k~dk = 1 oldu¼gundan

b = � sin �p
1 + � 2

al¬r¬z. Dolay¬s¬yla

~d = � �p
1 + � 2

sin � ~T + cos � ~N � sin �p
1 + � 2

~B (3)

E¼ger (2) eşitli¼gini tekrar türetirsek şunu elde ederiz:

( _� ~B +
�
1 + � 2

�
~N):~d = 0

(3) eşitli¼gini kullanarak şu diferansiyel eşitli¼gi buluruz:

� tan � _�

(1 + � 2)
3
2

+ 1 = 0 (4)

integre edersek;

� tan � �

(1 + � 2)
1
2

+ t+ c = 0; c: integrasyon sabiti (5)

Bu integrasyon sabiti t ! t � c parametre de¼gi̧simi ile s¬n¬�and¬r¬labilir. Sonuç

olarak,

� tan � �

(1 + � 2)
1
2

= �t) �(t) = � tp
tan2 � � t2

(() : Kabul edelim ki; � = � tp
tan2 ��t2 olsun. b eşitli¼ginde yerine koyarsak;

b = � sin �p
1 + � 2

= b = � sin �q
1 + t2

tan2 ��t2

= � cos �
p
tan2 � � t2

olur. Torsiyon (�) pozitif i̧saretli oldu¼gunda b nin negatif i̧saretli olaca¼g¬n¬varsa-

yal¬m.

O zaman

� :b = �t cos �

olur.

Şimdi ~d nin sabit oldu¼gunu kan¬tlayaca¼g¬z.

~d = ��b~T + cos � ~N + b ~B

= t cos � ~T + cos � ~N � cos �
p
tan2 � � t2 ~B

= cos �
�
t~T + ~N �

p
tan2 � � t2 ~B

�
14



Frenet formulünü uygulayarak

_d = cos �

�
~T + t ~N � ~T � tp

tan2 � � t2
~B � tp

tan2 � � t2
~B � (�t) ~N

�
= 0

Dolay¬s¬yla ~d sabittir ve ~d: ~N = cos �:

Bir e¼grinin içsel veye do¼gal denklemleri belirlendikten sonra bir sonraki hedef:

� � 1 (6)

�(t) = �+
tp

tan2 � � t2
= �+

t
tan �q

1� ( t
tan �

)2
= � tan

�
arcsin(

t

tan �
)

�
:

şeklinde olan Frenet formüllerini entegre etmektir.

Teorem 4.1 � � 1 olan Salkowski e¼grileri slant helistir ancak ve ancak

� = tan (arcsin (mt)) ; m =
1

tan �

olmas¬d¬r.

·Ispat.

� =
�2

(�2 + � 2)
3
2

��
�

�0
=

�
0

(1 + � 2)
3
2

= sbt

sa¼glad¬¼g¬için � � 1 olan Salkowski e¼grileri slant helistir.

4.2 Salkowski E¼grileri ve Rasyonel Pisagor Double Hodograf (DPH)

E¼grileri

Pisagor hodograf (PH) notasyonu son y¬llarda yo¼gun şekilde çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Genelleşti-

rilmi̧s helislerle ili̧skisi Farouki ve meslektaşlar¬taraf¬ndan kurulmuştur. Double PH

e¼grileri, sadece te¼get vektörünün rasyonel bir vektörel fonksiyon oldu¼gu de¼gil, tüm

Frenet çat¬s¬n¬n rasyonel oldu¼gu polinom e¼grileridir.

15



Tan¬m 4.1 � : I ! R3 rasyonel bir e¼gri olmak üzere
�0 ve �0 ^ �00 fonk-

siyonlar¬rasyonel fonksiyon ise � rasyonel e¼grisinin rasyonel double Pisagor hodograf

(DPH) e¼grisi oldu¼gu söylenir.

Salkowski e¼grileri, genelleştirilmi̧s helis olmayan rasyonel DPH e¼grilerinin bir s¬n¬f¬n¬

sa¼glar. M parametresinin baz¬de¼gerleri ve uygun yeniden parametrelendirme alt¬nda

Salkowski e¼grisi, rasyonel bir double Pisagor hodograf (DPH) e¼grisi olan rasyonel

bir ifadeyi kabul eder.

Lemma 4.2 � : R! R3 rasyonel bir Pisagor hodograf (PH) e¼grisi olsun.

E¼ger � n¬n normal vektörleri sabit bir ~d do¼grusuyla sabit bir a aç¬s¬yaparsa o zaman

� e¼grisi rasyonel double Pisagor hodograf (DPH) e¼grisi olur (Monterde 2008).

·Ispat.

~T =
�
0

k�0k

~B =
�
0 ^ �00

k�0 ^ �00k
~N = ~B ^ ~T

~d birim vektör olmak üzere ~N:~d = a; a = sabit olsun.

O zaman

a =
det
�
�
0 ^ �00

; �
0
; ~d
�

k�0 ^ �00k : k�0k�0 ^ �00
 =

det
�
�
0 ^ �00

; �
0
; ~d
�

a: k�0k

Hipoteze göre
�0 fonksiyonu rasyonel bir fonksiyon oldu¼gunda �0 ^ �00 fonksi-

yonuda rasyonel bir fonsiyondur.

Tersi do¼gru de¼gildir.

Önerme 4.1 8x 2 Z; jxj i 2 olmak üzere mx =
1p
x2�1 olsun.

O zaman Salkowski e¼grisi �x(s) = mx
(2x arctan(s)) bir rasyonel double Pisagor

hodograf (DPH) e¼grisidir.
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·Ispat.

·Ilk olarak, �x in rasyonel e¼gri oldu¼gunu gösterelim...p
1 +m2

x

mx

=

q
1 + 1

x2�1
1p
x2�1

=

r
x2

x2 � 1 :
p
x2 � 1 = x

ve

n =
1

a
; 1� 2n = 1� 2

a

alal¬m. Buradan (2x arctan(s)) içinde de¼gerlendirildi¼ginde denklem 4.1�deki tüm

trigonometrik fonksiyonlar rasyonel fonksiyon haline gelir.

Gerçekten de, �x(s) in üç koordinat¬x 2 Z oldu¼gunda rasyonel fonksiyonlar olarak

yaz¬labilen kombinasyonlard¬r. Bunlar;

cos (4 arctan(s)) =
1� 6s2 + s4

(1 + s2)2

sin (4 arctan(s)) = �4s (s
2 � 1)

(1 + s2)2

ve

cos (2x arctan(s)) ;

sin (2x arctan(s))

şeklindedir.

Şimdi �x e¼grisinin Pisagor hodograf (PH) e¼grisi oldu¼gunu kabul edelim.0m(v) = cos (nv)p
1 +m2

; v = v(s) = 2x arctan(s)

de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi ile

v0 (s) =
2x

1 + s2� 0x(s) = �px2 � 1x
:
s2 � 1
s2 + 1

:v0 (s)

olur. Dolay¬s¬yla �x e¼grisi bir Pisagor hodograf (PH) e¼grisidir. Lemma. 4.2 ye göre

e¼gri rasyonel double Pisagor hodograf (DPH) e¼grisidir.

Örne¼gin; x = 3; mx = 1
2
p
2
için Salkowski e¼grisinin yeni parametrizasyonu: 

�4
p
2s (15� 20s2 + 58s4 � 20s6 + 15s8)

15 (1 + s2)5
;�16

p
2 (�1 + s2)5

15 (1 + s2)5
;
2 (1� 6s2 + s4)

3 (1 + s2)2

!
şeklindedir.
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4.3 Salkowski E¼grileri ve Dairesel Helis Yaylar¬ndan Oluşan Sabit E¼gri-

likli Kapal¬Uzay E¼grileri

Dairesel helis yaylar¬n¬n (özel bir durum olarak dairesel yaylar¬ içeren) yap¬̧st¬r¬-

lmas¬yla oluşturulan e¼grilerin torsiyon fonksiyonu süreksiz bir fonksiyondur. Salkowski

e¼grilerinin tan¬t¬lmas¬bu sorunu çözmek için yeterli özgürlü¼gü sa¼glar. Sabit e¼gri-

likli ve sabit torsiyonlu kapal¬e¼grilerin dört örne¼gini görece¼giz. Bu bölüm boyunca

oluşturaca¼g¬m¬z e¼griler, kavşak noktalar¬nda Frenet elemanlar¬n¬n (e¼grilik, torsiyon,

çat¬) ayn¬olaca¼g¬şekilde e¼grilerin yap¬̧st¬r¬lmas¬yla yap¬l¬r.

C3 düzgün e¼grilerini elde etmek için tüm yapmam¬z gereken yay uzunlu¼guna göre

tüm parçalar¬ yeniden parametrelendirmektir. Hat¬rlayaca¼g¬n¬z üzere; Salkowski

e¼grilerinde parametre de¼gi̧simi s = 1
n
arcsin(mt) şeklindedir. Böylece, oluşturu-

lan e¼grilerden herhangi biri, bir C3 düzgün e¼grisi elde etmek için kolayca yeniden

parametrelendirilebilir.

4.3.1 Kapal¬e¼griler

Dairesel helislerin te¼get vektörleri sabit bir do¼gru ile sabit bir aç¬yapar. Bu nedenle

dairesel bir helisin birimi birim kürede bir paralel tan¬mlar. Bu yüzden dairesel helis-

lerin parçalar¬ndan yap¬lan uzayda muhtemel bir kapal¬e¼gri gösterimi olarak paralel

parçalar¬yla yap¬lan birim kürede bir e¼gri seçebiliriz. Dairesel helisleri Salkowski

e¼grileri ile de¼gi̧stirdi¼gimizde de ayn¬yöntem faydal¬d¬r (Monterde 2008).

Normal bir çok yüzlünün her yüzü ile küre aras¬ndaki kesi̧sme bir paralel tan¬mlar.

Uzaysal rotasyon sayesinde, böyle bir paralelin yatay oldu¼gunu varsayabiliriz. Bu

yüzden, m gösterimi yatay paralelleri tan¬mlayan bir Salkowski e¼grisi vard¬r.

18



Şekil 4.2 Bir kure ve bir kup aras¬ndaki kesi̧sme surekli

bir notrix seçimini mumkun k¬lar

Bir küp kullanarak iki basit yap¬ile çal¬̧sal¬m. Küp yüzlerinin ve birim kürenin ke-

si̧smesi olarak tan¬mlanan paraleller �
4
ün tüm enlemleridir.Bu nedenle, 1 Salkowski

e¼grisinin
�
��
2
; �
2

�
aras¬ndaki parças¬n¬ele alal¬m.

�
2
de Salkowski e¼grisinin torsiyonu:

� 1 := �
��
2

�

Benzer şekilde,

�
�
��
2

�
= �� 1

Şimdi x = 1j[��
2 ;
�
2 ]
ve y = �1j[��

2 ;
�
2 ]
olsun. Kapal¬bir e¼gri oluşturmak için dört

temel parçay¬xyxy şeklinde biraraya getirmek mümkündür (Bkz: Şekil 4.3 Sol). xy

deki ba¼glant¬noktas¬torsiyonu � 1 iken; yx deki ba¼glant¬noktas¬torsiyonu �� 1 dir.

Bu nedenle kapal¬e¼grinin torsiyon fonksiyonu süreklidir. Ba¼glant¬noktalar¬ndaki

Frenet çat¬lar¬ayn¬d¬r. Üstelik e¼grilik sabit oldu¼gu zaman türevi ortadan kalkar. Bu

yüzden kapal¬e¼gri geometrik süreklili¼ge sahiptir.
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Şekil 4.3 Sol, surekli torsiyona ve � � 1 egriligine sahip olan kapal¬

egri gorsel kolayl¬k olmas¬aç¬s¬ndan boru şeklinde bir yuzey olarak

sunulmuştur. Sag, bu yuzeyin dairesel yay parçalar¬ndan yap¬lm¬s

gosterimi bulunmaktad¬r:

Şekil 4.4 Sol, � � 1 egriligine ve surekli torsiyona sahip kapal¬bir

egrinin baska bir ornegi boru seklinde bir yuzey ile temsil edilir.

Sag, bu yuzeyin gosterimi birim kure ve bir kup aras¬ndaki

kesisimin bir bolumu vard¬r
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Önceki örnekte, ba¼glant¬noktalar¬torsiyonu kaybolmayan noktalard¬r. Alternatif

bir yap¬, ba¼glant¬noktalar¬n¬n bir k¬sm¬olarak kaybolan burulma noktalar¬n¬n kul-

lan¬lmas¬ndan ibarettir. p = 1j[0;; �2 ]
ve r = �1j[0; �2 ]

olsun. O zaman prprpr yine

kapal¬bir e¼gridir (Şekil 4.4). pr; � 0 torsiyonlu bir noktada iken; rp kaybolan torsiy-

onlu bir noktadad¬r.

4.3.2 Sabit e¼grilik dü¼gümü

E¼griler dairelerin yada dairesel helis parçalar¬n¬n birleştirilmesiyle ve ba¼glant¬nokta-

lar¬ndan ayn¬Frenet çat¬s¬n¬devam ettirmesiyle tan¬mlan¬r. Buna �splicing�(ekleme)

denir.

Burada ayn¬ i̧slemi tekrarlayaca¼g¬z. Şimdi, dairesel parçalar ile Salkowski e¼gri

parçalar¬n¬de¼gi̧stirelim. Böylece farkl¬torsiyondan oluşan dairesel helisin iki parças¬n¬

sürekli olarak birleştirebiliriz.

Öncelikle dairesel helisin aç¬k parametrizasyonunu hat¬rlayal¬m.

x; y 2 R; X i 0 verilsin.

� (s) = (x cos s; x sin s; ys) ; s 2 R

� =
x

x2 + y2

� = � y

x2 + y2

Herhangi bir r 2 R verildi¼ginde x = 1
1+r2

ve y = r
1+r2

parametreleri ile tan¬mlanan

dairesel helisin e¼grili¼gi: � = 1 ve torsiyonu: � = r olur.

Daha önceki gibi x = 1j[��
2 ;
�
2 ]
ve y = �1j[��

2 ;
�
2 ]
olsun. �k (rk) ; torsiyonu � 0 ve

e¼grili¼gi � � 1 olan dairesel helis olsun.

Şekil 4.5�de; soldaki kapal¬e¼gri:

x� 1
2
yr 1

2
x� 1

2
yr 1

2

Sa¼gdaki kapal¬e¼gri:

x�7yr6x�6yr4x�2yr4x�5yr4x�3yr2x�1yr4
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şeklindedir.

Şekil 4.5 Sol, şekil 4.4 de gosterilen egriye baz¬dairesel helis

parçalar¬n¬n eklenmesiyle oluşturulmuş sabit egrilikli bir başka egri.

Sag, sabit egrilikli bir egrinin dugumlu bir C3modeli

4.3.3 Sabit olmayan e¼grilik ve sabit torsiyonlu e¼gri ailesi

Burada e¼grili¼gi sabit olan bir e¼griden başka, torsiyonu sabit olan bir e¼grinin nas¬l

oluşturulaca¼g¬n¬gösterece¼giz.

� : ]a; b[ ! R3 e¼grisi, �
0
(k0) 6= 0 ve ��(k0) 6= 0 olacak şekilde bir k0 noktas¬nda

2-regüler bir e¼gri oldu¼gunu hat¬rlayal¬m.

Lemma 4.3 � : I ! R3; e¼grili¼gi ��; torsiyonu �� ve Frenet çat¬s¬
n
~T�; ~N�; ~B�

o
şeklinde olan regüler bir e¼gri olsun.

t 2 I olmak üzere �(t) =
tR
t0

~B�(v)dv olsun. O zaman ��(t) 6= 0 olacak şekilde öyle

bir t 2 I vard¬r ki � e¼grisi t noktas¬nda 2-regülerdir ve

�� (t) = j�� (t)j

�� (t) = �� (t)

~T � = ~B�

~N� = ~N�

~B� = �~T�
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_�(t) = ~B�(t): ~B�(t)
 = 1 oldu¼gunda � yay uzunlu¼gu taraf¬ndan parametrelendirilmi̧s bir e¼gridir

ve

~T � = ~B�

dir.

Te¼get vektörü türetirsek

_T � = _B� = ��:N�

Dolay¬s¬yla

�� (t) =
 _T �(t)

 = j�� (t)j
ve

~N� = ~N�

Şimdi denklem 4.1 de tan¬mlanan m Salkowski e¼grisi için önceki sonucu uygula-

yal¬m. Denklem 4.2 de binormal vektör ifadesinden veZ
~Bm(t)dt =

Z
~Bm(s)

0m(s) ds
gerçe¼ginden hareketle; herhangi bir m 2 R (m 6= 0) için

�m(s) =

0BBB@
1

2(4n2�1)m(n(1� 4n
2 + 3 cos(2ns)) cos(s) + (2n2 + 1) sin(s) sin(2ns);

1
2(4n2�1)m(n(1� 4n

2 + 3 cos(2ns)) sin(t)� (2n2 + 1) cos(s) sin(2ns);
n2�1
4n2

(2ns+ sin(2ns))

1CCCA
(4.3)

n =
m

1 +m2

elde ederiz (Monterde 2008).

Bu e¼grilere anti-Salkowski e¼grileri ad¬verilir.

Lemma 4.3 uyguland¬¼g¬nda ise aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilir.

Önerme 4.2 Denklem 4.3 deki �m e¼grisi sabit torsiyona sahiptir ve � � 1 dir.
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Teorem 4.2 � � 1 olan uzay e¼grileri ve onlar¬n sabit bir do¼gru ile sabit bir aç¬

yapan normal vektörleri, denklem 4.3 de tan¬mlanan anti-Salkowski e¼grileridir.

� e¼grisi torsiyonu � � 1 olan bir e¼gri ve �(t) =
tR
t0

~B�(v)dv olsun.

Lemma 4.3 e göre � sabit e¼grilikli (� � 1) ve ayn¬normal vektöre sahip bir e¼gridir.

Bu nedenle, � bir Salkowski e¼grisi ve � bir anti-Salkowski e¼grisidir.

Şekil 4.6 t 2
�
0; �

2n

�
olmak uzere m = 1

3
; 1
5
; 1
8
; 1
16
için � � 1 olan baz¬

anti-Salkowski egrileri
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5. SLANT HEL·IS UYGULAMALARI

Bu bölümde M.Yavari ve M.Zarrati�nin "The slant helix solutions of the equilibrium

shape equations for the biopolymer chains" isimli ça¬̧smas¬ndan faydalanarak slant

helislerin biyopolimer zincirlerinin modellenmesindeki uygulamalar¬n¬verece¼giz.

Elastik çubuk teorisi uzun süredir incelenmi̧stir.Hooke, Bernoulli, Euler, Lagrange,

Poisson, Navier, Stokes, Kirchho¤ gibi birçok ünlü otorite taraf¬ndan incelenmi̧stir.

Son y¬llarda, elastik modeller biyoloji ve �zikte biyopolimer zincirlerini incelemek

için yayg¬n olarak kullan¬lmaktad¬r.

Bir biyopolimer zincirinin serbest enerjisi, genellikle e¼grili¼gin (�) ve torsiyonun (�)

key�bir fonksiyonu olarak kabul edilir. Denge şekil denklemleri bir biyopolimer zin-

cirinin serbest enerjisinin de¼gi̧simi ile elde edilebilir. Şekil denklemleri biyomolekül-

lerin özelliklerini anlamada önemli bir rol oynar. Baz¬bilim adamlar¬yapt¬klar¬çal¬̧s-

malarda, biyopolimer zincirinin silindirik ve elipsoidal yüzeyler üzerindeki uyarla-

malar¬ için say¬sal çözümler elde ettiler. Biyopolimer zincirlerinin serbest enerji

pro�llerinin farkl¬davrand¬¼g¬n¬ve bunlar¬n yüzeyin geometrisine ba¼gl¬oldu¼gunu bul-

dular.

Şimdi total serbest enerji tan¬m¬n¬verelim...

Tan¬m 5.1 Total serbest enerji; Öklid-3 (E3) uzay¬nda düzgün bir e¼gri olan x(t)

üzerinde aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanabilir.

Ftotal =

Z
F (x(t))dt

Burada t; biyopolimer zincirinin yay uzunlu¼gu ve F ; x(t) ye ba¼gl¬ serbest enerji

fonksiyonudur.

Düzgün bir e¼gri, e¼grilik k1 = �(t) ve torsiyon k2 = �(t) şeklinde iki de¼gi̧smeze

sahiptir.Bu nedenle serbest enerji fonksiyonu F ; e¼grili¼ge, torsiyona ve türevlerine

ba¼gl¬olan

F = F (�; � ; �
0
; �

0
)

şeklinde genel forma sahiptir.
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Şimdi E3 de x(t) e¼grisinin bir parametrizasyonu olarak xj(t) e¼grisini kullanal¬m.

Burada j = 1; 2; 3:

E¼grinin e¼grili¼gi ve torsiyonu:

� =
q

d2xj

dt2

d2xj

dt2

� = �jrs
dxj
dt

d2xr
dt2

d3xs
dt3

1

�2

Burada, j; r; s = 1; 2; 3 ve �jrs; �123 = 1 olan tamamen antisimetrik bir birim

tensördür.

Denge şekil denklemleri aşa¼g¬daki gibidir:

K = �

�
@F

@�
� d

dt

�
@F

@�0

��
+ �

�
@F

@�
� d

dt

�
@F

@� 0

��
+ �

0 @F

@�0
+ �

0 @F

@� 0
� F

L =
d

dt

�
@F

@�
� d

dt

�
@F

@� 0

��
M = �

�
@F

@�
� d

dt

�
@F

@� 0

��
� �

�
@F

@�
� d

dt

�
@F

@�0

��
olmak üzere

K +
1

�

�
K

0

�

�0

+ !

�
L

�

�0

+ !M = 0 (5.1)

!K
0 �
�
L

�

�00

�M
0
= 0

Burada w = �
�
olup x(t) e¼grisinin e¼gimidir. Bu e¼gim difreransiyel geometride önem-

lidir. w n¬n sabit olmas¬helisleri karakterize eder. Helislerin silindirik, küresel,

eliptik, konik, slant gibi birçok farkl¬ formu vard¬r. w = sbt ise e¼gri bir silindirik

helistir. Bir helisin e¼grili¼gi sabit ise dairesel helis olarak adland¬r¬l¬r. DNA daire-

sel helisin en önemli örne¼gidir. Şimdi, s¬rad¬̧s¬bir serbest enerji modeli için şekil

denklemlerinin helis çözümlerini görelim.

5.1 Denge Şekil Denklemlerinin Gerçek Çözümleri

F = F (�; �) fonksiyonu e¼grilik ve torsiyona ba¼gl¬serbest enerji fonksiyonu olsun.

Bu durumda

F (�; �) = �
@F (�; �)

@�
+ �

@F (�; �)

@�
(5.2)
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fonksiyonu birinci dereceden homojen bir fonksiyondur.

Bu k¬s¬m için denklem 5.2 ile ili̧ski içinde olan F (�; �) nun bir formu üzerinde

çal¬̧saca¼g¬z. Bu nedenle, serbest enerji fonksiyonu için basit bir aday,

F = Fc
p
�2 + � 2

şeklinde e¼grilik ve torsiyonun bir modeli olabilir. Burada Fc boyutsal nedenlerle

sabittir. Bu F modeli için K = L = 0 olmas¬durumu söz konusudur (Thamwattana

2008).

Bu nedenle denklem 5.1 de � key� bir sabit olmak üzere

d

dt

�
�p

�2 + � 2

�
= ��

sonucuna var¬r¬z. Burada e¼ger � = 0 olursa ! = sbt olan çözümler elde ederiz.

Bu durum ise silindirik helislerin modelimiz için önemsiz oldu¼gu anlam¬na gelir.

Dolay¬s¬yla bundan böyle � 6= 0 olmas¬ durumunu göz önünde bulunduraca¼g¬z.

Yukar¬daki son denklemi integre edersek,

� =

�
�
R
�dt+ C

�
�q

1�
�
�
R
�dt+ C

�2 (5.3)

Burada C, integrasyon sabitidir. Bu denlemdeki � yu F de yerine yazarsak

F =
Fc�q

1�
�
�
R
�dt+ C

�2 (5.4)

sonucunu elde ederiz. Denklem 5.3 den

! =
�

�

! =

�
�
R
�dt+ C

�q
1�

�
�
R
�dt+ C

�2
olup ! n¬n de¼gerinin sabit olmas¬n¬n imkans¬z olaca¼g¬sonucuna ulaş¬r¬z. Bu yüzden,

� 6= 0 için, silindirik helisler şekil denklemlerinin çözümleri olamaz. Sonuç olarak;

denklem 5.4 ü t parametresine göre integre edersek,

Ftotal =
Fc
�
arcsin

�
�

Z
�dt+ C

�
elde edilir. Buradan hareketle, toplam serbest enerji fonksiyonu toplam e¼grili¼gin bir

fonksiyonudur.
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5.2 Slant Helis Çözümleri

E¼ger

 =
�2w

0

(�2 + � 2)
3
2

= sbt

fonsiyonu sabit ise e¼gri bir slant helistir (Izumiya ve Takeuchi 2004). Slant helislerin

asli normal vektör çat¬s¬(N) sabit bir do¼gruyla sabit bir aç¬yapar.

Salkowski e¼grileri ve anti-Salkowski e¼grileri slant helislerin önemli örnekleridir. Şimdi

bu e¼grilerin özelliklerini inceleyelim...

1. Durum: Sabit e¼grilikli çözümler (� := k1)

8m 2 R; m 6= 0 ve m 6= � 1p
3
olmak üzere

m(s) =
1p

1 +m2

0BBB@
� 1�n
4(1+2n)

sin((1 + 2n)s)� 1+n
4(1�2n) sin((1� 2n)s)�

1
2
sin s;

1�n
4(1+2n)

cos((1 + 2n)s) + 1+n
4(1�2n) cos((1� 2n)s) +

1
2
cos s;

1
4m
cos(2ns)

1CCCA
şeklinde tan¬ml¬e¼griye "Salkowski e¼grisi" denir.Burada n = mp

1+m2 dir (Monterde

2008).

Salkowski e¼grileri
�
� �
2n

�
2n

�
aral¬¼g¬nda regülerdir. m Salkowski e¼grisinin geometrik

elemanlar¬:

(1)
0m(s) = 1p

1+m2 cos(ns)

(2) �(s) � 1 ve �(s) = tan(ns) dir.

Salkowski e¼grisinin yay uzunlu¼gu parametresi:

t =

Z s

0

0m(v) dv = 1

m
sin(ns)

Buradan,

s =
1

n
arcsin(mt)

Dolay¬s¬yla �(t) � 1 ve �(t) = tan(arcsin(mt)) olur.

m = � ve n= �
1+�2

al¬rsak

�(t) =
�tp

1� (�t)2
= tan(arcsin(�t))

olur ve Salkowski e¼grileri şekil denklemlerinin gerçek çözümleri demektir.

28



Son olarak,

Ftotal(t) =
Fc
�
arcsin(�t)

olur.

Şekil 5.1 s 2
�
� �
2n
; �
2n

�
olmak uzere;(1) m = 1

5
;(2) m = 1

8
;(3)

m = 1
16
için baz¬Salkowski egrileri

2. Durum: Sabit torsiyonlu çözümler (� := � 1)

Eşitlik (5.3.) ün t ye göre diferansiyeli al¬n¬rsa, şu ili̧ski ortaya ç¬kar:

�
0
+

��2

�
R
�dt+ C

+
�� 1�q

1�
�
�
R
�dt+ C

�2 = 0
Dahas¬eşitlik (5.3.) den

�

Z
�dt = �C � "� 1p

�2 + � 21
; " = �1

�
R
�dt de¼gi̧skenini son iki ili̧skiden ç¬kar¬rsak8<: � 1�

0
+ � (�2 + � 21)

3
2 = 0 : "+ 1

� 1�
0 � � (�2 � � 21)

p
�2 + � 21 = 0 : " = �1

9=;
·Ilk difereansiyel eşitli¼gin çözümünden, yani " = +1 için,

� =
�� 21tq

1� (�� 1t)2
= � 1 tan (arcsin (�� 1t))

·Ikinci diferansiyel eşitli¼gin çözümünden, yani " = �1 için,

z + ln
(�� � 1)

�
��

p
2
p
�2 + � 21 � � 1

�
(�+ � 1)

�
�+

p
2
p
�2 + � 21 + � 1

� = 0
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Daha da basiteştirirsek;

� = �(e
z + 1)

p
e2z � 6ez + 1� " (e2z � 2ez � 3)

(ez � 3)
p
e2z � 6ez + 1� " (e2z � 6ez + 1)

� 1

Burada z =
p
8�� 1t olarak belirlenmi̧stir.

Anti-Salkowski e¼grileri

Herhangi bir m 2 R (m 6= 0) için

�m(s) =

0BBB@
1

2m(4n2�1)(n(1� 4n
2 + 3 cos(2ns)) cos(s) + (2n2 + 1) sin(s) sin(2ns);

1
2m(4n2�1)(n(1� 4n

2 + 3 cos(2ns)) sin(t)� (2n2 + 1) cos(s) sin(2ns);
n2�1
4n2

(2ns+ sin(2ns))

1CCCA

n =
m

1 +m2

elde ederiz (Monterde 2008). Anti-Salkowski e¼grilerinin temel e¼grilikleri

� (s) = tan (ns) ; � (s) = 1

şeklindedir. Anti-Salkowski e¼grisinin yay uzunlu¼gu parametresi:

t =

Z s

0

�0m(v) dv = 1

m
sin(ns)

Buradan,

s =
1

n
arcsin(mt)

Dolay¬s¬yla �(t) = tan(arcsin(mt)) ve �(t) = 1 olur.

Burada m = � ve n = �
1+�2

seçersek anti-Salkowski e¼grileri şekil denklemlerinin

gerçek çözümleri haline gelirler. Hesaplamalar sonunda

Ftotal =
Fc
�
arcsin

�
�
q
1� (�t)2 + �

�
Sonuç olarak;

F1(z) = arctan h
�
e
z
2 � 1p
2

�
� arctan h

�
e
z
2 + 1p
2

�
� arctan h

�
ez � 3p
8

�
F2(z) = arctan h

�
3ez � 1p

e2z � 6ez + 1

�
+ ln

�
ez +

p
e2z � 6ez + 1� 3

�
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olmak üzere

Ftotal =
Fc
�
arcsin

�
9

64
F1(z) +

"p
8
F2(z) + �

�
total serbest enerji fonksiyonu elde edilir.

Şekil 5.2 s 2
�
� �
2n
; �
2n

�
olmak uzere; (1) m = 1

5
; (2) m = 1

8
;(3)

m = 1
16
için baz¬anti-Salkowski egrileri

5.3 Standart Geodezik Çözümler

Denge şekil denklemlerinin çözümleri şu şekildedir:

E¼grili¼gi:

� =
C1

� (1 + C21 t
2)

3
2

Torsiyonu:

� =
C21 t

� (1 + C21 t
2)

3
2

Toplam serbest enerjisi:

Ftotal =
Fc

�
arctan (C1t)
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:

Şekil 5.3 � = 1
6
; 1
8
; 1
10
için çizilen canonical helisler
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