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EXK-11 Sonug Raporu Formati

I. Projenin Tiirkee ve ingilizee Adi ve Ozetleri

Tiirk¢e Adi : Carleson Egrileri Uzerinde Tanimli Modifiye Morrey Uzaylarinda Harmonik
Analizin Baz1 Integral Operatérlerinin Siirhiligy

Ingilizce Ad1  : The Boundedness of Some Integral Operators of Harmonic Analysis in Modified
Morrey Spaces Defined on Carleson Curves




Ozetleri

: Carleson Egrileri Uzerinde Tanimh Modifiye Morrey Uzaylarmda Harmonik

Analizin Bazi Integral Operatérlerinin Sinirhilig

OZET

Morrey uzaylari, 1938 yilinda C.B. Morrey tarafindan ikinci dereceden eliptik
kismi diferensiyel denklemlerin ¢éziimleri ve varyasyonlar analizi teorisindeki
problemlerle ilgilenirken ortaya gikarimistir. Morrey uzaylarnm kismi
diferensiyel denklemlerin ¢éziimlerinin regiilerlik 6zelliklerinin ¢aligmasi ve kesin
on esitsizliklerinin bulunmasi gibi konularda dnemli uygulamalari vardir. Daha
sonra Morrey uzaylarmin Navier-Stokes ve Schrodinger denklemleri, stireksiz
katsayil eliptik problemler ve potansiyel teorisinde dnemli uygulamalar: ortaya
cikmustir.

Morrey uzaylan analizde 6nemli bir yere tutmasina ragmen bu uzaylarda kompakt
destekli siirekli fonksiyonlarin uzay1 ve basit fonksiyonlarin uzay: yogun degildir.
Bu 6zelligin olmamasi uygulamalarda birgok sikint1 ortaya gikarmaktadir.

Ancak modifiye Morrey uzaylarinda kompakt destekli siirekli fonksiyonlarm uzay:
ve basit fonksiyonlarin uzay1 yogun oldugundan modifiye Morrey uzaylarinda bu
problem ortadan kalkmaktadir. Béylece kompleks diizlemdeki Cauchy tipli
integrallerin modifiye Morrey uzaylarinda sinirhiligsni elde etmek miimkiin
olacaktir. Dolayisiyla kompleks diizlemde verilen diferensiyel denklemlerin
¢Oziimleri bulunabilir.,

Modifiye Morrey uzaylart V.P. II’in, V. S. Guliyev, J. Hasanov, Y. Zeren, C.
Aykol, Y.Y. Mammadov ve K. Rahimova gibi bir¢ok matematikg¢i tarafindan
caligilmigtir. V. S. Guliyev, J. Hasanov ve Y. Zeren 2011 yilinda modifiye Morrey
uzaylarmin Morrey uzaylar ve Lebesgue uzaylari ile iligkisini kapsamli bir
bigimde inceleyerek bu uzaylar arasinda yeni gomme bagintilan elde etmiglerdir.
Ayrica bu uzaylarda maksimal operatoriin sinirliligini ve Riesz potansiyelinin
siirliligi igin gerek ve yeter sartlari ispatlamislardir. Ancak literatiirde Carleson
egrileri lizerinde tamimlt modifiye Morrey uzaylar iizerine yapilmis herhangi bir
calisma bulunmamaktadir. Bu eksikligin giderilmesi amaciyla yiiriitiilen proje
stiresince Carleson egrileri tizerinde tanimli modifiye Morrey uzaylarimim
topolojik 6zellikleri incelenmis ve bu uzaylarda maksimal operatdr, kesirli
maksimal operatdr ve Riesz potansiyelinin sinirlilig elde edilmistir.

Ayrica, proje siirecinde Morrey uzaylart hakkinda yapilan ¢alismalarla Morrey
uzaylarinda trigonometrik polinomlarla yaklasim i¢in sonuglar almmugtir.

Bundan bagka, maksimal ve singiiler integral operatorlerin lokal ‘tamamlayict®
genellestirilmis degisken iislii Morrey uzaylarmda sinirsiz kiimeler tizerinde
smirhiligi ispatlanmugtir.

The Boundedness of Some Integral Operators of Harmonic Analysis in Modified
Morrey Spaces Defined on Carleson Curves

ABSTRACT

Morrey Spaces was discovered by C.B. Morrey in 1938 while he was dealing
with problems in the theory of analysis of variations and solutions of quadratic
elliptic partial differential equations. Morrey spaces have important applications in
the study of the regularity properties of the solutions of partial differential
equations and the existence of exact pre-inequalities. Later, Navier-Stokes and
Schrédinger equations which are important applications of Morrey spaces, elliptic
problems with discontinuous coefficients and important applications in potential
theory have emerged. Although Morrey spaces play an important role in analysis,
the space of compact supported continuous functions and the space of simple




functions are not dense in Morrey spaces. Lack of this feature creates many
problems in applications. However, this problem is solved in modified Morrey
spaces because the space of compact supported continuous functions and the space
of simple functions are dense in modified Morrey spaces. Thus, it will be possible
to obtain the boundedness of Cauchy- type integrals in the complex plane in these
spaces. Therefore, the solutions of the differential equations given in the complex
plane can be found. Modified Morrey spaces were studied by many authors such as
V.P. II'in, V. S. Guliyev, J. Hasanov, Y. Zeren, C. Aykol, Y.Y. Mammadov and K.
Rahimova. V. S. Guliyev, J. Hasanov and Y. Zeren examined the relationship of
modified Morrey spaces with Morrey spaces and Lebesgue spaces in 2011 and
obtained new burial relations. They also proved the boundedness of the maximal
operator and found the necessary and sufficient conditions for the boundedness of
Riesz potential in modified Morrey spaces. However, there are no studies on
modified Morrey spaces defined on Carleson curves in the literature.

During this project the topological properties of the modified Morrey spaces
defined on the Carleson curves are examined and the boundedness of the maximal
operator, fractional maximal operator and Riesz potential are obtained in these
spaces in order to eliminate this deficiency.

Furthermore, while studying Morrey spaces, also approximation by trigonometric
polynomials in Morrey spaces is proved.

Finally, the boundedness of maximal and singular integral operators in local
‘complementary’ generalized variable exponent Morrey spaces on unbounded sets
1s proved.

II. Amag ve Kapsam

Bu projede, Carleson egrisi iizerinde tanimli kesirli maksimal, maksimal operatoriin ve Riesz
potansiyelinin Carleson egrisi lizerinde tanimli moditiye Morrey uzaylarinda sinirhligi igin gerek ve
yeter sartlar aragtirlmistir. Ayrica Carleson egrisi fizerinde tanimh Cauchy singiiler integral
operatdriin Carleson egrisi iizerinde tanimli modifiye Motrey uzaylarinda varligi ve siirliligs
incelenmistir. Morrey uzaylar1 hakkinda yapilan ¢alismalarla Morrey uzaylarinda trigonometrik
polinomlarla yaklasim igin sonuglar alinmustir. Maksimal ve singiiler intcgral operatdrlerin lokal
‘tamamlayict’ genellestirilmis degisken iislii Morrey uzaylarda smirsiz kiimeler iizerinde smirhligy
ispatlanmustir.

ITL. Materyal ve Yontem

Kullanilan materyaller kaynaklar kisminda belirtilen kitap ve makalelerdir. Ayrica iiniversitemiz ve
diger tniversitelerin kiitiiphanelerinden ve TUBITAK ULAKBIM yayin veri tabanindan bagka
materyaller de temin edilmistir,

IV. Analiz ve Bulgular

Bu projede;

1. Kompleks diizlemde Carleson egrileri iizerinde tanimli modifiye Morrey uzaylar tanimlanarak
temel Ozellikleri verilmistir.

2. Carleson egrisi lizerinde tanimli kesirli maksimal ve maksimal operatdriin Carleson cgrisi lizerinde
tanimli modifiye Morrey uzaylarmda simirhlign igin gerek ve yeter sartlar elde edilmistir.

3. Carleson egrisi lizerinde tanimli Riesz potansiyclinin Carleson cgrisi izerinde tanimli modifiye
Morrey uzaylarinda sinirhlig1 igin gerek ve yeter sartlar elde edilmistir.

4. Morrey uzaylar: hakkinda yapilan ¢alismalarla Morrey uzaylarida trigonometrik polinomlarla
yaklagim i¢in sonuglar almmigtir.

5. Maksimal ve singiiler integral operatdrlerin lokal ‘tamamlayict” genellestiriimis degigken tislii
Morrey uzaylarinda sinirsiz kiimeler Gzerinde simirhih@r ispatlannmstir.




V. Sonug ve Oneriler

Fonksiyon uzaylarin modern teorisi S.L. Sobolev, A. Zygmund, S.M. Nikolskii, A. Calderon, V.
Maz'ya, L.D. Kudryavtsev, N. Aronszayn, E.M. Stein, O.V. Besov, P.L Lizorkin, H. Triebel, V.1.
Burenkov ve digerleri gibi diinyaca iinlii matematik¢iler tarafindan incelenmigtir. Bu teori reel ve
fonksiyonel analizin birgok konusuna ve diger matematiksel disiplinler i¢inde kismi diferensiyel
denklemler ve matematiksel fizik gibi birgok alanlara basariyla uygulanmustir. Ayrica ortaya gikan
yeni problemlerin ¢oziilebilmesi ve fonksiyon uzaylaridaki bazi bosluklarin giderilebilmesi i¢in yeni
tip fonksiyon uzaylarinin tanimlanmasi ve arastirimasi gerckmektedir, Integral ve diferensiyel
operatorlerin farkli norm esitsizlikleri fonksiyon uzaylarmin teorisinde ve onlarin uygulamalarinda
esasli neme sahiptir. Ozellikle diferensiyellencbilir fonksiyonlarin klasik uzaylar teorisi (Sobolev
uzaylari, Besov uzaylari, agirlikli Besov tipi uzaylar, vb.) bu esitsizlikler izerine esasli olarak inga
edilirler. Yakin zamanlarda integral ve diferensiyel operatorler igin norm esitsizlikleri ile ilgili birgok
zor problemler ¢dziilmiistiir. Bu sonuglar fonksiyonel analizin 6zellikle etkin ve genis olarak lineer
ve lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlere uygulamalari igin temel araglar olmugtur. Morrey
uzaylarmin kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin regiilerlik 6zelliklerinin calismasi ve kesin
6n esitsizliklerinin bulunmasi gibi konularda nemli uygulamalari vardir. Daha sonralart Morrey
uzaylarmin 6nemli uygulamalari olan Navier-Stokes ve Schrodinger denklemleri, siireksiz katsayili
eliptik problemler ve potansiyel teorisinde onemli uygulamalar ortaya ¢ikmgtir. Tamamlanan bu
projede harmonik analizin temel operatorlerinden maksimal operatdr, kesirli maksimal operator ve
Riesz potansiyelinin modifiye Morrey ve Morrey uzaylarinda simrhhig elde edildiginden, alinan
sonuglarm uygulamali matematik alaninda, kismi tiirevli, denklemler teorisinde bir¢ok uygulamaya
sahip olacag: diistiniilmektedir.

VI. Gelecege Iliskin Ongériilen Katkilar

Arastirmada ele alman problemlerin etkisi sadece analizde degil matematigin diger dallarinda da
olacaktir. Ozellikle calisilan konunun kismi diferensiyel denklemler teorisi ve matematiksel fizikte
bir¢ok uygulamalar: vardir.

Arastirmadan ¢ikan sonuglar sunum haline getirilerek ulusal ve uluslararasi kongrelerde sunulmus ve
bilim diinyasinin haberdar olmasi saglanmstir.

VII. Saglanan Altyap: Olanaklar ile Varsa Gergeklestirilen Projeler

Yok

VIIL Saglanan Altyap1 Olanaklarimin Varsa Bilim/Hizmet ve Egitim Alanlarindaki Katkilar

Aragtirmada ilgilenilen konular oldukga giinceldir ve son 10 yilda diinyanin birgok ileri seviyedeki
matematik calisma gruplarinda iinlii matematikgiler tarafindan ¢alistimaktadir. Bu nedenle
aragtirmanin Tiirkiye’de Ankara Universitesi’nde gergeklestirilmis olmast iiniversitemizin
popiilaritesini artiracak ve iilkemize bilimsel alanda ileri derecede hizmette bulunulmus olacaktir.
Projenin sonuglari ile Ankara Universitesi Fen Fakiillesi Matemaltik Bolimiiniin yiiksek lisans ve
doktora dgrencileri igin yeni ¢alisma alanlari ortaya konacaktir,
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Proje Bashg:

Carleson Egrileri Uzerinde Tamimh Modifiye Morrey Uzaylarinda Harmonik Analizin
Bazi Integral Operatérlerinin Sinirhhig

L, , Morrey uzaylari, 1938 yilinda C.B. Morrey tarafindan ikinci dereceden eliptik kismi

diferensiyel denklemlerin géziimleri ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle
ilgilenirken ortaya gikariimigtir. Morrey uzaylarinin kismi diferensiyel denklemlerin
¢ozumlerinin regilerlik 6zelliklerinin ¢aligmasi ve kesin on esitsizliklerinin bulunmast gibi
konularda énemli uygulamalar1 vardir. Daha sonralart Morrey uzaylarinin énemli
uygulamalar1 olan Navier-Stokes ve Schrodinger denklemleri, stireksiz katsayili eliptik

problemler ve potansiyel teorisinde 6nemli uygulamalar ortaya gikmistir. Bununla birlikte
Morrey uzaylarinda kompakt destekli siirekli fonksiyonlarin C° uzay: ve basit fonksiyonlarin
uzayinn yogun olmamasi uygulamalarda birgok sikintilar ortaya ¢ikarmaktadir. Bu nedenle

ZM (R")=L,,(R")nL,(R") modifiye Morrey uzaylarin tanimlama ihtiyact ortaya

¢ikmistir. Modifiye Morrey uzaylarinda C;” uzayi ve basit fonksiyonlarin uzay1 yogun

oldugundan bu uzaylardaki smirlilhk ¢aligmalarinda karsilagilan birgok problem ortadan
kalkmaktadir. Boylece kompleks dizlemdeki maksimal operator, kesirli maksimal operatdr,
Riesz potansiyeli ve Cauchy tipli singiiler integrallerin kompleks diizlemde Carleson egrileri

tizerinde tanimli modifiye Morrey uzaylarinda sinirliligini elde etmek miimkiin olmaktadir.

I<p<oo, 0<A<n, ve [t]lzmin{l,t} olsun. L,,(R") Morrey uzaylari ve ZM (R")

modifiye Morrey uzaylari sirastyla

1/p
Hsn= s [ ] o]

B(x,0)

_2
I11,, = swp .7

t>0,xe0"

Wp
“f”iw = sup [1],~ Hf”Lp(B(-":’)) = rj?gj ”(HR I Ij'(y)”’dJ’J

1>0,xe0 " B(x,0)

sonlu olacak bigimdeki lokal integrallenebilir f fonksiyonlarin sinifidir, burada

B(x,1) = {y eR” :|x—y‘ < t} dir.



I" kompleks diizlemde bir Carleson egrisi (regiiler egri) olsun. I iizerinde 0<A<1, pz1,
FeL¥(R") ve [r]l:min{l,r} olmak tizere L, ,(I") Morrey uzaylan ve L, ,(I') modifiye

Morrey uzaylari

1/p
”f L, (1) —rsup g ”f”L e, r))_rfuP { I lf T)‘ dV(T)J

T,r)

1/p
”-f"L,,,A(F) :ri‘;lg Hf"L ra, r))_ rsup [ ‘f T)\ dV(T)]

I s sonlu olacak bigimdeki

fonksiyonlarin sinifidir, burada B(t,r):{zeC:lz—r|<r} olmak tizere I'(t,r) =B, r) dir.

feL,.(T)veO<a<l olmak uizere

Kesirli maksimal operatori

M * (1) = sup(vr(z N @RV

T(er)
ile tanimlanir, =0 igin M Hardy-Littlewood maksimal operatoru elde edilir.

I Riesz potansiyeli

IEf()= j| f(|) ———dv(r)

bigiminde tanimlanir.

Yukarida tanimladigimiz operatorler harmonik analizin en dnemli operatérleridir. Kismi

tiirevli denklemler teorisinde ve matematiksel fizikte birgok uygulamalar1 vardir.

]jp) L (R") modifiye Morrey uzaylart V.P. I'lin, V. S. Guliyev, J. Hasanov, Y. Zeren, C.
Aykol, Y.Y. Mammadov ve K. Rahimova gibi birgok matematik¢i tarafindan ¢aligilmigtir. V.
S. Guliyev, J. Hasanov ve Y. Zeren 2011 yilinda Zp, 2 (R")modifiye Morrey uzaylarinin

Morrey uzaylari ve Lebesgue uzaylari ile iligkisini kapsamli bir bigimde inceleyerek bu

uzaylar arasinda yeni gémme bagintilari elde etmislerdir. Ayrica bu uzaylarda M. maksimal



operatériin siirliligint ve /% Riesz potansiyelinin sinirliligt igin gerek ve yeter sartlar

ispatlamiglardir.

Ancak literatiirde Carleson egrileri tizerinde tanimls L ,.2(I) modifiye Morrey uzaylari Gizerine

yaptlmis herhangi bir ¢aligma bulunmamaktadir. Bu eksikligin giderilmesi amaciyla
yiiriitiilen proje stresince Carleson egrileri tizerinde tanimli L ».2(I) modifiye Morrey
uzaylarmin topolojik ozellikleri incelenmig ve bu uzaylarda maksimal operator, kesirli

maksimal operator ve Riesz potansiyelinin sinirhliklar: elde edilmigtir.

Ayrica, proje siirecince Morrey uzaylar hakkinda yapilan ¢alismalarla Morrey uzaylarinda

trigonometrik polinomlarla yaklagim igin sonuglar alinmistir.

Q. R’ nin sinirstz bir alt kimesi, B(x,r)=Q/B(x,r), 1<p < p(x)<p, <ove ove
agirlik fonksiyonlari olmak iizere lokal ‘tamamlayici” genellestirilmis degisken uslii Morrey

uzaylari

0, (xg)

I/

PO @By seklinde tanimlanir.

I/

B ", =Su
MP0 tro} r>£) (0(7‘)

Proje siiresince, maksimal ve singiiler integral operatorlerin lokal ‘tamamlayict’
genellestirilmis degisken tislit Morrey uzaylarinda sinirsiz kiimeler Gizerinde sinirlihg: da
ispatlanmugtir.

Bu projede

1. Kompleks dizlemde Carleson egrileri iizerinde tanimli modifiye Morrey uzaylar

tanimlanarak temel ozellikleri verilmistir.

2. Carleson egrisi tizerinde taniml1 kesirli maksimal ve maksimal operatoriin Carleson egrisi
tizerinde tammh modifiye Morrey uzaylarinda sinirlilig1 igin gerek ve yeter sartlar elde

edilmistir.

3. Carleson egrisi tizerinde tanimli Riesz potansiyelinin Carleson egrisi tizerinde tammh

modifiye Morrey uzaylarinda simirliligr i¢in gerek ve yeter sartlar elde edilmistir.
4. Morrey uzaylarinda trigonometrik polinomlarla yaklasim igin sonuglar alinmistir.

5. Maksimal ve singiiler integral operatorlerin lokal ‘tamamlayici® genellestirilmis degisken

tisliit Morrey uzaylarinda sinirsiz kiimeler tizerinde sinirlilign ispatlanmustir.



