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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
POLINOM ZAMANLI BIR ASALLIK ALGORITMASI
Siileyman Serkan OZCIM

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
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Danisman: Dog. Dr. Murat SAHIN

Bir n pozitif tamsayisinin 1 ve kendisinden baska pozitif boleni yoksa bu sayiya asal
say1t denir. Asal sayilarin sonsuz g¢oklukta oldugu ve her pozitif tam saymin asal
sayilarin ¢carpimi seklinde tek tiirlii yazildig1 Euclid tarafindan ispatlanmistir. Ayrica bir
n pozitif tamsayisinin asal olup olmadigini anlamak icin ¢ok eski caglardan bu yana
birgok yontem gelistirilmistir ve bu konu sayilar teorisinin temel problemlerinden
birisidir. Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir. Giris béliimiinde Antik Yunan’dan (M.O.
300) Hindistan’a (2004) uzanan siirecte bir saymnin asal olup olmadigimni anlamak i¢in
ortaya cikartilan algoritmalardan bahsedilmistir ve tezin amaci agiklanmistir. Ikinci
boliimde tez boyunca kullanilacak temel bilgiler verilmistir. Tezin {igiincii boliimiinde
Lucas tarafindan bulunan n-1 testine yer verilmis ve Lucas’in fikri ac¢iklanmigtir
(Ozetle: Oyle biiyiik bir grup insa et ki n asal olsun). Dérdiincii boliimde ise Lucas
dizileri yardimiyla elde edilen n+1 testinden bahsedilmis ve 0Ozel olarak sadece
Mersenne sayilarmin asalligin1 belirleyen Lucas-Lehmer testi anlatilmistir. Besinci
boliimde Lenstra tarafindan bulunan sonlu cisimlerde asallik testi verilmistir. Son
boliimde ise diger asallik algoritmalarimin arkasindaki fikir gelistirilerek elde edilen,
Agrawal, Kayal ve Saxena tarafindan bulunan deterministik ve polinom zamanh bir
algoritma AKS verilmistir.

Ekim 2018, 47 sayfa
Anahtar Kelimeler: Asal sayilar, deterministik algoritma, polinom zamanl algoritma,
asallik testleri, AKS



ABSTRACT
Master Thesis
A POLYNOMIAL TIME PRIMALITY ALGORITHM
Siileyman Serkan OZCIM

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Dog. Dr. Murat SAHIN

A Positive integer is called prime if it has no positive factor except 1 and itself. There
are infinitely many primes and any positive integer can be written uniquely as a product
of primes. Euclid proved these two theorems. To determine whether n is a prime or a
composite number many algorithms developed over the years and this subject became
one of the main problems of the number theory. This thesis consist of six chapters. In
the first chapter, the aim of the thesis is explained and the introduction mentioned some
algorithms from Ancient Greek (B. C. 300) to India (2004). In the second chapter some
basic concepts are given that will be used later. In the third chapter, Lucas's the n-1 test
explained the idea of Lucas (build up a group so large that n must be prime). In the
fourth section, there is an algorithm known as n+1 test which includes Lucas sequences
and is useful for Mersenne numbers. The fifth section is for finite field primality test
which found by Lenstra. In the last section, showed deterministic and polynomial time
primality algorithm AKS which is obtained from the idea that behind the other primality
tests.

October 2018, 47 pages

Key Words: Prime numbers, deterministic algorithm, polynomial time algorithm,
primality tests, AKS
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SIMGELER DIiZINi
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U(Z,) kiimesinin ¢arpma iglemi ile olugturdugu grup

f(z)" polinomlarimin ¢arpimlar
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1. GIRIS

Eger 1’den biiyilik bir n tamsayisinin 1 ve n den bagka pozitif boleni yoksa n’ye bir
asal say1 denir. Asal sayilar, antik Yunan uygarliklarindan giiniimiize kadar iizerinde
cok fazla arastirma yapilan bir konu olmustur. Euclid M.O 300’de sonsuz ¢oklukta
asal say1 oldugunu ve her pozitif tam saymnin asal sayilarin carpimi seklinde tek
tiirlii yazildigimi gostermistir. Bu sebeple pozitif tam sayilarin 6zelliklerini anlamak
icin asal sayilarin anlasilmasi gerekmektedir. Ornegin porzitif bir tamsaymin asal
olup olmadig: sorusu asirlardir iizerinde ¢aligilan bir sorudur ve giiniimiizde sayilar
teorisinin temel problemlerinden birisidir. Tanimdan yola ¢ikilirsa bir n pozitif tam-
sayisinin asal olup olmadigini anlamak icin 1 ile n arasindaki sayilara boliiniip boliin-
medigine bakilmasi gerekir. Aslinda asal olmayan bir sayinin karekokiinden kiigiik
veya egit bir asal boleni vardir. Ciinkii; eger asal olmayan bir n sayisimnin tiim
D1, P2, -, Pr asal bolenleri \/n degerinden biiytik olsaydi p1ps...pr, > v/ny/n.../n >n
olurdu. Yani asal olmayan bir saymin tiim asal boélenleri y/n degerinden biiyiik
olamaz. Dolayisiyla bir sayimim asal olup olmadigim belirlemek igin |\/n] degerine
kadar bir boleninin olup olmadigima bakmak gerekir. (Pomerance ve Crandall 2005).
Ornegin 2'%7 — 1 sayisinin asalligini anlamak icin yaklagsik olarak 10™ bélme islemi
yapilmasi gerekir. Saniyede 10'° islem yapabilen bir bilgisayarla dahi bu sayinin asal

oldugunun anlagilmasi kabaca 30 y1l stirmektedir.

Asal sayilar giiniimiizde kriptografi alaninda da cokca kullamlmaktadir. Ornegin
RSA gifreleme algoritmasi ¢ok biiyiik iki asal sayiya ihtiya¢ duymaktadir. Dolayisiyla
bir sayinin asalliginin belirlenmesi i¢in hizli testler bulmak kriptografi icin de biiyiik

Onem arzetmektedir.

Fermat tarafindan 1640 yilinda asallik testlerinin temelini olugturacak bir teorem
bulunmugtur.

(Fermat) Eger n asal ve (a,n) = 1 olacak sekilde a € Z* ise

a” ' =1 (mod n).



Ancak Fermat teoreminin tersi dogru degildir. Ciinkii n = 561 ve a = 2 secilirse
2560 =1 (mod 561) olmaktadir fakat 561 = 3 - 11 - 17 oldugundan 561 asal degildir.
Dolayisiyla Fermat teoreminin tersi bir asallik testi olarak kullanildiginda determin-
istik olmamaktadir. Lucas 1876’da Fermat teoremine baz1 sartlar getirerek determin-
istik fakat polinom zamanl olmayan bir asallik algoritmast olusturmustur. Ornegin
92" + 1 formundaki 6zel sayilar icin Lucas testi etkili bir asallik testidir. Sonrasinda
Miller ve Rabin tarafindan Lucas’in teoremi gelistirilmis ve Genellegtirilmig Riemann
Hipotezi (GRH) dogru kabul edilerek deterministik ve polinom zamanlh bir asallik

algoritmast bulunmugtur (Pomerance 2010).

Daha sonra Lucas ve Lehmer tarafindan yalnizca Mersenne sayilar: olarak bilinen
M, = 2¥ —1 formundaki 6zel sayilar icin kullanmlabilen bir asallik testi bulunmustur.
Su ana dek bilinen en biiyiik asal say1 bir Mersenne asalidir ve 277232917 _ 1 geklinde
yazilir. 23 milyon basamagi bulunan bu sayinin asalligini anlamak Lucas-Lehmer

asallik testi kullanilarak yalnizca 6 giin slirmiigtiir (www.mersenne.org, 2018).

Lenstra, Adleman vd. tarafindan 1984 yilinda sonlu cisimler kullamlarak deter-
ministik fakat polinom zamanh olmayan bir asallik algoritmasi gelistirilmigtir. Bu

algoritmanin karmagikligr O((logn)<'o9to9tosn) dir (Pomerance 2010).

Yillar siiren arastirmalardaki hedef genel sayilar icin kullanilabilen, her hangi bir
kogula (hipoteze) bagli olmayan, deterministik ve polinom zamanl bir asallik algo-
ritmasinin bulunmasidir. Euclid’ten bu yana siiren calismalar amacina Hindistan’da
ulagmustir. Ilk olarak 2004 yilinda Agrawal, Kayal ve Saxena tarafindan gelistirilen
bu algoritma AKS asallik algoritmasi olarak bilinmektedir. Deterministiktir ve kar-

magikligi O(log™n).

Bu tezin 2. béliimiinde tez boyunca kullanilacak bazi tamimlardan bahsedilecektir.
Sonrasinda Lucas asallik algoritmasi 3. boliimde, Lucas Lehmer asallik algoritmasi
4. boliimde, sonlu cisimlerde asallik algoritmasi 5. boliimde ve son olarak AKS

asallik algoritmasi 6. boliimde incelenmigtir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu béliimde tez boyunca kullanilacak olan temel tanimlar ve teoremler verilmekte-

dir.

2.1 Temel Tanimlar

Tamim 2.1.1 (Grup) G bogtan farkli bir kiime olsun. G kiimesi iizerinde tanim-

lanan bir * iglemi eger

(1) Her a,b,c € G igin a* (bxc) = (a*xb) xc,
(2) her a € G i¢in a * e = e x a olacak gekilde e € G vardur,

(3) her a € G igin a * b = b* a = e olacak sekilde b € G vardur,

sartlarim saghyorsa (G, ) ikilisine bir grup denir. Kisaca G olarak gosterilebilir

(Roman 2006).

Tanim 2.1.2 (G, *) bir grup olsun. Eger her a,b € G igin a x b = b * a oluyorsa G
ye degismeli (abelyen) grup denir (Roman 2006).

Tamim 2.1.3 (Grubun Mertebesi) Bir G grubu sonlu sayida elemana sahipse
(kardinalitesi sonlu) o zaman G’ye sonlu grup, aksi halde sonsuz grup adi verilir.

Grubun kardinalitesine grubun mertebesi denir ve |G| ile gosterilir (Roman 2006).

Tanim 2.1.4 (G, %) bir grup olsun. Eger G kiimesinin bogtan farkh bir A alt kiimesi
* iglemine gore bir grup olugturuyorsa (A, *) grubuna (G, %) grubunun bir altgrubu

denir ve A < G ile gosterilir (Roman 2006).



Teorem 2.1.1 G degigmeli bir grup ve () # A C G olsun. Bu durumda,
(A) ={at'ay?...a;" | her 1 <i <nigin r; € Z}

kiimesi G grubunun iglemine gore bir gruptur ve bu gruba G’nin A tarafindan

tiretilen altgrubu denir (Roman 2006).

Ayrica A = {ay,aq,...,a,} olmak iizere G = (A) ise G = (a1, aq,. .., a,) seklinde

gosterilir ve ay, as, ..., a, elemanlarina G nin iiretecleri denir.

Tamim 2.1.5 (Devirli Grup) G bir grup ve a € G olsun. H := {a" | n € Z}
altgrubuna G'nin a tarafindan iiretilen devirli altgrubu denir ve (a) ile gosterilir.
Ozel olarak G = (a) olacak sekilde a € G varsa G’ye a tarafindan firetilen devirli

grup ve a’ya da G grubunun bir {ireteci denir (Roman 2006).

Ornek 2.1.1 Z: = {1,2,3,4} kiimesi bilinen carpma iglemi ile bir gruptur. 2 € Z:

icin (2) = Z% oldugundan 2 bu grubun iiretecidir ve |2| = 4 olur.

Tanim 2.1.6 (Grupta bir elemanin mertebesi) G bir grup ve a € G olsun.
Eger (a) sonlu bir grup ise < a > grubunun eleman sayisina a nin mertebesi denir
la| veya o(a) ile gosterilir. Eger (a) sonsuz bir grup ise a nin mertebesi sonsuzdur

denir (Roman 2006).

Teorem 2.1.2 (Lagrange Teoremi) G sonlu bir grup ve H < G olsun. Bu du-
rumda H grubunun mertebesi G grubunun mertebesini boler. Ozel olarak a € G ise

a elemaninin mertebesi G grubunun mertebesini boler (Roman 2006).

Teorem 2.1.3 Mertebesi asal olan her grup devirlidir (Roman 2006).



Tanim 2.1.7 (Halka) (R,+) degismeli bir grup ve R iizerinde -’ (¢arpma) iglemi

taniml ve eger

(1) Her a,b,c€ Ri¢ina-(b-c)=(a-b) -c,

(2) her a,b,ce Ricina-(b+c¢)=(a-b)+ (a-c),

sartlarin saghyorsa (R, +, -) iigliisiine bir halka denir (Roman 2006).

Bu tezde (R, +, -) yerine kisaca "R halkas1" ifadesi kullanilacaktir.

Tanim 2.1.8 R bir halka olsun. Her x € R i¢in = - e = e - x = x olacak gekilde bir
e € R varsa e ye R halkasinin birimi denir ve R ye birimli halka adi verilir (Roman

2006).

(R,+, -) halkasinin + iglemine gére birim elemani Og ve - iglemine gore birim

elemam 15 ile gosterilir.

Tanim 2.1.9 R bir halka olsun. Her z,y € R igin z -y = y - x ise R ye degismeli
halka adi verilir (Roman 2006).

Tanim 2.1.10 R bir halka ve R nin bogtan farkli bir H alt kiimesi R'nin iglemlerine
gore halka oluyorsa H’'ye R’nin althalkasi denir (Roman 2006).

Tanim 2.1.11 R bir halka ve R nin bogtan farkli bir alt kiimesi / olsun. Eger

(1) her a,be I'igina—b e I,

(2)ae Rvebelicin ab,ba € 1

oluyorsa I’ya R’nin bir ideali denir (Roman 2006).
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Tanim 2.1.12 R birimli, degismeli bir halka ve 15 # Og olsun. Eger
x -y = O sartin1 saglayan her x,y € R icin x = Or veya y = Og

oluyorsa R’ye bir tamlik bélgesi denir (Roman 2006).

Tanim 2.1.13 (Cisim) R bir tamlik bolgesi olsun. Eger a # Og olan her a € R

icin a -b =10 -a = 1g olacak gekilde b € R varsa R’ye bir cisim denir (Roman 2006).

Ornek 2.1.2 n pozitif bir tamsay1 olsun. Z iizerinde
a = b (mod n) gerek ve yeter sart nja — b

seklinde tanimlanan bagint1 bir denklik bagintisidir ve bu denklik bagintisina gore

bir a € Z’nin denklik sinifi

a=1{beZ|b=a(modn)}

seklinde tanimlanir. Bu denklik siniflarinin olugturdugu kiime Z,, = {0,1,--- ,n — 1}

ile ifade edilir. Bu kiime iizerinde @4+ b = a + b ve a-b = a- b seklinde tanimlanan

+,- islemlerine gore

(Z,,,+) bir grup ve (Z,,+, -) bir halkadir.

Eger n asal say1 ise (Z,,+, ) bir cisimdir.

Teorem 2.1.4 7, kiimesi {izerinde tanimlanan ’-’ (carpma) iglemine gore tersi olan
elemanlarindan olusan kiime U(Z,) = {a € Z,, | (a,n) =1 } dir. Bu kiime ¢arpma

iglemi ile bir gruptur (Roman 2006).

Teorem 2.1.4’te bahsedilen U(Z,) kiimesinin ’-’ iglemi ile olugturdugu grup tez

boyunca kisaca Z; olarak ifade edilecektir.



Tanim 2.1.14 (Euler ¢ Fonksiyonu) n bir tamsay1 olmak iizere ¢ fonksiyonu
o(n) = {a €Z* |a<n, (a,n) =1}

seklinde tanimlanir (Roman 2006).

Bu tamimla ¢(n) < n—1 oldugu kolayhkla goriilebilir. Ayrica Z* grubunun mertebesi

Euler ¢ fonksiyonunun tanimindan anlagilacagy iizere ¢(n) dir.

Teorem 2.1.5 (Euler) Eger a,n € Z ve (a,n) =1 ise
a?™ =1 (mod n)

dir (Roman 2006).

Tanim 2.1.15 (Algoritma) Bir takim verilerle yola ¢ikarak ve sonlu sayida aga-
madan gecerek belli bir problemi ¢6zme imkan1 veren ¢ok kesin komutlar topluluguna

algoritma denir (Nabiyev 2016).

Tanim 2.1.16 Algoritmik karmagiklik bir problemi ¢ézmek icin olusturulan algo-
ritmanin ihtiya¢ duydugu kaynak ve siire miktaridir. Karmagiklik algoritmanin
yiiriitiilecegi sistem veya makinadan bagimsiz gekilde de elde edilebilir dolayisiyla
algoritma karmasgikhigi sistemden bagimsiz diisiiniildiigiinde algoritmanin yiiriitecegi

islem sayis1 olarak ifade edilir (Nabiyev 2016).

Bir problemin karmagikligi o problemi ¢6zmek icin uygulanabilecek olan tiim algo-

ritmalarin (heniiz bilinmeyenler dahil) karmagikliklarinin en kiigiigiidiir.

Tanim 2.1.17 (O Notasyonu) Eger n > ng olacak sekildeki her n sabiti igin
f(n) < cg(n) olacak gekilde ¢ ve ng sabitleri bulunabiliyorsa f(n) = O(g(n)) olarak
gosterilir (Nabiyev 2016).



Algoritmanin caligma zamaninin iist sinir1 olan, en kotii durumdaki zamanin be-
lirlenmesinde biiyiik O notasyonu kullanilir. Bu notasyon ilk defa 1984 yilinda P.
Bachmann tarafindan kullamlmigtir (Nabiyev 2016). Ayrica algoritmik karmagik-
lig1 belirlemek i¢in # notasyonu ortalama caligma zamanini ifade etmek icin ve 2

notasyonu ise en iyi calisma zamanini ifade etmek icin kullanilir.

Ornek 2.1.3 Bir algoritmanin sonuclanmasi icin yapilmasi gereken islem sayis1 en
gok f(n) = 3n? + 8n + 9 olarak hesaplanmis olsun. Bu durumda ny = 9 ve ¢ = 4
secilirse her n > 9 icin 3n? + 8n + 9 < 4n? olmaktadir. Dolayisiyla bu algoritmanin
karmagiklign O(n?) olarak ifade edilir. Ornegin bir n sayisinin asal olup olmadigini 1

ile |y/n| arasindaki tamsayilara bolerek bulmaya ¢aligan algoritmanin karmagikligi

O(y/n) dir.



3.n-1 TESTI

Fermat teoremi bir asallik testi olarak kullanilmaya caligildiginda bazi sayilarin testi
gectigi ancak asal olmadigi bilinmektedir. Peki Fermat teoremini tersine ¢evirmenin
ve bir asallik testi elde etmenin bir yolu var midir? Bunu miimkiin kilan bir yol

Lucas tarafindan 1876 yilinda verilmigtir.

3.1 Lucas Teoremi ve Pepin Testi

Lemma 3.1.1 a € Z7 igin o(a) = r olsun. Eger a* =1 (mod n) ise r|k dir.

Teorem 3.1.1 (Lucas) a,n € Z birer tamsay1 ve n > 1 olacak sekilde

(i) "' =1 (mod n),
(3.1)
(i) q|n — 1 olacak sekildeki her ¢ asal i¢in a"" /9 2 1 (mod n)

sartlar saglansin. Bu durumda n asaldir (Pomerance ve Crandall 2005).

Ispat 3.1.1 o’nn Z* grubundaki mertebesi r olsun. r = 1 olsa a = 1 (mod n) olur
ancak bu durumda teoremin (7i) hipotezi saglanmayacagindan r # 1 dir. Lemma
3.1.1 ve (i) denkliginden anlagilacag tizere r|n — 1 dir. Bu r’'nin ashnda n—1 oldugu

gosterilecektir.
n—1=q¢"¢? --¢" herb eZ"

seklinde carpanlarima ayrilsin ve kabul edilsin ki 7 # n — 1. Bu durumda n — 1’i
bolen ancak r’yi bélmeyen en az bir qi’ sayis1 vardir dolayisiyla bir m tamsayisi i¢in
n —1/q; = rm dir. Bu durumda a" /% = g™ = (a")™ = 1 (mod n) elde edilir.
Ancak bu durum teoremin (ii) sart1 ile geligir. Yani r = n — 1 dir. Dolayisiyla a

elemaninin mertebesi n — 1 olmaktadir. Bu durumda Euler teoremi ve Lemma 3.1.1



geregi r = n — 1|p(n) dir. Yani n — 1 < ¢(n) elde edilir. Euler ¢ fonksiyonu hatir-
landiginda bu ifadeden n ile arasinda asal sayilarin sayisinin n — 1 oldugu anlagilir.

Bu n’nin asal olmas1 anlamina gelmektedir. 0

Lucas’in bu teoremi bir ¢ok asallik testine temel olusturan bir teoremdir. Aslinda
burada (a,n) = 1 olacak gekilde bir a sayisinin Z grubunun bir alt grubunu tirettigi
diislintilmektedir ve bu grubun mertebesi n’nin asalligini belirlemekte biiyiik 6neme
sahiptir. Yani (a,n) = 1 olacak gekilde bir a sayisinin Z!’da iirettigi alt grubun
mertebesi n — 1 olursa n asal olmak zorunda kalmaktadir. Teoremin altinda yatan
fikir, "Oyle biyiik bir grup insa et ki n asal olmak zorunda kalsin", seklinde ifade

edilebilir (Pomerance 2010).

Bu teorem anlagilmasi kolay bir asallik testidir. Ancak yukarida ifade edilenler
Fermat teoreminin tersi gibi diigiiniilse de cevaplanmasi gereken bazi sorular vardair.
(1) Eger n asal ise gartlar saglayan bir a sayisi var midir?

(2) Eger sartlar1 saglayan bir a varsa bulmanin bir yolu var midir?

(3) Teoremin (ii) sartindaki (n — 1)’in ¢ asal bolenleri nasil bulunabilir?

1. soruda n asal say1 ise Z; grubunun devirli grup olup olmadig1 sorulmaktadir.
Ciinkii boyle bir a’nin varhigi, mertebesi grubun mertebesine egit olan bir elemanin
varligl anlamina gelmektedir. Yani bu a eleman Z; grubunun iiretecidir ayni za-
manda a’ya (mod n) igin primitif kék denmektedir. Gauss primitif kok teoremi
geregince n asal olursa Z; devirli bir gruptur dolayisiyla sartlar: saglayan a sayisi

vardir (Shanks 1993).

2. soruda primitif kokiin nasil bulunacagi ve bunun icin elverigli bir algoritmanin
olup olmadigr sorulmaktadir. a = 2 ile baglayarak ve Genellestirilmis Riemann
Hipotezi (GRH) dogru kabul edilirse hizli bir algoritma (polinom zamanl) ile prim-
itif kok bulunabildigi ispatlanmigtir (Shoup 1992).

3. soruda ise eger bir a varsa Lucas hipotezlerinden (ii)’nin saglanmasi i¢in n — 'in
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carpanlarina ayrilmasi gerekmektedir. Iste bu soru her say1 icin cevaplamasi zor bir
sorudur ancak bazi 6zel degerler icin kolay olabilmektedir. Ornegin Fermat sayilar
olarak bilinen n = 22" 41 formundaki sayilaricin n—1 = 22" seklinde yazilabildigin-
den kolayca carpanlarina ayrilabilmektedir bu yiizden bu 6zel sayilar icin Lucas testi
kullanilabilir Agagidaki 6rnek Pepin tarafindan bulunmustur ve Fermat sayilarinin

asalligini test etmektedir.

Ornek 3.1.1 Eger k > 0 ise bu durumda n = 22" 11 sayist asaldir ancak ve ancak
3=1/2 = 1 (mod n) (Pomerance 2010). Asagida bu érnek Legendre Sembolii ve

Euler kriteri yardimiyla ispatlanmigtir.

Oncelikle 3"=Y/2 = —1 (mod n) olarak kabul edilsin. Bu durumda n sayisinmn
asal oldugunun gosterilmesi gerekir. Bunun i¢in Lucas teoreminden yararlanilabilir.
n—1=2% oldugundan bu sayinin bir tane asal boleni vardir ve o da 2’dir. Lucas
teoremindeki a degeri 3 secilirse kabuliimiiz geregi 3("~1/2 = —1 (mod n) oldugun-
dan ¢|n — 1 olacak sekildeki her ¢ asali icin a"V/9 £ 1 (mod n) sart1 saglanmig
olur. Ayrica yine kabulden 3"~! = 1 (mod n) elde edilir, bdylece Lucas teoreminin

sartlari geregi n asaldir.

Kargit olarak n asal olsun. Bu durumda da 3"~Y/2 = —1 (mod n) oldugu géster-
ilmelidir. Ispatin bu béliimii icin Legendre sembolii ve Euler kriteri kullanilacaktir

ve hatirlatma olmasi icin agagida verilmigtir.

Tanim 3.1.1 (Legendre Sembolii) n tek asal say1 ve a bir tamsay:1 olmak iizere

Legendre sembolii agagidaki sekilde tanimlanir (Pomerance ve Crandall 2005).

)
1 ,a#0 (mod n) ve a (mod n)’de bir tam kare

a
(E) ‘=4 —1 ,a(mod n)’de bir tam kare degil

0 ,a=0(modn)

Lemma 3.1.2 (Euler Kriteri) n asal ve (a,n) = 1 ise (£) = a9/ (mod n) dir

11



(Pomerance ve Crandall 2005).

Ayrica Legendre semboliiniin kullanmilacak ozellikleri asagida verilmistir,

B 1 ,n=1(mod 4)
( 1) —1 ,n=—1(mod 4)

_ 1 n=1(mod 3)
A I

Hatirlatmalardan sonra ispat asagidaki sekilde yapilmaktadir.

Oncelikle dikkat edilirse n — 1 = 2F cift oldugundan 22" =

denkligin her iki tarafina 1 eklenirse,

n=2"41 =2 (mod 3)
elde edilir. Ayrica

n=2"41 =1 (mod 4)

elde edilir. Burada (3.2) ve (3.3) ozellikleri kullanilirsa

DRCIC RIS

1 (mod 3). Burada

bulunur. n asal oldugundan Euler kriteri geregi (2) = 31/ (mod n) = —1 (mod

n) oldugu goriiliir. Béylece n asal ise 3""1/2 = —1 (mod n) elde edilmis olur. O

Lucas teoremi asallik testi olarak kullanildiginda en zor adim ¢ok biiyiik n sayilar:

icin n— 1’in tiim asal carpanlarinin bulunmasidir. Peki burada tiim carpanlarin degil

de, carpanlardan bir béliimiiniin bilinmesi kullanilabilir mi? Bir sonraki boéliimde

bu soru incelenecektir.
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3.2 Parcali Carpanlara Ayirma

Ozel olarak F pozitif tamsayisimn tiim asal carpanlar bilinsin ve
n — 1 = FR olacak sekilde bir R € Z" vardir (3.4)

sart1 saglansin. Eger F', n’e bagh olarak yeterince biiyilikse bu durum Lucas teore-
minden daha genel bir asallik kriteri olarak kullanilabilir (Pomerance ve Crandall
2005). F'nin yeterince biiyiik olmasinim ne anlama geldigi gosterilmeden 6nce F ile

n’nin asal carpanlar arasindaki iligkiyi aciklayan teorem agagida verilmigtir.

Teorem 3.2.1 n sayisi i¢in (3.4) saglansin ve a igin,

a” ' =1 (mod n) ve

(3.5)
q|F olacak sekildeki her ¢ asah icin (a™ D/ —1,n) =1

olsun. Bu durumda n’nin her asal béleni 1 (mod F')’e denktir (Pomerance ve Cran-

dall 2005).

Ispat 3.2.1 n—1 = FR ve a tamsays1 i¢in (3.5) saglansm. Ayrica p n’nin herhangi

bir asal béleni olsun. Bu durumda,

a"'=1(modn) = a"'=1(mod p)

= (aR)(”’l)/R =1 (mod p)

elde edilir. Bu demektir ki a’nin Z% grubundaki mertebesi (n — 1)/R = F’nin bir
bélenidir. Simdi aslinda bu mertebenin F' oldugunu gosterilecektir. Her ¢|F asah
icin (a"1V/4 —1,n) = 1 oldugundan (a"1/7 —1,p) = 1 elde edilir. Oyleyse yine
her ¢|F igin,
a4 _ 120 (mod p) = «™ V£ 1 (mod p)
= (a)" VR £ 1 (mod p)

= (a1 # 1 (mod p)
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elde edilir. Bu yilizden a"'nin mertebesi F’nin agikar olmayan bir béleni degildir.

Yani bu mertebe F olur. Sonug olarak Lagrange teoremi geregi a’*'nin Z,, grubundaki

mertebesi yani I’ sayis1 Z; grubunun mertebesini boler. Dolayisiyla

Flp—1 = Fy=p—1 olacak gekilde y tamsayisi vardur.
= p=Fy+1.

= p=1(mod F)

elde edilir ve ispat biter. [l

Hatirlaymiz ki F' eger yeterince biiyiik secilirse n’nin asallig1 icin bir kriter bulu-
nabilecegi sOylenmigti. Agsagidaki teorem ile F' degerinin yeterince biiyiik olmasinin

ne anlama geldigi gosterilmigtir.

Teorem 3.2.2 Kabul edelim ki F"nin tiim asal carpanlari bilinsin ve n — 1 = F'R

olarak yazilsin eger bir a icin,

(1) a" ' =1 (mod n),

(i) q|F olacak sekildeki her ¢ asal i¢in (a™ V9 —1,n) =1

sartlar saglanir ve F' > \/n olursa, n asaldir (Pomerance ve Crandall 2005).

Ispat 3.2.2 Kabul edilsin ki p n’nin en kiiciik asal bélenidir. Teorem 3.2.1 geregi
p=1(mod F)ise o zaman p = Fux + 1 olacak sekilde z € Z vardur.

Dolayisiyla p > F olur. Ancak bu durumda p > F > /n bulunur. Yani n sayisinin
en kiigiik asal boleni y/n degerinden biiyiiktiir dolayisiyla n asal olmak zorunda kalir.

0

Bu teorem ile birlikte Lucas’in fikri pekistirilmis oldu. Ozetle bu teorem sonucunda

anlagildi ki Z* grubunda bir elemanin mertebesi eger \/n degerinden biiyiik ve n —1
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degerini bdliiyorsa bu durum n'nin asal olmasini gerektirmektedir. Fakat dikkat
edilirse hem Lucas teoremi hem de Teorem 3.2.2 carpanlara ayirma gibi zor bir
problemi ¢6zmeyi gerektirmektedir. Teorem 3.2.2, her ne kadar makul bir bélen
bulmanin yeterli oldugunu gdsterse de bu F' degerini her zaman kolay bir gekilde
elde etmek miimkiin miidiir? Bu sorunun cevabi her zaman "evet" degildir ancak
baz1 6zel sayilar i¢in bulunmasi kolay olabilir. Agagida Denomme ve Savin (2008)
tarafindan bulunmus olan ve teoremin kolayca uygulanabildigi ¢zel sayilara érnek

verilmigtir.

Ornek 3.2.1 Kabul edelim ki [ pozitif tamsay1 ve n; = 2% — 227" 4+ 1 geklinde

yazilsin. Bu 6zel sayilar icin F' degeri
E _ 22l—1

olarak secilebilir. Bunu gostermek icin 6ncelikle F;’nin garpanlarina ayrilabildigi,
n; — 1 sayisim boldiigii ve F; > /n; oldugu gosterilecektir. F; sayisinin tek asal
carpaninin 2 oldugu goriilmektedir. Bu ytlizden Fj kolayca carpanlarina ayrilabilmek-
tedir.

Ayrica F} = 227" egitliginin her iki tarafi 22" — 1 ile carpilirsa

(221—1 . 1)E _ 22l—l<22l—1 . 1)

— 9 _2?

elde edilir yani Fj|n, — 1’dir.

Yine £, = 227" esitliginde her iki tarafin karesi alinirsa

(R)? = (2



bulunur. Bu demektir ki F? > n; = F; > /n;. Buraya kadar F} saywsimin n; — 1’1
boldiigii ve /n; degerinden biiyiik oldugu gosterilmistir. Simdi ise teoremin uygu-
lanabilecegi bir a degerinin belirlenmesi gerekmektedir. Bunun i¢in a; = 7 (mod n;)
deneyelim. Kabul edelim ki [ > 2 olsun, bu durumda n; = 1 (mod 4) olup Jacobi

sembolleri i¢in kuadratik resiprositi kurall (Crandall ve Pomerance 2005) geregi
) (T
7 n ny

3 (mod 7) ;I tek ise
n =

6 (mod 7) ;1 ¢ift ise

dir. Ayrica

oldugu goriiliir. Burada 3 ve 6 (mod 7) igin tam kare (kuadratik rezidii) olmadik-

larindan (%) = —1 olur. Yani [ > 2 icin (%) = (nll) = —1 dir.

Bu sartlar altinda [ >2 icin n; = 22 — 227" + 1 sayisiun asal olmast icin gerek ve

yeter sart

7m=1/2 = 1 (mod ny) (3.6)
olmasidir.
(:=) Eger n; asal olursa Euler kriterinden (nll) = 70u=D/2 (mod n;) olur ayrica

(nll) = —1 oldugundan 70»~Y/2 = —1 (mod n;) denkligi saglanmaktadur.

(«<:) Eger (3.6) saglanirsa n; tek say1 oldugundan,
7t =1 (mod ny) ve (T™MV/2 1, ny) =1

elde edilir, dikkat edilirse bu sartlar Teorem 3.2.2’de a; = 7 (mod n;) ve F; = 927!

secildiginde elde edilen sartlardir yani n; asal olur. 0

Teorem 3.2.2'de bahsedilen F' degeri bazi sartlar altinda daha da kiigiik segilebilmek-

tedir. Asagida bu sec¢imleri gosteren iki teorem verilmistir.

Teorem 3.2.3 (Brillhart, Lehmer ve Selfridge) Daha 6nce bahsedilen (2.4) ve

1/2

(2.5) sartlan saglansin ve n'/? < F < n'/2 olsun. Ayrica c;, ¢, € [0, F—1] tamsayilar

16



igin n = o2 + ¢, F + 1 geklinde yazildigini goz 6niine alirsak n’nin asal olmas icin
gerek ve yeter sart ¢?—4c, sayisinin bir tamkare olmamasidir (Pomerance ve Crandall

2005).

Teoremde bahsedilen n degerinin F' tabanindaki gosterimini her zaman bulmak
miimkiin miidiir? Bu miimkiindiir ¢iinkii n = 1 (mod F) dir ve buradan n’nin F
tabanindaki yaziminda birler basamaginin 1 oldugu anlasilir. Yani teoremde ifade
edildigi gibi F tabaninda c;,cy € [0, F — 1] olacak gekilde coF'? + ¢ F + 1 seklinde
vazilabilirdir. Ayrica yine teoremde bahsedilen ¢ — 4c¢, degerinin tamkare olup ol-

madigina bakmak icin agagidaki algoritmadan yararlanilabilir.

Algoritma 1 Karekok degerini bulmak

Bu algoritma bir N pozitif tamsayisi i¢in L\/N | sayimi bulmaktadir.
1. [Baslangig|
B(N):= N porzitif tamsayisimin ikilik tabanda yazihgindaki bitlerin sayisi;
2. [Newton Iterasyonul
y = [(u+ [N/u])/2];
Eger (y > u){
sonug u;
}
U=y

[Newton Iterasyonu| adimma dén;

Burada bir sayinin tam kare olup olmadigini anlamak icin algoritmada u elde edildik-
ten sonra u?> = N olup olmadigina bakilmasi gerekir. Siradaki teorem F degerinin

daha da kiigiik secilebilmesini saglamaktadir.

Teorem 3.2.4 (Konyagin ve Pomerance) Kabul edelim ki n > 214, (2.4) ve

1/3

(2.5) sartlar saglansin ve n¥19 < F < n'/3 olsun. Ayrica n sayisinin F tabanindaki

acilimi c3 F3 +coF? 4+ F 41 ve ¢q = c3F + ¢, olarak ifade edilsin. Bu durumda n’nin

17



asal olmasi igin gerek ve yeter sart agagidaki sartlarin saglanmasidir (Pomerance

2005).

(1) (c1 +tF)? + 4t — 4cy sayrs1 t € [0, 5] igin tam kare degildir.

(2) v < F?/y/n olacak sekildeki en biiyiik v icin “'nin siirekli kesir ayrigim %’e
vakinsasm. Eger d = |cqv/F + 1/2] olarak segilirse vz® + (uF — Cv)z? +
(cyv — dF 4+ u)x — d € Z[z] polinomunun aF + 1 degeri n'nin agikar olmayan

bir béleni olacak sekilde bir a boleni yoktur.
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4.n+1 TESTI

Bir saymin asalligimi ispatlamak icin bir 6nceki boliimde incelenen testlerin esas
zorlugu carpanlara ayirma problemidir. Baz 6zel n degerleri i¢in n — 1’1 ¢arpan-
larina ayirmak onceki boliimde goriildiigii gibi kolaydir. Bazen de n + 1 degerini
carpanlarina ayirmak kolaydir. Ornegin Mersenne sayilar1 olarak bilinen 27 — 1 sek-
linde yazilan sayilar gibi. Peki bu bilgi bir asallik testinde kullanilabilir mi? Bu
boliimde Lucas dizilerinden elde edilen ve Mersenne sayilarinin asalligini bulmak

icin kullanilan Lucas Lehmer asallik testi anlatilacaktir.

4.1 Lucas Dizileri

Bu boliimde Lucas dizilerinden elde edilen n 4 1 testini gostermeden once Lucas

dizilerinin tanimi ve bazi asallik sartlarindan bahsedilecektir.

Tanim 4.1.1 (Lucas Dizileri) a,b € Z ve

UO = O, U1 =1 olsun, k 2 2 Uk(a,b) = (lUk_l — bUk_Q,
Vo=2, Vi=aolsun, k> 2 Vi(a,b) =aVj_1 — bVj_»

olarak tanimlanan dizilere Lucas dizileri denir.

Bu diziler i¢in yineleme bagintist U, = aUy_1 — bUj_ dir. Dolayisiyla karakteristik
polinomu f(z) = 2? — az + b seklindedir ve A = a? — 4b dir. Ayrica Lucas dizileri
bu polinom i¢in agagidaki gibi de ifade edilebilir (Crandall ve Pomerance 2005).
—x
Up = ————— (mod f(z))
r—(a—x) (4.1)
Vi = 2F 4+ (a — 2)* (mod f(2))
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Burada ( mod f(z)) ifadesi Z[x] halkasindaki polinomlarin f(z) polinomuna boliimiin-
den kalanlarinin bulunmasi anlamina gelmektedir. Yani Uy, ve V} dizilerinin eleman-

lar1 Z[z]/(f(x)) bolim halkasinin elemanlaridir.

Tanim 4.1.2 Lucas dizilerinin (4.1)’deki tanimi dikkate alindiginda (n,2bA) = 1
olan bir n pozitif tamsayist igin U, = 0 (mod n) denkligini saglayan en kiiciik r

pozitif tamsayisi r¢(n) ile gosterilir.

Tamm 4.1.3 (Boliinebilir Dizi) Eger bir a,, dizisi i¢in k|j iken ay|a; oluyorsa bu

diziye boliinebilir dizi denir.

Simdi bu 6zelligin Lucas dizileri i¢in saglandigi gosterilecektir. Kolaylikla goriilebilir

ki i|7 ise #m = j olacak gekilde m € Z vardir. Bu durumda,

Iim _ (CL _ l.)lm

2 (a— )V (2D (g — )0 o ... 2)i0(q — 2)ilm=1)
| o )@Y ) @) )

x— (a—x)
= Ui (" V) (a—2) + -+ (2)"(a = 2)"" V) (mod f(z))

U, =

Lemma 4.1.1 Eger (n,2bA) = 1 ise U; = 0 (mod n) olmas: i¢in gerek ve yeter
sart j = 0 (mod r¢(n)) yani 7¢(n)|j olmasidir (Pomerance ve Crandall 2005).

Ayrica (U,,) Lucas dizisi i¢in n sayis1 asal oldugunda saglanan bir 6zellik agsagidaki

lemma ile verilmigtir.

Lemma 4.1.2 Eger p asal ve (4.1)'deki f ve A i¢in (n,20A) = 1ise U,_a =
0 (mod p) dir (Pomerance ve Crandall 2005).
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Onceki iki lemmanin sonucu olarak agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.1 Eger n asal ve (4.1)’deki f ve A i¢in n { 2bA olursa r¢(p)|p — (2)
dir.

4.2 n+1 Asallik Testi

Lucas dizileri kullanilarak Teorem 3.2.2°ye benzer sekilde bir asallik testi olusturmak
miimkiindiir. Asagida U, dizisi kullanilarak elde edilen bir asallik kriteri verilmistir.

Bu kritere n + 1 asallik testi ad1 verilmigtir.

Teorem 4.2.1 f ve A degerleri (4.1) deki gibi alinsin ve n pozitif tamsayist igin
(n,2b) =1, (&) = —1 olsun. Eger F|n + 1 ve

Unt1 =0 (mod n), her ¢|F asaliicin (Ugpy1y/q,n) =1 (4.2)

oluyorsa n’nin her p asal boleni i¢in p = (%) (mod F) olur. Ozel olarak F' > y/n+1

ve (4.2) saglanirsa n asaldir (Pomerance ve Crandall 2005).

Benzer sekilde V' dizisi kullanilarak da bir asallik kriteri elde edilir.

Teorem 4.2.2 f ve A degerleri (4.1) deki gibi alinsin ve n pozitif tamsayist igin
(n,2b) =1, (%) = —1 olsun. Eger F', n + 1’in gift bir bdleni ve

Via =0 (mod n), her ¢|F tek asali igin (Vp/aq,n) = 1 (4.3)

oluyorsa n'nin her p asal béleni i¢in p = (%) (mod F) olur. Ozel olarak F' > /n+1

ve (4.3) saglanirsa n asaldir (Pomerance ve Crandall 2005).

Bahsedilen n 4 1 testi 6zel olarak Mersenne sayilar1 i¢in ¢ok uygun ve hizhidir.

Agagida Mersenne sayilart icin bu testin neden uygun ve hizli bir test oldugunu
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aciklayan teorem verilmigtir. Bu teoreme Lucas Lehmer Asallik Testi (LLT) den-
mektedir. 11k kez Lucas (1856) tarafindan bulunan bu test sonrasinda yine Lucas

(1878) ve Lehmer (1930) tarafindan geligtirilmistir (Pomerance 2005).

Teorem 4.2.3 (Lucas-Lehmer Asallik Testi(LLT)) Bir (vj) dizisini £ = 0, 1,
2,...i¢in vg = 4 ve vgy1 = v — 2 olacak sekilde tanimlansim. p asal ve tek say1 olsun.

Bu durumda M, = 27 — 1 sayisin asal olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Up—2 = 0 (mod M)

olmasidir (Pomerance ve Crandall 2005).

Ispat 4.2.1 (:<=) Once v, » = 0 (mod M,) oldugunu kabul edip M, degerinin
asal oldugu gosterilecektir. Bunun igin Teorem 4.2.2’ye uygun f(z) ve F' degerleri
belirlenmesi gerekmektedir. f(z) = x? — 4x + 1 olsun bu durumda A = 12 olur.

Simdi (MAP) degeri hesaplanacaktir. p tek say1 oldugundan
M,=2"-1=(-1)-1=(-1)—1=1 (mod 3)

olur. Yani M, ve 3 aralarinda asaldir, kuadratik resiprosity kural geregi (Jvi[p) =-1

() - (i)

oldugundan bu deger ya 0 ya da 1 dir. Ancak M, = 3 (mod 4) olup M, = 4k + 3

elde edilir. Ayrica

olacak gekilde bir & tamsayisi vardir. Bu nedenle M, ve 4 sayilarinin ortak boleni
yoktur yani sonu¢ 0 ¢ikamaz ve (Mip) = 1 elde edilir. Bdoylece (MAP) = (Mip) (Mip) =
(—=1) -1 = —1 bulunur. Eger F = 2~' = (M, + 1)/2 segilirse F’nin asal béleni
yalnizca 2 oldugu igin (4.3) sartlar1 Vo2 = 0 (mod M,,) seklinde tek sarta doniigiir.
Burada f(z) = 2> — 4z + 1 ve V, = 2% + (a — 2)* (mod f(z)) oldugunu hatirlarsak

Vi =a=4 =y olur. Ayrica z(4 — z) =1 (mod f(x)) oldugundan,

Vo =22 4+ (4 —2)* = (2™ + (4 — 2)™)? — 22" (4 — )™ = V2 — 2 (mod f(z))
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elde edilir. Boylece

Vop = Vo1 = Vs =2 = (Viy —2)* =2

= (Vi —2)* = 2)*--+)* = 2(mod f(x))
elde edilir. V; = vy oldugundan V,r = o7 dir. Boylece saglanmasi gereken (4.3) sarti,
Vop—2 = vp_9 = 0 (mod M,)

seklinde elde edilir. Ayrica p > 3 oldugundan F —1 =2P"1 —1 > /20 > /2P — 1
oldugu elde edilir yani ' > /M, + 1 dir. Sonug olarak F > /n + 1 saglanmig
olur. Bdylece kabuller Teorem 4.2.2 deki tiim sartlar: sagladi bu nedenle Teorem

4.2.2 geregi M, sayis1 asal oldu.

(:=) Simdi M = M, sayis1 asal olsun. Ispatin ilk kisminda gdsterilmisti ki (%) =—1
dir. Bu durumda A degeri (mod M) de tamkare degildir (Pomerance ve Crandall
2005). Yani f(z) = 2? — 4z + 1 polinomunun Z,; halkasinda sifir1 yoktur dolayisiyla
bu halkada indirgenemezdir. Bu yiizden f(x) polinomunun sifirlarim Z,,; halkasia

katarak
Zlx)/(f(x), M) :={i+jw|i,j€Z,0<4,j<M~—1}

seklinde tanmimlanan boliim halkasi elde edilebilir. Bu halkanin elemanlari, kat-
sayllar1 Zy, halkasindan olan polinomlarin f(z) polinomuna béliimiinden elde edilen
kalan simiflaridir. Bu halkadaki toplama iglemi (mod M) de yapilmakta ve ¢arpma
islemi 22 = 4x — 1 egitligi dikkate alinarak yine (mod M) de yapilmaktadir. Yani,

25221—{—7,2 (mOd M), j3:jl +]2 (mOd M)

is = i1is — jijo (mod M), ja = i1j2 + ioj1 + 4j1j2 (mod M)
olacak gekilde 13,14, j3, j4 degerleri i¢in toplama ve ¢arpma iglemleri;

(i1 + j1z) + (i2 + Jox) = i3 + jax

(i1 + J17)(l2 + jox) = is + a0
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seklinde tanimlanir. Ayrica daha 6nce belirtildigi gibi f(z) indirgenemez oldugu igin
Z|x]/(f(x), M) halkast bir cisimdir ve M? elemanh F ;2 cismine izomorftur. Burada
Zyr alt halkasi da j = 0 olacak sekilde ¢ 4 jx kalan simiflan olarak diigiiniilebilir.

Bu Fj2 cisminde o(v) := v geklinde bir fonksiyon tamimlansm. Bu fonksiyon

agagidaki ozellikleri saglamaktadir (Frobenius otomorfizmasi).

o(v+k)=a(v)+a(k),

o(v) = v olur ancak ve ancak v € Zy,

Hatirlaymiz ki f(z) polinomunun Zj; halkasinda kokii olmadigr i¢in Fj2 halkasini
f(z) polinomuna kok bulmak i¢in olugturulmugtu. Bu halka igindeki hangi kalan
simiflarinin kok olduguna bakilirsa

fA—2)=(4—-2)*—44—-2)+1=2> 42 +1=0 (mod f(z), M) ve

f(z) =2 —42+1=0 (mod f(x), M)
olmaktadir. Yani bu kokler z ve 4 — z olur. Ayrica 22 — 4x + 1 = 0 esitliginin her
iki tarafina o fonksiyonu uygulanirsa,
o(z? — 4z +1) = 0(0)
o(x)? —4o(x) +1=0.

Boylece o fonksiyonunun kokleri birbirine egledigi anlagilir. Yani x bir kok ise o(z)
bagka bir koktiir. Polinomun yalmzca iki kokii oldugundan z™ = 4 — 2 (mod
f(z), M) olur. Burada (z — 1)M*! degeri iki farkli yoldan hesaplanabilir. Once

kullanilacak ozellikler ifade edilecektir. M asal oldugundan 0 < ¢ < M olacak
sekildeki her ¢ degeri icin M|(") dir. Bu yiizden (z — 1)™ = 2™ — 1 (mod M) elde

%

edilir. Bu denklikler kullanilarak
(z—DM'=@-1)@z-D"=@-1DaM -1

=(x—-1)3—x)

= —2 (mod f(z), M) (4.4)



seklinde bulunur. Sonra ikinci hesaplama i¢in kullanilacak ozellikler verilsin. M
degeri asal ve —1 (mod 8) oldugundan (Z) = 1 dir. Euler kriteri geregi 2(¥/~1/2 =
(2) =1 (mod M) olarak bulunur. Ayrca (z—1)% = 2> —2z+1 = (do—1)—2z+1

2z (mod f(z), M) dir. Sonug olarak bu denklikler kullanildiginda,

(aj o 1)M+1 = (23:)(]\/[-{-1)/2 — 2 . 2(M—1)/2x(M+1)/2

= 2:MHD/2 (;mod (f(x), M)) (4.5)
elde edilir. Bulunan (4.4) ve (4.5) birbirine egitlenirse,

2002 = =2 (mod f(x), M) = 22 = —1 (mod f(x), M)

= 2% = -1 (mod f(z), M)

bulunur. Ayrica burada o(z) = 2™ =4 —2 (mod f(z), M) oldugu hatirlanir ve son

bulunan denkligin her iki tarafina o fonksiyonu uygulanirsa,

o(z® ) = o(—1) (mod f(z), M) = ()¥ " =—1 (mod f(z), M)

= (4—2)”" = -1 (mod f(z), M)

bulunur. Yani 2% = (4 —2)¥ ' (mod f(z), M). Bu yiizden,

22— (4= )

Upf -
! r—(4—1x)

=0 (mod f(z), M)

dir. Lucas dizisi i¢in Uyp-1 = Ugp-2Vop-2 sart1 saglanmaktadir (Lehmer 1975) ve
elde edildi ki Uspp-1 = 0 dir. Yani ya Up-2 = 0 (mod f(z), M) ya da Vo2 =
0 (mod f(z), M) olmahdir. Eger Uyp—> = 0 (mod f(z), M) olsa z*~ = (4 —
2)% " (mod f(z), M) olacagindan,

1=z =" U—2)? = (@@ —-2)" " =17 =1 (mod f(z), M)

celigkisi elde edilir. Bu yiizden Vop-2 = 0 (mod f(x), M) dir. Ayrica teoremin ilk
kisminda ispatlanmigti ki Vop—2 = v,_o dir. Yani v,_5 = 0 (mod M) olur. Boylece

ispat tamamlanir. O
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Agagida Lucas Lehmer Asallik Testinin algoritmasi verilmistir.

Algoritma 2 Lucas Lehmer Asallik Testi (LLT)
Bu algoritma p tek asal sayisi i¢in n = 2P — 1 degerinin asal olup olmadigini goster-

mektedir.
1. |Baslangig]
u = 4;
m =1
2. |Lucas-Lehmer Dizisini Hesapla|
(m < p — 2) oldugu siirece
{
u = (u?—2) mod (n)
m=m-+-1
};
3. |Kalan Kontrolii]
Eger (u = 0) ise n asaldir.

n asal degildir;

4.3 n+1 Testi igin Gelistirmeler ve n? — 1 Testi

Bu béliimde, bir énceki béliimde gosterilen n + 1 testindeki F' degerinin daha kiigiik

secilebilmesini saglayan gelistirmelerden bahsedilecektir.

Teorem 4.3.1 Lucas dizilerini belirleyen f, A ve n saywsi icin (n,2b) = 1 olacak

sekilde (£) = —1 olsun. Ayrica F' > n'/? + 1 olacak sekilde n + 1 = FR,
Unt1 =0 (mod n), her ¢|F asali i¢in (Ugy1)/4,n) =1

ve R sayis1 I’ tabaninda 0 < ¢; < F — 1 olacak sekildeki ¢;’ler icin R = ¢ F +

co seklinde yazilsin. Bu durumda n sayisinin asal olmasi icin gerek ve yeter sart
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2 + cor — ¢; ve 22 + (cg — F)x — ¢; — 1 polinomlarinin pozitif tamsay1 koklerinin

olmamasidir (Pomerance ve Crandall 2005).

3/10

Ayrica n + 1 testi eger ' > n secilebilirse daha da geligtirilebilir.

Teorem 4.3.2 n > 214 ve Teorem 4.2.1’in hipotezleri saglansin yalnizca farkh
olarak n'/3 4+ 1> F > n®/n/3 4+ 1 ve n+ I’in F tabanindaki yazimi ¢, = ¢5F + ¢
olacak sekilde c3F'3 + ¢y F'? + ¢, F olsun. Bu durumda n’nin asal olmasi i¢in gerek ve

yeter sart agagidaki ifadelerin saglanmasidir (Pomerance ve Crandall 2005).

(1) =5 < t < 5 olacak sekildeki her ¢ i¢in (¢; + ¢F)? — 4t + 4c, ifadesi tamkare
degildir.

c1)

(2) v < F?/y/n olacak sekildeki en biiyiik v i¢in “’nin siirekli kesir ayrigimi %’e

vakinsasin ve d = |cqv/F +1/2] igin va® — (uF — cyv)x* — (cqv — dF +u)z +d
polinomunun af’ + 1 degeri n’nin asikar olmayan bir boleni olacak gekilde bir
a boleni yoktur ve vz + (uF —cyv)2? — (cuv+dF +u)x +d polinomunun bf — 1

degeri n’nin agikar olmayan bir boleni olacak sekilde bir b béleni yoktur.

Siradaki teorem n? — 1 in bélenlerini kullanarak n’nin asalliginm belirlenmesinin

miimkiin oldugunu géstermektedir.

Teorem 4.3.3 (Billhart, Lehmer ve Selfridge) n porzitif bir tamsay1 olsun ve

agsagidaki sartlar saglansin.

Filn —1ve a™ ' =1 (mod n), q|F; olacak sekildeki her q asali i¢in (a" ' —1,n) = 1,
Fyln+1ve f(x) = 2> — ax + b, A = a® — 4b i¢in U,, Lucas dizisi ifade edilip (%) =1
ve (n,2b) = 1.

Yukarida gecen Fj ve F, degerlerinin en kii¢iik ortak kat1 F' olsun. Bu durumda n

saysinin her asal boleni 1 (mod F') ya da n (mod F') degerlerinden birisine denktir
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(Pomerance ve Crandall 2005). Ozel olarak eger n (mod F) n’nin agikar olmayan

bir boleni degil ve F' > \/n ise n asaldir.

Burada F; ve F icin eger ikisi de cift say1ise F' = %Fl F, diger durumlarda (F}, Fy) =
1 olacagindan F' = F F5 olarak elde edilir.

ispat 4.3.1 p, n’nin bir asal boleni olsun. Bu durumda Teorem 3.2.1 geregi p =
1 (mod F}) dir. Benzer gekilde Teorem 4.2.1 geregi p = (%) (mod F3) dir. Yani
(é) =1 ise,

p

p=1(mod Fi) ve p=1 (mod F,) = p=1 (mod F)

ve (%) = —1 ise

p=1(mod Fy), p=—1(mod F,) ve n =1 (mod Fy),n = —1 (mod F3)

= p=mn (modF)

elde edilir. Yani p|n olacak gekildeki p asal sayist 1 (mod F') ya da n (mod F)’e
denktir. ]
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5. SONLU CISIMLERDE ASALLIK TESTI

Bu béliimde Lenstra tarafindan bulunan ve I pozitif tamsayisi icin n’ — 1’in ¢arpan-
lar1 bilinen bir boleni bulundugunda n’nin asalligini belirleyen bir yontemden bahsedile-

cektir.

5.1 Polinom Halkalari ile Asallik Testi

Teste ge¢cmeden 6nce polinomlar halkas: ve sonlu cisimler ile ilgili baz1 hatirlatmalar
yapilacaktir. Eger n > 1 olacak sekilde bir tamsay1 ise Z,[z] halkasinin elemanlari

agagidaki gibi gosterilmektedir.
Znlw] :={ag + a1z + ax®* + --- | her a; € Z,}

Bu halkada toplama ve ¢carpma iglemleri ( mod n) de yapilmaktadir. Z,[z]’in bogtan

farkl bir I altkiimesi eger

her f,ge Ii¢in f—gel

her f € I, her g € Zx] icin fg,g9f €1

sartlarim saghyorsa I'ya Z,[r] halkasmin bir ideali denmektedir. Ornegin f,g €
Zy|x] ise a € Zy[z] olacak sekildeki tiim af’lerin olugturdugu kiime I = {af | a €
Zy|x]} bir idealdir. Gergekten de her a,b € Z,[z] i¢in a — b € Z,[x] oldugundan
af —bf = (a—0b)f € I dir. Z,[z] carpmaya gore degisme Ozelligini sagladigindan
ve her a,g € Z[z] i¢in ag € Z,[z] oldugundan afg = (ag)f € I olur. Aym
sekilde a,b € Z,[z] i¢in af + bg de bir idealdir. Eger Z,[x] halkasinin bir I ideali
icin I = uZ,[z] = {uf | f € Zy,[x]} olacak gekilde bir u € Z,[z] varsa bu ideale
tek tiretecli ideal denir ve I =< u > ile gosterilir. Ayrica birimli ve degigmeli bir
halkada bir ideal halkanin birimini igeriyorsa bu ideal halkanin kendisidir, boylece
< 1 > ideali yani birimin firettigi ideal halkaya esittir. Ornek olarak verilen af

ve af + bg ideallerinin birincisi tek iiretecli ve f elemani tarafindan tiretilmektedir.
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Ikincisinin ise f ve ¢’nin secimine gore tek iiretecli oldugu ve olmadigi durumlar
vardir. Ornegin n = 15, f(z) = 3z + 1, g(x) = 2® + 4z olsun. Bu durumda
f?=9g = 1 oldugu i¢in a = f(z) ve b = 9 segilirse a f + bg ideali birimi icermektedir.
Béylece bu polinomlar tarafindan iiretilen ideal Z;5|x] halkasina esittir dolayisiyla

tek iireteclidir ve iireteci halkanin birimidir.

Tanim 5.1.1 Eger f,g € Z,[z] ve iirettikleri ideal Z,[z] halkasina esitse bu poli-
nomlara aralarinda asal polinomlar denir. Bir diger deyisle af + bg = 1 olacak

sekilde a, b € Z,[x] vardir (Pomerance ve Crandall 2005).

Agagidaki algoritma Euclid bolme algoritmasinin farkli bir versiyonu olarak diisiiniile-
bilir. Bu algoritma ya n sayisinin agikar olmayan carpanlarini ya da g, f polinomlar:

tarafindan iretilen idealin monik (bagkatsayis1 bir olan) iiretecini bulmaktadur.

Algoritma 3 Idealin Uretecini Bulmak
n>2ve f,g € Zy,[x] ve g monik olsun. Bu algoritma ya n sayisinin ¢arpanlarini ya

da h = (f, g) olacak sekilde monik bir h € Z,[z] bulmaktadir. (f ve g polinomlarinin
tirettigi ideal ayn1 zamanda h’nin iirettigi ideale egittir.) Kabul edilsin ki f = 0 veya
f < deg(g).
1. [Sifir Polinom Kontrolii|
Eger (f = 0) ise return g;
2. |Euclid Adimi]
¢ sayisini f polinomunun bagkatsayisinin degerine egitle;
¢* = ¢! (mod n) olacak sekilde ¢* degerini Euclid algoritmasini kullanarak
bul, eger Euclid algoritmasi n’nin bolenlerini iiretirse sonug olarak onlari ver ve
algoritmadan c¢ik;
f=cf (mod n);
r:=g (mod f)
(f.9) = (r. f);

Sifir Polinom Kontrolii Adimina git;
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Teorem 5.1.1 Kabul edelim ki n, I, F pozitif tamsay, n > 1 ve F|n! — 1 olsun.

Ayrica f, g € Z,[x] i¢in asagidaki sartlar saglansin,

(1) ¢"""'=1=0 (mod f),
(2) ¢|F olacak sekildeki her ¢ asal says: icin (¢ ~D/7 — 1, f) =1,

(3) g,9", g™ -+, g™ "ler ile yazilan her elementer simetrik polinom (mod f) al-

tinda 7Z,,’in bir elemanidir.

Bu durumda n’nin her p asal béleni icin 0 < j < I — 1 olacak sekilde bir j tamsayisi

vardir yle ki p = n/ (mod F)’dir (Pomerance ve Crandall 2005).

Bu teoremin neden bir asallik sart1 olarak diigiiniilebilecegini soyle agiklanabilir.
Eger yukaridaki teoremin gartlari saglanir ve j = 0,1,2,--- , I — 1 igin n/ (mod F)
degerlerinin her biri 1 ya da n ye egitse bu n sayisinin 1 ve kendisinden bagka

boéleninin olmadigl anlamina gelmektedir yani n asaldir.

Ispat 5.1.1 p sayisi, n'nin bir asal béleni olsun. Bu durumda p = nf (mod F)
oldugunun gosterilmesi gerekir. Oncelikle f := f (mod p) polinomunu diisiiniiliirse
bu polinom Z,[z] halkasinin bir elemani olmaktadir. f; polinomu ise f'nin Z,[z]
halkasindaki indirgenemez ¢arpani olsun. Bu yiizden K := Z,[z]/(f1), Z, nin bir
sonlu cisim geniglemesidir. Bu cisim ic¢inde g polinomunun degeri g ile gosterilsin.
Yani g := g (mod fi,p). Bu durumda teoremin (1) ve (2) sartlar1 g icin tekrar ifade

edilirse
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ve

q|F olacak gekildeki her ¢ asali igin (g("l’l)/q —-1,f)=1

= (¢ "D/ _ 1) + fk =1 olacak sekilde h, k € Z,[x] vardir
= (g(”l‘”/q —1)h =1 (mod fi,p) (filf)

= g™/ — 120 (mod fi,p)

= g™/ 21 (mod fi,p)

- nfl/q#l

oldugundan,

(2) ¢|F olacak sekildeki her ¢ asal sayis1 icin g ~9/4 #£ 1

olmaktadir. Bu nedenle g’nin K* (K cisminin ¢arpma iglemi altinda olugturdugu
grup) grubundaki mertebesi F’nin bir pozitif kat1 (¢F,¢ > 0) olmaktadir (Teorem
3.2.1’in ispatina benzer sekilde). Ayrica teoremdeki (3) sart1 g, g", g™, - , ¢ lan
degisken olarak kabul eden I adet elementer simetrik polinomun (mod f) altinda
Zy,’in elemani oldugunu sdylemektedir. Bunun ne anlama geldigi asagida kisaca
aciklanmigtir. Bu degerler icin elementer simetrik polinomlar,

2 nl—1

( )
ei(g,9 ,927--- ") -
( )
( )

g+ +g" -+ g"

2 I 1

'I’L2 7L2 7L3 n n
99" + 99" +- 9" g+ 49" g

> gvgrg”

0<j<k<I<I

2 I 1

I—-1

n TL2 nn2
er(g, 9" 9" - ,9" )=99"g" -9

seklinde elde edilebilir. (3) sarti aslinda bu polinomlarin hepsinin (mod fi,p) al-
tinda Z, nin elemani oldugunu soylemektedir. Yani yukaridaki carpimlar sabitlere
kargilik gelmektedir. Agsagida tanimlanan polinom dikkatle incelenirse,

I

WT)=(T—g) (T —g" ") € K[T]
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katsayilarinin yukarida tanimlanan elementer simetrik polinomlar oldugu goriilebilir.
Yani zetle (3) sartr h(7") polinomunun tiim katsayilarinin Z, 'nin eleman1 oldugunu
ve dolaywsiyla h(T) € Z,[T| oldugunu ifade etmektedir. Z,[T] halkasindaki bir poli-
nom igin eger « kok ise af’de ayni polinomun kékiidiir. Bu yiizden g, h(T') poli-
nomunun kokii oldugu i¢in g” de h(7T") polinomunun kokiidiir. Yani h(gP) = 0 dir.

L el

Ayrica yukarida goriildiigii gibi A(T) polinomunun tiim kokleri g, §*, - -- ,§" ~
emanlaridir. Bu yiizden j € [0,1 — 1] olacak sekilde bir j tamsayisi icin g» = g"
dir. Sonug olarak g elemaninin mertebesi F'nin kat1 oldugu i¢in p = n’ (mod tF)

dolaysiyla p = n/ (mod F) olmaktadir. O

Bu teorem sonucunda ortaya gsu sorular cikmaktadir:
Eger n asalsa teoremi saglayan f, g var midir?
Eger varsa bunlar1 bulmak kolay midir?

Teoremde gecen (1), (2), (3) sartlar hizh sekilde kontrol edilebilir mi?

Tk sorulan soru kolay bir sorudur ciinkii eger n asalsa derecesi I olan her f(x) € Z,[z]
indirgenemez polinomu ve f’nin kat1 olmayan her g(z) € Z,[z] polinomu i¢in (1)
ve (3) sartlan saglanmaktadir. Gercektende eger f indirgenemez ve derecesi I ise
K = Z,[z]/(f) halkast n! mertebeli bir sonlu cisim olmaktadir. Bu durumda (1)
sart1 yalnizca Lagrange teoreminin (grubun elemani grubun mertebesi defa kendisi
ile carpilirsa birim elde edilir.) K* grubu i¢in uygulamasi olmaktadir. (3) sartinin
saglanmasi icin K cismi iizerinde tanimlanan Galois grubu dikkate alinmalidir. Bu
Galois grubu Gal(K/Z,), elemanin n/ kuvvetini alan (frobenius otomorfizmasi)
fonksiyonlar tarafindan iiretilmektedir. Yani Gal(K/Z,) grubu j € [0, — 1] i¢in
o+ K - K, 0j(a) = o” olacak gekildeki I adet fonksiyonun bilegke iglemi ile
olugturdugu bir gruptur. Galois grubundaki fonksiyonlar yalnizca alt cisimdeki el-
emanlar1 kendilerine gétiiriirler (Pomerance ve Crandall 2005). Buradaki I adet o
fonksiyonunun her biri g, g",- - -, g"k1 lerin elementer simetrik polinomlarini kendi-
lerine egitler (Pomerance ve Crandall 2005). Bu nedenle elementer simetrik poli-
nomlar Z, cisminin elemani olmaktadirlar. Teoremin (2) sart1 f’'nin kat1 olmayan

her ¢ icin saglanmamaktadir. Ancak K* grubu devirli oldugundan ve her devirli
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grubun ireteci (2) sartim sagladigindan g'nin ayni zamanda K* grubunun iireteci
olarak segilmesi gerekir. K* grubunun o(n! — 1) tane iireteci bulunmaktadir. Bu
yiizden derecesi I’dan kiiciik olacak gekilde rastgele secilen bir g # 0 polinomunun
iirete¢ olma olasilign o(n! — 1)/(n! — 1) kadardir. Yani (2) sartin1 saglayan ¢’yi
bulmak zor bir iglem degildir. Ayrica derecesi I olan ve Z,[z]'de indirgenemez olan
bir f polinomu bulmakta cok zor degildir. Rastgele secilen bir I dereceli polinomun

indirgenemez olma olasihig yaklagik olarak 1/1 kadardir.

Bu boliimiin sonunda teorem 5.1.1 kullanilarak olugturulan bir asallik algoritmasi
verilmistir. Bu algoritmaya sonlu cisimler asallik testi de denmektedir. Ancak bu
algoritmanin uygulanabilmesi i¢in baginda da belirtildigi gibi uygun F' ve I degerleri
belirlenmeli. Peki bu degerler F|n! — 1, F' > /n olacak sekilde nasil belirlenebilir?
Hatirlaymiz ki F' degerinin tiim carpanlarimin bilinmesi gerekiyordu. Asagida F

degerinin nasil bulunacagini gosteren bir érnek verilmigtir.

Ornek 5.1.1 Eger, k pozitif tamsay1 olmak iizere ¢ = p*, (n,q) = 1 ve p(q)|I
oluyorsa g|n’ — 1 dir. Bu durum Euler teoremi kullanilarak kolaylikla ispatlanabilir.
(n,q) = 1 oldugundan n¥? =1 (mod q) = n¥@ —1 =0 (mod ¢) elde edilir ayrica
©(q)|I oldugu i¢in nf — 1 = 0 (mod ¢) olur. Yani n! — 1 = ¢t olacak sekilde bir ¢
tamsayist vardir. Bu da ¢q|n’ — 1 oldugunu gésterir. Ayrica eger ¢ 2'nin bir kuvveti
ve 4’ten biiyiik ise 1¢(q)|I sart1 yeterlidir. Ornegin I = 12 secersek ¢(g)|/ olan ¢
degerleri ¢, = 23, ¢ = 32, g3 = 5, q4 = 7, g5 = 13 elde edilir. Bu degerlerin her biri
I degerini boldiigiinden garpimlart yani q; - q2 - g3 - g4 - g5 = 65520|nf — 1 dir. Bu
nedenle F' = 65520 olarak elde edilir.

Ancak yukaridaki yontem ile F aramanin gerektirdigi islem sayis1 nasil bir degere
baghdir? Kisaca bu algoritmanim karmagikligi nedir? Bu sorunun cevabi O(logn )<ogtogiogn
(Pomerance ve Crandall 2005). Bu deger incelendiginde n arttik¢a logloglogn degeri
sonsuza gitmektedir. Yani algoritmanin karmagikligi bir polinom olarak ifade edile-

memigtir. Bu nedenle algoritma polinom zamanlh degildir.
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Algoritma 4 Sonlu Cisimlerde Asallik Testi
n, I, F pozitif tamsayilar verilsin, F|n —1, F > \/n sartlan saglansin ve I degerinin

tiim asal carpanlar1 bilinsin. Bu algoritma sonug olarak n’nin asal olup olmadigini

gostermektedir.

1. [/ dereceli indirgenemez polinom]|

Derecesi I olan monik bir f(z) € Z,[x] polinomunu rastgele se¢. Bu polinom
indirgenebilir ise bagka bir polinom se¢. (Burada eger n asalsa indirgenemez bir
f(z) polinomu mutlaka bulunacaktir ya da n’nin bélenlerini bulacaktir.) Rastgele
secgilen polinom indirgenemez olasiya kadar veya n'nin bir carpanini bulasiya kadar
devam et;
2. |Primitif Elemanin Bulunmasi|

Rastgele, deg g < I olan monik bir g(z) € Z,[z] elemani sec;

Eger (12 g™ ' (mod f)) ise n asal degildir;

q|F oldukga {

Algoritma (3) ile (g”(l_l)/q — 1, f) degerini hesapla eger n’nin ¢arpanlari

bulunursa n asal degildir;

Eger ((¢""" """ =1, f) # 1) ise [Primitif Elemanin Bulunmasi| adimma git;

}

3. |Simetrik Polinom Kontrolii|
(T = )T = g") (T = g ") = T+ e T o+ o € Zalw, I (F())
polinomunu olustur;
j € 10,1 —1] oldukga {
eger (c; > 0) ise n asal degildir;

}

4. |B6len Arama)|
j € 0,1 — 1] oldukea {
Eger n/ (mod f) n’nin asikar olmayan bir béleni ise n asaldir;

1

n asal degildir;
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6. AKS ASALLIK TESTI

Bu béliime kadar incelenen her testte bazi zorluklar bulunmaktadir. Ornegin n — 1
testi biiyiik bir bélen bulmayi gerektirmektedir. Ayni gekilde n + 1 testi icin de
yine biiyiik bir bolen bulmak gereklidir. Sonlu cisimlerde asallik testi uygulanirken
de polinomlarin belirlenmesi agamasinda rastgelelik kullanilmaktadir ve bu algo-
ritma polinom zamanh degildir. Teorik olarak incelendiginde bir asallik testi icin iki
durum ¢ok 6nem arzetmektedir. Bunlar deterministiklik ve polinom zamanliliktir.
Bunlardan ilki deterministik olma, yani algoritmanin her agsamasinin ve sonuclarinin
kesinlik icermesi anlamina gelir. Polinom zamanllik ise algoritmanin karmagiklhiginin
girdi olarak verilen degerin bit sayisina bagl bir polinom tarafindan sinirlanmasidir.
Yani tezde daha 6nceki boliimlerde bahsedilen testlerin hepsi, rastgelelik icerdigin-
den veya karmagikliklar: bir polinom tarafindan simirlanamadigindan istenen deter-
ministik ve polinom zamanl olma sartlarini saglamamaktadirlar. Antik Yunan’da
baglayan asallik seriiveni Hindistan’da 3 bilgisayar miihendisi tarafindan sonuca

ulagtirilmigtar.
Manindra Agrawal, Neeraj Kayal ve Nitin Saxena 2004 yilinda hem determinis-

tik hem de polinom zamanl bir asallik algoritmasi bulduklarint duyurmuglardir. Bu

test AKS testi olarak bilinmektedir.

6.1 Birimin Kokleri ile Asallik Testi

Lemma 6.1.1 Eger n asal say1 ise her g(z) € Z[z]| igin,

g(x)" = g(«") (mod n),

denkligi saglanmaktadir (Pomerance 2005).
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Ozel olarak Lemma 6.1.1’de a € Z olacak sekilde g(z) = = + a secilirse,
(x4 a)" = 2" + a (mod n) (6.1)

elde edilir. Eger n > 2 ve (a,n) = 1 olacak gekilde bir a tamsayisi i¢in (6.1) saglanirsa
n asaldir. Yani (6.1) ozelligi asallik icin gerek ve yeter sart olugturmaktadir. An-
cak burada a = 1 oldugu durumda bile (6.1) denkligini kontrol etmek igin hizl bir
yontem bilinmemektedir. Bakilirsa denkligin sol tarafinda oldukga fazla terim bu-
lunmakta ve bu terimlerin her birinin kontrol edilmesi ¢ok igslem gerektirmektedir.

Eger keyfi monik bir f(z) € Z[z] polinomu secilirse (6.1) denkligi,
(x4 a)" = 2" +a (mod f(x),n) (6.2)

oldugunu ifade etmektedir (Pomerance 2005). Bu yiizden eger n asalsa her a tam-
sayist ve monik f(x) € Z[z] i¢in (6.2) denkligi saglanmaktadir. Ayrica polinomun
derecesi ¢ok biiyiik olmadigr siirece (6.2) denkligi (6.1) e gore daha hizhi kontrol

edilebilmektedir. Ornek olarak a = 2 ve f(r) = v — 1 almirsa;
(x+2)"=2"+2 (mod x — 1,n) = 3" = 3 (mod n)

elde edilmektedir. Bu denklik Fermat teoreminin a = 3 secilmis halidir. Bilindigi
{izere bu denkligi saglayan ancak asal olmayan sayilar bulunmaktadir. Ornegin 91° =
I(mod 3) olur ancak 91 = 13 - 7 geklinde garpanlarina ayrilan bir sayidir. Sonug
olarak burada (6.2) denkliginin asallik i¢in gerek ve yeter gart olmadigi goriilmek-
tedir. Yani denklik (mod f(z))’e taginarak hiz kazamldi ama asallik kriteri z — 1
polinomu ile saglanamadi. Ancak (6.2) denkligi ile bir genellestirme saglanmigtir
dolayisiyla farkli polinomlar secilebilir. Ornegin baz kiiciik 7 degerleri icin 2" — 1.
Eger n sayist asal ise (6.2) denkligi saglanmaktadir ancak asal olmayan bazi n deger-
leri i¢in de denkligi saglayan a ve r degerleri bulunabilmektedir (Agrawal vd. 2004).
Agrawal, Kayal ve Saxena 6zel secilmig bir r degeri i¢in belirli sayida a degeri ile
(6.2) denkligi saglanirsa n’nin asal oldugunu gostermiglerdir (Agrawal vd. 2004).
Burada a’larin sayisi ve 6zel r degeri logn cinsinden bir polinom tarafindan sinir-
lanmigtir. Dolayisiyla AKS algoritmast hem deterministik hem de polinom zamanlh

bir algoritmadir. Algoritmaya temel olusturan teorem asagida verilmistir.
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Teorem 6.1.1 (Agrawal,Kayal,Saxena) n > 2, r > 0, (n,r) = 1, n'nin Z}
grubundaki mertebesi lg* n degerinden biiyiik ve 0 < a < \/¢(r)lgn olacak sekilde

her a tamsayisi icin,
(x+a)"=2"+a (mod 2" — 1,n) (6.3)

denkligi saglansin. Eger p > /() lgn ve p|n olacak sekilde bir p asali varsa n = p™
olacak sekilde bir m € Z vardir. Ozel olarak eger n'nin [1,/¢(r)lgn] arahginda

asal boleni yoksa ve n tam kuvvet degilse n asaldir.

Teoremde gecen lgn ifadesi logan olarak tanimlanmigtar.

Ispat 6.1.1 n asal olmasm ve p > V(r)lgn olacak gekilde p asal bolenine sahip

olsun. Gosterilecektir ki bir m pozitif tamsayisi i¢cin n = p™ dir. Bunun i¢in 6ncelikle
G = {g(z) € Z,la] | g(a)" = glx") (mod 2" — 1)}

kiimesi tanimlansin. Kabul geregi 1/¢(r)lgn < p oldugundan her a € [0, v/ (r) 1gn]
icin @ < p dir dolayisiyla her bir  + a polinomu Z,[z|'in elemanidir. Ayrica (6.3)

denkliginden
(x+a)"=2"+a(mod 2" —1,n) = (r+a)" = 2"+ a (mod 2" — 1, p)

elde edilir. Bu nedenle 0 < a < /¢(r)lgn olacak sekildeki her a tamsayisi i¢in x +
a € G dir. G kiimesi ¢arpma iglemine gére kapahdir. Gergekten de her g(z), h(x) €
G i¢in g(x)" = g(2™) (mod =" — 1) ve h(z)" = h(z") (mod z" — 1) oldugundan

(g(@)h(x))" = g(2)"h(x)" = g(z")h(z") (mod z" —1)

olmaktadir. G kiimesi ¢arpma iglemine gore kapali oldugundan ¢,’lar negatif ol-

mayan tamsayilar olmak iizere

H (x4 a)“
0<a<y/p(r)lgn
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carpimindan elde edilen polinomlar da G kiimesinin elemanidir. Ayrica \/W lgn <
p oldugundan bu polinomlar Z,[z]'de ayrik ve sifirdan farkhidirlar. Ciinkii Z, cisim
oldugundan Z,[x] 6klit bolgesi dolayisiyla tek tiirlii carpanlarina ayrilabilir bir bolgedir.
Ozetle G kiimesinin oldukga fazla eleman vardir. Aym zamanda G kiimesi Z,[x]
halkasindaki polinomlarin " — 1’e béliimiinden elde edilen kalan siniflarinin bir bir-
lesimidir. Yani, eger ¢1(z) € G ve g2(x) € Zy[x] igin go(x) = g1(z) (mod 2" — 1) ise

g2(x) € G dir. Bunu gostermek gerekirse
92(z) = g1(z) (mod 2" — 1)
denkliginde = yerine x" yazilarak,
g2(z") = g1(2™) (mod 2™ — 1)

elde edilir. Kolaylikla goriilebilir ki 2" — 1|2™ — 1 dir. Bu nedenle son denklik

(mod z" — 1) i¢in de saglanmig olur. Yani

g2(z™) (mod z" — 1)

Q
[}
—~
S
N~—
I
Nat
=
—~
S
S~—
I
Q
—
—~
S
S
S~—
Il

elde edilip go(x) € G olmug olur. Buraya kadar yapilanlar 6zetlenirse;

e G kiimesi ¢arpma iglemi altinda kapali dolaywsiyla her a € [0, /p(r)lgn| igin
z + a ve carpimlarindan elde edilen polinomlar G'nin eleman: ve G kiimesi Z,[z]
halkasindaki polinomlarin 2" — 1’e boliimiinden elde edilen kalan simiflarinin bir bir-

legimidir.

G kiimesindeki denkligi saglayan degerler bir kiime ile ifade edilirse bu kiime
J:={j €Z"| her g(x) € G i¢in g(x)’ = g(2’) (mod z" — 1)}

olarak bulunur. G kiimesinin tanimindan anlagildig1 {izere n € J ve asgikar olarak
1 € J dir. Ayrica her g(z) € Zy[z] polinomu i¢in g(x)? = g(a?) oldugundan p € J
dir. Gosterilsin ki J ¢arpma iglemi altinda kapahdir. Eger ji,72 € J ve g(z) € G
alimirsa G ¢arpma iglemine gore kapah oldugundan g(x)* € G dir. Ayrnica g(z)* =

g(21) (mod 2"—1) oldugundan bir énceki paragraftan anlagilacag iizere g(27!) € G
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elde edilir. Boylece j5 € J oldugundan,
o)’ = (o) = g((@)") = gla™*) (mod " ~ 1)

elde edilip j1,7o € J dir. Yani J kiimesi carpma iglemi altinda kapahdir. Buraya

kadar yapilanlar 6zetlenirse;
e J kiimesi 1, p ve n sayilarini iceriyor ayrica carpma iglemine gore kapalidir.

K ile 2" — 1 polinomunun tiim koklerini iceren en kiigiik cisim ifade edilsin. Yani
K cismi F, cismi iizerinde 2" — 1 polinomunun pargalanig cismi olsun. Dolayisiyla
karakteristigi p ve birimin 7 derecedem koklerini iceren en kiiciik cisimdir. Ozel
olarak ( € K 1’in r dereceden bir primitif kokii olsun. Ayrica ('y1 kok kabul eden
minimal polinom h(x) € F,[x] polinomu olsun. Bu nedenle h(z), " —1’in indirgene-
mez bir bolenidir. Béylece K = F,[(] = F,[z]/(h(x)) olur. Burada degh = k olarak
kabul edilsin.

o 1 Lylal/(z" — 1) = K =F,(C) £ F,[]/(h(x))
T C

seklinde tanimlanan o bir halka homomorfizmasidir. G kiimesinin bu homomorfizma

altindaki goriintiisii agagidaki kiime ile tanimlansin.

G={yeK|g(x)eGicn g(¢) =}

Eger j € J ve g(z) € G ise a(g(x)) = ¢g(¢) oldugundan;

9(¢) = o(g(x)) =0

(9(x))o(g(x))---o(g(x))
=a(g(
(g(a?
@

)
z)’)
g(x7))

¢’)

Il
Q

=9

elde edilir. (n,r) = 1 oldugundan (p,r) = 1 olmaktadir. Dolayisiyla n ve p tarafin-
dan iiretilen < n,p >= {n%® (mod ) | a,b € Z*} grubu Z* grubunun bir alt

grubudur Bu alt grubun mertebesi d olsun yani (] < n,p > | = d). G kiimesinin
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elemanlarindan derecesi d’den kii¢iik olan polinomlarin kiimesi agagidaki sekilde

gosterilsin.
Gq:={g(x) € G| g(x) =0 veya degg(x) < d}

Z} grubunun mertebesi ¢(r) oldugundan r > @(r) > d dir. Dolayisiyla Gy'nin
elemanlar1 (mod 2" —1)’de farkhdirlar. Simdi tanmimlanan o homomorfizmasinin G
tizerine kisitlandiginda birebir oldugu gosterilecektir. g¢1(x), g2(x) € G4 ve ¢1(¢) =
g2(¢) olsun. Eger a,b > 0 igin j = n%’ ise j € J dir. Ciinkii J ¢arpmaya gore
kapalidir. Bu yiizden;

91(@) = 91(0‘7 = 92(C)j — 92(@)

olur. Burada n,p'nin Z*'da iirettigi grubun mertebesi d oldugu icin d farkli j (mod
r) degeri elde edilir. Dolayisiyla esitlik d farkh j (mod r) degeri icin saglanmak-
tadir. Aym zamanda ¢ 1’in primitif kokii oldugundan farkli j (mod r)ler igin ¢’
farkll sonuglar verecektir. Yani d farkli j degeri i¢in ¢;(¢?) — go(¢?) = 0 dir. Bu
demektir ki g;(z) — ¢g2(x) polinomunun K cismi i¢inde en az d kokii vardir. Ancak
g1(x) — g2(x) polinomu G, kiimesinin elemani oldugu i¢in derecesi d’den kiigiiktiir.
Bu nedenle mecburen g;(z) = go(2) dir. Yani homomorfizma G,’ye kisitlandiginda

birebirdir. Simdiye kadar yapilanlar 6zetlenirse;
e G /nin farkl polinomlar: G'nin farkli elemanlarima karsihk gelmektedir.

Bu durum ¢, € 0,1 olacak sekildeki agagidaki polinomlar i¢in diigiiniildiigiinde,

gz) =0veyag(x)= [] (x+a)
0<a<+Vdlgn

d < ¢(r) oldugu i¢in carpimdan elde edilen her g(z) polinomu, G'nin eleman olur.

Ayrica;

d>lg2n:>\/a>lgn

:>d>\/algn
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elde edilir. Bu nedenle ¢,’larin hepsi birden 1 olmadigi siirece her g(z), G4'nin

eleman1 olmaktadir. Bu sebeple G4 'nin eleman sayisi

1 4 (2Lvdlenl+l _ 1) 5 gvdlen — Vi

olarak bulunur. Sonug olarak,
#G > #Gy>nY?

dir. Daha 6nce belirtildigi gibi K = F,[z]/(h(z)) ve h(z) € F,[z] derecesi k olan
indirgenemez bir polinomdur. Yani K = [, dir. Bu nedenle eger, j,jo pozitif

tamsayilar olmak iizere j = jo (mod p* — 1) ve B € K ise 37 = j3%.
J ={j€Z"|joe Jicin j = jo (mod p* — 1)}
kiimesi olusturulsun. Eger j, € J icin j = jo (mod p* — 1) ve g(x) € G olursa,

9(¢) = g(¢)° = g(¢%) = g(¢)

dir. J carpma islemi altinda kapali oldugundan J'’da 6yledir. Ayrica npF~' =

n/p (mod p¥ — 1) oldugundan n/p € J elde edilir. Buraya kadar yapilanlar

Ozetlenirse

e J' carpma iglemi altmnda kapahdir. 1,n/p ve p sayilar J kiimesinin eleman-

laridir. Ayrica her j € J' ve g(z) € G icin g(¢)’ = ¢(¢7) dir.

a,b € [0, v/d] olacak sekilde p®(n/p)® tamsayilan diigiiniildiigiinde, burada d dgerinden
daha fazla sayida birbirinden farkl (a,b) siral ikilisi vardir. Ancak p ve n/p Z; 'm
d mertebeli alt grubunun (< n,p >) elemanlaridir. Bu yiizden 2 tane birbirinden
farkh (a1, by), (ag,by) sirah ikilileri vardir éyle ki p (n/p)” = p*2(n/p)* (mod r)
dir. Kolaylik olmasi bakimmndan j; := p®(n/p)" ve jo := p®(n/p)®? olarak gos-
terilsin. Bu gdsterim ile j; = j, (mod r) olup ¢* = (72 dir. Ayrica j,j, € J

oldugundan her g(z) € G igin,
g(Q)" = g(¢") = g(¢”) = 9(¢)”
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elde edilir. Dolayisiyla her v € G icin /' = ~72. Daha 6nce gosterilmisti ki G'nin
nV®den daha fazla elemani vardir. Ayrica jp,j, < p¥%(n/p)V¢ < n¥e oldugundan
z — 27 polinomunun derecesi en fazla v/d dir. Sonuc olarak, bu polinomun K
cismi icinde derecesinden fazla kokii bulunmaktadir bu yiizden 27t — 272 = 0 olur.

Bu nedenle j; = j, dir. Yani
pal (n/p>b1 — paz (n/p)bQ = nbl*bQ _ pb1*52+a27a1

elde edilir. (ay,b1), (ag,by) farkl sirali ikililer olduklarindan b; # by dir. Sonug

olarak tamsayilar tek tiirlii carpanlara ayrilabildiginden,

n € ZT olacak sekilde n = p

elde edilir ve ispat tamamlanir. O

Agagida AKS teoreminin asallik testine ¢evrilmis hali algoritma olarak verilmigtir.

Algoritma 5 AKS Asallik Testi
Bu algoritma verilen bir n pozitif tamsayisinin asal olup olmadigini belirlemektedir.

1. [Kuvvet Testi|

Eger a,b € Z* ve b # 1 olacak sekilde n = a® ise n asal degildir;

2. |r Degerinin Belirlenmesi
n sayisinin Z* grubundaki mertebesini lg® n degerinden biiyiik yapan r pozitif
tamsayisini bul;

Eger n'nin [2, \/p(r)lgn| arahginda bir asal boleni varsa n asal degildir;

3. |Kongriians Kontrolii|

a € [0, v/¢(r)lgn] oldukea {

Eger (x 4+ a)" # 2™ + a (mod " — 1,n) ise n asal degildir;

}

n asaldir;
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Algoritma Teorem 6.1.1 geregi deterministiktir. Ayrica asagidaki teorem geregi poli-

nom zamanli olmaktadir.

Teorem 6.1.2 Verilen bir n degerinin asal olup olmadigim belirleyen AKS asallik
algoritmasiin karmagikligi O(log'®/?n) dir (Agrawal vd. 2004). Dolayisiyla algo-

ritma polinom zamanhdir.
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7. TARTISMA VE SONUC

Asallik testleri bir cok gelismeden sonra deterministik ve polinom zamanli olma 6zel-
ligine AKS testi ile ulagmigtir. Fermat teoremi asallik testine ¢evrildiginde determin-
istik degildir. Lucas testi 6zel sayilar i¢in kullanigh ancak karmagikligi polinom za-
manh degildir. Sonlu cisimlerde asallik testi ise yine polinom zamanli bir algoritma
degildir. Tez boyunca incelenen diger algoritmalarda da benzer durumlar vardir.
Son olarak 6. boliimde AKS algoritmasinin bu durumlarin nasil {istesinden geldigi
anlatilmigtir. Teorik olarak AKS algoritmasi uzun yillardir ulagmaya caligilan hedefe
ulagmigtir. Bunun yaninda pratikte kullanilmasi i¢in AKS algoritmasinin karmagik-
higinin digiiriilmesi yoniinde ¢aligmalar yapilmaktadir. AKS algoritmasinin en ¢ok
islem gerektiren adimi 3. adimdir. Bu nedenle r ve a degerlerinin belirlenmesinde
yapilacak geligtirmeler karmagikligin daha kiiciik degerlere indirilmesini saglayacak-

tir. Baz1 orneklerine kaynaklardan ulagilabilir (Pomerance ve Crandall 2005).
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