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Bir n pozitif tamsayısının 1 ve kendisinden başka pozitif böleni yoksa bu sayıya asal 

sayı denir. Asal sayıların sonsuz çoklukta olduğu ve her pozitif tam sayının asal 

sayıların çarpımı şeklinde tek türlü yazıldığı Euclid tarafından ispatlanmıştır. Ayrıca bir 

n pozitif tamsayısının asal olup olmadığını anlamak için çok eski çağlardan bu yana 

birçok yöntem geliştirilmiştir ve bu konu sayılar teorisinin temel problemlerinden 

birisidir. Bu tez altı bölümden oluşmaktadır. Giriş bölümünde Antik Yunan’dan (M.Ö. 

300) Hindistan’a (2004) uzanan süreçte bir sayının asal olup olmadığını anlamak için 

ortaya çıkartılan algoritmalardan bahsedilmiştir ve tezin amacı açıklanmıştır. İkinci 

bölümde tez boyunca kullanılacak temel bilgiler verilmiştir. Tezin üçüncü bölümünde 

Lucas tarafından bulunan n-1 testine yer verilmiş ve Lucas’ın fikri açıklanmıştır 

(Özetle: Öyle büyük bir grup inşa et ki n asal olsun). Dördüncü bölümde ise Lucas 

dizileri yardımıyla elde edilen n+1 testinden bahsedilmiş ve özel olarak sadece 

Mersenne sayılarının asallığını belirleyen Lucas-Lehmer testi anlatılmıştır. Beşinci 

bölümde Lenstra tarafından bulunan sonlu cisimlerde asallık testi verilmiştir. Son 

bölümde ise diğer asallık algoritmalarının arkasındaki fikir geliştirilerek elde edilen, 

Agrawal, Kayal ve Saxena tarafından bulunan deterministik ve polinom zamanlı bir 

algoritma AKS verilmiştir. 
 

Ekim 2018, 47 sayfa 

Anahtar Kelimeler: Asal sayılar, deterministik algoritma, polinom zamanlı algoritma, 

asallık testleri, AKS 
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A Positive integer is called prime if it has no positive factor except 1 and itself. There 

are infinitely many primes and any positive integer can be written uniquely as a product 

of primes. Euclid proved these two theorems. To determine whether n is a prime or a 

composite number many algorithms developed over the years and this subject became 

one of the main problems of the number theory. This thesis consist of six chapters. In 

the first chapter, the aim of the thesis is explained and the introduction mentioned some 

algorithms from Ancient Greek (B. C. 300) to India (2004). In the second chapter some 

basic concepts are given that will be used later. In the third chapter, Lucas's the n-1 test 

explained the idea of Lucas (build up a group so large that n must be prime). In the 

fourth section, there is an algorithm known as n+1 test which includes Lucas sequences 

and is useful for Mersenne numbers. The fifth section is for finite field primality test 

which found by Lenstra. In the last section, showed deterministic and polynomial time 

primality algorithm AKS which is obtained from the idea that behind the other primality 

tests. 
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S�MGELER D�Z�N�

O Algoritman�n en kötü durum karma³�kl�§�
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Z+ Pozitif tamsay�lar kümesi
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U(R) R halkas�n�n tersinir elemanlar�n�n kümesi

Z Tamsay�lar kümesi

Zn mod n ba§�nt�s�na göre denklik s�n��ar�n�n kümesi

Z∗
n U(Zn) kümesinin çarpma i³lemi ile olu³turdu§u grup

k∏
i=0

f(x)i f(x)i polinomlar�n�n çarp�mlar�
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1. G�R��

E§er 1'den büyük bir n tamsay�s�n�n 1 ve n den ba³ka pozitif böleni yoksa n'ye bir

asal say� denir. Asal say�lar, antik Yunan uygarl�klar�ndan günümüze kadar üzerinde

çok fazla ara³t�rma yap�lan bir konu olmu³tur. Euclid M.Ö 300'de sonsuz çoklukta

asal say� oldu§unu ve her pozitif tam say�n�n asal say�lar�n çarp�m� ³eklinde tek

türlü yaz�ld�§�n� göstermi³tir. Bu sebeple pozitif tam say�lar�n özelliklerini anlamak

için asal say�lar�n anla³�lmas� gerekmektedir. Örne§in pozitif bir tamsay�n�n asal

olup olmad�§� sorusu as�rlard�r üzerinde çal�³�lan bir sorudur ve günümüzde say�lar

teorisinin temel problemlerinden birisidir. Tan�mdan yola ç�k�l�rsa bir n pozitif tam-

say�s�n�n asal olup olmad�§�n� anlamak için 1 ile n aras�ndaki say�lara bölünüp bölün-

medi§ine bak�lmas� gerekir. Asl�nda asal olmayan bir say�n�n karekökünden küçük

veya e³it bir asal böleni vard�r. Çünkü; e§er asal olmayan bir n say�s�n�n tüm

p1, p2, ..., pk asal bölenleri
√
n de§erinden büyük olsayd� p1p2...pk >

√
n
√
n...
√
n > n

olurdu. Yani asal olmayan bir say�n�n tüm asal bölenleri
√
n de§erinden büyük

olamaz. Dolay�s�yla bir say�n�n asal olup olmad�§�n� belirlemek için b
√
nc de§erine

kadar bir böleninin olup olmad�§�na bakmak gerekir. (Pomerance ve Crandall 2005).

Örne§in 2127 − 1 say�s�n�n asall�§�n� anlamak için yakla³�k olarak 1019 bölme i³lemi

yap�lmas� gerekir. Saniyede 1010 i³lem yapabilen bir bilgisayarla dahi bu say�n�n asal

oldu§unun anla³�lmas� kabaca 30 y�l sürmektedir.

Asal say�lar günümüzde kriptogra� alan�nda da çokça kullan�lmaktad�r. Örne§in

RSA ³ifreleme algoritmas� çok büyük iki asal say�ya ihtiyaç duymaktad�r. Dolay�s�yla

bir say�n�n asall�§�n�n belirlenmesi için h�zl� testler bulmak kriptogra� için de büyük

önem arzetmektedir.

Fermat taraf�ndan 1640 y�l�nda asall�k testlerinin temelini olu³turacak bir teorem

bulunmu³tur.

(Fermat) E§er n asal ve (a, n) = 1 olacak ³ekilde a ∈ Z+ ise

an−1 ≡ 1 (mod n).
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Ancak Fermat teoreminin tersi do§ru de§ildir. Çünkü n = 561 ve a = 2 seçilirse

2560 ≡ 1 (mod 561) olmaktad�r fakat 561 = 3 · 11 · 17 oldu§undan 561 asal de§ildir.

Dolay�s�yla Fermat teoreminin tersi bir asall�k testi olarak kullan�ld�§�nda determin-

istik olmamaktad�r. Lucas 1876'da Fermat teoremine baz� ³artlar getirerek determin-

istik fakat polinom zamanl� olmayan bir asall�k algoritmas� olu³turmu³tur. Örne§in

22k + 1 formundaki özel say�lar için Lucas testi etkili bir asall�k testidir. Sonras�nda

Miller ve Rabin taraf�ndan Lucas'�n teoremi geli³tirilmi³ ve Genelle³tirilmi³ Riemann

Hipotezi (GRH) do§ru kabul edilerek deterministik ve polinom zamanl� bir asall�k

algoritmas� bulunmu³tur (Pomerance 2010).

Daha sonra Lucas ve Lehmer taraf�ndan yaln�zca Mersenne say�lar� olarak bilinen

Mk = 2k−1 formundaki özel say�lar için kullan�labilen bir asall�k testi bulunmu³tur.

�u ana dek bilinen en büyük asal say� bir Mersenne asal�d�r ve 277,232,917−1 ³eklinde

yaz�l�r. 23 milyon basama§� bulunan bu say�n�n asall�§�n� anlamak Lucas-Lehmer

asall�k testi kullan�larak yaln�zca 6 gün sürmü³tür (www.mersenne.org, 2018).

Lenstra, Adleman vd. taraf�ndan 1984 y�l�nda sonlu cisimler kullan�larak deter-

ministik fakat polinom zamanl� olmayan bir asall�k algoritmas� geli³tirilmi³tir. Bu

algoritman�n karma³�kl�§� O((logn)clogloglogn) dir (Pomerance 2010).

Y�llar süren ara³t�rmalardaki hedef genel say�lar için kullan�labilen, her hangi bir

ko³ula (hipoteze) ba§l� olmayan, deterministik ve polinom zamanl� bir asall�k algo-

ritmas�n�n bulunmas�d�r. Euclid'ten bu yana süren çal�³malar amac�na Hindistan'da

ula³m�³t�r. �lk olarak 2004 y�l�nda Agrawal, Kayal ve Saxena taraf�ndan geli³tirilen

bu algoritma AKS asall�k algoritmas� olarak bilinmektedir. Deterministiktir ve kar-

ma³�kl�§� O(log7,5n).

Bu tezin 2. bölümünde tez boyunca kullan�lacak baz� tan�mlardan bahsedilecektir.

Sonras�nda Lucas asall�k algoritmas� 3. bölümde, Lucas Lehmer asall�k algoritmas�

4. bölümde, sonlu cisimlerde asall�k algoritmas� 5. bölümde ve son olarak AKS

asall�k algoritmas� 6. bölümde incelenmi³tir.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bölümde tez boyunca kullan�lacak olan temel tan�mlar ve teoremler verilmekte-

dir.

2.1 Temel Tan�mlar

Tan�m 2.1.1 (Grup) G bo³tan farkl� bir küme olsun. G kümesi üzerinde tan�m-

lanan bir ∗ i³lemi e§er

(1) Her a, b, c ∈ G için a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c ,

(2) her a ∈ G için a ∗ e = e ∗ a olacak ³ekilde e ∈ G vard�r,

(3) her a ∈ G için a ∗ b = b ∗ a = e olacak ³ekilde b ∈ G vard�r,

³artlar�n� sa§l�yorsa (G, ∗) ikilisine bir grup denir. K�saca G olarak gösterilebilir

(Roman 2006).

Tan�m 2.1.2 (G, ∗) bir grup olsun. E§er her a, b ∈ G için a ∗ b = b ∗ a oluyorsa G

ye de§i³meli (abelyen) grup denir (Roman 2006).

Tan�m 2.1.3 (Grubun Mertebesi) Bir G grubu sonlu say�da elemana sahipse

(kardinalitesi sonlu) o zaman G'ye sonlu grup, aksi halde sonsuz grup ad� verilir.

Grubun kardinalitesine grubun mertebesi denir ve |G| ile gösterilir (Roman 2006).

Tan�m 2.1.4 (G, ∗) bir grup olsun. E§erG kümesinin bo³tan farkl� bir A alt kümesi

∗ i³lemine göre bir grup olu³turuyorsa (A, ∗) grubuna (G, ∗) grubunun bir altgrubu

denir ve A ≤ G ile gösterilir (Roman 2006).
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Teorem 2.1.1 G de§i³meli bir grup ve ∅ 6= A ⊆ G olsun. Bu durumda,

〈A〉 = {ar11 a
r2
2 . . . arnn | her 1 ≤ i ≤ n için ri ∈ Z}

kümesi G grubunun i³lemine göre bir gruptur ve bu gruba G'nin A taraf�ndan

üretilen altgrubu denir (Roman 2006).

Ayr�ca A = {a1, a2, . . . , an} olmak üzere G = 〈A〉 ise G = 〈a1, a2, . . . , an〉 ³eklinde

gösterilir ve a1, a2, . . . , an elemanlar�na G nin üreteçleri denir.

Tan�m 2.1.5 (Devirli Grup) G bir grup ve a ∈ G olsun. H := {an | n ∈ Z}

altgrubuna G'nin a taraf�ndan üretilen devirli altgrubu denir ve 〈a〉 ile gösterilir.

Özel olarak G = 〈a〉 olacak ³ekilde a ∈ G varsa G'ye a taraf�ndan üretilen devirli

grup ve a'ya da G grubunun bir üreteci denir (Roman 2006).

Örnek 2.1.1 Z∗5 = {1, 2, 3, 4} kümesi bilinen çarpma i³lemi ile bir gruptur. 2 ∈ Z∗5
için 〈2〉 = Z∗5 oldu§undan 2 bu grubun üretecidir ve |2| = 4 olur.

Tan�m 2.1.6 (Grupta bir eleman�n mertebesi) G bir grup ve a ∈ G olsun.

E§er 〈a〉 sonlu bir grup ise < a > grubunun eleman say�s�na a n�n mertebesi denir

|a| veya o(a) ile gösterilir. E§er 〈a〉 sonsuz bir grup ise a n�n mertebesi sonsuzdur

denir (Roman 2006).

Teorem 2.1.2 (Lagrange Teoremi) G sonlu bir grup ve H ≤ G olsun. Bu du-

rumda H grubunun mertebesi G grubunun mertebesini böler. Özel olarak a ∈ G ise

a eleman�n�n mertebesi G grubunun mertebesini böler (Roman 2006).

Teorem 2.1.3 Mertebesi asal olan her grup devirlidir (Roman 2006).
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Tan�m 2.1.7 (Halka) (R,+) de§i³meli bir grup ve R üzerinde '·' (çarpma) i³lemi

tan�ml� ve e§er

(1) Her a, b, c ∈ R için a · (b · c) = (a · b) · c ,

(2) her a, b, c ∈ R için a · (b+ c) = (a · b) + (a · c) ,

³artlar�n� sa§l�yorsa (R,+, · ) üçlüsüne bir halka denir (Roman 2006).

Bu tezde (R,+, · ) yerine k�saca "R halkas�" ifadesi kullan�lacakt�r.

Tan�m 2.1.8 R bir halka olsun. Her x ∈ R için x · e = e ·x = x olacak ³ekilde bir

e ∈ R varsa e ye R halkas�n�n birimi denir ve R ye birimli halka ad� verilir (Roman

2006).

(R,+, · ) halkas�n�n + i³lemine göre birim eleman� 0R ve · i³lemine göre birim

eleman� 1R ile gösterilir.

Tan�m 2.1.9 R bir halka olsun. Her x, y ∈ R için x · y = y ·x ise R ye de§i³meli

halka ad� verilir (Roman 2006).

Tan�m 2.1.10 R bir halka ve R nin bo³tan farkl� bir H alt kümesi R'nin i³lemlerine

göre halka oluyorsa H'ye R'nin althalkas� denir (Roman 2006).

Tan�m 2.1.11 R bir halka ve R nin bo³tan farkl� bir alt kümesi I olsun. E§er

(1) her a, b ∈ I için a− b ∈ I,

(2) a ∈ R ve b ∈ I için ab, ba ∈ I

oluyorsa I'ya R'nin bir ideali denir (Roman 2006).
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Tan�m 2.1.12 R birimli, de§i³meli bir halka ve 1R 6= 0R olsun. E§er

x · y = 0R ³art�n� sa§layan her x, y ∈ R için x = 0R veya y = 0R

oluyorsa R'ye bir taml�k bölgesi denir (Roman 2006).

Tan�m 2.1.13 (Cisim) R bir taml�k bölgesi olsun. E§er a 6= 0R olan her a ∈ R

için a · b = b · a = 1R olacak ³ekilde b ∈ R varsa R'ye bir cisim denir (Roman 2006).

Örnek 2.1.2 n pozitif bir tamsay� olsun. Z üzerinde

a ≡ b (mod n) gerek ve yeter ³art n|a− b

³eklinde tan�mlanan ba§�nt� bir denklik ba§�nt�s�d�r ve bu denklik ba§�nt�s�na göre

bir a ∈ Z'nin denklik s�n�f�

ā = {b ∈ Z | b ≡ a (mod n)}

³eklinde tan�mlan�r. Bu denklik s�n��ar�n�n olu³turdu§u küme Zn = {0̄, 1̄, · · · , n− 1}

ile ifade edilir. Bu küme üzerinde ā + b̄ = a+ b ve ā· b̄ = a· b ³eklinde tan�mlanan

+,· i³lemlerine göre

(Zn,+) bir grup ve (Zn,+, · ) bir halkad�r.

E§er n asal say� ise (Zn,+, · ) bir cisimdir.

Teorem 2.1.4 Zn kümesi üzerinde tan�mlanan '·' (çarpma) i³lemine göre tersi olan

elemanlar�ndan olu³an küme U(Zn) = {a ∈ Zn | (a, n) = 1 } dir. Bu küme çarpma

i³lemi ile bir gruptur (Roman 2006).

Teorem 2.1.4'te bahsedilen U(Zn) kümesinin '·' i³lemi ile olu³turdu§u grup tez

boyunca k�saca Z∗n olarak ifade edilecektir.
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Tan�m 2.1.14 (Euler ϕ Fonksiyonu) n bir tamsay� olmak üzere ϕ fonksiyonu

ϕ(n) := |{a ∈ Z+ | a < n, (a, n) = 1}|

³eklinde tan�mlan�r (Roman 2006).

Bu tan�mla ϕ(n) ≤ n−1 oldu§u kolayl�kla görülebilir. Ayr�ca Z∗n grubunun mertebesi

Euler ϕ fonksiyonunun tan�m�ndan anla³�laca§� üzere ϕ(n) dir.

Teorem 2.1.5 (Euler) E§er a, n ∈ Z ve (a, n) = 1 ise

aϕ(n) ≡ 1 (mod n)

dir (Roman 2006).

Tan�m 2.1.15 (Algoritma) Bir tak�m verilerle yola ç�karak ve sonlu say�da a³a-

madan geçerek belli bir problemi çözme imkan� veren çok kesin komutlar toplulu§una

algoritma denir (Nabiyev 2016).

Tan�m 2.1.16 Algoritmik karma³�kl�k bir problemi çözmek için olu³turulan algo-

ritman�n ihtiyaç duydu§u kaynak ve süre miktar�d�r. Karma³�kl�k algoritman�n

yürütülece§i sistem veya makinadan ba§�ms�z ³ekilde de elde edilebilir dolay�s�yla

algoritma karma³�kl�§� sistemden ba§�ms�z dü³ünüldü§ünde algoritman�n yürütece§i

i³lem say�s� olarak ifade edilir (Nabiyev 2016).

Bir problemin karma³�kl�§� o problemi çözmek için uygulanabilecek olan tüm algo-

ritmalar�n (henüz bilinmeyenler dahil) karma³�kl�klar�n�n en küçü§üdür.

Tan�m 2.1.17 (O Notasyonu) E§er n ≥ n0 olacak ³ekildeki her n sabiti için

f(n) ≤ cg(n) olacak ³ekilde c ve n0 sabitleri bulunabiliyorsa f(n) = O(g(n)) olarak

gösterilir (Nabiyev 2016).
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Algoritman�n çal�³ma zaman�n�n üst s�n�r� olan, en kötü durumdaki zaman�n be-

lirlenmesinde büyük O notasyonu kullan�l�r. Bu notasyon ilk defa 1984 y�l�nda P.

Bachmann taraf�ndan kullan�lm�³t�r (Nabiyev 2016). Ayr�ca algoritmik karma³�k-

l�§� belirlemek için θ notasyonu ortalama çal�³ma zaman�n� ifade etmek için ve Ω

notasyonu ise en iyi çal�³ma zaman�n� ifade etmek için kullan�l�r.

Örnek 2.1.3 Bir algoritman�n sonuçlanmas� için yap�lmas� gereken i³lem say�s� en

çok f(n) = 3n2 + 8n + 9 olarak hesaplanm�³ olsun. Bu durumda n0 = 9 ve c = 4

seçilirse her n ≥ 9 için 3n2 + 8n+ 9 ≤ 4n2 olmaktad�r. Dolay�s�yla bu algoritman�n

karma³�kl�§� O(n2) olarak ifade edilir. Örne§in bir n say�s�n�n asal olup olmad�§�n� 1

ile b
√
nc aras�ndaki tamsay�lara bölerek bulmaya çal�³an algoritman�n karma³�kl�§�

O(
√
n) dir.
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3. n-1 TEST�

Fermat teoremi bir asall�k testi olarak kullan�lmaya çal�³�ld�§�nda baz� say�lar�n testi

geçti§i ancak asal olmad�§� bilinmektedir. Peki Fermat teoremini tersine çevirmenin

ve bir asall�k testi elde etmenin bir yolu var m�d�r? Bunu mümkün k�lan bir yol

Lucas taraf�ndan 1876 y�l�nda verilmi³tir.

3.1 Lucas Teoremi ve Pepin Testi

Lemma 3.1.1 a ∈ Z∗n için o(a) = r olsun. E§er ak ≡ 1 (mod n) ise r|k d�r.

Teorem 3.1.1 (Lucas) a, n ∈ Z birer tamsay� ve n > 1 olacak ³ekilde

(i) an−1 ≡ 1 (mod n),

(ii) q|n− 1 olacak ³ekildeki her q asal� için a(n−1)/q 6≡ 1 (mod n)
(3.1)

³artlar� sa§lans�n. Bu durumda n asald�r (Pomerance ve Crandall 2005).

�spat 3.1.1 a'n�n Z∗n grubundaki mertebesi r olsun. r = 1 olsa a ≡ 1 ( mod n) olur

ancak bu durumda teoremin (ii) hipotezi sa§lanmayaca§�ndan r 6= 1 dir. Lemma

3.1.1 ve (i) denkli§inden anla³�laca§� üzere r|n−1 dir. Bu r'nin asl�nda n−1 oldu§u

gösterilecektir.

n− 1 = qb11 q
b2
2 · · · qbtt her bi ∈ Z+

³eklinde çarpanlar�na ayr�ls�n ve kabul edilsin ki r 6= n − 1. Bu durumda n − 1'i

bölen ancak r'yi bölmeyen en az bir qbii say�s� vard�r dolay�s�yla bir m tamsay�s� için

n − 1/qi = rm dir. Bu durumda a(n−1)/qi = arm = (ar)m ≡ 1 (mod n) elde edilir.

Ancak bu durum teoremin (ii) ³art� ile çeli³ir. Yani r = n − 1 dir. Dolay�s�yla a

eleman�n�n mertebesi n− 1 olmaktad�r. Bu durumda Euler teoremi ve Lemma 3.1.1
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gere§i r = n− 1|ϕ(n) dir. Yani n− 1 ≤ ϕ(n) elde edilir. Euler ϕ fonksiyonu hat�r-

land�§�nda bu ifadeden n ile aras�nda asal say�lar�n say�s�n�n n− 1 oldu§u anla³�l�r.

Bu n'nin asal olmas� anlam�na gelmektedir. �

Lucas'�n bu teoremi bir çok asall�k testine temel olu³turan bir teoremdir. Asl�nda

burada (a, n) = 1 olacak ³ekilde bir a say�s�n�n Z∗n grubunun bir alt grubunu üretti§i

dü³ünülmektedir ve bu grubun mertebesi n'nin asall�§�n� belirlemekte büyük öneme

sahiptir. Yani (a, n) = 1 olacak ³ekilde bir a say�s�n�n Z∗n'da üretti§i alt grubun

mertebesi n − 1 olursa n asal olmak zorunda kalmaktad�r. Teoremin alt�nda yatan

�kir, "Öyle büyük bir grup in³a et ki n asal olmak zorunda kals�n", ³eklinde ifade

edilebilir (Pomerance 2010).

Bu teorem anla³�lmas� kolay bir asall�k testidir. Ancak yukar�da ifade edilenler

Fermat teoreminin tersi gibi dü³ünülse de cevaplanmas� gereken baz� sorular vard�r.

(1) E§er n asal ise ³artlar� sa§layan bir a say�s� var m�d�r?

(2) E§er ³artlar� sa§layan bir a varsa bulman�n bir yolu var m�d�r?

(3) Teoremin (ii) ³art�ndaki (n− 1)'in q asal bölenleri nas�l bulunabilir?

1. soruda n asal say� ise Z∗n grubunun devirli grup olup olmad�§� sorulmaktad�r.

Çünkü böyle bir a'n�n varl�§�, mertebesi grubun mertebesine e³it olan bir eleman�n

varl�§� anlam�na gelmektedir. Yani bu a eleman� Z∗n grubunun üretecidir ayn� za-

manda a'ya (mod n) için primitif kök denmektedir. Gauss primitif kök teoremi

gere§ince n asal olursa Z∗n devirli bir gruptur dolay�s�yla ³artlar� sa§layan a say�s�

vard�r (Shanks 1993).

2. soruda primitif kökün nas�l bulunaca§� ve bunun için elveri³li bir algoritman�n

olup olmad�§� sorulmaktad�r. a = 2 ile ba³layarak ve Genelle³tirilmi³ Riemann

Hipotezi (GRH) do§ru kabul edilirse h�zl� bir algoritma (polinom zamanl�) ile prim-

itif kök bulunabildi§i ispatlanm�³t�r (Shoup 1992).

3. soruda ise e§er bir a varsa Lucas hipotezlerinden (ii)'nin sa§lanmas� için n− 1'in
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çarpanlar�na ayr�lmas� gerekmektedir. �³te bu soru her say� için cevaplamas� zor bir

sorudur ancak baz� özel de§erler için kolay olabilmektedir. Örne§in Fermat say�lar�

olarak bilinen n = 22k +1 formundaki say�lar için n−1 = 22k ³eklinde yaz�labildi§in-

den kolayca çarpanlar�na ayr�labilmektedir bu yüzden bu özel say�lar için Lucas testi

kullan�labilir A³a§�daki örnek Pepin taraf�ndan bulunmu³tur ve Fermat say�lar�n�n

asall�§�n� test etmektedir.

Örnek 3.1.1 E§er k ≥ 0 ise bu durumda n = 22k + 1 say�s� asald�r ancak ve ancak

3(n−1)/2 ≡ −1 (mod n) (Pomerance 2010). A³a§�da bu örnek Legendre Sembolü ve

Euler kriteri yard�m�yla ispatlanm�³t�r.

Öncelikle 3(n−1)/2 ≡ −1 (mod n) olarak kabul edilsin. Bu durumda n say�s�n�n

asal oldu§unun gösterilmesi gerekir. Bunun için Lucas teoreminden yararlan�labilir.

n− 1 = 22k oldu§undan bu say�n�n bir tane asal böleni vard�r ve o da 2'dir. Lucas

teoremindeki a de§eri 3 seçilirse kabulümüz gere§i 3(n−1)/2 ≡ −1 (mod n) oldu§un-

dan q|n − 1 olacak ³ekildeki her q asal� için a(n−1)/q 6≡ 1 (mod n) ³art� sa§lanm�³

olur. Ayr�ca yine kabulden 3n−1 ≡ 1 (mod n) elde edilir, böylece Lucas teoreminin

³artlar� gere§i n asald�r.

Kar³�t olarak n asal olsun. Bu durumda da 3(n−1)/2 ≡ −1 (mod n) oldu§u göster-

ilmelidir. �spat�n bu bölümü için Legendre sembolü ve Euler kriteri kullan�lacakt�r

ve hat�rlatma olmas� için a³a§�da verilmi³tir.

Tan�m 3.1.1 (Legendre Sembolü) n tek asal say� ve a bir tamsay� olmak üzere

Legendre sembolü a³a§�daki ³ekilde tan�mlan�r (Pomerance ve Crandall 2005).

(
a

n

)
:=


1 , a 6≡ 0 (mod n) ve a (mod n)'de bir tam kare

−1 , a (mod n)'de bir tam kare de§il

0 , a ≡ 0 (mod n)

Lemma 3.1.2 (Euler Kriteri) n asal ve (a, n) = 1 ise
(
a
n

)
= a(n−1)/2 (mod n) dir
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(Pomerance ve Crandall 2005).

Ayr�ca Legendre sembolünün kullan�lacak özellikleri a³a§�da verilmi³tir,

(
−1

n

)
=

 1 , n ≡ 1 (mod 4)

−1 , n ≡ −1 (mod 4)

(3.2)

(
−3

n

)
=

 1 n ≡ 1 (mod 3)

−1 n ≡ 2 (mod 3)

(3.3)

Hat�rlatmalardan sonra ispat a³a§�daki ³ekilde yap�lmaktad�r.

Öncelikle dikkat edilirse n − 1 = 2k çift oldu§undan 22k ≡ 1 (mod 3). Burada

denkli§in her iki taraf�na 1 eklenirse,

n = 22k + 1 ≡ 2 (mod 3)

elde edilir. Ayr�ca

n = 22k + 1 ≡ 1 (mod 4)

elde edilir. Burada (3.2) ve (3.3) özellikleri kullan�l�rsa(
3

n

)
=

(
−1

n

)(
−3

n

)
= 1 · (−1) = −1

bulunur. n asal oldu§undan Euler kriteri gere§i
(

3
n

)
= 3(n−1)/2 (mod n) = −1 (mod

n) oldu§u görülür. Böylece n asal ise 3(n−1)/2 ≡ −1 (mod n) elde edilmi³ olur. �

Lucas teoremi asall�k testi olarak kullan�ld�§�nda en zor ad�m çok büyük n say�lar�

için n−1'in tüm asal çarpanlar�n�n bulunmas�d�r. Peki burada tüm çarpanlar�n de§il

de, çarpanlardan bir bölümünün bilinmesi kullan�labilir mi? Bir sonraki bölümde

bu soru incelenecektir.
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3.2 Parçal� Çarpanlara Ay�rma

Özel olarak F pozitif tamsay�s�n�n tüm asal çarpanlar� bilinsin ve

n− 1 = FR olacak ³ekilde bir R ∈ Z+ vard�r (3.4)

³art� sa§lans�n. E§er F , n'e ba§l� olarak yeterince büyükse bu durum Lucas teore-

minden daha genel bir asall�k kriteri olarak kullan�labilir (Pomerance ve Crandall

2005). F 'nin yeterince büyük olmas�n�n ne anlama geldi§i gösterilmeden önce F ile

n'nin asal çarpanlar� aras�ndaki ili³kiyi aç�klayan teorem a³a§�da verilmi³tir.

Teorem 3.2.1 n say�s� için (3.4) sa§lans�n ve a için,

an−1 ≡ 1 (mod n) ve

q|F olacak ³ekildeki her q asal� için (a(n−1)/q − 1, n) = 1
(3.5)

olsun. Bu durumda n'nin her asal böleni 1 ( mod F )'e denktir (Pomerance ve Cran-

dall 2005).

�spat 3.2.1 n−1 = FR ve a tamsay�s� için (3.5) sa§lans�n. Ayr�ca p n'nin herhangi

bir asal böleni olsun. Bu durumda,

an−1 ≡ 1 (mod n) ⇒ an−1 ≡ 1 (mod p)

⇒ (aR)(n−1)/R ≡ 1 (mod p)

elde edilir. Bu demektir ki aR'nin Z∗p grubundaki mertebesi (n− 1)/R = F 'nin bir

bölenidir. �imdi asl�nda bu mertebenin F oldu§unu gösterilecektir. Her q|F asal�

için (a(n−1)/q − 1, n) = 1 oldu§undan (a(n−1)/q − 1, p) = 1 elde edilir. Öyleyse yine

her q|F için,

a(n−1)/q − 1 6≡ 0 (mod p) ⇒ a(n−1)/q 6≡ 1 (mod p)

⇒ (aR)(n−1)/Rq 6≡ 1 (mod p)

⇒ (aR)F/q 6≡ 1 (mod p)
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elde edilir. Bu yüzden aR'nin mertebesi F 'nin a³ikar olmayan bir böleni de§ildir.

Yani bu mertebe F olur. Sonuç olarak Lagrange teoremi gere§i aR'nin Z∗p grubundaki

mertebesi yani F say�s� Z∗p grubunun mertebesini böler. Dolay�s�yla

F |p− 1 ⇒ Fy = p− 1 olacak ³ekilde y tamsay�s� vard�r.

⇒ p = Fy + 1.

⇒ p ≡ 1 (mod F )

elde edilir ve ispat biter. �

Hat�rlay�n�z ki F e§er yeterince büyük seçilirse n'nin asall�§� için bir kriter bulu-

nabilece§i söylenmi³ti. A³a§�daki teorem ile F de§erinin yeterince büyük olmas�n�n

ne anlama geldi§i gösterilmi³tir.

Teorem 3.2.2 Kabul edelim ki F 'nin tüm asal çarpanlar� bilinsin ve n − 1 = FR

olarak yaz�ls�n e§er bir a için,

(i) an−1 ≡ 1 (mod n),

(ii) q|F olacak ³ekildeki her q asal� için (a(n−1)/q − 1, n) = 1

³artlar� sa§lan�r ve F ≥
√
n olursa, n asald�r (Pomerance ve Crandall 2005).

�spat 3.2.2 Kabul edilsin ki p n'nin en küçük asal bölenidir. Teorem 3.2.1 gere§i

p ≡ 1 (mod F ) ise o zaman p = Fx+ 1 olacak ³ekilde x ∈ Z vard�r.

Dolay�s�yla p > F olur. Ancak bu durumda p > F ≥
√
n bulunur. Yani n say�s�n�n

en küçük asal böleni
√
n de§erinden büyüktür dolay�s�yla n asal olmak zorunda kal�r.

�

Bu teorem ile birlikte Lucas'�n �kri peki³tirilmi³ oldu. Özetle bu teorem sonucunda

anla³�ld� ki Z∗n grubunda bir eleman�n mertebesi e§er
√
n de§erinden büyük ve n−1
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de§erini bölüyorsa bu durum n'nin asal olmas�n� gerektirmektedir. Fakat dikkat

edilirse hem Lucas teoremi hem de Teorem 3.2.2 çarpanlara ay�rma gibi zor bir

problemi çözmeyi gerektirmektedir. Teorem 3.2.2, her ne kadar makul bir bölen

bulman�n yeterli oldu§unu gösterse de bu F de§erini her zaman kolay bir ³ekilde

elde etmek mümkün müdür? Bu sorunun cevab� her zaman "evet" de§ildir ancak

baz� özel say�lar için bulunmas� kolay olabilir. A³a§�da Denomme ve Savin (2008)

taraf�ndan bulunmu³ olan ve teoremin kolayca uygulanabildi§i özel say�lara örnek

verilmi³tir.

Örnek 3.2.1 Kabul edelim ki l pozitif tamsay� ve nl = 22l − 22l−1
+ 1 ³eklinde

yaz�ls�n. Bu özel say�lar için F de§eri

Fl = 22l−1

olarak seçilebilir. Bunu göstermek için öncelikle Fl'nin çarpanlar�na ayr�labildi§i,

nl − 1 say�s�n� böldü§ü ve Fl >
√
nl oldu§u gösterilecektir. Fl say�s�n�n tek asal

çarpan�n�n 2 oldu§u görülmektedir. Bu yüzden Fl kolayca çarpanlar�na ayr�labilmek-

tedir.

Ayr�ca Fl = 22l−1
e³itli§inin her iki taraf� 22l−1 − 1 ile çarp�l�rsa

(22l−1 − 1)Fl = 22l−1

(22l−1 − 1)

= 22l − 22l−1

= 22l − 22l−1

+ 1− 1

= nl − 1

elde edilir yani Fl|nl − 1'dir.

Yine Fl = 22l−1
e³itli§inde her iki taraf�n karesi al�n�rsa

(Fl)
2 = (22l−1

)2

= 22l

> 22l − 22l−1

+ 1

= nl
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bulunur. Bu demektir ki F 2
l > nl ⇒ Fl >

√
nl. Buraya kadar Fl say�s�n�n nl − 1'i

böldü§ü ve
√
nl de§erinden büyük oldu§u gösterilmi³tir. �imdi ise teoremin uygu-

lanabilece§i bir a de§erinin belirlenmesi gerekmektedir. Bunun için al = 7 ( mod nl)

deneyelim. Kabul edelim ki l ≥ 2 olsun, bu durumda nl ≡ 1 (mod 4) olup Jacobi

sembolleri için kuadratik resiprositi kural� (Crandall ve Pomerance 2005) gere§i(
nl
7

)
=

(
7

nl

)
dir. Ayr�ca

nl ≡

3 (mod 7) ; l tek ise

6 (mod 7) ; l çift ise

oldu§u görülür. Burada 3 ve 6 (mod 7) için tam kare (kuadratik rezidü) olmad�k-

lar�ndan
(
nl

7

)
= −1 olur. Yani l ≥ 2 için

(
nl

7

)
=
(

7
nl

)
= −1 dir.

Bu ³artlar alt�nda l ≥2 için nl = 22l − 22l−1
+ 1 say�s�n�n asal olmas� için gerek ve

yeter ³art

7(nl−1)/2 ≡ −1 (mod nl) (3.6)

olmas�d�r.

(:⇒) E§er nl asal olursa Euler kriterinden
(

7
nl

)
= 7(nl−1)/2 (mod nl) olur ayr�ca(

7
nl

)
= −1 oldu§undan 7(nl−1)/2 ≡ −1 (mod nl) denkli§i sa§lanmaktad�r.

(⇐:) E§er (3.6) sa§lan�rsa nl tek say� oldu§undan,

7nl−1 ≡ 1 (mod nl) ve (7(nl−1)/2 − 1, nl) = 1

elde edilir, dikkat edilirse bu ³artlar Teorem 3.2.2'de al = 7 (mod nl) ve Fl = 22l−1

seçildi§inde elde edilen ³artlard�r yani nl asal olur. �

Teorem 3.2.2'de bahsedilen F de§eri baz� ³artlar alt�nda daha da küçük seçilebilmek-

tedir. A³a§�da bu seçimleri gösteren iki teorem verilmi³tir.

Teorem 3.2.3 (Brillhart, Lehmer ve Selfridge) Daha önce bahsedilen (2.4) ve

(2.5) ³artlar� sa§lans�n ve n1/3 ≤ F < n1/2 olsun. Ayr�ca c1, c2 ∈ [0, F−1] tamsay�lar�
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için n = c2F
2 + c1F + 1 ³eklinde yaz�ld�§�n� göz önüne al�rsak n'nin asal olmas� için

gerek ve yeter ³art c2
1−4c2 say�s�n�n bir tamkare olmamas�d�r (Pomerance ve Crandall

2005).

Teoremde bahsedilen n de§erinin F taban�ndaki gösterimini her zaman bulmak

mümkün müdür? Bu mümkündür çünkü n ≡ 1 (mod F ) dir ve buradan n'nin F

taban�ndaki yaz�m�nda birler basama§�n�n 1 oldu§u anla³�l�r. Yani teoremde ifade

edildi§i gibi F taban�nda c1, c2 ∈ [0, F − 1] olacak ³ekilde c2F
2 + c1F + 1 ³eklinde

yaz�labilirdir. Ayr�ca yine teoremde bahsedilen c2
1 − 4c2 de§erinin tamkare olup ol-

mad�§�na bakmak için a³a§�daki algoritmadan yararlan�labilir.

Algoritma 1 Karekök de§erini bulmak

Bu algoritma bir N pozitif tamsay�s� için b
√
Nc say�n� bulmaktad�r.

1. [Ba³lang�ç]

B(N):= N pozitif tamsay�s�n�n ikilik tabanda yaz�l�³�ndaki bitlerin say�s�;

u := 2dB(N)/2e;

2. [Newton �terasyonu]

y := b(u+ bN/uc)/2c;

E§er (y ≥ u){

sonuç u;

}

u = y;

[Newton �terasyonu] ad�m�na dön;

Burada bir say�n�n tam kare olup olmad�§�n� anlamak için algoritmada u elde edildik-

ten sonra u2 = N olup olmad�§�na bak�lmas� gerekir. S�radaki teorem F de§erinin

daha da küçük seçilebilmesini sa§lamaktad�r.

Teorem 3.2.4 (Konyagin ve Pomerance) Kabul edelim ki n ≥ 214, (2.4) ve

(2.5) ³artlar� sa§lans�n ve n3/10 ≤ F < n1/3 olsun. Ayr�ca n say�s�n�n F taban�ndaki

aç�l�m� c3F
3 +c2F

2 +c1F+1 ve c4 = c3F+c2 olarak ifade edilsin. Bu durumda n'nin
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asal olmas� için gerek ve yeter ³art a³a§�daki ³artlar�n sa§lanmas�d�r (Pomerance

2005).

(1) (c1 + tF )2 + 4t− 4c4 say�s� t ∈ [0, 5] için tam kare de§ildir.

(2) v < F 2/
√
n olacak ³ekildeki en büyük v için u

v
'nin sürekli kesir ayr�³�m� c1

F
'e

yak�nsas�n. E§er d = bc4v/F + 1/2c olarak seçilirse vx3 + (uF − C1v)x2 +

(c4v − dF + u)x− d ∈ Z[x] polinomunun aF + 1 de§eri n'nin a³ikar olmayan

bir böleni olacak ³ekilde bir a böleni yoktur.
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4. n+1 TEST�

Bir say�n�n asall�§�n� ispatlamak için bir önceki bölümde incelenen testlerin esas

zorlu§u çarpanlara ay�rma problemidir. Baz� özel n de§erleri için n − 1'i çarpan-

lar�na ay�rmak önceki bölümde görüldü§ü gibi kolayd�r. Bazen de n + 1 de§erini

çarpanlar�na ay�rmak kolayd�r. Örne§in Mersenne say�lar� olarak bilinen 2p− 1 ³ek-

linde yaz�lan say�lar gibi. Peki bu bilgi bir asall�k testinde kullan�labilir mi? Bu

bölümde Lucas dizilerinden elde edilen ve Mersenne say�lar�n�n asall�§�n� bulmak

için kullan�lan Lucas Lehmer asall�k testi anlat�lacakt�r.

4.1 Lucas Dizileri

Bu bölümde Lucas dizilerinden elde edilen n + 1 testini göstermeden önce Lucas

dizilerinin tan�m� ve baz� asall�k ³artlar�ndan bahsedilecektir.

Tan�m 4.1.1 (Lucas Dizileri) a, b ∈ Z ve

U0 = 0, U1 = 1 olsun, k ≥ 2 Uk(a, b) = aUk−1 − bUk−2,

V0 = 2, V1 = a olsun, k ≥ 2 Vk(a, b) = aVk−1 − bVk−2

olarak tan�mlanan dizilere Lucas dizileri denir.

Bu diziler için yineleme ba§�nt�s� Uk = aUk−1 − bUk−2 dir. Dolay�s�yla karakteristik

polinomu f(x) = x2 − ax + b ³eklindedir ve ∆ = a2 − 4b dir. Ayr�ca Lucas dizileri

bu polinom için a³a§�daki gibi de ifade edilebilir (Crandall ve Pomerance 2005).

Uk =
xk − (a− x)k

x− (a− x)
(mod f(x))

Vk = xk + (a− x)k (mod f(x))

(4.1)
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Burada ( mod f(x)) ifadesi Z[x] halkas�ndaki polinomlar�n f(x) polinomuna bölümün-

den kalanlar�n�n bulunmas� anlam�na gelmektedir. Yani Uk ve Vk dizilerinin eleman-

lar� Z[x]/(f(x)) bölüm halkas�n�n elemanlar�d�r.

Tan�m 4.1.2 Lucas dizilerinin (4.1)'deki tan�m� dikkate al�nd�§�nda (n, 2b∆) = 1

olan bir n pozitif tamsay�s� için Ur ≡ 0 (mod n) denkli§ini sa§layan en küçük r

pozitif tamsay�s� rf (n) ile gösterilir.

Tan�m 4.1.3 (Bölünebilir Dizi) E§er bir an dizisi için k|j iken ak|aj oluyorsa bu

diziye bölünebilir dizi denir.

�imdi bu özelli§in Lucas dizileri için sa§land�§� gösterilecektir. Kolayl�kla görülebilir

ki i|j ise im = j olacak ³ekilde m ∈ Z vard�r. Bu durumda,

Uj =
xim − (a− x)im

x− (a− x)
(mod f(x))

=
(xi − (a− x)i)((xi(m−1))(a− x)i.0 + · · ·+ (x)i.0(a− x)i(m−1))

x− (a− x)
(mod f(x))

= Ui ((xi(m−1))(a− x)i.0 + · · ·+ (x)i.0(a− x)i(m−1))(mod f(x))

⇒ Ui|Uj.

�

Lemma 4.1.1 E§er (n, 2b∆) = 1 ise Uj ≡ 0 (mod n) olmas� için gerek ve yeter

³art j ≡ 0 (mod rf (n)) yani rf (n)|j olmas�d�r (Pomerance ve Crandall 2005).

Ayr�ca (Un) Lucas dizisi için n say�s� asal oldu§unda sa§lanan bir özellik a³a§�daki

lemma ile verilmi³tir.

Lemma 4.1.2 E§er p asal ve (4.1)'deki f ve ∆ için (n, 2b∆) = 1 ise Up−∆
p
≡

0 (mod p) dir (Pomerance ve Crandall 2005).
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Önceki iki lemman�n sonucu olarak a³a§�daki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.1 E§er n asal ve (4.1)'deki f ve ∆ için n - 2b∆ olursa rf (p)|p −
(

∆
n

)
dir.

4.2 n+1 Asall�k Testi

Lucas dizileri kullan�larak Teorem 3.2.2'ye benzer ³ekilde bir asall�k testi olu³turmak

mümkündür. A³a§�da Un dizisi kullan�larak elde edilen bir asall�k kriteri verilmi³tir.

Bu kritere n+ 1 asall�k testi ad� verilmi³tir.

Teorem 4.2.1 f ve ∆ de§erleri (4.1) deki gibi al�ns�n ve n pozitif tamsay�s� için

(n, 2b) = 1,
(

∆
n

)
= −1 olsun. E§er F |n+ 1 ve

Un+1 ≡ 0 (mod n), her q|F asal� için (U(n+1)/q, n) = 1 (4.2)

oluyorsa n'nin her p asal böleni için p ≡
(

∆
p

)
( mod F ) olur. Özel olarak F >

√
n+1

ve (4.2) sa§lan�rsa n asald�r (Pomerance ve Crandall 2005).

Benzer ³ekilde V dizisi kullan�larak da bir asall�k kriteri elde edilir.

Teorem 4.2.2 f ve ∆ de§erleri (4.1) deki gibi al�ns�n ve n pozitif tamsay�s� için

(n, 2b) = 1,
(

∆
n

)
= −1 olsun. E§er F , n+ 1'in çift bir böleni ve

VF/2 ≡ 0 (mod n), her q|F tek asal� için (VF/2q, n) = 1 (4.3)

oluyorsa n'nin her p asal böleni için p ≡
(

∆
p

)
( mod F ) olur. Özel olarak F >

√
n+1

ve (4.3) sa§lan�rsa n asald�r (Pomerance ve Crandall 2005).

Bahsedilen n + 1 testi özel olarak Mersenne say�lar� için çok uygun ve h�zl�d�r.

A³a§�da Mersenne say�lar� için bu testin neden uygun ve h�zl� bir test oldu§unu
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aç�klayan teorem verilmi³tir. Bu teoreme Lucas Lehmer Asall�k Testi (LLT) den-

mektedir. �lk kez Lucas (1856) taraf�ndan bulunan bu test sonras�nda yine Lucas

(1878) ve Lehmer (1930) taraf�ndan geli³tirilmi³tir (Pomerance 2005).

Teorem 4.2.3 (Lucas-Lehmer Asall�k Testi(LLT)) Bir (vk) dizisini k = 0, 1,

2, ... için v0 = 4 ve vk+1 = v2
k−2 olacak ³ekilde tan�mlans�n. p asal ve tek say� olsun.

Bu durumda Mp = 2p − 1 say�s�n�n asal olmas� için gerek ve yeter ³art

vp−2 ≡ 0 (mod Mp)

olmas�d�r (Pomerance ve Crandall 2005).

�spat 4.2.1 (:⇐) Önce vp−2 ≡ 0 (mod Mp) oldu§unu kabul edip Mp de§erinin

asal oldu§u gösterilecektir. Bunun için Teorem 4.2.2'ye uygun f(x) ve F de§erleri

belirlenmesi gerekmektedir. f(x) = x2 − 4x + 1 olsun bu durumda ∆ = 12 olur.

�imdi
(

∆
Mp

)
de§eri hesaplanacakt�r. p tek say� oldu§undan

Mp = 2p − 1 ≡ (−1)p − 1 ≡ (−1)− 1 ≡ 1 (mod 3)

olur. Yani Mp ve 3 aralar�nda asald�r, kuadratik resiprosity kural� gere§i
(

3
Mp

)
= −1

elde edilir. Ayr�ca (
4

Mp

)
=

(
2

Mp

)2

oldu§undan bu de§er ya 0 ya da 1 dir. Ancak Mp ≡ 3 (mod 4) olup Mp = 4k + 3

olacak ³ekilde bir k tamsay�s� vard�r. Bu nedenle Mp ve 4 say�lar�n�n ortak böleni

yoktur yani sonuç 0 ç�kamaz ve
(

4
Mp

)
= 1 elde edilir. Böylece

(
∆
Mp

)
=
(

3
Mp

)(
4
Mp

)
=

(−1) · 1 = −1 bulunur. E§er F = 2p−1 = (Mp + 1)/2 seçilirse F 'nin asal böleni

yaln�zca 2 oldu§u için (4.3) ³artlar� V2p−2 ≡ 0 (mod Mp) ³eklinde tek ³arta dönü³ür.

Burada f(x) = x2 − 4x+ 1 ve Vk = xk + (a− x)k (mod f(x)) oldu§unu hat�rlarsak

V1 = a = 4 = v0 olur. Ayr�ca x(4− x) ≡ 1 (mod f(x)) oldu§undan,

V2m ≡ x2m + (4− x)2m = (xm + (4− x)m)2 − 2xm(4− x)m ≡ V 2
m − 2 (mod f(x))
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elde edilir. Böylece

V2k = V2.2k−1 = V 2
2k−1 − 2 ≡ (V 2

2k−2 − 2)2 − 2

≡ · · ·

≡ (((V 2
20 − 2)2 − 2)2 · · · )2 − 2(mod f(x))

elde edilir. V1 = v0 oldu§undan V2k = v2
k dir. Böylece sa§lanmas� gereken (4.3) ³art�,

V2p−2 = vp−2 ≡ 0 (mod Mp)

³eklinde elde edilir. Ayr�ca p ≥ 3 oldu§undan F − 1 = 2p−1 − 1 >
√

2p >
√

2p − 1

oldu§u elde edilir yani F >
√
Mp + 1 dir. Sonuç olarak F >

√
n + 1 sa§lanm�³

olur. Böylece kabuller Teorem 4.2.2 deki tüm ³artlar� sa§lad� bu nedenle Teorem

4.2.2 gere§i Mp say�s� asal oldu.

(:⇒) �imdiM = Mp say�s� asal olsun. �spat�n ilk k�sm�nda gösterilmi³ti ki
(

∆
M

)
= −1

dir. Bu durumda ∆ de§eri (mod M) de tamkare de§ildir (Pomerance ve Crandall

2005). Yani f(x) = x2− 4x+ 1 polinomunun ZM halkas�nda s�f�r� yoktur dolay�s�yla

bu halkada indirgenemezdir. Bu yüzden f(x) polinomunun s�f�rlar�n� ZM halkas�na

katarak

Z[x]/(f(x),M) := {i+ jx | i, j ∈ Z , 0 ≤ i, j ≤M − 1}

³eklinde tan�mlanan bölüm halkas� elde edilebilir. Bu halkan�n elemanlar�, kat-

say�lar� ZM halkas�ndan olan polinomlar�n f(x) polinomuna bölümünden elde edilen

kalan s�n��ar�d�r. Bu halkadaki toplama i³lemi (mod M) de yap�lmakta ve çarpma

i³lemi x2 = 4x− 1 e³itli§i dikkate al�narak yine (mod M) de yap�lmaktad�r. Yani,

i3 = i1 + i2 (mod M), j3 = j1 + j2 (mod M)

i4 = i1i2 − j1j2 (mod M), j4 = i1j2 + i2j1 + 4j1j2 (mod M)

olacak ³ekilde i3, i4, j3, j4 de§erleri için toplama ve çarpma i³lemleri;

(i1 + j1x) + (i2 + j2x) = i3 + j3x

(i1 + j1x)(i2 + j2x) = i4 + j4x
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³eklinde tan�mlan�r. Ayr�ca daha önce belirtildi§i gibi f(x) indirgenemez oldu§u için

Z[x]/(f(x),M) halkas� bir cisimdir veM2 elemanl� FM2 cismine izomorftur. Burada

ZM alt halkas� da j = 0 olacak ³ekilde i+ jx kalan s�n��ar� olarak dü³ünülebilir.

Bu FM2 cisminde σ(v) := vM ³eklinde bir fonksiyon tan�mlans�n. Bu fonksiyon

a³a§�daki özellikleri sa§lamaktad�r (Frobenius otomor�zmas�).

σ(v + k) = σ(v) + σ(k),

σ(vk) = σ(v)σ(k),

σ(v) = v olur ancak ve ancak v ∈ ZM

Hat�rlay�n�z ki f(x) polinomunun ZM halkas�nda kökü olmad�§� için FM2 halkas�n�

f(x) polinomuna kök bulmak için olu³turulmu³tu. Bu halka içindeki hangi kalan

s�n��ar�n�n kök oldu§una bak�l�rsa

f(4− x) = (4− x)2 − 4(4− x) + 1 ≡ x2 − 4x+ 1 ≡ 0 (mod f(x),M) ve

f(x) = x2 − 4x+ 1 ≡ 0 (mod f(x),M)

olmaktad�r. Yani bu kökler x ve 4 − x olur. Ayr�ca x2 − 4x + 1 = 0 e³itli§inin her

iki taraf�na σ fonksiyonu uygulan�rsa,

σ(x2 − 4x+ 1) = σ(0)

σ(x)2 − 4σ(x) + 1 = 0.

Böylece σ fonksiyonunun kökleri birbirine e³ledi§i anla³�l�r. Yani x bir kök ise σ(x)

ba³ka bir köktür. Polinomun yaln�zca iki kökü oldu§undan xM ≡ 4 − x (mod

f(x),M) olur. Burada (x − 1)M+1 de§eri iki farkl� yoldan hesaplanabilir. Önce

kullan�lacak özellikler ifade edilecektir. M asal oldu§undan 0 < i < M olacak

³ekildeki her i de§eri için M |
(
M
i

)
dir. Bu yüzden (x− 1)M ≡ xM − 1 (mod M) elde

edilir. Bu denklikler kullan�larak

(x− 1)M+1 = (x− 1)(x− 1)M ≡ (x− 1)(xM − 1)

≡ (x− 1)(3− x)

≡ 3x− x2 − 3 + x

≡ 4x− (4x− 1)− 3

≡ −2 (mod f(x),M) (4.4)
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³eklinde bulunur. Sonra ikinci hesaplama için kullan�lacak özellikler verilsin. M

de§eri asal ve −1 (mod 8) oldu§undan
(

2
M

)
= 1 dir. Euler kriteri gere§i 2(M−1)/2 ≡(

2
M

)
= 1 ( mod M) olarak bulunur. Ayr�ca (x−1)2 = x2−2x+1 ≡ (4x−1)−2x+1 ≡

2x (mod f(x),M) dir. Sonuç olarak bu denklikler kullan�ld�§�nda,

(x− 1)M+1 ≡ (2x)(M+1)/2 = 2 · 2(M−1)/2x(M+1)/2

≡ 2x(M+1)/2 (mod (f(x),M)) (4.5)

elde edilir. Bulunan (4.4) ve (4.5) birbirine e³itlenirse,

2x(M+1)/2 ≡ −2 (mod f(x),M) ⇒ x(M+1)/2 ≡ −1 (mod f(x),M)

⇒ x2p−1 ≡ −1 (mod f(x),M)

bulunur. Ayr�ca burada σ(x) = xM ≡ 4−x ( mod f(x),M) oldu§u hat�rlan�r ve son

bulunan denkli§in her iki taraf�na σ fonksiyonu uygulan�rsa,

σ(x2p−1

) ≡ σ(−1) (mod f(x),M) ⇒ (xM)2p−1 ≡ −1 (mod f(x),M)

⇒ (4− x)2p−1 ≡ −1 (mod f(x),M)

bulunur. Yani x2p−1 ≡ (4− x)2p−1
(mod f(x),M). Bu yüzden,

U2p−1 =
x2p−1 − (4− x)2p−1

x− (4− x)
≡ 0 (mod f(x),M)

dir. Lucas dizisi için U2p−1 = U2p−2V2p−2 ³art� sa§lanmaktad�r (Lehmer 1975) ve

elde edildi ki U2p−1 ≡ 0 d�r. Yani ya U2p−2 ≡ 0 (mod f(x),M) ya da V2p−2 ≡

0 (mod f(x),M) olmal�d�r. E§er U2p−2 ≡ 0 (mod f(x),M) olsa x2p−2 ≡ (4 −

x)2p−2
(mod f(x),M) olaca§�ndan,

−1 ≡ x2p−1 ≡ x2p−2

(4− x)2p−2 ≡ (x(4− x))2p−2 ≡ 12p−2 ≡ 1 (modf(x),M)

çeli³kisi elde edilir. Bu yüzden V2p−2 ≡ 0 (mod f(x),M) dir. Ayr�ca teoremin ilk

k�sm�nda ispatlanm�³t� ki V2p−2 = vp−2 dir. Yani vp−2 ≡ 0 (mod M) olur. Böylece

ispat tamamlan�r. �
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A³a§�da Lucas Lehmer Asall�k Testinin algoritmas� verilmi³tir.

Algoritma 2 Lucas Lehmer Asall�k Testi (LLT)
Bu algoritma p tek asal say�s� için n = 2p − 1 de§erinin asal olup olmad�§�n� göster-

mektedir.

1. [Ba³lang�ç]

u := 4;

m := 1;

2. [Lucas-Lehmer Dizisini Hesapla]

(m ≤ p− 2) oldu§u sürece

{

u = (u2 − 2) mod (n)

m=m+1

};

3. [Kalan Kontrolü]

E§er (u = 0) ise n asald�r.

n asal de§ildir;

4.3 n+1 Testi �çin Geli³tirmeler ve n2 − 1 Testi

Bu bölümde, bir önceki bölümde gösterilen n+ 1 testindeki F de§erinin daha küçük

seçilebilmesini sa§layan geli³tirmelerden bahsedilecektir.

Teorem 4.3.1 Lucas dizilerini belirleyen f,∆ ve n say�s� için (n, 2b) = 1 olacak

³ekilde
(

∆
n

)
= −1 olsun. Ayr�ca F > n1/3 + 1 olacak ³ekilde n+ 1 = FR,

Un+1 ≡ 0 (mod n), her q|F asal� için (U(n+1)/q, n) = 1

ve R say�s� F taban�nda 0 ≤ ci ≤ F − 1 olacak ³ekildeki ci'ler için R = c1F +

c0 ³eklinde yaz�ls�n. Bu durumda n say�s�n�n asal olmas� için gerek ve yeter ³art
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x2 + c0x − c1 ve x2 + (c0 − F )x − c1 − 1 polinomlar�n�n pozitif tamsay� köklerinin

olmamas�d�r (Pomerance ve Crandall 2005).

Ayr�ca n+ 1 testi e§er F ≥ n3/10 seçilebilirse daha da geli³tirilebilir.

Teorem 4.3.2 n ≥ 214 ve Teorem 4.2.1'in hipotezleri sa§lans�n yaln�zca farkl�

olarak n1/3 + 1 ≥ F ≥ n3/10n1/3 + 1 ve n+ 1'in F taban�ndaki yaz�m� c4 = c3F + c2

olacak ³ekilde c3F
3 + c2F

2 + c1F olsun. Bu durumda n'nin asal olmas� için gerek ve

yeter ³art a³a§�daki ifadelerin sa§lanmas�d�r (Pomerance ve Crandall 2005).

(1) −5 ≤ t ≤ 5 olacak ³ekildeki her t için (c1 + tF )2 − 4t + 4c4 ifadesi tamkare

de§ildir.

(2) v < F 2/
√
n olacak ³ekildeki en büyük v için u

v
'nin sürekli kesir ayr�³�m� c1

F
'e

yak�nsas�n ve d = bc4v/F + 1/2c için vx3− (uF − c1v)x2− (c4v−dF +u)x+d

polinomunun aF + 1 de§eri n'nin a³ikar olmayan bir böleni olacak ³ekilde bir

a böleni yoktur ve vx3 +(uF −c1v)x2−(c4v+dF +u)x+d polinomunun bf−1

de§eri n'nin a³ikar olmayan bir böleni olacak ³ekilde bir b böleni yoktur.

S�radaki teorem n2 − 1 in bölenlerini kullanarak n'nin asall�§�n�n belirlenmesinin

mümkün oldu§unu göstermektedir.

Teorem 4.3.3 (Billhart, Lehmer ve Selfridge) n pozitif bir tamsay� olsun ve

a³a§�daki ³artlar sa§lans�n.

F1|n− 1 ve an−1 ≡ 1 (mod n), q|F1 olacak ³ekildeki her q asal� için (an−1 − 1, n) = 1,

F2|n+ 1 ve f(x) = x2 − ax+ b,∆ = a2 − 4b için Un Lucas dizisi ifade edilip

(
∆

n

)
= 1

ve (n, 2b) = 1.

Yukar�da geçen F1 ve F2 de§erlerinin en küçük ortak kat� F olsun. Bu durumda n

say�s�n�n her asal böleni 1 (mod F ) ya da n (mod F ) de§erlerinden birisine denktir
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(Pomerance ve Crandall 2005). Özel olarak e§er n (mod F ) n'nin a³ikar olmayan

bir böleni de§il ve F >
√
n ise n asald�r.

Burada F1 ve F2 için e§er ikisi de çift say� ise F = 1
2
F1F2 di§er durumlarda (F1, F2) =

1 olaca§�ndan F = F1F2 olarak elde edilir.

�spat 4.3.1 p, n'nin bir asal böleni olsun. Bu durumda Teorem 3.2.1 gere§i p ≡

1 (mod F1) dir. Benzer ³ekilde Teorem 4.2.1 gere§i p ≡
(

∆
p

)
(mod F2) dir. Yani(

∆
p

)
= 1 ise,

p ≡ 1 (mod F1) ve p ≡ 1 (mod F2)⇒ p ≡ 1 (mod F )

ve
(

∆
p

)
= −1 ise

p ≡ 1 (mod F1), p ≡ −1 (mod F2) ve n ≡ 1 (mod F1), n ≡ −1 (mod F2)

⇒ p ≡ n (modF )

elde edilir. Yani p|n olacak ³ekildeki p asal say�s� 1 (mod F ) ya da n (mod F )'e

denktir. �
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5. SONLU C�S�MLERDE ASALLIK TEST�

Bu bölümde Lenstra taraf�ndan bulunan ve I pozitif tamsay�s� için nI−1'in çarpan-

lar� bilinen bir böleni bulundu§unda n'nin asall�§�n� belirleyen bir yöntemden bahsedile-

cektir.

5.1 Polinom Halkalar� ile Asall�k Testi

Teste geçmeden önce polinomlar halkas� ve sonlu cisimler ile ilgili baz� hat�rlatmalar

yap�lacakt�r. E§er n > 1 olacak ³ekilde bir tamsay� ise Zn[x] halkas�n�n elemanlar�

a³a§�daki gibi gösterilmektedir.

Zn[x] := {a0 + a1x+ a2x
2 + · · · | her ai ∈ Zn}

Bu halkada toplama ve çarpma i³lemleri ( mod n) de yap�lmaktad�r. Zn[x]'in bo³tan

farkl� bir I altkümesi e§er

her f, g ∈ I için f − g ∈ I

her f ∈ I, her g ∈ Z[x] için fg, gf ∈ I

³artlar�n� sa§l�yorsa I'ya Zn[x] halkas�n�n bir ideali denmektedir. Örne§in f, g ∈

Zn[x] ise a ∈ Zn[x] olacak ³ekildeki tüm af 'lerin olu³turdu§u küme I = {af | a ∈

Zn[x]} bir idealdir. Gerçekten de her a, b ∈ Zn[x] için a − b ∈ Zn[x] oldu§undan

af − bf = (a − b)f ∈ I dir. Zn[x] çarpmaya göre de§i³me özelli§ini sa§lad�§�ndan

ve her a, g ∈ Zn[x] için ag ∈ Zn[x] oldu§undan afg = (ag)f ∈ I olur. Ayn�

³ekilde a, b ∈ Zn[x] için af + bg de bir ideald�r. E§er Zn[x] halkas�n�n bir I ideali

için I = uZn[x] = {uf | f ∈ Zn[x]} olacak ³ekilde bir u ∈ Zn[x] varsa bu ideale

tek üreteçli ideal denir ve I =< u > ile gösterilir. Ayr�ca birimli ve de§i³meli bir

halkada bir ideal halkan�n birimini içeriyorsa bu ideal halkan�n kendisidir, böylece

< 1 > ideali yani birimin üretti§i ideal halkaya e³ittir. Örnek olarak verilen af

ve af + bg ideallerinin birincisi tek üreteçli ve f eleman� taraf�ndan üretilmektedir.
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�kincisinin ise f ve g'nin seçimine göre tek üreteçli oldu§u ve olmad�§� durumlar

vard�r. Örne§in n = 15, f(x) = 3x + 1, g(x) = x2 + 4x olsun. Bu durumda

f 2−9g = 1 oldu§u için a = f(x) ve b = 9 seçilirse af+bg ideali birimi içermektedir.

Böylece bu polinomlar taraf�ndan üretilen ideal Z15[x] halkas�na e³ittir dolay�s�yla

tek üreteçlidir ve üreteci halkan�n birimidir.

Tan�m 5.1.1 E§er f, g ∈ Zn[x] ve ürettikleri ideal Zn[x] halkas�na e³itse bu poli-

nomlara aralar�nda asal polinomlar denir. Bir di§er deyi³le af + bg = 1 olacak

³ekilde a, b ∈ Zn[x] vard�r (Pomerance ve Crandall 2005).

A³a§�daki algoritma Euclid bölme algoritmas�n�n farkl� bir versiyonu olarak dü³ünüle-

bilir. Bu algoritma ya n say�s�n�n a³ikar olmayan çarpanlar�n� ya da g, f polinomlar�

taraf�ndan üretilen idealin monik (ba³katsay�s� bir olan) üretecini bulmaktad�r.

Algoritma 3 �dealin Üretecini Bulmak
n ≥ 2 ve f, g ∈ Zn[x] ve g monik olsun. Bu algoritma ya n say�s�n�n çarpanlar�n� ya

da h = (f, g) olacak ³ekilde monik bir h ∈ Zn[x] bulmaktad�r. (f ve g polinomlar�n�n

üretti§i ideal ayn� zamanda h'nin üretti§i ideale e³ittir.) Kabul edilsin ki f = 0 veya

f ≤ deg(g).

1. [S�f�r Polinom Kontrolü]

E§er (f = 0) ise return g;

2. [Euclid Ad�m�]

c say�s�n� f polinomunun ba³katsay�s�n�n de§erine e³itle;

c∗ = c−1 (mod n) olacak ³ekilde c∗ de§erini Euclid algoritmas�n� kullanarak

bul, e§er Euclid algoritmas� n'nin bölenlerini üretirse sonuç olarak onlar� ver ve

algoritmadan ç�k;

f = c∗f (mod n);

r := g (mod f)

(f, g) = (r, f);

S�f�r Polinom Kontrolü Ad�m�na git;
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Teorem 5.1.1 Kabul edelim ki n, I, F pozitif tamsay�, n > 1 ve F |nI − 1 olsun.

Ayr�ca f, g ∈ Zn[x] için a³a§�daki ³artlar sa§lans�n,

(1) gn
I−1 − 1 ≡ 0 (mod f),

(2) q|F olacak ³ekildeki her q asal say�s� için (g(nI−1)/q − 1, f) = 1,

(3) g, gn, gn
2
, · · · , gnI−1

'ler ile yaz�lan her elementer simetrik polinom (mod f) al-

t�nda Zn'in bir eleman�d�r.

Bu durumda n'nin her p asal böleni için 0 ≤ j ≤ I− 1 olacak ³ekilde bir j tamsay�s�

vard�r öyle ki p ≡ nj (mod F )'dir (Pomerance ve Crandall 2005).

Bu teoremin neden bir asall�k ³art� olarak dü³ünülebilece§ini ³öyle aç�klanabilir.

E§er yukar�daki teoremin ³artlar� sa§lan�r ve j = 0, 1, 2, · · · , I − 1 için nj (mod F )

de§erlerinin her biri 1 ya da n ye e³itse bu n say�s�n�n 1 ve kendisinden ba³ka

böleninin olmad�§� anlam�na gelmektedir yani n asald�r.

�spat 5.1.1 p say�s�, n'nin bir asal böleni olsun. Bu durumda p ≡ nj (mod F )

oldu§unun gösterilmesi gerekir. Öncelikle f̄ := f (mod p) polinomunu dü³ünülürse

bu polinom Zp[x] halkas�n�n bir eleman� olmaktad�r. f̄1 polinomu ise f̄ 'nin Zp[x]

halkas�ndaki indirgenemez çarpan� olsun. Bu yüzden K := Zp[x]/(f̄1), Zp'nin bir

sonlu cisim geni³lemesidir. Bu cisim içinde g polinomunun de§eri ḡ ile gösterilsin.

Yani ḡ := g (mod f̄1, p). Bu durumda teoremin (1) ve (2) ³artlar� ḡ için tekrar ifade

edilirse

(1) ḡn
I−1 = 1
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ve

q|F olacak ³ekildeki her q asal� için (g(nI−1)/q − 1, f) = 1

⇒ (g(nI−1)/q − 1)h+ fk = 1 olacak ³ekilde h, k ∈ Zn[x] vard�r

⇒ (g(nI−1)/q − 1)h ≡ 1 (mod f̄1, p) (f̄1|f̄)

⇒ g(nI−1)/q − 1 6≡ 0 (mod f̄1, p)

⇒ g(nI−1)/q 6≡ 1 (mod f̄1, p)

⇒ ḡ(nI−1)/q 6= 1

oldu§undan,

(2) q|F olacak ³ekildeki her q asal say�s� için ḡ(nI−1)/q 6= 1

olmaktad�r. Bu nedenle ḡ'nin K∗ (K cisminin çarpma i³lemi alt�nda olu³turdu§u

grup) grubundaki mertebesi F 'nin bir pozitif kat� (tF, t > 0) olmaktad�r (Teorem

3.2.1'in ispat�na benzer ³ekilde). Ayr�ca teoremdeki (3) ³art� g, gn, gn
2
, · · · , gnI−1

'lar�

de§i³ken olarak kabul eden I adet elementer simetrik polinomun (mod f) alt�nda

Zn'in eleman� oldu§unu söylemektedir. Bunun ne anlama geldi§i a³a§�da k�saca

aç�klanm�³t�r. Bu de§erler için elementer simetrik polinomlar,

e0(g, gn, gn
2

, · · · , gnI−1

) = 1

e1(g, gn, gn
2

, · · · , gnI−1

) = g + gn + gn
2

+ · · ·+ gn
I−1

e2(g, gn, gn
2

, · · · , gnI−1

) = ggn + ggn
2

+ · · ·+ gn
2

gn
3

+ · · ·+ gn
I−2

gn
I−1

e3(g, gn, gn
2

, · · · , gnI−1

) =
∑

0≤j<k<l≤I

gn
j

gn
k

gn
l

· · ·

eI(g, g
n, gn

2

, · · · , gnI−1

) = ggngn
2 · · · gnI−1

³eklinde elde edilebilir. (3) ³art� asl�nda bu polinomlar�n hepsinin (mod f̄1, p) al-

t�nda Zp'nin eleman� oldu§unu söylemektedir. Yani yukar�daki çarp�mlar sabitlere

kar³�l�k gelmektedir. A³a§�da tan�mlanan polinom dikkatle incelenirse,

h(T ) := (T − ḡ) · · · (T − ḡnI−1) ∈ K[T ]
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katsay�lar�n�n yukar�da tan�mlanan elementer simetrik polinomlar oldu§u görülebilir.

Yani özetle (3) ³art� h(T ) polinomunun tüm katsay�lar�n�n Zp'nin eleman� oldu§unu

ve dolay�s�yla h(T ) ∈ Zp[T ] oldu§unu ifade etmektedir. Zp[T ] halkas�ndaki bir poli-

nom için e§er α kök ise αp'de ayn� polinomun köküdür. Bu yüzden ḡ, h(T ) poli-

nomunun kökü oldu§u için ḡp de h(T ) polinomunun köküdür. Yani h(ḡp) = 0 d�r.

Ayr�ca yukar�da görüldü§ü gibi h(T ) polinomunun tüm kökleri ḡ, ḡn, · · · , ḡnI−1 el-

emanlar�d�r. Bu yüzden j ∈ [0, I − 1] olacak ³ekilde bir j tamsay�s� için ḡp = ḡn
j

dir. Sonuç olarak ḡ eleman�n�n mertebesi F 'nin kat� oldu§u için p ≡ nj (mod tF )

dolay�s�yla p ≡ nj (mod F ) olmaktad�r. �

Bu teorem sonucunda ortaya ³u sorular ç�kmaktad�r:

E§er n asalsa teoremi sa§layan f, g var m�d�r?

E§er varsa bunlar� bulmak kolay m�d�r?

Teoremde geçen (1), (2), (3) ³artlar� h�zl� ³ekilde kontrol edilebilir mi?

�lk sorulan soru kolay bir sorudur çünkü e§er n asalsa derecesi I olan her f(x) ∈ Zn[x]

indirgenemez polinomu ve f 'nin kat� olmayan her g(x) ∈ Zn[x] polinomu için (1)

ve (3) ³artlar� sa§lanmaktad�r. Gerçektende e§er f indirgenemez ve derecesi I ise

K = Zn[x]/(f) halkas� nI mertebeli bir sonlu cisim olmaktad�r. Bu durumda (1)

³art� yaln�zca Lagrange teoreminin (grubun eleman� grubun mertebesi defa kendisi

ile çarp�l�rsa birim elde edilir.) K∗ grubu için uygulamas� olmaktad�r. (3) ³art�n�n

sa§lanmas� için K cismi üzerinde tan�mlanan Galois grubu dikkate al�nmal�d�r. Bu

Galois grubu Gal(K/Zn), eleman�n nj kuvvetini alan (frobenius otomor�zmas�)

fonksiyonlar taraf�ndan üretilmektedir. Yani Gal(K/Zn) grubu j ∈ [0, I − 1] için

σj : K → K, σj(α) = αn
j
olacak ³ekildeki I adet fonksiyonun bile³ke i³lemi ile

olu³turdu§u bir gruptur. Galois grubundaki fonksiyonlar yaln�zca alt cisimdeki el-

emanlar� kendilerine götürürler (Pomerance ve Crandall 2005). Buradaki I adet σj

fonksiyonunun her biri g, gn, · · · , gnI−1
lerin elementer simetrik polinomlar�n� kendi-

lerine e³itler (Pomerance ve Crandall 2005). Bu nedenle elementer simetrik poli-

nomlar Zn cisminin eleman� olmaktad�rlar. Teoremin (2) ³art� f 'nin kat� olmayan

her g için sa§lanmamaktad�r. Ancak K∗ grubu devirli oldu§undan ve her devirli
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grubun üreteci (2) ³art�n� sa§lad�§�ndan g'nin ayn� zamanda K∗ grubunun üreteci

olarak seçilmesi gerekir. K∗ grubunun ϕ(nI − 1) tane üreteci bulunmaktad�r. Bu

yüzden derecesi I'dan küçük olacak ³ekilde rastgele seçilen bir g 6= 0 polinomunun

üreteç olma olas�l�§� ϕ(nI − 1)/(nI − 1) kadard�r. Yani (2) ³art�n� sa§layan g'yi

bulmak zor bir i³lem de§ildir. Ayr�ca derecesi I olan ve Zn[x]'de indirgenemez olan

bir f polinomu bulmakta çok zor de§ildir. Rastgele seçilen bir I dereceli polinomun

indirgenemez olma olas�l�§� yakla³�k olarak 1/I kadard�r.

Bu bölümün sonunda teorem 5.1.1 kullan�larak olu³turulan bir asall�k algoritmas�

verilmi³tir. Bu algoritmaya sonlu cisimler asall�k testi de denmektedir. Ancak bu

algoritman�n uygulanabilmesi için ba³�nda da belirtildi§i gibi uygun F ve I de§erleri

belirlenmeli. Peki bu de§erler F |nI − 1, F ≥
√
n olacak ³ekilde nas�l belirlenebilir?

Hat�rlay�n�z ki F de§erinin tüm çarpanlar�n�n bilinmesi gerekiyordu. A³a§�da F

de§erinin nas�l bulunaca§�n� gösteren bir örnek verilmi³tir.

Örnek 5.1.1 E§er, k pozitif tamsay� olmak üzere q = pk, (n, q) = 1 ve ϕ(q)|I

oluyorsa q|nI −1 dir. Bu durum Euler teoremi kullan�larak kolayl�kla ispatlanabilir.

(n, q) = 1 oldu§undan nϕ(q) ≡ 1 (mod q) ⇒ nϕ(q)− 1 ≡ 0 (mod q) elde edilir ayr�ca

ϕ(q)|I oldu§u için nI − 1 ≡ 0 (mod q) olur. Yani nI − 1 = qt olacak ³ekilde bir t

tamsay�s� vard�r. Bu da q|nI − 1 oldu§unu gösterir. Ayr�ca e§er q 2'nin bir kuvveti

ve 4'ten büyük ise 1
2
ϕ(q)|I ³art� yeterlidir. Örne§in I = 12 seçersek ϕ(q)|I olan q

de§erleri q1 = 23, q2 = 32, q3 = 5, q4 = 7, q5 = 13 elde edilir. Bu de§erlerin her biri

I de§erini böldü§ünden çarp�mlar� yani q1 · q2 · q3 · q4 · q5 = 65520|nI − 1 d�r. Bu

nedenle F = 65520 olarak elde edilir.

Ancak yukar�daki yöntem ile F araman�n gerektirdi§i i³lem say�s� nas�l bir de§ere

ba§l�d�r? K�saca bu algoritman�n karma³�kl�§� nedir? Bu sorunun cevab�O(logn)clogloglogn

(Pomerance ve Crandall 2005). Bu de§er incelendi§inde n artt�kça logloglogn de§eri

sonsuza gitmektedir. Yani algoritman�n karma³�kl�§� bir polinom olarak ifade edile-

memi³tir. Bu nedenle algoritma polinom zamanl� de§ildir.
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Algoritma 4 Sonlu Cisimlerde Asall�k Testi
n, I, F pozitif tamsay�lar� verilsin, F |nI−1, F ≥

√
n ³artlar� sa§lans�n ve F de§erinin

tüm asal çarpanlar� bilinsin. Bu algoritma sonuç olarak n'nin asal olup olmad�§�n�

göstermektedir.

1. [I dereceli indirgenemez polinom]

Derecesi I olan monik bir f(x) ∈ Zn[x] polinomunu rastgele seç. Bu polinom

indirgenebilir ise ba³ka bir polinom seç. (Burada e§er n asalsa indirgenemez bir

f(x) polinomu mutlaka bulunacakt�r ya da n'nin bölenlerini bulacakt�r.) Rastgele

seçilen polinom indirgenemez olas�ya kadar veya n'nin bir çarpan�n� bulas�ya kadar

devam et;

2. [Primitif Eleman�n Bulunmas�]

Rastgele, deg g < I olan monik bir g(x) ∈ Zn[x] eleman� seç;

E§er (1 6≡ gn
I−1 (mod f)) ise n asal de§ildir;

q|F oldukça {

Algoritma (3) ile (gn
(I−1)/q − 1, f) de§erini hesapla e§er n'nin çarpanlar�

bulunursa n asal de§ildir;

E§er ((gn
(I−1)/q − 1, f) 6= 1) ise [Primitif Eleman�n Bulunmas�] ad�m�na git;

}

3. [Simetrik Polinom Kontrolü]

(T − g)(T − gn) · · · (T − gnI−1
) = T I + cI−1T

I−1 + · · · + c0 ∈ Zn[x, T ]/(f(x))

polinomunu olu³tur;

j ∈ [0, I − 1] oldukça {

e§er (cj > 0) ise n asal de§ildir;

}

4. [Bölen Arama]

j ∈ [0, I − 1] oldukça {

E§er nj (mod f) n'nin a³ikar olmayan bir böleni ise n asald�r;

}

n asal de§ildir;
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6. AKS ASALLIK TEST�

Bu bölüme kadar incelenen her testte baz� zorluklar bulunmaktad�r. Örne§in n− 1

testi büyük bir bölen bulmay� gerektirmektedir. Ayn� ³ekilde n + 1 testi için de

yine büyük bir bölen bulmak gereklidir. Sonlu cisimlerde asall�k testi uygulan�rken

de polinomlar�n belirlenmesi a³amas�nda rastgelelik kullan�lmaktad�r ve bu algo-

ritma polinom zamanl� de§ildir. Teorik olarak incelendi§inde bir asall�k testi için iki

durum çok önem arzetmektedir. Bunlar deterministiklik ve polinom zamanl�l�kt�r.

Bunlardan ilki deterministik olma, yani algoritman�n her a³amas�n�n ve sonuçlar�n�n

kesinlik içermesi anlam�na gelir. Polinom zamanl�l�k ise algoritman�n karma³�kl�§�n�n

girdi olarak verilen de§erin bit say�s�na ba§l� bir polinom taraf�ndan s�n�rlanmas�d�r.

Yani tezde daha önceki bölümlerde bahsedilen testlerin hepsi, rastgelelik içerdi§in-

den veya karma³�kl�klar� bir polinom taraf�ndan s�n�rlanamad�§�ndan istenen deter-

ministik ve polinom zamanl� olma ³artlar�n� sa§lamamaktad�rlar. Antik Yunan'da

ba³layan asall�k serüveni Hindistan'da 3 bilgisayar mühendisi taraf�ndan sonuca

ula³t�r�lm�³t�r.

Manindra Agrawal, Neeraj Kayal ve Nitin Saxena 2004 y�l�nda hem determinis-

tik hem de polinom zamanl� bir asall�k algoritmas� bulduklar�n� duyurmu³lard�r. Bu

test AKS testi olarak bilinmektedir.

6.1 Birimin Kökleri ile Asall�k Testi

Lemma 6.1.1 E§er n asal say� ise her g(x) ∈ Z[x] için,

g(x)n ≡ g(xn) (mod n),

denkli§i sa§lanmaktad�r (Pomerance 2005).
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Özel olarak Lemma 6.1.1'de a ∈ Z olacak ³ekilde g(x) = x+ a seçilirse,

(x+ a)n ≡ xn + a (mod n) (6.1)

elde edilir. E§er n ≥ 2 ve (a, n) = 1 olacak ³ekilde bir a tamsay�s� için (6.1) sa§lan�rsa

n asald�r. Yani (6.1) özelli§i asall�k için gerek ve yeter ³art olu³turmaktad�r. An-

cak burada a = 1 oldu§u durumda bile (6.1) denkli§ini kontrol etmek için h�zl� bir

yöntem bilinmemektedir. Bak�l�rsa denkli§in sol taraf�nda oldukça fazla terim bu-

lunmakta ve bu terimlerin her birinin kontrol edilmesi çok i³lem gerektirmektedir.

E§er key� monik bir f(x) ∈ Z[x] polinomu seçilirse (6.1) denkli§i,

(x+ a)n ≡ xn + a (mod f(x), n) (6.2)

oldu§unu ifade etmektedir (Pomerance 2005). Bu yüzden e§er n asalsa her a tam-

say�s� ve monik f(x) ∈ Z[x] için (6.2) denkli§i sa§lanmaktad�r. Ayr�ca polinomun

derecesi çok büyük olmad�§� sürece (6.2) denkli§i (6.1) e göre daha h�zl� kontrol

edilebilmektedir. Örnek olarak a = 2 ve f(x) = x− 1 al�n�rsa;

(x+ 2)n ≡ xn + 2 (mod x− 1, n)⇒ 3n ≡ 3 (mod n)

elde edilmektedir. Bu denklik Fermat teoreminin a = 3 seçilmi³ halidir. Bilindi§i

üzere bu denkli§i sa§layan ancak asal olmayan say�lar bulunmaktad�r. Örne§in 913 ≡

1(mod 3) olur ancak 91 = 13 · 7 ³eklinde çarpanlar�na ayr�lan bir say�d�r. Sonuç

olarak burada (6.2) denkli§inin asall�k için gerek ve yeter ³art olmad�§� görülmek-

tedir. Yani denklik (mod f(x))'e ta³�narak h�z kazan�ld� ama asall�k kriteri x − 1

polinomu ile sa§lanamad�. Ancak (6.2) denkli§i ile bir genelle³tirme sa§lanm�³t�r

dolay�s�yla farkl� polinomlar seçilebilir. Örne§in baz� küçük r de§erleri için xr − 1.

E§er n say�s� asal ise (6.2) denkli§i sa§lanmaktad�r ancak asal olmayan baz� n de§er-

leri için de denkli§i sa§layan a ve r de§erleri bulunabilmektedir (Agrawal vd. 2004).

Agrawal, Kayal ve Saxena özel seçilmi³ bir r de§eri için belirli say�da a de§eri ile

(6.2) denkli§i sa§lan�rsa n'nin asal oldu§unu göstermi³lerdir (Agrawal vd. 2004).

Burada a'lar�n say�s� ve özel r de§eri log n cinsinden bir polinom taraf�ndan s�n�r-

lanm�³t�r. Dolay�s�yla AKS algoritmas� hem deterministik hem de polinom zamanl�

bir algoritmad�r. Algoritmaya temel olu³turan teorem a³a§�da verilmi³tir.
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Teorem 6.1.1 (Agrawal,Kayal,Saxena) n ≥ 2, r > 0, (n, r) = 1, n'nin Z∗r
grubundaki mertebesi lg2 n de§erinden büyük ve 0 ≤ a ≤

√
ϕ(r) lg n olacak ³ekilde

her a tamsay�s� için,

(x+ a)n ≡ xn + a (mod xr − 1, n) (6.3)

denkli§i sa§lans�n. E§er p >
√
ϕ(r) lg n ve p|n olacak ³ekilde bir p asal� varsa n = pm

olacak ³ekilde bir m ∈ Z vard�r. Özel olarak e§er n'nin [1,
√
ϕ(r) lg n] aral�§�nda

asal böleni yoksa ve n tam kuvvet de§ilse n asald�r.

Teoremde geçen lg n ifadesi log2n olarak tan�mlanm�³t�r.

�spat 6.1.1 n asal olmas�n ve p >
√
ϕ(r) lg n olacak ³ekilde p asal bölenine sahip

olsun. Gösterilecektir ki birm pozitif tamsay�s� için n = pm dir. Bunun için öncelikle

G := {g(x) ∈ Zp[x] | g(x)n ≡ g(xn) (mod xr − 1)}

kümesi tan�mlans�n. Kabul gere§i
√
ϕ(r) lg n < p oldu§undan her a ∈ [0,

√
ϕ(r) lg n]

için a < p dir dolay�s�yla her bir x + a polinomu Zp[x]'in eleman�d�r. Ayr�ca (6.3)

denkli§inden

(x+ a)n ≡ xn + a (mod xr − 1, n)⇒ (x+ a)n ≡ xn + a (mod xr − 1, p)

elde edilir. Bu nedenle 0 ≤ a ≤
√
ϕ(r) lg n olacak ³ekildeki her a tamsay�s� için x+

a ∈ G dir. G kümesi çarpma i³lemine göre kapal�d�r. Gerçekten de her g(x), h(x) ∈

G için g(x)n ≡ g(xn) (mod xr − 1) ve h(x)n ≡ h(xn) (mod xr − 1) oldu§undan

(g(x)h(x))n = g(x)nh(x)n ≡ g(xn)h(xn) (mod xr − 1)

olmaktad�r. G kümesi çarpma i³lemine göre kapal� oldu§undan εa'lar negatif ol-

mayan tamsay�lar olmak üzere ∏
0≤a≤
√
ϕ(r) lgn

(x+ a)εa
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çarp�m�ndan elde edilen polinomlar daG kümesinin eleman�d�r. Ayr�ca
√
ϕ(r) lg n <

p oldu§undan bu polinomlar Zp[x]'de ayr�k ve s�f�rdan farkl�d�rlar. Çünkü Zp cisim

oldu§undan Zp[x] öklit bölgesi dolay�s�yla tek türlü çarpanlar�na ayr�labilir bir bölgedir.

Özetle G kümesinin oldukça fazla eleman� vard�r. Ayn� zamanda G kümesi Zp[x]

halkas�ndaki polinomlar�n xr− 1'e bölümünden elde edilen kalan s�n��ar�n�n bir bir-

le³imidir. Yani, e§er g1(x) ∈ G ve g2(x) ∈ Zp[x] için g2(x) ≡ g1(x) (mod xr − 1) ise

g2(x) ∈ G dir. Bunu göstermek gerekirse

g2(x) ≡ g1(x) (mod xr − 1)

denkli§inde x yerine xn yaz�larak,

g2(xn) ≡ g1(xn) (mod xnr − 1)

elde edilir. Kolayl�kla görülebilir ki xr − 1|xnr − 1 dir. Bu nedenle son denklik

(mod xr − 1) için de sa§lanm�³ olur. Yani

g2(x)n ≡ g1(x)n ≡ g1(xn) ≡ g2(xn) (mod xr − 1)

elde edilip g2(x) ∈ G olmu³ olur. Buraya kadar yap�lanlar özetlenirse;

• G kümesi çarpma i³lemi alt�nda kapal� dolay�s�yla her a ∈ [0,
√
ϕ(r) lg n] için

x + a ve çarp�mlar�ndan elde edilen polinomlar G'nin eleman� ve G kümesi Zp[x]

halkas�ndaki polinomlar�n xr− 1'e bölümünden elde edilen kalan s�n��ar�n�n bir bir-

le³imidir.

G kümesindeki denkli§i sa§layan de§erler bir küme ile ifade edilirse bu küme

J := {j ∈ Z+ | her g(x) ∈ G için g(x)j ≡ g(xj) (mod xr − 1)}

olarak bulunur. G kümesinin tan�m�ndan anla³�ld�§� üzere n ∈ J ve a³ikar olarak

1 ∈ J dir. Ayr�ca her g(x) ∈ Zp[x] polinomu için g(x)p = g(xp) oldu§undan p ∈ J

dir. Gösterilsin ki J çarpma i³lemi alt�nda kapal�d�r. E§er j1, j2 ∈ J ve g(x) ∈ G

al�n�rsa G çarpma i³lemine göre kapal� oldu§undan g(x)j1 ∈ G dir. Ayr�ca g(x)j1 ≡

g(xj1) ( mod xr−1) oldu§undan bir önceki paragraftan anla³�laca§� üzere g(xj1) ∈ G
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elde edilir. Böylece j2 ∈ J oldu§undan,

g(x)j1j2 ≡ g(xj1)j2 ≡ g((xj2)j1) = g(xj1j2) (mod xr − 1)

elde edilip j1, j2 ∈ J dir. Yani J kümesi çarpma i³lemi alt�nda kapal�d�r. Buraya

kadar yap�lanlar özetlenirse;

• J kümesi 1, p ve n say�lar�n� içeriyor ayr�ca çarpma i³lemine göre kapal�d�r.

K ile xr − 1 polinomunun tüm köklerini içeren en küçük cisim ifade edilsin. Yani

K cismi Fp cismi üzerinde xr − 1 polinomunun parçalan�³ cismi olsun. Dolay�s�yla

karakteristi§i p ve birimin r derecedem köklerini içeren en küçük cisimdir. Özel

olarak ζ ∈ K 1'in r dereceden bir primitif kökü olsun. Ayr�ca ζ'y� kök kabul eden

minimal polinom h(x) ∈ Fp[x] polinomu olsun. Bu nedenle h(x), xr−1'in indirgene-

mez bir bölenidir. Böylece K = Fp[ζ] ∼= Fp[x]/(h(x)) olur. Burada deg h = k olarak

kabul edilsin.

σ : Zp[x]/(xr − 1)→ K = Fp(ζ) ∼= Fp[x]/(h(x))

x̄ 7→ ζ

³eklinde tan�mlanan σ bir halka homomor�zmas�d�r. G kümesinin bu homomor�zma

alt�ndaki görüntüsü a³a§�daki küme ile tan�mlans�n.

G := {γ ∈ K | g(x) ∈ G için g(ζ) = γ}

E§er j ∈ J ve g(x) ∈ G ise σ(g(x)) = g(ζ) oldu§undan;

g(ζ)j = σ(g(x))j = σ(g(x))σ(g(x)) · · ·σ(g(x))

= σ(g(x)j)

= σ(g(xj))

= g(ζj)

elde edilir. (n, r) = 1 oldu§undan (p, r) = 1 olmaktad�r. Dolay�s�yla n ve p taraf�n-

dan üretilen < n, p >= {napb (mod r) | a, b ∈ Z+} grubu Z∗r grubunun bir alt

grubudur Bu alt grubun mertebesi d olsun yani (| < n, p > | = d). G kümesinin
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elemanlar�ndan derecesi d'den küçük olan polinomlar�n kümesi a³a§�daki ³ekilde

gösterilsin.

Gd := {g(x) ∈ G | g(x) = 0 veya deg g(x) < d}

Z∗r grubunun mertebesi ϕ(r) oldu§undan r > ϕ(r) ≥ d dir. Dolay�s�yla Gd'nin

elemanlar� ( mod xr−1)'de farkl�d�rlar. �imdi tan�mlanan σ homomor�zmas�n�n Gd

üzerine k�s�tland�§�nda birebir oldu§u gösterilecektir. g1(x), g2(x) ∈ Gd ve g1(ζ) =

g2(ζ) olsun. E§er a, b ≥ 0 için j = napb ise j ∈ J dir. Çünkü J çarpmaya göre

kapal�d�r. Bu yüzden;

g1(ζj) = g1(ζ)j = g2(ζ)j = g2(ζj)

olur. Burada n, p'nin Z∗'da üretti§i grubun mertebesi d oldu§u için d farkl� j (mod

r) de§eri elde edilir. Dolay�s�yla e³itlik d farkl� j (mod r) de§eri için sa§lanmak-

tad�r. Ayn� zamanda ζ 1'in primitif kökü oldu§undan farkl� j (mod r)'ler için ζj

farkl� sonuçlar verecektir. Yani d farkl� j de§eri için g1(ζj) − g2(ζj) = 0 d�r. Bu

demektir ki g1(x) − g2(x) polinomunun K cismi içinde en az d kökü vard�r. Ancak

g1(x)− g2(x) polinomu Gd kümesinin eleman� oldu§u için derecesi d'den küçüktür.

Bu nedenle mecburen g1(x) = g2(x) dir. Yani homomor�zma Gd'ye k�s�tland�§�nda

birebirdir. �imdiye kadar yap�lanlar özetlenirse;

• Gd'nin farkl� polinomlar� G'nin farkl� elemanlar�na kar³�l�k gelmektedir.

Bu durum εa ∈ 0, 1 olacak ³ekildeki a³a§�daki polinomlar için dü³ünüldü§ünde,

g(x) = 0 veya g(x) =
∏

0≤a≤
√
d lgn

(x+ a)εa

d ≤ ϕ(r) oldu§u için çarp�mdan elde edilen her g(x) polinomu, G'nin eleman� olur.

Ayr�ca;

d > lg2 n⇒
√
d > lg n

⇒ d >
√
d lg n
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elde edilir. Bu nedenle εa'lar�n hepsi birden 1 olmad�§� sürece her g(x), Gd'nin

eleman� olmaktad�r. Bu sebeple Gd'nin eleman say�s�

1 + (2b
√
d lgnc+1 − 1) > 2

√
d lgn = n

√
d

olarak bulunur. Sonuç olarak,

#Ḡ ≥ #Gd > n
√
d

dir. Daha önce belirtildi§i gibi K ∼= Fp[x]/(h(x)) ve h(x) ∈ Fp[x] derecesi k olan

indirgenemez bir polinomdur. Yani K ∼= Fpk d�r. Bu nedenle e§er, j, j0 pozitif

tamsay�lar olmak üzere j ≡ j0 (mod pk − 1) ve β ∈ K ise βj = βj0 .

J
′
:= {j ∈ Z+ | j0 ∈ J için j ≡ j0 (mod pk − 1)}

kümesi olu³turulsun. E§er j0 ∈ J için j ≡ j0 (mod pk − 1) ve g(x) ∈ G olursa,

g(ζ)j = g(ζ)j0 = g(ζj0) = g(ζj)

dir. J çarpma i³lemi alt�nda kapal� oldu§undan J
′
'da öyledir. Ayr�ca npk−1 ≡

n/p (mod pk − 1) oldu§undan n/p ∈ J
′
elde edilir. Buraya kadar yap�lanlar

özetlenirse

• J ′ çarpma i³lemi alt�nda kapal�d�r. 1, n/p ve p say�lar� J
′
kümesinin eleman-

lar�d�r. Ayr�ca her j ∈ J ′ ve g(x) ∈ G için g(ζ)j = g(ζj) dir.

a, b ∈ [0,
√
d] olacak ³ekilde pa(n/p)b tamsay�lar� dü³ünüldü§ünde, burada d d§erinden

daha fazla say�da birbirinden farkl� (a, b) s�ral� ikilisi vard�r. Ancak p ve n/p Z∗r '�n

d mertebeli alt grubunun (< n, p >) elemanlar�d�r. Bu yüzden 2 tane birbirinden

farkl� (a1, b1), (a2, b2) s�ral� ikilileri vard�r öyle ki pa1(n/p)b1 ≡ pa2(n/p)b2 (mod r)

dir. Kolayl�k olmas� bak�m�ndan j1 := pa1(n/p)b1 ve j2 := pa2(n/p)b2 olarak gös-

terilsin. Bu gösterim ile j1 ≡ j2 (mod r) olup ζj1 = ζj2 dir. Ayr�ca j1, j2 ∈ J
′

oldu§undan her g(x) ∈ G için,

g(ζ)j1 = g(ζj1) = g(ζj2) = g(ζ)j2
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elde edilir. Dolay�s�yla her γ ∈ G için γj1 = γj2 . Daha önce gösterilmi³ti ki G'nin

n
√
d'den daha fazla eleman� vard�r. Ayr�ca j1, j2 ≤ p

√
d(n/p)

√
d ≤ n

√
d oldu§undan

xj1 − xj2 polinomunun derecesi en fazla
√
d dir. Sonuç olarak, bu polinomun K

cismi içinde derecesinden fazla kökü bulunmaktad�r bu yüzden xj1 − xj2 = 0 olur.

Bu nedenle j1 = j2 dir. Yani

pa1(n/p)b1 = pa2(n/p)b2 ⇒ nb1−b2 = pb1−b2+a2−a1

elde edilir. (a1, b1), (a2, b2) farkl� s�ral� ikililer olduklar�ndan b1 6= b2 dir. Sonuç

olarak tamsay�lar tek türlü çarpanlara ayr�labildi§inden,

n ∈ Z+ olacak ³ekilde n = pm

elde edilir ve ispat tamamlan�r. �

A³a§�da AKS teoreminin asall�k testine çevrilmi³ hali algoritma olarak verilmi³tir.

Algoritma 5 AKS Asall�k Testi
Bu algoritma verilen bir n pozitif tamsay�s�n�n asal olup olmad�§�n� belirlemektedir.

1. [Kuvvet Testi]

E§er a, b ∈ Z+ ve b 6= 1 olacak ³ekilde n = ab ise n asal de§ildir;

2. [r De§erinin Belirlenmesi]

n say�s�n�n Z∗r grubundaki mertebesini lg2 n de§erinden büyük yapan r pozitif

tamsay�s�n� bul;

E§er n'nin [2,
√
ϕ(r) lg n] aral�§�nda bir asal böleni varsa n asal de§ildir;

3. [Kongrüans Kontrolü]

a ∈ [0,
√
ϕ(r) lg n] oldukça {

E§er (x+ a)n 6≡ xn + a (mod xr − 1, n) ise n asal de§ildir;

}

n asald�r;
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Algoritma Teorem 6.1.1 gere§i deterministiktir. Ayr�ca a³a§�daki teorem gere§i poli-

nom zamanl� olmaktad�r.

Teorem 6.1.2 Verilen bir n de§erinin asal olup olmad�§�n� belirleyen AKS asall�k

algoritmas�n�n karma³�kl�§� O(log15/2n) dir (Agrawal vd. 2004). Dolay�s�yla algo-

ritma polinom zamanl�d�r.
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7. TARTI�MA VE SONUÇ

Asall�k testleri bir çok geli³meden sonra deterministik ve polinom zamanl� olma özel-

li§ine AKS testi ile ula³m�³t�r. Fermat teoremi asall�k testine çevrildi§inde determin-

istik de§ildir. Lucas testi özel say�lar için kullan�³l� ancak karma³�kl�§� polinom za-

manl� de§ildir. Sonlu cisimlerde asall�k testi ise yine polinom zamanl� bir algoritma

de§ildir. Tez boyunca incelenen di§er algoritmalarda da benzer durumlar vard�r.

Son olarak 6. bölümde AKS algoritmas�n�n bu durumlar�n nas�l üstesinden geldi§i

anlat�lm�³t�r. Teorik olarak AKS algoritmas� uzun y�llard�r ula³maya çal�³�lan hedefe

ula³m�³t�r. Bunun yan�nda pratikte kullan�lmas� için AKS algoritmas�n�n karma³�k-

l�§�n�n dü³ürülmesi yönünde çal�³malar yap�lmaktad�r. AKS algoritmas�n�n en çok

i³lem gerektiren ad�m� 3. ad�md�r. Bu nedenle r ve a de§erlerinin belirlenmesinde

yap�lacak geli³tirmeler karma³�kl�§�n daha küçük de§erlere indirilmesini sa§layacak-

t�r. Baz� örneklerine kaynaklardan ula³�labilir (Pomerance ve Crandall 2005).
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