
ANKARA ÜNİVERSİTESİ
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Bu tez toplam beş bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.

İkinci bölümde tezin diğer bölümlerinde kullanılacak olan bazı kavramlar, tanımlar ve
teoremler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde Hananoi v.d (2015)’nin makalesinden tezin diğer bölümleri için gerekli
bazıkısımlara yer verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde Öklid uzayında bir ortonormal çatıiçin 3-tip RM çatıelde edilmi̧stir.
Daha sonra bu çatılar için küresel Darboux gösterge eğrilerinin singüler noktalarıbelirlen-
mi̧stir.

Son bölümde ise Ito ve Izumiya (2016)’nın makalesi incelenmi̧stir. Ayrıca makalede yer
alan beş küresel gösterge eğrisine üçü daha eklenerek benzer sonuçlar elde edilmi̧stir.
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ABSTRACT

Master Thesis

DARBOUX INDICATRICES OF SURFACE CURVES ON THE MİNKOWSKİ SPACE

Gül YAŞAR

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

This thesis consists of five parts.

The first part is devoted to the introduction.

The second part contains some notions, definitions and theorems which are going to used
for the other parts of the thesis.

In the third part, some sections of the paper by Hananoi et al. (2015) which are required
for the other parts of this thesis are given.

In the fourth part 3-type RM frames are obtained for an orthonormal frame in Euclidean
space. Also the spherical Darboux indicatrices are defined and their singular points are
specified.

In the last part the paper of Ito and Izumiya (2016) is examined. Three more spherical
indicatrices are also added to the five in the paper and similar results are obtained.

June 2019, 68 pages

Key Words: darboux vector, dual curve, spherical curves, darboux indicatrix curves,
singular point, rotation minimizing frame
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TEZ ONAY SAYFASI
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1. GİRİŞ

Rotation minimizing çatı(RMF) ilk kez Bishop (1975) tarafından Öklid uzayındaki

bir eğri boyunca hareketli Frenet çatısına alternatif bir çatıolarak tanıtılmı̧stır. 3-

boyutlu Öklid uzayında Frenet çatısıteğet, normal ve binormal vektörler ile verilir.

Bir γ : I → R3 eğrisi boyunca bir rotation minimizing çatıise teğet vektör ve iki

Ni, i = 1, 2 normal vektörü ile verilir öyle ki bu vektörler teğete göre dönmez. Yani

N ′i(t) vektörleri γ
′(t) ile orantılıdır. Bir eğri boyunca böyle bir normal vektör alanına

rotation minimizing vektör alanı(kısaca RM vektör alanı) adıverilir. Bir γ(t0) nok-

tasında herhangi bir {γ′(t0), N1(t0), N2(t0)} ortonormal bazı γ eğrisi boyunca bir

tek RM çatıtanımlar. Bu yüzden 3 boyutlu Öklid uzayında böyle bir RM çatıeşsiz

bir dönme modülü tasarlamı̧stır (Etayo 2018). Son zamanlarda RM çatıbilgisa-

yar grafiklerinde, bilgisayar animasyonlarında ve robotiklerde haraketi tasarlama ve

kontrol etme gibi alanlarda yaygın bir şekilde kullanılmaktadır.

Lorentz-Minkowski (Minkowski) uzayı1907 yılında Alman matematikçi Hermann

Minkowski tarafından özel bir metrik ile ifade edilmi̧stir. Bu uzayın Öklid uzayından

farklıolarak bir zamansal boyutu vardır. Minkowski uzayında yapılan çalı̧smaların

birçok fiziksel uygulamasımevcuttur. Örneğin Minkowski uzayıözel izafiyet teorisini

formüle etmek için kullanılır. Matematiksel açıdan Lorentz-Minkowski uzayının

geometrik özelliklerinin Öklid uzayından nasıl farklıolduğu ilginç bir problemdir.

Biliniyor ki 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzayı, Öklid uzayına göre daha zengindir.

Çünkü gerek yüzeyin gerekse yüzey üzerindeki eğrinin karakterine göre çeşitlilik arz

eder.

3-boyutlu Öklid uzayında yüzey eğrileri boyunca Darboux çatısı iyi bilinen bir

kavramdır. Bu çatı sayesinde eğrinin geodezik eğri, asimptotik eğri veya eğrilik

çizgisi olma özellikleri verilebilir. Bir çatının Darboux vektörü, çatının eğri boyunca

hareketi esnasında ani dönme eksenidir. Bir eğri boyunca Darboux çatısının bazının

küresel dualleri, eğri boyunca Darboux vektör alanları olarak adlandırılır. Eğri

boyunca üç Darboux vektör alanıbulunmaktadır.
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Yüzey eğrilerinin Darboux çatısının Lorenziyen versiyonu da mevcuttur. Lorenziyen

Darboux çatısının bazının pseudo-küresel Legendrian dualleri, eğri boyunca Loren-

ziyen Darboux vektörleri olarak adlandırılır. Eğrinin karakteristiğine göre dönme

ekseninin karakteri çeşitlilik gösterir. Lorentz-Minkowski uzayında üç tip pseudo-

küre bulunduğundan eğri boyunca sekiz Lorenziyen Darboux vektörü mevcuttur (Ito

ve Izumiya 2016).

Bu tezde Öklid uzayında herhangi bir ortonormal çatının döndürülmesi ile elde

edilen RM çatılara göre küresel Darboux göstergeleri elde edilmi̧s ve bu göstergelerin

singüler noktalarıkarakterize edilmi̧stir. Böylece Öklid uzayında bir eğri boyunca

alınan herhangi bir çatı için geçerli olacak genel sonuçlar elde edilmi̧stir. Ayrıca

spacelike yüzeyler üzerindeki eğrilerin Lorenziyen Darboux vektörlerinin pseudo-

küresel gösterge eğrileri ile bu eğrilerin singüleritelerini karakterize eden invaryantlar

tanımlanmı̧s ve bu invaryantların geometrik anlamlarıincelenmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölüm çalı̧smanın sonraki bölümlerinde yararlanılacak kavramların açıklamaları-

na ayrılmı̧stır.

Tanım 2.1 (İç Çarpım): Bir 〈, 〉 : R3 × R3 → R fonksiyonu her x, y ∈ R3 için

x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3); xi, yi ∈ R olmak üzere

〈x, y〉 =
3∑
i=1

xiyi

şeklinde tanımlanıyorsa 〈, 〉 fonksiyonuna R3 vektör uzayında bir iç çarpım denir.

Bu iç çarpıma Öklid anlamındaki iç çarpım veya R3 uzayındaki standart iç çarpım

denir (Hacısalihoğlu 2005).

Tanım 2.2 (Norm): R3 uzayında bir x vektörünün normu
√
〈x, x〉 olarak tanım-

lanır ve ‖−→x ‖ ile gösterilir (Hacısalihoğlu 2005).

Tanım 2.3 (Vektörel Çarpım): R3 3 boyutlu Öklid uzayında ∀x = (x1, x2, x3),

y = (y1, y2, y3) ∈ R3 için Öklid vektörel çarpımı

x ∧ y = (x2y3 − y2x3, x3y1 − y3x1, x1y2 − y1x2)

şeklinde tanımlanır (Hacısalihoğlu 2000).

Tanım 2.4 (Eğri): R de I bir açık aralık olmak üzere her

γ : I −→ R3

t −→ (γ1(t), γ2(t), γ3(t))

sürekli fonksiyonu üç boyutlu reel uzayda bir eğri tanımlar (Hacısalihoğlu 2005).
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Tanım 2.5 (Yay parametresi): γ : I −→ R3 eğrisi için ‖γ′(s)‖ = 1 olsun.

Böylece s ye γ eğrisinin yay parametresi denir (Hacısalihoğlu 1993).

Tanım 2.6 (Küresel eğri): Bir eğri bir kürenin üzerinde yatıyorsa bu eğriye küre-

sel eğri denir (Karger ve Novak 1985).

Tanım 2.7 (Birim teğet vektör): γ : I −→ R3 birim hızlıeğri olmak üzere

T (s) = γ′(s)

vektör alanına γ eğrisi boyunca birim teğet vektör alanıadıverilir (Sabuncuoğlu

2004).

Tanım 2.8 (Eğrilik): γ : I −→ R3 birim hızlıeğri olmak üzere ∀s ∈ I için

κ(s) = ‖T ′(s)‖

biçiminde tanımlanan κ fonksiyonuna γ eğrisinin eğrilik fonksiyonu denir. κ(s) ∈ R

reel sayısına γ nın γ(s) noktasındaki eğriliği adıverilir (Sabuncuoğlu 2004).

Tanım 2.9 (Asli normal): γ : I −→ R3 birim hızlıeğri olmak üzere

N(s) =
1

κ(s)
T ′(s)

vektör alanına γ eğrisi boyunca asli normal vektör alanıdenir (Sabuncuoğlu 2004).

Tanım 2.10 (Binormal): γ : I −→ R3 birim hızlıeğri olmak üzere

B(s) = T (s) ∧N(s)

vektör alanına γ eğrisi boyunca binormal vektör alanıdenir (Sabuncuoğlu 2004).
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Tanım 2.11 (Frenet Vektörleri): γ : I −→ R3 eğrisi için T (s), N(s), B(s) vek-

törlerine eğrinin γ(s) noktasındaki Frenet vektörleri ve T,N,B vektör alanlarına γ

eğrisi üstünde Frenet vektör alanlarıadıverilir. Bu vektör alanlarının oluşturduğu

{T,N,B} çatısına γ eğrisinin Frenet çatısıdenir (Sabuncuoğlu 2004).

Tanım 2.12 (Burulma): R3 uzayında γ : I −→ R3 birim hızlıeğrisinin Frenet

vektör alanlarıT,N,B olmak üzere ∀s ∈ I için

τ(s) = −〈B′(s), N(s)〉 = 〈B(s), N ′(s)〉

şekllinde tanımlanan τ fonksiyonuna γ eğrisinin burulma fonksiyonu adı verilir.

τ(s) ∈ R sayısına γ nın γ(s) noktasındaki burulmasıdenir (Sabuncuoğlu 2004).

Tanım 2.13 (Frenet formülleri): R3 uzayında γ : I −→ R3 birim hızlıeğrisi

üstünde Frenet vektör alanlarıT,N,B ise

T ′ = κN

N ′ = −κT + τB

B′ = −τN

dir. Bu eşitliklere birim hızlı γ eğrisi için Frenet formülleri denir (Sabuncuoğlu

2004).

Tanım 2.14 (Rotation minimizing vektör alanı): R3 uzayında bir γ = γ(t)

eğrisi üzerindeki bir −→v = −→v (t) normal vektör alanının türevi −→v ′(t), γ′(t) ile orantılı

ise bu vektör alanına göreceli paralel veya rotation minimizing (RM) denir (Etayo

2016).

Tanım 2.15 (Rotation minimizing çatı): R3 uzayında γ = γ(t) bir eğri olsun.{−→
T (t),

−→
Ni(t)

}
, i = 1, 2 hareketli ortonormal çatısırotation minimizing çatı, paralel

çatı, Bishop çatısıya da adopted çatıolarak adlandırılır. Burada
−→
T (t), γ nın γ(t)

noktasındaki teğet vektörü ve
−→
Ni(t) =

{−→
N1(t),

−→
N2(t)

}
rotation minimizing vektör

alanlarıdır (Etayo 2016).
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Tanım 2.16 (Singüler nokta): γ : I → Rn eğrisinde γ′(t) = 0 olan noktalara γ

eğrisinin singüler noktalarıdenir.

Tanım 2.17 (Ordinary cusp singülerliği): γ : I → R2 düzgün bir eğri olsun.

Eğer bir t0 ∈ I noktasıγ eğrisinin singüler noktası(yani γ′(t0) = 0), γ′′(t0) 6= 0 ve

γ′′(t0) ile γ′′′(t0) vektörleri lineer bağımsız vektörler ise bu durumda γ eğrisi, t0 ∈ I

noktasında ordinary cusp singülerliğine sahiptir (Rutter 2000).

Tanım 2.18 (Dual Eğri): Birim küre üzerinde bir γ eğrisinin dual eğrisi, γ eğri-

sine π
2
kadar uzaklıkta bulunan γ∨ eğrisidir. γ∨ dual eğrisi, γ eğrisinin Gauss

dönüşümü olarak düşünülebilir (Arnol’d 1995).

Tanım 2.19 (Ordinary inflection noktası): γ : I → S2 regüler eğrisinin bir

γ(s0) noktasında κg(s0) = 0 ve κ′g(s0) 6= 0 oluyor ise γ(s0) noktasına γ eğrisinin bir

ordinary inflection noktasıdenir (Hananoi vd. 2015).

Tanım 2.20 (Helis): R3 uzayındaki bir γ eğrisinin T birim teğet vektör alanı,

sabit bir u vektörü ile sabit açıyapıyorsa γ eğrisine bir helis adıverilir. Sabit u

vektörüne de helisin ekseni adıverilir (Sabuncuoğlu 2004).

Tanım 2.21 γ : I −→ R3 eğrisi κ(s) 6= 0 olmak üzere bir helistir ⇐⇒ ( τ
κ
)(s)’in

sabittir. Eğer κ ve τ sıfırdan farklısabitler ise helise dairesel helis adıverilir (Izumiya

ve Takeuchi 2004).

Tanım 2.22 (Slant Helis): R3 uzayındaki bir γ eğrisinin κ(s) 6= 0 olmak üzere

asli normal vektörü sabit bir doğrultu ile sabit açıyapıyorsa γ eğrisine slant helis

adıverilir (Izumiya ve Takeuchi 2004).
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Tanım 2.23 (Lorentz-Minkowski Uzayı): R3 vektör uzayında herhangi

u = (u0, u1, u2) ve v = (v0, v1, v2) vektörleri için

〈u, v〉 = −u0v0 + u1v1 + u2v2

pseudo-skaler çarpımı ile tanımlanan (R3, 〈, 〉) uzayına Lorentz-Minkowski uzayı

denir. (R3, 〈, 〉) uzayıR31 ile gösterilir. R31 uzayına ayrıca Minkowski uzayıda denir

(López 2008).

Tanım 2.24 (Spacelike, Timelike, Lightlike(null) vektör): Bir u ∈ R31 vek-

törü

i) 〈u, u〉 > 0 veya u = 0 ise spacelike,

ii) 〈u, u〉 < 0 ise timelike,

iii) 〈u, u〉 = 0 ve u 6= 0 ise lightlike olarak isimlendirilir (O’Neill 1983).

Tanım 2.25 (Gelecek ve geçmi̧s yönlendirmeli timelike vektör):

E0 = (1, 0, 0) olsun. u ∈ R31 timelike vektörü için

i) 〈u,E0〉 < 0 ise u vektörüne gelecek yönlendirmeli timelike vektör,

ii) 〈u,E0〉 > 0 ise u vektörüne geçmi̧s yönlendirmeli timelike vektör denir (O’Neill

1983).

Tanım 2.26 (Norm): x ∈ R31 vektörünün normu

‖x‖ =
√
|〈x, x〉|

ile tanımlanır. Bir vektörün normu 1 ise vektöre birim vektör denir (O’Neill 1983).

Tanım 2.27 (Hiperbolik uzay, de Sitter uzayı, lightcone):

i) Hiperbolik uzay

H2(−1) =
{
p ∈ R31 | 〈p, p〉 = −1

}
ile,
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ii) de Sitter uzayı

S21 =
{
p ∈ R31 | 〈p, p〉 = 1

}
ile,

iii) lightcone

LC∗ =
{
p ∈ R31\ {0} | 〈p, p〉 = 0

}
ile tanımlanır (López 2008).

Tanım 2.28 (Vektörel Çarpım): ∀v = (v0, v1, v2), w = (w0, w1, w2) ∈ R31 için

Minkowski vektörel çarpımı

v ∧ w =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−i j k

v0 v1 v2

w0 w1 w2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (v2w1 − v1w2, v2w0 − v0w2, v0w1 − v1w0)

şeklinde tanımlanır (O’Neill 1983).

Tanım 2.29 (Eğri): R de I bir açık aralık iken γ : I −→ R31 şeklinde tanımlı

diferansiyellenebilir dönüşüme 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzayında bir eğridir

denir. Her t ∈ I için γ′(t) vektörü spacelike (sırasıyla timelike, lightlike) bir vektör

ise eğriye spacelike (sırasıyla timelike, lightlike) eğri denir (O’Neill 1983).

Tanım 2.30 (Hız vektörü): γ : I −→ R31 eğrisinin hız vektörü her t ∈ I için γ′(t)

şeklinde tanımlanır (O’Neill 1983).

Tanım 2.31 (Regüler eğri): γ : I −→ R31 eğrisinin I açık aralı̆gının her noktası

için hız vektörü sıfırdan farklıise γ eğrisine regüler eğri adıverilir (O’Neill 1983).
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Lemma 2.1 γ : I −→ R31 eğrisi bir spacelike veya timelike eğri ise ‖γ′(t)‖ = 1

olacak şekilde bir parametre deği̧simi vardır. Böyle bir durumda γ eğrisine birim

hızlıeğri veya yay uzunluğu parametrelendirilmi̧s eğri denir (López 2008).

Tanım 2.32 (Düzlem): Bir u ∈ R31 sıfırdan farklıvektörü ve bir c ∈ R reel sayısı

için normali u olan düzlem

P (u, c) = {x ∈ R31 | 〈x, u〉 = c}

şeklinde tanımlanır. u vektörü sırasıyla timelike, spacelike ya da lightlike ise P (u, c)

düzlemine sırasıyla spacelike düzlem, timelike düzlem ya da ligthlike düzlem denir

(López 2008).

Tanım 2.33 (Hiperbolik doğru): H2(−1) hiperbolik uzayıile orijinden geçen bir

timelike düzlemin arakesit eğrisine bir hiperbolik doğru adıverilir (Ito ve Izumiya

2016).

Tanım 2.34 (Horocycle): H2(−1) hiperbolik uzayıile bir lightlike düzlemin arake-

sit eğrisine bir horocycle adıverilir (Ito ve Izumiya 2016).

Tanım 2.35 (Geodezik pseudo-çember): De Sitter uzayıS21 ile orijinden geçen

bir spacelike düzlemin arakesit eğrisine de Sitter uzayında bir geodezik pseudo-

çember adıverilir (Ito ve Izumiya 2016).

Tanım 2.36 (Geodezik hiperbol): De Sitter uzayı S21 ile orijinden geçen bir

timelike düzlemin arakesit eğrisine de Sitter uzayında bir geodezik hiperbol adıverilir

(Ito ve Izumiya 2016).

Tanım 2.37 (De Sitter horocycle): De Sitter uzayıS21 ile orijini içermeyen bir

lightlike düzlemin arakesit eğrisine bir de Sitter horocycle adıverilir (Ito ve Izumiya

2016).
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Tanım 2.38 (İmmersiyon): M , ∂M ile sınırlıdüzgün bağlantılıbir yüzey olsun.

x : M → R31 diferansiyellenebilir dönüşümünün türev dönüşümü dxp : TpM → R3

birebir ise x diferansiyellenebilir dönüşümüne bir immersiyon denir. Bir immersi-

yonun her teğet düzlemi spacelike, timelike ya da lightlike ise bu immersiyona

sırasıyla spacelike, timelike ya da lightlike tır denir (López 2008).

Tanım 2.39 (k-jet): k ≥ 1 bir tamsayıolsun. Bir f : R, t0 → R fonksiyonunun

t0 noktasındaki k-jeti, k. derece Taylor serisinden sabit terimin çıkarılmasıyla elde

edilen

j∗f(t0) = tf ′(t0) +
t2

2!
f ′′(t0) + ...+

1

k!
tkf (k)(t0)

polinomudur (Bruce ve Giblin 1992).

Tanım 2.40 (Dönüşüm germi): M ve N manifoldlar olsun. Bir M → N

dönüşüm germi M manifoldunun bir x noktasının U komşuluklarında tanımlanan

ϕ : U → N dönüşümlerinin bir denklik sınıfıdır: burada iki dönüşüm x noktasının

bazıkomşuluklarında çakı̧sıyorsa denktir (Bu komşuluk iki dönüşümün tanımlandı̆gı

komşulukların kesi̧siminden daha küçüktür.) (Arnol’d vd. 1986).
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3. ÖKLİD UZAYINDA YÜZEY EĞRİLERİNİN KÜRESEL DAR-

BOUX GÖSTERGELERİ

Bu bölümde Hananoi, Ito ve Izumiya tarafından yazılan ve Çiçekdal’ın yüksek lisans

tez çalı̧smasında geni̧s bir şekilde incelenen " Spherical Darboux images of curves on

surfaces" isimli çalı̧smadan sonraki bölümlerde yararlanılmak üzere bazıkısımlara

yer verilecektir.

3.1 Yüzey Eğrilerinin Darboux Çatısı

U ⊂ R2 olmak üzere X : U → R3 ile bir M = X(U) düzgün yüzeyi verilsin.

γ : I → M ⊂ R3 bu yüzey üzerinde regüler bir eğri olsun. γ eğrisi regüler eğri

olduğundan yay parametreli olacak şekilde parametrize edilebilir. Böylece

γ(s) = X(u(s), v(s)) yazılabilir. Bu durumda γ nın birim teğet vektör alanı

t(s) = γ′(s)

şeklinde olur. Yüzeyin bir p = X(u, v) noktasındaki n birim normal vektör alanı

n(p) =
Xu ∧Xv

‖Xu ∧Xv‖
(u, v)

olmak üzere γ eğrisi boyunca M yüzeyinin birim normal vektör alanı,

nγ(s) = n◦γ(s)

ve

g(s) = nγ(s) ∧ t(s)

şeklinde tanımlanır. Böylece γ boyunca ortonormal {t(s),g(s),nγ(s)} çatısı elde

edilir ki bu çatıya γ boyunca Darboux çatısı adı verilir. O halde Frenet-Serret

formülleri

t′(s) = κg(s)g(s)+κn(s)nγ(s),

g′(s) = −κg(s)t(s) + τ g(s)nγ(s), (3.1)

n′γ(s) = −κn(s)t(s)− τ g(s)g(s),
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şeklinde elde edilir; burada

κg(s) = 〈t′(s),g(s)〉 = det(γ′(s), γ′′(s),nγ(s)),

κn(s) = 〈t′(s),nγ(s)〉 = 〈γ′′(s),nγ(s)〉 ,

τ g(s) =
〈
g′(s),nγ(s)

〉
= det(γ′(s),nγ(s),n

′
γ(s))

ve 〈a, b〉 , R3 teki standart iç çarpımdır. κg ye γ eğrisinin geodezik ĕgrilĭgi, κn ye γ

eğrisinin normal ĕgrilĭgi ve τ g ye γ eğrisinin geodezik burulması adıverilir. Ayrıca

biliniyor ki;

1) M yüzeyinde γ bir asimptotik eğridir ancak ve ancak κn = 0,

2) M yüzeyinde γ bir geodezik eğridir ancak ve ancak κg = 0,

3) M yüzeyinde γ bir eğrilik çizgisidir ancak ve ancak τ g = 0 (Sabuncuoğlu 2004).

Şimdi M yüzeyi birim küre ve γ : I → S2 birim küre üzerinde regüler bir eğri olsun.

s, yay parametresi olmak üzere γ eğrisinin birim teğet vektörü

t(s) = γ′(s)

ve eğri birim küre üzerinde olduğu için γ boyunca yüzeyin birim normal vektör alanı

nγ(s) = n◦γ(s) = γ(s)

olur. Buradan

g(s)= γ(s) ∧ t(s)

şeklinde yazılır. O halde γ(s) eğrisi boyunca {γ(s), t(s),g(s)} Darboux çatısıelde

edilir. Bu çatıya, eğri birim küre üzerinde olduğu için γ boyunca Sabban çatısıda

denir. γ eğrisi için κn(s) = −1 ve τ g(s) = 0 dır. Bu durumda birim küre üzerindeki

birim hızlıbir γ eğrisi için aşağıdaki Frenet-Serret türev formülleri

γ ′(s) = t(s)

t′(s) = κg(s)g(s)− γ(s) (3.2)

g′(s) = −κg(s)t(s)

şeklinde yazılır.
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3.2 Küresel Darboux Göstergeleri ve Singüleriteleri

γ : I → M ⊂ R3 eğrisi bir M düzgün yüzeyi üzerinde regüler bir eğri olsun.

γ eğrisinin Darboux vektör alanıD ∧ t = t′, D ∧ g = g′ ve D ∧ nγ= n′γ eşitlikleri

yardımıyla

D = τ g(s)t(s)− κn(s)g(s) + κg(s)nγ(s)

biçiminde yazılır. Bu vektör alanıkullanılarak γ boyunca üç tane özel yeni vektör

alanıaşağıdaki gibi tanımlanabilir.

Dn(s) = −κn(s)g(s)+κg(s)nγ(s),

Dr(s) = τ g(s)t(s) + κg(s)nγ(s),

Do(s) = τ g(s)t(s)− κn(s)g(s),

Bu vektör alanlarısırasıyla; normal Darboux vektör alanı, rektifiyan Darboux

vektör alanıve oskülatör Darboux vektör alanıolarak adlandırılır (Hananoi

vd. 2015).

Her bir Darboux vektör alanının küresel gösterge eğrileri;

_

Dn(s) =
Dn(s)

‖Dn(s)‖ =
−κn(s)g(s)+κg(s)nγ(s)√

κn(s)2 + κg(s)2
, (κn(s), κg(s)) 6= (0, 0)

_

Dr(s) =
Dr(s)

‖Dr(s)‖
=
τ g(s)t(s) + κg(s)nγ(s)√

τ g(s)2 + κg(s)2
, (τ g(s), κg(s)) 6= (0, 0)

_

Do(s) =
Do(s)

‖Do(s)‖
=
τ g(s)t(s)− κn(s)g(s)√

τ g(s)2 + κn(s)2
, (κn(s), τ g(s)) 6= (0, 0)

şeklinde bulunur.

_

Dn : I → S2, (κn(s), κg(s)) 6= (0, 0),
_

Dr : I → S2, (τ g(s), κg(s)) 6= (0, 0),
_

Do : I → S2, (κn(s), τ g(s)) 6= (0, 0),

Bu küresel eğrilere sırasıyla γ boyunca küresel normal Darboux göstergesi,

küresel rektifiyan Darboux göstergesi ve küresel oskülatör Darboux göster-

gesi adıverilir (Hananoi vd. 2015).
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Şimdi bu küresel eğrilerin singüler noktalarınıinceleyelim.

γ : I → M ⊂ R3birim hızlıeğrisinin {T, N, B} Frenet çatısına göre eğrilikleri κ

ve τ ; {t, g, nγ} Darboux çatısına göre eğrilikleri κg, κn, τ g olsun. γ eğrisinin birim

teğet vektör alanıT(s) = t(s) = γ′(s) olmak üzere (3.1) den

t′(s) = κg(s)g(s) + κn(s)nγ(s) olduğundan

κ(s) = ‖t′(s)‖ =
√
κ2n(s) + κ2g(s)

bulunur. γ′′(s) = t′(s) = κg(s)g(s) + κn(s)nγ(s) olduğundan

N(s) =
γ′′(s)

κ(s)
=
κg(s)g(s) + κn(s)nγ(s)√

κ2n(s) + κ2g(s)

ve

B(s) = T(s) ∧N(s) =
κg(s)nγ(s)− κn(s)g(s)√

κ2n(s) + κ2g(s)

şeklinde bulunur. τ(s) = 〈N′(s),B(s)〉 olduğundan gerekli hesaplamalar yapılarak

τ(s) = τ g(s)−
κn(s)κ′g(s)− κ′n(s)κg(s)

κ2n(s) + κ2g(s)
(3.3)

olarak elde edilir.

(M,γ) eğri yüzey ikilisinin invaryantları

δn(s) = τ g(s)−
κn(s)κ′g(s)− κ′n(s)κg(s)

κ2n(s) + κ2g(s)
eğer (κn(s), κg(s)) 6= (0, 0),

δr(s) = κn(s)−
κg(s)τ

′
g(s)− κ′g(s)τ g(s)
κ2g(s) + τ 2g(s)

eğer (τ g(s), κg(s)) 6= (0, 0),

δo(s) = κg(s) +
κn(s)τ ′g(s)− κ′n(s)τ g(s)

κ2n(s) + τ 2g(s)
eğer (κn(s), τ g(s)) 6= (0, 0).

şeklinde yazılır (Hananoi vd. 2015). Burada (3.3) den δn(s) = τ(s) olduğu görülür.

δn, δr, δo invaryantları sırasıyla
∫

tds,
∫

gds ve
∫

nγds eğrilerinin burulmalarına

eşittir. Bu invaryantlar kullanılarak
_

Dn,
_

Dr,
_

Do küresel gösterge eğrilerinin singüler

noktalarısınıflandırılabilir.

Teorem 3.1 γ : I →M ⊂ R3, M yüzeyi üzerinde birim hızlıbir eğri olsun.
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A) (κn(s), κg(s)) 6= (0, 0) olsun.

(1)
_

Dn, s0 noktasında singüler değildir ancak ve ancak δn(s0) 6= 0.

(2)
_

Dn küresel eğrisi bir s0 noktasında C ordinary cusp noktasına lokal diffeo-

morftur ancak ve ancak δn(s0) = 0 ve δ′n(s0) 6= 0.

B) (τ g(s), κg(s)) 6= (0, 0) olsun.

(1)
_

Dr, s0 noktasında singüler değildir ancak ve ancak δr(s0) 6= 0.

(2)
_

Dr küresel eğrisi bir s0 noktasında C ordinary cusp noktasına lokal diffeo-

morftur ancak ve ancak δr(s0) = 0 ve δ′r(s0) 6= 0.

C) (κn(s), τ g(s)) 6= (0, 0) olsun.

(1)
_

Do, s0 noktasında singüler değildir ancak ve ancak δo(s0) 6= 0.

(2)
_

Do küresel eğrisi bir s0 noktasında C ordinary cusp noktasına lokal diffeo-

morftur ancak ve ancak δo(s0) = 0 ve δ′o(s0) 6= 0.

Burada ordinary cusp C = {(x1, x2) : x31 = x22} (yarıkübik parabol) (Hananoi vd.

2015).

Teoremin ispatıHananoi vd. (2015) ve Çiçekdal (2018) tarafından verilmi̧stir.

3.3 Birim Küre Üzerinde Eğriler ve Dualleri

γ : I → S2 birim küre üzerinde regüler bir eğri ve γ∨ bu eğrinin dual eğrisi olsun.

γ ve γ∨ eğrilerinin singüler noktalarıarasındaki ili̧skiyi gösteren aşağıdaki önermeyi

verelim.

Önerme 3.1 S2 üzerinde bir γ eğrisi ordinary geodesic inflection noktasına sahip-

tir ancak ve ancak γ eğrisinin dual eğrisi (γ∨) aynınoktada ordinary cusp noktasına

sahiptir (Porteous 1999).

Sonraki önerme, tanım 2.19 göz önüne alındı̆gında önerme 3.1 in bir sonucu olarak

verilebilir.

Önerme 3.2 γ∨(s) dual eğrisi s0 noktasında bir ordinary cusp singülerliğine sahip-

tir ancak ve ancak κg(s0) = 0 and κ′g(s0) 6= 0 (Porteous 1999).
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Birim küre üzerinde γ eğrisinin κ(s) =
√
κ2g(s) + 1 eğriliği sabittir ancak ve an-

cak γ bir çemberin parçasıdır. Dolayısıyla buradan κg(s) sabittir ancak ve ancak

γ bir çemberin parçasıdır. Dahasıγ büyük çemberin bir parçasıdır ancak ve ancak

κg(s) = 0. Bu koşul ayrıca γ∨ eğrisinin sabit olmasına denktir. Bu yüzden yukarı-

daki önermenin geometrik anlamınıyorumlayabilmek için bir yükseklik fonksiyonu

tanımlanarak aşağıdaki önerme elde edilir :

Önerme 3.3 H : I × S2 −→ R, H(s,v) = 〈γ(s),v〉 şeklinde tanımlansın.

hv(s) = H(s,v)

olmak üzere

1) hv(s) = h′v(s) = 0⇔ v = ±γ∨(s).

2) hv(s) = h′v(s) = h′′v(s) = 0⇔ v = ±γ
∨
(s) ve κg(s) = 0.

3) hv(s) = h′v(s) = h′′v(s) = h′′′v (s) = 0 ⇔ v = ±γ
∨
(s) ve κg(s) = κ′g(s) = 0

(Hananoi vd. 2015).

H : I × S2 −→ R, H(x,v) = 〈x,v〉

eşitliği kullanılarak

H : S2 × S2 −→ R fonksiyonunu hv(x) = H(x,v)

şeklinde tanımlanır. O halde

γ : I → S2, hv : S2 → R olup hv = hv ◦ γ : I → R

olur.

hv : S2 → R

x → hv(x) = 〈x,v〉 ise

h−1v : R→ S2

olup v0 = γ
∨
(s0) olmak üzere h−1v0 (0) kümesi 〈x,v0〉 = 0 olan x noktalarının küme-

sidir. Yani, normali v0 olan ve orjinden geçen düzlemlerle kürenin arakesiti kürenin
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büyük çemberidir ( bu çemberin geodezik eğriliği sıfırdır.). Bu kümeye p0 = γ(s0)

noktasında γ eğrisinin büyük teğet çemberi denir ve TGp0γ şeklinde gösterilir.

Eğer p0 = γ(s0) noktasında

hv(s0) = h′v(s0) = h′′v(s0) = ... = h(k)v (s0) = 0 ve h(k+1)v (s0) 6= 0

oluyor ise γ ve TGp0γ bu noktada k + 1 − değme noktasına sahiptir denir. Bu

durumda v0 = γ∨(s0) için yukarıdaki önermenin 1. maddesi; γ, bir p0 = γ(s0)

noktasında büyük çember h−1v0 (0) a teğettir anlamına gelir (teğet olma durumu 2-

değme noktasına sahip olmak anlamına gelir) (Hananoi vd. 2015).
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4. ÖKLİD UZAYINDA BİR ÇATININ KÜRESEL DARBOUX GÖS-

TERGELERİ

Bir γ : I → R3 birim hızlıeğrisi üzerinde herhangi bir {X(s),Y(s),Z(s)} ortonormal

çatısınıalalım. Bu çatının türev formülleri
X(s)

Y(s)

Z(s)


′

=


0 a b

−a 0 c

−b −c 0




X(s)

Y(s)

Z(s)


şeklinde olsun. Bu durumda {X(s),Y(s),Z(s)} çatısının Darboux vektörü

W(s) = cX(s)− bY(s) + aZ(s)

biçimindedir. Buradan

WX(s) = −bY(s) + aZ(s)

WY(s) = cX(s) + aZ(s)

WZ(s) = cX(s)− bY(s)

şeklinde üç tip yeni vektör alanıtanımlanarak ve bu vektör alanlarıbirimleştirilerek

üç tip küresel gösterge eğrisi tanımlanabilir. Şimdi;

(1) X vektör alanına dik düzlemde {Y,Z} vektörlerini X etrafında döndürerek

bir RM çatıelde edilecek ve bu çatının Darboux vektörü WX olarak bulunacak-

tır.

(2) Y vektör alanına dik düzlemde {X,Z} vektörlerini Y etrafında döndürerek

bir RM çatıelde edilecek ve bu çatının Darboux vektörü WY olarak bulunacak-

tır.

(3) Z vektör alanına dik düzlemde {X,Y} vektörlerini Z etrafında döndürerek

bir RM çatıelde edilecek ve bu çatının Darboux vektörü WZ olarak bulunacak-

tır.

18



Bu şekilde elde edilen çatılara sırasıyla 1. tip RM çatı, 2. tip RM çatıve 3. tip

RM çatıadıverilecektir. Daha sonra bu çatıların küresel Darboux gösterge eğrileri

tanımlanarak bu gösterge eğrilerinin singüler noktalarıbelirlenecektir.

4.1 1. Tip RM Çatı

Şimdi {X(s),Y(s),Z(s)} çatısınıX(s) vektör alanıetrafında θ = θ(s) =

∫
cds açısı

kadar saat yönünde döndürelim.

Şekil 4.1 YZ-düzleminde θ açısıkadar dönme

O halde

E1(s) = cos θY(s)− sin θZ(s)

E2(s) = sin θY(s) + cos θZ(s)

olur.

E′1(s) = −θ′ sin θY(s) + cos θY′(s)− θ′ cos θZ(s)− sin θZ′(s)

E′2(s) = θ′ cos θY(s) sin θY′(s)− θ′ sin θZ(s) + cos θZ′(s)

ifadelerinde θ′ = c, Y′(s) = −aX(s)+cZ(s) ve Z′(s) = −bX(s)−cY(s) olduğundan

E′1(s) = −(a cos θ − b sin θ)X(s)

E′2(s) = −(a sin θ + b cos θ)X(s)
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elde edilir. Burada

e1 = a cos θ − b sin θ

e2 = a sin θ + b cos θ

olsun. Bu durumda e21 + e22 = a2 + b2 dir. Böylece türev formülleri
X(s)

E1(s)

E2(s)


′

=


0 e1 e2

−e1 0 0

−e2 0 0




X(s)

E1(s)

E2(s)


biçiminde olan {X(s),E1(s),E2(s)} ortonormal çatısı

∫
X(s)ds eğrisi üzerinde ro-

tation minimizing çatıdır. Burada e1 ve e2 rotation minimizing eğriliklerdir. Bu

çatının Darboux vektörü

WX = −e2E1(s) + e1E2(s) = −bY(s) + aZ(s)

ve küresel Darboux göstergesi

W̄X =
−e2E1(s) + e1E2(s)√

e21 + e22
=
−bY(s) + aZ(s)√

a2 + b2
, (a, b) 6= (0, 0)

olarak bulunur.
〈
X,W̄X

〉
= 0 ve

〈
X′,W̄X

〉
= 0 olduğundan X∨ = W̄X olur. O

halde {X,W̄X∧X = UX,W̄X} biçiminde bir çatıelde edilir ki bu çatıS2 üzerindeki

X eğrisinin Sabban çatısıdır. Aynızamanda bu çatıα =

∫
Xds birim hızlıeğrisinin

Frenet çatısına kaŗsılık gelir. Burada

UX =
e1E1(s) + e2E2(s)√

e21 + e22
=
aY(s) + bZ(s)√

a2 + b2
.

W̄′
X =

(
−e2√
e21 + e22

)′
E1 +

(
−e2√
e21 + e22

)
E′1 +

(
e1√
e21 + e22

)
E2 +

(
e1√
e21 + e22

)
E′2

ifadesinde E′1 = −e1X ve E′2 = −e2X olduğundan

W̄′
X = −e

′
2e1 − e′1e2
e21 + e22

UX

bulunur. Burada

δX =
e′2e1 − e′1e2
e21 + e22
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için W̄′
X = −δXUX olur. e1 ve e2 rotation minimizing eğrilikleri için

e′1 = (a′ − bc) cos θ − (b′ + ac) sin θ

e′2 = (a′ − bc) sin θ + (b′ + ac) cos θ

olarak bulunacağından

δX = c− a′b− b′a
a2 + b2

, (a, b) 6= (0, 0)

şeklinde yazılır. α =

∫
Xds eğrisinin {X,W̄X∧X = UX,W̄X} Frenet çatısına göre

eğriliği

κα = ‖X′‖ =
√
e21 + e22 =

√
a2 + b2

ve burulması

τα = δX =
e′2e1 − e′1e2
e21 + e22

= c− a′b− b′a
a2 + b2

olarak hesaplanır. Ayrıca X küresel eğrisi birim hızlı olmayan eğri olduğundan

{X,W̄X ∧X = UX,W̄X} Sabban çatısına göre geodezik eğriliği

κg[X] =
1

‖X′‖
〈
U′X,W̄X

〉
=
−1

‖X′‖
〈
UX,W̄

′
X

〉
=

−1

‖X′‖ 〈UX,−δXUX〉 =
δX
‖X′‖

=
τα
κα

olarak bulunur. Bu durumda aşağıdaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1 {X,E1,E2} çatısıα =

∫
Xds eğrisi üzerinde 1. tip rotation minimiz-

ing çatı ve e1, e2 rotation minimizing eğrilikleri için (e1, e2) 6= (0, 0) olsun. Bu

durumda;

(1) W̄X(s) eğrisi üzerinde W̄X(s0) noktasısingüler değildir ancak ve ancak

δX(s0) 6= 0 dır.

(2) W̄X(s) eğrisi üzerinde W̄X(s0) noktasıC ordinary cusp noktasına lokal olarak

diffeomorftur ancak ve ancak δX(s0) = 0 ve δ′X(s0) 6= 0 dır.

İspat. (1) W̄′
X(s0) = −δX(s0)UX(s0) olduğundan

W̄X(s0) noktasısingüler değildir ⇐⇒ W̄′
X(s0) 6= 0

⇐⇒ δX(s0) 6= 0
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olduğu açıktır.

(2) W̄X eğrisi X eğrisinin duali olduğundan önerme 3.2 ile

W̄X(s0) noktasıC ordinary cusp noktasına lokal olarak diffeomorftur

⇔ X(s0) noktasıbir ordinary inflection noktasıdır

⇔ κg[X] = 0 ve κ′g[X] 6= 0

⇔ δX
κα

= 0 ve
δ′Xκα − δXκ′α

κ2α
6= 0

⇔ δX(s0) = 0 ve δ′X(s0) 6= 0.

Teorem 4.2 {X,E1,E2} çatısıα =

∫
Xds eğrisi üzerinde 1. tip rotation mini-

mizing çatıve e1, e2 rotation minimizing eğrilikleri için (e1, e2) 6= (0, 0) olmak üzere

aşağıdakiler denktir:

(1) W̄X(s) sabittir.

(2) δX(s) ≡ 0.

(3) α =

∫
Xds eğrisi bir düzlem eğrisidir.

(4) X(s) büyük çemberin bir parçasıdır.

İspat. (1) sağlansın. O halde W̄′
X(s) = 0 olur. W̄′

X(s) = −δX(s)UX(s) olduğun-

dan δX(s) = 0 olur. Böylece (2) sağlanır. (2) sağlansın. δX(s) = τα(s) olduğundan

τα(s) = 0 olur ve (3) sağlanır. Kabul edelim ki (2) sağlansın. κg[X] = δX
κα
olduğun-

dan κg[X] = 0 elde edilir. O haldeX(s) büyük çemberin bir parçasıdır. Bu durumda

(4) sağlanır. Tersi için (4) sağlansın. Bu durumda κg[X] = 0 olur. Bu da δX(s) = 0

olduğu anlamına gelir. Böylece (2) sağlanır.

α =

∫
Xds eğrisinin Frenet çatısının türev formülleri


X

UX

W̄X


′

=


0 κα 0

−κα 0 τα

0 −τα 0




X

UX

W̄X


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biçimindedir. Bu formüller
UX

X

W̄X


′

=


0 −κα τα

−κα 0 0

τα 0 0




UX

X

W̄X


biçiminde yazılırsa

{
UX,X,W̄X

}
çatısının

∫
UXds eğrisi üzerinde RM çatıolduğu

görülür.

Teorem 4.3 τα
κα
sabittir ⇔

∫
Xds ve

∫
W̄Xds eğrileri ekseni

L =
ταX+καW̄X√

τ 2α + κ2α

olan helis eğrileridir.

Örnek 4.1 M , R3 de bir yüzey ve γ : I → M birim hızlıeğri olsun. γ eğrisinin

Darboux çatısı{t,g,nγ} olmak üzere türev formülleri
t

g

nγ


′

=


0 κg κn

−κg 0 τ g

−κn −τ g 0




t

g

nγ


biçimindedir. {t,g,nγ} çatısınıt vektör alanıetrafında θ =

∫
τ gds açısıkadar saat

yönünde döndürelim. Bu durumda

E1 = cos θg − sin θnγ

E2 = sin θg + cos θnγ

ve

e1 = κg cos θ − κn sin θ

e2 = κg sin θ + κn cos θ

olur. O halde {t,E1,E2} ortonormal çatısı
∫

tds eğrisi üzerinde rotation minimizing

çatıdır. Bu çatının Darboux vektörü

Wt = −e2E1 + e1E2
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ve küresel Darboux göstergesi

W̄t =
−e2E1 + e1E2√

e21 + e22

şeklindedir. Burada t∨ = W̄t dir. {t,W̄t ∧ t = Ut,W̄t} çatısı S2 üzerinde t

eğrisinin Sabban çatısıdır.

W̄′
t = −e

′
2e1 − e′1e2
e21 + e22

Ut = −δtUt

olacağından teorem 4.1 e göre singüler noktalarıkarakterize edilebilir.

Not 4.1 Yukarıdaki örnekte elde edilen W̄t küresel Darboux göstergesinde e1, e2,

E1 ve E2 ifadeleri yerine yazılırsa

W̄t =
−κng + κgnγ√

κ2n + κ2g
, (κn, κg) 6= (0, 0)

olarak bulunur. Bu durum Hananoi v.d (2015)’nin çalı̧smasındaki D̄n küresel

normal Darboux göstergesi ile çakı̧sır. Ayrıca aynı çalı̧smada belirtilen δn

invaryantıiçin δt = δn olduğu görülür.

Örnek 4.2 γ : I → R3 birim hızlıeğrisi için Frenet çatısı{T,N,B} olmak üzere

bu çatıyı1. tip RM çatıya uygun olacak şekilde T birim teğet vektör alanıetrafında

θ =

∫
τds açısıkadar saat yönünde döndürelim. Bu durumda

N1 = cos θN + sin θB

N2 = sin θN + cos θB

olmak üzere elde edilen {T,N1,N2} çatısıBishop çatısıdır. Bu çatıaynızamanda∫
Tds eğrisi üzerinde rotation minimizing çatıdır. Burada k1 = κ cos θ ve

k2 = κ sin θ iken {T,N1,N2} çatısının türev formülleri
T

N1

N2


′

=


0 k1 k2

−k1 0 0

−k2 0 0




T

N1

N2


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şeklindedir. Bu durumda çatının Darboux vektörü

WT = −k2N1 + k1N2

ve küresel Darboux göstergesi

W̄T =
−k2N1 + k1N2√

k21 + k22
, (k1, k2) 6= (0, 0)

biçimindedir. Burada k1 = κ cos θ ve k2 = κ sin θ ifadeleri yerine yazılırsa

W̄T = − sin θN1 + cos θN2

bulunur. Frenet ve Bishop çatılarının ili̧ski matrisi
T

N

B

 =


1 0 0

0 cos θ sin θ

0 − sin θ cos θ




T

N1

N2


olduğundan

B = − sin θN1 + cos θN2 = W̄T = T∨

dir. W̄′
T = B′ = −τN olduğundan W̄T göstergesinin singüleriteleri τ burulmasına

göre belirlenir.

Şimdi 1. tip RM çatıiçin önerme 3.3 ün bir uygulamasıverilecektir.

Önerme 4.1 HX : I × S2 → R, HX(s,v) = 〈X(s),v〉 ve hXv (s) = HX(s,v) olmak

üzere

(1) hXv (s) = (hXv )′(s) = 0⇐⇒ v = ±W̄X.

(2) hXv (s) = (hXv )′(s) = (hXv )′′(s) = 0⇐⇒ v = ±W̄X ve δX(s) = 0.

(3) hXv (s) = (hXv )′(s) = (hXv )′′(s) = (hXv )′′′(s) = 0⇐⇒ v = ±W̄X ve

δX(s) = δ′X(s) = 0.

İspat. hXv = 〈X,v〉 olduğundan

(hXv )′ = 〈e1E1 + e2E2,v〉

(hXv )′′ =
〈
e′1E1 + e′2E2 − (e21 + e22)X,v

〉
(hXv )′′′ =

〈
(e′′1 + e31 + e1e

2
2)E1 + (e′′2 + e32 + e21e2)E2 − 3(e1e

′
1 + e2e

′
2)X,v

〉
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biçiminde hesaplanır. {X,E1,E2} ortonormal çatıolduğundan

v = λX + µE1 + ηE2

şeklinde yazılabilir.

(1) hXv = 0 olduğunda λ = 0 dolayısıyla

v = µE1 + ηE2

olur. v ∈ S2 olduğundan

〈v,v〉 = µ2 + η2 = 1

dir. Dahası(hXv )′ = 0 olduğunda

〈e1E1 + e2E2, µE1 + ηE2〉 = e1µ+ e2η = 0

bulunur. Bu durumda

e1v = e1µE1 + e1ηE2

= −e2ηE1 + e1ηE2

= η(−e2E1 + e1E2)

ve

η2 =
e21

e21 + e22

elde edilir. O halde

η = ± e1√
e21 + e22

ve µ2 + η2 = 1

olduğundan

v = ±−e2E1(s) + e1E2(s)√
e21 + e22

= ±W̄X

bulunur.

(2) (hXv )′′ = 0 şartıeklenirse〈
e′1E1 + e′2E2 − (e21 + e22)X,±

−e2E1(s) + e1E2(s)√
e21 + e22

〉
= ±−e

′
1e2 + e1e

′
2√

e21 + e22
= 0

elde edilir. Böylece δX = 0 olur.
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(3) (hXv )′′′ = 0 şartıda eklenirse

〈(e′′1 + e31 + e1e
2
2)E1 + (e′′2 + e32 + e21e2)E2 − 3(e1e

′
1 + e2e

′
2)X,

±−e2E1(s) + e1E2(s)√
e21 + e22

〉

= ±e
′′
2e1 − e2e′′1√
e21 + e22

= 0

bulunur.

δ′X =
e1e
′′
2 − e2e′′1
e21 + e22

− 2(e′2e1 − e2e′1)(e1e′1 + e2e
′
2)

(e21 + e22)
2

olduğundan δ′X = 0 elde edilir.

4.2 2. Tip RM Çatı

Şimdi {X(s),Y(s),Z(s)} çatısınıY(s) vektör alanı etrafında ϕ = ϕ(s) =

∫
bds

açısıkadar saat yönünün tersine döndürelim. O halde

F1(s) = cosϕZ(s) + sinϕX(s)

F2(s) = − sinϕZ(s) + cosϕX(s)

olur. ϕ′ = b, Z′(s) = −bX(s)− cY(s) ve X′(s) = aY(s) + bZ(s) olduğundan

F′1(s) = −(−a sinϕ+ c cosϕ)Y(s)

F′2(s) = −(−c sinϕ− a cosϕ)Y(s)

elde edilir. Burada

f1 = −a sinϕ+ c cosϕ

f2 = −c sinϕ− a cosϕ

olsun. Bu durumda f 21 + f 22 = a2 + c2 dir. Böylece türev formülleri
Y(s)

F1(s)

F2(s)


′

=


0 f1 f2

−f1 0 0

−f2 0 0




Y(s)

F1(s)

F2(s)


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biçiminde olan {Y(s),F1(s),F2(s)} ortonormal çatısıβ =

∫
Y(s)ds eğrisi üzerinde

rotation minimizing çatıdır. Bu çatının Darboux vektörü

WY = −f2F1(s) + f1F2(s) = cX(s) + aZ(s)

ve küresel Darboux göstergesi

W̄Y =
−f2F1(s) + f1F2(s)√

f 21 + f 22
=
cX(s) + aZ(s)√

a2 + c2
, (a, c) 6= (0, 0)

olarak bulunur. Burada Y∨ = W̄Y olur. O halde {Y,W̄Y ∧Y = UY,W̄Y}

biçiminde bir çatıelde edilir ki bu çatıS2 üzerindeki Y eğrisinin Sabban çatısıdır.

Aynızamanda bu çatıβ =

∫
Y(s)ds birim hızlıeğrisinin Frenet çatısına kaŗsılık

gelir. F′1 = −f1Y ve F′2 = −f2Y olduğundan

W̄′
Y = −f

′
2f1 − f ′1f2
f 21 + f 22

UY

bulunur. Burada

δY =
f ′2f1 − f ′1f2
f 21 + f 22

için W̄′
Y = −δYUY olur. f1 ve f2 rotation minimizing eğrilikleri için

f ′1 = −(a′ + bc) sinϕ+ (c′ − ab) cosϕ

f ′2 = −(c′ − ab) sinϕ− (a′ + bc) cosϕ

olarak bulunacağından

δY = −b+
ac′ − ca′
a2 + c2

, (a, c) 6= (0, 0)

şeklinde yazılır. β =

∫
Y(s)ds eğrisinin {Y,W̄Y ∧Y = UY,W̄Y} Frenet çatısına

göre eğriliği

κβ = ‖Y′‖ =
√
f 21 + f 22 =

√
a2 + c2

ve burulması

τβ = δY =
f ′2f1 − f ′1f2
f 21 + f 22

= −b+
ac′ − ca′
a2 + c2

28



olarak hesaplanır. Ayrıca Y küresel eğrisi birim hızlı olmayan eğri olduğundan

{Y,W̄Y ∧Y = UY,W̄Y} Sabban çatısına göre geodezik eğriliği

κg[Y] =
1

‖Y′‖
〈
U′Y,W̄Y

〉
=
−1

‖Y′‖
〈
UY,W̄

′
Y

〉
=

−1

‖Y′‖ 〈UY,−δYUY〉 =
δY
‖Y′‖

=
τβ
κβ

olarak bulunur. Bu durumda aşağıdaki teorem verilebilir.

Teorem 4.4 {Y,F1,F2} çatısı
∫

Yds eğrisi üzerinde 2. tip rotation minimizing

çatıve f1, f2 rotation minimizing eğrilikleri için (f1, f2) 6= (0, 0) olsun. Bu durumda;

(1) W̄Y(s) eğrisi üzerinde W̄Y(s0) noktasısingüler değildir ancak ve ancak

δY(s0) 6= 0 dır.

(2) W̄Y(s) eğrisi üzerinde W̄Y(s0) noktasıC ordinary cusp noktasına lokal olarak

diffeomorftur ancak ve ancak δY(s0) = 0 ve δ′Y(s0) 6= 0 dır.

Teoremin ispatıteorem 4.1 e benzer şekilde yapılabilir.

Teorem 4.5 {Y,F1,F2} çatısıβ =

∫
Y(s)ds eğrisi üzerinde 2. tip rotation mini-

mizing çatıve f1, f2 rotation minimizing eğrilikleri için (f1, f2) 6= (0, 0) olmak üzere

aşağıdakiler denktir:

(1) W̄Y(s) sabittir.

(2) δY(s) ≡ 0.

(3) β =

∫
Y(s)ds eğrisi bir düzlem eğrisidir.

(4) Y(s) büyük çemberin bir parçasıdır.

Teoremin ispatıteorem 4.2 ye benzer şekilde gösterilebilir.

β =

∫
Y(s)ds eğrisinin Frenet çatısının türev formülleri


Y

UY

W̄Y


′

=


0 κβ 0

−κβ 0 τβ

0 −τβ 0




Y

UY

W̄Y


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biçimindedir. Bu formüller
UY

Y

W̄Y


′

=


0 −κβ τβ

−κβ 0 0

τβ 0 0




UY

Y

W̄Y


biçiminde yazılırsa

{
UY,Y,W̄Y

}
çatısının

∫
UYds eğrisi üzerinde RM çatıolduğu

görülür.

Teorem 4.6 τβ
κβ
sabittir ⇔

∫
Yds ve

∫
W̄Yds eğrileri ekseni

L =
τβY+κβW̄Y√

τ 2β + κ2β

olan helis eğrileridir.

Örnek 4.3 M , R3 de bir yüzey ve γ : I → M birim hızlıeğri olsun. γ eğrisinin

{t,g,nγ} Darboux çatısınıg vektör alanı etrafında ϕ =

∫
κnds açısıkadar saat

yönünün tersine döndürelim. Bu durumda

F1 = cosϕnγ + sinϕt

F2 = − sinϕnγ + cosϕt

ve

f1 = −κg sinϕ+ τ g cosϕ

f2 = −κg cosϕ− τ g sinϕ

olur. O halde {g,F1,F2} ortonormal çatısı
∫

gds eğrisi üzerinde rotation minimizing

çatıdır. Bu çatının Darboux vektörü

Wg = −f2F1 + f1F2

ve küresel Darboux göstergesi

W̄g =
−f2F1 + f1F2√

f 21 + f 22
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şeklindedir. Burada g∨ = W̄g dir. {g,W̄g ∧ g = Ug,W̄g} çatısıS2 üzerinde g

eğrisinin Sabban çatısıdır.

W̄′
g = −f

′
2f1 − f ′1f2
f 21 + f 22

Ug = −δgUg

olacağından teorem 4.4 e göre singüler noktalarıkarakterize edilebilir.

Not 4.2 Yukarıdaki örnekte elde edilen W̄g küresel Darboux göstergesinde f1, f2,

F1 ve F2 ifadeleri yerine yazılırsa

W̄g =
τ gt + κgnγ√
τ 2g + κ2g

, (τ g, κg) 6= (0, 0)

olarak bulunur. Bu durum Hananoi v.d (2015)’nin çalı̧smasındaki D̄r küresel

rektifiyan Darboux göstergesi ile çakı̧sır. Ayrıca aynıçalı̧smada belirtilen δr

invaryantıiçin δg = −δr olduğu görülür.

Önerme 4.2 HY : I × S2 → R, HY(s, v) = 〈Y(s),v〉 ve hYv (s) = HY(s, v) olmak

üzere

(1) hYv (s) = (hYv )′(s) = 0⇐⇒ v = ±W̄Y.

(2) hYv (s) = (hYv )′(s) = (hYv )′′(s) = 0⇐⇒ v = ±W̄Y ve δY(s) = 0.

(3) hYv (s) = (hYv )′(s) = (hYv )′′(s) = (hYv )′′′(s) = 0⇐⇒ v = ±W̄Y ve

δY(s) = δ′Y(s) = 0.

Önermenin ispatıönerme 4.1 e benzer şekilde yapılabilir.

4.3 3. Tip RM Çatı

Şimdi {X(s),Y(s),Z(s)} çatısınıZ(s) vektör alanıetrafında ψ = ψ(s) =

∫
ads açısı

kadar saat yönünün tersine döndürelim. O halde

G1(s) = cosψX(s)− sinψY(s)

G2(s) = sinψX(s) + cosψY(s)
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olur. ψ′ = b, X′(s) = aY(s) + bZ(s) ve Y′(s) = −aX(s) + cZ(s) olduğundan

G′1(s) = −(−b cosψ + c sinψ)Z(s)

G′2(s) = −(−b sinψ − c cosψ)Z(s)

elde edilir. Burada

g1 = −b cosψ + c sinψ

g2 = −b sinψ − c cosψ

olsun. Bu durumda g21 + g22 = b2 + c2 dir. Böylece türev formülleri
Z(s)

G1(s)

G2(s)


′

=


0 g1 g2

−g1 0 0

−g2 0 0




Z(s)

G1(s)

G2(s)


biçiminde olan {Z(s),G1(s),G2(s)} ortonormal çatısıξ =

∫
Z(s)ds eğrisi üzerinde

rotation minimizing çatıdır. Bu çatının Darboux vektörü

WZ = −g2G1(s) + g1G2(s) = cX(s)− bY(s)

ve küresel Darboux göstergesi

W̄Z =
−g2G1(s) + g1G2(s)√

g21 + g22
=
cX(s)− bY(s)√

b2 + c2
, (b, c) 6= (0, 0)

olarak bulunur. Burada Z∨ = W̄Z olur. Bu durumda {Z,W̄Z ∧Z = UZ,W̄Z} çatısı

S2 üzerindeki Z eğrisinin Sabban çatısıdır. G′1 = −g1Z ve G′2 = −g2Z olduğundan

W̄′
Z = −g

′
2g1 − g′1g2
g21 + g22

UZ

bulunur. Burada

δZ =
g′2g1 − g′1g2
g21 + g22

için W̄′
Z = −δZUZ olur. g1 ve g2 rotation minimizing eğrilikleri için

g′1 = (c′ + ab) sinψ − (b′ − ac) cosψ

g′2 = −(c′ + ab) cosψ − (b′ − ac) sinψ
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olarak bulunacağından

δZ = a+
bc′ − cb′
b2 + c2

, (b, c) 6= (0, 0)

şeklinde yazılır. ξ =

∫
Z(s)ds eğrisinin {Z,W̄Z ∧Z = UZ,W̄Z} Frenet çatısına

göre eğriliği

κξ = ‖Z′‖ =
√
g21 + g22 =

√
b2 + c2

ve burulması

τ ξ = δZ =
g′2g1 − g′1g2
g21 + g22

= a+
bc′ − cb′
b2 + c2

olarak hesaplanır. Ayrıca Z küresel eğrisi birim hızlı olmayan eğri olduğundan

{Z,W̄Z ∧Z = UZ,W̄Z} Sabban çatısına göre geodezik eğriliği

κg[Z] =
1

‖Z′‖
〈
U′Z,W̄Z

〉
=
−1

‖Z′‖
〈
UZ,W̄

′
Z

〉
=

−1

‖Z′‖ 〈UZ,−δZUZ〉 =
δZ
‖Z′‖

=
τ ξ
κξ

olarak bulunur. Bu durumda aşağıdaki teorem verilebilir.

Teorem 4.7 {Z,G1,G2} çatısıξ =

∫
Z(s)ds eğrisi üzerinde 3. tip rotation min-

imizing çatıve g1, g2 rotation minimizing eğrilikleri için (g1, g2) 6= (0, 0) olsun. Bu

durumda;

(1) W̄Z(s) eğrisi üzerinde W̄Z(s0) noktasısingüler değildir ancak ve ancak

δZ(s0) 6= 0 dır.

(2) W̄Z(s) eğrisi üzerinde W̄Z(s0) noktasıC ordinary cusp noktasına lokal olarak

diffeomorftur ancak ve ancak δZ(s0) = 0 ve δ′Z(s0) 6= 0 dır.

Teoremin ispatıteorem 4.1 e benzer şekilde yapılabilir.

Teorem 4.8 {Z,G1,G2} çatısıξ =

∫
Z(s)ds eğrisi üzerinde 3. tip rotation mini-

mizing çatıve g1, g2 rotation minimizing eğrilikleri için (g1, g2) 6= (0, 0) olmak üzere

aşağıdakiler denktir:

(1) W̄Z(s) sabittir.
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(2) δZ(s) ≡ 0.

(3) ξ =

∫
Z(s)ds eğrisi bir düzlem eğrisidir.

(4) Z(s) büyük çemberin bir parçasıdır.

Teoremin ispatıteorem 4.2 ye benzer şekilde gösterilebilir.

ξ =

∫
Z(s)ds eğrisinin Frenet çatısının türev formülleri


Z

UZ

W̄Z


′

=


0 κξ 0

−κξ 0 τ ξ

0 −τ ξ 0




Z

UZ

W̄Z


biçimindedir. Bu formüller

UZ

Z

W̄Z


′

=


0 −κξ τ ξ

−κξ 0 0

τ ξ 0 0




UZ

Z

W̄Z


biçiminde yazılırsa

{
UZ,Z,W̄Z

}
çatısının

∫
UZds eğrisi üzerinde RM çatıolduğu

görülür.

Teorem 4.9 τξ
κξ
sabittir ⇔

∫
Zds ve

∫
W̄Zds eğrileri ekseni

L =
τ ξZ+κξW̄Z√

τ 2ξ + κ2ξ

olan helis eğrileridir.

Örnek 4.4 M , R3 de bir yüzey ve γ : I → M birim hızlıeğri olsun. γ eğrisinin

{t,g,nγ} Darboux çatısınınγ vektör alanıetrafında ψ =

∫
κgds açısıkadar saat

yönünün tersine döndürelim. Bu durumda

G1(s) = cosψt− sinψg

G2(s) = sinψt + cosψg
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ve

g1 = −κn cosψ + τ g sinψ

g2 = −κn sinψ − τ g cosψ

olur. O halde {nγ,G1,G2} ortonormal çatısı
∫

nγds eğrisi üzerinde rotation mini-

mizing çatıdır. Bu çatının Darboux vektörü

Wnγ = −g2G1 + g1G2

ve küresel Darboux göstergesi

W̄nγ =
−g2G1 + g1G2√

g21 + g22

şeklindedir. Burada n∨γ = W̄nγ dir. {nγ,W̄nγ ∧ nγ = Unγ ,W̄nγ} çatısıS2 üzerinde

nγ eğrisinin Sabban çatısıdır.

W̄′
nγ = −g

′
2g1 − g′1g2
g21 + g22

Unγ = −δnγUnγ

olacağından teorem 4.6 ya göre singüler noktalarıkarakterize edilebilir.

Not 4.3 Yukarıdaki örnekte elde edilen W̄nγ küresel Darboux göstergesinde g1, g2,

G1 ve G2 ifadeleri yerine yazılırsa

W̄nγ =
τ gt− κng√
τ 2g + κ2n

, (τ g, κn) 6= (0, 0)

olarak bulunur. Bu durum Hananoi v.d (2015)’nin çalı̧smasındaki D̄o küresel

oskülatör Darboux göstergesi ile çakı̧sır. Ayrıca aynıçalı̧smada belirtilen δo

invaryantıiçin δnγ = δo olduğu görülür.

Önerme 4.3 HZ : I × S2 → R, HZ(s, v) = 〈Z(s), v〉 ve hZv(s) = HZ(s,v) olmak

üzere

(1) hZv(s) = (hZv)′(s) = 0⇐⇒ v = ±W̄Z.

(2) hZv(s) = (hZv)′(s) = (hZv)′′(s) = 0⇐⇒ v = ±W̄Z ve δZ(s) = 0.

(3) hZv(s) = (hZv)′(s) = (hZv)′′(s) = (hZv)′′′(s) = 0⇐⇒ v = ±W̄Z ve

δZ(s) = δ′Z(s) = 0.

Önermenin ispatıönerme 4.1 e benzer şekilde yapılabilir.
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5. LORENTZ- MİNKOWSKİ 3-UZAYINDA SPACELİKE YÜZEYLER

ÜZERİNDEKİ EĞRİLERİN PSEUDO-KÜRESELDARBOUXGÖSTER-

GELERİ

Bu bölüm Ito ve Izumiya (2016)’nın makalesinin incelenmesine ayrılmı̧stır. Aynı

çalı̧smaya Yılmaz (2018) tarafından yüksek lisans tez çalı̧smasında yer verilmi̧stir.

Makalede ele alınan 5 pseudo-küresel Lorenziyen Darboux göstergesine ek olarak

3 tanesi daha ele alınarak invaryantları elde edilmi̧s ve incelenmi̧stir. Makalede

yer almayan bu 3 göstergeden ikisi ayrıca Sato (2012) tarafından farklınotasyon-

lar ile ele alınıp incelenmi̧stir. Bu bölümde verilen teorem ve önermelerde sıralı

olmasıaçısından önce makalede yer almayan 3 göstergeye ve ardından makalede yer

alan 5 göstergeye yer verilmi̧stir. Bu bölümdeki teorem ve önermelerin ispatları

genellikle ilk durum için yapılmı̧s ve diğer durumlar benzer şekilde olduğundan gös-

terilmemi̧stir. Bu bölümdeki ispatlar makalede yer alan ispatlara paralel biçimde

yapıldı̆gından Ito ve Izumiya (2016) referans olarak gösterilmi̧stir.

U ⊂ R2 açık bir alt küme olmak üzere X : U → R31 spacelike embedding olsun.

X embeddingi boyunca U kümesi M = X(U) şeklinde tanımlansın. Burada eğer

her p = X(u) noktasında teğet uzay TpM spacelike vektörlerden oluşuyorsa X bir

spacelike embeddingdir denir. γ̄ : I → U bir regüler eğri olsun. γ : I → M ⊂ R31
eğrisi γ(s) = X(γ̄(s)) ile tanımlansın. Bu durumda γ eğrisine M spacelike yüzeyi

üzerinde bir eğri denir. γ eğrisi spacelike bir eğri olacağından yay parametreli olacak

şekilde yeniden parametrelendirilebilir. Bu durumda γ eğrisinin spacelike birim teğet

vektörü

t(s) = γ′(s)

şeklindedir. X bir spacelike embedding olduğundanM = X(U) boyunca bir timelike

birim normal vektör alanın, p = X(u) noktasıiçin

n(p) =
Xu1(u) ∧Xu2(u)

‖Xu1(u) ∧Xu2(u)‖

biçiminde tanımlanır. Burada M yüzeyinin yönlendirmesi n gelecek yönlendirmeli

vektör olacak şekilde seçilecektir. Böylece γ boyunca timelike birim normal vektör

36



alanı

nγ(s) = n ◦ γ(s)

şeklinde tanımlanır. Dolayısıyla

g(s) = t(s) ∧ nγ(s)

ile tanımlanan g(s) ∈ Np(M) spacelike birim normal vektör alanı inşa edilebilir.

Böylece

〈t(s), t(s)〉 = 1

〈nγ(s),nγ(s)〉 = −1

〈nγ(s),g(s)〉 = 0

〈g(s),g(s)〉 = 1

olur ve {t(s),nγ(s),g(s)} pseudo-ortonormal çatısıelde edilir. Bu çatıya γ boyunca

Lorenziyen Darboux çatısıdenir (Ito ve Izumiya 2016). Bu durumda Frenet-Serret

formülleri

t′(s) = κn(s)nγ(s) + κg(s)g(s)

n′γ(s) = κn(s)t(s) + τ g(s)g(s)

g′(s) = −κg(s)t(s) + τ g(s)nγ(s)

şeklindedir. Burada

κn(s) = −〈t′(s),nγ(s)〉

κg(s) = 〈t′(s),g(s)〉

τ g(s) = −〈g′(s),nγ(s)〉

dir. γ eğrisinin Darboux vektör alanıD∧t = t′, D∧g = g′, D∧nγ = n′γ eşitliklerinin

yardımıyla

D = τ g(s)t(s)− κg(s)nγ(s)− κn(s)g(s)

şeklinde yazılır. Bu vektör alanıkullanılarak γ boyunca sekiz pseudo-küresel Loren-
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ziyen Darboux göstergesi aşağıdaki gibi tanımlanır:

(A) D̄T
n : I → H2(−1); D̄T

n (s) =
κg(s)nγ(s) + κn(s)g(s)√

κg(s)2 − κn(s)2
, κn(s)2 < κg(s)

2

(B) D̄S
n : I → S21 ; D̄S

n(s) =
κg(s)nγ(s) + κn(s)g(s)√

κn(s)2 − κg(s)2
, κg(s)

2 < κn(s)2

(C) D̄L
n : I → LC∗; D̄L

n(s) =
κg(s)nγ(s) + κn(s)g(s)√

κg(s)2 − κn(s)2
+ t(s),

κn(s)2 < κg(s)
2

(D) D̄T
r : I → H2(−1); D̄T

r (s) =
τ g(s)t(s)− κg(s)nγ(s)√

κg(s)2 − τ g(s)2
, τ g(s)

2 < κg(s)
2

(E) D̄S
r : I → S21 ; D̄S

r (s) =
τ g(s)t(s)− κg(s)nγ(s)√

τ g(s)2 − κg(s)2
, κg(s)

2 < τ g(s)
2

(F ) D̄L
r : I → LC∗; D̄L

r (s) =
τ g(s)t(s)− κg(s)nγ(s)√

κg(s)2 − τ g(s)2
+ g(s),

τ g(s)
2 < κg(s)

2

(G) D̄S
o : I → S21 ; D̄S

o (s) =
τ g(s)t(s)− κn(s)g(s)√

κn(s)2 + τ g(s)2
, (κn(s), τ g(s)) 6= (0, 0)

(H) D̄L
o : I → LC∗; D̄L

o (s) =
τ g(s)t(s)− κn(s)g(s)√

κn(s)2 + τ g(s)2
+ nγ(s),

(κn(s), τ g(s)) 6= (0, 0).

Burada γ boyunca (A) pseudo-küresel normal timelike Darboux göster-

gesi, (B) pseudo-küresel normal spacelike Darboux göstergesi, (C) pseudo-

küresel normal lightlike Darboux göstergesi, (D) pseudo-küresel rekti-

fiyan timelike Darboux göstergesi, (E) pseudo-küresel rektifiyan space-

like Darboux göstergesi, (F ) pseudo-küresel rektifiyan lightlike Darboux

göstergesi, (G) pseudo-küresel oskülatör spacelike Darboux göstergesi ve

(H) pseudo-küresel oskülatör lightlike Darboux göstergesi olarak adlandırılır

(Ito ve Izumiya 2016). (κn(s), τ g(s)) 6= (0, 0) iken
√
κn(s)2 + τ g(s)2 > 0 olacağın-
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dan pseudo-küresel oskülatör timelike Darboux göstergesi tanımlanamaz. Burada

tanımlanan (A) ve (B) göstergelerinin singüleriteleri ve geometrik anlamlarıSato

(2012) tarafından incelenmi̧stir.

5.1 Pseudo-Küresel Lorenziyen Darboux Göstergelerinin Singüler Nok-

taları

Bu bölümde pseudo-küresel Lorenziyen Darboux göstergelerinin singüleriteleri sınıf-

landırılacaktır. Bunun için (M,γ) eğri yüzey ikilisinin invaryantlarıkullanılacaktır.

Bu invaryantlar:

(A) δTn (s) = τ g(s)−
κn(s)κg(s)

′ − κn(s)′κg(s)

κg(s)2 − κn(s)2
, κn(s)2 < κg(s)

2

(B) δSn(s) = τ g(s) +
κn(s)κg(s)

′ − κn(s)′κg(s)

κn(s)2 − κg(s)2
, κg(s)

2 < κn(s)2

(C) δLn(s) = τ g(s)−
κn(s)κg(s)

′ − κn(s)′κg(s)

κg(s)2 − κn(s)2
+
√
κg(s)2 − κn(s)2,

κn(s)2 < κg(s)
2

(D) δTr (s) = κn(s)− κg(s)τ g(s)
′ − κg(s)′τ g(s)

κg(s)2 − τ g(s)2
, τ g(s)

2 < κg(s)
2

(E) δSr (s) = κn(s) +
κg(s)τ g(s)

′ − κg(s)′τ g(s)
τ g(s)2 − κg(s)2

, κg(s)
2 < τ g(s)

2

(F ) δLr (s) = κn(s)− κg(s)τ g(s)
′ − κg(s)′τ g(s)

κg(s)2 − τ g(s)2
+
√
κg(s)2 − τ g(s)2,

τ g(s)
2 < κg(s)

2

(G) δSo (s) = κg(s) +
κn(s)τ g(s)

′ − κn(s)′τ g(s)

κn(s)2 + τ g(s)2
, (κn(s), τ g(s)) 6= (0, 0)

(H) δLo (s) = κg(s) +
κn(s)τ g(s)

′ − κn(s)′τ g(s)

κn(s)2 + τ g(s)2
+
√
κn(s)2 + τ g(s)2,

(κn(s), τ g(s)) 6= (0, 0)
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şeklinde yazılır (Ito ve Izumiya 2016).

Teorem 5.1 γ : I → M eğrisi bir M ⊂ R31 spacelike yüzeyi üzerinde ‖t′(s)‖ 6= 0,∥∥n′γ(s)∥∥ 6= 0 ve ‖g′(s)‖ 6= 0 şartlarınısağlayan bir birim hızlıeğri olsun.

(A) κn(s0)
2 < κg(s0)

2 olsun. Bu durumda

(1) D̄T
n , s0 noktasında singüler değildir ancak ve ancak δ

T
n (s0) 6= 0.

(2) D̄T
n eğrisi s0 noktasında C ordinary cusp noktasına lokal olarak diffeomorftur

ancak ve ancak δTn (s0) = 0 ve δTn (s0)
′ 6= 0.

(B) κg(s0)2 < κn(s0)
2 olsun. Bu durumda

(1) D̄S
n, s0 noktasında singüler değildir ancak ve ancak δ

S
n(s0) 6= 0.

(2) D̄S
n eğrisi s0 noktasında C ordinary cusp noktasına lokal olarak diffeomorftur

ancak ve ancak δSn(s0) = 0 ve δSn(s0)
′ 6= 0.

(C) κn(s0)
2 < κg(s0)

2 olsun. Bu durumda

(1) D̄L
n , s0 noktasında singüler değildir ancak ve ancak δ

L
n(s0) 6= 0.

(2) D̄L
n eğrisi s0 noktasında C ordinary cusp noktasına lokal olarak diffeomorftur

ancak ve ancak δLn(s0) = 0 ve δLn(s0)
′ 6= 0.

(D) τ g(s0)2 < κg(s0)
2 olsun. Bu durumda

(1) D̄T
r , s0 noktasında singüler değildir ancak ve ancak δ

T
r (s0) 6= 0.

(2) D̄T
r eğrisi s0 noktasında C ordinary cusp noktasına lokal olarak diffeomorftur

ancak ve ancak δTr (s0) = 0 ve δTr (s0)
′ 6= 0.

(E) κg(s0)2 < τ g(s0)
2 olsun. Bu durumda

(1) D̄S
r , s0 noktasında singüler değildir ancak ve ancak δ

L
r (s0) 6= 0.

(2) D̄S
r eğrisi s0 noktasında C ordinary cusp noktasına lokal olarak diffeomorftur

ancak ve ancak δSr (s0) = 0 ve δSr (s0)
′ 6= 0.

(F) τ g(s0)2 < κg(s0)
2 olsun. Bu durumda

(1) D̄L
r , s0 noktasında singüler değildir ancak ve ancak δ

L
r (s0) 6= 0.

(2) D̄L
r eğrisi s0 noktasında C ordinary cusp noktasına lokal olarak diffeomorftur

ancak ve ancak δLr (s0) = 0 ve δLr (s0)
′ 6= 0.

(G) (κn(s0), τ g(s0)) 6= (0, 0) olsun. Bu durumda

(1) D̄S
o , s0 noktasında singüler değildir ancak ve ancak δ

S
o (s0) 6= 0.
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(2) D̄S
o eğrisi s0 noktasında C ordinary cusp noktasına lokal olarak diffeomorftur

ancak ve ancak δSo (s0) = 0 ve δSo (s0)
′ 6= 0.

(H) (κn(s0), τ g(s0)) 6= (0, 0) olsun. Bu durumda

(1) D̄L
o , s0 noktasında singüler değildir ancak ve ancak δ

L
o (s0) 6= 0.

(2) D̄L
o eğrisi s0 noktasında C ordinary cusp noktasına lokal olarak diffeomorftur

ancak ve ancak δLo (s0) = 0 ve δLo (s0)
′ 6= 0.

Burada ordinary cusp C = {(x1, x2) | x21 = x32} (veya yarıkübik parabol) (Ito ve

Izumiya 2016).

5.2 Legendrian Duallikler

Bu bölümde kontakt manifoldlar ve Legendrian alt manifoldların bazıözellikleri göz-

den geçirilecektir. N bir (2n+1)-boyutlu düzgün manifold veK, N üzerinde bir teğet

hiperdüzlem alanıolsun. Lokal olarak böyle bir hiperdüzlem alanıbir α 1-formunun

sıfırları olarak tanımlanır. N manifoldunun her noktasında α ∧ (dα)n 6= 0 ise

teğet hiperdüzlem alanıK non-dejeneredir denir. K bir non-dejenere hiperdüzlem

alanıise (N,K) ikilisine bir kontakt manifold denir. Bu durumda K hiperdüzlem

alanına bir kontakt yapı ve α 1-formuna bir kontakt form adıverilir. φ : N → N ′

dönüşümü (N,K) ve (N ′, K ′) kontakt manifoldlarıarasında bir diffeomorfizm ol-

sun. dφ(K) = K ′ ise φ dönüşümüne bir kontakt diffeomorfizm denir. Eğer bir

φ : N → N ′ kontakt diffeomorfizmi varsa (N,K) ve (N ′, K ′) kontakt manifoldları

kontakt diffeomorfiktir. (N,K) kontakt manifoldunun i : L ⊂ N alt manifolduna

eğer boyL = n ve her x ∈ L için dix(TxL) ⊂ Ki(x) ise Legendrian alt manifold denir.

Bir π : E → M düzgün lif demetinin total uzayıE bir kontakt yapıile döşenmi̧s

ve lifleri Legendrian alt manifoldlar ise bu lif demetine Legendrian fibrasyon adı

verilir. π : E → M bir Legendrian fibrasyon olsun. Bir i : L ⊂ N alt manifoldu

için π ◦ i : L → M ye bir Legendrian harita denir. π ◦ i Legendrian haritasının

görüntüsüne i nin wavefront kümesi adıverilir ve W (L) ile gösterilir. Herhangi bir

z ∈ E için z etrafında bir (x, p, y) = (x1, ..., xm, p1, ...pm, y) lokal koordinat sistemi

vardır öyle ki π(x, p, y) = (x, y) dir ve kontakt yapıα = dy − Σm
i=1pidxi 1-formu ile

verilir (Arnol’d vd. 1986).
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Aşağıdaki dört çift fibrasyonu göz önüne alalım:

(A)(1) H2(−1)× S21 ⊃ ∆1 = {(u,v) | 〈u,v〉 = 0},

(2) π11 : ∆1 → H2(−1), π12 : ∆1 → S21 ,

(3) θ11 = 〈du,v〉 | ∆1, θ12 = 〈u, dv〉 | ∆1.

(B)(1) H2(−1)× LC∗ ⊃ ∆2 = {(u,v) | 〈u,v〉 = −1},

(2) π21 : ∆2 → H2(−1), π22 : ∆2 → LC∗,

(3) θ21 = 〈du,v〉 | ∆2, θ22 = 〈u, dv〉 | ∆2.

(C)(1) LC∗ × S21 ⊃ ∆3 = {(u,v) | 〈u,v〉 = 1},

(2) π31 : ∆3 → LC∗, π32 : ∆3 → S21 ,

(3) θ31 = 〈du,v〉 | ∆3, θ32 = 〈u, dv〉 | ∆3.

(D)(1) LC∗ × LC∗ ⊃ ∆4 = {(u,v) | 〈u,v〉 = −2},

(2) π41 : ∆4 → LC∗, π42 : ∆4 → LC∗,

(3) θ41 = 〈du,v〉 | ∆4, θ42 = 〈u, dv〉 | ∆4.

Burada πi1(u,v) = u, πi2(u,v) = v, 〈du,v〉 = −v0du0 + Σ2
i=1vidui ve

〈u, dv〉 = −u0dv0 + Σ2
i=1uidvi dir. θ

−1
i1 (0) ve θ−1i2 (0), ∆i üzerinde Ki ile gösterilen

aynıteğet hiperdüzlem alanınıtanımlar. Temel duallik teoremi aşağıda verilmi̧stir.

Teorem 5.2 Yukarıdaki paragrafla aynıgösterimler ile her bir ( ∆i, Ki) (i = 1, 2, 3, 4)

bir kontakt manifolddur ve her iki πij (j = 1, 2) Legendrian fibrasyonlardır. Dahası

bu kontakt manifoldlar birbirine kontakt diffeomorfiktir (Izumiya 2009).

Ayrıca bir çift fibrasyon aşağıdaki gibi verilir:

(E)(1) S21 × S21 ⊃ ∆1 = {(u,v) | 〈u,v〉 = 0},

(2) π51 : ∆5 → S21 , π52 : ∆5 → S21 ,

(3) θ51 = 〈du,v〉 | ∆5, θ12 = 〈u, dv〉 | ∆5.

( ∆5, K5) bir kontakt manifolddur. π5j : ∆5 → S21 , j = 1, 2 Legendrian fibrasyon-

lardır ve ( ∆i, Ki) (i = 1, 2, 3, 4) manifoldlarına kontakt diffeomorfik değildir( Chen

ve Izumiya 2009). Eğer i : L → ∆i, i = 1, 2, 3, 4, 5 izotropik dönüşümü varsa yani

i∗θi1 = 0 ise πi1(i(L)), πi2(i(L)) nin ∆i -dualidir denir.
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Teorem 5.3 γ : I →M eğrisi bir M ⊂ R31 spacelike yüzeyi üzerinde bir birim hızlı

eğri öyle ki ‖t′(s)‖ 6= 0,
∥∥n′γ(s)∥∥ 6= 0 ve ‖g′(s)‖ 6= 0 olsun.

(1) κn(s)2 < κg(s)
2 ise t, D̄T

n nin bir ∆1-dualidir.

(2) κg(s)2 < κn(s)2 ise t, D̄S
n nin bir ∆5-dualidir.

(3) κn(s)2 < κg(s)
2 ise t, D̄L

n nin bir ∆3-dualidir.

(4) (κn(s), τ g(s)) 6= (0, 0) ise nγ, D̄S
o nin bir ∆1-dualidir.

(5) (κn(s), τ g(s)) 6= (0, 0) ise nγ, D̄L
o nin bir ∆2-dualidir.

(6) τ g(s)2 < κg(s)
2 ise g, D̄T

r nin bir ∆1-dualidir.

(7) κg(s)2 < τ g(s)
2 ise g, D̄S

r nin bir ∆5-dualidir.

(8) τ g(s)2 < κg(s)
2 ise g, D̄L

r nin bir ∆3-dualidir (Ito ve Izumiya 2016).

İspat. (1) L1 : I → ∆1, L1(s) = (D̄T
n (s), t(s)) dönüşümü tanımlansın. Burada

〈
D̄T
n (s), t(s)

〉
= 0

ve

L∗1θ11 =
〈
(D̄T

n )′(s), t(s)
〉

= −
〈
t′(s), D̄T

n (s)
〉

= 0

dır. Böylece L1 bir izotropik dönüşümdür. Buradan t, D̄T
n nin bir ∆1-dualidir.

Böylelikle aşağıdaki dönüşümler tanımlanabilir:

L2 : I → ∆5; L2(s) = (t(s), D̄S
n(s)),

L3 : I → ∆3; L3(s) = (D̄L
n(s), t(s)),

L4 : I → ∆1; L4(s) = (nγ(s), D̄
S
o (s)),

L5 : I → ∆2; L5(s) = (nγ(s), D̄
L
o (s)),

L6 : I → ∆1; L6(s) = (D̄T
r (s),g(s)),

L7 : I → ∆5; L7(s) = (g(s), D̄S
r (s)),

L8 : I → ∆3; L8(s) = (D̄L
r (s),g(s)).

Buradan Li (i = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) dönüşümlerinin izotropik dönüşümler olduğu gös-

terilebilir. Bu da (2), (3), (4), (5), (6), (7) ve (8) in sağlandı̆gıanlamına gelir (Ito

ve Izumiya 2016).
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5.3 Yükseklik Fonksiyonları

‖t′(s)‖ 6= 0,
∥∥n′γ(s)∥∥ 6= 0 ve ‖g′(s)‖ 6= 0 şartlarınısağlayan γ : I → M ⊂ R31 eğrisi

üzerinde sekiz fonksiyon ailesi aşağıdaki gibi tanımlanır:

HT
n : I ×H2

+(−1)→ R; HT
n (s, ṽ) = 〈t(s), ṽ〉 ,

HS
n : I × S21 → R; HS

n (s, ṽ) = 〈t(s), ṽ〉 ,

HL
n : I × LC∗ → R; HL

n (s, ṽ) = 〈t(s), ṽ〉 − 1,

HT
r : I ×H2

+(−1)→ R; HT
r (s, ṽ) = 〈g(s), ṽ〉 ,

HS
r : I × S21 → R; HS

r (s, ṽ) = 〈g(s), ṽ〉 ,

HL
r : I × LC∗ → R; HL

r (s, ṽ) = 〈g(s), ṽ〉 − 1,

HS
o : I × S21 → R; HS

o (s, ṽ) = 〈nγ(s), ṽ〉 ,

HL
o : I × LC∗ → R; HL

o (s, ṽ) = 〈nγ(s), ṽ〉+ 1.

Herhangi bir ṽ için hTn,ṽ(s) = HT
n (s, ṽ), hSn,ṽ(s) = HS

n (s, ṽ), hLn,ṽ(s) = HL
n (s, ṽ),

hTr,ṽ(s) = HT
r (s, ṽ), hSr,ṽ(s) = HS

r (s, ṽ), hLr,ṽ(s) = HL
r (s, ṽ), hSo,ṽ(s) = HS

o (s, ṽ) ve

hLo,ṽ(s) = HL
o (s, ṽ) ile gösterilir (Ito ve Izumiya 2016). Buradan, sonraki önerme

verilebilir.

Önerme 5.1 γ : I →M eğrisi, M ⊂ R31 spacelike yüzeyi üzerinde

‖t′(s)‖ 6= 0,
∥∥n′γ(s)∥∥ 6= 0 ve ‖g′(s)‖ 6= 0 şartlarınısağlayan bir birim hızlıeğri olsun.

Bu durumda:

(A) Herhangi bir (s, ṽ) ∈ I ×H2(−1) için:

(1) hTn,ṽ(s) = 0 ancak ve ancak öyle λ, µ ∈ R, −λ2 + µ2 = −1 sayılarıvardır ki

ṽ = λnγ(s) + µg(s),

(2) hTn,ṽ(s) = (hTn,ṽ)′(s) = 0 ancak ve ancak κn(s)2 < κg(s)
2 ve ṽ = ±D̄T

n (s),

(3) hTn,ṽ(s) = (hTn,ṽ)′(s) = (hTn,ṽ)
′′
(s) = 0 ancak ve ancak κn(s)2 < κg(s)

2, δTn (s) = 0

ve ṽ = ±D̄T
n (s),

(4) hTn,ṽ(s) = (hTn,ṽ)′(s) = (hTn,ṽ)
′′
(s) = (hTn,ṽ)

′′′
(s) = 0 ancak ve ancak

κn(s)2 < κg(s)
2, δTn (s) = 0, (δTn )′(s) = 0 ve ṽ = ±D̄T

n (s) dir.
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(B) Herhangi bir (s, ṽ) ∈ I × S21 için:

(1) hSn,ṽ(s) = 0 ancak ve ancak öyle λ, µ ∈ R, −λ2 + µ2 = 1 sayılarıvardır ki

ṽ = λnγ(s) + µg(s),

(2) hSn,ṽ(s) = (hSn,ṽ)′(s) = 0 ancak ve ancak κg(s)2 < κn(s)2 ve ṽ = ±D̄S
n(s),

(3) hSn,ṽ(s) = (hSn,ṽ)′(s) = (hSn,ṽ)
′′
(s) = 0 ancak ve ancak κg(s)2 < κn(s)2, δSn(s) = 0

ve ṽ = ±D̄S
n(s),

(4) hSn,v(s) = (hSn,ṽ)′(s) = (hSn,ṽ)
′′
(s) = (hSn,ṽ)

′′′
(s) = 0 ancak ve ancak

κg(s)
2 < κn(s)2, δSn(s) = 0, (δSn)′(s) = 0 ve ṽ = ±D̄S

n(s) dir.

(C) Herhangi bir (s, ṽ) ∈ I × LC∗ için:

(1) hLn,ṽ(s) = 0 ancak ve ancak öyle λ, µ ∈ R, −λ2 + µ2 = −1 sayılarıvardır ki

ṽ = λnγ(s) + µg(s) + t(s),

(2) hLn,ṽ(s) = (hLn,ṽ)′(s) = 0 ancak ve ancak κn(s)2 < κg(s)
2 ve ṽ = ±D̄L

n(s),

(3) hLn,ṽ(s) = (hLn,ṽ)′(s) = (hLn,ṽ)
′′
(s) = 0 ancak ve ancak κn(s)2 < κg(s)

2, δLn(s) = 0

ve ṽ = ±D̄L
n(s),

(4) hLn,ṽ(s) = (hLn,ṽ)′(s) = (hLn,ṽ)
′′
(s) = (hLn,ṽ)

′′′
(s) = 0 ancak ve ancak

κn(s)2 < κg(s)
2, δLn(s) = 0, (δLn)′(s) = 0 ve ṽ = ±D̄L

n(s) dir.

(D) Herhangi bir (s, ṽ) ∈ I ×H2(−1) için:

(1) hTr,ṽ(s) = 0 ancak ve ancak öyle λ, µ ∈ R, −λ2 + µ2 = 1 sayılarıvardır ki

ṽ = λt(s) + µnγ(s),

(2) hTr,ṽ(s) = (hTr,ṽ)′(s) = 0 ancak ve ancak τ g(s)2 < κg(s)
2 ve ṽ = ±D̄T

r (s),

(3) hTr,ṽ(s) = (hTr,ṽ)′(s) = (hTr,ṽ)
′′
(s) = 0 ancak ve ancak τ g(s)2 < κg(s)

2, δTr (s) = 0

ve ṽ = ±D̄T
r (s),

(4) hTr,ṽ(s) = (hTr,ṽ)′(s) = (hTr,ṽ)
′′
(s) = (hTr,ṽ)

′′′
(s) = 0 ancak ve ancak

τ g(s)
2 < κg(s)

2, δTr (s) = 0, (δTr )′(s) = 0 ve ṽ = ±D̄T
r (s) dir.

(E) Herhangi bir (s, ṽ) ∈ I × S21 için:

(1) hSr,ṽ(s) = 0 ancak ve ancak öyle λ, µ ∈ R, −λ2 + µ2 = −1 sayılarıvardır ki

ṽ = λt(s) + µnγ(s),
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(2) hSr,ṽ(s) = (hSr,ṽ)′(s) = 0 ancak ve ancak κg(s)2 < τ g(s)
2 ve ṽ = ±D̄S

r (s),

(3) hSr,ṽ(s) = (hSr,ṽ)′(s) = (hSr,ṽ)
′′
(s) = 0 ancak ve ancak κg(s)2 < τ g(s)

2, δSr (s) = 0

ve ṽ = ±D̄S
r (s),

(4) hSr,ṽ(s) = (hSr,ṽ)′(s) = (hSr,ṽ)
′′
(s) = (hSr,ṽ)

′′′
(s) = 0 ancak ve ancak

κg(s)
2 < τ g(s)

2, δSr (s) = 0, (δSr )′(s) = 0 ve ṽ = ±D̄S
r (s) dir.

(F) Herhangi bir (s, ṽ) ∈ I × LC∗ için:

(1) hLr,ṽ(s) = 0 ancak ve ancak öyle λ, µ ∈ R, λ2 − µ2 = −1 sayılarıvardır ki

ṽ = λt(s) + µnγ(s) + g(s),

(2) hLr,ṽ(s) = (hLr,ṽ)′(s) = 0 ancak ve ancak τ g(s)2 < κg(s)
2 ve ṽ = ±D̄L

r (s),

(3) hLr,ṽ(s) = (hLr,ṽ)′(s) = (hLr,ṽ)
′′
(s) = 0 ancak ve ancak τ g(s)2 < κg(s)

2, δLr (s) = 0

ve ṽ = ±D̄L
r (s),

(4) hLr,ṽ(s) = (hLr,ṽ)′(s) = (hLr,ṽ)
′′
(s) = (hLr,ṽ)

′′′
(s) = 0 ancak ve ancak

τ g(s)
2 < κg(s)

2, δLr (s) = 0, (δLr )′(s) = 0 ve ṽ = ±D̄L
r (s) dir.

(G) Varsayalım ki (κn(s), τ g(s)) 6= (0, 0) olsun. Herhangi bir (s, ṽ) ∈ I × S21 için:

(1) hSo,ṽ(s) = 0 ancak ve ancak öyle λ, µ ∈ R, λ2 + µ2 = 1 sayılarıvardır ki

ṽ = λt(s) + µg(s),

(2) hSo,ṽ(s) = (hSo,ṽ)′(s) = 0 ancak ve ancak ṽ = ±D̄S
o (s),

(3) hSo,ṽ(s) = (hSo,ṽ)′(s) = (hSo,ṽ)
′′
(s) = 0 ancak ve ancak δSo (s) = 0 ve ṽ = ±D̄S

o (s),

(4) hSo,ṽ(s) = (hSo,ṽ)′(s) = (hSo,ṽ)
′′
(s) = (hSo,ṽ)

′′′
(s) = 0 ancak ve ancak

δSo (s) = 0, (δSo )′(s) = 0 ve ṽ = ±D̄S
o (s) dir.

(H) Varsayalım ki (κn(s), τ g(s)) 6= (0, 0) olsun. Herhangi bir (s, ṽ) ∈ I × LC∗ için:

(1) hLo,ṽ(s) = 0 ancak ve ancak öyle λ, µ ∈ R, λ2 + µ2 = 1 sayılarıvardır ki

ṽ = λt(s) + µg(s) + nγ(s),

(2) hLo,ṽ(s) = (hLo,ṽ)′(s) = 0 ancak ve ancak ṽ = ±D̄L
o (s),

(3) hLo,ṽ(s) = (hLo,ṽ)′(s) = (hLo,ṽ)
′′
(s) = 0 ancak ve ancak δLo (s) = 0 ve ṽ = ±D̄L

o (s),

(4) hLo,ṽ(s) = (hLo,ṽ)′(s) = (hLo,ṽ)
′′
(s) = (hLo,ṽ)

′′′
(s) = 0 ancak ve ancak

δLo (s) = 0, (δLo )′(s) = 0 ve ṽ = ±D̄L
o (s) dir (Ito ve Izumiya 2016).

İspat. ‖t′(s)‖ 6= 0,
∥∥n′γ(s)∥∥ 6= 0 ve ‖g′(s)‖ 6= 0 olduğundan

−κn(s)2 + κg(s)
2 6= 0, κn(s)2 + τ g(s)

2 6= 0 ve κg(s)2 − τ g(s)2 6= 0 dır.
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(A) t′ = κnnγ + κgg, n′γ = κnt + τ gg ve g′ = −κgt + τ gnγ eşitliklerini kullanarak

hTn,ṽ = 〈t, ṽ〉 ,

(hTn,ṽ)′ = 〈t′, ṽ〉 = 〈κnnγ + κgg, ṽ〉 ,

(hTn,ṽ)′′ = 〈t′′, ṽ〉 =
〈
κ′nnγ + κnn

′
γ + κ′gg+κgg

′, ṽ
〉

=
〈
κ′nnγ + κn(κnt+τ gg) + κ′gg+κg(−κgt+τ gnγ), ṽ

〉
=

〈
(κ2n − κ2g)t+(κ′n + κgτ g)nγ + (κ′g + κnτ g)g, ṽ

〉
,

(hTn,ṽ)′′′ =
〈
t
′′′
, ṽ
〉

= 〈(2κnκ′n − 2κgκ
′
g)t + (κ2n − κ2g)t′+(κ

′′

n + κ′gτ g + κgτ
′
g)nγ

+(κ′n + κgτ g)n
′
γ + (κ

′′

g + κ′nτ g + κnτ
′
g)g + (κ′g + κnτ g)g

′, ṽ〉,

= 〈((3κnκ′n − 3κgκ
′
g)t + (κ

′′

n + κgτ
′
g + 2κ′gτ g + κ3n + κnτ

2
g − κnκ2g)nγ

+(κ
′′

g + κnτ
′
g + 2κ′nτ g − κ3g + κgτ

2
g + κgκ

2
n)g, ṽ〉.

elde edilir. {t(s),nγ(s),g(s)}, γ boyunca R31 uzayının bir pseudo-ortonormal çatısı

olduğundan

ṽ = λt(s) + µnγ(s) + ηg(s)

şeklinde yazılabilir.

(1) hTn,ṽ = 〈t, ṽ〉 = 〈t, λt(s) + µnγ(s) + ηg(s)〉 = λ = 0 olduğundan

ṽ = µnγ(s) + ηg(s) dir. Burada ṽ ∈ H2(−1) dir. O halde

〈ṽ, ṽ〉 = −1

〈ṽ, ṽ〉 = 〈µnγ(s) + ηg(s), µnγ(s) + ηg(s)〉

= µ2 〈nγ(s),nγ(s)〉+ η2 〈g(s),g(s)〉

= −µ2 + η2 = −1

Buradan η2 = µ2 − 1 olduğundan µ2 > η2 dir. Böylece µ 6= 0 dır.

(2) (hTn,ṽ)′ = 0 şartı

〈t′, ṽ〉 = 〈κnnγ + κgg, µnγ + ηg〉 = −µκn + ηκg = 0

anlamına gelir. O halde

κnṽ =κnµnγ + κnηg =ηκgnγ + κnηg =η(κgnγ + κng)
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dir. Böylece

〈κnṽ,κnṽ〉 = 〈η(κgnγ + κng), η(κgnγ + κng)〉

−κ2n = η2(κ2n − κ2g)

elde edilir. Burada κ2n ≤ κ2g dir. −κn(s)2 + κg(s)
2 6= 0 olduğundan κ2n < κ2g olur.

η2 = κ2n
κ2g−κ2n

, µ2 = η2 + 1 ve ṽ = µnγ(s) + ηg(s) olduğundan

ṽ = ±κgnγ + κng√
κ2g − κ2n

= ±D̄T
n

şeklindedir.

(3) (hTn,ṽ)
′′

= 0 şartıeklenirse〈
t
′′
, ṽ
〉

=
〈
(κ2n − κ2g)t+(κ′n + κgτ g)nγ + (κ′g + κnτ g)g, µnγ + ηg

〉
= −µ(κ′n + κgτ g) + η(κ′g + κnτ g) = 0

elde edilir. Buradan

τ g −
κnκ

′
g − κ′nκg
κ2g − κ2n

= 0

bulunur. Böylece δTn = 0 dır.

(4) İspata (hTn,ṽ)
′′′

= 0 şartıda eklenirse〈
t
′′′
, ṽ
〉

= 〈(2κnκ′n − 2κgκ
′
g)t + (κ2n − κ2g)t′+(κ

′′

n + κ′gτ g + κgτ
′
g)nγ

+(κ′n + κgτ g)n
′
γ + (κ

′′

g + κ′nτ g + κnτ
′
g)g + (κ′g + κnτ g)g

′, µnγ + ηg〉

= 0

eşitliğinden

τ ′g(κ
2
g − κ2n) + 2(κgκ

′
g − κnκ′n)(δTn +

κnκ
′
g − κ′nκg
κ2g − κ2n

)− (κnκ
′′
g − κgκ′′n) = 0

elde edilir.

(δTn )′ = τ ′g +
2(κgκ

′
g − κnκ′n)(κnκ

′
g − κ′nκg)

(κ2g − κ2n)2
−

(κnκ
′′
g − κgκ′′n)

κ2g − κ2n
olduğundan δTn = 0 şartıile (δTn )′ = 0 dır. Böylece (A) durumunun ispatıtamam-

lanmı̧s olur.

Diğer durumlar (A) durumuna benzer hesaplamalar yapılarak gösterilebilir (Ito ve

Izumiya 2016).
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5.4 Teorem 5.1’in İspatı

Bu bölümde Teorem 5.1’ in ispatıverilecektir. Bunun için fonksiyon germlerinin

aileleri için singülerite teorisinin bazıgenel sonuçlarıkullanılacaktır. Bu sonuçlarla

ilgili detaylıaçıklamalar Bruce ve Giblin (1992) tarafından verilmi̧stir.

F : (R×Rr, (s0, x0))→ R bir fonksiyon germi olsun. f(s) = Fx0(s, x0) iken F , f nin

bir r-parametreli unfoldingi olarak adlandırılır. Her 1 ≤ p ≤ k için f (p)(s0) = 0 ve

f (k+1)(s0) 6= 0 ise f , s0 noktasında bir Ak-singülerlĭgine sahiptir denir. Ayrıca her

1 ≤ p ≤ k için f (p)(s0) = 0 ise f , s0 noktasında A≥k-singülerlĭgine sahiptir denir.

F, f nin bir unfoldingi ve f(s), s0 noktasında Ak-singülerliğine (k ≥ 1) sahip olsun.
∂F
∂xi

kısmi türevinin s0 noktasındaki (k − 1)-jeti

j(k−1)(
∂F

∂xi
(s, x0))(s0) =

k−1∑
j=0

αji(s− s0)j, i = 1, ..., r

ile gösterilsin. Eğer k × r tipindeki (αji)j=0,...,k−1;i=1,...,r katsayılar matrisinin rankı

k (k ≤ r) ise F ye bir R-versal unfolding denir. Unfoldinglere ili̧skin yukarıdaki

gösterimler altında önemli bir küme tanıtalacaktır. F nin diskriminant kümesi

DF = {x ∈ Rr | (s, x) noktasında F =
∂F

∂s
= 0 dır}

şeklindedir. Bu durumda aşağıdaki sınıflandırma elde edilir (Bruce ve Giblin 1992).

Teorem 5.4 F : (R × Rr, (s0, x0)) → R, f(s) nin bir r-parametreli unfoldingi ve

F, s0 noktasında A2 singülerliğine sahip olsun. F bir R-versal unfolding ise DF ,

C × Rr−1 kümesine lokal olarak diffeomorfiktir (Ito ve Izumiya 2016).

Burada ordinary cusp C = {(x1, x2) | x1 = t2, x2 = t3} (yani yarıkübik parabol).

Şimdi sırasıyla HT
n , H

S
n , H

L
n , H

T
r , H

S
r , H

L
r , H

S
o ve H

L
o herhangi bir ṽ için hTn,ṽ(s),

hSn,ṽ(s), hLn,ṽ(s), hTr,ṽ(s), hSr,ṽ(s), hLr,ṽ(s), hSo,ṽ(s) ve hLo,ṽ(s) nin unfoldingleri olarak alı-

nacaktır.

Önerme 5.2 γ : I →M eğrisi bir M ⊂ R31 spacelike yüzeyi üzerinde

‖t′(s)‖ 6= 0,
∥∥n′γ(s)∥∥ 6= 0 ve ‖g′(s)‖ 6= 0 şartlarınısağlayan bir birim hızlıeğri olsun.

Bu durumda:
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(A) hTn,ṽ, s0 noktasında A2-singülerliğine sahip ise H
T
n , h

T
n,ṽ nin bir R-versal un-

foldingidir,

(B) hSn,ṽ, s0 noktasında A2-singülerliğine sahip ise H
S
n , h

S
n,ṽ nin bir R-versal un-

foldingidir,

(C) hLn,ṽ, s0 noktasında A2-singülerliğine sahip ise H
L
n , h

L
n,ṽ nin bir R-versal un-

foldingidir,

(D) hTr,ṽ, s0 noktasında A2-singülerliğine sahip ise H
T
r , h

T
r,ṽ nin bir R-versal un-

foldingidir,

(E) hSr,ṽ, s0 noktasında A2-singülerliğine sahip ise H
S
r , h

S
r,ṽ nin bir R-versal un-

foldingidir,

(F) hLr,ṽ, s0 noktasında A2-singülerliğine sahip ise H
L
r , h

L
r,ṽ nin bir R-versal un-

foldingidir,

(G) hSo,ṽ, s0 noktasında A2-singülerliğine sahip ise H
S
o , h

S
o,ṽ nin bir R-versal un-

foldingidir,

(H) hLo,ṽ, s0 noktasında A2-singülerliğine sahip ise H
L
o , h

L
o,ṽ nin bir R-versal un-

foldingidir (Ito ve Izumiya 2016).

İspat. (A) ṽ = (
√
x21 + x22 + 1, x1, x2) ∈ H2

+(−1) ve t(s) = (t0(s), t1(s), t2(s)) ile

gösterilsin. Bu durumda

HT
n (s, ṽ) = −t0(s)

√
x21 + x22 + 1 + t1(s)x1 + t2(s)x2

ve

∂HT
n

∂x1
(s, ṽ) = −t0(s)

x1√
x21 + x22 + 1

+t1(s),
∂HT

n

∂x2
(s,v) = −t0(s)

x2√
x21 + x22 + 1

+t2(s)

olur. Bu nedenle HT
n (s, ṽ) nin 2-jeti

j2
∂HT

n

∂x1
(s0, ṽ) = (−t0(s0)

x1√
x21 + x22 + 1

+ t1(s0))

+(−t′0(s0)
x1√

x21 + x22 + 1
+ t′1(s0))(s− s0),

j2
∂HT

n

∂x2
(s0, ṽ) = (−t0(s0)

x2√
x21 + x22 + 1

+ t2(s0))

+(−t′0(s0)
x2√

x21 + x22 + 1
+ t′2(s0))(s− s0)
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şeklindedir. Buradan

A =

−t0(s0) x1√
x21+x

2
2+1

+ t1(s0) −t0(s0) x2√
x21+x

2
2+1

+ t2(s0)

−t′0(s0) x1√
x21+x

2
2+1

+ t′1(s0) −t′0(s0) x2√
x21+x

2
2+1

+ t′2(s0)


matrisi elde edilir. A matrisinin determinantı

detA =
1√

x21 + x22 + 1
(x1(t

′
0t2 − t0t′2) + x2(t0t

′
1 − t′0t1) +

√
x21 + x22 + 1(t′2t1 − t2t′1))

=
1√

x21 + x22 + 1

〈
(t2t

′
1 − t1t′2, t2t′0 − t′2t0, t0t′1 − t′0t1), (

√
x21 + x22 + 1, x1, x2)

〉
=

1√
x21 + x22 + 1

〈(t ∧ t′), ṽ〉

=
1√

x21 + x22 + 1
|t t′ ṽ|

şeklindedir. Önerme 5.1 ile hTn,ṽ, s0 noktasında A2-singülerliğine sahip ise o zaman

ṽ = ±D̄T
n (s) ve t′(s) = κn(s)nγ(s) + κg(s)g(s) dir. Böylece {t, t′, ṽ} lineer bağım-

sızdır. O halde detA 6= 0, dolayısıyla rankA = 2 dir. Bunun anlamıHT
n , h

T
n,ṽ nin bir

R-versal unfoldingidir. Diğer durumlar (A) durumuna benzer biçimde gösterilebilir

(Ito ve Izumiya 2016).

Şimdi sırasıyla t′,n′γ,g
′ vektörlerinin normalizasyonu olan üç vektör alanıaşağıdaki

gibi tanımlansın:

Tt(s) =
κn(s)nγ(s) + κg(s)g(s)√

κg(s)2 − κn(s)2
,

Tnγ (s) =
κn(s)t(s) + τ g(s)g(s)√

κn(s)2 + τ g(s)2
,

Tg(s) =
−κg(s)t(s) + τ g(s)nγ(s)√

κg(s)2 − τ g(s)2
.

Teorem 5.1’in İspatı. Burada sadece (A) durumu için ispat verilecektir. Diğer

durumlar benzer şekilde gösterilebilir.

(A) (1)

(D̄T
n (s))′ = (

κ′g(s) + κn(s)τ g(s)√
κg(s)2 − κn(s)2

−
κg(s)

2κ′g(s)− κg(s)κn(s)κ′n(s)

(κg(s)2 − κn(s)2)
3
2

)nγ

+(
κ′n(s) + κg(s)τ g(s)√
κg(s)2 − κn(s)2

−
κn(s)κg(s)κ

′
g(s)− κn(s)2κ′n(s)

(κg(s)2 − κn(s)2)
3
2

)g

51



ve

〈
(D̄T

n (s))′,Tt(s)
〉

=
−κ′g(s)κn(s)− κn(s)2τ g(s) + κ′n(s)κg(s) + κg(s)

2τ g(s)

κg(s)2 − κn(s)2

= τ g(s)−
κ′g(s)κn(s)− κ′n(s)κg(s)

κg(s)2 − κn(s)2
= δTn (s)

olduğundan

(D̄T
n (s))′ = δTn (s)Tt(s)

şeklinde elde edilir. Böylece D̄T
n (s), s = s0 da singüler değildir ancak ve ancak

δTn (s0) 6= 0 dır.

(2) Önerme 5.1 ile, hTn,ṽ, A2-singülerdir ancak ve ancak δ
T
n (s0) = 0, (δTn )′(s0) 6= 0

ve ṽ = D̄
T
n (s) dir. Önerme 5.2 ile HT

n , h
T
n,ṽ nin bir R-versal unfoldingidir. Önerme

5.1 ile D̄T
n nin görüntüsü H

T
n nin diskriminant kümesidir. Teorem 5.4 ile HT

n nin

diskriminant kümesi lokal olarak C ordinary cuspa diffeomorfiktir (Ito ve Izumiya

2016).

5.5 Yüzey Eğrilerinin İnvaryantları

Bu bölümde δTr , δ
S
r , δ

L
r , δ

S
o , δ

L
o invaryantlarının geometrik anlamları incelenecektir.

Özellikle her bir invaryantın sıfır olduğu durumda yüzey üzerindeki orijinal eğri

hakkında neler söylenebileceği araştırılacaktır. Bunun için Lorentz-Minkowski uza-

yındaki silindirler göz önüne alınacaktır. R31 de bir (genelleştirilmi̧s) silindir sabit

doğrultulu bir regle yüzeydir. α bir düzgün eğri ve v sıfırdan farklıbir vektör olmak

üzere bir silindir

F (t, u) = α(t) + uv

şeklinde parametrelendirilir. Burada v vektörüne dŏgrultu denir. v doğrultusu

sırasıyla spacelike, timelike ve lightlike ise F silindirine sırasıyla bir spacelike silindir,

timelike silindir ve lightlike silindir adıverilir. R31 de M bir yüzey ve N bir silindir

olsun. Eğer M ∩ N 6=Ø ve TpN her p ∈ M ∩ N noktasında pseudo-normal vektör

n(p) yi içeriyorsa N silindirine M yüzeyinin bir pseudo-normal silindiri denir. Bu

durumda M ve N transversal olarak kesi̧sir. Böylece M ∩N bir C regüler eğrisidir.

C eğrisine M ile M nin bir pseudo-normal silindirinin bir dilimi denir. Dahası
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N silindirinin doğrultusu sırasıyla spacelike ve timelike ise N ye bir pseudo-normal

spacelike silindir ve pseudo-normal timelike silindir adıverilir. BuradaN silindirinin

doğrultusu lightlike değildir. Eğer N lokal olarak F (t, u) = α(t) + uv şeklinde

parametrelendirilirse o halde

∂F

∂t
(t, u) = α′(t) ve

∂F

∂u
(t, u) = v

dir. Böylece N ye pseudo-normal vektör

∂F

∂t
(t, u) ∧ ∂F

∂u
(t, u) = α′(t) ∧ v

ile verilir. Eğer C eğrisi s yay uzunluğu parametresi olmak üzere γ(s) biçiminde

parametrelendirilirse bu durumda N ,

F (s, u) = γ(s) + uv

şeklinde en azından lokal olarak parametrelendirilebilir. N , F ile bir yönlendirmeyle

verildiğindenC boyuncaN nin birim normal vektörü g(s) dir. Özellikle 〈g(s),v〉 = 0

dır. Diğer yandan eğer M ∩ N nin her noktasında M ve N nin teğet düzlemleri

çakı̧sıyorsa N silindirine bir oskülatör silindir denir. Bu durumda C = M ∩ N

ye M nin bir oskülatör silindiri ile M nin bir dilimi denir. Oskülatör silindirin

doğrultusu daima spacelike tır. Eğer N lokal olarak F (t, u) = α(t) + uv biçiminde

parametrelendirilmi̧s ise C nin bir γ parametrizasyonu için C boyunca N nin birim

normal vektörü nγ ve 〈n,v〉 = 0 dır. v, N nin bir lightlike doğrultusu iken

M ∩ N 6=Ø ve her p ∈ M ∩ N için 〈n(p),v〉 = −1 ise N silindirine bir hiperbolik

lightlike silindir denir. Bu durumda N ve M transversal olarak kesi̧sir. Böylece

C = M ∩N bir regüler eğridir. C eğrisine M ile bir hiperbolik lightlike silindirinin

bir dilimi denir. Ayrıca v, N nin bir lightlike doğrultusu iken M ∩ N 6=Ø ve her

p ∈ M ∩ N için 〈g(p),v〉 = 1 ise N ye bir de Sitter lightlike silindir adıverilir.

Bu durumda N , M ile transversal olarak kesi̧sir. Böylece C = M ∩ N bir regüler

eğridir. C eğrisineM ile bir de Sitter lightlike silindirin bir dilimi denir. Yukarıdaki

iki durumda da v lightlike olur (Ito ve Izumiya 2016).

Teorem 5.5 γ : I → M eğrisi bir M ⊂ R31 spacelike yüzeyi üzerinde ‖t′(s)‖ 6= 0

ve ‖g′(s)‖ 6= 0 şartlarınısağlayan bir birim hızlıeğri olsun.
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(A) τ g(s)2 < κg(s)
2 olsun. Bu durumda aşağıdaki sonuçlar denktir:

(1) D̄T
r (s) bir sabit vektördür,

(2) δTr (s) ≡ 0,

(3) γ(I), M ile bir timelike pseudo-normal silindirin bir dilimidir,

(4) g(I), H2(−1) de bir hiperbolik doğrunun bir alt kümesidir.

(B) κg(s)2 < τ g(s)
2 olsun. Bu durumda aşağıdaki sonuçlar denktir:

(1) D̄S
r (s) bir sabit vektördür,

(2) δSr (s) ≡ 0,

(3) γ(I), M ile bir spacelike pseudo-normal silindirin bir dilimidir,

(4) g(I), S21 de bir geodezik pseudo-çemberin bir alt kümesidir.

(C) τ g(s)2 < κg(s)
2 olsun. Bu durumda aşağıdaki sonuçlar denktir:

(1) D̄L
r (s) bir sabit vektördür,

(2) δLr (s) ≡ 0,

(3) γ(I), M ile bir de Sitter lightlike silindirin bir dilimidir,

(4) g(I), S21 de bir de Sitter horocycle ın bir alt kümesidir.

(D) (κn(s), τ g(s)) 6= (0, 0) olsun. Bu durumda aşağıdaki sonuçlar denktir:

(1) D̄S
o (s) bir sabit vektördür,

(2) δSo (s) ≡ 0,

(3) γ(I), M ile bir pseudo-oslülatör silindirin bir dilimidir,

(4) nγ(I), S21 de bir geodezik hiperbolün bir alt kümesidir.

(E) (κn(s), τ g(s)) 6= (0, 0) olsun. Bu durumda aşağıdaki sonuçlar denktir:

(1) D̄L
o (s) bir sabit vektördür,

(2) δLo (s) ≡ 0,

(3) γ(I), M ile bir hiperbolik lightlike silindirin bir dilimidir,

(4) nγ(I), H2(−1) de bir horocycle ın bir alt kümesidir (Ito ve Izumiya 2016).

İspat. (A) (D̄T
r (s))′ = δTr (s)Tg(s) olduğundan (1) ve (2) şartları denktir. (3)

şartının sağlandı̆gınıvarsayalım. O halde bir v ∈ H2
+(−1) sabit vektörü vardır öyle

ki

〈g(s),v〉 = 0.
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Böylece öyle λ, µ ∈ R vardır ki

v = λt(s) + µnγ(s)

dir. 〈g(s),v〉 = 0 olduğundan 〈g′(s),v〉 = 0 elde edilir.

〈g′(s),v〉 = 〈g′(s), λt(s) + µnγ(s)〉 = λ 〈g′(s), t(s)〉+ µ 〈g′(s),nγ(s)〉

= −λκg(s)− µτ g(s) = 0

olur. v ∈ H2
+(−1) olduğundan v = D̄

T
r (s) elde edilir. Böylece (1) sağlanır. Eğer (1)

sağlanırsa D̄T
r (s) sabit bir v = D̄

T
r (s) ∈ H2

+(−1) vektörüdür.

〈g(s),v〉 =
〈
g(s), D̄T

r (s)
〉

= 0

olduğundan (3) sağlanır. Dahası yukarıdaki eşitlik g(s) ∈ P (v, 0) olduğu an-

lamına gelir. Bu durumda g, P (v, 0)∩H2(−1) hiperbolik doğrusunun alt kümesidir.

Böylece (4) sağlanır. Tersi için bir v ∈ H2(−1) vardır öyle ki

〈g(s),v〉 = 0

dır. Böylece öyle λ, µ ∈ R vardır ki

v = λt(s) + µnγ(s)

dir.〈g(s),v〉 = 0 ve 〈g′(s),v〉 = 0 olduğundan v = D̄
T
r (s) elde edilir. O halde (1)

sağlanır.

(C) (D̄L
r (s))′ = δLr (s)Tg(s) olduğundan (1) ve (2) şartları denktir. (3) şartının

sağlandı̆gınıvarsayalım. O halde 〈g(s),v〉 = 1 olacak şekilde bir v ∈ LC∗ vardır.

α = v − g(s) alınırsa

〈α,α〉 = 〈v − g(s),v − g(s)〉 = −1

olur. Böylece α ∈ H2(−1) dir. Dahası

〈g(s),α〉 = 〈g(s),v − g(s)〉 = 0,

〈g′(s),α〉 = 〈g′(s),v − g(s)〉 = 0

55



elde edilir. Bu α nın g nin bir ∆1-duali olduğu anlamına gelir. (A) durumuna

benzer çıkarımlar ile

D̄T
r (s) = v − g(s)

ve böylece

v = D̄T
r (s) + g(s) = D̄L

r (s)

şeklinde bulunur. Böylece (1) sağlanır. Tersine eğer (1) sağlanıyorsa o halde

v = D̄L
r (s) için 〈g(s),v〉 = 1 elde edilir. Böylece (3) sağlanır. Eğer (1) sağlanıyorsa

bu durumda 〈
g(s), D̄L

r (s)
〉

= 1

olur ve böylece g nin görüntüsü bir de Sitter horocycle ın bir alt kümesidir. Tersi

için varsayalım ki (4) sağlansın. O halde bir v ∈ LC∗ vardır öyle ki 〈g(s),v〉 = −1

dir. Bu durumda öyle λ, µ ∈ R vardır ki

v = λt(s) + µnγ(s)

dir. 〈g(s),v〉 = −1 olduğundan 〈g′(s),v〉 = 0 dır. O halde

〈g′(s),v〉 = 〈g′(s), λt(s) + µnγ(s)〉 = λ 〈g′(s), t(s)〉+ µ 〈g′(s),nγ(s)〉

= −λκg(s)− µτ g(s) = 0

elde edilir ve buradan v = D̄L
r (s) olur. Böylece (1) sağlanır.

Diğer durumlar (A) ve (C) durumlarına benzer şekilde ispatlanabilir (Ito ve Izumiya

2016).

5.6 Örnekler

Bu bölümde bazıörnekler ele alınacaktır.

Örnek 5.1 (Spacelike Düzlemler) M = R20 = {x = (x0, x1, x2) ∈ R31 | x0 = 0}

olsun. γ : I → R20 eğrisi Öklid düzleminde bir eğri olarak düşünülebilir. Bu durumda

nγ(s) = e0

t(s) = γ′(s)

g(s) = e0 ∧ t(s)
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dir. n′γ = e′0 ≡ 0 olduğundan κn(s) ≡ τ g(s) ≡ 0 elde edilir. Böylece bir Öklid

düzlem eğrisi olarak γ nın eğriliği

κ(s) = κg(s) = 〈t′(s),g(s)〉

iken

t′(s) = κ(s)g(s),

g′(s) = −κ(s)t(s)

şeklinde yazılır. Bu durumda Lorenziyen Darboux göstergeleri

D̄T
n (s) = ∓nγ(s) = ∓e0

D̄L
n(s) = ∓nγ(s) + t(s) = ∓e0 + t(s)

D̄T
r (s) = ∓nγ(s) = ∓e0

D̄L
r (s) = ∓nγ(s) + g(s) = ∓e0 + g(s)

D̄S
o (s) = ∓g(s)

D̄L
o (s) = ∓g(s) + e0

şeklindedir. Burada D̄S
n(s) ve D̄S

r (s) iyi tanımlıdeğildir. Böylece D̄S
o , D̄L

o ve D̄L
r

bir Öklid düzlem eğrisi olan eğrinin olağan Gauss dönüşümüne kaŗsılık gelmektedir.

Dahası

δTn (s) ≡ 0,

δLn(s) = ∓κg(s) = ∓κ(s),

δTr (s) ≡ 0,

δLr (s) = ∓κg(s) = ∓κ(s),

δSo (s) = δLo (s) = κg(s) = κ(s)

elde edilir (Ito ve Izumiya 2016).

Örnek 5.2 (Hiperbolik Düzlem) M = H2(−1) olsun. Birim hızlı

γ : I → H2(−1) eğrisi için

nγ(s) = γ(s)

t(s) = γ′(s)
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alınabilir. Böylece {t,γ,g} Lorenziyen Sabban çatısı elde edilir. Bu durumda

κn(s) ≡ 1 ve τ g(s) ≡ 0 dır. Böylelikle Lorenziyen Sabban çatısının Frenet-Serret

formülleri aşağıdaki gibi yazılır:

t′(s) = γ(s) + κg(s)g(s),

γ′(s) = t(s),

g′(s) = −κg(s)t(s).

Bu durumda Lorenziyen Darboux göstergeleri

D̄T
n (s) =

κg(s)γ(s) + g(s)√
κg(s)2 − 1

, κg(s)
2 > 1

D̄S
n(s) =

κg(s)γ(s) + g(s)√
1− κg(s)2

, κg(s)
2 < 1

D̄L
n(s) =

κg(s)γ(s) + g(s)√
κg(s)2 − 1

+ t(s), κg(s)
2 > 1

D̄T
r (s) = ∓γ(s),

D̄L
r (s) = ∓γ(s) + g(s),

D̄S
o (s) = ∓g(s),

D̄L
o (s) = γ(s)∓ g(s)

dir. Burada D̄S
r (s) iyi tanımlıdeğildir. Ayrıca

δTn (s) = −
κ′g(s)

κg(s)2 − 1
, κg(s)

2 > 1

δSn(s) =
κ′g(s)

1− κg(s)2
, κg(s)

2 < 1

δLn(s) = −
κ′g(s)

κg(s)2 − 1
+
√
κg(s)2 − 1, κg(s)

2 > 1

δTr (s) = 1,

δLr (s) = 1± κg(s),

δSo (s) = κg(s),

δLo (s) = κg(s)± 1

dir (Ito ve Izumiya 2016).
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Örnek 5.3 (Spacelike Açılabilir Yüzeyler) BirX(x, y) = (
√
x2 + 1, x, y) space-

like embedding ve M = X(R2) olsun.

Xx = (
x√
x2 + 1

, 1, 0)

Xy = (0, 0, 1)

olduğundan

Xx ∧Xy = (−1,− x√
x2 + 1

, 0)

ve

‖Xx ∧Xy‖ =
1√

x2 + 1

dir. Böylece

n(x, y) = (−
√
x2 + 1,−x, 0)

elde edilir. M yüzeyi üzerinde tanımlanan bir eğri γ(s) = (
√
s2 + 1, s, f(s)) olsun.

Bu durumda

γ′(s) = (
s√
s2 + 1

, 1, f ′(s))

dir. Burada s parametresi bir yay uzunluğu parametresidir ancak ve ancak

f ′(s)2(s2 + 1) = s2 dir. Gerçekten ‖γ′(s)‖ = 1 olmasıiçin

〈γ′(s), γ′(s)〉 =
f ′(s)2(s2 + 1) + 1

s2 + 1
= 1

dolayısıyla f ′(s)2(s2 + 1) = s2 olmalıdır. Bu şart ile γ eğrisinin birim teğet vektörü

t(s) = γ′(s)

dir. Bu durumda

nγ(s) = (−
√
s2 + 1,−s, 0)

ve

g(s) =

(
−sf ′(s),−f ′(s)

√
s2 + 1,

1√
s2 + 1

)
elde edilir. Ayrıca

t′(s) =

(
1

(s2 + 1)3/2
, 0, f ′′(s)

)
ve

g′(s) =

(
−f ′(s)− sf ′′(s), −(s2 + 1)f ′′(s)− sf ′(s)√

s2 + 1
,

−s
(s2 + 1)3/2

)
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olarak hesaplanır. Böylece

κg(s) = 〈t′(s),g(s)〉 =
sf ′(s) + f ′′(s)(s2 + 1)

(s2 + 1)3/2
,

κn(s) = −〈t′(s),nγ(s)〉 = − 1

s2 + 1
,

τ g(s) = −〈g′(s),nγ(s)〉 =
f ′(s)√
s2 + 1

olur. Bu durumda

(κgnγ + κng)(s) =

(
−f ′′(s), f

′(s)− f ′′(s)s(s2 + 1)

(s2 + 1)3/2
,− 1

(s2 + 1)3/2

)
ve

(τ gt− κgnγ)(s) = (
2sf ′(s) + f ′′(s)(s2 + 1)

s2 + 1
,

f ′(s)(s2 + 1) + s2f ′(s) + f ′′(s)s(s2 + 1)

(s2 + 1)3/2
,
f ′(s)2√
s2 + 1

).

Dahası

(τ gt− κng)(s) =

(
0, 0,

2f ′(s)(s2 + 1) + 1

(s2 + 1)3/2

)
dir. Eğer 2f ′(s)(s2 + 1) + 1 6= 0 ise

√
κn(s)2 + τ g(s)2 =

√
f ′(s)2(s2 + 1) + 1

(s2 + 1)2
=

√
s2 + 1

s2 + 1
=

1√
s2 + 1

olduğundan D̄S
o (s) = (0, 0, 1) ve D̄L

o (s) = (−
√
s2 + 1,−s, 1) dir.

X(x, y) = (
√
x2 + 1, x, 0) + y(0, 0, 1) yüzeyi (0, 0, 1) doğrultulu bir silindirdir ve bir

silindir açılabilir bir yüzeydir. Bunun için şimdi R31 de genel spacelike açılabilir

yüzeyler göz önüne alınacaktır. Bir açılabilir M yüzeyi

F(a,ζ)(t, u) = a(t) + uζ(t)

biçiminde parametrelendirilmi̧s bir regle yüzeydir. Burada a(t) düzgün eğrisine baz

ĕgri ve ζ(t) birim hızlıdüzgün eğrisine ise dŏgrultu ĕgrisi adıverilir. Tanım ile

∂F(a,ζ)
∂t

(t, u) = ȧ(t) + uζ̇(t),
∂F(a,ζ)
∂u

(t, u) = ζ(t)

olduğundan bir regüler (t, u) noktasında birim pseudo-normal vektör

n(t, u) =
1

l
((ȧ + uζ̇) ∧ ζ)(t, u) =

1

l
((ȧ ∧ ζ) + u(ζ̇ ∧ ζ))(t, u)
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dir. Burada

l(t, u) =

∥∥∥∥∂F(a,ζ)∂t
∧
∂F(a,ζ)
∂u

∥∥∥∥ (t, u).

Eğer her (t, u) için n(t, u), ȧ(t) ye ortogonal ise F(a,ζ) yüzeyine bir açılabilir yüzey

denir. Bu şart det(a(t), ζ(t), ζ̇(t)) = 0 şartıile denktir. Dahasın(t, u) timelike ise

F(a,ζ) bir spacelike açılabilir yüzey olarak tanımlanır. Bir spacelike açılabilir yüzey

için ζ(t) nin bir spacelike vektördür. Şimdi M yüzeyi üzerinde s yay uzunluğu

parametresi ile parametrelendirilmi̧s γ eğrisi

γ(s) = a(t(s)) + uζ(t(s))

olsun. γ boyunca birim normal vektör l(s) =
∥∥∂F(a,ζ)/∂t ∧ ∂F(a,ζ)/∂t∥∥ (t(s), u(s))

iken

nγ =
1

l
((ȧ + uζ̇) ∧ ζ) =

1

l
((ȧ ∧ ζ) + u(ζ̇ ∧ ζ))

dir. Ayrıca

t = γ′ = u′ζ + t′(ȧ + uζ̇),

g = t ∧ nγ =
1

l
({(ȧ + uζ̇) ∧ ζ} ∧ t)

=
1

l
(
〈
ȧ + uζ̇, t

〉
ζ−〈ζ, t〉 (ȧ + uζ̇)).

Dahası

n′γ =

(
1

l

)′
((ȧ ∧ ζ) + u(ζ̇ ∧ ζ))

+
1

l
((t′ä ∧ ζ + ȧ∧t′ζ + u′ζ̇ ∧ ζ) + u(t′ζ̈ ∧ ζ̇ + ζ̇ ∧ t′ζ̇))

=
t′

l
(ä ∧ ζ + ȧ ∧ ζ) +

(
1

l

)′
ȧ ∧ ζ +

t′u

l
ζ̇ ∧ ζ +

(u
l

)′
ζ̇ ∧ ζ

elde edilir. Böylece

m(s) = det
(
ȧ(t(s)) + uζ̇(t(s)), ä(t(s)) + uζ̈(t(s)), ζ(t(s))

)
iken

κn(s) = −t
′2(s)m(s)

l(s)
, τ g(s) =

t′(s)m(s)

l2(s)
〈ζ(t(s), t(s)〉
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dir. (κn(s), τ g(s)) 6= (0, 0) olduğundan m(s) 6= 0 ve t′(s) 6= 0 dır. Buradan

τ gt− κng =
t′m

l2

(
〈ζ, t〉 (u′ζ + t′(ȧ + uζ̇)) + t′(

〈
ȧ + uζ̇, t

〉
ζ − 〈ζ, t〉 (ȧ + uζ̇))

)
=

t′m

l2

〈
u′ζ + t′(ȧ + uζ̇), t

〉
ζ

=
t′m

l2
〈t, t〉 ζ =

t′m

l2
ζ

olduğundan (τ gt−κng)(s), ζ(t(s)) doğrultu eğrisine paraleldir (Ito ve Izumiya 2016).

Önerme 5.3 M yüzeyi F(a,ζ)(t, u) = a(t) +uζ(t) şeklinde parametrelendirilmi̧s bir

spacelike açılabilir yüzey olsun. M yüzeyi üzerinde γ(s) = a(t(s)) + uζ(t(s)) eğrisi

boyunca pseudo-küresel oskülatör spacelike Darboux göstergesi D̄S
o (s) = ±ζ(t(s))

dir. Ayrıca γ boyunca pseudo-küresel oskülatör lightlike Darboux göstergesi

D̄L
o (s) =

1

l(s)

(
±ζ(t(s)) + ȧ(t(s)) ∧ ζ(t(s)) + u(s)

(
ζ̇(t(s)) ∧ ζ(t(s))

))
(Ito ve Izumiya 2016).

Örnek 5.4 (Bir Fonksiyonun Grafĭgi Üzerindeki Eğriler) Sato (2012) tarafın-

dan verilen örneklere benzer bir örnek ele alınacaktır. Bir X(u, v) = (f(u, v), u, v)

yüzeyi

f(0, 0) = 0,
∂f

∂u
(0, 0) =

∂f

∂v
(0, 0) = 0

ile parametrelendirilmi̧s olsun. Burada

fu =
∂f

∂u
, fv =

∂f

∂v
, Xu =

∂X

∂u
= (fu, 1, 0) ve Xv =

∂X

∂v
= (fv, 0, 1)

olarak gösterilecektir. X bir spacelike embedding olduğundan

‖Xu‖ = −f 2u + 1 > 0

‖Xv‖ = −f 2v + 1 > 0

‖Xu ∧Xv‖ =
√
|−1 + f 2u + f 2v |

dir. −1 + f 2x + f 2y < 0 ile p = X(w) = X(u, v) iken birim timelike normal vektör

alanı

n(p) =
Xu(w) ∧Xv(w)

‖Xu(w) ∧Xv(w)‖ = − 1√
1− f 2u − f 2v

(1, fu, fv)
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şeklindedir. Şimdi f(u, v) düzgün bir fonksiyon olmak üzere

γ(u) = X(u, 0) = (f(u, 0), u, 0)

eğrisi göz önüne alınsın. Burada

dγ

du
= γ̇, fu = fu(u, 0) ve fv(u, 0)

ile gösterilecektir. γ̇(u) = (fu, 1, 0) olduğundan birim teğet vektör alanı

t(u) =
1√

1− f 2u
(fu, 1, 0)

ve iki birim normal vektör alanı

nγ(u) = − 1√
1− f 2u − f 2v

(1, fu, fv),

g(u) =
1√

1− f 2u − f 2v
√

1− f 2u
(fv, fufv, 1− f 2u)

şeklindedir. O halde s yay uzunluğu parametresi iken

κg(u) =

〈
dt

ds
(u),g(u)

〉
=

−fvfu
(1− f 2u)

3
2 (1− f 2u − f 2v )

1
2

,

κn(u) =

〈
dt

ds
(u),nγ(u)

〉
=

fuu

(1− f 2u)(1− f 2u − f 2v )
1
2

olarak hesaplanır. Ayrıca

τ g(u) =

〈
g(u),

dnγ
ds

(u)

〉
=

1

(1− f 2u)(1− f 2u − f 2v )2
{f 2v fvu − f 2uf 2v fvu + fufvfuu

+fuufuf
3
v − f 3ufvfuu − fvu + 2fvuf

2
u − fvuf 4u}.

Şimdi

f(u, v) = a20u
2 + a11uv + a02v

2 + a30u
3 + a21u

2v + a12uv
2 + a03v

3

özel durumu göz önüne alınsın. Bu durumda

fvu(0, 0) = a11, fvuu(0, 0) = 2a21, fuu(0, 0) = 2a20, fuuu(0, 0) = 6a30

elde edilir. O halde

κg(0) = 0, κ′g(0) = −2a11a20, κn(0) = a20, κ
′
n(0) = 6a30, τ g(0) = −a11 ve

τ ′g(0) = −a11
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olduğu gösterilebilir. κg(0) = 0 olduğundan τ g(0) = −a11 6= 0 iken D̄S
r göstergesi 0

a yakın tanımlanabilir. Buna göre D̄S
r (0) = ∓t(0) olur. Bu durumda δSr (0) = −a20

ve (δSr )′(0) = 6(a30 − 2a11a20a21) dir. Böylece eğer a20 = 0 ise D̄S
r ordinary cusp

C ye lokal olarak diffeomorfiktir. Bu durum için D̄T
r ve D̄L

r göstergeleri 0 a yakın

tanımlanamaz çünkü κg(0) = 0 dır. Diğer pseudo-küresel Darboux göstergeleri

için de örnekler verilebilir. Ancak bunlar oldukça karmaşık olduğundan burada yer

verilmemi̧stir (Ito ve Izumiya 2016).
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6. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tezde 3 boyutlu Öklid uzayında bir eğri üzerinde herhangi bir ortonormal çatı

alınmı̧s ve bu çatıiçin 3-tip rotation minimizing çatıtanımlanarak bu çatıların küre-

sel Darboux gösterge eğrileri elde edilmi̧stir. Ayrıca bu küresel gösterge eğrilerinin

singüler noktalarıkarakterize edilmi̧stir. Böylece bir eğri üzerindeki herhangi bir

ortonormal çatı için genel sonuçlar elde edilmi̧stir. Bu genel sonuçlar bir eğrinin

küresel Darboux gösterge eğrileri ile alakalıyapılacak çalı̧smalarda kullanı̧slıolacak-

tır.

Minkowski 3-uzayında spacelike bir yüzey eğrisinin pseudo-küresel Lorenziyen Dar-

boux gösterge eğrilerinin singüler noktalarının bulunmasında, eğrinin Legendrian

dual eğrisinden faydalanılmı̧stır. Bunun için gösterge eğrilerinin invaryantlarıelde

edilmi̧stir. Buna göre invaryantlarının sıfır olduğu durumda pseudo-küresel gösterge

eğrileri ordinary cusp singülerliğine sahiptir. Bir yüzey eğrisi alınarak elde edilen

durumların sınıflandırılmasıbu alanda ileride yapılacak olan çalı̧smalar açısından

oldukça önemlidir. Ayrıca timelike bir yüzey üzerindeki eğriler için pseudo-küresel

Darboux göstergeleri tanımlanabilir ve singüler noktalarıkarakterize edilebilir.

Küresel Darboux gösterge eğrileri ile ilgili elde edilen genel sonuçlar ve Lorentz-

Minkowski uzayında singülerite konusunu ele almasıbakımından bu konuda çalı̧sma

yapanlar için bu tez yararlıbir kaynak olacaktır.
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