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Bu tez toplam bes boliimden olugsmaktadar.
Birinci boliim giris kismina ayrilmigtir.

Ikinci boliimde tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan bazi kavramlar, tanimlar ve
teoremler verilmigtir.

Ucgiincii boliimde Hananoi v.d (2015)’ nin makalesinden tezin diger boliimleri icin gerekli
bazi kisimlara yer verilmistir.

Dérdiincii boliimde Oklid uzayinda bir ortonormal cat1 icin 3-tip RM cat1 elde edilmistir.
Daha sonra bu catilar i¢in kiiresel Darboux gosterge egrilerinin singiiler noktalar: belirlen-
migtir.

Son boliimde ise Ito ve Izumiya (2016)’ nin makalesi incelenmigtir. Ayrica makalede yer
alan bes kiiresel gosterge egrisine ii¢ii daha eklenerek benzer sonuclar elde edilmistir.
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This thesis consists of five parts.
The first part is devoted to the introduction.

The second part contains some notions, definitions and theorems which are going to used
for the other parts of the thesis.

In the third part, some sections of the paper by Hananoi et al. (2015) which are required
for the other parts of this thesis are given.

In the fourth part 3-type RM frames are obtained for an orthonormal frame in Euclidean
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1. GIRIiS

Rotation minimizing ¢at1 (RMF) ilk kez Bishop (1975) tarafindan Oklid uzayimdaki
bir egri boyunca hareketli Frenet catisina alternatif bir ¢at1 olarak tanitilmistir. 3-
boyutlu Oklid uzaymnda Frenet catisi teget, normal ve binormal vektorler ile verilir.
Bir v : I — R? egrisi boyunca bir rotation minimizing cat1 ise teget vektor ve iki
N;,i = 1,2 normal vektorii ile verilir 6yle ki bu vektorler tegete gore donmez. Yani
N!(t) vektorleri 7/(t) ile orantilidir. Bir egri boyunca boyle bir normal vektor alanina
rotation minimizing vektor alani (kisaca RM vektor alani) adi verilir. Bir y(#y) nok-
tasinda herhangi bir {+/(to), N1(to), N2(t9)} ortonormal baz1 - egrisi boyunca bir
tek RM cat1 tamimlar. Bu yiizden 3 boyutlu Oklid uzayinda byle bir RM cat1 essiz
bir dénme modiilii tasarlamigtir (Etayo 2018). Son zamanlarda RM ¢at1 bilgisa-
yar grafiklerinde, bilgisayar animasyonlarinda ve robotiklerde haraketi tasarlama ve

kontrol etme gibi alanlarda yaygin bir sekilde kullanilmaktadir.

Lorentz-Minkowski (Minkowski) uzay1 1907 yilinda Alman matematik¢gi Hermann
Minkowski tarafindan 6zel bir metrik ile ifade edilmistir. Bu uzaym Oklid uzayindan
farkli olarak bir zamansal boyutu vardir. Minkowski uzayinda yapilan ¢aligmalarin
bircok fiziksel uygulamasi mevcuttur. Ornegin Minkowski uzay1 6zel izafiyet teorisini
formiile etmek i¢in kullanilir. Matematiksel agidan Lorentz-Minkowski uzayimin
geometrik 6zelliklerinin Oklid uzaymdan nasil farkhi oldugu ilging bir problemdir.
Biliniyor ki 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1, Oklid uzaymna gére daha zengindir.
Ciinkii gerek yiizeyin gerekse yiizey tizerindeki egrinin karakterine gore cesitlilik arz

eder.

3-boyutlu Oklid uzayinda yiizey egrileri boyunca Darboux catisi iyi bilinen bir
kavramdir. Bu cat1 sayesinde egrinin geodezik egri, asimptotik egri veya egrilik
¢izgisi olma ozellikleri verilebilir. Bir ¢atinin Darboux vektorii, catinin egri boyunca
hareketi esnasinda ani déonme eksenidir. Bir egri boyunca Darboux ¢atisinin bazinin
kiiresel dualleri, egri boyunca Darboux vektor alanlari olarak adlandirilir. Egri

boyunca ii¢ Darboux vektor alani bulunmaktadir.
1



Yiizey egrilerinin Darboux catisinin Lorenziyen versiyonu da mevcuttur. Lorenziyen
Darboux gatisinin bazinin pseudo-kiiresel Legendrian dualleri, egri boyunca Loren-
ziyen Darboux vektorleri olarak adlandirihir. Egrinin karakteristigine gore dénme
ekseninin karakteri cesitlilik gosterir. Lorentz-Minkowski uzayinda ii¢ tip pseudo-
kiire bulundugundan egri boyunca sekiz Lorenziyen Darboux vektorii meveuttur (Ito

ve Izumiya 2016).

Bu tezde Oklid uzayinda herhangi bir ortonormal catimin dondiiriilmesi ile elde
edilen RM catilara gore kiiresel Darboux gostergeleri elde edilmis ve bu gostergelerin
singiiler noktalar1 karakterize edilmistir. Boylece Oklid uzaymda bir egri boyunca
alinan herhangi bir cat1 icin gecerli olacak genel sonuclar elde edilmistir. Ayrica
spacelike yiizeyler tizerindeki egrilerin Lorenziyen Darboux vektorlerinin pseudo-
kiiresel gosterge egrileri ile bu egrilerin singiileritelerini karakterize eden invaryantlar

tanimlanmig ve bu invaryantlarin geometrik anlamlar: incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim ¢aligmanin sonraki boliimlerinde yararlanilacak kavramlarin aciklamalari-

na ayrilmigtir.

Tanim 2.1 (I¢ Carpim): Bir (,) : R® x R® — R fonksiyonu her z,y € R? icin

v = (T1,72,73), ¥y = (Y1, Y2,¥3); Ti, ¥ € R olmak tizere

3
=1

seklinde tanimlaniyorsa (,) fonksiyonuna R3 vektor uzayinda bir i¢ ¢arpim denir.
Bu i¢ carpima Oklid anlamindaki i¢ carpim veya R? uzaymdaki standart ic carpim

denir (Hacisalihoglu 2005).

Tanim 2.2 (Norm): R? uzayinda bir z vektoriiniin normu /(z, ) olarak tanim-

lanir ve || Z'|| ile gosterilir (Hacisalihoglu 2005).

Tamim 2.3 (Vektérel Carpim): R? 3 boyutlu Oklid uzaymda V = (1, 72, 73),

y = (y1,%2,y3) € R? icin Oklid vektorel carpimi

T ANy = (Tays — Y23, T3Y1 — Y3T1, T1Y2 — Y1T2)

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.4 (Egri): R de I bir agik aralik olmak tizere her

vy o I —R?

t— (1)), 73(1))

stirekli fonksiyonu ii¢ boyutlu reel uzayda bir egri tanimlar (Hacisalihoglu 2005).



Tanim 2.5 (Yay parametresi): ~ : [ — R3 egrisi i¢in ||7/(s)|| = 1 olsun.

Boylece s ye 7y egrisinin yay parametresi denir (Hacisalihoglu 1993).

Tanim 2.6 (Kiiresel egri): Bir egri bir kiirenin iizerinde yatiyorsa bu egriye kiire-

sel egri denir (Karger ve Novak 1985).

Tanim 2.7 (Birim teget vektér): v : I — R3 birim hizh egri olmak iizere

vektor alanina  egrisi boyunca birim teget vektor alani adi verilir (Sabuncuoglu

2004).

Tamm 2.8 (Egrilik): v : [ — R3 birim hizh egri olmak iizere Vs € I igin
K(s) = [|T"(s)||

bigiminde tamimlanan x fonksiyonuna v egrisinin egrilik fonksiyonu denir. x(s) € R

reel sayisina v nin y(s) noktasindaki egriligi ad1 verilir (Sabuncuoglu 2004).

Tanim 2.9 (Asli normal): v : [ — R? birim hizhi egri olmak iizere

N(s) = %T’(s)

vektor alanina v egrisi boyunca asli normal vektor alani denir (Sabuncuoglu 2004).

Tanim 2.10 (Binormal): v : 1 — R3 birim hizh egri olmak tizere
B(s) =T(s) AN N(s)

vektor alanina v egrisi boyunca binormal vektor alani denir (Sabuncuoglu 2004).



Tanim 2.11 (Frenet Vektérleri): v : [ — R3 egrisi i¢in T'(s), N(s), B(s) vek-
torlerine egrinin v(s) noktasindaki Frenet vektorleri ve T, N, B vektor alanlarma -y
egrisi iistiinde Frenet vektor alanlari adi verilir. Bu vektor alanlarinin olusturdugu

{T, N, B} catisina ~ egrisinin Frenet catis1 denir (Sabuncuoglu 2004).

Tanim 2.12 (Burulma): R?® uzayinda v : I — R3 birim hizh egrisinin Frenet

vektor alanlar1 7', N, B olmak tizere Vs € [ icgin
7(s) = — (B'(s), N(s)) = (B(s), N'(s))

sekllinde tanimlanan 7 fonksiyonuna v egrisinin burulma fonksiyonu adi verilir.

7(s) € R sayisina v nin 7(s) noktasindaki burulmasi denir (Sabuncuoglu 2004).

Tanim 2.13 (Frenet formiilleri): R? uzaymda v : I — R3 birim hizh egrisi

iistiinde Frenet vektor alanlar1 7', N, B ise

T = kN
N = —xkT+71B
B = —7N

dir. Bu egitliklere birim hizhi 7 egrisi i¢gin Frenet formiilleri denir (Sabuncuoglu

2004).

Tanim 2.14 (Rotation minimizing vektor alani): R? uzayinda bir v = ~(¢)
egrisi tizerindeki bir @ = ¥'(t) normal vektor alaninin tiirevi ©v”'(t), 7/(¢) ile orantili

ise bu vektor alanina goreceli paralel veya rotation minimizing (RM) denir (Etayo

2016).

Tanim 2.15 (Rotation minimizing ¢at1): R?® uzayimnda v = ~(t) bir egri olsun.
{?(t), ]VZ(t)}, i = 1,2 hareketli ortonormal ¢atisi rotation minimizing ¢ati, paralel
cat1, Bishop catis1 ya da adopted cat1 olarak adlandirilir. Burada ?(t), ~ nin y(t)
noktasindaki teget vektorii ve ﬁz(t) = {]Vl) (1), ]V;(t)} rotation minimizing vektor
alanlaridir (Etayo 2016).



Tanim 2.16 (Singiiler nokta): v : I — R" egrisinde +/(t) = 0 olan noktalara -y

egrisinin singiiler noktalar1 denir.

Tanim 2.17 (Ordinary cusp singiilerligi): v : I — R? diizgiin bir egri olsun.
Eger bir ty € I noktasi «y egrisinin singiiler noktas1 (yani v/(tq) = 0), v"(to) # 0 ve
7" (to) ile " (to) vektorleri lineer bagimsiz vektorler ise bu durumda v egrisi, ¢y € 1

noktasinda ordinary cusp singiilerligine sahiptir (Rutter 2000).

Tanim 2.18 (Dual Egri): Birim kiire iizerinde bir vy egrisinin dual egrisi, v egri-

sine § kadar uzaklikta bulunan 7" egrisidir. 7Y dual egrisi, 7 egrisinin Gauss

doniigiimii olarak diisiiniilebilir (Arnol’d 1995).

Tamim 2.19 (Ordinary inflection noktasi): v : I — S? regiiler egrisinin bir
7(s0) noktasinda r4(so) = 0 ve x;(so) 7 0 oluyor ise v(sp) noktasina v egrisinin bir

ordinary inflection noktasi denir (Hananoi vd. 2015).

Tanim 2.20 (Helis): R?® uzaymdaki bir v egrisinin T birim teget vektor alam,
sabit bir u vektorii ile sabit ag1 yapiyorsa vy egrisine bir helis adi verilir. Sabit u

vektoriine de helisin ekseni ad1 verilir (Sabuncuoglu 2004).

Tamm 2.21 v : [ — R? egrisi x(s) # 0 olmak {izere bir helistir <= (Z)(s)’in
sabittir. Eger x ve 7 sifirdan farkl sabitler ise helise dairesel helis ad1 verilir (Izumiya

ve Takeuchi 2004).

Tanim 2.22 (Slant Helis): R? uzayindaki bir v egrisinin x(s) # 0 olmak iizere
asli normal vektorii sabit bir dogrultu ile sabit ac1 yapiyorsa ~ egrisine slant helis

ad1 verilir (Izumiya ve Takeuchi 2004).



Tanim 2.23 (Lorentz-Minkowski Uzay1): R?® vektor uzayinda herhangi

u = (ug, u1, ug) ve v = (vg, vy, v3) vektorleri igin
(u, vy = —ugug + Uv1 + UgVe

pseudo-skaler ¢arpimu ile tammlanan (R?, (,)) uzayma Lorentz-Minkowski uzay1
denir. (R3,(,)) uzay1 R? ile gosterilir. R? uzayma ayrica Minkowski uzay1 da denir

(Lépez 2008).

Tamm 2.24 (Spacelike, Timelike, Lightlike(null) vektor): Bir u € R} vek-
tori

i) (u,u) > 0 veya u = 0 ise spacelike,

i) (u,u) < 0 ise timelike,

iii) (u,u) =0 ve u # 0 ise lightlike olarak isimlendirilir (O’Neill 1983).

Tanim 2.25 (Gelecek ve gecgmis yonlendirmeli timelike vektor):

Eo, = (1,0,0) olsun. u € R? timelike vektorii igin

i) (u, Fy) < 0 ise u vektoriine gelecek yonlendirmeli timelike vektor,

ii) (u, Ep) > 0 ise u vektoriine ge¢mis yonlendirmeli timelike vektor denir (O’Neill

1983).

Tanim 2.26 (Norm): x € R? vektoriiniin normu

[zl = V/I(z, )]

ile tanimlanir. Bir vektoriin normu 1 ise vektore birim vektor denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.27 (Hiperbolik uzay, de Sitter uzayi, lightcone):
i) Hiperbolik uzay
H*(-1) = {p e R} | (p,p) = —1}

ile,



ii) de Sitter uzay:

Si={peRi|{pp)=1}
ile,
iii) lightcone

LC* = {p € R} {0} | (p.p) = 0}

ile tamimlanir (Lopez 2008).

Tanim 2.28 (Vektérel Carpim): Vv = (vg,vi,v2), w = (wg,wr,ws) € R} igin
Minkowski vektorel carpimi
—i j k
VAW= vy v U2

Wy W1 W2
= (Vw1 — VW2, V2Wy — VoW2, VoW — V1Wp)

seklinde tanimlanir (O’Neill 1983).

Tanim 2.29 (Egri): R de I bir agik aralik iken v : I — R$ geklinde tanimh
diferansiyellenebilir doniigiime 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzayimda bir egridir
denir. Her ¢t € [ igin /(t) vektorii spacelike (sirasiyla timelike, lightlike) bir vektor
ise egriye spacelike (sirasiyla timelike, lightlike) egri denir (O’Neill 1983).

Tanmm 2.30 (Hiz vektdrii): v : I — R? egrisinin hiz vektorii her ¢ € T igin /(¢)
seklinde tanimlanir (O’Neill 1983).

Tamm 2.31 (Regiiler egri): v : I — R? egrisinin [ agik arahigimin her noktasi

icin hiz vektorii sifirdan farkli ise v egrisine regiiler egri ad1 verilir (O’Neill 1983).



Lemma 2.1 v : [ — R} egrisi bir spacelike veya timelike egri ise |7/(¢)| = 1
olacak gekilde bir parametre degisimi vardir. Boyle bir durumda ~ egrisine birim

hizli egri veya yay uzunlugu parametrelendirilmis egri denir (Lépez 2008).

Tanmim 2.32 (Diizlem): Bir u € R? sifirdan farkh vektorii ve bir ¢ € R reel sayist

i¢in normali u olan diizlem
P(u,c) ={z € R} | (z,u) = c}

seklinde tanimlanir. u vektorii sirasiyla timelike, spacelike ya da lightlike ise P(u, c)
diizlemine sirasiyla spacelike diizlem, timelike diizlem ya da ligthlike diizlem denir

(Lépez 2008).

Tanim 2.33 (Hiperbolik dogru): H?(—1) hiperbolik uzay1 ile orijinden gegen bir
timelike diizlemin arakesit egrisine bir hiperbolik dogru adi verilir (Ito ve Izumiya

2016).

Tanim 2.34 (Horocycle): H?(—1) hiperbolik uzay1 ile bir lightlike diizlemin arake-

sit egrisine bir horocycle adi verilir (Ito ve Izumiya 2016).

Tanim 2.35 (Geodezik pseudo-gember): De Sitter uzay1 S? ile orijinden gegen
bir spacelike diizlemin arakesit egrisine de Sitter uzayinda bir geodezik pseudo-

cember adi verilir (Ito ve Izumiya 2016).

Tamm 2.36 (Geodezik hiperbol): De Sitter uzay1 S? ile orijinden gegen bir
timelike diizlemin arakesit egrisine de Sitter uzayinda bir geodezik hiperbol adi verilir

(Ito ve Izumiya 2016).

Tanim 2.37 (De Sitter horocycle): De Sitter uzay1 S? ile orijini igermeyen bir
lightlike diizlemin arakesit egrisine bir de Sitter horocycle ad1 verilir (Ito ve Izumiya

2016).



Tanmim 2.38 (immersiyon): M, OM ile simirh diizgiin baglantili bir yiizey olsun.
r : M — R} diferansiyellenebilir doniisiimiiniin tiirev déniigtimii dz, : T,M — R?
birebir ise x diferansiyellenebilir doniisiimiine bir immersiyon denir. Bir immersi-
yonun her teget diizlemi spacelike, timelike ya da lightlike ise bu immersiyona

sirasiyla spacelike, timelike ya da lightlike tir denir (Lépez 2008).

Tanim 2.39 (k-jet): k& > 1 bir tamsay1 olsun. Bir f : R, ¢, — R fonksiyonunun
to noktasindaki k-jeti, k. derece Taylor serisinden sabit terimin cikarilmasiyla elde
edilen

s / t? " 1 k (k)

7 f(to) = tf'(to) + gf (to) +... + K [ (to)

polinomudur (Bruce ve Giblin 1992).

Tanim 2.40 (Doéniisiim germi): M ve N manifoldlar olsun. Bir M — N
doniisiim germi M manifoldunun bir x noktasimin U komsuluklarinda tanimlanan
¢ : U — N doniigiimlerinin bir denklik sinifidir: burada iki déniigiim x noktasinin
baz1 komguluklarinda ¢akigiyorsa denktir (Bu komguluk iki doniigiimiin tanimlandig

komguluklarin kesigiminden daha kiigiiktiir.) (Arnol’d vd. 1986).
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3. OKLID UZAYINDA YUZEY EGRILERININ KURESEL DAR-
BOUX GOSTERGELERI

Bu boliimde Hananoi, Ito ve Izumiya tarafindan yazilan ve Cigekdal’ in yiiksek lisans
tez caligmasinda genig bir gekilde incelenen " Spherical Darboux images of curves on
surfaces" isimli ¢alismadan sonraki boliimlerde yararlanilmak iizere bazi kisimlara

yer verilecektir.
3.1 Yiizey Egrilerinin Darboux Catis1

U C R? olmak iizere X : U — R? ile bir M = X (U) diizgiin yiizeyi verilsin.
v : I — M C R? bu yiizey iizerinde regiiler bir egri olsun. ~ egrisi regiiler egri
oldugundan yay parametreli olacak sekilde parametrize edilebilir. Boylece

v(s) = X (u(s),v(s)) yazlabilir. Bu durumda « min birim teget vektor alani

t(s) ='(s)

seklinde olur. Yiizeyin bir p = X (u,v) noktasindaki n birim normal vektor alani

XuNX,

= i (u,v)
1 X A Xl

n(p)

olmak tizere v egrisi boyunca M yiizeyinin birim normal vektor alani,

n, (s) = noy(s)

ve
g(s) = n,(s) A t(s)
seklinde tanimlanir. Boylece v boyunca ortonormal {t(s),g(s),n,(s)} catisi elde

edilir ki bu c¢atiya v boyunca Darboux catisi adi verilir. O halde Frenet-Serret

formiilleri

t'(s) = £Ky(s)g(s)+rn(s)n,(s),
g(s) = —ry(s)t(s) + 74(s)m,(s), (3.1)

)
W (s) = —rn(s)t(s) = 7y(s)g(s),
11



seklinde elde edilir; burada

ke(s) = (t'(s),g(s)) = det(7/(s),7"(s), my(s)),
Fals) = (8(5):m,(s) = (7(5).m,(5))
r(s) = (g(s)m,(s)) = det(7/(s).m,(5), W (s))

ve (a,b) , R? teki standart i¢ garpumdir. k, ye 7 egrisinin geodezik egriligi, ., ye v
egrisinin normal egriligi ve T, ye v egrisinin geodezik burulmas: adi verilir. Ayrica
biliniyor ki;

1) M yiizeyinde v bir asimptotik egridir ancak ve ancak k,, = 0,

2) M yiizeyinde 7 bir geodezik egridir ancak ve ancak rx, = 0,

3) M yiizeyinde vy bir egrilik ¢izgisidir ancak ve ancak 7, = 0 (Sabuncuoglu 2004).

Simdi M yiizeyi birim kiire ve v : I — S? birim kiire {izerinde regiiler bir egri olsun.

s, yay parametresi olmak {izere ~ egrisinin birim teget vektorii

ve egri birim kiire iizerinde oldugu icin v boyunca yiizeyin birim normal vektor alani

n,(s) = noy(s) = ¥(s)

olur. Buradan

g(s)=v(s) A t(s)
seklinde yazilir. O halde ~(s) egrisi boyunca {v(s),t(s),g(s)} Darboux gatisi elde

edilir. Bu catiya, egri birim kiire tizerinde oldugu i¢in v boyunca Sabban c¢atisi da

denir. v egrisi i¢in £, (s) = —1 ve 74(s) = 0 dir. Bu durumda birim kiire tizerindeki

Y(s) = t(s)
t'(s) = ry(s)g(s) —(s) (3.2)
g(s) = —ry(s)t(s)

seklinde yazilir.
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3.2 Kiiresel Darboux Gostergeleri ve Singiileriteleri

v : I — M C R? egrisi bir M diizgiin yiizeyi iizerinde regiiler bir egri olsun.

7 egrisinin Darboux vektor alant DAt =t', DAg=g ve D An,= n’, esitlikleri
yardimiyla

D = 7,(s)t(s) — kn(s)g(s) + Ky(s)n,(s)
biciminde yazilir. Bu vektor alani kullanilarak v boyunca ii¢ tane 6zel yeni vektor

alani agsagidaki gibi tanimlanabilir.

D, (s) = —kn(5)8(5)+ry(s)n,(s),
D,(s) = 74(s)t(s) + rg(s)n,(s),
Do(s) = 74(s)t(s) — kn(s)g(s),

Bu vektor alanlar sirasiyla; normal Darboux vektor alani, rektifiyan Darboux
vektor alani ve oskiilatér Darboux vektor alam olarak adlandirihr (Hananoi

vd. 2015).

Her bir Darboux vektor alaninin kiiresel gosterge egrileri;

D (s) — D, (s) :—mn(s)g(s)+/<;g(s)n,y(s) o (s) k(s

Dn( ) ||D (S)H \//in 2 )2 Y ( n( )7 g( )) 7é (070)
5 (s <s>:rg<>t<>+ng<> )

DT( ) ||D (S)H \/’/—g ( ) ) ( 9( )7 g( )) 7£ (an)

5~ Dos) :Tg<s>t<>—nn< >g<> N

DO( ) ||D (S)” \/Tg )2 ’ ( n( )7 9( )) 7£ (070)

seklinde bulunur.

Dn I — 527 (Hn(s)ﬂ{g(s)) # (070)7
D, : I — 5% (74(s),rg(s)) # (0,0),
D, I — 5%, (#a(5),74(s)) # (0,0),

Bu kiiresel egrilere sirasiyla 7 boyunca kiiresel normal Darboux gostergesi,
kiiresel rektifiyan Darboux gostergesi ve kiiresel oskiilatér Darboux goster-

gesi adi verilir (Hananoi vd. 2015).
13



Simdi bu kiiresel egrilerin singiiler noktalarin inceleyelim.

v : 1 — M C R3birim hizh egrisinin {T, N, B} Frenet catisina gore egrilikleri
ve 7; {t, g, n,} Darboux catisina gore egrilikleri k,, k,, 7, olsun. y egrisinin birim
teget vektor alam T(s) = t(s) = +/(s) olmak tizere (3.1) den

t'(s) = ky(5)g(s) + Kkn(s)n,(s) oldugundan

r(s) = [It'(s)ll = /#2(s) + K5 (s)

bulunur. v”(s) = t'(s) = ky(s)g(s) + kn(s)n,(s) oldugundan

N(s) = 7,,((‘9)) _ Kg(5)g(s) + Kn(s)n,(s)
e k2 (s) + K2(s)

ve

B(s) = T(s) AN(s) = Kg($)n,(s) — Kn(s)g(s)
kin(s) + K5 (s)

seklinde bulunur. 7(s) = (N'(s), B(s)) oldugundan gerekli hesaplamalar yapilarak

(3.3)

olarak elde edilir.

(M, ) egri yiizey ikilisinin invaryantlary

5u(s) = myls) = I e 5,y (5) £ 0.0)
51(5) = ) = I g ) )) # (0.0
5us) = ) + I g (s, 5). 7)) # 0.0)

seklinde yazilir (Hananoi vd. 2015). Burada (3.3) den d,,(s) = 7(s) oldugu goriiliir.
Ony Or, 0, invaryantlar swrasiyla [ tds, [gds ve [n,ds egrilerinin burulmalarna
esittir. Bu invaryantlar kullanilarak D,,, D,,, D, kiiresel gosterge egrilerinin singiiler

noktalar: siniflandirilabilir.

Teorem 3.1 v:1 — M C R? M yiizeyi {izerinde birim hizl bir egri olsun.
14



A) (50(5), 5y (5)) # (0,0) olsun,
(1) D,,, so noktasinda singiiler degildir ancak ve ancak d,,(s) # 0.
(2) D,, kiiresel egrisi bir s, noktasinda C' ordinary cusp noktasma lokal diffeo-

morftur ancak ve ancak 4, (sq) = 0 ve &, (so) # 0.

B) (7,(s), k,(s)) # (0,0) olsun,
(1) D,, so noktasinda singiiler degildir ancak ve ancak d,(sg) # 0.
(2) D, kiiresel egrisi bir sy noktasinda C ordinary cusp noktasina lokal diffeo-

morftur ancak ve ancak d,(so) = 0 ve d..(sq) # 0.

C) (kn(s),14(s)) # (0,0) olsun.

(1) D,, so noktasinda singiiler degildir ancak ve ancak d,(so) # 0.

(2) D, kiiresel egrisi bir sy noktasinda C ordinary cusp noktasina lokal diffeo-
morftur ancak ve ancak d,(sg) = 0 ve & (sg) # 0.

Burada ordinary cusp C = {(z1,73) : 23 = 22} (yan kiibik parabol) (Hananoi vd.

2015).

Teoremin ispat1 Hananoi vd. (2015) ve Cigekdal (2018) tarafindan verilmistir.

3.3 Birim Kiire Uzerinde Egriler ve Dualleri

v : I — S? birim kiire iizerinde regiiler bir egri ve vV bu egrinin dual egrisi olsun.
~v ve vV egrilerinin singiiler noktalar1 arasindaki iligkiyi gosteren asagidaki dnermeyi

verelim.

Onerme 3.1 S? iizerinde bir 7y egrisi ordinary geodesic in flection noktasima sahip-
tir ancak ve ancak «y egrisinin dual egrisi (") ayni noktada ordinary cusp noktasima

sahiptir (Porteous 1999).

Sonraki 6nerme, tanim 2.19 goz 6niine alindiginda 6nerme 3.1 in bir sonucu olarak

verilebilir.

Onerme 3.2 7Y (s) dual egrisi so noktasinda bir ordinary cusp singiilerligine sahip-

tir ancak ve ancak r,(so) = 0 and #(sg) # 0 (Porteous 1999).
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Birim kiire tizerinde  egrisinin x(s) = y/k2(s) + 1 egriligi sabittir ancak ve an-
cak v bir gemberin parcasidir. Dolayisiyla buradan k,(s) sabittir ancak ve ancak
v bir ¢gemberin pargasidir. Dahas1 v biiyiik cemberin bir parcasidir ancak ve ancak
kg(s) = 0. Bu kosul ayrica v egrisinin sabit olmasima denktir. Bu yiizden yukari-
daki 6nermenin geometrik anlamini yorumlayabilmek i¢in bir yiikseklik fonksiyonu

tanimlanarak asagidaki énerme elde edilir :
Onerme 3.3 H:Ix S? — R, H(s,v) = (v(s),Vv) seklinde tanimlansin.

hy(s) = H(s,Vv)

olmak {izere
1) hy(s) = R (s) =0 v =47 (s).
2) hy(s) =hl(s) =hl(s) =0 v = :I:’yv(s) ve Ky(s) = 0.

3) hy(s) = hl(s) = hl(s) = hl'(s) = 0 & v = ifyv(s) ve Ky(s) = k) (s) =0
(Hananoi vd. 2015).

H:IxS*—R Hxv)=(x,v)

esitligi kullanilarak

H: 5? x $? — R fonksiyonunu h,(x) = H(x, v)
seklinde tanimlanir. O halde

v:I—5%h,:5* = Rolup hy=h,ovy: I =R
olur.

h, : S$*—

~

x — h,(x)=(x,v) ise

h! : R—S?

(2

olup vy = 7" (so) olmak {izere h;!(0) kitmesi (x, v,) = 0 olan x noktalarimmn kiime-

sidir. Yani, normali v olan ve orjinden gecen diizlemlerle kiirenin arakesiti kiirenin
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biiyiik gemberidir ( bu gemberin geodezik egriligi sifirdir.). Bu kiimeye py = 7(so)
noktasinda 7y egrisinin biiyiik teget cemberi denir ve T'G/),y seklinde gosterilir.

Eger po = v(s¢) noktasinda
ho(s0) = Rl (s0) = h!(s0) = ... = h¥)(s0) = 0 ve AV (s50) # 0

oluyor ise v ve T'Gp,y bu noktada k + 1 — degme noktasina sahiptir denir. Bu
durumda vy = 7Y(sg) i¢in yukaridaki onermenin 1. maddesi; ~, bir pg = 7(so)
noktasinda bityiik cember h; '(0) a tegettir anlamina gelir (teget olma durumu 2-

degme noktasina sahip olmak anlamina gelir) (Hananoi vd. 2015).
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4. OKLID UZAYINDA BiR CATININ KURESEL DARBOUX GOS-
TERGELERI

Bir v : I — R3 birim hizh egrisi iizerinde herhangi bir {X(s), Y (s), Z(s)} ortonormal
catisini alalim. Bu ¢atinin tiirev formiilleri

!/

X(s) 0 a b X(s)
Y(is)| =l—-a 0 c]||Y(s)
Z(s) —b —c 0 Z(s)

seklinde olsun. Bu durumda {X(s), Y(s), Z(s)} catisinin Darboux vektorii
W(s) = cX(s) — bY(s) + aZ(s)
bi¢imindedir. Buradan

Wx(s) = —=bY(s)+ aZ(s)
Wy (s) = cX(s)+ aZ(s)
Wz(s) = ¢X(s)—bY(s)

seklinde fic tip yeni vektor alani tanimlanarak ve bu vektor alanlar: birimlestirilerek

ii¢ tip kiiresel gosterge egrisi tanimlanabilir. Simdi;

(1) X vektor alanina dik diizlemde {Y,Z} vektorlerini X etrafinda dondiirerek
bir RM c¢at1 elde edilecek ve bu catinin Darboux vektorii Wx olarak bulunacak-
tir.

(2) Y vektor alanina dik diizlemde {X, Z} vektorlerini Y etrafinda dondiirerek
bir RM c¢ati1 elde edilecek ve bu ¢atinin Darboux vektoriit Wy olarak bulunacak-
tir.

(3) Z vektor alanna dik diizlemde {X, Y} vektorlerini Z etrafinda dondiirerek
bir RM c¢at1 elde edilecek ve bu ¢atinin Darboux vektoriit Wz olarak bulunacak-

tir.
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Bu sekilde elde edilen catilara sirasiyla 1. tip RM cati, 2. tip RM cat1 ve 3. tip

RM cat1 adi verilecektir. Daha sonra bu catilarin kiiresel Darboux gosterge egrileri

tanimlanarak bu gosterge egrilerinin singiiler noktalar1 belirlenecektir.

4.1 1. Tip RM Cat1

Simdi {X(s), Y(s),Z(s)} catisim X(s) vektor alan: etrafinda 0 = 6(s) = /cds aglst

kadar saat yoniinde dondiirelim.

O halde

olur.

E/(s)
Ej(s)

Sekil 4.1 YZ-diizleminde 6 agis1 kadar donme

Ei(s) = cos0Y(s) —sin0Z(s)

Es(s) = sinfY(s) + cos0Z(s)

—0'sin0Y (s) + cos 0Y'(s) — 0’ cos 0Z(s) — sin 0Z'(s)
0 cos0Y (s)sin0Y'(s) — 0 sin 0Z(s) + cos 0Z'(s)

ifadelerinde 6’ = ¢, Y'(s) = —aX(s)+cZ(s) ve Z'(s) = —bX(s) —cY(s) oldugundan

E|(s) = —(acosf — bsinf)X(s)

Ey(s) = —(asinf+ bcosd)X(s)
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elde edilir. Burada

eq = acosf —bsinf

es = asinf + bcosb

olsun. Bu durumda e? + 32 = a? + b? dir. Boylece tiirev formiilleri

/

X(s) 0 e e X(s)
Ei(s)| =|—-e1 0 O E(s)
Es(s) —es 0 0/ \Ex(s)

bi¢iminde olan {X(s),E(s), Ez(s)} ortonormal gatist / X(s)ds egrisi iizerinde ro-
tation minimizing catidir. Burada e; ve e; rotation minimizing egriliklerdir. Bu

catimin Darboux vektorii
Wx = —eEq(s) + e1Ea(s) = —bY (s) + aZ(s)

ve kiiresel Darboux gostergesi

Wy — —esEq(s) + e1Eq(s) e —bY (s) + aZ(s)
olarak bulunur. <X,WX> =0 ve <X’ ,V_VX> = 0 oldugundan X" = Wx olur. O
halde {X, Wx AX = Ux, Wx} biciminde bir ¢at1 elde edilir ki bu ¢at1 S? tizerindeki

, (a,b) # (0,0)

X egrisinin Sabban catisidir. Ayni zamanda bu cat1 o = / Xds birim hizl egrisinin

Frenet catisina karsilik gelir. Burada

_ e1Eq(s) + eaEa(s)  a¥Y(s) + bZ(s)

!/
= —€2 —€2 €1 €1
Wy=|—=|E+|—— |E +| —/—— | Ey + | —— | E!
X ( e%—i—e%) ' ( e%—i—e%) ! e%—l—e% 2 \/e%—l—eg 2

ifadesinde Ef = —e;X ve E}, = —e3,X oldugundan

Ux

ehep — €ejey

Wi = U
X X
e? + 2
bulunur. Burada
!/ !
e? + €2
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icin Wi = —6xUx olur. e; ve e rotation minimizing egrilikleri i¢in

ey = (a’'—bc)cos — (b' + ac)sinb

es = (a'—be)sinf + (b’ + ac)cosb

olarak bulunacagindan
a'b—"ba

e (0.0 £ (0,0)

(SX:C—

seklinde yazilir. o = / Xds egrisinin {X, Wx A X = Ux, Wx} Frenet catisina gore
egriligi
Ko = || X/|| = \/€2 + €2 = Va2 + b2
ve burulmasi
L
olarak hesaplanir. Ayrica X kiiresel egrisi birim hizli olmayan egri oldugundan

{X,Wx A X = Ux, Wx} Sabban catisina gore geodezik egriligi
1 -1

X = U/ W :—U Wl
%X] = oy (U W) = g (Uxs W)
-1 ox
— Uy, —xUx) = X
i (U —0xUx) = 5
_ Ta
_ o

olarak bulunur. Bu durumda agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1 {X,E;,E,} catis1 o = / Xds egrisi tizerinde 1. tip rotation minimiz-
ing cat1 ve ej, ey rotation minimizing egrilikleri i¢in (ej,e;) # (0,0) olsun. Bu
durumda;

(1) Wx(s) egrisi tizerinde Wx (sq) noktasi singiiler degildir ancak ve ancak

0x(s0) # 0 dur.

(2) Wx(s) egrisi tizerinde Wx (so) noktas1 C ordinary cusp noktasima lokal olarak

diffeomorftur ancak ve ancak dx(so) = 0 ve 0% (sg) # 0 dir.
Ispat. (1) Wk (s0) = —6x(50)Ux(s0) oldugundan

Wx (59) noktasi singiiler degildir <= W(sq) # 0

<~ 5x(80> 7é 0
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oldugu aciktir.

(2) Wx egrisi X egrisinin duali oldugundan 6énerme 3.2 ile

Wx (s0) noktasi C ordinary cusp noktasma lokal olarak diffeomorftur
X(sg) noktas1 bir ordinary inflection noktasidir

kg[X] =0 ve 1, [X] # 0

J “Fa — OxK!

IX _ ) ve X XM

Ra o

dx(s0) = 0 ve 8x(so) # 0.

(A

Teorem 4.2 {X E;,E,} catis1 a = / Xds egrisi iizerinde 1. tip rotation mini-
mizing gat1 ve eg, e rotation minimizing egrilikleri i¢in (e, e2) # (0, 0) olmak iizere
asagidakiler denktir:

(1) Wx(s) sabittir.

(2) ox(s) =0.

3) a= / Xds egrisi bir diizlem egrisidir.

(4) X(s) biiyiik cemberin bir pargasidir.

Ispat. (1) saglansm. O halde W (s) = 0 olur. Wx(s) = —0x(s)Ux(s) oldugun-
dan 0x(s) = 0 olur. Boylece (2) saglanir. (2) saglansin. dx(s) = 7,(s) oldugundan
To(s) = 0 olur ve (3) saglamir. Kabul edelim ki (2) saglansm. ,[X] = i—’: oldugun-
dan k,[X] = 0 elde edilir. O halde X(s) biiyiik cemberin bir parcasidir. Bu durumda
(4) saglanmir. Tersi i¢in (4) saglansin. Bu durumda «,[X] = 0 olur. Buda éx(s) =0

oldugu anlamina gelir. Boylece (2) saglanir. m

a = / Xds egrisinin Frenet ¢atisinin tiirev formiilleri

!

X 0 ke O X
Ux - —RKa 0 Ta UX
WX 0 —Ta 0 WX



bi¢gimindedir. Bu formiiller

!/

UX 0 —KRa Ta UX
X =|—-ka O 0 X
Wx T 0 0 Wx

bi¢iminde yazilirsa { Ux, X, WX} ¢atisinin / Uxds egrisi iizerinde RM cat1 oldugu

goriiliir.

Teorem 4.3 = sabittir < / Xds ve / Wxds egrileri ekseni

ToX+ro Wx

/-2 2
Ts + KZ

I —

olan helis egrileridir.

Ornek 4.1 M, R? de bir yiizey ve v : I — M birim hizli egri olsun. ~ egrisinin

Darboux catisi {t, g, n.} olmak tizere tiirev formiilleri

/

t 0 Kg  FKn t
g =1 -Ky 0 74 g
n, —Kp, —T4 0 n,

bi¢imindedir. {t,g,n_} catisim t vektor alam etrafinda 6 = / T4ds agis1 kadar saat

yoniinde dondiirelim. Bu durumda
E, = cosflg—sinfn,
E; = sinfg + cosfn,
ve
er = Kgcost — k,sind
ea = HKgsinb + kycost

olur. O halde {t, E,, E,} ortonormal ¢atisi / tds egrisi tizerinde rotation minimizing

catidir. Bu ¢atinin Darboux vektorii

Wt = —€2E1 + €1E2
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ve kiiresel Darboux gostergesi
Wt _ —€2E12+ 612E2
Vel + ey
seklindedir. Burada t¥ = W, dir. {t,W; At = U, W,} catis1 S? iizerinde t
egrisinin Sabban catisidir.

ehey — ejes

W = U, =-6,U
¢ e + €3 ¢ L

olacagindan teorem 4.1 e gore singiiler noktalar1 karakterize edilebilir.

Not 4.1 Yukaridaki ornekte elde edilen W, kiiresel Darboux gostergesinde eq, es,

E; ve E, ifadeleri yerine yazilirsa

- —Kng + K
Wt: . 92”/
\/ K T Ky

olarak bulunur. Bu durum Hananoi v.d (2015)’ nin ¢alismasindaki D,, kiiresel

) (’im’fg) # (an)

normal Darboux gostergesi ile gakigir. Ayrica ayni galigmada belirtilen 9,

invaryanti icin ¢ = d,, oldugu goriiliir.

Ornek 4.2 ~ : I — R3 birim hizhi egrisi icin Frenet catisi {T,N, B} olmak iizere
bu g¢atiy1 1. tip RM catiya uygun olacak sekilde T birim teget vektor alani etrafinda
0= / Tds agis1 kadar saat yoniinde dondiirelim. Bu durumda

N; = cosON +sinbfB

Ny = sinfN + cosfB

olmak iizere elde edilen {T, N, N,} catis1 Bishop gatisidir. Bu gat1 ayn1 zamanda

/ Tds egrisi tizerinde rotation minimizing catidir. Burada k; = xcosf ve

ke = ksinf iken {T,N;, N,} catisinin tiirev formiilleri

!/

T 0 ki ko T
Nl - — ]fl 0 0 N1
N2 —]{72 0 0 N2
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seklindedir. Bu durumda catinin Darboux vektorii
WT == —kQNl + klNQ

ve kiiresel Darboux gostergesi

V—VT _ —k2N12+ /{12N2
kY 4 K3

bi¢imindedir. Burada k; = kcosf ve ks = ksin 0 ifadeleri yerine yazilirsa

) (lﬁ, k2) 7é (070)

Wt = —sin 0N; + cos 6N,

bulunur. Frenet ve Bishop catilarinin iligki matrisi

T 1 0 0 T
N|=]0 cosf sinf N,
B 0 —sinf cos6 N,
oldugundan
B = —sinN; + cos Ny = W = TV
dir. W4 = B’ = —7N oldugundan W gostergesinin singiileriteleri 7 burulmasina

gore belirlenir.

Simdi 1. tip RM cat1 igin 6nerme 3.3 iin bir uygulamas: verilecektir.

Onerme 4.1 Hx : I x S? = R, Hx(s,v) = (X(s),v) ve h¥X(s) = Hx(s,v) olmak

(1) b3 (s) = (hF)'(s) = 0 = v = +Wx

(2) hX(s) = (hX)'(s) = (hX)"(s) = 0 &= v = Wy ve dx(s) = 0.

(3) hf(s) = () (s) = (h3)"(s) = (h3)"(s) = 0 = v = =W ve
)

Ispat. KX = (X, v) oldugundan

(hz,()l = <€1E1 + €2E2, V>
(h3)" = (E1+ esEy — (ef +¢3)X,v)
(XY = <(e'1’ +e3 +ee3)Er + (e + €3+ e2er)Ey — 3(ere] + eaeh) X, V>
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bigiminde hesaplanir. {X, E,, E,} ortonormal ¢ati oldugundan

U:)\X+/LE1+7]E2

seklinde yazilabilir.

(1) h%* =0 oldugunda A\ = 0 dolayisiyla
v = uE; +nE,

olur. v € S? oldugundan

(v,v) =p’ +7* =1

dir. Dahasi (hX)" = 0 oldugunda

(e1Eq + eEg, uE; +1E) = e1pu+e9n =0

bulunur. Bu durumda

erv = e puE; +enEs
= —enE; + ek,

= n(—eE; + e Ey)

ve

elde edilir. O halde

n:j:—Ql = Veu2+772:1
Vel + ey
oldugundan
—eE E _
v =4+ €9 1(8) + e 2(8) _ :I:WX
e? +e2
bulunur.

(2) (RX)" = 0 sart1 eklenirse

2 2
e1 + €3

—e B E
<eaE1+egE2—<e%+e§>x,i ealls) + e 2<S>>:

elde edilir. Boylece 6x = 0 olur.
26
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(3) (RX)" = 0 sart1 da eklenirse

((e] + €3+ e1e3)Ey + (e + €3 + efes) By — 3(erel + exeh) X,
+ —62E1<S) + €1E2(S)

Vel e;
ehe; — exelf _0

Ver+es

= =+

bulunur.
" " !/ !/ / /
5. 2 —eaef 2(ehe; — eqel)(e1€] + ea€el)
X 2 2 2 22
€1 + €3 (e1 + €3)

oldugundan §yx = 0 elde edilir. =

4.2 2. Tip RM Cat1
Simdi {X(s),Y(s),Z(s)} catisim Y(s) vektor alam etrafinda ¢ = ¢(s) = /bds
acgis1 kadar saat yoniiniin tersine dondiirelim. O halde

Fi(s) = cospZ(s)+ sinpX(s)

Fo(s) = —sinpZ(s)+ cospX(s)

olur. ¢’ =b, Z'(s) = —bX(s) — cY(s) ve X'(s) = a¥Y(s) + bZ(s) oldugundan

Fi(s) = —(—asinp+ ccosp)Y(s)
Fy(s) = —(—csingp —acosp)Y(s)
elde edilir. Burada
fi = —asingp+ ccosyp
fo = —csinp—acosp

olsun. Bu durumda fZ + f2 = a® + ¢* dir. Boylece tiirev formiilleri

!/

Y(s) 0 fi fo Y(s)
Fi(s)| =|—-fi 0 0 Fi(s)
Fy(s) —f2 0 0 Fa(s)
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bigiminde olan {Y (s),Fi(s), Fa(s)} ortonormal catis1 § = / Y (s)ds egrisi tizerinde

rotation minimizing catidir. Bu c¢atinin Darboux vektori
Wy = —foF1(s) + fiFa(s) = cX(s) + aZ(s)

ve kiiresel Darboux gostergesi

= —[2Fi(s) + fiFa(s) _ cX(s) + aZ(s) a,c
WCTVEE v (0700

olarak bulunur. Burada YV = Wy olur. O halde {Y,Wy AY = Uy, Wy}

biciminde bir ¢at1 elde edilir ki bu cat1 S? tizerindeki Y egrisinin Sabban catisidir.
Ayni zamanda bu cat1 § = / Y (s)ds birim hizli egrisinin Frenet ¢atisina kargilik
gelir. F| = —f1Y ve F, = —f,Y oldugundan

= _féfl—f{foY

Wy =
¥ 413
bulunur. Burada
5y = fafi = fife
i+ 13
icin W4 = —6y Uy olur. f; ve f, rotation minimizing egrilikleri icin
fi = —(d +bc)sinp + (' — ab)cosp
fy = —(d —ab)sing — (a’' + be) cos ¢
olarak bulunacagindan
ac — ca’
oy = —b+ 21 (a,c) # (0,0)

seklinde yazilir. 8 = / Y (s)ds egrisinin {Y, Wy AY = Uy, Wy} Frenet catisma
gore egriligi

kp = Yl =/ fi+ f3 =Va*+¢

ve burulmasi

S :féfl—f{fzz_b ac’ — cd’
YT R+ B a2 + 2
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olarak hesaplanir. Ayrica Y kiiresel egrisi birim hizli olmayan egri oldugundan

{Y,Wy AY = Uy, Wy} Sabban catisia gore geodezik egriligi

1 _
R[Y} = U/,WY Y,W
oY) = (U W) = g (U W)
-1 oy
kd =Y
_
_

olarak bulunur. Bu durumda agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.4 {Y,F, F,} catisi / Yds egrisi iizerinde 2. tip rotation minimizing
cati ve fi, fo rotation minimizing egrilikleri i¢in (f1, f2) # (0,0) olsun. Bu durumda;
(1) Wy (s) egrisi tizerinde Wy (so) noktas: singiiler degildir ancak ve ancak

dv(sg) # 0 dir.

(2) Wy (s) egrisi tizerinde Wy (so) noktas1 C ordinary cusp noktasina lokal olarak

diffeomorftur ancak ve ancak dy(sg) = 0 ve dy(so) # 0 dir.

Teoremin ispat1 teorem 4.1 e benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 4.5 {Y,F, F,} catis1 § = /Y(s)ds egrisi iizerinde 2. tip rotation mini-
mizing gat1 ve fi, fo rotation minimizing egrilikleri i¢in (f1, f2) # (0,0) olmak iizere
asagidakiler denktir:

(1) Wy (s) sabittir.

(2) dy(s) =0.

3) 8= / Y (s)ds egrisi bir diizlem egrisidir.

(4) Y (s) biiyiik gemberin bir parcasidir.

Teoremin ispat1 teorem 4.2 ye benzer sekilde gosterilebilir.

8= / Y (s)ds egrisinin Frenet ¢atisinin tiirev formiilleri

!/

Y 0 /{5 0 Y
UY - —Kg 0 T8 UY
WY 0 —T5 0 WY



bi¢gimindedir. Bu formiiller

/

UY 0 —Rkg Tp UY
Y - —kp 0 0 Y
V_VY 7'5 0 0 WY

bi¢iminde yazilirsa {Uy, Y, V_VY} gatisinin / Uvyds egrisi tizerinde RM c¢at1 oldugu
goriiliir.
Teorem 4.6 ;—Z sabittir < / Yds ve / Wi ds egrileri ekseni

Tng—f—liBV_VY

2 2
ﬂ/Tﬁ%—/ﬁB

r—

olan helis egrileridir.

Ornek 4.3 M, R? de bir yiizey ve v : I — M birim hizli egri olsun. ~ egrisinin
{t,g,n } Darboux catism g vektor alam etrafinda ¢ = / knds agis1 kadar saat

yoniiniin tersine dondiirelim. Bu durumda

F, = cosyn, +sinpt

F, = —sinpn, + cospt
ve

fi = —Kgsing 4 74c08p

fa = —Kgcosp —Tysingp

olur. O halde {g, F,, F,} ortonormal ¢atis / gds egrisi lizerinde rotation minimizing

catidir. Bu catinin Darboux vektorii
W, = —foF1 + fiF,

ve kiiresel Darboux gostergesi

- — L F F
W:f21+f12

NN
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seklindedir. Burada gV = W, dir. {g, Wy A g = Ug, W} catis1 S? iizerinde g

egrisinin Sabban ¢atisidir.

~  LoJi—fif
We =~ [+ 13

olacagindan teorem 4.4 e gore singiiler noktalar1 karakterize edilebilir.

Ug = _5gUg

Not 4.2 Yukaridaki ornekte elde edilen W, kiiresel Darboux gostergesinde fi, fa,

F, ve F, ifadeleri yerine yazilirsa

- t
W, = 0t ) £ (0,0)

2 2’
\/’Tg—l-lf,g

olarak bulunur. Bu durum Hananoi v.d (2015)’ nin ¢alismasindaki D, kiiresel
rektifiyan Darboux gostergesi ile gakigir. Ayrica aym c¢alismada belirtilen 6,

invaryanti i¢in 6g = —d, oldugu goriiliir.

Onerme 4.2 Hy : I x S*> - R, Hy(s,v) = (Y(s),v) ve hY¥(s) = Hy(s,v) olmak

(1) hY¥(s) = (hY)(s) =0 = v=+Wy

(2) hy(s) = (h)'(s) = (hY)"(s) = 0 = v = =Wy ve dy(s) = 0.
(3) hi(s) = (hf)’(S) (hY)"(s) = (hY)"(s) = 0 = v = £ Wy ve
Oy(s) = 0y (s) =

Onermenin ispat1 6nerme 4.1 e benzer sekilde yapilabilir.
4.3 3. Tip RM Cat1

Simdi {X(s), Y(s),Z(s)} catisim Z(s) vektor alani etrafinda ¢ = ¢(s) = /ads aglst

kadar saat yoniiniin tersine dondiirelim. O halde

Gi(s) = cosypX(s) —sinypY(s)

Ga(s) = sinyX(s)+ cospY(s)
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olur. ' =b, X'(s) = a¥Y(s) + bZ(s) ve Y'(s) = —aX(s) + ¢Z(s) oldugundan

Gi(s) = —(=bcost)+ csiny)Z(s)
Gi(s) = —(=bsiny — ccosv)Z(s)
elde edilir. Burada
g1 = —bcosy+ csiny
go = —bsiny —ccosvy

olsun. Bu durumda ¢? + g5 = b? + 2 dir. Boylece tiirev formiilleri

/

Z(s) 0 g1 92 Z(s)
Gis)| == 0 0 Gi(s)
Ga(s) —g2 0 0 Gs(s)

bi¢iminde olan {Z(s), G1(s), Gz(s)} ortonormal gatis1 £ = / Z(s)ds egrisi iizerinde

rotation minimizing catidir. Bu ¢atinin Darboux vektorii
Wz = —92Gi(s) + g1Ga(s) = cX(s) —bY(s)

ve kiiresel Darboux gostergesi

W, — —92G1(8) + 1Ga(s) _ cX(s) — bY(s)’ (b.¢) £ (0,0)

olarak bulunur. Burada ZY = Wy olur. Bu durumda {Z, Wz AZ = Uz, Wz} catisi

S? iizerindeki Z egrisinin Sabban ¢atisidir. G| = —¢,Z ve G, = —goZ oldugundan

- 9591 — 9192
Wy, = 0 0oy
91 + 95

bulunur. Burada
5 G501 — 9192
z — 2 2
91 + 93

icin W, = —6zUz olur. g; ve g rotation minimizing egrilikleri icin

g1 = (' +ab)siny — (b — ac)cosy

gy = —( +ab)cosy) — (b — ac)siny
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olarak bulunacagindan

bc — cb’
5Z:a+ma (b,C) 7é (070)

seklinde yazihir. £ = / Z(s)ds egrisinin {Z, Wz AZ = Uz, Wz} Frenet catisina
gore egriligi

re = ||Z]] = \Jgi + 95 = VI +
ve burulmasi

_5 0591 — G192 be' — cbf
— b, = PRI TN

T =0+ ———7>
¢ g + 93 b+

olarak hesaplanir. Ayrica Z kiiresel egrisi birim hizli olmayan egri oldugundan

{Z, Wz ANZ = Uz, Wy} Sabban catisina gore geodezik egriligi

1 - -1 -
K [Z] = UI,WZ == Uz,Wl
o2 = g Ve Wa) = i (Ve W)
-1 0z
= o (Uz,—0zUz) = =
21 2]
_ ¢
- x

olarak bulunur. Bu durumda asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.7 {Z,G,, G,} catis1 £ = /Z(s)ds egrisi tizerinde 3. tip rotation min-
imizing cat1 ve g1, g rotation minimizing egrilikleri igin (g1, ¢g2) # (0,0) olsun. Bu
durumda;

(1) Wy(s) egrisi tizerinde Wz(sq) noktast singiiler degildir ancak ve ancak

dz(s0) # 0 dur.

(2) Wgz(s) egrisi tizerinde Wz(sg) noktasi C ordinary cusp noktasina lokal olarak

diffeomorftur ancak ve ancak dz(sg) = 0 ve dz(sg) # 0 dir.

Teoremin ispat1 teorem 4.1 e benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 4.8 {Z, Gy, G,} catis1 £ = /Z(s)ds egrisi tizerinde 3. tip rotation mini-
mizing gat1 ve gy, g» rotation minimizing egrilikleri i¢in (g1, g2) # (0,0) olmak iizere
asagidakiler denktir:
(1) Wy(s) sabittir.
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(2) dz(s) =0.
3)¢= / Z(s)ds egrisi bir diizlem egrisidir.
(4) Z(s) biiyiik gemberin bir pargasidir.

Teoremin ispat1 teorem 4.2 ye benzer sekilde gosterilebilir.

&= / Z(s)ds egrisinin Frenet c¢atisinin tiirev formiilleri

!/

Z 0 Ii& 0 Z
Uz - —Rg¢ 0 T¢ Uz
Wz 0 —Te¢ 0 Wz

bi¢imindedir. Bu formiiller

Uz 0 —Re Te Uz
Z = —KRe 0 0 Z
Wz Te 0 0 Wz

bi¢iminde yazilirsa {Uz, Z, WZ} gatisinin / Ugzds egrisi tizerinde RM cat1 oldugu

goriiliir.

Teorem 4.9 ;—i sabittir < / Zds ve / Wds egrileri ekseni

TeZ+k Wy

/.2 2
7'£+/1§

I —

olan helis egrileridir.

Ornek 4.4 M, R? de bir yiizey ve v : I — M birim hizli egri olsun. ~ egrisinin
{t,g,n_} Darboux catisim n, vektor alani etrafinda ¢ = / keds acis1 kadar saat

yoniiniin tersine dondiirelim. Bu durumda

Gi(s) = cosyt —sinyg

Go(s) = sinyt + cosyg
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ve

g1 = —FKpCosY + T,sinY

g2 = —kpsiniy —1,cosY
olur. O halde {n,, G, G,} ortonormal catisi / n.ds egrisi iizerinde rotation mini-
mizing catidir. Bu ¢atinin Darboux vektorii

Wi, = —92G1+ 91Ge

ve kiiresel Darboux gostergesi
W. — —92G1 + 91Go
-
’ Vit g

seklindedir. Burada n\w/ = V_Vm dir. {n,, V_Vm An, =U,, an} catis1 S? iizerinde

n, egrisinin Sabban ¢atisidir.

& /
< Y9291 — §192 r
W= g T

olacagindan teorem 4.6 ya gore singiiler noktalar1 karakterize edilebilir.

Not 4.3 Yukaridaki 6rnekte elde edilen an kiiresel Darboux gostergesinde g1, g2,
G, ve G, ifadeleri yerine yazilirsa
- B Tgt — Kng

olarak bulunur. Bu durum Hananoi v.d (2015)’ nin ¢alismasindaki D, kiiresel

(7g; i) # (0,0)

oskiilator Darboux gostergesi ile ¢akigir. Ayrica aym galigmada belirtilen d,

invaryant1 i¢in 0, = 9, oldugu goriiliir.

Onerme 4.3 Hy : I x S?> = R, Hz(s,v) = (Z(s),v) ve hZ%(s) = Hg(s,v) olmak

(1) hZ(s) = (W2)/(s) = 0 = v = W,

(2) hZ(s) = (W2)'(s) = (W) (s) = 0 <= v = W ve dz(s) = 0.
(8) h2(s) = (hZY(s) = (W2)"(s) = (h2)"(s) = 0 <= v = £ Wz ve
57(5) = dly(s) = 0.

Onermenin ispat1 6nerme 4.1 e benzer sekilde yapilabilir.
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5. LORENTZ- MINKOWSKI 3-UZAYINDA SPACELIKE YUZEYLER
UZERINDEKI EGRILERIN PSEUDO-KURESEL DARBOUX GOSTER-
GELERIi

Bu béliim Ito ve Izumiya (2016)’ nin makalesinin incelenmesine ayrilmigtir. Aymni
galismaya Yilmaz (2018) tarafindan yiiksek lisans tez galigmasinda yer verilmigtir.
Makalede ele alinan 5 pseudo-kiiresel Lorenziyen Darboux gostergesine ek olarak
3 tanesi daha ele alinarak invaryantlari elde edilmis ve incelenmistir. Makalede
yer almayan bu 3 gostergeden ikisi ayrica Sato (2012) tarafindan farkh notasyon-
lar ile ele alinip incelenmigtir. Bu boéliimde verilen teorem ve ¢nermelerde siral
olmasi acisindan 6nce makalede yer almayan 3 gostergeye ve ardindan makalede yer
alan 5 gostergeye yer verilmistir. Bu bolimdeki teorem ve onermelerin ispatlar:
genellikle ilk durum icin yapilmig ve diger durumlar benzer sekilde oldugundan gos-
terilmemistir. Bu boéliimdeki ispatlar makalede yer alan ispatlara paralel bicimde

yapildigindan Ito ve Izumiya (2016) referans olarak gosterilmigtir.

U C R? agik bir alt kiime olmak iizere X : U — R} spacelike embedding olsun.
X embeddingi boyunca U kiimesi M = X (U) seklinde tamimlansin. Burada eger
her p = X (u) noktasinda teget uzay 7,M spacelike vektorlerden oluguyorsa X bir
spacelike embeddingdir denir. 7 : I — U bir regiiler egri olsun. v : I — M C R}
egrisi v(s) = X (5(s)) ile tamimlansin. Bu durumda v egrisine M spacelike yiizeyi
tizerinde bir egri denir. 7y egrisi spacelike bir egri olacagindan yay parametreli olacak
sekilde yeniden parametrelendirilebilir. Bu durumda ~ egrisinin spacelike birim teget

vektorii

seklindedir. X bir spacelike embedding oldugundan M = X (U) boyunca bir timelike
birim normal vektor alan1 n, p = X (u) noktasi i¢in

_ Xy (u) A Xy, (u)
[[ Xy (w) A Xy ()]

n(p)

bi¢iminde tanimlanir. Burada M yiizeyinin yonlendirmesi n gelecek yonlendirmeli

vektor olacak gekilde secilecektir. Boylece v boyunca timelike birim normal vektor
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alam
n,(s) = noA(s)
seklinde tanimlanir. Dolayisiyla

g(s) = t(s) An,(s)

ile tammlanan g(s) € N,(M) spacelike birim normal vektor alam insa edilebilir.

Boylece
(t(s),t(s)) = 1
(n,(s)m,(s)) = —1
(ny(s),8(s)) = 0
(8(s),8(s)) = 1

olur ve {t(s),n,(s),g(s)} pseudo-ortonormal ¢atisi elde edilir. Bu catiya v boyunca
Lorenziyen Darboux gatisit denir (Ito ve Izumiya 2016). Bu durumda Frenet-Serret

formiilleri

t'(s) = Rn(s)nv(3)+“g<3)g(5)
0 (s) = ka(s)t(s) +74(5)8(s)

g'(s) = —rg(s)t(s) +74(s)my(s)

seklindedir. Burada

Fn(s) = —(t'(s),my(s))
rg(s) = (t'(s) g(s))
To(s) = —(g'(s),m,(s))

dir. v egrisinin Darboux vektér alam1 DAt = t', DAg = g', DAn, = 1r1’7 esitliklerinin

yardimiyla
D =T1,4(s)t(s) — ky(s)ny(s) — Kn(s)g(s)

seklinde yazilir. Bu vektor alani kullanilarak v boyunca sekiz pseudo-kiiresel Loren-
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ziyen Darboux gostergesi asagidaki gibi tanimlanir:

I—>H2(—1); f)z:(s) — (S) (S)—i_/{n( )g(s), /in(S)

\/lig $)2 — Kn(s)?

2

< Hg(3>2

2

2. 1 Fig(5)1(5) + kn(5)8(5)
I — S} Di(s) =2
) Viin(8)? — kig(s)?

, 1ig(8)* < Fin(s)

+ t(s),

F o H(1); DY) — TEE) —ig(s)m (5

\/59(3)2 — 74(8)?

I — S D3(s) = Ty(8)t(s) — Ky(s)n,(s)

VTg(8)? = kg(s)?

I — LC*; DE(s) = Tg(s)t(s) — hig(s)n,(s)

Vhig(8)? = 74(5)?

+g(s),

= Ty(5)t(s) — rn(s)8(s)
I — 5% Dfs S , (kn(s), Tg(s 0,0
() = L=t EE (o) mal) # (0:0)

o 107 D) = U g

# (0,0).

Burada 7 boyunca (A) pseudo-kiiresel normal timelike Darboux goster-

gesi, (B) pseudo-kiiresel normal spacelike Darboux gostergesi, (C) pseudo-

kiiresel normal lightlike Darboux gostergesi, (D) pseudo-kiiresel rekti-

fiyan timelike Darboux gostergesi, (F) pseudo-kiiresel rektifiyan space-

like Darboux gostergesi, (F') pseudo-kiiresel rektifiyan lightlike Darboux

gostergesi, () pseudo-kiiresel oskiilatér spacelike Darboux gistergesi ve

(H) pseudo-kiiresel oskiilatér lightlike Darboux gostergesi olarak adlandirilir

(Ito ve Izumiya 2016). (k,(s),T4(s)) # (0,0) iken \/kn(s)? 4+ 74(s)? > 0 olacagm-
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dan pseudo-kiiresel oskiilator timelike Darboux gostergesi tanimlanamaz. Burada
tamimlanan (A) ve (B) gostergelerinin singiileriteleri ve geometrik anlamlari Sato

(2012) tarafindan incelenmistir.

5.1 Pseudo-Kiiresel Lorenziyen Darboux Gostergelerinin Singiiler Nok-

talar:

Bu boliimde pseudo-kiiresel Lorenziyen Darboux gostergelerinin singiileriteleri sinif-
landirilacaktir. Bunun igin (M, ) egri yiizey ikilisinin invaryantlar1 kullanilacaktir.

Bu invaryantlar:

P ey Fa)R() — Ra()Rg(s) o
(A) 6n(8) - 9( ) /ﬁg(s)2—/€n($)2 ) n( ) < 9( )
(B) 65(s) = 74(s) + Hn(S):j((j)zl y 28;%(8), Kg(5)® < kn(s)?

S — k(s Kg(s)Tg(S)/_’fg(S) ke ($)2 < 7 ()2
(E) 57"(8) - Tl( ) 79(8)2—119(8)2 ’ g( ) < 9( )
(F)8H) = o) = S IRl 4 o =y o1,
r(5)? < rgls)?
(@) 35(s) = ryls) + TOT) = mnl)Tl8) oy o)) £ (0,0)




seklinde yazilir (Ito ve Izumiya 2016).

Teorem 5.1 ~: 1 — M egrisi bir M C R} spacelike yiizeyi iizerinde ||t/(s)|| # 0,
||n;(s) || # 0 ve ||g'(s)|| # 0 sartlarini saglayan bir birim hizli egri olsun.
(A) Kn(S0)* < Ky(s0)? olsun. Bu durumda

(1) Dy

I'" 50 noktasmda singiiler degildir ancak ve ancak 47 (sq) # 0.

(2) DI egrisi sy noktasmmda C ordinary cusp noktasma lokal olarak diffeomorftur
ancak ve ancak 6. (sg) = 0 ve 07 (s0)" # 0.

(B) ky(50)? < Kn(80)? olsun. Bu durumda

(1) D3, s noktasinda singiiler degildir ancak ve ancak 6% (so) # 0.

(2) DS egrisi sy noktasinda C ordinary cusp noktasina lokal olarak diffeomorftur
ancak ve ancak 65 (so) = 0 ve 65 (so)’ # 0.

(C) Kn(s0)? < Ky(s0)? olsun. Bu durumda

(1) DL, so noktasinda singiiler degildir ancak ve ancak §%(sq) # 0.

(2) DE egrisi sy noktasinda C ordinary cusp noktasina lokal olarak diffeomorftur
ancak ve ancak 6% (sq) = 0 ve 6% (s0)" # 0.

(D) 74(50)* < £y(s0)* olsun. Bu durumda

(1) D

I'" 50 noktasmda singiiler degildir ancak ve ancak 67 (sq) # 0.

(2) DT egrisi sy noktasmmda C ordinary cusp noktasma lokal olarak diffeomorftur
ancak ve ancak 6. (sg) = 0 ve 07 (so)" # 0.

(E) £,4(s0)* < 74(s0)? olsun. Bu durumda

(1) DY, 5o noktasinda singiiler degildir ancak ve ancak 6% (sq) # 0.

(2) D? egrisi sy noktasinda C ordinary cusp noktasina lokal olarak diffeomorftur
ancak ve ancak 67 (so) = 0 ve 65 (so)’ # 0.

(F) 74(80)? < Ky(s0)? olsun. Bu durumda

(1) DL, so noktasinda singiiler degildir ancak ve ancak 6% (sq) # 0.

(2) D egrisi sy noktasinda C ordinary cusp noktasina lokal olarak diffeomorftur
ancak ve ancak 6% (sq) = 0 ve 6%(s9)" # 0.

(G) (kn(s0),74(s0)) # (0,0) olsun. Bu durumda

(1) DY, s noktasinda singiiler degildir ancak ve ancak 6% (so) # 0.
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(2) DY egrisi sy noktasinda C ordinary cusp noktasma lokal olarak diffeomorftur
ancak ve ancak 65 (so) = 0 ve 65 (so)’ # 0.

(H) (kn(s0),74(s0)) # (0,0) olsun. Bu durumda

(1) DL, s noktasinda singiiler degildir ancak ve ancak 6% (sq) # 0.

(2) DE egrisi sy noktasinda C ordinary cusp noktasina lokal olarak diffeomorftur
ancak ve ancak 6% (so) = 0 ve 6% (sq)’ # 0.

Burada ordinary cusp C' = {(z1,22) | 22 = 23} (veya yan kiibik parabol) (Ito ve
Izumiya 2016).

5.2 Legendrian Duallikler

Bu bosliimde kontakt manifoldlar ve Legendrian alt manifoldlarin baz 6zellikleri goz-
den gegirilecektir. N bir (2n+1)-boyutlu diizgiin manifold ve K, N iizerinde bir teget
hiperdiizlem alanm olsun. Lokal olarak boyle bir hiperdiizlem alani bir o 1-formunun
sifirlar1 olarak tamimlamr. N manifoldunun her noktasinda a A (da)™ # 0 ise
teget hiperdiizlem alan1 K non-dejeneredir denir. K bir non-dejenere hiperdiizlem
alani ise (N, K) ikilisine bir kontakt manifold denir. Bu durumda K hiperdiizlem
alanma bir kontakt yapr ve o 1-formuna bir kontakt form adi verilir. ¢ : N — N’
doniigiimii (N, K) ve (N, K') kontakt manifoldlar1 arasinda bir diffeomorfizm ol-
sun. do(K) = K’ ise ¢ doniigiimiine bir kontakt diffeomorfizm denir. Eger bir
¢ : N — N’ kontakt diffeomorfizmi varsa (N, K) ve (N’, K') kontakt manifoldlar:
kontakt diffeomorfiktir. (N, K) kontakt manifoldunun ¢ : L C N alt manifolduna
eger boyL = n ve her x € L icin diy(T,L) C K, ise Legendrian alt manifold denir.
Bir 7 : F — M diizgiin lif demetinin total uzay1 E bir kontakt yapi ile dosenmis
ve lifleri Legendrian alt manifoldlar ise bu lif demetine Legendrian fibrasyon adi
verilir. 7 : £ — M bir Legendrian fibrasyon olsun. Bir ¢ : L C N alt manifoldu
icin mo4 : L — M ye bir Legendrian harita denir. 7 o4 Legendrian haritasinin
goriintiisiine ¢ nin wavefront kiimesi adi verilir ve W (L) ile gosterilir. Herhangi bir
z € E igin z etrafinda bir (x,p,y) = (z1, ..., Tm, P1, ---Pm, y) lokal koordinat sistemi
vardir oyle ki m(z,p,y) = (z,y) dir ve kontakt yapr o = dy — X p;dzx; 1-formu ile

verilir (Arnol’d vd. 1986).
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Asagidaki dort cift fibrasyonu goz oniine alalim:
(A)(1) H*(=1) x S§ D Ay = {(u,v) | (u,v) =0},
(2) T s Ay — H2(—1), 19 : A — S2,
(3) 01y = (du, v) | Ay, 012 = (u,dv) | A,
(B)(1) H2(—1) x LC* > Ay = {(w,v) | (u,v) = —1},
(2) T : Ag — H2(—1), g : Ay — LC*,
(3) a1 = (du, v) | As, 0oz = (u,dv) | As.
(C)(1) LC* x SF D Ay = {(u,v) [ (u,v) = 1},
(2) mg1 2 Ay — LC*, a5+ Ay — S2,
(3) 031 = (du, v) | Ag, 032 = (u,dv) | As.
(D)(1) LO* x LC* S Ay = {(u,v) | (u,v) = —2},
(
(

)
)

2) w1 Ay — LC*, w49 : Ay — LC*,
3) 041 = (du,v) | Ay, 049 = (u,dv) | Ay
Burada m;1(u,v) = u, mip(u,v) = v, {(du,v) = —vodug + S v;du; ve
(u,dv) = —ugdvy + B2 u;dv; dir. 0;;'(0) ve 05'(0), A, iizerinde K; ile gosterilen

ayni teget hiperdiizlem alanini tanmimlar. Temel duallik teoremi agagida verilmigtir.

Teorem 5.2 Yukaridaki paragrafla aym gosterimler ile her bir ( A;, K;) (i = 1,2, 3,4)
bir kontakt manifolddur ve her iki 7;; (j = 1,2) Legendrian fibrasyonlardir. Dahasi
bu kontakt manifoldlar birbirine kontakt diffeomorfiktir (Izumiya 2009).

Ayrica bir ¢ift fibrasyon agagidaki gibi verilir:
(E)(1) 8F x 8t D Ay ={(u,v) | (u,v) =0},

(2) w51 0 Ay — SE, mhe 1 As — 57,

(3) 051 = (du,Vv) | As, 012 = (u,dv) | As.
( Aj, K5) bir kontakt manifolddur. 75; : A — S7, j = 1,2 Legendrian fibrasyon-
lardir ve ( A;, K;) (i = 1,2, 3,4) manifoldlarina kontakt diffeomorfik degildir( Chen
ve Izumiya 2009). Eger i : L — A, i = 1,2,3,4,5 izotropik doniigtimii varsa yani

i*0;1 = 0 ise m;1(i(L)), mie(i(L)) nin A; -dualidir denir.
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Teorem 5.3 v : 1 — M egrisi bir M C R? spacelike yiizeyi iizerinde bir birim hizh
egri oyle ki ||t'(s)|| # 0, Hn s)|| # 0 ve [|g'(s)]| # 0 olsun.
) kn(8)? < Ky(s)? ise t, DI nin bir A;-dualidir.

|
(s)

2) ky(5)? < kn(s)? ise t, DY nin bir As-dualidir.
(s)

(1

(2)

(3) Kn(5)? < Ky(s)? ise t, DE nin bir Az-dualidir.

(4) (Fn(s),74(s)) # (0,0) ise n,, D5 nin bir A;-dualidir.

(5) (kn(s),74(s)) # (0,0) ise n,, DL nin bir Ay-dualidir.

(6) 74(5)? < y(s)? ise g, DI nin bir A;-dualidir.

(7) K4(s)? < 7,4(5)? ise g, DY nin bir As-dualidir.

(8) T4(5)? < ky(s)? ise g, DI nin bir Az-dualidir (Ito ve Izumiya 2016).

Ispat. (1) £1:1 — Ay, L£1(s) = (DZ(s),t(s)) doniisiimii tammlansin. Burada

<f)£(s),t(s)> =0
£i611 = ((BT)'(5), (s)) = — (£(5), DI(s)) = 0

dir. Boylece £; bir izotropik doniigiimdiir. Buradan t, DI nin bir A;-dualidir.

Boylelikle agagidaki dontigtimler tanimlanabilir:

Lo I —As; Lo
[,3 I — Ag; £3
,64 A Al, £4

£6 : [—>A1, £6

(s) = (
(s) = (
(s) = (
Ls = I — Dy Ls(s) = (n,(s), Dy (s)),
(s) = (
Lo T—Ag; La(s) =
Ly T— Ay La(s) =

Buradan £; (i = 2,3,4,5,6,7,8) doniigiimlerinin izotropik déniisiimler oldugu gos-
terilebilir. Bu da (2), (3), (4), (5), (6), (7) ve (8) in saglandig1 anlamina gelir (Ito
ve Izumiya 2016). m
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5.3 Yiikseklik Fonksiyonlari

It'(s)]| # 0, Hn’v(s)H # 0 ve ||g/(s)]| # 0 sartlarm saglayan v : [ — M C R? egrisi

tizerinde sekiz fonksiyon ailesi agagidaki gibi tanimlanir:

HI : Ix HY(-1)—R; Hl(s,V) = (t(s), V),

Hy : IxS}—R; Hj(s,%9) = (t(s),9),

HEY o I x LO* = R; HE(s,%) = (t(s),v) — 1,
) = (8(s),¥),

HE © 1x S2—R; H(s,%) = (g(s),9),

HI : I xH(-1)—>R; H(s,v

HY : IxLC* - R; Hl(s,%) = (g(s),%) — 1,
HS : IxS?—R; HI(s,v) = (n,(s),V),

HY © I'x LC* - R; HE(s,¥) = (n,(s), V) + 1.

Herhangi bir ¥ i¢in b ;(s) = H, (s, V), hf ;(s) = HS (s, V), hL~(s) = HE(s,v),
th(S) - Hg(S,{’), hS~(S) — HS(&{’)? hL~( ) ( ) ( ) = HS(Svi-’) ve
hlo(s) = HL(s,¥) ile gosterilir (Ito ve Izumiya 2016). Buradan, sonraki 6nerme

verilebilir.

Onerme 5.1 ~:1 — M egrisi, M C R? spacelike yiizeyi iizerinde
[£/(s)]| # 0, ||l (s)|| # 0 ve||g/(s)|| # 0 sartlarim saglayan bir birim izl egri olsun.
Bu durumda:
(A) Herhangi bir (s,v) € I x H*(—1) igin:
(1) Al 4(s) = 0 ancak ve ancak yle A\, € R, —\* 4 p? = —1 sayilan vardir ki

vV = An,(s) + pg(s),

(2) hg{,(s) = (hzs,)’(s) = 0 ancak ve ancak r,(s)? < ky(s)? ve v = £DX(s),
(3) hg’{,(s) = (hTTw)'(s) = (hgﬁ)"(s) = 0 ancak ve ancak k,(s)? < r,(s)?, 5:(3) =

(4) W7 o (s) = (A 4)'(s) = (AT )" (s) = (hT3)" (s) = 0 ancak ve ancak
kn(8)? < Ky(s)2, 65(s) =0, (61)(s) =0 ve v = £D7(s) dir.
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(B) Herhangi bir (s,v) € I x S? igin:

(1) 3 5(s) = 0 ancak ve ancak 6yle \, i € R, —\? 4 1?2 = 1 sayilan vardir ki
V= An,(s) + pg(s),

)'(s) = 0 ancak ve ancak ry(s)? < k,(s)* ve v = £D3(s),

(3) ki o(s) = (R34)(s) = (hi4)"(s) = 0 ancak ve ancak y(s)? < k,(s)?, 65 (s) =0

(4) hS ,(s) = (hS5)'(s) = (hS4)"(s) = (hS,)" (5) = 0 ancak ve ancak
kg(5)? < Kn(s5)?, 65(s) =0, (67)(s) =0 ve ¥ = +D3(s) dir.
(C) Herhangi bir (s,v) € I x LC* i¢in:
(1) hl4(s) = 0 ancak ve ancak Gyle A, pu € R, —A? + p? = —1 sayilan vardir ki

vV =An,(s) + pg(s) + t(s),
)'(s) = 0 ancak ve ancak k,(s)? < ky(s)? ve v = £DE(s),

(s) = (Rl ) (s) = (hﬁ’q)”(s) = 0 ancak ve ancak r,(s)? < r,(s)?, 6%(s) =0

(4) hlg(s) = (hEg)'(s) = (h%5)"(s) = (hkg)" (s) = 0 ancak ve ancak
kin(8)? < Kg(s)2, 65(s) =0, (6%)'(s) =0 ve v = £DX(s) dir.
(D) Herhangi bir (s,v) € I x H*(—1) igin:

(1) hl4(s) = 0 ancak ve ancak dyle A, p € R, — A% + 1% = 1 sayilan vardir ki

¥ = At(s) + pm (s),

(2) hlo(s) = (hle) (s) = 0 ancak ve ancak 74(s)? < k4(s)? ve v = £D](s),

(3) hls(s) = (hly)(s) = (hL5)"(s) = 0 ancak ve ancak 7,4(s)? < r4(s)?, 6, (s) =0
ve v = £D7(s),

(4) W74 (s) = (BT3)'(s) = (B73)"(s) = (hT;)" (s) = 0 ancak ve ancak

74(8)2 < Ky(s)?, 05 (s) =0, (67)'(s) =0 ve v = £DT(s) dir.
erhangl bir (s,v) € 1 X 1¢1n:
(E) Herhangi bir (s, ¥) € I x 7 ici
(1) hes(s) = 0 ancak ve ancak oyle A\, n € R, —\? + p? = —1 sayilan vardr ki

¥ = M(s) + m, (s),
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= (h5)'(s) = 0 ancak ve ancak r4(s)® < 74(s)* ve ¥ = £D;(s),

()
o(s) = (he) (s) = (h;ig,)”(s) = 0 ancak ve ancak r,(s)? < 7,(s)%, 65(s) =0

(4) BSo(5) = (155 (5) = (h5)"(5) = (hS5)" (5) = 0 amealk ve ancak
Kg(8)? < T4(s)?, 55(5) 0, (65)(s) =0 ve v = D3 (s) dir.

F) Herhangi bir (s,v) € I x LC* icin:
(F) g G
(1) hk4(s) = 0 ancak ve ancak dyle A, n € R, \* — p? = —1 sayilan vardir ki

v = At(s) + pm, (s) +g(s),

(2) hlo(s) = (hEg) (s) = 0 ancak ve ancak 7,4(s)? < k4(s)* ve v = £D[(s),
(3) hEy(s) = (hkg) (s) = (hkg)"(s) = 0 ancak ve ancak 74(s)? < ky(s)?, 65(s) =0
ve v = £DI(s),

"

5) () = (hkg)"(s) = (hks) (s) = 0 ancak ve ancak

74(5)% < Ky(s5)?, 0%(s) =0, (0%)(s) =0 ve v = £DX(s) dir.

(G) Varsayalim ki (k,(s),7,4(s)) # (0,0) olsun. Herhangi bir (s,v) € I x S} i¢in:
(1) h54(s) = 0 ancak ve ancak 6yle A, u € R, M 4 p?2 = 1 sayilar vardir ki

V= At(s) + pg(s),

(2) h9,(s) = (h5;)(s) = 0 ancak ve ancak v = £D5(s)
(3) hio(s) = (h34) (s) = (hf";)"( ) = 0 ancak ve ancak §°(s) = 0 ve ¥ = £D?(s)
(4) B (5) = (h5)' () = (hS)"(5) = (hS5) " (s) = 0 amcak ve ancak

65(s) =0, (65)(s) =0 ve ¥ = £D%(s) dir.

(H) Varsayalim ki (k,(s),74(s)) # (0,0) olsun. Herhangi bir (s,v) € I x LC* i¢in:
(1) hl4(s) = 0 ancak ve ancak 6yle A, 1 € R, A+ 1?2 = 1 sayilan vardir ki

¥ = At(s) + ug(s) + n, (s),

(2) hlg(s) = (hLs)'(s) = 0 ancak ve ancak ¥ = £D~(s),
(3) htg(s) = (hko)(s) = (hkg)"(s) = 0 ancak ve ancak 6% (s) =0 ve ¥ = +£D}(s),
(4) hko(s) = (hke)'(s) = (hke) (s) = (hgq)//,(s) = 0 ancak ve ancak

§5(s) =0, (6)(s) = 0 ve ¥ = £D%(s) dir (Ito ve Izumiya 2016).

Ispat. ||[t'(s)|| # 0, Hn’v(s)H # 0 ve ||g'(s)]| # 0 oldugundan

—kn(8)2 + Ky(8)2 £ 0, Kn(8)? 4+ 74(5)? # 0 ve r,(s)* — 7,4(s)* # 0 dur.
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(A) t' = runy + Kgg, 0l = Kyt + 7,8 ve g = —kyt + 7,0, esitliklerini kullanarak

hg,\“/ = <t7 i"'> ’
(h;‘i;,)’ = <tl7 V) = <'L€nn'y + Kg8, V),
(h:ﬁv)” = (t"v)= </-f;ln7 + Fn 0, + K g+ F g i7>

= <f£;Ln7 + Fon (Fnt4+T7,8) + Ky gty (—Kgt+Tyny ), \7>
= (W] = Rt (K, + KTy + (K + FaT)E, V)
(L) = (£"%) = 26k, = 2wghi )b + (K2 = KOE+(K, + K7y + g7 )0
+ (ke + KT, + (K + K1, 7g + KnT))& + (K] + KnTg)g, V),
2

= (((3Knk,, — 3rghy)t + (K, + KTy + 260Tg + Ky + KnTo — Knko )Ty

Ky + Tl + 26,Tg — Ko + KT + Kgha)g, V).

elde edilir. {t(s),n,(s),g(s)}, 7 boyunca R} uzaymm bir pseudo-ortonormal ¢atisi

oldugundan
v = At(s) + pm, (s) + ng(s)
seklinde yazilabilir.

(1) bl g = (t, %) = (t, Mt (s) + pn,(s) + ng(s)) = A = 0 oldugundan
pn,(s) + ng(s) dir. Burada v € H?(—1) dir. O halde

v

%) = —1
(v,v) = (un,(s) +ng(s), un,(s) +ng(s))
= p* (n,(s),n,(s)) +1°(g(s),8(s))

= —p@ 4+t =-1

Buradan 1? = ;2 — 1 oldugundan p? > n? dir. Boylece p # 0 dir.
(2) (b)Y = 0 sart

(', V) = (knny + Kg8, 1y, + NG) = —pky, + Ny =0
anlamina gelir. O halde

KpV =Kpfilly + K18 =Nk + K08 =n(KgNy + Kng)
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dir. Boylece

(knV,5nV) = (N(kghy + £n8), N(Ke0y + K,8))

elde edilir. Burada w7, < &} dir. —k,(s)* + rg(s)? # 0 oldugundan x, < & olur.

2
2 Kn

= s, p? =n* 4+ 1 ve Vv = un,(s) + ng(s) oldugundan
g n

Kgy + K8

2 _ 2
Ky — K

v=+ =+D7

seklindedir.
(3) (hL5)" = 0 sart: eklenirse

(6,9) = (02 = K6 (K, + g™y )y + () + nTo ), 1y + 78)
= —pi(Fy, + FgTg) +0(k, + KnTg) =0
elde edilir. Buradan

/ /
Rnky — Kpkyg

=0

/7_ [—
9 2 _ 2
Ky — Kn

bulunur. Boylece 5% = 0 dir.

(4) Ispata (hgﬁ)m = 0 sart1 da eklenirse
<tm, \7> = {((2k,k, — 2/4391-{/9)13 + (K2 — mﬁ)t’—l—(/{;; + /{;7'9 + /{gT;)n7

+(Ky, + KTy, + (/-@; + K Ty + knTy)8 + (Ky + knTg)g s iy + 1g)

= 0

esitliginden

T;(K,g — K2) + Q(Hg/i; — Rkl ) (61 + /{Lg — K; ) — (/inlﬁ;, — Kghin) =0
g n

elde edilir.

o 20y = )5y = o) () = )
" g (/ig — K2)? /4,3 — K2

oldugundan §° = 0 sart1 ile (61)" = 0 dir. Boylece (A) durumunun ispat: tamam-
lanmisg olur.
Diger durumlar (A) durumuna benzer hesaplamalar yapilarak gosterilebilir (Ito ve

Izumiya 2016). m
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5.4 Teorem 5.1’ in ispatl

Bu boliimde Teorem 5.17 in ispati verilecektir. Bunun igin fonksiyon germlerinin
aileleri icin singiilerite teorisinin bazi genel sonuclar1 kullanilacaktir. Bu sonuclarla
ilgili detayh agiklamalar Bruce ve Giblin (1992) tarafindan verilmigtir.

F: (RxR", (s9,20)) — R bir fonksiyon germi olsun. f(s) = F,,(s, zo) iken F', f nin
bir r-parametreli unfoldingi olarak adlandirihir. Her 1 < p < k icin f®)(s9) = 0 ve
fOHD(s0) # 0 ise f, so noktasinda bir Ag-singiilerligine sahiptir denir. Ayrica her
1 <p<kigin fP(sg) = 0 ise f, sop noktasinda As-singiilerligine sahiptir denir.
F, f nin bir unfoldingi ve f(s), so noktasinda Ag-singiilerligine (k > 1) sahip olsun.

9E kismi tiirevinin sy noktasidaki (k — 1)-jeti

8F
Gk (6x 8, x0)) Zozﬂs—so 1=1,...,r

ile gosterilsin. Eger k x r tipindeki (aﬁ)J —0.. k-1:=1,.r katsayillar matrisinin ranki
k (k < r) ise F ye bir R-versal unfolding denir. Unfoldinglere iliskin yukaridaki
gosterimler altinda 6nemli bir kiime tanitalacaktir. F' nin diskriminant kiimes:

oF
s

seklindedir. Bu durumda agagidaki simiflandirma elde edilir (Bruce ve Giblin 1992).

Dp ={x € R" | (s,z) noktasinda F = =0 dir}

Teorem 5.4 F : (R x R",(sg,20)) — R, f(s) nin bir r-parametreli unfoldingi ve
F, so noktasinda A, singiilerligine sahip olsun. F' bir R-versal unfolding ise Dp,

C x R™! kiimesine lokal olarak diffeomorfiktir (Ito ve Izumiya 2016).

Burada ordinary cusp C' = {(z1,72) | 71 = t?, 29 = t3} (yani yan kiibik parabol).
Simdi swrasiyla HX, HS HL  HT H? HL H? ve HL herhangi bir ¥ igin hgﬁ(s),
ho o(8), b (s), hlo(s), h2o(s), hlg(s), b o (s) ve hl(s) nin unfoldingleri olarak ali-

nacaktir.

Onerme 5.2 ~: 1 — M egrisi bir M C R? spacelike yiizeyi iizerinde
[6/(s)]| # 0, ||l (s)|| # 0 ve||g/(s)|| # 0 sartlarim saglayan bir birim izl egri olsun.

Bu durumda:
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(A) hzﬁ, so noktasinda A,-singiilerligine sahip ise H!, hg"; nin bir R-versal un-
foldingidir,
(B) hs’o, so noktasinda A,-singiilerligine sahip ise H?, hg,o nin bir R-versal un-
foldingidir,
(C) hls, so noktasmda A,-singiilerligine sahip ise H}, hl nin bir R-versal un-
foldingidir,
(D) hf’{,, so noktasinda A,-singiilerligine sahip ise H!, hZ}, nin bir R-versal un-
foldingidir,
(E) hﬁ‘;, so noktasinda A,-singiilerligine sahip ise H?, hf’;, nin bir R-versal un-
foldingidir,
(F) hlg, so noktasimda A,-singiilerligine sahip ise H), hl; nin bir R-versal un-
foldingidir,
(G) hSs. so noktasmda Ap-singiilerligine sahip ise HJ, hJ¢ nin bir R-versal un-
foldingidir,
(H) hl, so noktasmda A,-singiilerligine sahip ise H}, hl; nin bir R-versal un-

0,V

foldingidir (Ito ve Izumiya 2016).

Ispat. (A) v = (\/2? + 23 + 1,21,15) € H2(—1) ve t(s) = (to(s),t1(s),ta(s)) ile

gosterilsin. Bu durumda

Hy (5,%) = —to(s)y /2] + 23 + 1+ t1(s)z1 + ta(s)2s

ve
8HT T T )

(5, V) = —to(8) ——————+1;(5), " (s, V) = —tg(8) ————e———+t5(s
3$1( ) o(s) 24+ 22 +1 1(s) 3$2( ) ols) 224+ 22+1 2(s)

olur. Bu nedenle H (s, V) nin 2-jeti

OHT x
-2 n ~ 1
= (—to(s0) ————— + ¢
J 2y (50,V) (—to(s0) x%+x%+1+ 1(50))
xXr
T (—th(50) e+ £ (50)) (5 — 50),
ri+ay+1
OHT To
.9 n ~
= (—to(s0)—————— + t
J D (50,V) (—to(s0) $%+x%+1+ 2(s0))
) ’
+ —t/ S ——l-t S sS— S
(th(50) e + th(s0)) (5 = )
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seklindedir. Buradan

) —to(So)\/ﬁ + t1(s0) —750(80) 2+1
Y x1 / Y,
to(s0) St +11(s0) —to(s0 ) 2+1

matrisi elde edilir. A matrisinin determinanti

1 [ 5
det A = 1 (331 <t0t2 totQ) + X9 tOtl — t()tl .Tl + 1’2 + 1 t tl — tgt )
A/ +

931+:B2

1 /
— n 1 <(t2tl t1t2, tgto t2t0, t[)tl totl 1’1 + Z'Q + 1 ,L1,T9 >

23+ a3
1 N~
= —————((tAt),V)
|
1
= — |t t' V|
2+ 22 +1

seklindedir. Onerme 5.1 ile h! ;. so noktasinda A,-singiilerligine sahip ise 0 zaman

v =4DI(s) ve t'(s) = r,(s)n,(s) + ry(s)g(s) dir. Boylece {t,t’,v} lineer bagim-
sizdir. O halde det A # 0, dolayisiyla rankA = 2 dir. Bunun anlamm H, b ; nin bir
R-versal unfoldingidir. Diger durumlar (A) durumuna benzer bigimde gosterilebilir

(Ito ve Izumiya 2016). =

!/

Simdi sirasiyla t',n’, g" vektorlerinin normalizasyonu olan {i¢ vektor alani asagidaki

gibi tanimlansin:

RO ORACO)

VEg(8)? — Kn(s)?
_ Fn(s)t(s) +74(s)8(s)
Tl = VRGEETGE
Ty ) r(n(e)

VEg(s)? = 7y(s)?

Teorem 5.1’ in Ispati. Burada sadece (A) durumu icin ispat verilecektir. Diger

durumlar benzer gekilde gosterilebilir.

(A) (1)

= Kg(s) + En(s)Tg(s)  Kg(s)*kg(s) — kg(s)kn(s)r7(s)
)

D7 (s)) = J —

( ( )) ( \/I{g<8)2 _ /in<8)2 (,ig(s)z _ I{n( )2

K (8) + Kg(5)T4(5) B Kin(8)kg(8)ky(s

\/“g<5)2 — fin(8)? (Kg(s)
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ve

<(D£(3))',Tf(s)> — _’%g(s)"ﬁ"(s) ’fn(slig;z;f)_":’zzi;)“g(s)+Hg(s) 74(8)
R - R
= T ey )

oldugundan

(D7,(s))" = 6, (s)Te(s)

seklinde elde edilir. Boylece DT (s), s = so da singiiler degildir ancak ve ancak
65 (s0) # 0 dr.

(2) Onerme 5.1 ile, Al 5, Ap-singiilerdir ancak ve ancak 65 (s0) =0, (07)(s0) # 0
ve Vv = I_)Z(s) dir. Onerme 5.2 ile HT hzﬁ nin bir R-versal unfoldingidir. Onerme
5.1 ile DT nin goriintiisii A nin diskriminant kiimesidir. Teorem 5.4 ile H! nin

diskriminant kiimesi lokal olarak C' ordinary cuspa diffeomorfiktir (Ito ve Izumiya

2016). =
5.5 Yiizey Egrilerinin Invaryantlar

Bu boliimde 67,67, 6%, 6%, 6% invaryantlarmin geometrik anlamlar1 incelenecektir.
Ozellikle her bir invaryantin sifir oldugu durumda yiizey iizerindeki orijinal egri
hakkinda neler soylenebilecegi aragtirilacaktir. Bunun i¢in Lorentz-Minkowski uza-
yindaki silindirler goz oniine alinacaktir. R? de bir (genellestirilmis) silindir sabit
dogrultulu bir regle yiizeydir. a bir diizgiin egri ve v sifirdan farkl bir vektor olmak

lizere bir silindir

F(t,u) = a(t) + uv

seklinde parametrelendirilir. Burada v vektoriine dogrultu denir. v dogrultusu
sirasiyla spacelike, timelike ve lightlike ise F' silindirine sirasiyla bir spacelike silindir,
timelike silindir ve lightlike silindir adi verilir. R? de M bir yiizey ve N bir silindir
olsun. Eger M NN #0 ve T,N her p € M N N noktasinda pseudo-normal vektor
n(p) yi igeriyorsa N silindirine M yiizeyinin bir pseudo-normal silindiri denir. Bu
durumda M ve N transversal olarak kesigir. Boylece M N N bir C regiiler egrisidir.

C' egrisine M ile M mnin bir pseudo-normal silindirinin bir dilimi denir. Dahasi
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N silindirinin dogrultusu sirasiyla spacelike ve timelike ise NV ye bir pseudo-normal
spacelike silindir ve pseudo-normal timelike silindir adi verilir. Burada N silindirinin
dogrultusu lightlike degildir. Eger N lokal olarak F(t,u) = «(t) + uv seklinde
parametrelendirilirse o halde

oF , OF B
E(t,u) =al'(t) ve %(t,u) =v

dir. Boylece N ye pseudo-normal vektor

oF OF ,
E(t,u) A %(t,u) =a'(t)\v

ile verilir. Eger C' egrisi s yay uzunlugu parametresi olmak iizere v(s) bigiminde

parametrelendirilirse bu durumda N,
F(s,u) = 7(s) + uv

seklinde en azindan lokal olarak parametrelendirilebilir. N, File bir yonlendirmeyle
verildiginden C boyunca N nin birim normal vektorii g(s) dir. Ozellikle (g(s), v) =0
dir. Diger yandan eger M N N nin her noktasinda M ve N nin teget diizlemleri
cakigiyorsa N silindirine bir oskiilator silindir denir. Bu durumda C' = M N N
ye M nin bir oskilator silindiri ile M mnin bir dilimi denir. Oskiilator silindirin
dogrultusu daima spacelike tir. Eger N lokal olarak F'(t,u) = a(t) + uv bigiminde
parametrelendirilmig ise C' nin bir v parametrizasyonu i¢in C' boyunca N nin birim
normal vektorii n, ve (n,v) =0 dir. v, N nin bir lightlike dogrultusu iken

M NN #0 ve her p € M NN igin (n(p),v) = —1 ise N silindirine bir hiperbolik
lightlike silindir denir. Bu durumda N ve M transversal olarak kesisir. Boylece
C' = M N N bir regiiler egridir. C' egrisine M ile bir hiperbolik lightlike silindirinin
bir dilimi denir. Ayrica v, N nin bir lightlike dogrultusu iken M N N #@ ve her
p € M NN icin (g(p),v) = 1 ise N ye bir de Sitter lightlike silindir ad verilir.
Bu durumda N, M ile transversal olarak kesigir. Boylece C' = M N N bir regiiler
egridir. C' egrisine M ile bir de Sitter lightlike silindirin bir dilimi denir. Yukaridaki
iki durumda da v lightlike olur (Ito ve Izumiya 2016).

Teorem 5.5 v : [ — M egrisi bir M C R? spacelike yiizeyi iizerinde [|t'(s)|| # 0

ve ||g'(s)]] # 0 sartlarim saglayan bir birim hizl egri olsun.
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(A) 7,4(s)* < K4(s)? olsun. Bu durumda agagidaki sonuglar denktir:
(1) D¥(s) bir sabit vektordiir,

(2) 6, (s) =0

(3) v(1

), M ile bir timelike pseudo-normal silindirin bir dilimidir,
(4) g(I), H?(—1) de bir hiperbolik dogrunun bir alt kiimesidir.
(
2 (

(B) ky(8)? < 74(5)? olsun. Bu durumda asagidaki sonuglar denktir:

(1) D

(2) 57 (s)

(3) v(1), M

(4) g(1), S

(C) g(s) < Ky(s)? olsun. Bu durumda asagidaki sonuglar denktir:

(1) D(

(2) 6;(s) =0,

(3) v(I), M ile bir de Sitter lightlike silindirin bir dilimidir,

(4) g(I), S? de bir de Sitter horocycle m bir alt kiimesidir.
(

s) bir sabit vektordiir,

7

ile bir spacelike pseudo-normal silindirin bir dilimidir,

de bir geodezik pseudo-cemberin bir alt kiimesidir.

s) bir sabit vektordiir,

(D) (kn(s),74(s)) # (0,0) olsun. Bu durumda agagidaki sonuglar denktir:
(1) DJ(s) bir sabit vektordir,

(2) 55(s) =

(3) v(I), M ile bir pseudo-osliilator silindirin bir dilimidir,

(4) n (1), S7 de bir geodezik hiperboliin bir alt kiimesidir.

(E) (kn(s),74(s)) # (0,0) olsun. Bu durumda agagidaki sonuglar denktir:
(1) f)L(s) bir sabit vektordiir,

o(s) =

(2) 0
(3) v(I), M ile bir hiperbolik lightlike silindirin bir dilimidir,
(4)

4) n,(I), H*(—1) de bir horocycle m bir alt kiimesidir (Ito ve Izumiya 2016).

Ispat. (A) (D7(s)) = 6. (s)Tg(s) oldugundan (1) ve (2) sartlar1 denktir. (3)
sartinin saglandigini varsayalim. O halde bir v € H?(—1) sabit vektorii vardir dyle

ki

(g(5),v) = 0.
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Boylece tyle A,y € R vardir ki
v = At(s) + m, (s)
dir. (g(s),v) = 0 oldugundan (g/(s),v) = 0 elde edilir.
(8'(s),v) = (g'(s), At(s) + pmy(s)) = A (g'(s), (5)) + 11 (g'(s),m,(s))
= iy(s) — pry(s) =0

olur. v € H2(—1) oldugundan v = D, (s) elde edilir. Boylece (1) saglanir. Eger (1)

saglanmirsa DY (s) sabit bir v = ]_);F(S) € H?(—1) vektoridiir.

(g(s), v) = (g(5), D} (s)) = 0

oldugundan (3) saglanir. Dahasi yukardaki esitlik g(s) € P(v,0) oldugu an-
lamina gelir. Bu durumda g, P(v,0)N H?(—1) hiperbolik dogrusunun alt kiimesidir.
Boylece (4) saglanir. Tersi igin bir v € H?(—1) vardir 6yle ki

(g(s),v) =0
dir. Boylece dyle A, u € R vardir ki
v = Xt(s) + i (5)

dir.(g(s),v) = 0 ve (g'(s),v) = 0 oldugundan v = I_)TT(S) elde edilir. O halde (1)
saglanir.

(C) (DE(s)) = 0%(s)Tg(s) oldugundan (1) ve (2) sartlart denktir. (3) sartimn
saglandigini varsayalim. O halde (g(s),v) = 1 olacak sekilde bir v € LC* vardir.

a =v —g(s) alinirsa

(o, ) = (v —g(s),v—gls)) = -1

olur. Boylece a € H*(—1) dir. Dahasi

(&(s), @) = (g(s),v—g(s)) =0,

(g(s),a) = (g(s),v—g(s)=0
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elde edilir. Bu a nin g nin bir A;-duali oldugu anlamina gelir. (A) durumuna

benzer ¢ikarimlar ile

ve boylece
v =D/ (s) +g(s) =D;(s)
seklinde bulunur. Boylece (1) saglanir. Tersine eger (1) saglaniyorsa o halde
v = DE(s) icin (g(s),v) = 1 elde edilir. Boylece (3) saglamir. Eger (1) saglaniyorsa
bu durumda

(8(5),Dy(s)) =1

olur ve boylece g nin goriintiisii bir de Sitter horocycle 1n bir alt kiimesidir. Tersi
icin varsayalim ki (4) saglansin. O halde bir v € LC* vardir oyle ki (g(s),v) = —1
dir. Bu durumda 6yle A\, u € R vardir ki

v = Mt(s) + pn,(s)
dir. (g(s),v) = —1 oldugundan (g'(s),v) = 0 dir. O halde

(g'(s),v) = (8(5), Ab(s) + pmy(5)) = A(g'(s), 6(5)) + 11 (& (s), 1y (5))

= —Aky(s) — puty(s) =0

elde edilir ve buradan v = DL (s) olur. Béylece (1) saglanir.
Diger durumlar (A) ve (C) durumlarina benzer sekilde ispatlanabilir (Ito ve Izumiya

2016). =m
5.6 Ornekler

Bu boliimde baz1 ornekler ele alinacaktr.

Ornek 5.1 (Spacelike Diizlemler) M = RZ = {x = (¢, 21, 23) € R} | zy = 0}

olsun. « : I — R2 egrisi Oklid diizleminde bir egri olarak diisiiniilebilir. Bu durumda



dir. n/, = ej = 0 oldugundan k,(s) = 74(s) = 0 elde edilir. Boylece bir Oklid

diizlem egrisi olarak v nmin egriligi

iken

seklinde yazilir. Bu durumda Lorenziyen Darboux gostergeleri

D] (s) = Tn,(s) = Teo

Dy(s) = Fn,(s)+t(s) = Feo + t(s)
Dl(s) = n,(s) = Feo

Dy (s) = Fn,(s)+g(s) = Feo +8(s)
DJ(s) = Tals)

D (s) = TFg(s)+eo

seklindedir. Burada D?(s) ve D¥(s) iyi tanimli degildir. Boylece DS, DX ve D
bir Oklid diizlem egrisi olan egrinin olagan Gauss doniisiimiine karsilik gelmektedir.

Dahas1

0,(s) = 0,

05(s) = Frgls) = Frls),
67(s) = 0,

0r(s) = TFrgls) = Frls),
55(s) = 05(s) = ryls) = K(s)

elde edilir (Ito ve Izumiya 2016).

Ornek 5.2 (Hiperbolik Diizlem) M = H?(—1) olsun. Birim hizh



alimabilir. Boylece {t,~,g} Lorenziyen Sabban catisi elde edilir. Bu durumda
kn(s) = 1 ve 74(s) = 0 dir. Boylelikle Lorenziyen Sabban gatisinin Frenet-Serret

formiilleri agagidaki gibi yazilir:

g'(s) = —ry(s)t(s).

Bu durumda Lorenziyen Darboux gostergeleri

DI(s) = F(s),
Di(s) = F(s)+8(s),
Dj(s) = Tals),
DJ(s) = ~(s) Fgls)

5T (s) —#2‘9)_1,%(8)%1

63(s) = %,59(3)2<1

5h(s) = —ng’)f) by Jrg(5)2 — 1, my(5)2 > 1
b (s) = 1,

SE(s) = 1 ry(s),

05(s) = Fyls),

SE(s) = gls) £ 1

dir (Ito ve Izumiya 2016).
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Ornek 5.3 (Spacelike Acilabilir Yiizeyler) Bir X(z,y) = (V22 + 1, z, y) space-
like embedding ve M = X(R?) olsun.

X, = , 1,0
( = )
Xy = (07071)
oldugundan
x
X A X 1, - ,0
ve
1
||Xz/\XyH:

vz +1

dir. Boylece

n(z,y) = (—vVa2+1,—2,0)

elde edilir. M yiizeyi iizerinde tanimlanan bir egri v(s) = (v/s2+ 1, s, f(s)) olsun.

Bu durumda

Y ]‘7 ' S

L7

dir. Burada s parametresi bir yay uzunlugu parametresidir ancak ve ancak
f'(s)?(s* + 1) = s* dir. Gergekten ||7/(s)|| = 1 olmas i¢in

PP )+

=1
s2+1

(V' (s),7'(s))

dolaysiyla f/(s)%(s® 4+ 1) = s? olmalhdir. Bu sart ile v egrisinin birim teget vektorii

dir. Bu durumda

ve

ve




olarak hesaplanir. Boylece

) = (€900 = HOELEEED
als) = — (W) m(s) =~
rs) = —(g)m() - L
olur. Bu durumda
" f/(S) _ f”(s)s(sz + 1) 1
(’ign”/ + Kng)(s) = (_f (s), (s + 1)3/2 T (s + 1)3/2)
(Tgt — Kgny)(s) = (ZSfI(S) tzfj_(j) Gl 1)7
F(8)(s*+1) +s°f'(s) + f(s)s(s* +1)  f'(s)? )
(s +1)%2 Vet 1
Dahasi

i (a1

dir. Eger 2f(s)(s* +1) + 1 # 0 ise

FERET D1 _VFEFT_ 1
V)2 +74(s)? :\/ (2412 2241 Js2r1

oldugundan D?(s) = (0,0,1) ve DZ(s) = (—/s2 + 1, —s, 1) dir.
X(z,y) = (W2 +1,2,0) + y(0,0,1) yiizeyi (0,0, 1) dogrultulu bir silindirdir ve bir
silindir agilabilir bir yiizeydir. Bunun i¢in simdi R3 de genel spacelike agilabilir

yiizeyler goz oniine alinacaktir. Bir agilabilir M yiizeyi

Flag)(t,u) = a(t) + uc(t)

bigiminde parametrelendirilmis bir regle yiizeydir. Burada a(t) diizgiin egrisine baz
egri ve ¢(t) birim hizh diizgiin egrisine ise dogrultu egrisi ad1 verilir. Tanim ile

OF(ac)
ot

(10) = a(1) + 1), 222 (1,u) = (1)

oldugundan bir regiiler (¢, u) noktasinda birim pseudo-normal vektor

n(t,u) = 7((8+ué) A C)(tw) = (B AC) +ulé A )t u)
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dir. Burada

OFae) OFa
I(t,u) = H a(t YN 8(uC) H (t,w).

Eger her (¢,u) i¢in n(¢,u), a(t) ye ortogonal ise F{a¢) yiizeyine bir agilabilir yiizey
denir. Bu sart det(a(t), {(t), C(t)) = 0 sart1 ile denktir. Dahasi n(t,u) timelike ise
Fla,e) bir spacelike agilabilir yiizey olarak tammlamr. Bir spacelike agilabilir yiizey
icin ¢(¢) nin bir spacelike vektordiir. Simdi M yiizeyi iizerinde s yay uzunlugu

parametresi ile parametrelendirilmis v egrisi

7(s) = a(t(s)) + u(t(s))

olsun. ~ boyunca birim normal vektér I(s) = ||0Fac)/0t A OF(ac)/0t|| (t(s), u(s))

iken
n, = 3((a-+ud) A C) = T((BAC) +ul A Q)
dir. Ayrica
t = o =u¢+H(E+ul),
g = tAn, = 1({@+ud)A¢AY
= ((avud ey e (€ 1) (A ud).
Dahasi

~

n, = G) (AAC)+ullACQ))

+%((t’éi AC+an'C+uENE) +uCAE+ENTE)

t . ] 1 /. Hu . AN
= 7(a/\c+a/\<)+(7) a/\C+TC/\C+(7) CAC

elde edilir. Boylece

m(s) = det (a(t(s)) + u(t(s)), &(t(5)) + ul(t(s)), C(t()))

iken



dir. (sn(5), 7,(5)) # (0,0) oldugundan m(s) £ 0 ve #(s) # 0 dir. Buradan
rt g = o (G0 0+ ud)) + (Al 6) ¢ - (€ 1) (8t ud)))
- iT<dC+ﬂ@+u@J>C
= M=

oldugundan (7,t—x,8)(s), {(t(s)) dogrultu egrisine paraleldir (Ito ve Izumiya 2016).

Onerme 5.3 M yiizeyi Fia¢)(t,u) = a(t) +u((t) seklinde parametrelendirilmis bir
spacelike agilabilir yiizey olsun. M yiizeyi {izerinde v(s) = a(t(s)) + uC(t(s)) egrisi
boyunca pseudo-kiiresel oskiilator spacelike Darboux gostergesi DY (s) = 4 ((s))
dir. Ayrica v boyunca pseudo-kiiresel oskiilator lightlike Darboux gostergesi

_ 1 _ .

Di(s) = jr5 (£C(0) + 4 A L) +uls) (St A €16 )

(Ito ve Izumiya 2016).

Ornek 5.4 (Bir Fonksiyonun Grafigi Uzerindeki Egriler) Sato (2012) tarafin-

dan verilen 6rneklere benzer bir 6rnek ele alinacaktir. Bir X(u,v) = (f(u,v),u,v)

yiizeyi
. of _of B
ile parametrelendirilmis olsun. Burada
_of _of _0X _0X
Ju= 0’ Jo= o’ Xy = u (fus1,0) ve X, = T (f0,0,1)

olarak gosterilecektir. X bir spacelike embedding oldugundan

X = —f2+1>0
IXo]| = —f2+1>0
IXu AX,| = V=14 f2+ 2]

dir. =1+ f2+ f2 < 0ile p = X(w) = X(u,v) iken birim timelike normal vektor

alani
X AXw) 1
Il(p) - ||Xu(w)/\Xv<w)H - /—1_fu2_f3(1>fuafv>
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seklindedir. Simdi f(u,v) diizgiin bir fonksiyon olmak iizere

V(u) = X(u,0) = (f(u,0),u,0)

egrisi goz Oniine alinsin. Burada

dy _ . _
% =7, fu= fu(u, 0) ve fv(uv 0)

ile gosterilecektir. 4(u) = (fu,1,0) oldugundan birim teget vektor alam

ve iki birim normal vektor alam
1

S e ey
(w) = 1 (
Yy R N
seklindedir. O halde s yay uzunlugu parametresi iken
dt _f vf U
ko(u) = (—(u),glu) ) = = =
) = (G800 TEEHIE EaE

o Jde fun
) = (G0 m00) (- -2 f2)

olarak hesaplanir. Ayrica

(17 f’LL’ fU)7
fvanfva 1 - ff)

d
nw = (g0, 520)
1
(1 — fg)(l _ fg _ fg)Q{fgf”u - fifgfvu + fufvfuu
+fuufuf3 - foUfuu - f'uu + 2fvuf3 - fqu:f}

Simdi
_ 2 2 3 2 2 3
f(u, U) = AU~ + 11UV + QgaV” + A30U° + Q21U V + A12UVT + Qg3

6zel durumu g6z oniine alinsin. Bu durumda

fvu(070) = aii, fvuu(an) = 2as;, fuu(oao) = 2axo, fuuu(ov()) = baszg

elde edilir. O halde

kg(0) = 0, ky(0) = —2a11a90, Kn(0) = ag, k,,(0) = 6asy, 74(0) = —a1; ve

7'/<0) = —a11
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oldugu gosterilebilir. x,(0) = 0 oldugundan 7,(0) = —ay; # 0 iken D? gostergesi 0
a yakin tamimlanabilir. Buna gore DF(0) = Ft(0) olur. Bu durumda §7(0) = —as
ve (07)(0) = 6(asy — 2a11a20as1) dir. Boylece eger ag = 0 ise DS ordinary cusp
C ye lokal olarak diffeomorfiktir. Bu durum igin DI ve DL gostergeleri 0 a yakin
tanimlanamaz ciinkii #x,(0) = 0 dir. Diger pseudo-kiiresel Darboux gostergeleri
icin de ornekler verilebilir. Ancak bunlar oldukca karmasik oldugundan burada yer

verilmemistir (Ito ve Izumiya 2016).
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6. TARTISMA VE SONU(C

Bu tezde 3 boyutlu Oklid uzayimda bir egri iizerinde herhangi bir ortonormal cat:
alinmig ve bu cati igin 3-tip rotation minimizing ¢at1 tanimlanarak bu ¢atilarin kiire-
sel Darboux gosterge egrileri elde edilmistir. Ayrica bu kiiresel gosterge egrilerinin
singiiler noktalar1 karakterize edilmistir. Boylece bir egri iizerindeki herhangi bir
ortonormal cati icin genel sonuclar elde edilmigtir. Bu genel sonuglar bir egrinin
kiiresel Darboux gosterge egrileri ile alakal yapilacak ¢aligmalarda kullanigh olacak-
tir.

Minkowski 3-uzayinda spacelike bir yiizey egrisinin pseudo-kiiresel Lorenziyen Dar-
boux gosterge egrilerinin singiiler noktalarinin bulunmasinda, egrinin Legendrian
dual egrisinden faydalanilmigtir. Bunun igin gosterge egrilerinin invaryantlar: elde
edilmistir. Buna gore invaryantlarinin sifir oldugu durumda pseudo-kiiresel gosterge
egrileri ordinary cusp singiilerligine sahiptir. Bir yiizey egrisi alinarak elde edilen
durumlarin simniflandirilmas: bu alanda ileride yapilacak olan c¢alismalar acisindan
oldukga 6nemlidir. Ayrica timelike bir yiizey iizerindeki egriler igin pseudo-kiiresel

Darboux gostergeleri tanimlanabilir ve singiiler noktalar1 karakterize edilebilir.

Kiiresel Darboux gosterge egrileri ile ilgili elde edilen genel sonuclar ve Lorentz-
Minkowski uzayinda singiilerite konusunu ele almasi bakimindan bu konuda c¢aligma

yapanlar icin bu tez yararh bir kaynak olacaktir.
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