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Birinci bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde kategori ve funktor kavramlar¬ele al¬nm¬̧s, ve bu kavramlara ili̧skin tan¬m,
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This thesis consists of seven chapters.

The �rst chapter is dedicated to introduction.

In the second chapter, the concepts of category and functor are emphasized, and de�ni-
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In the third chapter, fuzzy sets and some properties are examined.

In the fourth chapter, the fundamental group of a fuzzy topological space has been formed.
The existence of a functor on the category of fuzzy fundamental groups and group homo-
morphisms has been examined from the category of fuzzy pointed topological spaces and
fuzzy continuous functions.

In the �fth chapter, fuzzy lifting theorem is given on this sheaf by forming a sheaf of fuzzy
fundamental groups on fuzzy path connected topological spaces.

In the sixth chapter, fuzzy normed linear spaces are examined. Functorial transitions
between the categories found by going out of these spaces are discussed.

In the seventh chapter, a general evaluation is made.
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

C Kategori
ob(C) C kategorisinin objeleri kümesi
[A;B]C C kategorisindeki f : A! B mor�zmler
MorC := [

(A;B)2ob(C)�ob(C)
[A;B]C C kategorisinin mor�zmleri kümesi

Set Kümeler kategorisi
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IX X den I ya tan¬mlanan bütün fonksiyonlar¬n kümesi
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�A A üzerinde indirgenmi̧s fuzzy topoloji
�1 Fuzzy esas grup funktoru
� Sürekli t-norm
k:k Norm
N Fuzzy norm
fA A fuzzy kümesinin üyelik fonksiyonu

(X; p�) Kapal¬fuzzy e¼grilerin kümesi
�1(X; p�) Fuzzy e¼grilerin homotopi s¬n¬�ar¬n¬n kümesi
(X; p�) Fuzzy noktal¬topolojik uzay
(H; ) Esas gruplar¬n fuzzy demeti
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1. G·IR·IŞ

Bir kategori birbirileriyle ili̧skili matematiksel nesneler s¬n¬f¬n¬n (örne¼gin gruplar¬n)

özünü yakalamaya çal¬̧s¬r. Geleneksel olarak yap¬ld¬¼g¬gibi tekil nesneler (gruplar)

üzerine yo¼gunlaşmak yerine, bu nesneler aras¬ndaki yap¬muhafaza edici gönderimler

(yani mor�zimler) üzerine yo¼gunlaş¬r. Gruplar örne¼ginde bu gönderimler grup homo-

mor�zmleridir. Bu şekilde farkl¬kategorileri funktorlar arac¬l¬¼g¬yla ili̧skilendirmek

mümkündür. Funktorlar, bir kategorinin her nesnesini di¼ger kategorinin bir nesne-

siyle ve bir kategorideki mor�zmi di¼gerindeki bir mor�zmle ili̧skilendiren fonksiyon-

lar¬n bir genelleştirmesidir. Genellikle topolojik uzay¬n temel grubunu; yani X bir

topolojik uzay ve x0 2 X olmak üzere x0 noktas¬ndaki tüm kapal¬e¼grilerin homotopi

s¬n¬�ar¬n¬n kümesi �(X; x0) grubunu, oluşturan "do¼gal yap¬lar" funktorlar şeklinde

ifade edilir. Bunun ötesinde, bu tip yap¬lar "do¼gal bir ba¼g¬nt¬ya" sahiptir ve bir

funktoru di¼gerine ili̧skilendirme yolu olan do¼gal transformasyon konseptine olanak

tan¬r.

Kategoriler, funktorlar ve do¼gal transformasyonlar Samuel Eilenberg ve Saunders

MacLane taraf¬ndan 1945 y¬l¬nda ortaya at¬lm¬̧st¬r. Başlang¬çta bu kavramlar, topolo-

jide, özellikle cebirsel topolojide, geometrik ve sezgisel bir kavram olan homoloji-

den aksiyomatik bir yaklaş¬m olan homoloji teorisine geçi̧ste önemli bir rol oynar.

Başkalar¬n¬n yan¬s¬ra Ulam taraf¬ndan (ya da kendisine atfen), benzer düşüncelerin

1930�lar¬n sonunda Polonya okulunda ortaya ç¬kt¬¼g¬iddia edilmi̧stir. Eilenberg/MacLane,

kendi ifadelerine göre, bu kuram¬geli̧stirirken do¼gal transformasyonlar¬anlama çabas¬n-

dayd¬lar. Bunu yapabilmek için funktorlar tan¬mlamak, funktorlar¬tan¬mlamak için

ise kategoriler tan¬mlamak gerekiyordu. Günümüzde bu kuram, matemati¼gin tüm

alanlar¬nda uygulanmaktad¬r. Burada inceleyece¼gimiz k¬s¬m fuzzy teori ile ilgilidir.

Günlük hayatta rastgele kulland¬¼g¬m¬z birçok terim genellikle bulan¬k bir yap¬ya

sahiptir. Bir şeyi tan¬mlarken, bir olay¬aç¬klarken, komut verirken ve daha birçok

durumda kulland¬¼g¬m¬z sözel veya say¬sal ifadeler bulan¬kl¬k içerir. Bu terimlere

örnek olarak , yaşl¬, genç, uzun, k¬sa, s¬cak, so¼guk, ¬l¬k gibi daha pek çok sözel

terim gösterilebilir. Bizler bir olay¬ anlat¬p, bir durum kaŗs¬s¬nda karar verirken
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bu tür kesinlik ifade etmeyen terimler kullan¬r¬z. Ki̧sinin yaş durumuna göre onun

yaşl¬, orta yaşl¬, genç, çok yaşl¬ veya çok genç oldu¼gunu söyleriz. Bütün bunlar

insan beyninin belirsiz ve kesinlik içermeyen durumlarda nas¬l davrand¬¼g¬na ve olay-

lar¬nas¬l de¼gerlendirip, tan¬mlay¬p, komut verdi¼gine dair birer örnektir. Bulan¬k

mant¬¼g¬n ve bu mant¬k kurallar¬n¬kullanan bulan¬k küme teorisinin Lot�A. Zadeh

taraf¬ndan geli̧stirilip 1965 tarihli orijinal makalesinde yay¬nlanmas¬ndan sonra be-

lirsizlik içeren sistemlerin incelenmesi yeni bir boyut kazanm¬̧st¬r. Zadeh�e göre

gerçek dünyada bir kümenin elemanlar¬aras¬ndaki ili̧skiler kesin olarak tan¬mlana-

mamaktad¬r. 1965 y¬l¬na kadar matematikte incelenen konular¬n önceden belirlenen

kurallara kesin olarak uyup uymad¬g¬araşt¬r¬lm¬̧s, bu incelemelerde her zaman bir

kesinlik aranm¬̧st¬r. Aristo mant¬¼g¬üzerinde temellenen klasik küme teorisi, verilen

bir alana ait tüm bireyleri incelenen özelli¼ge göre ikiye ay¬r¬r. Bu teoriye göre bir ön-

erme belirlenen kurallara uyuyorsa do¼gru, uymuyorsa yanl¬̧st¬r. Ancak yaşad¬¼g¬m¬z

dünyada bir çok olay vard¬r ki kesin olarak do¼gru ya da yanl¬̧s oldu¼gunu ifade et-

mek zordur. Bu sebeple klasik küme teorisi uygulamada esnek olmamaktad¬r. Bu

problem, klasik mant¬¼g¬n kabulü olan var-yok çiftinin ara de¼gerlerini tan¬mlamakla

giderilebilir. Fuzzy küme bu karmaş¬kl¬¼g¬azaltmak için do¼gru ile yanl¬̧s¬birbirinden

ay¬ran kesinli¼gi ortadan kald¬rmaktad¬r.

Fuzzy küme teorisi, klasik küme teorisine alternatif olarak ortaya at¬lm¬̧st¬r. Zadeh�e

göre gerçek dünyada bir kümenin elemanlar¬aras¬ndaki ili̧skiler kesin olarak tan¬m-

lanamamaktad¬r, çünkü herhangi bir eleman¬n kümeye ait olmas¬durumu 1 ve ait

olmamas¬durumu ise 0 de¼geriyle belirtilmektedir. Zadeh, bu fonksiyonu, eleman-

lar¬n kümeye ait olabilme durumuyla orant¬l¬ olarak geni̧sletmi̧s, de¼ger kümesini

[0; 1] kapal¬aral¬¼g¬olarak alm¬̧s ve elemanlar¬n kümeye ait olma derecelerini bu ka-

pal¬aral¬¼ga yerleştirmi̧stir. Böylece elemanlar ald¬klar¬üyelik dereceleriyle kümeye

ait olurlar. Bir eleman¬n üyelik derecesinin 1�e daha yak¬n olmas¬kümeye daha fazla

ait olmas¬anlam¬na gelir. Bu şekilde geni̧sletilmi̧s fonksiyon ile karakterize edilen

kümeye fuzzy küme denmi̧stir. Tam üye olma ve üye olmama durumu fuzzy kümede

s¬ras¬yla 1 ve 0 de¼gerleriyle kaŗs¬lan¬r. Bu yüzden klasik küme kavram¬fuzzy küme

kavram¬n¬n bu iki de¼gere k¬s¬tlanm¬̧s özel bir şekli olarak görülebilir.
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Bu tezde ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r. ·Ikinci bölümde kategori ve funktor

kavramlar¬ üzerinde durulmuş, ve bu kavramlara ili̧skin tan¬m, teorem ve örnek-

lere yer verilmi̧stir. Üçüncü bölümde fuzzy kümeler ve baz¬ özellikleri incelen-

mi̧stir. Dördüncü bölümde bir fuzzy topolojik uzay¬n esas grubu oluşturularak, nes-

neleri fuzzy noktal¬topolojik uzaylar ve mor�zmleri fuzzy sürekli fonksiyonlar olan

kategoriden, nesneleri fuzzy esas gruplar ve mor�zmleri grup homomor�zmleri olan

kategoriye bir funktorun varl¬¼g¬incelenmi̧stir. Beşinci bölümde fuzzy e¼grisel irtibatl¬

topolojik uzaylar üzerinde fuzzy esas gruplar¬n demeti oluşturularak bu demet üz-

erinde fuzzy yükseltme teoremi tezde orjinal bir çal¬̧sma olarak verilmi̧stir. Alt¬nc¬

bölümde ise fuzzy nomlu lineer uzaylar öncelikle incelenmi̧stir. Bu uzaylardan yola

ç¬karak bulunan kategoriler aras¬nda yeni funktoryal geçi̧sler elde edilmi̧stir.

3



2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR

1940 lardan sonra Samuel Eilenberg ve Saunders Mac Lane taraf¬ndan temelleri

at¬lan ve k¬sa sürede matemati¼gin di¼ger birçok dal¬nda kullan¬m alan¬bulan kategori

teorisi, ayn¬tip objeler ve bunlar aras¬ndaki dönüşümlerle ilgilidir.

Biraz daha ayr¬nt¬l¬olarak, cümleler aras¬ndaki fonksiyonlar¬n bileşkesinin birleşme

özelli¼gine sahip oldu¼gunu ve her bir cümle için bir birim fonksiyonu bulundu¼gunu

biliyoruz. Burada daha genel olarak cümleler yerine objeler ve fonksiyonlar yerine

mor�zmler al¬nd¬¼g¬nda kategori kavram¬elde edilmi̧s olur.

Önce kategori ve funktorlar¬n en genel tan¬mlar¬n¬verelim.

2.1 Kategorik Kavramlar

Her matematiksel disiplin için, öncelikle objeler ve sonras¬nda o objeleri tarif ede-

bilmek için uygun dönüşümler tan¬mlar¬z. Bu yap¬"kategori kavram" ile aç¬klan¬r.

Tan¬m 2.1 Bir C kategorisi şu şekilde oluşmaktad¬r:

1- Objelerin bir s¬n¬f¬ob(C),

2- Objelerin her (A;B) çifti için ikili ayr¬k kümelerinin s¬n¬f¬[A;B]C ; ( [A;B]C nin

üyelerine A dan B ye mor�zmler denir.)

3- Mor�zmlerin bir kompozisyonu, yani; objelerin her (A;B;C) üçlüsü için

[A;B]C � [B;C]C ! [A;C]C

(f; g) ! g � f

dönüşümü vard¬r.

Bu dönüşüm aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼glar.

cat1) (birleşme özelli¼gi)

E¼ger f 2 [A;B]C ; g 2 [B;C]C ve h 2 [C;D]C ise h � (g � f) = (h � g) � f dir.

cat2) (Birim eleman özelli¼gi)

Her A 2 ob(C) için B;C 2 ob(C); f 2 [A;B]C ve g 2 [C;A]C olmak üzere f �1A = f

ve 1A � g = g olacak biçimde 1A 2 [A;A]C birimi (mor�zmi) vard¬r (Preuss 1988).
4



Burada mor�zmler fonksiyonlar ve mor�zlerin bileşkesi ise fonksiyonlar¬n bileşkesi

gibi yaz¬lmas¬na ra¼gmen bir kategorideki mor�zmlerin her zaman bir fonksiyon ol-

mad¬¼g¬na dikkat edelim.

Uyar¬2.1 1- f 2 [A;B]C yerine f : A ! B veya A
f! B yazar¬z. A ya f nin

tan¬m kümesi, B ye de¼ger kümesi denir.

2- a) 1A birimi A taraf¬ndan tek olarak üretilir. Çünkü; e¼ger verilen özellikleri

sa¼glayan bir 1�A mor�zmi varsa cat2) den 1
�
A = 1A � 1�A = 1A elde edilir. Bu da 1A

n¬n tek oldu¼gunu gösterir. Bu nedenle 1A ya A n¬n birim mor�zmi ad¬verilir.

b) E¼ger A 6= A0 olacak şekilde A;A0 2 C ise, 1A 6= 1A0 dür. Çünkü

[A;A]C \ [A0; A0]C = ; dir.

3- C nin bütün mor�zmlerinin s¬n¬f¬

MorC = [
(A;B)2ob(C)�ob(C)

[A;B]C

ile gösterilir. Elemanlar¬na C-mor�zmler denir.

Örnek 2.1 1- Kümeler ve dönüşümlerin kategorisi Set ile gösterilir. ob(Set) bütün

kümelerin s¬n¬f¬, ve 8A;B 2 ob(Set) için [A;B]Set A dan B ye dönüşümlerin küme-

sidir. Mor�zmlerin bileşkesi dönüşümlerin bilinen bileşkesidir.

2- R-modüller ve R-lineer dönüşümlerin kategorisi ModR ile gösterilir. ob(ModR)

bütün R-modüllerin s¬n¬f¬ ve Mor ModR bütün R-lineer dönüşümlerin s¬n¬f¬d¬r.

Mor�zmlerin bileşkesi ise dönüşümlerin bilinen bileşkesidir.

3- Topolojik uzaylar ve sürekli dönüşümlerin kategorisi Top ile gösterilir.

Bu kategorinin objeleri topolojik uzaylar, mor�zmleri topolojik uzaylar aras¬ndaki

sürekli fonksiyonlar ve bileşke i̧slemi ise fonksiyonlar¬n bilinen bileşkesidir. Sürekli

fonksiyonlar¬n bileşkeleri de sürekli oldu¼gundan böyle bir bileşke i̧slemi tan¬ml¬d¬r.

4- Objeri gruplar, mor�zmleri grup homomor�zmleri ve bileşke i̧slemi ise grup ho-

momor�zmlerinin bileşkesi olarak al¬nd¬¼g¬nda bir kategori elde edilir. Bu kategori

Grup ile gösterilir.

5- Objeri halkalar, mor�zmleri halka homomor�zmleri ve bileşke i̧slem ise halka

homomor�zmlerinin bileşkesi olarak al¬nd¬¼g¬nda bir kategori elde edilir. Bu kategori

Ring ile gösterilir.
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6- Objeri topolojik gruplar, mor�zmleri sürekli grup homomor�zmleri ve bileşke

i̧slem ise sürekli grup homomor�zmlerinin bileşkesi olarak al¬nd¬¼g¬nda bir di¼ger

kategori elde edilir. Bu kategori TopGrup ile gösterilir.

7- Bir F cismi üzerindeki vektör uzaylar¬n V ektF kategorisi elde edilebilir. Bu

kategorinin objeleri vektör uzaylar¬ ve mor�zmleri ise vektör uzaylar¬ aras¬ndaki

lineer dönüşümlerdir.

Tan¬m 2.2 C bir kategori olsun. C� dual kategorisi aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬r:

(1) ob(C�) = ob(C)

(2) 8A;B 2 ob(C) için [A;B]C� = [B;A]C olmak üzere f 2 [B;A]C ise f � 2 [A;B]C�

(3) C� daki � � � kompozisyonu, C deki � � � kompozisyonu ile tan¬ml¬d¬r.

Uyar¬2.2 (C�)� = C d¬r.

Tan¬m 2.3 C ve S iki kategori olmak üzere;

i) ob(S) � ob(C)

ii) 8A;B 2 ob(S) için [A;B]S � [A;B]C
iii) S kategorisindeki mor�zmlerin k¬smi bileşke i̧slemi, C kategorisindeki mor�zm-

lerin k¬smi bileşke i̧slemi ile ayn¬d¬r

iv) 8 A 2 ob(S) için S deki 1A birim mor�zmi, C deki birim mor�zm ile ayn¬d¬r

şartlar¬sa¼glan¬yor ise, S kategorisine C kategorisinin bir alt kategorisi denir.

Tan¬m 2.4 S kategorisi C kategorisinin bir alt kategorisi olsun. E¼ger 8A;B 2 ob(S)

obje çifti için [A;B]S = [A;B]C ise S kategorisine dolu alt kategori, ob(S) = ob(C)

ise S ye geni̧s alt kategori denir.

Örnek 2.2 1) Her kategori kendisinin dolu bir alt kategorisidir.

2) Sonlu olan cümlelerin kategorisi Set kategorisinin dolu bir alt kategorisidir.

3) Abel gruplar¬n kategorisi, Grup kategorisinin dolu bir alt kategorisidir.

4) Ring
1
birimli halkalar¬n kategorisi, Ring kategorisinin dolu bir alt kategorisidir.
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Tan¬m 2.5 Bir C kategorisinde bir f : A! B mor�zmi verilsin. E¼ger f mor�zmi

sa¼gdan sadeleşme özelli¼gine sahip ise yani g � f = h � f olacak şekilde g ve h

mor�zmleri için g = h oluyorsa, f mor�zmine bir epimor�zm denir.

Tan¬m 2.6 Bir C kategorisinde bir f : A! B mor�zmi verilsin. E¼ger f mor�zmi

soldan sadeleşme özelli¼gine sahip ise yani f�g = f�h olacak şekilde g ve hmor�zmleri

için g = h oluyorsa, f mor�zmine bir monomor�zm denir.

Tan¬m 2.7 Monomor�zm ve epimor�zm olan mor�zme bimor�zm denir.

Tan¬m 2.8 C bir kategori ve f : A! B de bu kategoride bir mor�zm olsun. E¼ger

g � f = 1A olacak şekilde bir g : B ! A varsa f ye bir kesit denir.

Önerme 2.1 Bir C kategorisinde kesit olan bir mor�zm monomor�zmdir.

·Ispat. f : A ! B mor�zmi bir kesit ise g � f = 1A olacak şekilde bir g : B ! A

mor�zmi vard¬r. Şimdi f � h = f � k olsun. Buradan

g � (f � h) = g � (f � k)) (g � f) � h = (g � f) � k ) h = k

d¬r. O halde f : A ! B mor�zmi soldan sadeleştirmeli, yani bir monomor�zmdir.

Tan¬m 2.9 C bir kategori ve f : A! B de bu kategoride bir mor�zm olsun. E¼ger

f � g = 1B olacak şekilde bir g : B ! A varsa f ye bir dual kesit denir.

Önerme 2.2 Bir C kategorisinde dual kesit olan bir mor�zm epimor�zmdir.
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·Ispat. f : A! B mor�zmi bir dual kesit ise f �g = 1B olacak şekilde bir g : B ! A

mor�zmi vard¬r. Şimdi h � f = k � f olsun. Buradan

(h � f) � g = (k � f) � g ) h � (f � g) = k � (f � g)) h = k

O halde f : A! B mor�zmi bir epimor�zmdir.

Tan¬m 2.10 C bir kategori ve (A;B) 2 ob(C)� ob(C) olacak biçimde f 2 [A;B]C
olsun. E¼ger g � f = 1A ve f � g = 1B olacak biçimde g 2 [B;A]C varsa, f e bir

izomor�zm denir. Bir başka deyi̧sle kesit ve dual kesit olan bir mor�zme izomor�zm

denir. E¼ger f 2 [A;B]C bir izomor�zm ise bu durumda A ve B ye izomor�ktirler

denir ve A �= B ile gösterilir (Preuss 1988).

Uyar¬2.3 1- Yukar¬da geçen g, f taraf¬ndan tek türlü üretilir (E¼ger g0 � f = 1A ve

f � g0 = 1B olacak biçimde g0 2 [B;A]C ise, g = g � 1B = g � (f � g0) = (g � f) � g0 =

1A � g0 = g0 dür) ve f�1 ile gösterilir.

2- Top kategorisindeki bir izomor�zm bir homeomor�zm oldu¼gunda, Set kategorisinde

bir izomor�zm bijektif (1-1, örten) bir dönüşümdür.

3- Bütün C kategorileri için, 1X : X ! X birimi 8X 2 ob(C) için bir izomor�zmdir.

E¼ger f : X ! Y; C de bir izomor�zm ise, f�1 : Y ! X de C de bir izomor�zmdir.

Ek olarak, C deki iki izomor�zmin kompozisyonu da yine bir izomor�zmdir. Böylece

�=� ob(C)� ob(C); ob(C) de bir denklik (eşde¼gerlik) ba¼g¬nt¬s¬d¬r, denklik s¬n¬�ar¬na

izomor�zm s¬n¬�ar¬denir (Preuss 1988).
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2.2 Funktorlar ve Özellikleri

Bu bölümde kategorileri bir yap¬sal s¬n¬f olarak ele al¬p, bunlar aras¬nda �yap¬ko-

ruyan fonksiyonlar¬(funktorlar¬)�tan¬mlayaca¼g¬z. Daha sonra da funktorlar¬n baz¬

özelliklerini verece¼giz.

Tan¬m 2.11 C ve D birer kategori olmak üzere, C nin her bir A objesini D

nin bir F (A) objesine, C nin her bir f : A ! B mor�zmini ise D deki bir

F (f) : F (A) ! F (B) mor�zmine dönüştüren ve aşa¼g¬daki koşullar¬ sa¼glayan bir

F dönüşümüne C den D ye bir funktor veya kovaryant funktor denir. F : C ! D

ile gösterilir.

F1) 8A 2 ob(C) için F (1A) = 1F (A) d¬r.

F2) f; g 2MorC olmak üzere f � g de C de tan¬ml¬ise F (f � g) = F (f) � F (g) dir

(Mucuk 2010).

Tan¬m 2.12 C ve D birer kategori olmak üzere, C nin her bir A objesini D

nin bir F (A) objesine, C nin her bir f : A ! B mor�zmini ise D deki bir

F (f) : F (B) ! F (A) mor�zmine dönüştüren ve aşa¼g¬daki koşullar¬ sa¼glayan bir

F dönüşümüne C den D ye bir kontravaryant funktor denir.

F0
1) 8A 2 ob(C) için F (1A) = 1F (A) d¬r.

F0
2) f; g 2MorC olmak üzere f � g de C de tan¬ml¬ise F (f � g) = F (g) � F (f) dir

(Mucuk 2010).

Örnek 2.3 1- I : C ! C birim funktoru objeleri ve mor�zmleri aynen kendilerine

resmeden kovaryant funktordur.

2- Sabit Funktorlar: C ve D herhangi kategoriler ve X 2 ob(D) olsun. Herhangi

A 2 ob(C) ve f 2 MorC için, F (A) = X ve F (f) = 1X olmak üzere F : C ! D

kovaryant ve kontravaryant funktordur.

3- Unutkan (alttayatan-underlying) Funktorlar: C objeleri (X; �) biçiminde topolo-

jik uzaylar ve mor�zmleri f : (X; �) ! (Y; �
0
) biçiminde sürekli fonksiyonlar olan
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bir topolojik kategori, Set kümeler ve dönüşümlerin kategorisi ve F : C ! Set;

F ((X; �)) = X ve F (f) = f olsun. Bu bir kovaryant funktordur.

Benzer olarak

F : Grup! Set

F : TopGrup! Grup

F : TopGrup! Top

F : Ring ! Abel

gibi unutkan funktorlar tan¬mlanabilir.

4- F : C ! C�, F (X) = X ve F (f) = f � ile tan¬ml¬ dualleştiren funktor bir

kontravaryant funktordur.

Tan¬m 2.13 C ve D birer kategori, F : C ! D bir funktor olsun.

1) E¼ger 8A;B 2 ob(C) ve 8f; g 2 [A;B]C 3 f; g : A ! B için F (A) = F (B)

oldu¼gunda A = B ve F (f) = F (g) oldu¼gunda f = g ise F birebir bir funktordur

denir.

2) E¼ger,

a) 8A0 2 ob(D) için öyle bir A 2 ob(C) vard¬r ki A0
= F (A),

b) 8A;B 2 ob(C) ve 8f 0 2 MorD 3 f
0
: F (A) ! F (B) mor�zmi içn öyle bir

f 2 MorC 3 f : A ! B var oldu¼gunda f
0
= F (f) oluyorsa, F : C ! D örten bir

funktordur denir.

3) E¼ger F : C ! D birebir ve örten bir funktor ise F funktoru bir izomor�zmdir ve

C ile D kategorileri izomorftur denir.

Önerme 2.3 C veD birer kategori, F : C ! D bir funktor olsun. E¼ger f 2 [A;B]C
bir izomor�zm ise F (f) 2 [F (A); F (B)]D de bir izomor�zmdir.

·Ispat. E¼ger f 2 [A;B]C bir izomor�zm ise g � f = 1A ve f � g = 1B olacak şekilde

bir g 2 [B;A]C mor�zmi vard¬r. F funktor oldu¼gundan

F (g) � F (f) = F (g � f) = 1F (A)
10



ve

F (f) � F (g) = F (f � g) = 1F (B)

dir. O halde F (f) 2 [F (A); F (B)]D de bir izomor�zmdir.

Örnek 2.4 Top� noktal¬topolojik uzaylar¬n kategorisi olsun. Herbir (X; x) noktal¬

uzay¬n¬ �1(X; x) temel grubuna ve noktal¬ uzaylar aras¬ndaki sürekli bir

f : (X; x)! (Y; y) fonksiyonunu ise

�1(X; x)
�1f�! �1(Y; y)

[�] ! [f(�)]

ile tan¬mlanan bir grup homomor�zmine dönüştüren

�1 : Top� ! Grup

bir funktordur. E¼ger (X; x) ve (Y; y) noktal¬uzaylar¬homeomorf ise �1(X; x) ve

�1(Y; y) gruplar¬da izomorftur.

Örnek 2.5 X bir cümle olmak üzere X üzerinde tan¬ml¬ tüm reel de¼gerli

fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬C(X) olsun. f; g 2 C(X) için

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(f � g)(x) = f(x) � g(x)

ile tan¬mlanan i̧slemlere göre C(X) bir halkad¬r. Buna göre her X cümlesini C(X)

halkas¬na ve her bir f : X ! Y fonksiyonunu ise

C(f) : C(Y ) ! C(X)

g ! gf

şeklinde tan¬mlanan bir halka mor�zmine dönüştüren

C : Set! Ring
1

bir kontravariant funktordur. Benzer olarak

C : Set! Grup

funktoru elde edilebilir.
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Önerme 2.4 F : C ! D ve G : D ! E funktorlar¬verilsin. Her bir A 2 ob(C) için

(GF )(A) = G(F (A)) ve C deki her bir f : A! B mor�zmi için (GF )(f) = G(F (f))

olarak tan¬mlanan funktorlar¬n bileşkesi GF : C ! E de bir funktordur (Mucuk

2010).

Tan¬m 2.14 F : C1 ! C2 bir funktor olsun.

1) 8A;B 2 C1 ve 8f : F (A) ! F (B) için F (g) = f olacak şekilde en az bir

g : A! B dönüşümü varsa F ye dolu (full) funktor denir.

2) 8A;B 2 C1 ve f; g : A ! B dönüşümleri için F (f) = F (g) oldu¼gunda f = g

oluyorsa F ye düzenli (faithful) funktor denir.

Tan¬m 2.15 Bir C kategorisindeki mor�zmlerin bir

A
f! B

� # # �

C
g! D

diyagram¬verilsin. E¼ger başlang¬ç ve biti̧sleri ayn¬olan bileşke mor�zmleri eşit ise

yani

� � f = g � �

ise bu diyagram de¼gi̧smelidir.

Tan¬m 2.16 F : C ! D funktoru ve A;B 2 ob(C) olmak üzere bir f : A ! B

mor�zmi verilsin. E¼ger F (f) : F (A) ! F (B) için sa¼glanan bir özellik f için de

sa¼glan¬rsa, F funktoru bu özelli¼gini yans¬t¬yor denir.

Tan¬m 2.17 F : C ! D funktoru ve A;B 2 ob(C) olmak üzere bir f : A ! B

mor�zmi verilsin. E¼ger f için sa¼glanan bir özellik F (f) : F (A) ! F (B) için de

sa¼glan¬rsa, F funktoru bu özelli¼gini koruyor denir.

12



Teorem 2.1 Düzenli olan bir F : C ! D funktoru monomor�zm, epimor�zm ve

de¼gi̧smeli diyagram olma özelliklerini yans¬t¬r.

·Ispat. F (f) : F (A) ! F (B) bir monomor�zm olsun. F bir funktor oldu¼gundan

e¼ger f �h = f �k ise F (f)�F (h) = F (f)�F (k) d¬r. Burada F (f) bir monomor�zm

oldu¼gundan F (h) = F (k) ve F düzenli oldu¼gundan h = k d¬r.

Epimor�zm olmas¬benzer şekilde ispatlanabilir.

De¼gi̧smeli diyagram özelli¼gi için

F (A)
F (f)! F (B)

F (h) # # F (g)

F (B)
F (k)! F (C)

de¼gi̧smeli diyagram¬göz önüne al¬ns¬n. Buradan

F (g) � F (f) = F (k) � F (h)

F (g � f) = F (k � h)

olup F funktoru düzenli oldu¼gundan

g � f = k � h

elde edilir.

Teorem 2.2 Dolu ve düzenli olan bir F : C ! D funktoru izomor�zm olma özel-

li¼gini yans¬t¬r.

·Ispat. Bir f : A ! B mor�zmi için F (f) : F (A) ! F (B) bir izomor�zm ise

� � F (f) = 1F (A) ve F (f) � � = 1F (B) olacak şekilde bir � : F (B) ! F (A) mor�zmi

vard¬r. Fakat F dolu oldu¼gundan F (g) = � olacak şekilde bir g : B ! A mor�zmi

vard¬r. Buradan

F (g � f) = F (g) � F (f) = 1F (A) = F (1A)

F (f � g) = F (f) � F (g) = 1F (B) = F (1B)

olup F funktoru düzenli oldu¼gundan g � f = 1A ve f � g = 1B d¬r.

O halde f : A! B bir izomor�zmdir.
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Tan¬m 2.18 Bir C kategorisinden D kategorisine tan¬ml¬iki funktor F : C ! D

ve G : C ! D olsun.

(1) � : ob(C) ! MorD aşa¼g¬daki koşullar¬ sa¼glayan bir fonksiyon olmak üzere

(F; �;G) üçlüsüne F den G ye bir do¼gal dönüşüm veya funktor mor�zma denir.

(i) Her A 2 ob(C) için �(A) : F (A) ! G(A) bir C-mor�zmdir. �(A), genellikle �A

şeklinde gösterilir.

(ii) C -mor�zm olan her A
f�! B için,

F (A)
�A! G(A)

F (f) # # G(f)

F (B)
�B! G(B)

diyagram¬de¼gi̧smelidir.

(2) Her A 2 ob(C) için �A bir D izomor�zma ise (F; �;G) do¼gal dönüşümüne do¼gal

izomor�zma denir.

Uyar¬2.4 Bir F : C ! D funktoru için her bir A 2 ob(C) objesini

1F (A) : F (A) ! F (A) birim mor�zmine eşleyerek bir F ! F do¼gal dönüşümü

elde edilir. Bu birim dönüşüm 1F : F ! F olarak yaz¬l¬r.

Örnek 2.6 U : Top ! Set 3 (X; �) ! X unutkan funktor ile D : Set ! Top 3

X ! (X;P (X)) funktoru verilsin. � : UD ! 1Set ve � : DU ! 1Top do¼gal

dönüşümleri vard¬r. Burada 1Set ve 1Top birim funktorlard¬r.

Uyar¬2.5 C veD iki kategori olsun. Objeleri C denD ye funktorlar ve mor�zmleri

ise do¼gal dönüşümler olan bir kategori oluşturmak mümkündür. Burada � : F ! G

ve � : G! H do¼gal dönüşümlerinin bileşkesi 8A 2 ob(C) için (��)(A) = �(A)�(A)

olarak tan¬mlan¬r. Bu şekilde elde edilen kategori DC şeklinde gösterilir.

Tan¬m 2.19 F;G : C ! D funktorlar¬verilsin. E¼ger �� = 1F ve �� = 1G olacak

şekilde � : F ! G ve � : G ! F do¼gal dönüşümleri varsa F ve G funktorlar¬

izomorfturlar denir.
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Teorem 2.3 � : F ! G do¼gal dönüşüm olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki özellikler

denktirler:

i) � : F ! G bir do¼gal izomor�zmdir.

ii) �� = 1F ve �� = 1G olacak şekilde bir � : G! F do¼gal dönüşümü vard¬r.

·Ispat. ()): � : F ! G bir do¼gal izomor�zm ise 8A 2 ob(C) için

�(A) : F (A) ! G(A) bir izomor�zmdir. �(A) n¬n tersi �(A) : G(A) ! F (A)

olsun. Bu şekilde bir � : G! F do¼gal dönüşüm vard¬r. 8A 2 ob(C) için

(��)(A) = 1F (A)

(��)(A) = 1G(A)

oldu¼gundan �� = 1F ve �� = 1G oldu¼gu elde edilir.

((): �� = 1F ve �� = 1G olacak şekilde bir � : G ! F do¼gal dönüşümü varsa

8A 2 ob(C) için �(A)�(A) = 1F (A) ve �(A)�(A) = 1G(A) oldu¼gundan �(A) bir

izomor�zm olup � : F ! G bir do¼gal izomor�zmdir.

15



3. BAZI FUZZY TEMEL KAVRAMLAR

Fuzzy küme teorisi, klasik küme teorisine alternatif olarak ilk kez L.A. Zadeh taraf¬n-

dan 1965 y¬l¬nda ortaya at¬lm¬̧st¬r. Zadeh�e göre gerçek dünyada bir kümenin ele-

manlar¬aras¬ndaki ili̧skiler kesin olarak tan¬mlanamamaktad¬r, çünkü herhangi bir

eleman¬n kümeye ait olmas¬durumu 1 ve ait olmamas¬durumu ise 0 de¼geriyle be-

lirtilmektedir. Ancak Zadeh, çal¬̧smas¬nda bu fonksiyonu, elemanlar¬n kümeye ait

olabilme durumuyla orant¬l¬olarak geni̧sletmi̧s, de¼ger kümesini [0; 1] kapal¬aral¬¼g¬

olarak alm¬̧s ve elemanlar¬n kümeye ait olma derecelerini bu kapal¬aral¬¼ga yerleştir-

mi̧stir. Böylece elemanlar ald¬klar¬ üyelik dereceleriyle kümeye ait olurlar. Bir

eleman¬n üyelik derecesinin 1�e daha yak¬n olmas¬kümeye daha fazla ait olmas¬an-

lam¬na gelir. Bu şekilde geni̧sletilmi̧s fonksiyon ile karakterize edilen kümeye fuzzy

küme denmi̧stir.

Bu bölümde fuzzy kümeleri en genel özellikleri ile verece¼giz.

Tan¬m 3.1 X 6= ; bir küme ve I = [0; 1] � R kapal¬aral¬k olmak üzere, X de bir

A fuzzy kümesi, fA : X ! I fonksiyonu ile karakterize edilen

A = f(x; fA(x)) : x 2 Xg � X � I

kümesine denir. Burada fA yaA fuzzy kümesinin üyelik fonksiyonu ve fA(x) de¼gerine

x 2 X noktas¬n¬n üyelik derecesi denir.

Bundan sonra fA yerineA, fA(x) yerineA(x) kullan¬lacakt¬r. X den I ya tan¬mlanan

bütün fonksiyonlar¬n kümesi IX ile gösterilir. IX kümesinin her eleman¬X de bir

fuzzy kümesidir; yani fA = A 2 IX , X de bir fuzzy kümesidir.

Uyar¬3.1 x in A ya ait olma dercesi denen fA(x) 2 I de¼gerinin 1 e yaklaşmas¬, x

in A ya daha fazla ait olmas¬anlam¬na gelmektedir. Yaln¬zca 0 ve 1 de¼gerini alan

fuzzy kümeye crisp küme denir.
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Tan¬m 3.2 X 6= ; bir küme ve 8x 2 X için

� : X ! I

x ! �(x) = �

� 2 [0; 1] fonksiyonu ile karakterize edilen � 2 IX fuzzy kümesine sabit fuzzy kümesi

denir.

Tan¬m 3.3 X kümesini karakterize eden fX : X ! [0; 1] , 8x 2 X için fX(x) = 1

fonksiyonu olarak al¬n¬rsa, X kümesi ; X = f(x; 1) : x 2 Xg = 1 fuzzy kümesi olarak

al¬nabilir. Benzer olarak ;, f; : X ! [0; 1], 8x 2 X için f;(x) = 0, fonksiyonu ile

karakterize edilirse, ; = f(x; 0) : x 2 Xg = 0, fuzzy kümesi olarak al¬nabilir. Bu

durumda her klâsik küme ayn¬zamanda bir fuzzy kümedir.

Tan¬m 3.4 X 6= ; bir küme ve A, X de bir fuzzy küme olmak üzere

SuppA = A0 = fx 2 X : fA(x) > 0g

kümesine A fuzzy kümesinin deste¼gi (Support) denir.

Uyar¬3.2 Fuzzy kümeler aras¬ndaki i̧slemler tan¬mlan¬rken, klasik kümeler teorisin-

deki gösterimlerden farkl¬olarak s¬ras¬yla, eşitlik (=), kapsama (�), birleşim ([),

kesi̧sim (\), tümleyen (0) sembolleri yerine s¬ras¬yla =, �, _, ^, C sembolleri kul-

lan¬lacakt¬r.

Tan¬m 3.5 X 6= ; bir küme, A ile B, X de iki fuzzy küme olsun. Bu durumda

i. A = B , 8x 2 X için fA(x) = fB(x)

ii. A � B , 8x 2 X için fA(x) � fB(x)

iii. A _B = C , 8x 2 X için fC(x) = maxffA(x); fB(x)g

iv. A ^B = D , 8x 2 X için fD(x) = minffA(x); fB(x)g

v. AC = E , 8x 2 X için fE(x) = 1� fA(x)

şeklinde tan¬ml¬d¬r.
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Tan¬m 3.6 I 6= ; bir indis kümesi, X 6= ; bir küme, X de ki fuzzy kümelerin

bir ailesi fAi 2 IX : i 2 Ig olsun. Bu durumda kesi̧sim ve birleşim i̧slemlerinin

genelleştirilmi̧s hali

a) _
i2I
Ai = C , 8x 2 X için fC(x) = sup

i2I
ffAi(x)g

b)
î2I
Ai = D , 8x 2 X için fD(x) = inf

i2I
ffAi(x)g

şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 3.7 X 6= ; bir küme, A ile B, X de iki fuzzy küme olmak üxere A ve B

fuzzy kümelerinin fark¬, 8x 2 X için

A�B = A ^Bc , fA�B(x) = minffA(x); fBc(x)g

şeklinde tan¬mlan¬r.

Uyar¬3.3 X kümesi üzerindeki herhangi bir fuzzy kümesi A olsun.

(i) A ^ Ac = ; olmak zorunda de¼gildir.

(ii) A _ Ac = X olmak zorunda de¼gildir.

Örnek 3.1 X = fa; b; cg alal¬m veX deki bir fuzzy kümesiA = f(a; 0:7); (b; 0:2); (c; 0:4)g

şeklinde tan¬mlans¬n.

Tümleyen tan¬m¬ndan Ac = f(a; 0:3); (b; 0:8); (c; 0:6)g olur.

Birleşim ve kesi̧simin tan¬m¬kullan¬l¬rsa

A _ Ac = f(a; 0:7); (b; 0:8)(c; 0:6)g 6= X

ve

A ^ Ac = f(a; 0:3); (b; 0:2); (c; 0:4)g 6= ;

olur. Görüldü¼gü gibi A ^ Ac = ; veya A _ Ac = X olmak zorunda de¼gildir.

Tan¬m 3.8 X 6= ; bir küme olsun. 8x 2 X ve t 2 [0; 1] olmak üzere

xt(y) =

8<: t ; x = y

0 ; x 6= y

ile tan¬ml¬xt fuzzy alt kümesine fuzzy nokta denir.
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Tan¬m 3.9 X 6= ;, Y 6= ; kümeler, g : X ! Y bir fonksiyon, A � X ve B � Y

fuzzy kümeler olsun. g�1(B), X de fuzzy kümesi olup, üyelik fonksiyonu 8x 2 X

için

fg�1(B)(x) = fB(g(x))

ve g(A), Y de fuzzy küme olup, üyelik fonksiyonu 8y 2 Y için

g�1(y) = fx : g(x) = yg olmak üzere

fg(A)(y) =

8><>:
sup

x2g�1(y)
ffA(x)g ; g�1(y) 6=;

0 ; g�1(y)) =;

şeklindedir.

Teorem 3.1 X 6= ;, Y 6= ; kümeler, g : X ! Y bir fonksiyon, A � X ve B � Y

fuzzy kümeler olsun. Bu durumda

a) 8B 2 IY ) g�1(Bc) = [g�1(B)]c

b) 8A 2 IX ) g(Ac) � [g(A)]c

c) 8B1; B2 2 IY için B1 � B2 ) g�1(B1) � g�1(B2)

d) 8A1; A2 2 IX için A1 � A2 ) g(A1) � g(A2)

e) 8B 2 IY ) g(g�1(B)) � B

f) 8A 2 IX ) A � g�1(g(A))

d¬r (Terzio¼glu 2008).
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4. FUZZY TOPOLOJ·IK UZAYLAR VE ESAS GRUP

Bu bölümde fuzzy topolojik uzaylar ve esas grup kavramlar¬ incelenerek, fuzzy

topolojik uzaylar ve fuzzy sürekli fonksiyonlar kategorisinden fuzzy esas gruplar

ve grup homomor�zmleri kategorisine bir funktorun varl¬¼g¬gösterilmi̧stir.

Tan¬m 4.1 X 6= ; bir küme ve X deki fuzzy kümelerinin bir ailesi � � IX olsun.

E¼ger,

(ft1) X; ; 2 �

(ft2) 8A1; A2; :::; An 2 � iken
n
^
i=1
Ai 2 �

(ft3) fAigi2J 2 � iken _
i2J
A _I 2 �

şartlar¬sa¼glan¬rsa � ya X kümesi üzerinde bir fuzzy topolojisi, (X; �) ikilisine fuzzy

topolojik uzay¬denir. � nun her eleman¬na X de fuzzy aç¬k küme, tümleyenine de

fuzzy kapal¬küme denir.

Tan¬m 4.2 A, X de bir fuzzy cümle ve (X; �) bir fuzzy topolojik uzay olsun. X

de aç¬k fuzzy kümelerin A ile arakesitlerinin oluşturdu¼gu

�A = fA \ Uj : 8j 2 J; Uj 2 � ; g

A n¬n fuzzy alt cümleler ailesi, A üzerinde bir fuzzy topolojidir. �A ya A üzerinde in-

dirgenmi̧s fuzzy topoloji veya � dan indirgenen (rölatif) fuzzy topoloji denir. (A; �A)

ikilisine de (X; �) nun bir alt uzay¬denir.

Teorem 4.1 (X; �
0
) topolojik uzay olsun. Bu durumda, ~� = fG : G, X de Fuzzy

küme ve SuppG 2 � 0g ailesiX de fuzzy topolojidir. Bu fuzzy topolojiye �
0
taraf¬ndan

üretilen fuzzy topolojisi, (X; ~�) ikilisine de (X; �
0
) topolojik uzay¬taraf¬ndan üretilen

fuzzy topolojik uzay denir (Güner 2007).

Yani herhangi bir topolojik uzaya bir fuzzy topolojik uzay kaŗs¬l¬k getirilebilir.
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Tan¬m 4.3 (X; �), (Y; �
0
) iki fuzzy topolojik uzay, f : X ! Y bir fonksiyon olsun.

(Y; �
0
) nun her aç¬k fuzzy kümesinin f fonksiyonuna göre ters görüntüsü (X; �) nun

bir aç¬k fuzzy kümesi oluyorsa, f fonksiyonuna fuzzy süreklidir denir.

X den Y ye bütün fuzzy sürekli fonksiyonlar¬n kümesi FC(X; Y ) ile gösterilir.

Tan¬m 4.4 (X; �) fuzzy topolojik uzay ve A, B deX üzerinde iki fuzzy küme olsun.

A � H; B � G olmak üzere H ^ B = ;; G ^ A = ; olacak şekilde H;G 2 � aç¬k

fuzzy kümeleri varsa A ile B ye ayr¬lm¬̧s fuzzy kümeler denir.

Tan¬m 4.5 (X; �) fuzzy topolojik uzay ve A, B deX üzerinde iki fuzzy küme olsun.

H ve G, (X; �) fuzzy topolojik uzay¬nda kapal¬fuzzy kümeler olmak üzere H � A,

G � B ve H ^B = ; ve G^A = ; ise A, B fuzzy kümelerine (X; �) fuzzy topolojik

uzay¬nda Q-ayr¬lm¬̧s iki fuzzy küme denir.

Tan¬m 4.6 C, (X; �) fuzzy topolojik uzay¬nda bir fuzzy küme ve A 6= ; ve B 6= ;

kümeleri (C0; �C0) alt uzay¬n¬n Q-ayr¬lm¬̧s iki fuzzy kümesi olsun. E¼ger

A _B = C

ise, C kümesine fuzzy irtibats¬z küme denir. Burada C0 = SuppC dir.

Teorem 4.2 (X; �) ve (Y; �
0
) iki fuzzy topolojik uzay olmak üzere

f : (X; �) ! (Y; �
0
) fuzzy sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda, A kümesi

(X; �) da fuzzy irtibatl¬ise f(A) da (Y; �
0
) de fuzzy irtibatl¬d¬r (Çoban 2011).

Tan¬m 4.7 (X; �) fuzzy topolojik uzay ve A � X olsun. E¼ger (A; �A) fuzzy alt

uzay¬irtibatl¬bir fuzzy uzay ise, A ya (X; �) fuzzy topolojik uzay¬n¬n irtibatl¬bir

fuzzy alt kümesi denir.
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Tan¬m 4.8 (X; �) fuzzy topolojik uzay ve I = [0; 1] olsun. I üzerindeR nin al¬̧s¬lm¬̧s

topolojisinden indirgenen topoloji UI ve (I; UI) topolojik uzay¬taraf¬ndan üretilen

fuzzy topolojik uzay¬ (I; ~UI) olmak üzere, e¼ger � : (I; ~UI) ! (X; �) fuzzy sürekli

fonksiyon ve A(0) > 0 ve A(1) > 0 şartlar¬n¬sa¼glayan A fuzzy kümesi (I; ~UI) da

irtibatl¬ise, bu durumda �(A) fuzzy kümesine (X; �) da fuzzy e¼gri denir. Ayr¬ca,

(�(0))A(0) = �(0A(0)) ve (�(1))A(1) = �(1A(1)) fuzzy noktalar¬na �(A) fuzzy e¼grisinin

s¬ras¬yla başlang¬ç ve bitim noktalar¬denir.

Tan¬m 4.9 (X; �) fuzzy topolojik uzay ve A, (I; ~UI) da fuzzy irtibatl¬bir küme

olsun. A(0) > 0 ve A(1) > 0 olmak üzere � : (I; ~UI) ! (X; �) fuzzy sürekli

fonksiyonu ile tan¬ml¬�(A) fuzzy e¼grisinin başlang¬ç ve bitim noktas¬eşit ise, yani

�(0A(0)) = �(1A(1)) ise �(A) fuzzy e¼grisine kapal¬fuzzy e¼gri denir.

Tan¬m 4.10 (X; �) fuzzy topolojik uzay¬nda �(1A(1)) = �(0B(0)) olacak şekilde

�(A) ve �(B) fuzzy e¼grileri verilsin. Bu durumda


(C) = (�(A)�(B))(xC(x))

=

8><>:
�((2x)A(2x)) ; 0 � x � 1

2

�((2x� 1)B(2x�1)) ;
1

2
� x � 1

şeklinde tan¬ml¬
 : (I; ~UI)! (X; �) dönüşümü fuzzy süreklidir. 
(C) de (X; �) da

bir fuzzy e¼gridir. 
(C) fuzzy e¼grisine �(A) ve �(B) fuzzy e¼grilerinin çarp¬m¬denir

ve


(C) = �(A)�(B)

şeklinde gösterilir.

Tan¬m 4.11 (X; �) bir fuzzy topolojik uzay ve A bu uzayda herhangi bir fuzzy

küme olsun. E¼ger herhangi p�; q� 2 A fuzzy noktalar¬için A da başlang¬ç noktas¬

p� biti̧s noktas¬q� olan bir fuzzy e¼gri varsa, yani � : (I; ~UI) ! (X; �) fuzzy sürekli

fonksiyon ve B(0) > 0 ve B(1) > 0, �(B) � A olmak üzere �(0B(0)) = p� ve
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�(1B(1)) = q� olacak şekilde (I; ~UI) da fuzzy irtibatl¬bir B fuzzy kümesi varsa, A

ya (X; �) da fuzzy e¼grisel irtibatl¬d¬r denir.

Uyar¬4.1 Bir A fuzzy kümesi (X; �) fuzzy topolojik uzay¬nda fuzzy e¼grisel irtibatl¬

ise A kümesine (X; �) da fuzzy irtibatl¬d¬r.

Tan¬m 4.12 Başlang¬ç ve biti̧s noktas¬p� olan bütün kapal¬fuzzy e¼grilerin kümesi


(X; p�) ile gösterilir. p� fuzzy noktas¬na bu e¼griler için taban noktas¬denir.

Tan¬m 4.13 (X; �) bir fuzzy topolojik uzay ve �; � : (I; ~UI) ! (X; �);

�(A); �(B) 2 
(X; p�) olsun. E¼ger,

1)

F (x; 0) = �(xA(x));8x 2 I

F (x; 1) = �(xB(x));8x 2 I

2)

F (0; t) = �(0A(0)) = �(0B(0)) = p�;8t 2 J

F (1; t) = �(1A(1)) = �(1B(1)) = p�;8t 2 J

olacak şekilde bir F = F (x; t) : (I; ~UI) � (J; ~UJ) ! (X; �) fuzzy sürekli dönüşümü

varsa, bu durumda �(A), �(B) fuzzy e¼grilerine p� fuzzy noktas¬na göre fuzzy homo-

topturlar denir ve �(A) �
p�
�(B) şeklinde gösterilir.

Teorem 4.3 (X; �) fuzzy topolojik uzay ve p�, X in sabit bir fuzzy noktas¬olarak

verilsin. ��
p�
�ba¼g¬nt¬s¬, 
(X; p�) kümesi üzerinde bir denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r (Terzio¼glu,

2008).

Dolay¬s¬yla ��
p�
� ba¼g¬nt¬s¬
(X; p�) kümesi üzerinde denklik ba¼g¬nt¬s¬ oldu¼gundan


(X; p�) kümesini denklik s¬n¬�ar¬na ay¬r¬r. �(A) 2 
(X; p�) fuzzy e¼grisinin denklik

s¬n¬f¬ [�(A)] ile gösterilir. Burada [�(A)], �(A) ya p� da homotop olan tüm fuzzy

e¼grilerin oluşturdu¼gu homotopi s¬n¬f¬d¬r.
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Tan¬m 4.14 
(X; p�) kümesindeki tüm fuzzy e¼grilerin homotopi s¬n¬�ar¬n¬n kümesi

�1(X; p�) ile gösterilir. Bu küme üzerindeki çarp¬m i̧slemi 8[�(A)]; [�(B)] 2 �1(X; p�)

için

[�(A)]:[�(B)] = [�(A):�(B)]

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Uyar¬4.2 �1(X; p�) kümesi yukar¬da tan¬mlanan çarpma i̧slemi ile birlikte bir grup

yap¬s¬oluşturur. Bu gruba (X; �) fuzzy topolojik uzay¬n¬n p� fuzzy noktas¬ndaki

Fuzzy Esas Grubu denir.

Teorem 4.4 (X; �) fuzzy e¼grisel irtibatl¬bir fuzzy topolojik uzay ve p�, q� 2 X iki

fuzzy nokta olsun. (X; �) fuzzy topolojik uzay¬n¬n p� fuzzy noktas¬ndaki esas grubu

q� fuzzy noktas¬ndaki esas grubuna izomorftur. Yani,

�1(X; p�) �= �1(X; q�)

dir.

·Ispat. �(A) 2 
(X; p�) yani �(A), X de bir p� fuzzy noktas¬nda bir fuzzy e¼gri

olsun.

X fuzzy e¼grisel irtibatl¬oldu¼gundan, X de başlang¬ç noktas¬p�, bitim noktas¬q�

olan bir 
(C) fuzzy e¼grisi vard¬r.

Bu durumda 
�1(C), 
(C) fuzzy e¼grisinin tersi olmak üzere

�(B) = (
�1(C)�(A))
(C)

şeklinde tan¬mlanan �(B), q� fuzzy noktas¬nda bir fuzzy e¼gridir.

O halde �1(E) ve �2(F ), p� da iki fuzzy e¼gri olmak üzere

�1(G) = (

�1(C)�1(E))
(C)

ve

�2(H) = (

�1(C)�2(F ))
(C)
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diyelim. Buradan

�1(E) � �2(F ) ) 
�1(C)�1(E) � 
�1(C)�2(F )

) (
�1(C)�1(E))
(C) � (
�1(C)�2(F ))
(C)

) �1(G) � �2(H):

Benzer olarak �(B), q� fuzzy noktas¬nda bir fuzzy e¼gri olsun.

Bu durumda

�(A) = (
(C)�(B))
�1(C)

şeklinde tan¬mlanan �(A), p� fuzzy noktas¬nda bir fuzzy e¼gridir.

Şimdi de �1(G) ve �2(H) q� da iki fuzzy e¼gri olmak üzere,

�1(E) = (
(C)�1(G))

�1(C)

ve

�2(F ) = (
(C)�2(H))

�1(C)

diyelim.

�1(G) � �2(H) ) 
(C)�1(G) � 
(C)�2(H)

) (
(C)�1(G))

�1(C) � (
(C)�2(H))
�1(C)

) �1(E) � �2(F )

dir.

Sonuç olarak �1(X; p�) n¬n her bir [�(A)] fuzzy homotopi s¬n¬f¬, �1(X; q�) da bir tek

[�(B)] fuzzy homotopi s¬n¬f¬n¬belirtir ve benzer olarak �1(X; q�) da her bir [�(B)]

fuzzy homotopi s¬n¬f¬, �1(X; p�) da bir tek [�(A)] fuzzy homotopi s¬n¬f¬n¬belirtir.

O halde

�([�(A)]) = [�(B)] = [(
�1(C)�(A))
(C)]

şeklinde tan¬mlanan � : �1(X; p�)! �1(X; q�) fonksiyonu birebir ve örtendir.

Ayr¬ca,

�([�1(E)])�([�2(F )]) = [�1(G)][�2(H)]

= [�1(G)�2(H)]

= [(
�1(C)�1(E))
(C)(

�1(C)�2(F ))
(C)]

= [(
�1(C)(�1(E)�2(F )))
(C)]

= �([�1(E)�2(F )]

25



oldu¼gundan � bir homomor�zmdir. Sonuç olarak,

�1(X; p�) �= �1(X; q�)

dir.

Uyar¬4.3 O halde, fuzzy e¼grisel irtibatl¬bir fuzzy topolojik uzay¬n herhangi iki

fuzzy noktas¬ndaki esas gruplar birbirine izomorftur. Dolay¬s¬yla fuzzy e¼grisel

irtibatl¬topolojik uzaylar için esas grup taban noktadan ba¼g¬ms¬zd¬r.

Teorem 4.5 (X; �) ve (Y; �
0
) iki fuzzy topolojik uzay p�, (X; �) da bir fuzzy nokta

ve f : (X; �) ! (Y; �
0
) fuzzy sürekli fonksiyon ve f(p�) = (f(p))� = q� 2 (Y; �

0
)

olsun. Bu durumda,

f � : �1(X; p�)! �1(Y; q�)

bir homomor�zmdir.

·Ispat. �(A), �(B) X de p� fuzzy noktas¬nda fuzzy e¼griler olsun.


; � : (I; ~UI)! (Y; �
0
) fuzzy sürekli fonksiyonlar olmak üzere,


(xC(x)) = f(�(xA(x)))

ve

�(xD(x)) = f(�(xB(x)))

şeklinde tan¬ml¬olsun.

Bu durumda 
(C) ve �(D), Y de

f(p�) = (f(p))� = q�

fuzzy noktas¬nda kapal¬fuzzy e¼grilerdir.

E¼ger �(A) �
p�
�(B) ise; 8x 2 I için

F (x; 0) = �(xA(x))

F (x; 1) = �(xB(x))
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ve 8x 2 J için

F (0; t) = �(0A(0)) = �(0B(0)) = p�

F (1; t) = �(1A(1)) = �(1B(1)) = p�

olacak şekilde

F (x; t) : (I; ~UI)� (J; ~UJ)! (X; �)

fuzzy sürekli fonksiyonu vard¬r.

Şimdi, G(x; t) : (I; ~UI)� (J; ~UJ)! (Y; �
0
) fonksiyonunu

G(x; t) = f(F (x; t))

şeklinde tan¬mlayal¬m.

Böylece G fuzzy sürekli bir fonksiyondur ve ayr¬ca 8x 2 I ve 8t 2 J için

G(x; 0) = f(F (x; 0)) = f(�(xA(x)) = 
(xC(x));

G(x; 1) = f(F (x; 1)) = f(�(xB(x)) = �(xD(x))

ve

G(0; t) = f(F (0; t)) = f(�(0A(0)) = 
(0C(0)) = �(0D(0)) = f(p�) = (f(p))� = q�;

G(1; t) = f(F (1; t)) = f(�(1A(1)) = 
(1C(1)) = �(1D(1)) = f(p�) = (f(p))� = q�

olup


(C) �
q�
�(D)

dir.

Sonuç olarak f � : �1(X; p�)! �1(Y; q�) tasviri

f �([�(A)]) = ([f(�(A))])

şeklinde tan¬mlan¬rsa f �, X de p� fuzzy noktas¬ndaki fuzzy e¼grilerin fuzzy homotopi

s¬n¬�ar¬n¬, Y de f(p�) = f(p)� = q� fuzzy noktas¬ndaki fuzzy e¼grilerin homotopi

s¬n¬�ar¬na götürür ve [�(A)] bir tek olarak f �([�(A)]) y¬belirtir. Dolay¬s¬yla f �,

�1(X; p�) n¬n her bir eleman¬n¬�1(Y; q�) n¬n bir tek eleman¬na kaŗs¬l¬k getirir. Sonuç

olarak f � iyi tan¬ml¬d¬r.

27



Şimdi f � nin bir homomor�zm oldu¼gunu gösterelim.

�(xG(x)) = (�(A)�(B))(xE(x)) =

8><>:
�((2x)A(2x)) ; 0 � x � 1

2

�((2x� 1)B(2x�1)) ;
1

2
� x � 1

şeklinde tan¬ml¬olsun. Bu durumda,

f(�(xG(x))) = �(xH(x)) =

8><>:
f(�((2x)A(2x))) ; 0 � x � 1

2

f(�((2x� 1)B(2x�1))) ;
1

2
� x � 1

şeklinde tan¬ml¬d¬r. Dolay¬s¬yla

f �([�(A)])f �([�(B)]) = [f(�(A))][f(�(B))]

= [f(�(A))f(�(B))]

= [f(�(A)�(B))]

= f �([�(A)�(B)])

dir.

O halde f � : �1(X; p�)! �1(Y; q�) fonksiyonu bir homomor�zmdir.

Teorem 4.6 Fuzzy noktal¬ topolojik uzaylar ve fuzzy sürekli fonksiyonlar kate-

gorisinden, gruplar ve homomor�zmler kategorisine bir funktor vard¬r.

·Ispat. Fuzzy noktal¬topolojik uzaylar ve fuzzy sürekli fonksiyonlar kategorisindeki

nesneler (X; p�) lar, fuzzy mor�zmler ise f(p�) = q� şart¬n¬sa¼glayan fuzzy sürekli

fonksiyonlard¬r. Her (X; p�) fuzzy noktal¬ topolojik uzay¬na, fuzzy esas grup ad¬

verilen ve �1(X; p�) ile gösterilen bir grup kaŗs¬l¬k geldi¼ginden; f : (X; p�)! (Y; q�)

fuzzy mor�zmine kaŗs¬l¬k f � : �1(X; p�) ! �1(Y; q�) homomor�zmi vard¬r. Bunu

f � = �1(f) ile gösterirsek, �1 fuzzy noktal¬ topolojik uzaylar ve fuzzy sürekli

fonksiyonlar kategorisinden, gruplar ve homomor�zmler kategorisine

f : (X; p�) ! (Y; q�)

# �1
�1(f) : �1(X; p�) ! �1(Y; q�)

tabloda belirtildi¼gi şekilde bir fuzzy fonktordur. Gerçekten,
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1) X = Y ve f : 1X : (X; p�)! (X; p�) olmak üzere

�1(1X) = 1
�
X : �1(X; p�) ! �1(X; p�)

[�(A)] ! 1�X([�(A)]) = [1X � �(A)] = [�(A)]

yani,

�1(1X) = 1�1(X;p�)

olur. Buradan,

1�1(X;p�) : �1(X; p�)! �1(X; p�)

özdeş mor�zmdir.

2) (X; p�), (Y; q�); (Z; r�) noktal¬fuzzy topolojik uzaylar f : (X; p�) ! (Y; q�) ve

g : (Y; q�)! (Z; r�) öyle ki

f(p�) = f(p)� = q�

ve

g(q�) = g(q)� = r�

şeklinde tan¬ml¬iki mor�zm olsunlar. g � f : (X; p�)! (Z; r�) olmak üzere,

�1(f) : �1(X; p�)! �1(Y; q�)

�1(g) : �1(Y; q�)! �1(Z; r�)

ve

�1(g � f) : �1(X; p�)! �1(Z; r�)

d¬r.

Bu durumda, 8[�(A)] 2 �1(X; p�) için (g � f) � � ve g � (f � �) fonksiyonlar¬fuzzy

sürekli ve r� fuzzy noktas¬nda kapal¬fuzzy e¼griler olup (g � f) � � = g � (f � �) dir.

Di¼ger taraftan,

�1(g � f)([�(A)]) = [(g � f)(�(A))]

= [g � (f � �(A))]

= (�1(g)) � ([(f � �(A))])

= (�1(g)) � ((�1(f))([�(A)]))

= (�1(g) � �1(f))([�(A)])
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yani, �1(g � f) = �1(g) � �1(f) bulunur.

�1 e fuzzy esas grup funktoru denir.

Önerme 4.1 (X; p�) ve (Y; q�) fuzzy noktal¬topolojik uzaylar¬homeomorf ise�1(X; p�)

ve �1(Y; q�) fuzzy esas gruplar¬da izomorfturlar (Terzio¼glu 2008).

30



5. FUZZY ÖRTÜ UZAYLARINDA YÜKSELTME PROBLEM·I

Bu bölümdeH fuzzy demetininX in bir fuzzy örtü uzay¬oldu¼gu ilk kez taraf¬m¬zdan

gösterilerek, bu fuzzy demet için "fuzzy yükseltme teoremi" verilmi̧stir.

Tan¬m 5.1 F , (X; �) fuzzy topolojik uzay¬üzerinde bir fuzzy küme olsun. E¼ger F

nin a�, b� fuzzy noktalar¬için F de a� dan b� ye bir fuzzy e¼gri varsa F ye (X; �)

da fuzzy e¼grisel irtibatl¬d¬r denir. E¼ger F = X ise, (X; �) ya fuzzy e¼grisel irtibatl¬

topolojik uzay denir.

Tan¬m 5.2 X, ~X iki fuzzy topolojik uzay ve p : X ! ~X bir fuzzy sürekli dönüşüm

olsun. Bir U � X fuzzy kümesi fuzzy irtibatl¬ve aç¬k fuzzy küme ise, U kümesine

p taraf¬ndan tamamen örtülüdür denir. Burada, p�1(U) nun her fuzzy bileşeni p

taraf¬ndan U üzerinde fuzzy homeomor�k olarak resmedilen bir aç¬k fuzzy kümedir.

E¼ger X in her bir fuzzy noktas¬ tamamen örtülü bir U fuzzy kümesine sahipse

p : X ! ~X dönüşümüne bir fuzzy örtü dönüşümü, ~X ya da X in bir fuzzy örtü

uzay¬denir.

Tan¬m 5.3 X; ~X ve B fuzzy topolojik uzaylar, p : X ! ~X bir fuzzy örtü dönüşümü

ve ' : B ! X herhangi bir fuzzy sürekli dönüşüm olsun. E¼ger ~' : B ! ~X dönüşümü

p � ~' = ' olacak biçimde fuzzy sürekli ise, ~' ya ' nin bir fuzzy yükseltmesi denir.

Tan¬m 5.4 f , (X; � 1) topolojik uzay¬ndan (Y; � 2) topolojik uzay¬na 1-1 ve örten

bir fonksiyon olmak üzere, e¼ger f fuzzy sürekli ve fuzzy aç¬k ise f fonksiyonuna bir

fuzzy homeomor�zm denir (Güner ve Balc¬2007).

Tan¬m 5.5 f , (X; � 1) topolojik uzay¬ndan (Y; � 2) topolojik uzay¬na lokal fuzzy

homeomor�zm ise X e, Y üzerinde bir fuzzy demet denir.

31



X fuzzy e¼grisel irtibatl¬bir topolojik uzay ve Ha� herhangi a� 2 X taban noktal¬

X in esas grubu, yani Ha� = �1(X; a�) olsun. X = (X; xp) key� bir xp 2 X

fuzzy sabit noktas¬ için noktal¬ fuzzy topolojik uzay olsun. 8a� 2 X için bütün

esas gruplar¬n ayr¬k birleşimlerini H ile gösterelim, yani H = _
a�2X

Ha� olsun. H,

X üzerinde bir kümedir ve herhangi �a� = [�(A)]a� 2 Ha� � H için  : H ! X

3  (�a�) =  ([�(A)]a�) = a� dönüşümü üzerinedir.

Şimdi, W � X bir aç¬k fuzzy küme olsun. 8a� 2 W için s : W ! H 3 s(a�) =

[
�1(H) � �(A) � 
(G)]a� dönüşümü tan¬mlans¬n. Burada [�(A)]xp 2 Hxp herhangi

bir eleman ve [�(G)], Ha� ve Hxp aras¬nda bir izomor�zm tan¬mlayan, key� bir

sabit fuzzy homotopi s¬n¬f¬d¬r. Dahas¬,  � s = 1W dur. W üzerinde tan¬mlanan s

dönüşümlerinin tamam¬n¬�(W;H) ile gösterelim.

E¼ger B, X için bir fuzzy taban ise, B� = fs(W ) : W 2 B; s 2 �(W;H)g da H için

bir fuzzy taband¬r.  ve s dönüşümleri bu topolojide fuzzy süreklidirler. Üstelik  

lokal fuzzy topolojik dönüşümdür. Buradan (H; ), X üzerinde bir fuzzy demettir.

(H; ) veya k¬saca H ye X üzerinde "esas gruplar¬n fuzzy demeti" denir.

Ha� = �1(X; a�) grubuna herhangi a� 2 X için H fuzzy demetinin sap¬ denir.

Herhangi W � X aç¬k fuzzy kümesi için �(W;H) nin bir s eleman¬na W üzerinde

H fuzzy demetinin bir fuzzy kesiti denir. �(W;H) kümesi noktal¬çarpma i̧slemine

göre grup olup H, X üzerindeki gruplar¬n bir fuzzy demetidir. Dolay¬s¬yla, H bir

cebirsel fuzzy demettir.

H fuzzy demeti aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar:

1) W � X bir aç¬k fuzzy küme olsun. O halde, W üzerindeki bir fuzzy kesit X

üzerindeki bir fuzzy kesite geni̧sletilebilir.

2) H nin herhangi iki sap¬birbirlerine izomorftur.

3) W1;W2 � X herhangi iki aç¬k fuzzy küme, s1 2 �(W1; H) ve s2 2 �(W2; H)

olsun. E¼ger herhangi x0 2 W1\W2 için s1(x0) = s2(x0) ise bütün W1\W2 üzerinde

s1 = s2 dir.

4) W � X bir aç¬k fuzzy küme ve s1; s2 2 �(W;H) olsun. E¼ger herhangi x0 2 W

için s1(x0) = s2(x0) ise bütün W üzerinde s1 = s2 dir.
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Teorem 5.1 H, (X; xp) esas gruplar¬n¬n fuzzy demeti ve W , X de bir aç¬k fuzzy

küme olsun. O halde Hxp
�= �(W;H) d¬r.

·Ispat. W � X bir aç¬k fuzzy küme ve s 2 �(W;H) olsun. Bu durumda 8a� 2 W

için s(a�) = [
�1(H) � �(A) � 
(G)]a� olacak biçimde bir tek �xp = [�(A)]xp � Hxp

vard¬r. Dolay¬s¬yla Hxp nin her eleman¬�(W;H) de sadece bir elemana kaŗs¬l¬k

gelmektedir. Bu kaŗs¬l¬k gelmeyi herhangi �xp 2 Hxp için �(�xp) = s olacak biçimde

� : Hxp ! �(W;H) ile gösterelim. �1xp = [�1(A1)]xp ; �
2
xp = [�2(A2)]xp ve �

1
xp ; �

2
xp

s¬ras¬yla s1; s2 2 �(W;H) n¬n fuzzy kesitlerini tan¬mlas¬nlar. Buradan 8a� 2 W için

s1(a�) = [

�1(H) � �1(A1) � 
(G)]a�

ve

s2(a�) = [

�1(H) � �2(A2) � 
(G)]a�

dir.

Üstelik �1xp 6= �2xp ise, s1(a�) 6= s2(a�) d¬r. Böylece � 1-1 dir. Ayr¬ca � nin tan¬m¬n¬n

bir sonucu olarak � örtendir. Dolay¬s¬yla � bir bijeksiyondur. Üstelik, � bir homo-

mor�zmdir. Çünkü, �1xp = [�1(A1)]xp ; �
2
xp = [�2(A2)]xp olmak üzere

�1xp � �
2
xp = [�1(A1)]xp � [�2(A2)]xp

= [�1(A1) � �2(A2)]xp

olup �1xp � �2xp 2 Hxp eleman¬, 8a� 2 W için

s(a�) = [

�1(H) � (�1(A1) � �2(A2)) � 
(G)]a�

olacak biçimde bir s 2 �(W;H) fuzzy kesiti tan¬mlar.

Buradan 8a� 2 W için,

s1(a�) � s2(a�) = [
�1(H) � �1(A1) � 
(G)]a� � [
�1(H) � �2(A2) � 
(G)]a�

= [
�1(H) � (�1(A1) � �2(A2)) � 
(G)]a�

d¬r.
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Böylece,

�(�1xp � �
2
xp) = s

= s1 � s2

= �(�1xp) � �(�
2
xp)

dir. O halde � bir izomor�zmdir.

Teorem 5.1 in bir sonucu olarak; Hxp sap¬n¬n, W üzerindeki fuzzy kesitlerinin

grubunu oluşturdu¼gunu söyleyebiliriz. Özellikle, W = X al¬rsak, Hxp sap¬

X üzerindeki bütün fuzzy kesitlerin grubunu oluşturur.

Şimdi aşa¼g¬daki sonucu verebiliriz.

Sonuç 5.1 H,X fuzzy topolojik uzay¬üzerindeki esas gruplar¬n fuzzy demeti olsun.

Ha�, a� 2 X fuzzy noktas¬üzerinde sap ve W bir aç¬k fuzzy küme olsun. O halde,

Ha�
�= �(W;H) d¬r.

Bu sonuca göre, e¼ger �a� 2 Ha� herhangi bir eleman ve W , X in bir aç¬k fuzzy

kümesi ise s(a�) = �a� olacak biçimde bir tek s 2 �(W;H) fuzzy kesiti vard¬r.

 
��
s(W ) : s(W )! W bir fuzzy topolojik dönüşüm ve s = ( 

��
s(W ) )

�1 oldu¼gundan

 �1(W ) = _
i2I
si(W ); si 2 �(W;H)

ve

 
��
si(W ) : si(W )! W

bir fuzzy topolojik dönüşümdür. Böylece, W aç¬k fuzzy kümesi  taraf¬ndan tama-

men fuzzy örtülür. Dolay¬s¬yla,  bir fuzzy örtü dönüşümü ve (H; ) de X in fuzzy

örtü uzay¬d¬r.

Şimdi, b� 2 X herhangi bir fuzzy nokta ve 
(C) başlang¬ç noktas¬b� olan bir fuzzy

e¼gri olsun.

s � 
 : I ! H

dönüşümü bir fuzzy sürekli dönüşümdür ve  � (s � 
) = 
 d¬r. E¼ger

(s�
)(b�) = �b� 2 Hb� yazarsak; s�
; H nin b� üzerindeki �b� başlang¬ç noktas¬nda
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tan¬ml¬ 
(C) fuzzy e¼grisinin bir fuzzy yükseltmesidir.

s � 
(C) = (s � 
)(C) = 
�(C) yaz¬l¬rsa, 
�(C) tektir, çünkü  
��
s(X) : s(X) ! X

dönüşümü bir fuzzy homeomor�zmdir.

Dolay¬s¬yla aşa¼g¬daki teorem elde edilir.

Teorem 5.2 X fuzzy topolojik uzay¬üzerindeki esas gruplar¬n fuzzy demeti (H; ),

b� 2 X herhangi bir fuzzy nokta ve 
(C) başlang¬ç noktas¬b� olan X de bir fuzzy

e¼gri olsun. Bu durumda 
(C), 8�b� 2 Hb� için Hb� de başlang¬ç noktas¬�b� olan bir

tek 
�(C) yükseltmesine sahiptir.

Teorem 5.3 X fuzzy topolojik uzay¬üzerindeki esas gruplar¬n fuzzy demeti (H; ),


�1(C1) ve 

�
2(C2) e¼grileri H da başlang¬ç noktalar¬�b� ve biti̧s noktalar¬�c� olan

fuzzy e¼griler olsunlar. Bu durumda 
�1(C1) ve 

�
2(C2) e¼grileri H da fuzzy homotopik

e¼grilerdir ancak ve ancak  � 
�1(C1) = ( � 
�1)(C1) ve  � 
�2(C2) = ( � 
�2)(C2)

e¼grileri X de fuzzy homotopik e¼grilerdir.

·Ispat. ()) : E¼ger 
�1(C1) bir G fuzzy homotopisi taraf¬ndan 
�2(C2) ye fuzzy homo-

topik ise;  �G; ( � 
�1)(C1) ve ( � 
�2)(C2) aras¬nda bir fuzzy homotopidir.

(() : b� ve c�, ( � 
�1)(C1) ve ( � 
�2)(C2) nin s¬ras¬yla herhangi başlang¬ç be biti̧s

noktalar¬olsunlar. Şimdi,

H : (I; ~"I)� (J; ~"J)! (X; �)

( � 
�1)(C1) ve ( � 
�2)(C2) aras¬nda bir fuzzy homotopi olsun. E¼ger �b� 2 Hb� ise,

s(b�) = �b� olacak biçimde bir tek s 2 �(X;H) fuzzy kesiti vard¬r.

Böylece,

(s � ( � 
�1))(C1) = 
�1(C1)

ve

(s � ( � 
�2))(C2) = 
�2(C2)

dir.
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Buradan s �H, 
�1(C1) ve 
�2(C2) aras¬nda bir fuzzy homotopidir.

Şimdi, H fuzzy demeti için "fuzzy yükseltme teoremi"ni verebiliriz.

Teorem 5.4 X = (X; b�) ve Y = (Y; c�1) fuzzy e¼grisel irtibatl¬topolojik uzaylar

olmak üzere (H; ), (X; b�) fuzzy noktal¬topolojik uzay¬üzerindeki esas gruplar¬n

fuzzy demeti ve �b� 2  
�1(b�) herhangi bir fuzzy nokta olsun. E¼ger

f : (Y; c�1)! (X; b�)

herhangi bir fuzzy sürekli dönüşüm ise f;  � f = f � olacak şekilde bir tek

f � : (Y; c�1)! (H; �b�)

yükseltmesine sahiptir.

·Ispat. f : (Y; c�1)! (X; b�) bir fuzzy sürekli dönüşüm olsun. O halde f(c�1) = �b�

dür. E¼ger �b� 2  
�1(b�) herhangi bir fuzzy nokta ise, s(b�) = �b� olacak biçimde bir

tek s 2 �(X;H) fuzzy kesiti vard¬r. Buradan,

s � f : (Y; c�1)! (H; �b�)

bir fuzzy sürekli dönüşümdür ve

 � (s � f) = f

dir.

Böylece s � f , f nin H a bir fuzzy yükseltmesidir. s � f yerine f � diyelim. O halde

s fuzzy kesiti tek oldu¼gundan, f � da tektir.

Teorem 5.5 X = (X; b�) ve Y = (Y; c�1) fuzzy e¼grisel irtibatl¬topolojik uzaylar,

(H; ) (X; b�) fuzzy noktal¬topolojik uzay¬üzerindeki esas gruplar¬n fuzzy demeti

ve �b� 2  
�1(b�) herhangi bir fuzzy nokta ve

f �; g� : (Y; c�1)! (H; �b�)
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 � f � =  � g� olacak şekilde herhangi iki fuzzy sürekli dönüşüm olsunlar. Bu

durumda

f � = g�

d¬r.

·Ispat. Teoremin ispat¬teorem 5.4 den elde edilir.
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6. FUZZY NORMLU L·INEER UZAYLAR KATEGOR·IS·I

Bir lineer uzay üzerinde fuzzy norm tan¬m¬ilk olarak 1984 y¬l¬nda Katsaras taraf¬n-

dan ortaya at¬lm¬̧s, daha sonra Felbin (1992), Cheng ve Mordeson (1994), Xiao

ve Zhu (2002) taraf¬ndan da çeşitli fuzzy norm tan¬mlar¬verilmi̧stir. 2003 y¬l¬nda

Bag ve Samanta fuzzy norm ve fuzzy normlu lineer uzay tan¬mlar¬n¬yeniden yap-

m¬̧slard¬r. Bu bölümde fuzzy normlu lineer uzaylar incelenerek, fuzzy normlu lineer

uzaylar üzerinde bir operatörün fuzzy süreklili¼gi ve fuzzy süreklili¼gin farkl¬türlerinin

tan¬mlar¬ile fuzzy s¬n¬rl¬l¬k ve fuzzy s¬n¬rl¬l¬¼g¬n farkl¬türleri ve tan¬mlar¬verilmi̧stir.

Biz bunlar¬ kullanarak; fuzzy normlu lineer uzaylar kategorisini oluşturup, fuzzy

normlu lineer uzaylar ve fuzzy lineer dönüşümler kategorisinden vektör uzaylar¬ve

lineer dönüşümler kategorisine bir funktorun varl¬¼g¬n¬gösterdik.

6.1 Fuzzy Normlu Lineer Uzaylar

Tan¬m 6.1 � : [0; 1]� [0; 1]! [0; 1] şeklinde tan¬mlanan � i̧slemi

1) Birleşimli ve 8a; b 2 [0; 1] için a � b = b � a

2) Sürekli

3) 8a 2 [0; 1] için a � 1 = a

4) 8a � c; b � d ve a; b; c; d 2 [0; 1] için a � b � c � d

şartlar¬n¬sa¼glarsa sürekli t-norm ad¬n¬al¬r (Bag ve Samanta 2015)

Örnek 6.1 a � b = ab (cebirsel çarp¬m) i̧slemi bir sürekli t-norm belirtir.

Örnek 6.2 a � b = min fa; bg (standart arakesit) bir sürekli t-norm belirtir.

Örnek 6.3 a � b = maxfa + b � 1; 0g (s¬n¬rl¬ fark) ve a � b =

8>>><>>>:
a ; b = 1

b ; a = 1

0 ; di¼ger
i̧slemleri de sürekli t-norm belirtir.
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Tan¬m 6.2 U reel vektör uzay¬, k:k ise U üzerinde 8x; y 2 U için;

1) kxk � 0

2) kxk = 0 ancak ve ancak x = 0

3) k�xk = j�j kxk ; � 2 R

4) kx+ yk � kxk+ kyk

şartlar¬n¬sa¼glayan reel de¼gerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda k:k ye U üzerinde

bir norm, (U; k:k) ikilisine de normlu uzay denir.

Tan¬m 6.3 X lineer uzay, � sürekli t-norm ve N de X � (0;1) üzerinde bir fuzzy

küme olmak üzere 8x; y 2 X ve 8t; s > 0 için,

1) N(x; t) > 0

2) N(x; t) = 1, x = 0

3) 8c 6= 0 için N(cx; t) = N

�
x;

t

jcj

�
4) N(x; t) �N(y; s) � N(x+ y; t+ s)

5) N(x; :) : (0;1)! [0; 1] sürekli

6) lim
t!1

N(x; t) = 1

şartlan sa¼gland¬¼g¬nda N ye fuzzy norm, (X;N; �) üçlüsüne fuzzy normlu lineer uzay

denir (Saadati ve Vaezpour 2005).

Lemma 6.1 (X;N; �) fuzzy normlu lineer uzay olsun. Bu durumda,

i) N(x; t), t-ye ba¼gl¬olarak azalmayand¬r.

ii) N(x� y; t) = N(y � x; t)

iii) N(x; t) = N(�x; t).

·Ispat. i) t < s, k = s� t olsun.

N(x; t) = N(x; t) � 1 = N(x; t) �N(0; k) � N(x; t+ k) = N(x; s)

) N(x; t) � N(x; s)

ii) N(x� y; t) = N((�l)(y � x); t)

= N(y � x;
t

j�1j) = N(y � x; t)

iii) E¼ger t > 0 ise N(�x; t) = N(�1x; t) = N(x;
t

j�1j)
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ve

t � 0 ise N(�x; t) = 0 = N(x; t) d¬r.

Tan¬m 6.4 U , F (kompleks say¬lar veya reel say¬lar) cismi üzerinde bir lineer uzay

veN , U�R (R-reel say¬lar kümesi) nin bir fuzzy alt kümesi (yaniN : U�R! [0; 1])

olsun. E¼ger 8x,u 2 U ve 8c 2 F için,

N1) 8t 2 R ve t � 0 için N(x; t) = 0;

N2) 8t 2 R ve t > 0 için N(x; t) = 1, x = 0;

N3) 8t 2 R ve t > 0 için N(cx; t) = N(x;
t

jcj) e¼ger c 6= 0 ise

N4) 8t; s 2 R için N(x + u; s + t) � minfN(x; s); N(u; t)g; (burada � i̧slemi min

fonksiyonu olarak al¬nm¬̧st¬r.)

N5) N(x; :), R de azalmayan bir fonksiyon ve lim
t!1

N(x; t) = 1.

şartlar¬sa¼glan¬rsa N ye U da bir fuzzy norm denir (Bag ve Samanta 2003).

Bundan sonra (U;N) çifti bir fuzzy normlu lineer uzay olarak al¬nacakt¬r.

Uyar¬6.1 x 2 U ve t 2 R için N; U üzerinde bir fuzzy norm olsun. x in normu, t

reel say¬s¬olmak üzere N(x; t) 2 [0; 1] ile gösterilir.

Örnek 6.4 (U; kk) normlu lineer uzay olsun. a; b 2 [0; 1] için a � b = a:b ve 8x 2 U

ve t 2 R olmak üzere

N(x; t) =

8><>:
t

t+ kxk ; t > 0

0 ; t � 0

biçiminde tan¬mlanan, (U;N) bir fuzzy normlu lineer uzayd¬r (Türkmen 2011).

Çözüm.

N1) 8t 2 R ve t � 0 için N(x; t) nin tan¬m¬ndan N(x; t) = 0 d¬r.

N2) 8t 2 R ve t > 0 için

N(x; t) = 1 )

)

)

t

t+ kxk = 1

t = t+ kxk

kxk = 0
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x 2 U ve U normlu uzay oldu¼gundan kxk = 0) x = 0 d¬r.

Tersine,

x = 0 ) kxk = 0

) t

t+ kxk =
t

t
= 1

dir.

N3) 8t 2 R ve t > 0 için c = 0 ise

N(cx; t) = N(0; t)

=
t

t+ k0k
= 1

ve c 6= 0 ise

N(cx; t) =
t

t+ kcxk

=
t= jcj

t= jcj+ kxk
= N(x; t= jcj)

bulunur.

N4) 8t; s 2 R ve x,u 2 U için

N(x+ u; t+ s) � minfN(x; t); N(u; s)g

oldu¼gunu gösterelim.

a) s+ t < 0) s < 0 veya t < 0 d¬r. Bu durumda N(u; s) = 0 veya N(x; t) = 0 d¬r.

Dolay¬s¬yla minfN(x; t); N(u; s)g = 0 = N(x+ u; t+ s) bulunur.

b) s+ t = 0) s = t = 0 veya s = �t olabilir.

s = t = 0) N(x+ u; t+ s) = minfN(x; t) = 0; N(u; s) = 0g = 0

s = �t) N(x; t) = 0 veya N(u; s) = 0 olaca¼g¬ndan

N(x+ u; t+ s) = 0 = minfN(x; t); N(u; s)g d¬r.

c) s+ t > 0)

i) s < 0 < t

ii) t < 0 < s

iii) 0 < t < s

iv) 0 < s < t
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durumlar¬olacakt¬r.

i) ve ii) durumlar¬için N(u; s) = 0 veya N(x; t) = 0 olaca¼g¬ndan iki durum içinde

minfN(x; t); N(u; s)g = 0 olacakt¬r.

Yani N(x+ u; t+ s) � minfN(x; t); N(u; s)g olacakt¬r.

iii) ve iv) durumlar¬için ise N(x; t) > N(u; s) veya N(u; s) > N(x; t) durumlar¬ndan

biri gerçekleşecektir.

Önce N(x; t) > N(u; s) durumunu alal¬m.

N(x; t) > N(u; s) ) t

t+ kxk >
s

s+ kuk
) t

t+ kxk �
s

s+ kuk > 0

) t kuk � s kxk
(t+ kxk)(s+ kuk) > 0

) t kuk � s kxk > 0

bulunur.

N(x; t) > N(u; s) oldu¼gundan minfN(x; t); N(u; s)g = N(u; s) olacakt¬r.

Bu durumda N(x + u; t + s) � minfN(x; t); N(u; s)g = N(u; s) olup olmad¬¼g¬na

bakal¬m.
t+ s

t+ s+ kx+ uk �
t+ s

t+ s+ kxk+ kuk
eşitsizli¼gini kullanal¬m.

Buradan,

t+ s

t+ s+ kx+ uk �
s

s+ kuk =
t kuk � s kxk

(t+ s+ kx+ uk)(s+ kuk)

olup t kuk � s kxk > 0 oldu¼gundan dolay¬da

t kuk � s kxk
(t+ s+ kx+ uk)(s+ kuk) > 0

d¬r.

Yani
t+ s

t+ s+ kx+ uk >
s

s+ kuk
d¬r.

Buradan
t+ s

t+ s+ kx+ uk >
s

s+ kuk
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bulunur.

Benzer şekilde N(u; s) > N(x; t) durumu da incelenerek,

N(x+ u; t+ s) � minfN(x; t); N(u; s)g oldu¼gu gösterilebilir.

N5) t1 < t2 � 0 için

N(x; t1) = N(x; t2)

= 0

d¬r.

0 < t1 < t2 ise

N(x; t1)�N(x; t2) =
t1

t1 + kxk
� t2
t2 + kxk

=
(t1 � t2) kxk

(t1 + kxk)(t2 + kxk)

d¬r.

t1 < t2 oldu¼gundan N(x; t1)�N(x; t2) < 0 bulunur.

Yani N , R de azalmayan bir fonksiyondur.

lim
t!1

N(x; t) ifadesi için iki durum söz konusudur.

x = 0)

lim
t!1

N(x; t) = lim
t!1

t

t+ k0k
= 1

dir.

x 6= 0)

lim
t!1

N(x; t) = lim
t!1

t

t+ kxk

= lim
t!1

1

1 +
kxk
t

=
1

1 + 0

= 1

d¬r.

Dolay¬s¬yla her iki durum için de lim
t!1

N(x; t) = 1 dir.
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Bu şartlar¬sa¼glad¬¼g¬ndan N , U da bir fuzzy norm ve (U;N) bir fuzzy normlu lineer

uzayd¬r.

Örnek 6.5 (U; kk) normlu lineer uzay olmak üzere N : U �R! [0; 1] fonksiyonu

N(x; t) =

8<: 0 ; t � kxk

1 ; t > kxk

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda N , U de bir fuzzy normdur ve (U;N) bir fuzzy

normlu lineer uzayd¬r.

Çözüm.

N1) 8t 2 R ve t � 0 için t � 0 � kxk oldu¼gundan N(x; t) = 0 d¬r.

N2) 8t 2 R ve t > 0 için N(x; t) = 1 olsun. Dolay¬s¬yla t > kxk olmal¬d¬r.

Bu durumda t > 0 oldu¼gundan kxk = 0) x = 0 d¬r.

Şimdi de x = 0 alal¬m. Bu durumda 8t 2 R ve t > 0 için t > kxk oldu¼gundan

N(x; t) = 1 dir.

N3) 8t 2 R ve t > 0 ve c 6= 0 için

N(cx; t) =

8<: 0 ; t � kcxk

1 ; t > kcxk

=

8<: 0 ; t= jcj � kxk

1 ; t= jcj > kxk
= N(x; t= jcj)

dir.

N4) 8t; s 2 R ve x; y 2 U için

N(x+ y; s+ t) � minfN(x; s); N(y; t)g

oldu¼gunu gösterelim.

i) N(x+ y; s+ t) = 0)

s+ t � kx+ yk � kxk+ kyk

oldu¼gundan,
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a. s � kxk ve t � kyk )

N(x+ y; s+ t) = 0 = minfN(x; s) = 0; N(y; t) = 0g

b. s � kxk ve t > kyk )

N(x+ y; s+ t) = 0 = minfN(x; s) = 0; N(y; t) = 1g

c. s > kxk ve t � kyk )

N(x+ y; s+ t) = 0 = minfN(x; s) = 1; N(y; t) = 0g

bulunur.

ii) N(x+ y; s+ t) = 1)

minfN(x; s); N(y; t)g � 1

oldu¼gundan

N(x+ y; s+ t) = 1 � minfN(x; s); N(y; t)g dir.

N5) Tan¬mdan dolay¬N(x; :), R de azalmayan bir fonksiyondur ve lim
t!1

N(x; t) = 1

dir.

Dolay¬s¬yla N , U da bir fuzzy norm ve (U;N) bir fuzzy normlu lineer uzayd¬r.

Teorem 6.1 (U;N) fuzzy normlu lineer uzay olsun. Kabul edelim ki

"N6 ) 8t > 0, N(x; t) > 0) x = 0" sa¼glans¬n. Bu durumda

kxk� = infft > 0 : N(x; t) � �g; � 2 (0; 1) olmak üzere fk:k� : � 2 (0; 1)g;

U üzerindeki normun artan ailesidir ve bu aileye U üzerinde �-norm denir.

·Ispat. Önce kxk� n¬n klasik norm oldu¼gunu gösterelim

i) 8x 2 U ve 8� 2 (0; 1) için, kxk� � 0

ii) 8� 2 (0; 1); kxk� = 0, x = 0

iii) 8� 2 (0; 1) ve c skaleri için kcxk� = jcj kxk�
iv) 8� 2 (0; 1); kx+ yk� � kxk� + kyk� oldu¼gunu gösterelim.

kxk� + kyk� = infft > 0 : N(x; t) � �g+ inffs > 0 : N(y; s) � �g

� inffs+ t > 0 : N(x+ y; s+ t) � �g

= kx+ yk�
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Şimdi artan aile oldu¼gunu gösterelim.

�1 � �2 olsun.

kxk�1 = infft > 0 : N(x; t) � �1g ve kxk�2 = infft > 0 : N(x; t) � �2g oldu¼gundan,

infft > 0 : N(x; t) � �1g � infft > 0 : N(x; t) � �2g d¬r. Bu ise artan aile oldu¼gunu

gösterir.

Teorem 6.2 U lineer uzay¬nda fkk� : � 2 (0; 1)g normun bir artan ailesi olsun.

N 0 : U �R! [0; 1]

N 0(x; t) =

8<: supf� 2 (0; 1) : kxk� � tg ; (x; t) 6= 0

0 ; (x; t) = 0

şeklinde tan¬ml¬ bir fonksiyon olmak üzere N 0, U üzerinde bir fuzzy normdur

(Bag ve Samanta 2005).

Yukar¬daki iki teorem, verilen bir fuzzy normdan klasik norm elde edilebilece¼gini ve

klasik norm verildi¼ginde de fuzzy norm elde edilebilece¼gini gösterir.

Şimdi, (U;N) fuzzy normlu uzay olsun.

"N7) S¬f¬rdan farkl¬ her bir x eleman¬ için N(x; :), R de sürekli fonksiyon ve

ft : 0 < N(x; t) < 1g de kesin artand¬r" şart¬sa¼glans¬n.

Lemma 6.2 (U;N) fuzzy normlu lineer uzay¬ N6 ve N7 şartlar¬n¬ sa¼glas¬n ve

kxk� = infft > 0 : N(x; t) � �g; � 2 (0; 1) olarak tan¬mlanan fk:k� : � 2 (0; 1)g;

U normunun bir artan ailesi olsun. Bu durumda x0 6= 0 olacak biçimdeki x0 2 U

için, N(x0; kx0k�) � �; 8� 2 (0; 1):

Lemma 6.3 (U;N) fuzzy normlu lineer uzay¬ N6 ve N7 şartlar¬n¬ sa¼glas¬n ve

kxk� = infft > 0 : N(x; t) � �g; � 2 (0; 1) olarak tan¬mlanan fk:k� : � 2 (0; 1)g;

U normunun bir ailesi olsun. Bu durumda x 6= 0; � 2 (0; 1) ve t0 2 R; t0 > 0 için

kxk� = t0 , N(x; t0) = � d¬r.
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Teorem 6.3 (U;N) fuzzy normlu lineer uzay¬N6 ve N7 şartlar¬n¬sa¼glas¬n.

kxk� = infft > 0 : N(x; t) � �g ve N 0 : U �R! [0; 1] fonksiyonu

N 0(x; t) =

8<: supf� 2 (0; 1) : kxk� � tg ; (x; t) 6= 0

0 ; (x; t) = 0

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda,

i) fk:k� : � 2 (0; 1)g U üzerinde normun artan bir ailesidir.

ii) N 0, U üzerinde bir fuzzy normdur.

iii) N = N 0 d¬r (Bag ve Samanta 2005).

Yani, baz¬şartlar alt¬nda bir fuzzy norm yard¬m¬yla yeni bir fuzzy norm oluştura-

biliriz. Üstelik bu iki fuzzy norm birbirine eşit olabilir.

Tan¬m 6.5 U , F cismi üzerinde bir lineer uzay ve N�, U � R nin bir fuzzy alt

kümesi (yani N� : U �R! [0; 1]) olsun. E¼ger 8x,u 2 U , 8c 2 F için,

N�1) 8t 2 R ve t � 0 için N�(x; t) = 1;

N�2) 8t 2 R ve t > 0 için N�(x; t) = 0, x = 0;

N�3) 8t 2 R ve t > 0 için N�(cx; t) = N�(x;
t

jcj), (c 6= 0)

N�4) 8t; s 2 R için N�(x + u; s + t) � maxfN�(x; s); N�(u; t)g; (burada � i̧slemi

max fonksiyonu olarak al¬nm¬̧st¬r)

N�5) N�(x; :), R de artmayan bir fonksiyon ve lim
t!1

N�(x; t) = 0.

şartlar¬sa¼glan¬rsa N� a, U da bir fuzzy antinorm denir.

(U;N�) çiftine de bir fuzzy antinormlu lineer uzay denir.

Uyar¬6.2 Yukar¬daki şartlara ek olarak,

N�6 ) 8t > 0, N�(x; t) < 1) x = 0

N�7) S¬f¬rdan farkl¬ her bir x eleman¬ için, N�(x; :) R de sürekli fonksiyon ve

ft : 0 < N�(x; t) < 1g de kesin artand¬r.

sa¼glans¬n. Bu durumda N� a Bag-Samanta anlam¬nda bir fuzzy antinorm denir.
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Örnek 6.6 (U; kk) normlu lineer uzay olmak üzere,

N� : U �R! [0; 1] fonksiyonu

N(x; t) =

8><>:
kxk

t+ kxk ; t > 0

1 ; t � 0

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda N�, U de bir fuzzy antinormdur.

Uyar¬6.3 N�, U da bir fuzzy antinormdur ancak ve ancak 1�N�, U da bir fuzzy

normdur.

6.2 Fuzzy Normlu Lineer Uzaylar Kategorisi

Bu alt bölümde fuzzy normlu lineer uzaylar üzerinde baz¬dönüşümler tan¬mlanarak

baz¬kategoriler oluşturulmuştur.

Bu alt bölüm boyunca U ile V ayn¬skaler cisim üzerinde vektör uzaylar¬n¬, (U;N1)

ile (V;N2) de fuzzy normlu lineer uzaylar¬gösterecektir.

Tan¬m 6.6 T , (U;N1) den (V;N2) ye bir dönüşüm ve x0 2 U olsun. E¼ger 8x 2 U;

8" > 0, � 2 (0; 1) için

N1(x� x0; �) > 1� � ) N2(T (x)� T (x0); ") > 1� �

olacak şekilde 9� = �(�; ") > 0; � = �(�; ") 2 (0; 1) bulunabiliyorsa, T ye x0 2 U

da fuzzy süreklidir denir.

E¼ger T , U nun her noktas¬nda fuzzy sürekli ise, T ye U da fuzzy süreklidir denir.

Tan¬m 6.7 T , (U;N1) den (V;N2) ye dönüşümü verilsin. E¼ger V deki her aç¬k

fuzzy kümenin ters görüntüsü U da aç¬k oluyorsa T dönüşümüne fuzzy süreklidir

denir.
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Uyar¬6.4 (U;N) fuzzy normlu lineer uzay olmak üzere

B(x; �; t) = fy : N(x � y; t) > 1 � �g aç¬k yuvar¬n¬ içeren fuzzy kümeler aç¬k-

t¬r.

Tan¬m 6.8 (U;N1) ve (V;N2) iki fuzzy normlu lineer uzay ve T : (U;N1)! (V;N2)

dönüşümü verilsin.

8x; y 2 U ve � 2 R için,

T (x+ y) = T (x) + T (y)

ve

T (ax) = aT (x)

sa¼glan¬yorsa T ye lineer dönüşüm denir.

Teorem 6.4 (U;N1) ve (V;N2) fuzzy normlu lineer uzaylar olmak üzere

T : (U;N1) ! (V;N2) bir lineer dönüşüm olsun. T , U da fuzzy süreklidir ancak

ve ancak T bir x0 2 U noktas¬nda fuzzy süreklidir.

·Ispat. ()) ·Ispat¬n bu k¬sm¬aç¬kt¬r.

(() y 2 V herhangi bir eleman olsun. T nin y de fuzzy sürekli oldu¼gunu gösterece¼giz.

" > 0, � 2 (0; 1) olsun. T x0 da fuzzy sürekli oldu¼gundan, 8x 2 U için

N1(x� x0; �) > 1� �

iken

N2(T (x)� T (x0); ") > 1� �

olacak biçimde � > 0; � 2 (0; 1) vard¬r.

x yerine x+ x0 � y yazarsak, 8x 2 U için

N1(x+ x0 � y � x0; �) > 1� �

oldu¼gunda

N2(T (x+ x0 � y)� T (x0); ") > 1� �
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yani

N1(x� y; �) > 1� �

oldu¼gunda

N2(T (x)� T (y); ") > 1� �

elde edilir.

Böylece T , y 2 V de fuzzy süreklidir.

O halde T , U üzerinde süreklidir.

Teorem 6.5 Fuzzy normlu lineer uzaylar üzerindeki her birim fuzzy fonksiyon fuzzy

süreklidir.

·Ispat. 8" > 0, � 2 (0; 1) için 9� = �(�; ") = " > 0; � = �(�; ") 2 (0; 1) var 3 � > �

ve x0 2 U için

N1(x� x0; �) > 1� �

oldu¼gunda

N2(T (x)� T (x0); ") = N2(T (x� x0); ")

= N2((x� x0); ")

> 1� �

> 1� �

Böylece T , x0 2 U da fuzzy süreklidir.

x0 noktas¬U da key� bir nokta oldu¼gundan, T her noktada fuzzy süreklidir.

Tan¬m 6.9 T , (U;N1) den (V;N2) ye bir dönüşüm ve x0 2 U olsun. E¼ger 8x 2 U ,

8" > 0 için

N2(T (x)� T (x0); ") � N1(x� x0; �)

olacak şekilde 9� > 0 var ise, T ye x0 2 U da kuvvetli fuzzy süreklidir denir.

E¼ger T , U nun her noktas¬nda kuvvetli fuzzy sürekli ise, T ye U da kuvvetli fuzzy

süreklidir denir.
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Tan¬m 6.10 T , (U;N1) den (V;N2) ye bir dönüşüm ve x0 2 U olsun. E¼ger 8x 2 U ,

8" > 0, � 2 (0; 1) için

N1(x� x0; �) � �) N2(T (x)� T (x0); ") � �

olacak şekilde 9� = �(�; ") > 0 var ise T ye x0 2 U da zay¬f fuzzy süreklidir denir.

E¼ger T , U nun her noktas¬nda zay¬f fuzzy sürekli ise T ye U da zay¬f fuzzy süreklidir

denir.

Lemma 6.4 T , (U;N1) den (V;N2) ye dönüşümü kuvvetli fuzzy sürekli ise, zay¬f

fuzzy süreklidir (Bag ve Samanta 2005).

Tan¬m 6.11 T , (U;N1) den (V;N2) ye bir dönüşüm ve x0 2 U olsun. E¼ger 8n için

xn 2 U olacak biçimde 8fxngn dizisi için xn ! x0 iken T (xn) ! T (x0) oluyorsa,

yani 8t > 0 için

lim
n!1

N1(xn � x0; t) = 1) lim
n!1

N2(T (xn)� T (x0); t) = 1

ise T ye x0 2 U da dizisel fuzzy süreklidir denir.

E¼ger T , U nun her noktas¬nda dizisel fuzzy sürekli ise T ye U da dizisel fuzzy

süreklidir denir.

Teorem 6.6 (U;N1) ve (V;N2) fuzzy normlu lineer uzaylar olmak üzere

T : (U;N1) ! (V;N2) ye bir dönüşüm olsun. E¼ger T kuvvetli fuzzy sürekli ise,

T dizisel fuzzy süreklidir (Türkmen 2011).

·Ispat. Önce T , x0 2 U noktas¬nda kuvvetli fuzzy sürekli olsun.

O halde her bir " > 0 say¬s¬ve 8x 2 U için,

N2(T (x)� T (x0); ") � N1(x� x0; �) (i)

olacak şekilde 9� = �(x0; ") > 0 vard¬r.
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fxng, U da xn ! x0 olmak üzere bir dizi olsun. Buradan 8t > 0 için,

lim
n!1

N1(xn � x0; t) = 1 (ii)

d¬r.

Buradan (i) den dolay¬n = 1; 2; : : : için N2(T (xn) � T (x0); ") � N1(xn � x0; �)

yazabiliriz.

) lim
n!1

N2(T (xn)� T (x0); ") � lim
n!1

N1(xn � x0; �)

)(ii) den dolay¬ lim
n!1

N2(T (xn)� T (x0); ") = 1:

" istenildi¼gi kadar küçük pozitif say¬oldu¼gunda T (xn)! T (x0) d¬r.

Yukar¬daki teoremin tersi her zaman do¼gru de¼gildir. Şimdi dizisel fuzzy sürekli T

dönüşümünün, kuvvetli fuzzy sürekli olmad¬¼g¬na dair bir örnek verelim.

Örnek 6.7 (X = R; kk) normlu lineer uzay¬nda 8x 2 R için kxk = jxj olsun.

N1; N2 : X �R! [0; 1] fonksiyonlar¬k > 0 sabit say¬olmak üzere

N1(x; t) =

8><>:
t

t+ jxj ;8x 2 X; t > 0

0 ;8x 2 X; t � 0

N2(x; t) =

8><>:
t

t+ k jxj ;8x 2 X; t > 0

0 ;8x 2 X; t � 0

şeklinde tan¬mlans¬n. (X;N1) ve (X;N2) fuzzy normlu lineer uzaylard¬r.

Şimdi

T (x) =
x4

1 + x2

fonksiyonunu göz önüne alal¬m.

xn 2 X olmak üzere fxng dizisi için xn ! x0 olsun.

Bu durumda 8t > 0 için, lim
n!1

N1(xn � x0; t) = 1 dir.

) lim
n!1

t

t+ jxn � x0j
= 1

) lim
n!1

jxn � x0j = 0
52



bulunur. Buradan

N2(T (xn)� T (x0); t) =
t

t+ k

���� x4n
1 + x2n

� x40
1 + x20

����
=

t j1 + x2nj j1 + x20j
t j1 + x2nj j1 + x20j+ k jxn � x0j j(xn + x0)(x2n + x20) + x2nx

2
0(xn + x0)j

d¬r.

O halde lim
n!1

jxn � x0j = 0 için N2(T (xn)� T (x0); t) = 1 bulunur.

) (X;N2) de T (xn)! T (x0) d¬r. Dolay¬s¬yla T dizisel süreklidir.

T nin kuvvetli sürekli oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda 8" > 0 ve 8x 2 X için

N2(T (x)� T (x0); ") � N1(x� x0; �) olacak şekilde 9� > 0 vard¬r.

N2(
x4

1 + x2
� x40
1 + x20

; ") � N1(x� x0; �)

"

"+ k

���� x4

1 + x2
� x40
1 + x20

���� � �

� + jx� x0j

" j1 + x2j j1 + x20j
" j1 + x2j j1 + x20j+ k jx4 + x4x20 � x40 � x40x

2j � �

� + jx� x0j

� � " j1 + x2j j1 + x20j
k jx+ x0j jx2(1 + x20) + x20j

, (x 6= x0)

8x(6= x0) 2 X için e¼ger � � " j1 + x2j j1 + x20j
k jx+ x0j jx2(1 + x20) + x20j

eşitsizli¼gini sa¼glayan 9� > 0

varsa T nin x0 da sürekli olur.

Buradan �1 = inf

���� (1 + x2)(1 + x20)

(x+ x0)(x2(1 + x20) + x20)

���� 3 x 2 X; x 6= x0 al¬n¬rsa � =
"

k
�1 d¬r.

Dolay¬s¬yla � � " j1 + x2j j1 + x20j
k jx+ x0j jx2(1 + x20) + x20j

eşitsizli¼gi vard¬r. Fakat �1 = 0 olmas¬

mümkün de¼gildir. Bu bir çeli̧skidir.

Sonuç olarak, T kuvvetli fuzzy sürekli de¼gildir.

Teorem 6.7 (U;N1) ve (V;N2) fuzzy normlu lineer uzaylar olmak üzere

T : (U;N1)! (V;N2) bir dönüşüm olsun. Bu durumda,

T fuzzy süreklidir ancak ve ancak T dizisel fuzzy süreklidir.
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Tan¬m 6.12 (U;N1) ve (V;N2) fuzzy normlu lineer uzaylar olmak üzere

T : (U;N1)! (V;N2) bir lineer operatör olsun. E¼ger 8x 2 U ve t > 0 için

N2(T (x); t) > mN1(x; t)

olacak şekilde 0 < m < 1 say¬s¬var ise, T fuzzy s¬n¬rl¬d¬r denir (Saadati ve Park

2006).

Uyar¬6.5 Dikkat edilecek olursa, (U;N1) ve (V;N2) fuzzy normlu lineer uzaylar

olmak üzere, fuzzy s¬n¬rl¬lineer operatörlerin kümesi olan SL(U; V ) kümesi

(T1 + T2)x = T1(x) + T2(x); x 2 U

(�T )x = �T (x); � 2 R; x 2 U

i̧slemleri alt¬nda bir vektör uzay¬oluşturur (Thoubaan 2011).

Üstelik bu vektör uzay¬yap¬s¬ile birlikte bir fuzzy normlu uzay elde edilir.

Tan¬m 6.13 SL(U; V ), K cismi üzerinde bir vektör uzay¬olsun. SL(U; V ) üzerinde

bir fuzzy norm A = f(T; t); N(T; t)) : (T; t) 2 SL(U; V )� R+g formunun bir objesi

olsun. N fuzzy normu, SL(U; V ) � R+ nin fuzzy alt kümesi olmak üzere T1; T2 2

SL(U; V ) ve c 2 K için

N1) 8t 2 R ve t � 0 için N(T; t) > 0;

N2) 8t 2 R ve t > 0 için N(T; t) = 1, T = 0;

N3) 8t 2 R ve t > 0 için N(cT; t) = N(T;
t

jcj), (c 6= 0)

N4) 8t; s 2 R için N(T1+T2; s+ t) � minfN(T1; s); N(T2; t)g; (burada � i̧slemi min

fonksiyonu olarak al¬nm¬̧st¬r.)

N5) N(T; :), R de azalmayan bir fonksiyon ve lim
t!1

N(T; t) = 1

özelliklerini sa¼glas¬n. Bu durumda (SL(U; V ); A) ikilisine operatör fuzzy normlu

lineer uzay denir.
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Örnek 6.8 (SL(U; V ); k:k) bir normlu lineer uzay olmak üzere

N(T; t) =

8><>:
t

t+ kTk ;8T 2 SL; t > 0

0 ;8T 2 SL; t � 0

ile tan¬mlanan A = f(T; t); N(T; t)) : (T; t) 2 SL(U; V ) � R+g bir operatör fuzzy

normlu lineer uzayd¬r.

Tan¬m 6.14 (U;N1) ve (V;N2) iki fuzzy normlu lineer uzay ve

T : (U;N1)! (V;N2) bir lineer operatör olsun. E¼ger 8x 2 U ve 8t 2 R için

N2(T (x); t) � N1(x;
t

M
)

olacak şekilde 9M 2 R+ var ise, T ye U da kuvvetli fuzzy s¬n¬rl¬d¬r denir (Bag ve

Samanta 2005).

Örnek 6.9 S¬f¬r ve özdeşlik operatörleri kuvvetli fuzzy s¬n¬rl¬d¬r.

Örnek 6.10 (X; kk) bir normlu lineer uzay olsun. N1; N2 : X � R ! [0; 1] ve �1

ile �2 iki sabit reel say¬3 �1 > �2 olmak üzere

N1(x; t) =

8><>:
t

t+ �1 kxk
; t > 0

0 ; t � 0

ve

N2(x; t) =

8><>:
t

t+ �2 kxk
; t > 0

0 ; t � 0

fonksiyonlar¬verilsin.

Burada N1 ve N2 nin fuzzy norm oldu¼gu hemen elde edilir.

T : (X;N1)! (X;N2) operatörünü r(6= 0) 2 R sabit olmak üzere T (x) = rx olarak

tan¬mlarsak, T bir lineer operatördür.

T nin kuvvetli fuzzy s¬n¬rl¬bir operatör oldu¼gunu gösterelim.
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Bir M pozitif say¬s¬M � jrj olacak şekilde seçilirse, 8x 2 X ve 8t 2 R için

N2(T (x); t) � N1(x;
t

M
) oldu¼gu gösterilebilir.

Gerçekten; 8x 2 X ve M � jrj için �1 > �2 > 0 olacak biçimde �1M � �2 jrj

vard¬r.

Buradan, �1M kxk � �2 jrj kxk elde edilir.

) 8t > 0 için t+ �1M kxk � t+ �2 jrj kxk

) 1

t+ �2 jrj kxk
� 1

t+ �1M kxk
) 8t > 0 için t

t+ �2 jrj kxk
� t

t+ �1M kxk

) 8t > 0 için t

t+ �2 jrj kxk
�

t

M
t

M
+ �1 kxk

) 8t > 0 ve 8x 2 X için N2(T (x); t) � N1(x;
t

M
) bulunur.

Benzer şekilde t � 0 için de kuvvetli fuzzy s¬n¬rl¬l¬k gösterilebilir.

Dolay¬s¬yla, T kuvvetli fuzzy s¬n¬rl¬lineer operatördür.

Tan¬m 6.15 (U;N1) ve (V;N2) fuzzy normlu lineer uzaylar olmak üzere

T : (U;N1)! (V;N2) bir lineer operatör olsun. E¼ger 8x 2 U ve 8t 2 R için

N1(x;
t

M�

) � �) N2(T (x); t) � �

olacak şekilde 9M� > 0 3 8� 2 (0; 1) var ise, T ye zay¬f fuzzy s¬n¬rl¬denir.

Teorem 6.8 (U;N1) ve (V;N2) fuzzy normlu lineer uzaylar olmak üzere

T : (U;N1)! (V;N2) bir lineer operatör olsun. E¼ger T kuvvetli fuzzy s¬n¬rl¬ise, T

zay¬f fuzzy s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. T kuvvetli fuzzy s¬n¬rl¬olsun.

O halde 8t 2 R, 8x 2 U için N2(T (x); t) � N1(x;
t

M
) olacak şekilde 9M > 0 vard¬r.

Buradan N1(x;
t

M�

) � � olacak şekilde 8� 2 (0; 1) için 9M�(= M) > 0 varl¬¼g¬n¬

söyleyebiliriz.

Dolay¬s¬yla N2(T (x); t) � � olur.
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Böylece T zay¬f fuzzy s¬n¬rl¬d¬r.

Şimdi yukar¬da verilen teoremin tersinin do¼gru olmad¬¼g¬n¬gösteren bir örnek verelim.

Örnek 6.11 (X; kk) bir normlu lineer uzay olmak üzere N1; N2 : X � R ! [0; 1]

için

N1(x; t) =

8><>:
t2 � kxk2

t2 + kxk2
; t > kxk

0 ; t � kxk
ve

N2(x; t) =

8><>:
t

t+ kxk ;8x 2 X; t > 0

0 ;8x 2 X; t � 0

şekilnde tan¬ml¬N1 ve N2 fuzzy normlar¬verilsin.

T : (X;N1)! (X;N2) lineer operatörü 8x 2 X için T (x) = x olarak seçilirse, T nin

zay¬f fuzzy s¬n¬rl¬bir operatör iken kuvvetli fuzzy s¬n¬rl¬olmad¬¼g¬n¬gösterelim.

8� 2 (0; 1) için M� =
1

1� �
seçilirse t > kxk ve t � kxk durumlar¬n¬n her ikisi için

de N1(x;
t

M�

) � �) N2(T (x); t) � � elde edilir.

Böylece T zay¬f fuzzy s¬n¬rl¬d¬r.

Şimdi T nin kuvvetli fuzzy s¬n¬rl¬olmad¬¼g¬n¬gösterelim.

t > kxk ; x 6= 0 için

N2(T (x); t) � N1(x;
t

M
), t

t+ kxk �
t2 �M2 kxk2

t2 +M2 kxk2

Buradan gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa t!1 iken M =1 sonucuna ulaş¬l¬r.

Böylece T kuvvetli fuzzy s¬n¬rl¬de¼gildir.

Teorem 6.9 (U;N1) ve (V;N2), N7 şart¬n¬ sa¼glayan fuzzy normlu lineer uzaylar

olmak üzere T : (U;N1)! (V;N2) bir lineer operatör olsun. Bu durumda,

T fuzzy süreklidir ancak ve ancak T fuzzy s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. ()) : T için iki durum vard¬r:

T = 0 icin ispat aç¬kt¬r.

T 6= 0 olsun. Bu durumda kTk 6= 0 olup T fuzzy s¬n¬rl¬olsun.
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Herhangi bir x0 2 U için " > 0; � 2 (0; 1) verildi¼ginde � = �(�; "),

� = �(�; ") 2 (0; 1) vard¬r öyle ki, T lineer oldu¼gundan her x 2 U için,

N1(x� x0; �) > 1� �

)
�

� + kx� x0k
> 1� �

)

kx� x0k <
��

1� �

d¬r. Şimdi,
��

1� �
=

"�

kTk (1� �)

olsun.

kT (x)� T (x0)k = kT (x� x0)k

< kTk kx� x0k

� kTk "�

kTk (1� �)

=
"�

(1� �)

bulunur. Bu durumda

kT (x)� T (x0)k (1� �) + "� "� "� < 0

ve

kT (x)� T (x0)k (1� �)� "+ "(1� �) < 0

d¬r.

Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

(1� �)(kT (x)� T (x0)k+ ") < "

yaz¬labilir. Buradan
"

"+ kT (x)� T (x0)k
> (1� �)

elde edilir. Bu durumda ise

N2(T (x)� T (x0); ") > (1� �)
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sonucuna ulaş¬l¬r. x0 2 (U;N1) key� oldu¼gundan T süreklidir.

()) : T , key� x0 2 U noktas¬nda sürekli olsun.

Bu durumda " > 0 verildi¼ginde � 2 (0; 1) olmak üzere N1(x � x0; �) > 1 � � için

N2(T (x)� T (x0); ") > 1� � olacak şekilde � = �(�; "), � = �(�; ") 2 (0; 1) vard¬r.

Herhangi bir y 6= 0 2 (U;N1) al¬ns¬n.

x = x0 +
��

(1� �) kyky

ise

x� x0 =
��

(1� �) kyky

olacakt¬r. T sürekli oldu¼gundan,

N2(T (x)� T (x0); ") > 1� � d¬r. Böylece

"

"+ kT (x)� T (x0)k
=

"

"+ kT (x� x0)k
=

"

"+





T ( ��

(1� �) kyky)






=
"

"+ kT (y)k ��

(1� �) kyk

ve buradan

kT (y)k ��

(1� �) kyk <
"�

(1� �)

) kT (y)k < "�(1� �)

(1� �)��
kyk

bulunur.

m =
"�(1� �)

(1� �)��
şeklinde seçilirse kT (y)k < m kyk oldu¼gundan t

t+ kT (y)k > m
t

t+ kyk
yaz¬labilir.

Dolay¬s¬yla N2(T (y); t) > rN1(y; t) elde edilir.

Böylece T fuzzy s¬n¬rl¬operatördür.

Teorem 6.10 (U;N1) ve (V;N2) iki fuzzy normlu lineer uzay ve

T : (U;N1)! (V;N2) bir lineer operatör olsun. Bu durumda,

(i) E¼ger T bir x0 2 U noktas¬nda kuvvetli fuzzy sürekli ise T , U da kuvvetli fuzzy

süreklidir.
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(ii) T kuvvetli fuzzy süreklidir ancak ve ancak T kuvvetli fuzzy s¬n¬rl¬d¬r

(Bag ve Samanta 2005).

Teorem 6.11 (U;N1) ve (V;N2) iki fuzzy normlu lineer uzay ve

T : (U;N1)! (V;N2) bir lineer operatör olsun. Bu durumda,

(i) E¼ger T bir x0 2 U noktas¬nda zay¬f fuzzy sürekli ise T , U da zay¬f fuzzy süreklidir.

(ii) T zay¬f fuzzy süreklidir ancak ve ancak T zay¬f fuzzy s¬n¬rl¬d¬r

(Bag ve Samanta 2005).

Şimdi fuzzy normlu lineer uzaylar ve fuzzy lineer dönüşümler kategorisinden vektör

uzaylar¬ve lineer dönüşümler kategorisine bir funktorun var oldu¼gunu gösterece¼giz.

Bunun için öncelikle aşa¼g¬daki tan¬m ve teoremleri verelim.

Tan¬m 6.16 A ve B s¬ras¬yla F cismi üzerinde tan¬ml¬U; V vektör uzaylar¬n¬n

fuzzy alt uzaylar¬ve K : A ! B ye bir dönüşüm olsun. E¼ger 8xt; yh 2 A fuzzy

noktalar, �; � 2 F ve t; h 2 [0; 1] için

K(�xt; �yh) � minfK(xt); K(yh)g

sa¼glan¬rsa, K : A! B ye fuzzy alt uzay üzerinde bir fuzzy lineer dönüşüm denir.

Teorem 6.12 A ve B s¬ras¬yla F cismi üzerinde tan¬ml¬U; V vektör uzaylar¬n¬n

fuzzy alt uzaylar¬olsunlar. K : A! B bir fuzzy lineer dönüşümdür ancak ve ancak

T : U ! V vektör uzaylar¬üzerinde bir lineer dönüşümdür.

·Ispat. ()) K : A ! B bir fuzzy lineer dönüşüm oldu¼gundan 8xt1 ; yt2 2 A ve

�; � 2 F , t1; t2 2 [0; 1] için K(�xt1 ; �yt2) � minfK(xt1); K(yt2)g d¬r.

T : U ! V vektör uzaylar¬üzerinde bir lineer dönüşüm oldu¼gunu göstermek için

8 x; y 2 U ve �; � 2 F olmak üzere T (�x + �y) = �T (x) + �T (y) oldu¼gunu

göstermeliyiz.

xt1 ; yt2 2 A, t1; t2 2 [0; 1] oldu¼gundan K(xt1) = T (x), K(yt2) = T (y) olacak şekilde

x; y 2 U vard¬r.
60



Buradan x = T�1(K(xt1)) ve y = T�1(K(yt2)) d¬r.

T (�x+ �y) = T (�x) + T (�y)

= T (�T�1(K(xt1))) + T (�T
�1(K(yt2)))

= �T (T�1(K(xt1))) + �T (T
�1(K(yt2)))

= �K(xt1) + �K(yt2)

= �T (x) + �T (y)

Dolay¬s¬yla 8 x; y 2 U ve �; � 2 F için T (�x+ �y) = �T (x) + �T (y) dir.

Böylece T : U ! V vektör uzaylar¬üzerinde bir lineer dönüşümdür.

(() T : U ! V vektör uzaylar¬üzerinde bir lineer dönüşüm oldu¼gundan, 8 x; y 2 U

ve �; � 2 F için T (�x+ �y) = �T (x) + �T (y) dir.

K : A ! B bir fuzzy lineer dönüşüm oldu¼gunu göstermek için 8xt1 ; yt2 2 A ve

�; � 2 F , t1; t2 2 [0; 1] için K(�xt1 ; �yt2) � minfK(xt1); K(yt2)g oldu¼gunu göster-

meliyiz.

�; � 2 F ve xt1 ; yt2 2 A, t1; t2 2 [0; 1] olmak üzere K(xt1) = T (x), K(yt2) = T (y)

için x = T�1(K(xt1)) ve y = T�1(K(yt2)) dir. Buradan,

K(�xt1 ; �yt2) = K(�xt1) +K(�yt2)

= K(�K�1(T (x))) +K(�K�1(T (y)))

= �K(K�1(T (x))) + �K(K�1(T (y)))

= �T (x) + �T (y)

= �K(xt1) + �K(yt2)

� K(xt1) +K(yt2)

d¬r. Dolay¬s¬yla K(�xt1 ; �yt2) � K(xt1) ve K(�xt1 ; �yt2) � K(yt2) d¬r. Böylece

8xt1 ; yt2 2 A ve �; � 2 F , t1; t2 2 [0; 1] için K(�xt1 ; �yt2) � minfK(xt1); K(yt2)g d¬r.

O halde K : A! B bir fuzzy lineer dönüşümdür.

Teorem 6.13 A;B;C s¬ras¬yla F cismi üzerinde tan¬ml¬U; V;W vektör uzaylar¬n¬n

fuzzy alt uzaylar¬ve K : A! B, G : B ! C fuzzy lineer dönüşümler olsunlar. Bu

durumda G �K : A! C de bir fuzzy lineer dönüşümdür.
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·Ispat. K ve G fuzzy lineer dönüşümler olmak üzere,

8xt1 ; yt2 2 A ve �; � 2 F; t1; t2 2 [0; 1] içinK(�xt1+�yt2) = supfinff�;K(xt1); �;K(yt2)g

8zt3 ; ut4 2 B ve �; � 2 F; t3; t4 2 [0; 1] içinG(�zt3+�ut4) = supfinff�;G(zt3); �;G(ut4)g,

ve

8at5 ; bt6 2 A; 8t5; t6 2 [0; 1] için K(xt1) = zt3 ; K(yt2) = ut4 ; G(zt3) = at5 ; G(ut4) = bt6

olsun.

G � K : A ! C nin fuzzy lineer dönüşüm oldu¼gunu göstermek için, at5 ; bt6 2 A

(a; b 2 U ve t5; t6 2 [0; 1]), 8 �; � 2 F olsun.

Buradan

G �K(�at5 + �bt6) = G(K(�at5 + �bt6))

� G(minfK(at5); K(bt6)g)

= G(minfzt3 ; ut4g)

= minfG(zt3); G(ut4)g

= minfG(K(xt1)); G(K(yt2))g

= minfG �K(at5); G �K(bt6)

d¬r. Dolay¬s¬yla G �K : A! C bir fuzzy lineer dönüşümdür.

Teorem 6.14 Fuzzy normlu lineer uzaylar ve fuzzy lineer dönüşümler kategorisin-

den, vektör uzaylar¬ve lineer dönüşümler kategorisine bir funktor vard¬r.

·Ispat. FNL fuzzy normlu lineer uzaylar ve lineer dönüşümler kategorisini göstermek

üzere; FNL nin objeleri fuzzy normlu lineer uzaylar kümesi ob(FNL) ile, FNL nin

mor�zmleri olan fuzzy lineer dönüşümlerin kümesi ise MorFNL ile verilsin. Bu

kategori cat1 ve cat2 yi sa¼glar.

V U vektör uzaylar¬ ve lineer dönüşümler kategorisini göstermek üzere; V U nin

objeleri olan vektör uzaylar¬ kümesi ob(V U) ile, V U nin mor�zmleri olan lineer

dönüşümlerin kümesi ise 8U1; U2 2 ob(V U) için [U1; U2]V U 2 MorV U ile verilsin.

Bu kategori de cat1 ve cat2 yi sa¼glar.

Şimdi FNL kategorisinden V U kategorisine bir funktoryal geçi̧s oldu¼gunu gösterelim.
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Öncelikle V U ve FNL kategoriler olmak üzere FNL nin her bir (U1; N1) objesini

V U nin bir U1 objesine, FNL nin her bir T1 : (U1; N1) ! (U2; N2) mor�zmini ise

V U daki bir f1 : U1 ! U2 mor�zmine dönüştüren ve funktor olma şartlar¬sa¼glayan

bir F dönüşümü FNL den V U ya bir funktordur. Bu funktoru F : FNL ! V U ile

gösterelim.

(U1; N1)
T1! (U2; N2)

T2! (U3; N3) ) FNL

# F

U1
f1! U2

f2! U3 ) V U

Burada F (U1; N1) = U1; F (U2; N2) = U2; F (U3; N3) = U3; ve f1 = F (T1);

f2 = F (T2) olup, funktor şartlar¬ sa¼glan¬r. Bu F funktoru FNL nin objelerinin

norm özelli¼gini, mor�zmlerinin ise fuzzy özelli¼gini unutturur.

Benzer şekilde aşa¼g¬daki baz¬funktorlar¬da verebiliriz.

Sonuç 6.1 Fuzzy normlu lineer uzaylar ve fuzzy sürekli fonksiyonlar kategorisinden,

vektör uzaylar¬ve lineer dönüşümler kategorisine bir funktor vard¬r.

Sonuç 6.2 Fuzzy normlu lineer uzaylar ve fuzzy s¬n¬rl¬fonksiyonlar kategorisinden,

vektör uzaylar¬ve lineer dönüşümler kategorisine bir funktor vard¬r.
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7. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tezde önce, bir fuzzy topolojik uzay¬n esas grubu oluşturularak, fuzzy noktal¬

topolojik uzaylar ve fuzzy sürekli fonksiyonlar kategorisinden, fuzzy esas gruplar ve

grup homomor�zmleri kategorisine bir funktorun varl¬¼g¬ele al¬nm¬̧st¬r. Daha sonra

fuzzy e¼grisel irtibatl¬topolojik uzaylar üzerinde fuzzy esas gruplar¬n demeti bizim

taraf¬m¬zdan oluşturularak, bu demet üzerinde fuzzy yükseltme teoremi verilmi̧stir.

En son k¬s¬mda fuzzy normlu lineer uzaylar ve fuzzy normlu lineer uzaylar aras¬ndaki

baz¬dönüşümleri kullanarak oluşturdu¼gumuz kategoriler ile klasikte bildi¼gimiz kate-

goriler aras¬nda bir funktoryal geçi̧s bulmaya çal¬̧st¬k. Fuzzy yap¬l¬

kategorilerle, fuzzy yap¬l¬ olmayan kategoriler aras¬nda bir funktoryal geçi̧sin var

oldu¼gunu göstedik.
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