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Bu tez yedi bosliimden olugmaktadir.
Birinci boliim giris kismina ayrilmigtir.

Ikinci boliimde kategori ve funktor kavramlar: ele alinmis, ve bu kavramlara iliskin tanim,
teorem ve orneklere yer verilmistir.

Uciincii boliimde fuzzy kiimeler ve bazi 6zellikleri incelenmistir.

Doérdiincii boliimde bir fuzzy topolojik uzayin esas grubu olusturulmugtur. Fuzzy noktali
topolojik uzaylar ve fuzzy siirekli fonksiyonlar kategorisinden, fuzzy esas gruplar ve grup
homomorfizmleri kategorisine bir funktorun varlig1 incelenmigtir.

Beginci boliimde fuzzy egrisel irtibathi topolojik uzaylar iizerinde fuzzy esas gruplarin
demeti olusturularak bu demet iizerinde fuzzy yiikseltme teoremi verilmistir.

Altinc1 boliimde fuzzy nomlu lineer uzaylar incelenmistir. Bu uzaylardan yola ¢ikarak
bulunan kategoriler arasindaki funktoryal gegigler ele alinmigtir.

Yedinci boliimde ise genel bir degerlendirme yapilmigtir.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis
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Supervisor: Prof. Dr. Erdal GUNER

This thesis consists of seven chapters.
The first chapter is dedicated to introduction.

In the second chapter, the concepts of category and functor are emphasized, and defini-
tions, theorems and examples related to these concepts are given.

In the third chapter, fuzzy sets and some properties are examined.

In the fourth chapter, the fundamental group of a fuzzy topological space has been formed.
The existence of a functor on the category of fuzzy fundamental groups and group homo-
morphisms has been examined from the category of fuzzy pointed topological spaces and
fuzzy continuous functions.

In the fifth chapter, fuzzy lifting theorem is given on this sheaf by forming a sheaf of fuzzy
fundamental groups on fuzzy path connected topological spaces.

In the sixth chapter, fuzzy normed linear spaces are examined. Functorial transitions
between the categories found by going out of these spaces are discussed.

In the seventh chapter, a general evaluation is made.
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1. GIRIiS

Bir kategori birbirileriyle iligkili matematiksel nesneler simifinin (6rnegin gruplarin)
oziinii yakalamaya caligir. Geleneksel olarak yapildigi gibi tekil nesneler (gruplar)
iizerine yogunlagmak yerine, bu nesneler arasindaki yapi muhafaza edici gonderimler
(yani morfizimler) iizerine yogunlagir. Gruplar érneginde bu génderimler grup homo-
morfizmleridir. Bu sekilde farkli kategorileri funktorlar araciligiyla iligkilendirmek
miimkiindiir. Funktorlar, bir kategorinin her nesnesini diger kategorinin bir nesne-
siyle ve bir kategorideki morfizmi digerindeki bir morfizmle iligskilendiren fonksiyon-
larin bir genellestirmesidir. Genellikle topolojik uzayin temel grubunu; yani X bir
topolojik uzay ve ry € X olmak iizere xy noktasindaki tiim kapali egrilerin homotopi
siuflarinin kiimesi I1( X, zg) grubunu, olugturan "dogal yapilar" funktorlar seklinde
ifade edilir. Bunun 6tesinde, bu tip yapilar "dogal bir bagintiya" sahiptir ve bir
funktoru digerine iligkilendirme yolu olan dogal transformasyon konseptine olanak

tanir.

Kategoriler, funktorlar ve dogal transformasyonlar Samuel Eilenberg ve Saunders
MacLane tarafindan 1945 yilinda ortaya atilmistir. Baglangigta bu kavramlar, topolo-
jide, ozellikle cebirsel topolojide, geometrik ve sezgisel bir kavram olan homoloji-
den aksiyomatik bir yaklagim olan homoloji teorisine gegiste énemli bir rol oynar.
Bagkalarinin yam sira Ulam tarafindan (ya da kendisine atfen), benzer diigiincelerin
1930’larin sonunda Polonya okulunda ortaya ¢iktigi iddia edilmigtir. Eilenberg/MacLane,
kendi ifadelerine gore, bu kurami gelistirirken dogal transformasyonlari: anlama ¢abasin-
daydilar. Bunu yapabilmek icin funktorlar tanimlamak, funktorlar: tanimlamak icin

ise kategoriler tammmlamak gerekiyordu. Giiniimiizde bu kuram, matematigin tiim

alanlarinda uygulanmaktadir. Burada inceleyecegimiz kisim fuzzy teori ile ilgilidir.

Giinliik hayatta rastgele kullandigimiz birgok terim genellikle bulanik bir yapiya
sahiptir. Bir seyi tanimlarken, bir olay1 agiklarken, komut verirken ve daha bircok
durumda kullandigimiz sozel veya sayisal ifadeler bulaniklik igerir. Bu terimlere
ornek olarak , yagh, geng, uzun, kisa, sicak, soguk, ilik gibi daha pek cok sozel

terim gosterilebilir. Bizler bir olay1 anlatip, bir durum kargisinda karar verirken
1



bu tiir kesinlik ifade etmeyen terimler kullaniriz. Kisinin yas durumuna gére onun
yagli, orta yasl, geng, cok yash veya cok geng¢ oldugunu soyleriz. Biitiin bunlar
insan beyninin belirsiz ve kesinlik icermeyen durumlarda nasil davrandigina ve olay-
lar1 nasil degerlendirip, tanmimlayip, komut verdigine dair birer ¢rnektir. Bulanik
mantigin ve bu mantik kurallarin1 kullanan bulanik kiime teorisinin Lotfi A. Zadeh
tarafindan geligtirilip 1965 tarihli orijinal makalesinde yayimlanmasindan sonra be-
lirsizlik iceren sistemlerin incelenmesi yeni bir boyut kazanmistir. Zadeh’e gore
gercek diinyada bir kiimenin elemanlar1 arasindaki iligkiler kesin olarak tanimlana-
mamaktadir. 1965 yilina kadar matematikte incelenen konularin ¢énceden belirlenen
kurallara kesin olarak uyup uymadigi arastirilmig, bu incelemelerde her zaman bir
kesinlik aranmigtir. Aristo mantig: iizerinde temellenen klasik kiime teorisi, verilen
bir alana ait tiim bireyleri incelenen 6zellige gore ikiye ayirir. Bu teoriye gore bir 6n-
erme belirlenen kurallara uyuyorsa dogru, uymuyorsa yanhstir. Ancak yasadigimiz
diinyada bir ¢ok olay vardir ki kesin olarak dogru ya da yanlis oldugunu ifade et-
mek zordur. Bu sebeple klasik kiime teorisi uygulamada esnek olmamaktadir. Bu
problem, klasik mantigin kabulii olan var-yok ciftinin ara degerlerini tanimlamakla
giderilebilir. Fuzzy kiime bu karmagikligi azaltmak icin dogru ile yanlisi birbirinden

ayiran kesinligi ortadan kaldirmaktadir.

Fuzzy kiime teorisi, klasik kiime teorisine alternatif olarak ortaya atilmigtir. Zadeh’e
gore gercek diinyada bir kiimenin elemanlar1 arasindaki iligkiler kesin olarak tanim-
lanamamaktadir, ¢iinkii herhangi bir elemanin kiimeye ait olmasi durumu 1 ve ait
olmamasi durumu ise 0 degeriyle belirtilmektedir. Zadeh, bu fonksiyonu, eleman-
larin kiimeye ait olabilme durumuyla orantili olarak genisletmis, deger kiimesini
[0, 1] kapali aralig1 olarak almig ve elemanlarin kiimeye ait olma derecelerini bu ka-
pali araliga yerlestirmigtir. Boylece elemanlar aldiklar: iiyelik dereceleriyle kiimeye
ait olurlar. Bir elemanin iiyelik derecesinin 1’e daha yakin olmasi kiimeye daha fazla
ait olmasi anlamina gelir. Bu sekilde genisletilmis fonksiyon ile karakterize edilen
kiimeye fuzzy kiime denmistir. Tam iiye olma ve iiye olmama durumu fuzzy kiimede
sirasiyla 1 ve 0 degerleriyle kargilanir. Bu yiizden klasik kiime kavrami fuzzy kiime

kavraminin bu iki degere kisitlanmis 6zel bir sekli olarak goriilebilir.
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Bu tezde ilk boliim giris kismina ayrilmustir. Ikinci boliimde kategori ve funktor
kavramlari iizerinde durulmug, ve bu kavramlara iligkin tanim, teorem ve 6rnek-
lere yer verilmistir. Uciincii boliimde fuzzy kiimeler ve bazi ozellikleri incelen-
mistir. Dordiincii boliimde bir fuzzy topolojik uzayin esas grubu olusturularak, nes-
neleri fuzzy noktali topolojik uzaylar ve morfizmleri fuzzy siirekli fonksiyonlar olan
kategoriden, nesneleri fuzzy esas gruplar ve morfizmleri grup homomorfizmleri olan
kategoriye bir funktorun varligi incelenmistir. Beginci boliimde fuzzy egrisel irtibath
topolojik uzaylar iizerinde fuzzy esas gruplarin demeti olusturularak bu demet iiz-
erinde fuzzy yiikseltme teoremi tezde orjinal bir caligma olarak verilmistir. Altinc
boliimde ise fuzzy nomlu lineer uzaylar oncelikle incelenmistir. Bu uzaylardan yola

¢ikarak bulunan kategoriler arasinda yeni funktoryal gecisler elde edilmigtir.



2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR

1940 lardan sonra Samuel Eilenberg ve Saunders Mac Lane tarafindan temelleri
atilan ve kisa stirede matematigin diger bircok dalinda kullanim alani bulan kategori

teorisi, ayni tip objeler ve bunlar arasindaki dontistimlerle ilgilidir.

Biraz daha ayrintili olarak, ciimleler arasindaki fonksiyonlarin bileskesinin birlegsme
ozelligine sahip oldugunu ve her bir ciimle i¢in bir birim fonksiyonu bulundugunu
biliyoruz. Burada daha genel olarak ciimleler yerine objeler ve fonksiyonlar yerine

morfizmler alindiginda kategori kavrami elde edilmis olur.

Once kategori ve funktorlarin en genel tanimlarmi verelim.

2.1 Kategorik Kavramlar

Her matematiksel disiplin i¢in, 6éncelikle objeler ve sonrasinda o objeleri tarif ede-

bilmek i¢in uygun doniisiimler tanimlariz. Bu yap1 "kategori kavram" ile aciklanir.

Tanim 2.1 Bir C kategorisi su sekilde olugsmaktadir:
1- Objelerin bir simifi 0b(C),
2- Objelerin her (A, B) cifti i¢in ikili ayrik kiimelerinin sinifi [A, B]¢, ( [A4, B]¢ nin
iiyelerine A dan B ye morfizmler denir.)
3- Morfizmlerin bir kompozisyonu, yani; objelerin her (A, B, C) {igliisii i¢in

[A,Ble x [B,Cle — [A,Cle

(f,9) — gof

doniisiimii vardir.
Bu doniisiim asagidaki sartlar: saglar.
caty) (birlesme ozelligi)
Eger f € [A,B|c, g € [B,Clc ve h € [C,D]¢ ise ho(go f) = (hog)o f dir.
caty) (Birim eleman 6zelligi)
Her A € 0b(C) igin B,C € ob(C), f € [A, B]c ve g € [C, A]¢ olmak iizere foly = f

ve 14 0 g = g olacak bicimde 14 € [A, A]¢ birimi (morfizmi) vardir (Preuss 1988).
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Burada morfizmler fonksiyonlar ve morfizlerin bilegkesi ise fonksiyonlarin bilegkesi
gibi yazilmasina ragmen bir kategorideki morfizmlerin her zaman bir fonksiyon ol-

madigina dikkat edelim.

Uyar1 2.1 1- f € [A, B]¢ yerine f : A — B veya A LB yazariz. A ya f nin
tanim kiimesi, B ye deger kiimesi denir.

2- a) 14 birimi A tarafindan tek olarak iiretilir. Ciinkii; eger verilen 6zellikleri
saglayan bir 1% morfizmi varsa caty) den 1% = 14 0 1% = 14 elde edilir. Bu da 14
nin tek oldugunu gosterir. Bu nedenle 14 ya A min birim morfizmi adi verilir.

b) Eger A # A’ olacak gekilde A, A" € C ise, 14 # 1 diir. Ciinki
[A, Alc N [A", A'le = 0 dir.

3- C' nin biitiin morfizmlerinin sinifi

MorC = U [A, B¢
(A,B)€ob(C)x0b(C)

ile gosterilir. Elemanlarina C-morfizmler denir.

Ornek 2.1 1- Kiimeler ve doniisiimlerin kategorisi Set ile gosterilir. ob(Set) biitiin
kiimelerin smufi, ve VA, B € ob(Set) icin [A, Blge: A dan B ye doniigiimlerin kiime-
sidir. Morfizmlerin bileskesi doniigiimlerin bilinen bilegkesidir.

2- R-modiiller ve R-lineer doniigiimlerin kategorisi Mod, ile gosterilir. ob(Mody)
biitiin R-modiillerin smifi ve Mor Mody biitiin R-lineer doniistimlerin simifidir.
Morfizmlerin bilegkesi ise doniisiimlerin bilinen bilegkesidir.

3- Topolojik uzaylar ve siirekli doniigiimlerin kategorisi Top ile gosterilir.
Bu kategorinin objeleri topolojik uzaylar, morfizmleri topolojik uzaylar arasindaki
siirekli fonksiyonlar ve bilegke islemi ise fonksiyonlarin bilinen bilegkesidir. Siirekli
fonksiyonlarin bilegkeleri de siirekli oldugundan boyle bir bilegke iglemi tanimlidir.

4- Objeri gruplar, morfizmleri grup homomorfizmleri ve bilegke iglemi ise grup ho-
momorfizmlerinin bilegkesi olarak alindiginda bir kategori elde edilir. Bu kategori
Grup ile gosterilir.

5- Objeri halkalar, morfizmleri halka homomorfizmleri ve bilegke iglem ise halka
homomorfizmlerinin bilegkesi olarak alindiginda bir kategori elde edilir. Bu kategori

Ring ile gosterilir.



6- Objeri topolojik gruplar, morfizmleri siirekli grup homomorfizmleri ve bilegke
islem ise siirekli grup homomorfizmlerinin bilegkesi olarak alindiginda bir diger
kategori elde edilir. Bu kategori TopGrup ile gosterilir.

7- Bir F' cismi tizerindeki vektor uzaylarin Vekt, kategorisi elde edilebilir. Bu
kategorinin objeleri vektor uzaylari ve morfizmleri ise vektor uzaylari arasindaki

lineer doniigiimlerdir.

Tanim 2.2 C bir kategori olsun. C* dual kategorisi agagidaki gsekilde tanimlanir:
(1) ob(C*) = 0b(C)

(2) VA, B € 0b(C) igin [A, Ble+ = [B, A]c olmak tizere f € [B, A]¢ ise f* € [A, B]o-
(8) C* daki « o 8 kompozisyonu, C' deki 8 o o« kompozisyonu ile tanimhdir.

Uyar 2.2 (C*)* = C dur.

Tanim 2.3 C' ve S iki kategori olmak iizere;

i) ob(S) C ob(C)

ii) VA, B € 0b(S) igin [A, B]s C [A, Blc

iii) S kategorisindeki morfizmlerin kismi bilegke iglemi, C' kategorisindeki morfizm-
lerin kismi bilegke iglemi ile aynidir

iv) V A € ob(S) igin S deki 14 birim morfizmi, C' deki birim morfizm ile aynidir

sartlar1 saglaniyor ise, S kategorisine C' kategorisinin bir alt kategorisi denir.

Tamim 2.4 S kategorisi C' kategorisinin bir alt kategorisi olsun. Eger VA, B € 0b(.5)
obje ¢ifti i¢in [A, B]s = [A, B]c ise S kategorisine dolu alt kategori, 0b(.S) = 0b(C)
ise S ye genis alt kategori denir.

Ornek 2.2 1) Her kategori kendisinin dolu bir alt kategorisidir.
2) Sonlu olan ciimlelerin kategorisi Set kategorisinin dolu bir alt kategorisidir.
3) Abel gruplarin kategorisi, Grup kategorisinin dolu bir alt kategorisidir.

4) Ring , birimli halkalarin kategorisi, Ring kategorisinin dolu bir alt kategorisidir.
6



Tanim 2.5 Bir C' kategorisinde bir f : A — B morfizmi verilsin. Eger f morfizmi
sagdan sadelesme ozelligine sahip ise yani g o f = h o f olacak sekilde g ve h

morfizmleri i¢in g = h oluyorsa, f morfizmine bir epimorfizm denir.

Tanim 2.6 Bir C kategorisinde bir f : A — B morfizmi verilsin. Eger f morfizmi
soldan sadelegme 6zelligine sahip ise yani fog = foh olacak sekilde g ve h morfizmleri

icin g = h oluyorsa, f morfizmine bir monomorfizm denir.

Tanim 2.7 Monomorfizm ve epimorfizm olan morfizme bimorfizm denir.

Tanmim 2.8 (' bir kategori ve f : A — B de bu kategoride bir morfizm olsun. Eger
go f =14 olacak sekilde bir g : B — A varsa f ye bir kesit denir.

Onerme 2.1 Bir C kategorisinde kesit olan bir morfizm monomorfizmdir.

Ispat. f: A — B morfizmi bir kesit ise g o f = 14 olacak sekilde bir g : B — A

morfizmi vardir. Simdi f o h = f o k olsun. Buradan

go(foh)=go(fok)=(gof)oh=1(gof)ok=h=k

dir. O halde f : A — B morfizmi soldan sadelegtirmeli, yani bir monomorfizmdir.

Tanim 2.9 C bir kategori ve f : A — B de bu kategoride bir morfizm olsun. Eger
f og=1p olacak sekilde bir g : B — A varsa f ye bir dual kesit denir.

Onerme 2.2 Bir C kategorisinde dual kesit olan bir morfizm epimorfizmdir.
7



Ispat. f: A — B morfizmi bir dual kesit ise fog = 1 olacak sekilde bir g : B — A

morfizmi vardir. Simdi Ao f = k o f olsun. Buradan

(hof)og=(kof)og=ho(fog)=ko(fog)=h=k

O halde f : A — B morfizmi bir epimorfizmdir. m

Tanim 2.10 C bir kategori ve (A, B) € ob(C) x ob(C') olacak bicimde f € [A, B¢
olsun. Eger go f = 14 ve fog = 1p olacak bigimde g € [B, A|c varsa, f e bir
izomorfizm denir. Bir bagka deyisle kesit ve dual kesit olan bir morfizme izomorfizm
denir. Eger f € [A, B]¢ bir izomorfizm ise bu durumda A ve B ye izomorfiktirler

denir ve A = B ile gosterilir (Preuss 1988).

Uyar1 2.3 1- Yukarida gegen g, f tarafindan tek tiirlii tiretilir (Eger ¢'o f = 14 ve
fog = 1p olacak bi¢imde ¢’ € (B, Al¢ ise, g = golp=go(fog)=(goflog =
lyog =g diir) ve f~1 ile gosterilir.

2- T'op kategorisindeki bir izomorfizm bir homeomorfizm oldugunda, Set kategorisinde
bir izomorfizm bijektif (1-1, 6rten) bir doniisiimdiir.

3- Biitiin C' kategorileri igin, 1x : X — X birimi VX € ob(C) igin bir izomorfizmdir.
Eger f: X — Y, C de bir izomorfizm ise, f~! : Y — X de C de bir izomorfizmdir.
Ek olarak, C' deki iki izomorfizmin kompozisyonu da yine bir izomorfizmdir. Boylece
=C ob(C) x ob(C), ob(C) de bir denklik (egdegerlik) bagintisidir, denklik simiflarina

izomorfizm simflar1 denir (Preuss 1988).



2.2 Funktorlar ve Ozellikleri

Bu boliimde kategorileri bir yapisal sinif olarak ele alip, bunlar arasinda ”yap1 ko-
ruyan fonksiyonlar: (funktorlari)” tanimlayacagiz. Daha sonra da funktorlarin baz

ozelliklerini verecegiz.

Tanim 2.11 C ve D birer kategori olmak tizere, C' nin her bir A objesini D
nin bir F(A) objesine, C' nin her bir f : A — B morfizmini ise D deki bir
F(f) : F(A) — F(B) morfizmine doniigtiiren ve agagidaki kogullar1 saglayan bir
F' déniigiimiine C' den D ye bir funktor veya kovaryant funktor denir. F': C' — D
ile gosterilir.

Fi) VA € 0b(C) icin F(14) = 1pay dir.

F2) f,9 € MorC olmak iizere f o g de C' de tamml ise F\(f o g) = F(f) o F(g) dir
(Mucuk 2010).

Tanim 2.12 C ve D birer kategori olmak tizere, C' nin her bir A objesini D
nin bir F(A) objesine, C' nin her bir f : A — B morfizmini ise D deki bir
F(f) : F(B) — F(A) morfizmine doniigtiiren ve agagidaki kogullar1 saglayan bir
F' doniisiimiine C' den D ye bir kontravaryant funktor denir.

F}) VA € 0b(C) igin F(14) = 1p(a) dur.

F,) f.g € MorC olmak iizere f o g de C' de tamml ise F(f o g) = F(g) o F(f) dir
(Mucuk 2010).

Ornek 2.3 1- I : C' — C birim funktoru objeleri ve morfizmleri aynen kendilerine
resmeden kovaryant funktordur.

2- Sabit Funktorlar: C' ve D herhangi kategoriler ve X € ob(D) olsun. Herhangi
A€ ob(C) ve f € MorC igin, F(A) = X ve F(f) = 1x olmak tizere F' : C' — D
kovaryant ve kontravaryant funktordur.

3- Unutkan (alttayatan-underlying) Funktorlar: C' objeleri (X, 7) bigiminde topolo-

jik uzaylar ve morfizmleri f : (X,7) — (Y, 7 ) biciminde siirekli fonksiyonlar olan
9



bir topolojik kategori, Set kiimeler ve doniigiimlerin kategorisi ve F' : C' — Set,
F((X,7)) = X ve F(f) = f olsun. Bu bir kovaryant funktordur.

Benzer olarak

Grup — Set

TopGrup — Grup

TopGrup — Top

S I B> B S

Ring — Abel

gibi unutkan funktorlar tanimlanabilir.
4- F : C — C*, F(X) = X ve F(f) = f* ile tammh duallegtiren funktor bir

kontravaryant funktordur.

Tanim 2.13 C ve D birer kategori, F': C' — D bir funktor olsun.

1) Eger VA, B € ob(C) ve Vf,g € [A,Ble¢ > f,9 : A — B i¢in F(A) = F(B)
oldugunda A = B ve F(f) = F(g) oldugunda f = g ise F' birebir bir funktordur
denir.

2) Eger,

a) VA € ob(D) igin &yle bir A € ob(C) vardir ki A" = F(A),

b) VA, B € ob(C) ve Vf € MorD 3> f : F(A) — F(B) morfizmi icn oyle bir
fe€MorC > f:A— B var oldugunda f = F(f) oluyorsa, F : C — D &rten bir
funktordur denir.

3) Eger F': C'— D birebir ve orten bir funktor ise /' funktoru bir izomorfizmdir ve

C' ile D kategorileri izomorftur denir.

Onerme 2.3 C ve D birer kategori, F : C' — D bir funktor olsun. Eger f € [A, Ble
bir izomorfizm ise F'(f) € [F'(A), F(B)]p de bir izomorfizmdir.

Ispat. Eger f € [A, B]¢ bir izomorfizm ise go f = 14 ve f o g = 1p olacak sekilde

bir g € [B, A]¢ morfizmi vardir. F' funktor oldugundan

F(g)o F(f)=F(go f)=1ru)
10



F(f)oF(g):F(fog)zlp(B)

dir. O halde F(f) € [F(A), F(B)]p de bir izomorfizmdir. m

Ornek 2.4 Top_noktal topolojik uzaylarmn kategorisi olsun. Herbir (X, z) noktal
uzaymi II;(X,z) temel grubuna ve noktali uzaylar arasindaki siirekli bir
f:(X,2z) — (Y,y) fonksiyonunu ise
H1<X7$> Llf H1<Y7y)
o] = [f(a)]

ile tanimlanan bir grup homomorfizmine doniistiiren
I : Top, — Grup

bir funktordur. Eger (X, z) ve (Y,y) noktall uzaylari homeomorf ise II; (X, x) ve
I1, (Y, y) gruplar: da izomorftur.

Ornek 2.5 X bir ciimle olmak iizere X fiizerinde tamml tiim reel degerli

fonksiyonlarin sinifi C'(X) olsun. f,¢g € C(X) igin

(f+9)(x) = flz)+g)
(f-9)x) = f(x)- g(z)

ile tanimlanan iglemlere goére C'(X) bir halkadir. Buna gore her X ciimlesini C'(X)

halkasina ve her bir f : X — Y fonksiyonunu ise
c(f) : CY) — C(X)
g — 9f

seklinde tanimlanan bir halka morfizmine doniistiiren

C : Set — Ring .
bir kontravariant funktordur. Benzer olarak
C : Set — Grup

funktoru elde edilebilir.
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Onerme 2.4 F:C — DveG : D — E funktorlar: verilsin. Her bir A € 0b(C) icin
(GF)(A) = G(F(A)) ve C deki her bir f : A — B morfizmi i¢in (GF)(f) = G(F(f))
olarak tammmlanan funktorlarin bileskesi GF' : C' — E de bir funktordur (Mucuk
2010).

Tamim 2.14 F : ¢y — C5 bir funktor olsun.

1) VA,B € Cy ve Vf : F(A) — F(B) igin F(g) = f olacak sekilde en az bir
g : A — B doniigiimii varsa F' ye dolu (full) funktor denir.

2) VA,B € Cy ve f,g : A — B doniisiimleri i¢in F(f) = F(g) oldugunda f = g¢

oluyorsa F' ye diizenli (faithful) funktor denir.

Tanim 2.15 Bir C' kategorisindeki morfizmlerin bir

diyagram verilsin. Eger baslangi¢ ve bitisleri ayni olan bileske morfizmleri esit ise
yani

Bof=goa

ise bu diyagram degismelidir.

Tanim 2.16 F : C' — D funktoru ve A, B € ob(C) olmak {iizere bir f : A — B
morfizmi verilsin. Eger F(f) : F(A) — F(B) igin saglanan bir ozellik f i¢in de

saglanirsa, F' funktoru bu 6zelligini yansitiyor denir.

Tanim 2.17 F : C — D funktoru ve A, B € ob(C) olmak iizere bir f : A — B
morfizmi verilsin. Eger f icin saglanan bir ozellik F'(f) : F(A) — F(B) igin de

saglanirsa, I’ funktoru bu 6zelligini koruyor denir.

12



Teorem 2.1 Diizenli olan bir ' : C' — D funktoru monomorfizm, epimorfizm ve

degismeli diyagram olma o6zelliklerini yansitir.

Ispat. F(f): F(A) — F(B) bir monomorfizm olsun. F bir funktor oldugundan
eger foh = fokise F(f)oF(h) = F(f)oF(k) dir. Burada F(f) bir monomorfizm
oldugundan F'(h) = F(k) ve F' diizenli oldugundan h = k dur.
Epimorfizm olmasi benzer gekilde ispatlanabilir.
Degismeli diyagram ozelligi i¢in

Fa) Y opm)

F(h) | L F(g)

FB) W pe)

degismeli diyagrami goz oniine alinsin. Buradan
F(g)o F(f) = F(k)oF(h)
Flgof) = Flkoh)
olup F' funktoru diizenli oldugundan
gof=koh

elde edilir. =

Teorem 2.2 Dolu ve diizenli olan bir F' : C — D funktoru izomorfizm olma 6zel-

ligini yansitir.

Ispat. Bir f : A — B morfizmi icin F(f) : F(A) — F(B) bir izomorfizm ise
0o F(f) = 1py ve F(f) o0 = 1pp olacak sekilde bir 0 : F(B) — F(A) morfizmi
vardir. Fakat F' dolu oldugundan F'(g) = 0 olacak sekilde bir g : B — A morfizmi

vardir. Buradan
F(gof) = F(g)o F(f)=1ru) = F(1a)
F(fog) = F(f)oF(9)=1rwm = F(lp)

olup F' funktoru diizenli oldugundan go f =14 ve fog = 1p dir.
O halde f : A — B bir izomorfizmdir. m
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Tanim 2.18 Bir C kategorisinden D kategorisine tanimlh iki funktor /' : C' — D
ve G : C'— D olsun.
(1) n : ob(C) — MorD asagidaki kogullar1 saglayan bir fonksiyon olmak iizere
(F,n, Q) tgliisine F' den G ye bir dogal doniigiim veya funktor morfizma denir.
(i) Her A € ob(C) igin n(A) : F(A) — G(A) bir C-morfizmdir. n(A), genellikle nA
seklinde gosterilir.
(ii) C' -morfizm olan her A . B icin,

F(A) = G(A)

F(f) ] LG(f)

F(B) = G(B)
diyagrami degismelidir.
(2) Her A € ob(C) i¢in nA bir D izomorfizma ise (F, 7, G) dogal doniisiimiine dogal

izomorfizma denir.

Uyar1 2.4 Bir FF : C — D funktoru i¢in her bir A € 0b(C) objesini
lpay @ F(A) — F(A) birim morfizmine esleyerek bir /' — F dogal doéniistimii

elde edilir. Bu birim doniistim 15 : F' — F' olarak yazlr.

Ornek 2.6 U : Top — Set > (X,7) — X unutkan funktor ile D : Set — Top >
X — (X, P(X)) funktoru verilsin. n : UD — lg4 ve 0 : DU — 1r,, dogal

dontistimleri vardir. Burada 1g.¢ ve 17,, birim funktorlardir.

Uyar: 2.5 C ve D iki kategori olsun. Objeleri C' den D ye funktorlar ve morfizmleri
ise dogal doniistimler olan bir kategori olugturmak miimkiindiir. Burada n: F' — G
ve 0 : G — H dogal doniigiimlerinin bilegkesi VA € 0b(C) i¢in (on)(A) = a(A)n(A)

olarak tammlamr. Bu sekilde elde edilen kategori D¢ seklinde gosterilir.

Tanim 2.19 F,G : C' — D funktorlar verilsin. Eger on = 1p ve no = 14 olacak
sekilde n : ' — G ve 0 : G — F dogal doniistimleri varsa F' ve GG funktorlar

izomorfturlar denir.
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Teorem 2.3 7 : FF — G dogal doniisiim olsun. Bu durumda agagidaki ozellikler
denktirler:
i) n: F — G bir dogal izomorfizmdir.

ii) on = 1p ve no = 1¢ olacak sekilde bir ¢ : G — F' dogal doniisiimii vardur.

Ispat. (=) 7 : F — G bir dogal izomorfizm ise YA € ob(C) igin
n(A) : F(A) — G(A) bir izomorfizmdir. n(A) nn tersi 0(A) : G(A) — F(A)
olsun. Bu sekilde bir ¢ : G — F dogal déniigiim vardir. VA € 0b(C) igin

(en)(A) = lpa

(no)(A) = lg

oldugundan on = 1 ve no = 14 oldugu elde edilir.
(«<): on = 1p ve no = 1g olacak gekilde bir 0 : G — F dogal doniigiimii varsa
VA € ob(C) icin o(A)n(A) = 1pw) ve n(A)g(A) = lga) oldugundan 7(A) bir

izomorfizm olup 7 : F' — G bir dogal izomorfizmdir. =
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3. BAZI FUZZY TEMEL KAVRAMLAR

Fuzzy kiime teorisi, klasik kiime teorisine alternatif olarak ilk kez L.A. Zadeh tarafin-
dan 1965 yilinda ortaya atilmigtir. Zadeh’e gore gercek diinyada bir kiimenin ele-
manlar1 arasindaki iligkiler kesin olarak tanimlanamamaktadir, ¢iinkii herhangi bir
elemanin kiimeye ait olmasi durumu 1 ve ait olmamasi1 durumu ise 0 degeriyle be-
lirtilmektedir. Ancak Zadeh, calismasinda bu fonksiyonu, elemanlarin kiimeye ait
olabilme durumuyla orantili olarak genigletmis, deger kiimesini [0, 1] kapali aralig
olarak almig ve elemanlarin kiimeye ait olma derecelerini bu kapal araliga yerlestir-
migtir. Boylece elemanlar aldiklar1 iiyelik dereceleriyle kiimeye ait olurlar. Bir
elemanin iiyelik derecesinin 1’e daha yakin olmasi kiimeye daha fazla ait olmasi an-
lamina gelir. Bu sekilde genigletilmis fonksiyon ile karakterize edilen kiimeye fuzzy

kiime denmistir.

Bu boliimde fuzzy kiimeleri en genel 6zellikleri ile verecegiz.

Tanim 3.1 X # () bir kiime ve I = [0, 1] C R kapali aralik olmak iizere, X de bir

A fuzzy kiimesi, f4 : X — [ fonksiyonu ile karakterize edilen
A={(z, fax)):z e X} C X xI

kiimesine denir. Burada f4 ya A fuzzy kiimesinin iiyelik fonksiyonu ve f,(x) degerine
x € X noktasinin tiiyelik derecesi denir.

Bundan sonra f4 yerine A, f4(z) yerine A(z) kullamlacaktir. X den I ya tanimlanan
biitiin fonksiyonlarm kiimesi /%X ile gosterilir. I* kiimesinin her elemam X de bir

fuzzy kiimesidir; yani f4 = A € IX, X de bir fuzzy kiimesidir.

Uyar: 3.1 z in A ya ait olma dercesi denen f4(z) € I degerinin 1 e yaklagmasi, z
in A ya daha fazla ait olmasi anlamina gelmektedir. Yalnizca 0 ve 1 degerini alan

fuzzy kiimeye crisp kiime denir.
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Tamim 3.2 X # () bir kiime ve Vz € X i¢in

a @ X — I
r — afr)=a
a € [0, 1] fonksiyonu ile karakterize edilen o € I fuzzy kiimesine sabit fuzzy kiimesi

denir.

Tanim 3.3 X kiimesini karakterize eden fx : X — [0,1] , Vo € X i¢in fx(z) =1
fonksiyonu olarak alimirsa, X kiimesi ; X = {(z,1) : # € X} = 1 fuzzy kiimesi olarak
almabilir. Benzer olarak (), fp : X — [0,1], Vo € X igin fy(z) = 0, fonksiyonu ile
karakterize edilirse, ) = {(x,0) : € X} = 0, fuzzy kiimesi olarak alimabilir. Bu

durumda her klasik kiime ayn1 zamanda bir fuzzy kiimedir.

Tamim 3.4 X # () bir kiime ve A, X de bir fuzzy kiime olmak {izere

SuppA = Ag ={z € X : fa(z) > 0}

kiimesine A fuzzy kiimesinin destegi (Support) denir.

Uyar1 3.2 Fuzzy kiimeler arasindaki iglemler tanimlanirken, klasik kiimeler teorisin-
deki gosterimlerden farkl olarak sirasiyla, esitlik (=), kapsama (C), birlesim (U),
kesigim (N), tiimleyen (/) sembolleri yerine sirasiyla =, <, V, A, ¢ sembolleri kul-

lanilacaktar.

Tamim 3.5 X # () bir kiime, A ile B, X de iki fuzzy kiime olsun. Bu durumda
i. A= B & Vre X ign fa(z) = fp(x)

iil. A< Be Vre X igin fa(z) < fp(z)

iii. AVB=C & Ve X icin fo(r) = max{fa(z), f(x)}

iv. ANB=D & Ve X igin fp(x) =min{fa(z), fs(x)}

v. A =F &V e X igin fg(z) =1— fa(z)

seklinde tanimhdir.
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Tanim 3.6 I # () bir indis kiimesi, X # () bir kiime, X de ki fuzzy kiimelerin
bir ailesi {4; € I : i € I} olsun. Bu durumda kesigsim ve birlegim iglemlerinin
genellegtirilmis hali

a) i\G/]AZ- =C & Ve X icin fo(r) = Szlgl?{fAl(x)}

b)i/E\IAZ- =D & Vo e X igin fp(z) = irg{fm(x)}

seklinde tanimlanir.

Tanim 3.7 X # () bir kiime, A ile B, X de iki fuzzy kiime olmak {ixere A ve B

fuzzy kiimelerinin farki, Vx € X igin
A—-B=AANB& fap(x)=min{fa(z), fpe(2)}

seklinde tanimlanir.

Uyar1 3.3 X kiimesi iizerindeki herhangi bir fuzzy kiimesi A olsun.
(i) AN A° =0 olmak zorunda degildir.
(ii) AV A° = X olmak zorunda degildir.

Ornek 3.1 X = {a,b,c} alahm ve X deki bir fuzzy kiimesi A = {(a,0.7), (b,0.2), (c,0.4)}
seklinde tanimlansin.

Tiimleyen tanimindan A¢ = {(a,0.3), (b,0.8), (¢,0.6)} olur.

Birlegim ve kesigimin tanimi kullanilirsa

AV A° ={(a,0.7),(b,0.8)(c,0.6)} # X

ve

AN A ={(a,0.3),(b,0.2),(c,0.4)} #£0

olur. Goriildiigii gibi A A A° = () veya AV A° = X olmak zorunda degildir.

Tamm 3.8 X # () bir kiime olsun. Vz € X ve t € [0, 1] olmak iizere
t ,x=y

0 ,x#y

ile tanimli z; fuzzy alt kiimesine fuzzy nokta denir.
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Tanim 3.9 X # (), Y # () kiimeler, g : X — Y bir fonksiyon, A < X ve B <Y
fuzzy kiimeler olsun. ¢~'(B), X de fuzzy kiimesi olup, iiyelik fonksiyonu Vz € X
icin
form)(x) = fB(9(x))
ve ¢g(A), Y de fuzzy kiime olup, iiyelik fonksiyonu Vy € Y igin
g ' (y) = {z : g(x) = y} olmak iizere

sup {f4(2)} g7 (y) #0
fa(y) = § =€7'W)

0 L9 M (y)) =0

seklindedir.

Teorem 3.1 X # (0, Y # () kiimeler, g : X — Y bir fonksiyon, A < X ve B<Y
fuzzy kiimeler olsun. Bu durumda

a) VB el = g '(B) =[g (B

b) VA € I* = g(A°) = [g(A)]°

¢) VBy, By € IV igin B; < By = g 1(By) < g~ (By)

d) VA, Ay € X igin A; < Ay = g(A) < g(Ay)

e)VBeI¥ = g(¢g7'(B)) <B

fyVAe I* = A< g l(g(A))

dir (Terzioglu 2008).
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4. FUZZY TOPOLOJIiK UZAYLAR VE ESAS GRUP

Bu boliimde fuzzy topolojik uzaylar ve esas grup kavramlar: incelenerek, fuzzy
topolojik uzaylar ve fuzzy siirekli fonksiyonlar kategorisinden fuzzy esas gruplar

ve grup homomorfizmleri kategorisine bir funktorun varligi gosterilmistir.

Tamim 4.1 X # () bir kiime ve X deki fuzzy kiimelerinin bir ailesi 7 < I olsun.
Eger,

(ft1) X,0 et

(ft5) VA1, As, ..., A, € 7 iken Z&Ai er

(ft3) {Ai}ics € 7 iken i;/JAI- eT

sartlar1 saglanirsa 7 ya X kiimesi iizerinde bir fuzzy topolojisi, (X, 7) ikilisine fuzzy
topolojik uzay1 denir. 7 nun her elemanina X de fuzzy acik kiime, tiimleyenine de

fuzzy kapali kiime denir.

Tamim 4.2 A, X de bir fuzzy ciimle ve (X, 7) bir fuzzy topolojik uzay olsun. X

de agik fuzzy kiimelerin A ile arakesitlerinin olusturdugu
Ta={ANU;:VjeJ U;er,}

A nin fuzzy alt ciimleler ailesi, A iizerinde bir fuzzy topolojidir. 74 ya A iizerinde in-
dirgenmis fuzzy topoloji veya 7 dan indirgenen (rolatif) fuzzy topoloji denir. (A, 7 4)

ikilisine de (X, 7) nun bir alt uzay: denir.

Teorem 4.1 (X,7') topolojik uzay olsun. Bu durumda, 7 = {G : G, X de Fuzzy
kiime ve SuppG € 7'} ailesi X de fuzzy topolojidir. Bu fuzzy topolojiye 7 tarafindan
tiretilen fuzzy topolojisi, (X, 7) ikilisine de (X, 7') topolojik uzay1 tarafindan tiretilen
fuzzy topolojik uzay denir (Giiner 2007).

Yani herhangi bir topolojik uzaya bir fuzzy topolojik uzay karsilik getirilebilir.
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Tamim 4.3 (X,7), (Y,7) iki fuzzy topolojik uzay, f : X — Y bir fonksiyon olsun.
(Y, 7') nun her agik fuzzy kiimesinin f fonksiyonuna gore ters goriintiisii (X, 7) nun
bir acgik fuzzy kiimesi oluyorsa, f fonksiyonuna fuzzy siireklidir denir.

X den Y ye biitiin fuzzy siirekli fonksiyonlarin kiimesi F'C(X,Y’) ile gosterilir.

Tamim 4.4 (X, 1) fuzzy topolojik uzay ve A, B de X iizerinde iki fuzzy kiime olsun.
A < H, B < G olmak iizere HA B = (,G AN A = ) olacak sekilde H,G € 7 agik

fuzzy kiimeleri varsa A ile B ye ayrilmis fuzzy kiimeler denir.

Tamim 4.5 (X, 1) fuzzy topolojik uzay ve A, B de X iizerinde iki fuzzy kiime olsun.
H ve G, (X, 1) fuzzy topolojik uzaymda kapali fuzzy kiimeler olmak iizere H > A,
G>BveHAB=0ve GNA=0ise A, B fuzzy kiimelerine (X, 7) fuzzy topolojik

uzayinda Q-ayrilmig iki fuzzy kiime denir.

Tanim 4.6 C, (X, 7) fuzzy topolojik uzaymmda bir fuzzy kiime ve A # () ve B # ()

kiimeleri (Co, 7¢,) alt uzayimin Q-ayrilmis iki fuzzy kiimesi olsun. Eger
AvB=C

ise, C' kiimesine fuzzy irtibatsiz kiime denir. Burada Cy = SuppC' dir.

Teorem 4.2 (X,7) ve (Y,7) iki fuzzy topolojik uzay olmak iizere
f o (X,7) — (Y,7)) fuzzy siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda, A kiimesi

(X, 7) da fuzzy irtibath ise f(A) da (Y,7') de fuzzy irtibathdir (Coban 2011).

Tanim 4.7 (X, 7) fuzzy topolojik uzay ve A < X olsun. Eger (A, 74) fuzzy alt
uzay1 irtibath bir fuzzy uzay ise, A ya (X, 1) fuzzy topolojik uzaymin irtibatli bir

fuzzy alt kiimesi denir.
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Tanim 4.8 (X, 7) fuzzy topolojik uzay ve I = [0, 1] olsun. [ iizerinde R nin ahgilmig
topolojisinden indirgenen topoloji U; ve (I,U;) topolojik uzay: tarafindan iiretilen
fuzzy topolojik uzay1 (I,U;) olmak iizere, eger a : (I,U;) — (X,7) fuzzy stirekli
fonksiyon ve A(0) > 0 ve A(1) > 0 sartlarim saglayan A fuzzy kiimesi (I,U;) da
irtibath ise, bu durumda «(A) fuzzy kiimesine (X, 7) da fuzzy egri denir. Ayrica,
((0)) a0y = @(04(0)) ve (a(1))aq) = @(1a)) fuzzy noktalarma a(A) fuzzy egrisinin

sirasiyla baglangi¢ ve bitim noktalar: denir.

Tamm 4.9 (X,7) fuzzy topolojik uzay ve A, (I,U;) da fuzzy irtibath bir kiime
olsun. A(0) > 0 ve A(1) > 0 olmak tizere o : (I,U;) — (X, 7) fuzzy stirekli
fonksiyonu ile tanimli a(A) fuzzy egrisinin baglangic ve bitim noktasi esit ise, yani

a(040)) = a(1la()) ise a(A) fuzzy egrisine kapal fuzzy egri denir.

Tanim 4.10 (X, 7) fuzzy topolojik uzaymnda a(lan)) = B(0p()) olacak sekilde
a(A) ve B(B) fuzzy egrileri verilsin. Bu durumda

1(C) = (a(A)B(B))(zcw@)
a((27) a(20)) ,
ﬁ((QfU - 1)3(2171)) )

1

< il
S 5
1

IN

<z <

N~ D

seklinde tanimh + : (I,U;) — (X, 7) doniisiimii fuzzy siireklidir. 4(C) de (X, 7) da
bir fuzzy egridir. 7(C') fuzzy egrisine a(A) ve 5(B) fuzzy egrilerinin ¢arpimi denir
ve

1(C) = a(A)5(B)

seklinde gosterilir.

Tanmim 4.11 (X, 7) bir fuzzy topolojik uzay ve A bu uzayda herhangi bir fuzzy
kiime olsun. Eger herhangi py,q, € A fuzzy noktalar icin A da baslangi¢ noktas:
pa bitis noktast g, olan bir fuzzy egri varsa, yani o : (I,U;) — (X, 7) fuzzy stirekli

fonksiyon ve B(0) > 0 ve B(1) > 0, a(B) C A olmak iizere a(0p)) = pa ve
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a(lpa)) = g, olacak sekilde ([, U;) da fuzzy irtibath bir B fuzzy kiimesi varsa, A
ya (X, 7) da fuzzy egrisel irtibathidir denir.

Uyar1 4.1 Bir A fuzzy kiimesi (X, 7) fuzzy topolojik uzaymda fuzzy egrisel irtibath
ise A kiimesine (X, 7) da fuzzy irtibathdir.

Tanmim 4.12 Basglangic ve bitis noktasi p) olan biitiin kapali fuzzy egrilerin kiimesi

Q(X, py) ile gosterilir. py fuzzy noktasina bu egriler igin taban noktasi denir.

Tanim 4.13 (X,7) bir fuzzy topolojik uzay ve o, : (I,U;)) — (X, 1),
a(A), B(B) € Q(X, py) olsun. Eger,
1)

F(z,0) = a(raw)),Veel

F(‘T?l) = ﬁ(IB(a:))7VIEI

2)

F(0,t) = a(0a0) = B(0p©) =pr,Vt € J
F(Lt) = a(lag) =B(1sw) =pr, Vi€ J

olacak sekilde bir F = F(x,t) : (I,U;) x (J,U;) — (X, ) fuzzy siirekli doniigiimii
varsa, bu durumda «(A), B(B) fuzzy egrilerine p) fuzzy noktasina gore fuzzy homo-

topturlar denir ve a(A) ~ 5(B) seklinde gosterilir.
Px

Teorem 4.3 (X, 1) fuzzy topolojik uzay ve py, X in sabit bir fuzzy noktas: olarak
verilsin. “~” bagintisi, (X, py) kiimesi iizerinde bir denklik bagintisidir (Terzioglu,

P
2008).

Dolayisiyla “~” bagintis1 Q(X, py) kiimesi iizerinde denklik bagintis1 oldugundan
PA

Q(X, py) kiimesini denklik simiflarina ayirir. a(A) € Q(X, p,) fuzzy egrisinin denklik

smifi [a(A)] ile gosterilir. Burada [a(A)], a(A) ya p, da homotop olan tiim fuzzy

egrilerin olusturdugu homotopi smifidir.
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Tanim 4.14 Q(X, p,) kiimesindeki tiim fuzzy egrilerin homotopi siiflarinin kiimesi
IT; (X, py) ile gosterilir. Bu kiime iizerindeki ¢arpim iglemi V[a(A)], [3(B)] € 11 (X, p»)

icin

seklinde tanimhidir.

Uyar: 4.2 I, (X, p,) kiimesi yukarida tanimlanan ¢arpma iglemi ile birlikte bir grup
yapist olugturur. Bu gruba (X, 7) fuzzy topolojik uzayimn p, fuzzy noktasindaki

Fuzzy Esas Grubu denir.

Teorem 4.4 (X, 1) fuzzy egrisel irtibath bir fuzzy topolojik uzay ve py, ¢, € X iki
fuzzy nokta olsun. (X, 7) fuzzy topolojik uzaymin p, fuzzy noktasindaki esas grubu

qu fuzzy noktasindaki esas grubuna izomorftur. Yani,
H1<X>p)\) = Hl(X7 QM)
dir.
Ispat. a(A) € Q(X,py) yani a(A4), X de bir py fuzzy noktasimda bir fuzzy egri
olsun.
X fuzzy egrisel irtibath oldugundan, X de baslangi¢ noktasi py, bitim noktas1 g,

olan bir v(C) fuzzy egrisi vardir.

Bu durumda y~(C), v(C) fuzzy egrisinin tersi olmak iizere

B(B) = (v (C)a(A)(C)

seklinde tanimlanan 3(B), ¢, fuzzy noktasinda bir fuzzy egridir.

O halde oy (F) ve as(F), py da iki fuzzy egri olmak iizere

B1(G) = (7 H(O)aa (E)(C)

ve

By(H) = (v~ H(C)az(F))(C)
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diyelim. Buradan
ar(E) ~ aa(F) = y7H(C)ar(E) ~ 7 H(C)aa(F)
= (7 H(C)au(E)v(C) ~ (v (C)az(F))(C)
= 01(G) ~ By(H).
Benzer olarak (B), g, fuzzy noktasinda bir fuzzy egri olsun.
Bu durumda
a(4) = (v(C)B(B))y~(C)
seklinde tammlanan «(A), p, fuzzy noktasinda bir fuzzy egridir.

Simdi de 3,(G) ve B,(H) q, da iki fuzzy egri olmak iizere,

ai(E) = (+(C)B:(G)r ()

as(F) = (v(C)By(H))y(C)
diyelim.
B1(G) ~ By(H) = (0)B,(G) ~(C)By(H)
= (7(C)BUG))yHC) ~ (1(C)By(H))vH(C)
= ai(E) ~ aa(F)
dir.

Sonug olarak IT; (X, py) mn her bir [a(A)] fuzzy homotopi smifi, IT; (X, ¢,,) da bir tek
[3(B)] fuzzy homotopi simifim belirtir ve benzer olarak II; (X, ¢,) da her bir [3(B)]
fuzzy homotopi simifi, IT; (X, py) da bir tek [a(A)] fuzzy homotopi sinifini belirtir.
O halde

seklinde tanimlanan ¢ : IT; (X, py) — II1(X, ¢,) fonksiyonu birebir ve értendir.
Ayrica,

o[ (B)])o(laa(F)]) =



oldugundan ¢ bir homomorfizmdir. Sonug olarak,
I (X, px) = IL(X, q,)

dir. m

Uyar:1 4.3 O halde, fuzzy egrisel irtibath bir fuzzy topolojik uzayin herhangi iki
fuzzy noktasindaki esas gruplar birbirine izomorftur. Dolayisiyla fuzzy egrisel

irtibath topolojik uzaylar i¢in esas grup taban noktadan bagimsizdir.

Teorem 4.5 (X, 7) ve (Y, 7) iki fuzzy topolojik uzay py, (X, 7) da bir fuzzy nokta
ve f: (X,7) — (Y,7) fuzzy siirekli fonksiyon ve f(py) = (f(p))r = q. € (Y, 7)
olsun. Bu durumda,

7o (X, pa) — TL(Y, qy)

bir homomorfizmdir.

Ispat. a(A), B(B) X de py fuzzy noktasinda fuzzy egriler olsun.

7,6 : (I,U;) — (Y, 7") fuzzy stirekli fonksiyonlar olmak iizere,
V(Tow) = fle(raw))

ve

seklinde tanimli olsun.

Bu durumda ~(C') ve (D), Y de

fpa) = (f()r = au

fuzzy noktasinda kapali fuzzy egrilerdir.

Eger a(A) ~ B(B) ise; Vo € I igin
Px

F(z,0) = a(zaw)

F(z,1) = B(rpw)
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ve Vo € J icin

F(0,t) = a(0a0) = B(0B0)) = pa

F(lt) = 04(1A(1)) = 5(13(1)) = D

olacak sekilde

F(x,t): (1,U;) x (J,U;) — (X, 7)

fuzzy stirekli fonksiyonu vardir.

Simdi, G(z,t) : (I,U;) x (J,U;) — (Y, 7") fonksiyonunu
G(x,t) = f(F(x,1))

seklinde tanimlayalim.

Boylece G fuzzy siirekli bir fonksiyondur ve ayrica Vax € I ve Vt € J igin

G(x,0) = f(F(2,0)) = f(a(raw) =v(zcw),
Gz, 1) = f(F(x,1)) = f(B(®pw) = (TDw))

ve

G(0,t) = [f(F(0,t)) = f(a(0a@) = 7(0c()) = 6(0p©) = f(pr) = (f(P))r = qu>
G(Lt) = f(F(1,t) = f(a(lag) = v(lew)) = d(Ipw) = f(pa) = (f(P))r = qu

olup

dir.
Sonug olarak f* : II; (X, py) — II;(Y, q,) tasviri

seklinde tanimlanirsa f*, X de p, fuzzy noktasindaki fuzzy egrilerin fuzzy homotopi
smiflarini, Y de f(pn) = f(p)r = ¢, fuzzy noktasindaki fuzzy egrilerin homotopi
smiflarina gotiiriir ve [a(A)] bir tek olarak f*([a(A)]) y1 belirtir. Dolayisiyla f*,
IT; (X, px) nin her bir elemanini IT; (Y, ¢, ) nin bir tek elemanina karsilik getirir. Sonug

olarak f* iyi tanimhdir.
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Simdi f* nin bir homomorfizm oldugunu gosterelim.

1
a((22) a2x)) 0<z <
p(r6(m) = (@(A)B(B)) (50 = e 2
B((2r — 1)p@e—1)) '3 <zr<l1
seklinde tanimli olsun. Bu durumda,
1
f(a((22) a2e))) 0<z< <
fp(raw)) = o0(Th@) = e 1 2
f(ﬁ((?ac - 1)3(293*1))) 75 <z S 1

seklinde tanimlidir. Dolayisiyla

FlaANBB) = [flalAIf(5(B))]
= [f((A)f(B(B))]
= [f((A)B(B))]
= [ ([(A)B(B)])

dir.
O halde f* : II; (X, px) — II1(Y, ¢,) fonksiyonu bir homomorfizmdir. =

Teorem 4.6 Fuzzy noktali topolojik uzaylar ve fuzzy siirekli fonksiyonlar kate-

gorisinden, gruplar ve homomorfizmler kategorisine bir funktor vardir.

Ispat. Fuzzy noktal topolojik uzaylar ve fuzzy siirekli fonksiyonlar kategorisindeki
nesneler (X, py) lar, fuzzy morfizmler ise f(p)) = ¢, sartin saglayan fuzzy siirekli
fonksiyonlardir. Her (X, p,) fuzzy noktal topolojik uzayina, fuzzy esas grup adi
verilen ve II; (X, py) ile gosterilen bir grup karsihik geldiginden; f : (X, py) — (Y, q,.)
fuzzy morfizmine karsihk f* : II; (X, px) — II1(Y, ¢,) homomorfizmi vardir. Bunu
f* = IIi(f) ile gosterirsek, II; fuzzy noktali topolojik uzaylar ve fuzzy siirekli

fonksiyonlar kategorisinden, gruplar ve homomorfizmler kategorisine
f : (X ’ pA) - (Y7 qM)
L
Hl(f) : HI(X7 p)\) - H1<Y7 q;;,)

tabloda belirtildigi sekilde bir fuzzy fonktordur. Gergekten,
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1) X =Y ve f:1x:(X,pr) — (X,py) olmak iizere

Li(ly) =1% : IL(X,pa) — IL(X,py)
[a(A)] = 1x([a(A)]) = [1x 0 a(A)] = [a(A)]
yani,
I (1x) = Ly (x 2
olur. Buradan,

1H1(X7P>\) : Hl(Xup/\> - Hl(XJ?,\)

ozdes morfizmdir.
2) (X,py), (Y,qu), (Z,r9) noktali fuzzy topolojik uzaylar f : (X,py) — (Y,q.) ve
9: (Y.qu) = (Z,74) Oyle ki
f(pa) = f(P)r = qu
ve

9(q) = 9(@) = 19

seklinde tanmiml iki morfizm olsunlar. go f : (X, py) — (Z, 1) olmak iizere,

IL(f) : IL(X,px) — (Y, qu)
Mi(g) : (Y, qu) — i(Z,79)

ve
i(go f): (X, pr) — ILi(Z,79)

dir.
Bu durumda, V[a(A)] € TI;(X, p,) igin (g o f) o ve g o (f o «v) fonksiyonlar: fuzzy
stirekli ve 7y fuzzy noktasinda kapal fuzzy egriler olup (go f)oa = go (foa) dir.

Diger taraftan,

Mi(g e f[a(A)]) = (g0 f)a(A))]

go (foa(A))
(I1(g)) o (I(f o a(A))])

= (i(g)) o ((IL(f)) ([(A)]))
(

Iy (g) o T (f)) ([e(A)])
29
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yani, ITy(g o f) = II;(g) o I1;(f) bulunur.

I1; e fuzzy esas grup funktoru denir. m

Onerme 4.1 (X,p,) ve (Y, q,) fuzzy noktali topolojik uzaylari homeomorf ise IT; (X, py)
ve I1; (Y, q,) fuzzy esas gruplar1 da izomorfturlar (Terzioglu 2008).
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5. FUZZY ORTU UZAYLARINDA YUKSELTME PROBLEMIi

Bu boliimde H fuzzy demetinin X in bir fuzzy ortii uzayi oldugu ilk kez tarafimizdan

gosterilerek, bu fuzzy demet icin "fuzzy yiikseltme teoremi" verilmistir.

Tamim 5.1 F, (X, 7) fuzzy topolojik uzay: iizerinde bir fuzzy kiime olsun. Eger F'
nin ay, b, fuzzy noktalar1 icin F' de a) dan b, ye bir fuzzy egri varsa F' ye (X, 7)
da fuzzy egrisel irtibathdir denir. Eger F' = X ise, (X, 7) ya fuzzy egrisel irtibath

topolojik uzay denir.

Tanim 5.2 X, X iki fuzzy topolojik uzay ve p : X — X bir fuzzy siirekli doniigiim
olsun. Bir U C X fuzzy kiimesi fuzzy irtibath ve agik fuzzy kiime ise, U kiimesine
p tarafindan tamamen ortiiliidiir denir. Burada, p~!(U) nun her fuzzy bilegeni p
tarafindan U iizerinde fuzzy homeomorfik olarak resmedilen bir agik fuzzy kiimedir.
Eger X in her bir fuzzy noktasi tamamen ortiilii bir U fuzzy kiimesine sahipse
p : X — X doniisiimiine bir fuzzy ortii doniistimii, X ya da X in bir fuzzy orti

uzay1 denir.

Tamm 5.3 X, X ve B fuzzy topolojik uzaylar, p : X — X bir fuzzy ortii doniigtimii
ve ¢ : B — X herhangi bir fuzzy siirekli doniisiim olsun. Eger ¢ : B — X doniigtimi

p o @ = p olacak bigcimde fuzzy siirekli ise, ¢ ya ¢ nin bir fuzzy yiikseltmesi denir.

Tanim 5.4 f, (X, 71) topolojik uzaymdan (Y, 73) topolojik uzayma 1-1 ve orten
bir fonksiyon olmak iizere, eger f fuzzy siirekli ve fuzzy acgik ise f fonksiyonuna bir

fuzzy homeomorfizm denir (Giiner ve Balc1 2007).

Tanim 5.5 f, (X, 71) topolojik uzayindan (Y, 75) topolojik uzaymma lokal fuzzy

homeomorfizm ise X e, Y iizerinde bir fuzzy demet denir.
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X fuzzy egrisel irtibath bir topolojik uzay ve H,, herhangi a), € X taban noktali
X in esas grubu, yani H,, = II1(X,a,) olsun. X = (X, z,) keyfi bir z, € X
fuzzy sabit noktasi i¢in noktali fuzzy topolojik uzay olsun. Va, € X ic¢in biitiin
esas gruplarin ayrik birlesimlerini H ile gosterelim, yani H = aA\éXHaA olsun. H,
X iizerinde bir kiimedir ve herhangi o,, = [a(A)],, € H,y, C Hi¢cin ¢ : H — X
3> Y(04,) = V([a(A)l]a,) = a) doniigiimii tizerinedir.

Simdi, W C X bir acgik fuzzy kiime olsun. Va, € Wigin s : W — H 3 s(ay) =
VU H) * a(A) * 7(G)],, doniigiimii tanimlansin. Burada [« (A)],, € H,, herhangi
bir eleman ve [a(G)], H,

ay ve H, arasinda bir izomorfizm tammlayan, keyfi bir

sabit fuzzy homotopi sinifidir. Dahasi, ¢ o s = 1y dur. W iizerinde tanimlanan s
déniigtimlerinin tamamim I'(W, H) ile gosterelim.

Eger B, X i¢in bir fuzzy taban ise, B* = {s(W) : W € B,s € I'(W, H)} da H i¢in
bir fuzzy tabandir. 1 ve s doniisiimleri bu topolojide fuzzy siireklidirler. Ustelik v
lokal fuzzy topolojik déniigiimdiir. Buradan (H, 1), X iizerinde bir fuzzy demettir.
(H,1) veya kisaca H ye X iizerinde "esas gruplarin fuzzy demeti" denir.

H,, = II;(X,ay,) grubuna herhangi ay € X igin H fuzzy demetinin sap1 denir.
Herhangi W C X agik fuzzy kiimesi igin ['(W, H) nin bir s elemanina W iizerinde
H fuzzy demetinin bir fuzzy kesiti denir. I'(W, H) kiimesi noktali ¢arpma iglemine
gore grup olup H, X iizerindeki gruplarin bir fuzzy demetidir. Dolayisiyla, H bir

cebirsel fuzzy demettir.
H fuzzy demeti agagidaki 6zellikleri saglar:

1) W C X bir agk fuzzy kiime olsun. O halde, W iizerindeki bir fuzzy kesit X
tizerindeki bir fuzzy kesite genisletilebilir.

2) H nin herhangi iki sap1 birbirlerine izomorftur.

3) Wi, Wy C X herhangi iki acik fuzzy kiime, s; € T'(Wy, H) ve so € T'(Wo, H)
olsun. Eger herhangi zq € Wy N W5 igin s1(z9) = s2(x) ise biitiin Wy N W, tizerinde
$1 = Sg dir.

4) W C X bir agk fuzzy kiime ve sq1,s2 € I'(W, H) olsun. Eger herhangi zo € W

icin s1(zg) = s2(xo) ise biitiin W iizerinde s; = sq dir.
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Teorem 5.1 H, (X, x,) esas gruplarinin fuzzy demeti ve W, X de bir agk fuzzy
kiime olsun. O halde H,, = I'(W, H) dur.

Ispat. W C X bir agik fuzzy kiime ve s € I'(W, H) olsun. Bu durumda Va, € W
i¢in s(ay) = [y (H) * a(A) * 7(G)]a, olacak bicimde bir tek o,, = [a(A)]., C Hy,
vardir. Dolaysiyla H, nin her eleman I'(W, H) de sadece bir elemana karsilik
gelmektedir. Bu kargilik gelmeyi herhangi o, € H,, icin ®(0,,) = s olacak bicimde
®: H,, — L(W, H) ile gosterelim. o, = [a1(A1)]a,, 07 = [aa(A2)]s, ve o) , 07

Tp Tp) Y xp

sirasiyla s1, so € I'(W, H) nin fuzzy kesitlerini tammlasinlar. Buradan Vay € W i¢in

si(an) = [y~ (H) * 01 (A1) * (G,

ve

sa(ax) = [y71(H) * aa(A2) *7(G)]a,

dir.
Ustelik oy, 7 05, ise, s1(ax) # sa(ay) dir. Boylece ® 1-1 dir. Ayrica ® nin taniminin
bir sonucu olarak ® értendir. Dolayisiyla ® bir bijeksiyondur. Ustelik, ® bir homo-

morfizmdir. Ciinkil, o, = [1(A1)]s,, 05 = [@2(A2)],, olmak iizere

0y 0 = [a1(AL)a, - [02(A2)]a,

= [a1(A1) x az(A2)ls,

2

olup o - 0% € H,, eleman, Yay € W igin

s(ax) = [y (H) * (a1 (Ar) * az(Az)) * 7(G)la,

olacak bigimde bir s € I'(W, H) fuzzy kesiti tanimlar.

Buradan Va, € W icin,

si(ax) - s2(an) = [y (H) o (Ar) #(G)la, - [y (H) # 0a(Aa) % 9(G)]a,
= [y (H) * (01(Ar) * az(A2)) + 7(G)la,

dir.
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Boylece,

dir. O halde ® bir izomorfizmdir. =

Teorem 5.1 in bir sonucu olarak; H,,6 sapmm, W ftizerindeki fuzzy kesitlerinin
grubunu olusturdugunu soyleyebiliriz.  Ozellikle, W = X alirsak, H,, sap1

X iizerindeki biitiin fuzzy kesitlerin grubunu olusturur.

Simdi asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 5.1 H, X fuzzy topolojik uzayi iizerindeki esas gruplarin fuzzy demeti olsun.

H

ays

H,, =T'(W,H) di.

ay € X fuzzy noktasi iizerinde sap ve W bir acik fuzzy kiime olsun. O halde,

Bu sonuca gore, eger o,, € H,, herhangi bir eleman ve W, X in bir agik fuzzy
kiimesi ise s(a)) = o,, olacak bicimde bir tek s € I'(W, H) fuzzy kesiti vardir.

Y ‘s(w) : (W) — W bir fuzzy topolojik doniigiim ve s = (¢ ‘S(W) )~! oldugundan

T W) = Vs (W), s; € (W, H)

il
ve

(4

sw) 2 si(W) = W

bir fuzzy topolojik doniisiimdiir. Boylece, W acik fuzzy kiimesi ¢ tarafindan tama-
men fuzzy ortiiliir. Dolayisiyla, ¢ bir fuzzy ortii doniistimii ve (H, ) de X in fuzzy
ortii uzayidir.

Simdi, b, € X herhangi bir fuzzy nokta ve v(C') baslangig noktasi b,, olan bir fuzzy
egri olsun.

soy:I —H

doniigiimii  bir fuzzy siirekli doniigiimdiir ve ¢ o (s o y) = v dir. Eger

(s07)(by) = py, € Hy, yazarsak; sovy, H nin b, tizerindeki p, baslangi¢ noktasinda
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taniml ¥(C) fuzzy egrisinin bir fuzzy yiikseltmesidir.
s07(C) = (s07)(C) = 7*(C) yazlrsa, v*(C) tektir, ¢iinkii ¢ [sx) : s(X) = X

doniisiimii bir fuzzy homeomorfizmdir.

Dolayisiyla asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 5.2 X fuzzy topolojik uzay: tizerindeki esas gruplarin fuzzy demeti (H, 1),
b, € X herhangi bir fuzzy nokta ve v(C) baslangic noktas: b, olan X de bir fuzzy
egri olsun. Bu durumda ~(C), Vpy, € Hy, i¢in Hy, de baglangig noktasi p,, olan bir
tek v*(C') yiikseltmesine sahiptir.

Teorem 5.3 X fuzzy topolojik uzay: iizerindeki esas gruplarim fuzzy demeti (H, ),
71(C1) ve 75(Cy) egrileri H da baslangig noktalar1 p, ve bitis noktalar1 p, —olan
fuzzy egriler olsunlar. Bu durumda ~;(C4) ve v5(Cy) egrileri H da fuzzy homotopik
egrilerdir ancak ve ancak ¢ o v;(Cy) = (¢ o v7)(C1) ve ¥ o v5(Cs) = (¢ 0 v5)(Ca)
egrileri X de fuzzy homotopik egrilerdir.

Ispat. (=) : Eger v1(C)) bir G fuzzy homotopisi tarafindan +4(Cy) ye fuzzy homo-
topik ise; ¥ o G, (¢ o 47)(C1) ve (1 0 v3)(Cy) arasinda bir fuzzy homotopidir.
(<) : by ve ¢, (Y or7)(Ch) ve (¥ ov3)(Cs) nin sirasiyla herhangi baglangig be bitis

noktalar1 olsunlar. Simdi,
H: ([,51) X (‘LgJ) - (X>T>

(¥ 097)(C1) ve (¢ 073)(C2) arasinda bir fuzzy homotopi olsun. Eger p, € H,, ise,
s(bu) = py, olacak bi¢imde bir tek s € I'(X, H) fuzzy kesiti vardir.

Boylece,
(so (¥ o))(C1) =71(Ch)
(s 0 (1 073))(Ca) = 73(C2)
dir.
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Buradan s o H, 7§(Cy) ve v3(C3) arasinda bir fuzzy homotopidir. m

Simdi, H fuzzy demeti icin "fuzzy yiikseltme teoremi'ni verebiliriz.

Teorem 5.4 X = (X,b,) ve Y = (Y,¢,,) fuzzy egrisel irtibath topolojik uzaylar
olmak iizere (H, 1), (X,b,) fuzzy noktali topolojik uzay: tizerindeki esas gruplarin

fuzzy demeti ve p, € ¢_1(bu) herhangi bir fuzzy nokta olsun. Eger

[ (Yyen) = (X, 0,)

herhangi bir fuzzy siirekli doniisiim ise f, ¢ o f = f* olacak sekilde bir tek

f* : (Y) Cul) - (Hv pbu)
yiikseltmesine sahiptir.
Ispat. f: (Y,c,,) — (X,b,) bir fuzzy siirekli doniisiim olsun. O halde f(c,,) = Do,

diir. Eger p,, € ¢~ '(b,) herhangi bir fuzzy nokta ise, s(b,) = Py, olacak bigimde bir
tek s € ['(X, H) fuzzy kesiti vardir. Buradan,

sof:(Yie,) = (Hp,)

bir fuzzy siirekli doniigiimdiir ve

po(sof)=1f

dir.
Boylece so f, f nin H a bir fuzzy yiikseltmesidir. s o f yerine f* diyelim. O halde
s fuzzy kesiti tek oldugundan, f* da tektir. m

Teorem 5.5 X = (X,b,) ve Y = (Y, ¢c,,) fuzzy egrisel irtibath topolojik uzaylar,
(H,v) (X,b,) fuzzy noktal topolojik uzay: tizerindeki esas gruplarin fuzzy demeti
ve py,, € ¢~ 1(b,) herhangi bir fuzzy nokta ve

f*ag* : (Ya C/Jl> — <H7 pbu)
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Yo f* = 1 o g* olacak gekilde herhangi iki fuzzy siirekli doniigiim olsunlar. Bu

durumda
f=9

dir.

Ispat. Teoremin ispati teorem 5.4 den elde edilir. m

37



6. FUZZY NORMLU LINEER UZAYLAR KATEGORISi

Bir lineer uzay tizerinde fuzzy norm tanimi ilk olarak 1984 yilinda Katsaras tarafin-
dan ortaya atilmig, daha sonra Felbin (1992), Cheng ve Mordeson (1994), Xiao
ve Zhu (2002) tarafindan da gesitli fuzzy norm tammlar1 verilmigtir. 2003 yilinda
Bag ve Samanta fuzzy norm ve fuzzy normlu lineer uzay tanimlarin yeniden yap-
miglardir. Bu boliimde fuzzy normlu lineer uzaylar incelenerek, fuzzy normlu lineer
uzaylar tizerinde bir operatoriin fuzzy siirekliligi ve fuzzy stirekliligin farkl tiirlerinin

tanimlari ile fuzzy sinirlilik ve fuzzy simirhihigin farkh tiirleri ve tamimlari verilmistir.

Biz bunlar1 kullanarak; fuzzy normlu lineer uzaylar kategorisini olusturup, fuzzy
normlu lineer uzaylar ve fuzzy lineer doniisiimler kategorisinden vektor uzaylar: ve

lineer doniigiimler kategorisine bir funktorun varligim gosterdik.

6.1 Fuzzy Normlu Lineer Uzaylar

Tanim 6.1 x:[0,1] x [0,1] — [0, 1] seklinde tanimlanan * iglemi
1) Birlesimli ve Va,b € [0,1] igin axb=0bxa

2) Siirekli

3)Vae[0,1]iginaxl=a
4)Va<ec,b<dvea,bc,de|0,1iginaxb<cxd

sartlarini saglarsa siirekli t-norm adii alir (Bag ve Samanta 2015)

Ornek 6.1 a*b = ab (cebirsel carpim) iglemi bir stirekli t-norm belirtir.

Ornek 6.2 a*b=min{a,b} (standart arakesit) bir siirekli t-norm belirtir.

a ,b=1
Ornek 6.3 a x b = max{a + b — 1,0} (smurh fark) ve a x b = b ,a=1
0 ,diger

islemleri de siirekli t-norm belirtir.
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Tanim 6.2 U reel vektor uzayi , ||.|| ise U iizerinde Vz,y € U igin;

1) [z =0

2) |lz|| = 0 ancak ve ancak = =0

3) llozl| = laf flz]|, € R

4) llz +yll < =l + [lyl

sartlarin saglayan reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda ||.|| ye U iizerinde

bir norm, (U, ||.||) ikilisine de normlu uzay denir.

Tanim 6.3 X lineer uzay, * siirekli t-norm ve N de X x (0, 00) tizerinde bir fuzzy
kiime olmak tiizere Vx,y € X ve Vt,s > 0 igin,

1) N(z,t) >0

2) N(z,t) =1 2=0

3) Ve # 0 igin N(cz,t) = N <x, é)

4) N(z,t)* N(y,s) < N(xz+y,t + s)

5) N(z,.): (0,00) — [0, 1] siirekli

6) tliroréN(.r,t) —l

sartlan saglandiginda N ye fuzzy norm, (X, N, %) iigliisiine fuzzy normlu lineer uzay

denir (Saadati ve Vaezpour 2005).

Lemma 6.1 (X, N, ) fuzzy normlu lineer uzay olsun. Bu durumda,
i) N(z,t), t-ye bagh olarak azalmayandir.

ii) N(z —y,t) = N(y — x,t)

iii) N(z,t) = N(—=x,t).

Ispat. i) t < s, k = s — t olsun.

N(z,t) = N(x,t) * 1 = N(z,t) * N(0,k) < N(x,t + k) = N(z,s)
= N(z,t) < N(z,s)

ii) N(z —y,t) = N((=)(y — ), 1)

t
iii) Eger t > 0 ise N(—xz,t) = N(—1x,t) = N(Lm)
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ve

t <0ise N(—z,t) =0= N(z,t) dir. m

Tamim 6.4 U, F' (kompleks sayilar veya reel sayilar) cismi iizerinde bir lineer uzay
ve N, U x R (R-reel sayilar kiimesi) nin bir fuzzy alt kiimesi (yani N : Ux R — [0, 1])
olsun. Eger Vx,u € U ve Vc € F' i¢in,

N1) Vit € Rvet <0igin N(z,t) =0,

N2)Vte Rvet>0icin N(z,t) =1 2 =0,

N3) vVt € Rvet > 0 igin N(cz,t) = N(x, é) eger ¢ # 0 ise

N4) Vt,s € R i¢in N(x + u,s +t) > min{N(z,s), N(u,t)}, (burada * islemi min
fonksiyonu olarak alinmigtir.)

N5) N(z,.), R de azalmayan bir fonksiyon ve tliroréN(x, t) = 1.

sartlar1 saglanirsa N ye U da bir fuzzy norm denir (Bag ve Samanta 2003).

Bundan sonra (U, N) ¢ifti bir fuzzy normlu lineer uzay olarak almacaktir.

Uyar1 6.1 x € U vet € R i¢cin N, U iizerinde bir fuzzy norm olsun. x in normu, ¢

reel sayist olmak tizere N(z,t) € [0, 1] ile gosterilir.

Ornek 6.4 (U, ||||) normlu lineer uzay olsun. a,b € [0,1] icin a b = a.b ve Vo € U

ve t € R olmak iizere .

N(z,t)={ t+Ill
0 ,t<0

,t>0

bigiminde tanmimlanan, (U, N') bir fuzzy normlu lineer uzaydir (Tiirkmen 2011).

Coziim.
N1) Vt € R vet <0 igin N(z,t) nin tammindan N(x,t) = 0 dir.
N2) Vt € Rvet > 0 igin

t

N(z,t)=1 = t+|\x\|:1
= t=t+ ||
= x| =0

40



x € U ve U normlu uzay oldugundan ||z|| =0 = 2 = 0 dur.

Tersine,

z=0 = |z =0
t t

= _— e - =
t [zl 2

dir.
N3) Vi€ Rvet>0igin c =0 ise

N(cx,t) = N(0,t)

ve ¢ # 0 ise

N t _
(et = el

t/ el
t/lel + [l«|
= N(z,t/|c|)

bulunur.

N4) Vt,s € R ve z,u € U igin
N(z 4+ u,t+ s) > min{N(z,t), N(u,s)}

oldugunu gosterelim.

a)s+t<0=s<0veyat<0dr. Budurumda N(u,s)=0 veya N(x,t) =0 dir.
Dolayisiyla min{N(x,t), N(u,s)} =0 = N(x + u,t + s) bulunur.

b) s+t=0=s=1t=0 veya s = —t olabilir.

s=t=0= N(x+u,t+s)=min{N(z,t) =0,N(u,s) =0} =0

s =—t = N(x,t) = 0 veya N(u,s) = 0 olacagindan

N(z+u,t+s) =0=min{N(x,t), N(u,s)} dur.

c)s+t>0=
i)s < 0<t
ii)t < 0<s
iii)0 < t<s

iv)0 < s<t
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durumlar: olacaktur.

i) ve ii) durumlar i¢in N(u,s) = 0 veya N(z,t) = 0 olacagindan iki durum iginde
min{N(z,t), N(u,s)} = 0 olacaktir.

Yani N(z + u,t +s) > min{N(z,t), N(u,s)} olacaktir.

iii) ve iv) durumlari i¢in ise N(z,t) > N(u, s) veya N(u,s) > N(z,t) durumlarindan
biri gergeklesecektir.

Once N(z,t) > N(u,s) durumunu alalim.

t S

N(z,t) > N(u,s) = >
t+ﬁﬂ| &ZMH

— >0
I
(t+ llzl)(s + flull)

= tull = slz]| >0

>0

bulunur.
N(z,t) > N(u,s) oldugundan min{N(z,t), N(u,s)} = N(u,s) olacaktr.
Bu durumda N(z 4+ w,t + s) > min{N(z,t), N(u,s)} = N(u,s) olup olmadigina

bakalim.
t+ s - t+ s
t+s+||lz+ul| — t+s+ [Jz||+ [ull

esitsizligini kullanalim.
Buradan,

t+s s tlul] — szl
t+s+le+ull s+ul|  E+s+]z+ul)(s+||ul)

olup t ||u|| — s||z|| > 0 oldugundan dolay: da

tull = s =]

>0
(t+ s+ [z +ull)(s + [lul)

dir.
Yani
t+ s S
>
t+s+||lc+ull = s+ ||u
dir.
Buradan

t+ s S

>
t+s+||lz+ull = s+ |u
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bulunur.

Benzer sekilde N(u,s) > N(z,t) durumu da incelenerek,
N(z+u,t+s) > min{N(z,t), N(u, s)} oldugu gosterilebilir.
N5) t; <ty <0 igin

N(%,tl) = N(.’IZ,tg)
= 0

dir.
0 <t <tqgise

ty to
tit [zl ta+ |z

(t1 —ta) |||
(t1 + [zl (2 + ll[])

N(z,t;) — N(z,t3)

dir.
t1 <ty oldugundan N(z,t;) — N(x,t2) < 0 bulunur.
Yani N, R de azalmayan bir fonksiyondur.

lim N (x,t) ifadesi igin iki durum s6z konusudur.

t—o0

r=0=
limN(x,t) = lim———
N ) =i
=1
dir.
r#0=
limN(z,t) = lim————
t—o0 t—>oot—|— H:L'H
= lim
t—o0o M
t
B 1
140
=1
dir.

Dolayisiyla her iki durum i¢in de ltlzm N(z,t) =1 dir.
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Bu sartlar sagladigindan N, U da bir fuzzy norm ve (U, N) bir fuzzy normlu lineer

uzaydir.

Ornek 6.5 (U, ||||) normlu lineer uzay olmak iizere N : U x R — [0, 1] fonksiyonu

0t < |z
N(z,t) =
L t> |z

seklinde tamimlansin. Bu durumda N, U de bir fuzzy normdur ve (U, N) bir fuzzy

normlu lineer uzaydir.

Coziim.

N1)Vte Rvet <0igint <0 < ||z| oldugundan N(x,t) =0 dir.

N2) Vt € Rvet >0 igin N(x,t) =1 olsun. Dolayisiyla ¢ > ||z| olmaldir.

Bu durumda ¢ > 0 oldugundan ||z|| =0 = x = 0 dur.

Simdi de = 0 alalim. Bu durumda V¢ € R ve t > 0 igin ¢t > ||z|| oldugundan
N(z,t) =1 dir.

N3)Vt€ Rvet >0 vec#0 igin

0 ,t<lexl
N(cx,t) =
1 ,t> ez
_ ) 0t/ e < il
Lt/ |e] > [z
= N(z,t/|c|)

dir.
N4) Vt,s € R ve z,y € U igin

N(z+y,s+1t) > min{N(z,s), N(y,t)}

oldugunu gosterelim.

i) Nz+y,s+t)=0=
s+t < |lz+yll < [lz] + vl

oldugundan,
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a s < lall ve t < il =

N(z+y,s+t)=0=min{N(z,s) =0, N(y,t) = 0}
b. s < ||z] ve t > |ly|| =

Nz +y,s+1t)=0=min{N(z,s) =0,N(y,t) =1}
c. s> |lz|| vet <|ly|| =

N(z+vy,s+t)=0=min{N(z,s) =1, N(y,t) =0}

bulunur.

i) N(z+y,5+1) =1=
min{N(z,s), N(y,t)} <1

oldugundan
N(z+y,s+1t)=1>min{N(z,s), N(y,t)} dir.
N5) Tammmdan dolay1 N(z,.), R de azalmayan bir fonksiyondur ve lim N (x,t) =1

t—o0
dir.

Dolayisiyla N, U da bir fuzzy norm ve (U, N) bir fuzzy normlu lineer uzaydir.

Teorem 6.1 (U, N) fuzzy normlu lineer uzay olsun. Kabul edelim ki
"N6 ) Vt >0, N(x,t) > 0=z = 0" saglansi. Bu durumda
|z|l, = inf{t > 0 : N(z,t) > a}, a € (0,1) olmak iizere {|.||, : @ € (0,1)},

U {iizerindeki normun artan ailesidir ve bu aileye U {izerinde c-norm denir.

Ispat. Once ||z, min klasik norm oldugunu gosterelim
i) Vo € U ve Va € (0,1) igin, ||z]|, >0

ii) Vo € (0,1), ||z||, =0« 2 =0

iii) Vo € (0,1) ve ¢ skaleri icin [|cz||, = || ||z,

iv) Va € (0,1), ||z +yll, < ||zl + ||¥l, oldugunu gosterelim.

lz|l, + llyll, = inf{t >0:N(z,t) > a}+inf{s >0: N(y,s) > a}
> inf{s+t>0:N(x+y,s+t)>a}

= =+l
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Simdi artan aile oldugunu gosterelim.

a1 < g olsun.

2], = inf{t > 0: N(x,t) > a1} ve ||z],, = inf{t > 0: N(x,t) > as} oldugundan,
inf{t > 0: N(x,t) > aq} <inf{t > 0: N(x,t) > as} dir. Buise artan aile oldugunu

gosterir. m

Teorem 6.2 U lineer uzaymda {||||, : @ € (0,1)} normun bir artan ailesi olsun.

N :UxR—0,1]

supfa € (0,1) « |lzfl, <t} (2, 1) #0
0 (1) =0

N'(z,t) =

seklinde tanmimh bir fonksiyon olmak iizere N’, U iizerinde bir fuzzy normdur

(Bag ve Samanta 2005).

Yukaridaki iki teorem, verilen bir fuzzy normdan klasik norm elde edilebilecegini ve

klasik norm verildiginde de fuzzy norm elde edilebilecegini gosterir.

Simdi, (U, N) fuzzy normlu uzay olsun.
"N7) Sifirdan farkl her bir z elemam igin N(z,.), R de siirekli fonksiyon ve

{t : 0 < N(z,t) < 1} de kesin artandir" sart1 saglansin.

Lemma 6.2 (U,N) fuzzy normlu lineer uzay1 N6 ve N7 sartlarimi saglasin ve
|z|l, = inf{t > 0: N(z,t) > a}, o € (0,1) olarak tamimlanan {||.||, : @ € (0,1)},
U normunun bir artan ailesi olsun. Bu durumda zy # 0 olacak bigimdeki xqg € U

i¢in, N(zo, [|zo|,) > @, Va € (0,1).

Lemma 6.3 (U,N) fuzzy normlu lineer uzayi N6 ve N7 sartlarii saglasin ve
|z|l, = inf{t > 0: N(z,t) > a}, o € (0,1) olarak tamimlanan {||.||, : @ € (0,1)},
U normunun bir ailesi olsun. Bu durumda = # 0, a € (0,1) ve t’ € R, t' > 0 igin

|z||, =t & N(z,t') = a du.
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Teorem 6.3 (U, N) fuzzy normlu lineer uzay1 N6 ve N7 gartlarini saglasin.

|z||, = inf{t > 0: N(z,t) > a} ve N': U x R — [0, 1] fonksiyonu

sup{a € (0,1) : [, <t} ,(2,8) #0
0 ,(x,t) =0

N'(z,t) =

seklinde tanimlansin. Bu durumda,
i) {||.ll, : « € (0,1)} U tizerinde normun artan bir ailesidir.
ii) N', U iizerinde bir fuzzy normdur.

iii) N = N’ dir (Bag ve Samanta 2005).

Yani, bazi sartlar altinda bir fuzzy norm yardimiyla yeni bir fuzzy norm olustura-

biliriz. Ustelik bu iki fuzzy norm birbirine esit olabilir.

Tanim 6.5 U, F cismi iizerinde bir lineer uzay ve N*, U x R nin bir fuzzy alt
kiimesi (yani N*: U x R — [0, 1]) olsun. Eger Vz,u € U, Ve € F igin,

N*1) Vt € Rvet <0 igin N*(z,t) = 1,

N*2) Vt € Rvet > 0igin N*(z,t) =0 < x =0,

N*3) Vt € Rvet > 0 igin N*(cz,t) = N*(x, |—Z|), (c#0)

N*4) Vt,s € R igin N*(x + u,s + t) < max{N*(z,s), N*(u,t)}, (burada * iglemi
max fonksiyonu olarak alinmigtir)

N*5) N*(z,.), R de artmayan bir fonksiyon ve ging]\/*(a:, t) =0.

sartlar1 saglanirsa N* a, U da bir fuzzy antinorm denir.

(U, N*) ¢iftine de bir fuzzy antinormlu lineer uzay denir.

Uyar1 6.2 Yukaridaki sartlara ek olarak,

N*6 )Vt >0, N*(z,t) <1=2=0

N*7) Sifirdan farkli her bir z elemam igin, N*(x,.) R de siirekli fonksiyon ve
{t : 0 < N*(z,t) < 1} de kesin artandir.

saglansin. Bu durumda N* a Bag-Samanta anlaminda bir fuzzy antinorm denir.
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Ornek 6.6 (U, ||||) normlu lineer uzay olmak iizere,
N*:U x R — [0, 1] fonksiyonu

]

N(z,t) =< t+|z]
1 ,t<0

seklinde tanimlansin. Bu durumda N*, U de bir fuzzy antinormdur.

Uyar1 6.3 N*, U da bir fuzzy antinormdur ancak ve ancak 1 — N*, U da bir fuzzy

normdur.

6.2 Fuzzy Normlu Lineer Uzaylar Kategorisi

Bu alt boliimde fuzzy normlu lineer uzaylar iizerinde bazi doniistimler tanimlanarak

baz1 kategoriler olusturulmustur.

Bu alt boliim boyunca U ile V' aym skaler cisim iizerinde vektor uzaylari, (U, Ny)

ile (V, N3) de fuzzy normlu lineer uzaylar1 gosterecektir.

Tanim 6.6 7, (U, N;) den (V, N;) ye bir doniisiim ve zg € U olsun. Eger Va € U,
Ve >0, a € (0,1) icin

Ni(z —x0,6) >1— 5= No(T(x) —T(20),6) >1 —

olacak gekilde 3§ = §(a,e) > 0, = B(a,e) € (0,1) bulunabiliyorsa, T ye z¢o € U
da fuzzy siireklidir denir.

Eger T', U nun her noktasinda fuzzy siirekli ise, 7' ye U da fuzzy siireklidir denir.

Tanim 6.7 T, (U, N;) den (V,Ny) ye doniistimii verilsin. Eger V' deki her acik
fuzzy kiimenin ters goriintiisiit U da agik oluyorsa 7' doniistimiine fuzzy siireklidir

denir.
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Uyar:1 6.4 (U,N) fuzzy normlu lineer uzay olmak iizere
B(z,a,t) = {y : N(z — y,t) > 1 — a} agk yuvarim igeren fuzzy kiimeler agik-

tir.

Tamim 6.8 (U, Ny) ve (V, Ny) iki fuzzy normlu lineer uzay ve T : (U, Ny) — (V, Ns)
doniistimii verilsin.
Vo,y € U ve a € R icin,

T(x+y)=T(z)+T(y)

ve

T(az) = aT(x)

saglaniyorsa T ye lineer doniisiim denir.

Teorem 6.4 (U, N;) ve (V,N;) fuzzy normlu lineer uzaylar olmak iizere
T : (U /N;y) — (V,Ny) bir lineer doniigiim olsun. 7, U da fuzzy siireklidir ancak

ve ancak T bir xg € U noktasinda fuzzy siireklidir.

Ispat. (=) Ispatin bu kismi aciktir.
(<) y € V herhangi bir eleman olsun. 7 nin y de fuzzy siirekli oldugunu gosterecegiz.

e>0,a€(0,1)olsun. T x4 da fuzzy siirekli oldugundan, Va € U igin
Ni(z —z0,0) >1—p
iken
No(T(z) — T'(x0),e) > 1 —«
olacak bigimde § > 0, 8 € (0, 1) vardur.
x yerine x + xo — y yazarsak, Va € U icin

Ni(z+x9—y—20,0)>1—0

oldugunda

No(T(z+ 20 —y) — T(x0),6) > 1 —
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yani
Nz —y,0)>1-0
oldugunda
Ny(T(x) = T(y),e) > 1 -«

elde edilir.
Boylece T', y € V' de fuzzy siireklidir.
O halde T, U iizerinde siireklidir. =

Teorem 6.5 Fuzzy normlu lineer uzaylar iizerindeki her birim fuzzy fonksiyon fuzzy

stireklidir.

Ispat. Ve > 0, a € (0,1) i¢in 36 = 6(a,e) =& > 0, B = B(a,e) € (0,1) var > a > 3
ve 19 € U igin

Ni(x —xz9,0) >1-0

oldugunda

NQ(T(.I’)—T(JT()),E) = NQ(T(I’—I()),EE)
= Ny((x — z0),¢)

> 1-0

Boylece T', ¢ € U da fuzzy siireklidir.
xo noktast U da keyfi bir nokta oldugundan, 7" her noktada fuzzy siireklidir. m

Tanmim 6.9 T, (U, N;) den (V, Ny) ye bir doniisiim ve x¢ € U olsun. Eger Vz € U,
Ve > 0 igin
No(T'(z) — T'(z0),€) > Ni(x — x0,0)

olacak sekilde 46 > 0 var ise, T ye x¢ € U da kuvvetli fuzzy siireklidir denir.
Eger T', U nun her noktasinda kuvvetli fuzzy stirekli ise, 7" ye U da kuvvetli fuzzy

stireklidir denir.

50



Tanim 6.10 7', (U, N;) den (V, N3) ye bir déniigiim ve 2o € U olsun. Eger Vz € U,
Ve >0, a € (0,1) igin

Ni(z — x0,6) > a= No(T(z) — T(x0),€) > «

olacak gekilde 36 = d(a, ) > 0 var ise T ye z¢ € U da zayif fuzzy siireklidir denir.
Eger T'; U nun her noktasinda zayif fuzzy siirekli ise 7" ye U da zayif fuzzy siireklidir

denir.

Lemma 6.4 T, (U, N;) den (V, N2) ye doniisiimii kuvvetli fuzzy stirekli ise, zayif
fuzzy siireklidir (Bag ve Samanta 2005).

Tanim 6.11 7', (U, N;) den (V, Ny) ye bir doniigiim ve xy € U olsun. Eger ¥n igin

yani V¢ > 0 i¢in

lim Ny(z,, — 2o, t) =1 = lim No(T(z,) — T'(),t) =1

n—oo n—oo

ise T ye xp € U da dizisel fuzzy siireklidir denir.
Eger T', U nun her noktasinda dizisel fuzzy siirekli ise 1" ye U da dizisel fuzzy

stireklidir denir.

Teorem 6.6 (U, N;) ve (V,N,) fuzzy normlu lineer uzaylar olmak iizere
T : (U Ny) — (V,Ny) ye bir doniigiim olsun. Eger T kuvvetli fuzzy siirekli ise,
T dizisel fuzzy siireklidir (Tiirkmen 2011).

Ispat. Once T, ¢ € U noktasinda kuvvetli fuzzy siirekli olsun.
O halde her bir € > 0 sayis1 ve Va € U icin,

No(T(x) — T'(x0),e) > Ni(x — 20,0) (i)

olacak gekilde 3§ = d(zo,€) > 0 vardur.
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{z,}, U da x, — zo olmak iizere bir dizi olsun. Buradan V¢ > 0 i¢in,

lim Ny(x, — xo,t) =1 (74)

n—oo

dir.

Buradan (i) den dolay1 n = 1,2,... igin No(T'(x,) — T'(z0),e) > Ni(z, — z0,9)
yazabiliriz.

= ng_@oNQ(T(xn) —T(z9),€) > éi_@oNﬂﬂfn — 29, 0)

=(ii) den dolay1 T{LW(ZONQ(T(QEn) —T(xg),e) =1.

¢ istenildigi kadar kiigiik pozitif say1 oldugunda T'(x,) — T'(x) dir. =

Yukaridaki teoremin tersi her zaman dogru degildir. Simdi dizisel fuzzy siirekli T

doniigiimiiniin, kuvvetli fuzzy siirekli olmadigina dair bir ¢rnek verelim.

Ornek 6.7 (X = R, ||||) normlu lineer uzayinda Vz € R icin ||z|| = || olsun.

Ny, Ny : X X R — [0,1] fonksiyonlar1 & > 0 sabit say1 olmak tizere

— — VzeX,t>0
Ni(z,t) =4 t+lz|
0 VzxeX t<0

t
— Vze X,t>0
Ny(z,t) = t+klz|
0 Ve e X, 1 <0

seklinde tammmlansin. (X, N7) ve (X, Ns) fuzzy normlu lineer uzaylardir.

Simdi

fonksiyonunu goz oniine alalim.
z, € X olmak tizere {x,} dizisi i¢in x,, — 2 olsun.
Bu durumda V¢ > 0 i¢in, lim Ny(z, — zo,t) = 1 dir.
, t
= lim —— =
n—oot + |z, — xo|

= lim |z, — 29| =0
n—oo

1
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bulunur. Buradan

No(T(x,) — T(x0),t) = ) ! 1

t+—k' Tn o

1+a22 1422

t|11+ 22| |1 + 23

t)1 4+ 22| |1+ 23| + k |z — zo] |(zn + @o) (22 + 23) + 2223 (2 + T0)|

dir.
O halde lim |z,, — xo| = 0 i¢in No(T(z,) — T'(20),t) = 1 bulunur.
= (X, Ny) de T'(x,) — T(xq) dir. Dolayisiyla T' dizisel siireklidir.

T nin kuvvetli siirekli oldugunu kabul edelim. Bu durumda Ve > 0 ve Vz € X igin

Nyo(T(z) — T'(z0),€) > Ni(x — z0, ) olacak gekilde 30 > 0 vardur.

N(QA % &) > Ny 5)
- T—1x
Mz 1427 = o
€ o
- 148 oy xéZ = 0+ |z — xo
1+22 1+
e|1+ 2% |1 + =3 )
el + 22| |1+ 23| + kot + ot — xf — xdx?| — 0+ |z — 2

e|ll+ 2% |1+ x|

1) )
= k|z 4 x| |22(1 4 23) + 23|

(z # 20)

el + 2% |1 + =2
k|x + xol |22(1 + 23) + 23|
varsa 1T nin zy da siirekli olur.

(1+ 2% (1 + 23)
(v + z0)(22(1 + 23) + 23)

e|l+ 2% |1+ x|

ko + mo| [2°(1 + x5) + |
miimkiin degildir. Bu bir celigkidir.

Va(# xg) € X igin eger § < esitsizligini saglayan 36 > 0

Buradan §; = inf Sx € X, x # xyalmirsa 6 = %51 dir.

Dolayisiyla § < egitsizligi vardir. Fakat §; = 0 olmasi

Sonug olarak, T" kuvvetli fuzzy siirekli degildir.

Teorem 6.7 (U,N;) ve (V,N3) fuzzy normlu lineer uzaylar olmak iizere
T :(U,Ny) — (V, Ny) bir doniigiim olsun. Bu durumda,

T fuzzy siireklidir ancak ve ancak T' dizisel fuzzy siireklidir.
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Tanim 6.12 (U,N;) ve (V,N;) fuzzy normlu lineer uzaylar olmak tizere

T : (U,Ny) — (V, Ny) bir lineer operator olsun. Eger Vax € U ve t > 0 igin
Ny(T'(z),t) > mNy(z,t)

olacak sekilde 0 < m < 1 sayws1 var ise, T' fuzzy simirhdir denir (Saadati ve Park

2006).

Uyar1 6.5 Dikkat edilecek olursa, (U, Ny) ve (V, Ny) fuzzy normlu lineer uzaylar

olmak iizere, fuzzy simirh lineer operatorlerin kiimesi olan SL(U, V') kiimesi

(Tl +T2)£L‘ = Tl(l') +TQ(I)7 rxelU

(aT)x = aT(z),a€R, z €U

islemleri altinda bir vektor uzay: olusturur (Thoubaan 2011).

Ustelik bu vektor uzay1 yapist ile birlikte bir fuzzy normlu uzay elde edilir.

Tanim 6.13 SL(U,V), K cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun. SL(U, V') tizerinde
bir fuzzy norm A = {(T,t), N(T,t)) : (T,t) € SL(U,V) x RT} formunun bir objesi
olsun. N fuzzy normu, SL(U,V) x R nin fuzzy alt kiimesi olmak iizere T}, T, €
SL(U,V) ve c € K i¢in

N1) vVt € Rvet <0 igin N(T,t) >0,
N2)Vte Rvet>0i¢in N(T\t) =1 T =
N3) Vt € Rvet > 0igin N(cT,t) = N(T %’
N4) Vt, s € Rigin N(T1+ Tz, s+t) > min{N

0,
Y ( )

,8), N(T3,t)}, (burada * iglemi min

)
(T
fonksiyonu olarak alinmigtir.)

N5) N(T,.), R de azalmayan bir fonksiyon ve tliTOréN(T, t)=1

ozelliklerini saglasin. Bu durumda (SL(U, V), A) ikilisine operator fuzzy normlu

lineer uzay denir.
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Ornek 6.8 (SL(U,V),||.||) bir normlu lineer uzay olmak iizere

— VI'e SL, t>0
N(T,t)={ t+IT]l
0 NTeSL t<0
ile tammmlanan A = {(T,t), N(T,t)) : (T,t) € SL(U,V) x R} bir operator fuzzy

normlu lineer uzaydir.

Tanim 6.14 (U,N;) ve (V,Ny) iki fuzzy normlu lineer uzay ve
T : (U, Ny) — (V, Ny) bir lineer operator olsun. Eger Vax € U ve Vt € R igin

No(T(z),t) > N1(SU,%)

olacak gekilde IM € RT var ise, T ye U da kuvvetli fuzzy simirhdir denir (Bag ve
Samanta 2005).

Ornek 6.9 Sifir ve dzdeslik operatorleri kuvvetli fuzzy sinirhdir.

Ornek 6.10 (X, ||||) bir normlu lineer uzay olsun. Ny, Ny : X x R — [0,1] ve a4

ile ap iki sabit reel say1 3 a; > ay olmak tizere

( t
—  _ t>0
Ny(z,t) ={ t+a]z]
0 <0
\
ve . ;
— _ t>0
Ny(z,t) = { t+azz|
0 <0

fonksiyonlari1 verilsin.

Burada N; ve N, nin fuzzy norm oldugu hemen elde edilir.

T :(X,N;) — (X, N;) operatoriinii 7(# 0) € R sabit olmak tizere T'(x) = rz olarak
tanimlarsak, 7" bir lineer operatordiir.

T nin kuvvetli fuzzy sinirhi bir operatoér oldugunu gosterelim.
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Bir M pozitif sayist M > |r| olacak sekilde segilirse, Vo € X ve Vi € R igin
No(T(x),t) > Ny(z, %) oldugu gosterilebilir.

Gergekten; Vo € X ve M > |r| igin a1 > as > 0 olacak bicimde ay M > s |r|
vardir.

Buradan, ay M ||z|| > aq || ||z]] elde edilir.

=Vt > 0icin t + oy M ||z|| >t + ag |r] ||z]]
1 1

= >
t+aglrfllzf — t;r ar M |z

=Vt > 0 i¢in

>
t+aglrl e — t+ M ]

M
+ay ]

=Vt > 0 icin

t+aglr|llz] — L
M

t
=Vt > 0 ve Vo € X icin No(T'(z),t) > Ny(x, M) bulunur.
Benzer gekilde ¢ < 0 i¢in de kuvvetli fuzzy sinirhilik gosterilebilir.

Dolayisiyla, T kuvvetli fuzzy sinirli lineer operatordiir.

Tanim 6.15 (U, N;) ve (V,N;) fuzzy normlu lineer uzaylar olmak iizere
T :(U,Ny) — (V, Ny) bir lineer operator olsun. Eger Vo € U ve Vt € R igin

Ni(z, ML) > a = Ny(T(2),1) > a

[0}

olacak gekilde IM, > 0 > Va € (0, 1) var ise, T ye zayif fuzzy siirh denir.

Teorem 6.8 (U,N;) ve (V,N;) fuzzy normlu lineer uzaylar olmak tizere
T : (U,Ny) — (V, Ny) bir lineer operator olsun. Eger T kuvvetli fuzzy siurh ise, T

zayif fuzzy simirhdir.

Ispat. T kuvvetli fuzzy siirh olsun.

t
O halde Vt € R, Vz € U igin No(T'(z),t) > Ny(=x, M) olacak gekilde 3M > 0 vardir.

t
Buradan N(z, M) > « olacak sekilde Yo € (0,1) i¢in IM,(= M) > 0 varhigm
soyleyebiliriz.

Dolayisiyla No(T'(x),t) > « olur.
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Boylece T zayif fuzzy sinirhdir. =

Simdi yukarida verilen teoremin tersinin dogru olmadigini gésteren bir 6rnek verelim.

Ornek 6.11 (X, ||||) bir normlu lineer uzay olmak iizere Ny, N, : X x R — [0, 1]

icin

£ — |l||”
<z b >l
Ni(z,t) = 12+ [l]]
0 <z
ve
L YreX,t>0
No(z,t) = { t+ Izl

0 Ve X, t<0
sekilnde tanimh N; ve Ny fuzzy normlart verilsin.
T :(X,N;) — (X, Ny) lineer operatorii Vo € X icin T'(z) = x olarak segilirse, 7" nin
zayif fuzzy sinirhi bir operator iken kuvvetli fuzzy sinirh olmadigini gosterelim.

1
Va € (0,1) igin M, = 7

segilirse t > ||z|| ve ¢ < ||z|| durumlarinin her ikisi igin

de Ny (z, MLQ) > a = No(T(x),t) > «a elde edilir.

Boylece T zayif fuzzy sinirhdir.

Simdi 7" nin kuvvetli fuzzy siirh olmadigin gosterelim.

t > ||z||, x # 0 i¢in

R EOR A Vel
M i el T et b )

No(T'(z),t) > Ni(

Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa ¢ — oo iken M = oo sonucuna ulagilir.

Boylece T kuvvetli fuzzy sinirh degildir.

Teorem 6.9 (U, N;) ve (V,N,), N7 sartim1 saglayan fuzzy normlu lineer uzaylar
olmak tizere T : (U, N1) — (V, N3) bir lineer operator olsun. Bu durumda,

T fuzzy siireklidir ancak ve ancak T' fuzzy sinirhdir.

Ispat. (=) : T igin iki durum vardir:
T = 0 icin ispat agiktir.

T # 0 olsun. Bu durumda ||T|| # 0 olup T fuzzy simirh olsun.
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Herhangi bir zp € U igin ¢ > 0,aa € (0,1) verildiginde 6 = 0d(a,e),
B = B(a,e) € (0,1) vardir 6yle ki, T' lineer oldugundan her x € U igin,

N1(17—$075) > 1—5

=
>1-p
B+ Iz — ol
=
4]
o = aoll < 12
dir. Simdi,
B eQ
1-5  |T](1-a)
olsun.

IT(x) = T(xo)ll = IT(x =0l
< Tl Iz = ol
EX
= MEra=a)
B EQ
T

bulunur. Bu durumda

|T(z) —T(x)[|(1—a)+e—e—ea <0
ve

IT(x) — T(xo)||[ (1 —a) —e+e(l—a)<0
dur.
Gerekli diizenlemeler yapilirsa

(1= a)(IT(x) = T(xo)[ +¢) <e

yazilabilir. Buradan
€

e+ |[T(x) = T(wo)|

elde edilir. Bu durumda ise

>(1—-aw)

No(T(x) — T(x0),e) > (1 — )
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sonucuna ulagilir. z¢ € (U, N7) keyfi oldugundan 7" siireklidir.

(=) : T, keyfi xy € U noktasinda siirekli olsun.

Bu durumda ¢ > 0 verildiginde o € (0,1) olmak iizere Ny(x — xo,d) > 1 — /3 igin
No(T(x) — T'(z0),e) > 1 — a olacak sekilde § = d(a, €), 5 = B(a,e) € (0,1) vardur.

Herhangi bir y # 0 € (U, N;) alinsin.

T =2+ Ly
T @-8)lyll
ise
T — Ty = —56 Y
T (@-8) vl
olacaktir. T stirekli oldugundan,
No(T'(z) — T'(z0),e) > 1 — a dir. Boylece
€ B €
e+ [|T(z) — T'(zo)|l e+ [|T(z — o)l
€
e+ ||T(————vy H
H EBITR
B €
— 53
e+ I TWI m——Fr
NaT=5m
ve buradan
o3 e}
T(y <
POl =31 < T=w)
ea(l - p)
T it Sl )
= 1Tyl < 1= a8 [yl
bulunur.
ea(l—p) . . t
m = ————= seklinde secilirse ||T° <m oldugundan ——— > m
Tk G 1T (y)ll [yl oldug TG
yazilabilir.

Dolayisiyla No(T'(y),t) > rN1(y,t) elde edilir.

Boylece T fuzzy sinirli operatordiir. m

Teorem 6.10 (U,N;) ve (V,N,) iki fuzzy normlu lineer
T :(U,Ny) — (V, Ny) bir lineer operator olsun. Bu durumda,

t
t+lyll

uzay ve

(i) Eger T bir 2y € U noktasinda kuvvetli fuzzy siirekli ise 7', U da kuvvetli fuzzy

stireklidir.
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(ii) T kuvvetli fuzzy siireklidir ancak ve ancak T kuvvetli fuzzy smirhdir

(Bag ve Samanta 2005).

Teorem 6.11 (U, N;) ve (V,Ny) iki fuzzy normlu lineer wuzay ve
T : (U, Ny) — (V, Ny) bir lineer operator olsun. Bu durumda,

(i) Eger T bir xy € U noktasinda zayif fuzzy siirekli ise T, U da zayif fuzzy siireklidir.
(i) T zayf fuzzy siireklidir ancak ve ancak T zayif fuzzy smirhdir

(Bag ve Samanta 2005).

Simdi fuzzy normlu lineer uzaylar ve fuzzy lineer doniistimler kategorisinden vektor
uzaylari ve lineer doniisiimler kategorisine bir funktorun var oldugunu gosterecegiz.

Bunun icin ¢ncelikle agagidaki tanim ve teoremleri verelim.

Tanim 6.16 A ve B sirasiyla F' cismi iizerinde tanimh U, V' vektor uzaylariin
fuzzy alt uzaylar1 ve K : A — B ye bir doniisiim olsun. Eger Vx,, y, € A fuzzy
noktalar, A, € F' ve t, h € [0,1] i¢in

K(Azy, ayp) > min{ K (x;), K(yn)}

saglanirsa, K : A — B ye fuzzy alt uzay iizerinde bir fuzzy lineer doniigiim denir.

Teorem 6.12 A ve B sirasiyla F' cismi iizerinde tanimh U,V vektor uzaylarinin
fuzzy alt uzaylari olsunlar. K : A — B bir fuzzy lineer doniisiimdiir ancak ve ancak

T : U — V vektor uzaylan iizerinde bir lineer doniistimdiir.

Ispat. (=) K : A — B bir fuzzy lineer doniisiim oldugundan Vz;, v, € A ve
ANa € Fty ty €0,1] igin K(Azy,, ayy,) > min{ K (zy,), K (ys,)} dur.

T : U — V vektor uzaylar {izerinde bir lineer doniisiim oldugunu gostermek icin
Vz,y € U ve \,a € F olmak iizere T(Ax + ay) = AT'(x) + oT'(y) oldugunu
gostermeliyiz.

Ty, Y, € A, t1,ty € [0,1] oldugundan K(zy,) = T'(z), K(y,) = T(y) olacak gekilde

x,y € U vardir.
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Buradan z = T (K (z4,)) ve y = T (K (y,)) dir.

TAr+ay) = T(Ax)+T(ay)
= TOTY(K(z,))) + T(aT (K (i,)))
= ANT(T Y(K(zy,))) + oT(T YK (y,)))
= AK(4,) + oK (ys,)

= MN'(z)+ oT(y)

Dolaywisiyla V 2,y € U ve A\, € F igin T'(A\z + ay) = \T'(x) + o1 (y) dir.

Boylece T': U — V' vektor uzaylar iizerinde bir lineer doniistimdiir.

(<) T : U — V vektor uzaylari iizerinde bir lineer doniisiim oldugundan, V z,y € U
ve \,a € Ficin T(Ax + ay) = AXT'(z) + oT(y) dir.

K : A — B bir fuzzy lineer doniisiim oldugunu gostermek igin Va, ,y, € A ve
Na € Fty,ty € [0,1] igin K(Azy,, ayy,) > min{ K (xy, ), K(y,)} oldugunu goster-
meliyiz.

Ao € Fvexy,y, €A, ti,ta € [0,1] olmak tizere K(xy,) = T(x), K(ys,) = T(y)
igin x = T-Y(K(zy,)) ve y =T (K (y,)) dir. Buradan,

K(\ve,,our,) = K(wy) + K(ays,)
= KOAK NT(2))) + K(aK Y(T(y)))
= AK(KNT(x))) + aK(K~Y(T(y)))
= M(2) + aT(y)

= AK(zy,) + oK (yr,)

v

K(xtl) + K(’th)

dir. Dolaysiyla K (Azy,, ayr,) > K(xy,) ve K(Axy,, ayy,) > K(y,) dir. Boylece
Vg, y, € Ave \,a € F, tq,ts € 0,1] igin K (A\xy,, ayy,) > min{ K (xy, ), K(ys,)} dir.
O halde K : A — B bir fuzzy lineer doniigiimdiir. =

Teorem 6.13 A, B, C sirasiyla F' cismi iizerinde tamimh U, V, W vektor uzaylariin
fuzzy alt uzaylari ve K : A — B, G : B — C fuzzy lineer doniistimler olsunlar. Bu

durumda G o K : A — C de bir fuzzy lineer doniigiimdiir.
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Ispat. K ve G fuzzy lineer doniisiimler olmak iizere,

Vg, y, € Ave N\, a € F 1y, 15 € [0,1] icin K (Axy, +ayy,) = sup{inf{\, K(x,), o, K(y,)}
Vi, ur, € Bve X\, a € F t3,t4 € [0, 1] igin G(Azy,+auy,) = sup{inf{\, G(z,), a, G(u,)},
ve

Vay, by, € A, Vis, g € [0,1] igin K (xy,) = 245, K (Y1) = sy, G(215) = a4s, Gug,) = byg
olsun.

Go K : A — C nin fuzzy lineer doniistim oldugunu gostermek igin, at,, b, € A
(a,b € U ve ts,tg € [0,1]), V A\, € F olsun.

Buradan

Go K(Aay, +aby) = G(K(Aay, + aby,))
> G(min{K (as,), K(by)})
= G(min{z,,us,})
= min{G(z,), Glus,)}
= min{G(K(x,)),G(K(ys,))}
= min{G o K(ay),G o K(b)

dir. Dolayisiyla G o K : A — C' bir fuzzy lineer doniigiimdiir. m

Teorem 6.14 Fuzzy normlu lineer uzaylar ve fuzzy lineer doniisiimler kategorisin-

den, vektor uzaylar: ve lineer doniistimler kategorisine bir funktor vardir.

Ispat. FN; fuzzy normlu lineer uzaylar ve lineer déniisiimler kategorisini gostermek
tizere; F'Np, nin objeleri fuzzy normlu lineer uzaylar kiimesi ob(F Np) ile, F'N nin
morfizmleri olan fuzzy lineer doniigiimlerin kiimesi ise MorF Ny, ile verilsin. Bu
kategori cat, ve cats yi saglar.

VU vektor uzaylar1 ve lineer doniistimler kategorisini gostermek tizere; VU nin
objeleri olan vektor uzaylar: kiimesi ob(VU) ile, VU nin morfizmleri olan lineer
doniigiimlerin kiimesi ise YU, Uy € ob(VU) icin [Uy, Us)y,;, € MorVU ile verilsin.
Bu kategori de cat, ve cats yi saglar.

Simdi F' Ny, kategorisinden V U kategorisine bir funktoryal gegis oldugunu gosterelim.
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Oncelikle VU ve F N kategoriler olmak iizere F'Ny, nin her bir (U;, N;) objesini
VU nin bir U; objesine, FNy, nin her bir T} : (Uy, N;) — (U, N3) morfizmini ise
VU daki bir f; : Uy — Us morfizmine doniigtiiren ve funktor olma sartlar1 saglayan

bir ' déntistimiit F'Ny, den VU ya bir funktordur. Bu funktoru £ : FN;, — VU ile

gosterelim.
T T
(UIJNI) _1> (U27N2) _2> (U37N3> = FNL
| F
h ® Uy & Uy = VU

Burada F(Ul,Nl) = Ul, F(UQ,NQ) = UQ, F(U3,N3) = Ug, ve f1 = F(Tl),
fo = F(T3) olup, funktor sartlar saglamir. Bu F' funktoru F'N nin objelerinin

norm 6zelligini, morfizmlerinin ise fuzzy 6zelligini unutturur. =

Benzer sekilde asagidaki baz1 funktorlar: da verebiliriz.

Sonug 6.1 Fuzzy normlu lineer uzaylar ve fuzzy siirekli fonksiyonlar kategorisinden,

vektor uzaylar: ve lineer doniisiimler kategorisine bir funktor vardir.

Sonug 6.2 Fuzzy normlu lineer uzaylar ve fuzzy siirh fonksiyonlar kategorisinden,

vektor uzaylar: ve lineer doniigiimler kategorisine bir funktor vardir.
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7. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde 6nce, bir fuzzy topolojik uzayin esas grubu olusturularak, fuzzy noktali
topolojik uzaylar ve fuzzy siirekli fonksiyonlar kategorisinden, fuzzy esas gruplar ve
grup homomorfizmleri kategorisine bir funktorun varligi ele alimmigtir. Daha sonra
fuzzy egrisel irtibath topolojik uzaylar iizerinde fuzzy esas gruplarin demeti bizim
tarafimizdan olusturularak, bu demet iizerinde fuzzy yiikseltme teoremi verilmistir.
En son kisimda fuzzy normlu lineer uzaylar ve fuzzy normlu lineer uzaylar arasindaki
baz1 doniistimleri kullanarak olusturdugumuz kategoriler ile klasikte bildigimiz kate-
goriler arasinda bir funktoryal gecis bulmaya calistik. Fuzzy yapih
kategorilerle, fuzzy yapili olmayan kategoriler arasinda bir funktoryal gecisin var

oldugunu gostedik.
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