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üretilmesi aşamas¬nda bilimsel eti¼ge uygun davrand¬¼g¬m¬, yararland¬¼g¬m bütün kay-
naklar¬at¬f yaparak belirtti¼gimi beyan ederim.

15/04/2016

Gümrah UYSAL

i



ÖZET
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Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r.

Giri̧s k¬sm¬tezin ilk bölümünü oluşturmaktad¬r.

·Ikinci bölümün ilk k¬sm¬nda temel tan¬m ve teoremler verilmi̧stir. Bu bölümün
ikinci k¬sm¬ise karakteristik noktalar¬n tan¬mlar¬na, özelliklerine ve bu noktalar¬n
oluşturdu¼gu kümelerin aralar¬ndaki kapsama ba¼g¬nt¬lar¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

Üçüncü bölümün ilk k¬sm¬nda lineer, konvolüsyon tipli, radyal çekirdekli ve iki katl¬
singular integral operatör ailesinin f 2 L1 (R2) fonksiyonuna süreklilik noktas¬nda,
d�noktas¬nda, Lebesgue noktas¬nda ve genelleştirilmi̧s Lebesgue noktas¬nda yak¬n-
sakl¬¼g¬incelenmi̧stir. Bölümün ikinci k¬sm¬nda ise ayn¬operatör ailesinin f 2 L1 (R2)
fonksiyonuna genelleştirilmi̧s Lebesgue noktas¬nda yak¬nsakl¬k h¬z¬incelenmi̧stir.

Dördüncü bölümün ilk k¬sm¬nda lineer, konvolüsyon tipli, radyal çekirdekli ve iki
katl¬singüler integral operatör ailesinin f 2 L1;' (R2) fonksiyonuna süreklilik nok-
tas¬nda Lebesgue noktas¬nda ve genelleştirilmi̧s Lebesgue noktas¬nda yak¬nsakl¬¼g¬
incelenmi̧stir. ·Ikinci k¬s¬mda ise operatör ailesinin f 2 L1;' (R2) fonksiyonuna
genelleştirilmi̧s Lebesgue noktas¬nda yak¬nsakl¬k h¬z¬incelenmi̧stir.

Son bölüm ise elde edilen sonuçlar¬n tart¬̧s¬lmas¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

Nisan 2016, 112 sayfa

Anahtar Kelimeler: ·Iki katl¬singüler integral operatör ailesi, radyal çekirdek, noktasal
yak¬nsakl¬k, Lebesgue noktas¬, d-noktas¬, genelleştirilmi̧s Lebesgue noktas¬.
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This thesis consists of �ve chapters.

Introduction part forms the �rst chapter of the thesis.

In the �rst part of the second chapter, main de�nitions and theorems are given.
The second part of this chapter is devoted to the de�nitions and the properties of
the characteristic points and inclusion relations between the sets which those points
generate.

In the �rst part of the third chapter, the convergence of the family of linear and
convolution type double singular integral operators with radial kernels at continu-
ity point, d�point, Lebesgue point and generalized Lebesgue point of the function
f 2 L1 (R2) is studied. In the second part of the chapter, the rate of pointwise
convergence of the indicated integral operators at generalized Lebesgue point of the
function f 2 L1 (R2) is investigated.

In the �rst part of the fourth chapter, the convergence of the family of linear and
convolution type double singular integral operators with radial kernels at continuity
point, Lebesgue point and generalized Lebesgue point of the function f 2 L1;' (R2)
is studied. In the second part of this chapter, the rate of pointwise convergence
of the indicated integral operators at generalized Lebesgue point of the function
f 2 L1;' (R2) is investigated.

The last chapter is devoted to discussion of the obtained results.

April 2016, 112 pages
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1. G·IR·IŞ

Yaklaş¬mlar teorisinin ortaya ç¬kmas¬ndaki ana nedenlerden biri uygulamada göz

önüne al¬nan baz¬ fonksiyonlar¬n iyi özelliklere sahip olmamas¬d¬r. Bu iyi özellik-

lerden baz¬lar¬süreklilik, basit fonksiyon olma, türevlenebilme ve integrallenebilme

olarak verilebilir. Bu ba¼glamda düşünüldü¼günde, verilen bir f fonksiyonunu, ken-

disinden daha iyi özellikleri olan fonksiyon dizileri ya da aileleri ile temsil etmenin

mümkün olup olmad¬¼g¬önemli bir problem olarak kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r. Bu prob-

lemle ilgili olarak Weierstrass, 1885 y¬l¬nda yaklaş¬mlar teorisinin esas¬kabul edilen

teoremi ispatlam¬̧st¬r. Bu teorem, reel say¬lar¬n kompakt bir alt aral¬¼g¬ üzerinde

sürekli olan f fonksiyonuna, bu aral¬k üzerinde düzgün yak¬nsayan bir polinom

dizisinin var oldu¼gunu ifade etmektedir. Yaklaş¬m problemi, integrallenebilir fonksi-

yonlar s¬n¬f¬nda ele al¬nd¬¼g¬nda, bu s¬n¬ftan al¬nan bir fonksiyona integral operatör

aileleri ile yaklaşman¬n uygun oldu¼gu görülmüştür.

Lebesgue noktas¬ve d�noktas¬kavramlar¬n¬n temeli olan ve integrallenebilen bir

fonksiyonun belirsiz integralinin türevinin hemen hemen her yerde kendisine eşit

oldu¼gunu ifade eden teorem Lebesgue (1904) taraf¬ndan verilmi̧stir. Ayr¬ca, bu

çal¬̧smada ölçülebilir ve integrallenebilir fonksiyonlar¬n sa¼glad¬klar¬temel özellikler

ile ilgili sonuçlar da verilmi̧stir. Bu çal¬̧smadan sonra Fatou (1906), birim çember

üzerinde Dirichlet probleminin çözümünü veren ve integral gösterimi

Pr(f ; �) =
1

2�

�Z
��

f(u)

�
1� r2

1� 2r cos(� � u) + r2

�
du; r 2 (0; 1); � 2 (��; �) (1.1)

biçiminde olan Poisson ifadesini Lebesgue integrali olarak göz önüne alm¬̧s ve fonksi-

yonlar¬n temsili ile ilgili önemli sonuçlar elde etmi̧stir. Lebesgue (1909), Hn(t; x)

operatörün çekirde¼gi olmak üzere

Ln(f ;x) =

bZ
a

f(t)Hn(t; x)dt; n 2 N; x 2 (a; b) (1.2)
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tipli genel bir lineer integral operatörü ve Hn(t; x) = Kn(t� x) seçilmesi ile

Ln(f ;x) =

bZ
a

f(t)Kn(t� x)dt; n 2 N; x 2 (a; b) (1.3)

biçiminde ifade edilen konvolüsyon tipli lineer integral operatörü göz önüne alarak

verilen bir fonksiyonun sürekli oldu¼gu ve süreksiz oldu¼gu noktalarda temsil edilme

problemine ili̧skin sonuçlar vermi̧stir. Ayn¬çal¬̧smada

Wn(f ;x) =
np
�

1Z
�1

f(t)e�n
2(t�x)2dt; n 2 N; x 2 (�1;1) (1.4)

biçiminde ifade edilen ve tüm reel eksende ¬s¬ denkleminin çözümü olan Gauss-

Weierstrass integralinin özellikleri de incelenmi̧stir. Lebesgue (1910) ölçüm ve in-

tegral teorisinin ö¼gelerini çok katl¬integraller için ifade etmi̧s ve 1904 makalesinde

verdi¼gi türevlenme teoremlerini çok katl¬ integraller için genelleştirmi̧stir. Fejer

(1911) ise bir fonksiyonun Fourier serisinin n�inci k¬smi toplam¬n¬ifade eden, fonksi-

yonlar¬n süreklilik noktalar¬nda istenen yak¬nsakl¬¼g¬vermeyen ve integral gösterimi

Sn(x) =
1

2�

2�Z
0

f(t)
sin
��
2n+1
2

�
(t� x)

�
sin
�
1
2
(t� x)

� dt; n 2 N; x 2 [0; 2�] (1.5)

biçiminde olan Dirichlet integralini göz önüne alm¬̧st¬r. Ayn¬çal¬̧smada bir fonksi-

yonun Fourier serisinin k¬smi toplamlar¬n¬n aritmetik ortalamas¬n¬n (Cesàro ortala-

mas¬) hesaplanmas¬ile

Fn(f ;x) =

2�Z
0

f(t)
1

2n�

 
sin
�
n
2
(t� x)

�
sin
�
1
2
(t� x)

�!2 dt; n 2 N; x 2 [0; 2�] (1.6)

biçiminde ifade edilen Fejer integral operatörü elde edilmi̧stir ve fonksiyonun sa¼glad¬¼g¬

belli koşullara göre operatörün yak¬nsakl¬¼g¬ile ilgili sonuçlar da verilmi̧stir.

Ayr¬ca, karakteristik noktalar¬nda fonksiyonlar¬n temsiline ili̧skin problemin çal¬̧sma

alan¬, Fichtenholz (1918), Romanovski¼¬(1932), Faddeev (1936), Gahariya (1951),

Tandori (1954), Zygmund (1959), Butzer (1960), Mamedov (1963), Sikkema (1983)

ve Bardaro (1984) taraf¬ndan (1.2) tipli integral operatörün çekirde¼ginin belirli

koşullar¬sa¼glayan bir dizi olarak al¬nmas¬ve indis kümesinin N yerine genel bir �
2



indis kümesi olarak al¬nmas¬ile geni̧sletilmi̧stir. Taberski (1962a) integrallenebilen

fonksiyonlar s¬n¬f¬ndaki yaklaş¬m problemini iki parametreli bir integral ailesinin

yaklaş¬m problemi olarak ifade ettikten sonra Gadjiev (1963, 1968) ve Rydzewska

(1973) iki parametreye ba¼gl¬ singüler integraller üzerine çal¬̧sm¬̧slar ve integral o-

peratör aileleri ile Lebesgue anlam¬nda integrallenebilen fonksiyonlara yak¬nsakl¬kla

ilgili sonuçlar elde etmi̧slerdir. Ayr¬ca, Nessel (1966), Stein (1970), Stein ve Weiss

(1971), Neri (1971) ve Lenze (1989) taraf¬ndan çok de¼gi̧skenli fonksiyonlara karak-

teristik noktalar¬nda yaklaş¬mla ilgili sonuçlar verilmi̧stir. (1.2) tipli operatörlerin

Lebesgue anlam¬nda ölçülebilen fonksiyonlara noktasal yak¬nsakl¬¼g¬ ile ilgili baz¬

teoremler, Mamedov (1955, 1963), Alexits (1960) ve ayn¬operatörün iki katl¬bir

genelleştirmesi için baz¬teoremler Taberski (1976) taraf¬ndan verilmi̧stir.

Dirac (1958) ��fonksiyonunu, tüm reel eksende integrali bir olan ve orijinde son-

suza giden bir fonksiyon olarak karakterize etmi̧stir. Gauss-Weierstrass ve Poisson

gibi yaklaş¬mda iyi sonuç veren çekirdekler limit pozisyonunda bu fonksiyon gibi

bir davran¬̧s sergilediklerinden dolay¬ bu tip çekirdelere deltasal çekirdek de de-

nilmektedir. Bu tip çekirdekler Fourier integral teorisinde oldu¼gu kadar harmonik

fonksiyonlar teorisi ve potansiyel teoride de büyük öneme sahiptir.

Natanson (1960) taraf¬ndan verilen ve literatürde Natanson lemma olarak bilinen

lemma çeşitli fonksiyon uzaylar¬nda araşt¬r¬lan noktasal yak¬nsakl¬k problemlerinin

çözümlerinde büyük öneme sahiptir. Üzerinde çal¬̧s¬lan noktasal yak¬nsakl¬k prob-

leminin gereksinimlerine göre bu lemman¬n baz¬genelleştirmeleri Taberski (1962a,b,

1964), Mamedov (1965a), Gadjiev (1968), Rydzewska (1974) ve Siudut (1990) taraf¬n-

dan verilmi̧stir.

Taberski (1962b, 1964) integrallenebilen fonksiyonlar s¬n¬f¬üzerindeki yaklaş¬m prob-

lemini üç parametreye ba¼gl¬iki katl¬bir singüler integral operatör ailesi:

L�(f ;x; y) =

bZ
a

dZ
c

f(t; s)H�(t� x; s� y)dsdt; (x; y) 2 [a; b; c; d] (1.7)

yard¬m¬ile vermi̧stir ve periyodik fonksiyonlara karakteristik noktalarda yak¬nsak-
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l¬kla ilgili teoremler ifade ve ispat etmi̧stir. Ayr¬ca, Labsker ve Gadjiev (1962), Lu

(1966), Rydzewska (1974) ve Siudut (1988, 1989) (1.7) tipli ve benzer tipteki integral

operatör aileleri için çeşitli yak¬nsakl¬k teoremleri ispatlam¬̧slard¬r.

(1.7) denkleminde çekirdek fonksiyonu H�(t�x; s�y) = K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
olarak al¬nd¬¼g¬nda

L�(f ;x; y) =

bZ
a

dZ
c

f(t; s)K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt; (x; y) 2 [a; b; c; d] (1.8)

üç parametreye ba¼gl¬, lineer, konvolüsyon tipli, radyal çekirdekli ve iki katl¬ in-

tegral operatör ailesi elde edilir. Son y¬llarda (1.8) tipli operatörün integrallenebilen

fonksiyonlara karakteristik noktalar¬nda yak¬nsakl¬¼g¬ Y¬lmaz (2010), Y¬lmaz vd.

(2011) ve Serenbay vd. (2014) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Bu tezde,

L�(f ;x; y) =

ZZ
R2

f(t; s)K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt; (x; y) 2 R2 (1.9)

biçiminde ifade edilen, lineer, konvolüsyon tipli, radyal çekirdekli ve iki katl¬integral

operatör ailesi göz önüne al¬nm¬̧st¬r.

Tezin birinci bölümünde integral operatör aileleri ile ilgili problemimizi çözerken

yararland¬¼g¬m¬z genel bilgiler yer almaktad¬r.

·Ikinci bölümün ilk k¬sm¬nda temel tan¬m ve teoremlere yer verilmi̧stir. Bu bölümün

ikinci k¬sm¬ise karakteristik noktalar¬n tan¬mlar¬na, bu noktalar¬n özelliklerine ve

aralar¬ndaki ili̧skilere ayr¬lm¬̧st¬r.

Üçüncü bölümün ilk k¬sm¬nda (1.9) denklemi ile verilen operatörün f 2 L1(R2)

fonksiyonuna süreklilik noktas¬nda, d�noktas¬nda, Lebesgue noktas¬nda ve genelleşti-

rilmi̧s Lebesgue noktas¬nda yak¬nsakl¬¼g¬ incelenmi̧stir. Bölümün ikinci k¬sm¬nda

(1.9) ile verilen operatörün f 2 L1(R2) fonksiyonuna genelleştirilmi̧s Lebesgue nok-

tas¬nda yak¬nsakl¬k h¬z¬araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

4



Dördüncü bölümün ilk k¬sm¬nda (1.9) denklemi ile verilen operatörün f 2 L1;'(R2)

fonksiyonuna süreklilik noktas¬nda, Lebesgue noktas¬nda ve genelleştirilmi̧s Lebesgue

noktas¬nda yak¬nsakl¬¼g¬incelenmi̧stir. Bölümün ikinci k¬sm¬nda ise (1.9) ile verilen

operatörün f 2 L1;'(R2) fonksiyonuna genelleştirilmi̧s Lebesgue noktas¬nda yak¬n-

sakl¬k h¬z¬araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Son bölümde ise elde edilen sonuçlar tart¬̧s¬lm¬̧st¬r.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bölümde temel tan¬mlar ve teoremlere ve fonksiyonlar¬n karakteristik nokta-

lar¬yla ilgili temel tan¬mlara yer verilecektir.

2.1 Temel Tan¬m ve Teoremler

Bu k¬s¬mda temel tan¬m ve teoremler verilecektir.

Tan¬m 2.1.1 R2 üzerinde ölçülebilir veZZ
R2

jf(x; y)j dydx <1

koşulunu sa¼glayan tüm reel de¼gerli fonksiyonlar uzay¬na R2 üzerinde Lebesgue integ-

rallenebilir fonksiyonlar uzay¬denir ve L1(R2) ile gösterilir. Bu uzayda norm

kfkL1(R2) =
ZZ
R2

jf(x; y)j dydx

biçiminde tan¬mlan¬r (Stein ve Weiss 1971).

Tan¬m 2.1.2 f : R2 ! R ve ' : R2 ! R+ ölçülebilir fonksiyonlar olmak üzereZZ
R2

����f(x; y)'(x; y)

���� dydx <1
koşulunu sa¼glayan tüm reel de¼gerli fonksiyonlar uzay¬naR2 üzerinde a¼g¬rl¬kl¬Lebesgue

integrallenebilir fonksiyonlar uzay¬denir ve L1;'(R2) ile gösterilir. Bu uzayda norm

kfkL1;'(R2) =
ZZ
R2

����f(x; y)'(x; y)

���� dydx
biçiminde tan¬mlan¬r (Taberski 1976).

Tan¬m 2.1.3 Q(x; y) 2 L1(R2) olsun. E¼ger 0 �
p
x2 + y2 <1 olmak üzere hemen

hemen her yerde Q : R2 ! R fonksiyonuna kaŗs¬l¬k Q(x; y) = 	(
p
x2 + y2) olacak
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şekilde bir 	 : R+0 ! R fonksiyonu varsa, Q fonksiyonuna radyaldir denir (Bochner

1949, Nessel 1966).

Örnek 2.1.1 Q : R2 ! R olmak üzere

Q (x; y) = e�(x
2+y2)

biçiminde verilen fonksiyona kaŗs¬l¬k gelen 	 fonksiyonu

	(
p
x2 + y2) = e

�
�p

x2+y2
�2

biçiminde ifade edilebilir.

Örnek 2.1.2 Q : R2 ! R olmak üzere

Q (x; y) = x2 + y3

biçiminde verilen fonksiyon radyal bir fonksiyon de¼gildir.

Teorem 2.1.1 (Fubini Teoremi) x; y 2 R ve f(x; y); R2 üzerinde iki de¼gi̧skenli

ve ölçülebilir bir fonksiyon olsun. E¼gerZ
R

0@Z
R

jf(x; y)j dy

1A dx <1
koşulu sa¼glan¬yor ise f fonksiyonu R2 üzerinde Lebesgue integrallenebilirdir veZZ

R2

jf(x; y)j dxdy =

Z
R

0@Z
R

jf(x; y)j dy

1A dx
=

Z
R

0@Z
R

jf(x; y)j dx

1A dy
gerçeklenir (Butzer ve Nessel 1971).

Tan¬m 2.1.4 � : R!
_

R olmak üzere

(1) �(x) =

8<: 0; x 2 Rnf0g

1; x = 0

7



(2)
R
R
�(x)dx = 1

koşullar¬n¬ sa¼glayan fonksiyona ��fonksiyonu (Dirac-delta fonksiyonu) denir. �

fonksiyonu, f : R! R sürekli bir fonksiyon ve a 2 R olmak üzereZ
R

f(x)�(x� a)dx = f(a)

özelli¼gine sahiptir (Dirac 1958).

Tan¬m 2.1.5 � > 0 bir parametre ve K� : R! R olmak üzere, fK�(t)g fonksiyon

ailesine,

(A) her bir � > 0 için K� 2 L1(R)

(B) lim
�!1

�R
R
K� (t) dt

�
= 1

koşullar¬sa¼gland¬¼g¬takdirde çekirdek denir. K�(t) çekirde¼gine,

(C) 8� > 0 için kK�kL1(R) �M (normun düzgün s¬n¬rl¬l¬¼g¬)

(D) lim
�!1

 
sup


�jtj<1
jK� (t)j

!
= 0; 8
 > 0

(E) lim
�!1

 R

�jtj

jK� (t)j dt
!
= 0; 8
 > 0

koşullar¬sa¼gland¬¼g¬takdirde ise yaklaş¬k birim denir (Butzer ve Nessel 1971).

Örnek 2.1.3 Kn : R! R+ ve n 2 N olmak üzere

Kn(x) =
np
�
e�n

2x2

biçiminde verilen Gauss-Weierstrass çekirde¼gi

lim
n!1

Kn(x) =

8<: 0; x 2 Rnf0g

1; x = 0

ve

lim
n!1

0@Z
R

Kn(x)dx

1A =
1p
�

Z
R

ne�n
2x2dx

= 1

8



özelliklerini sa¼glad¬¼g¬ndan dolay¬deltasal bir çekirdektir.

Örnek 2.1.4 Kn : R! R+ ve n 2 N ve n!1 olmak üzere

Kn(t) =
np
�
e�n

2t2

biçiminde verilen Gauss-Weierstrass çekirde¼gi yaklaş¬k birimdir.

Örnek 2.1.5 Kn : R! R ve n 2 N olmak üzere

Kn(t) =

8<:
sin[( 2n+12 )t]
sin( 12 t)

; t 2 h0; 2�i

0; t 2 Rn h0; 2�i

biçiminde ifade edilen Dirichlet tipli çekirde¼gin yaklaş¬k birim olmad¬¼g¬n¬gösterelim.

n!1 iken Z
R

jKn(t)j dt �
2nX
k=0

2

(k + 1)�
!1

oldu¼gundan Dirichlet tipli çekirde¼gin normu düzgün s¬n¬rl¬de¼gildir ve bu takdirde

yaklaş¬k birim de de¼gildir.

Tan¬m 2.1.6 
 � R bir küme, f : 
 ! R ve h : 
 ! R iki fonksiyon olsun. 


üzerinde

lim
�!�0

f (�)

h (�)
= l <1; h (�) 6= 0

eşitli¼gi f (�) = O (h (�)) ile ve

lim
�!�0

f (�)

h (�)
= 0; h (�) 6= 0

eşitli¼gi ise f (�) = o (h (�)) ile gösterilir (Murray 1984).

Tan¬m 2.1.7 D = [a; b; c; d] olmak üzere f ve g fonksiyonlar¬bu bölge üzerinde

tan¬ml¬iki fonksiyon olsun. D bölgesinin bir parçalanmas¬

p =

8<: a = x0 < x1 < ::: < xi < ::: < xm�1 < xm = b

c = y0 < y1 < ::: < yj < ::: < yn�1 < yn = d

9=;
9



biçiminde verilsin. Ayr¬ca, i = 1; 2; :::;m ve j = 1; 2; :::; n olmak üzere �g (xi; yj)

ifadesi

�g (xi; yj) = g (xi�1; yj�1)� g (xi�1; yj)� g (xi; yj�1) + g (xi; yj)

biçiminde verilsin. �i ve �j reel say¬lar¬xi�1 � �i � xi ve yj�1 � �j � yj eşitsizlik-

lerini gerçekleyen reel say¬lar olmak üzere

S =

mX
i=1

nX
j=1

f
�
�i; �j

�
�g (xi; yj)

toplam¬ifade edilsin. P ; D bölgesinin mümkün olan tüm parçalanmalar¬n¬n ailesi

olsun. Bir p parçalanmas¬n¬n normu

kpk = maks
�q

(xi � xi�1)2 + (yj � yj�1)2; i = 1; 2; :::;m; j = 1; 2; :::; n
�

biçiminde hesaplans¬n. E¼ger D bölgesinin mümkün olan tüm p 2 P parçalan-

malar¬n¬n normu s¬f¬ra yaklaşt¬r¬ld¬¼g¬nda S toplam¬için

lim
kpk!0

mX
i=1

nX
j=1

f
�
�i; �j

�
�g (xi; yj) = l

sonlu limiti var ise f fonksiyonu g fonksiyonuna göre Riemann-Stieltjes integral-

lenebilirdir ve bu integral

(RS)

bZ
a

dZ
c

f (x; y) dxdyg (x; y)

biçiminde gösterilir (Fréchet 1910, Clarkson 1933, Taberski 1964).

Tan¬m 2.1.8 D = [a; b; c; d] olmak üzere P, D bölgesinin mümkün olan tüm

parçalanmalar¬n¬n ailesi olsun. g : D ! R fonksiyonunun D bölgesi üzerindeki

toplam sal¬n¬m¬

VD (g) = sup
p2P

(
mX
i=1

nX
j=1

j�g (xi; yj)j
)

biçiminde ifade edilir ve

VD (g) =
b_
a

d_
c

(g)

10



ile gösterilir. E¼ger VD (g) ifadesi D bölgesinin mümkün olan tüm p 2 P parçalan-

malar¬dikkate al¬nd¬¼g¬durumda düzgün s¬n¬rl¬ise g fonksiyonu D bölgesi üzerinde

s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬d¬r denir (Clarkson ve Adams 1933, Taberski 1964, Lenze 1989,

Ghorpade ve Limaye 2010, Jawarneh ve Noorani 2011).

Tan¬m 2.1.9 D = [a; b; c; d] ve g : D ! R bir fonksiyon olmak üzere, x1 � x2 ve

y1 � y2 koşulunu sa¼glayan her (x1; y1); (x2; y2) 2 D için

g (x1; y1)� g (x2; y1)� g (x1; y2) + g (x2; y2) � 0

eşitsizli¼gi sa¼glan¬yorsa, g fonksiyonu D üzerinde (ikili) monoton artand¬r; e¼ger

g (x1; y1)� g (x2; y1)� g (x1; y2) + g (x2; y2) � 0

eşitsizli¼gi sa¼glan¬yorsa, g fonksiyonu D üzerinde (ikili) monoton azaland¬r (Taberski

1964, Lenze 1989, Ghorpade ve Limaye 2010).

Örnek 2.1.6 f : [�1; 1;�1; 1]! R olmak üzere

f(x; y) =

8<: xy; x+ y � 0

�2x� 5; x+ y < 0

biçiminde tan¬mlans¬n. f fonksiyonu [�1; 1;�1; 1] üzerinde ikili monoton de¼gildir.

Gerçekten de, x1 = 0 < 1 = x2 ve y1 = 0 < 1 = y2 için

�f (x1; y1) = f (x1; y1)� f (x2; y1)� f (x1; y2) + f (x2; y2)

= f(0; 0) + f(1; 1)� f(1; 0)� f(0; 1)

= 1 > 0

elde edilir. Ayr¬ca, x1 = �1 < 0 = x2 ve y1 = 0 < 1 = y2 için

�f (x1; y1) = f (x1; y1)� f (x2; y1)� f (x1; y2) + f (x2; y2)

= f(�1; 0) + f(0; 1)� f(�1; 1)� f(0; 0)

= �2 < 0
11



oldu¼gundan, f ikili monoton de¼gildir.

Lemma 2.1.1 D = [a; b; c; d] olsun. E¼ger g : D ! R fonksiyonu D üzerinde

ikili monoton artan bir fonksiyon ise bu takdirde g fonksiyonu D üzerinde s¬n¬rl¬

sal¬n¬ml¬d¬r ve

b_
a

d_
c

(g) = g (a; c)� g (b; c)� g (a; d) + g (b; d)

gerçeklenir. Benzer şekilde, e¼ger g : D ! R fonksiyonu D üzerinde ikili monoton

azalan bir fonksiyon ise bu takdirde g fonksiyonu D üzerinde s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬d¬r ve

b_
a

d_
c

(g) = �g (a; c) + g (b; c) + g (a; d)� g (b; d)

gerçeklenir (Taberski 1964, Ghorpade ve Limaye 2010).

Hobson (1921) taraf¬ndan iki katl¬ integraller için ifade edilen k¬smi integrasyon

teoreminin bir analo¼gu Taberski (1964) taraf¬ndan aşa¼g¬daki şekilde verilmi̧stir.

Teorem 2.1.2 D üzerinde y = c; y = d için ha; bi aral¬¼g¬içinde ve x = a; x = b

için hc; di aral¬¼g¬ içinde f fonksiyonu, g fonksiyonuna göre Riemann-Stieltjes in-

tegrallenebilir olsun. Bu takdirde, g fonksiyonu D üzerinde f fonksiyonuna göre

Riemann-Stieltjes integrallenebilirdir ve

(RS)

bZ
a

dZ
c

g (x; y) dxdyf (x; y) = (RS)

bZ
a

dZ
c

f (x; y) dxdyg (x; y)

+

bZ
a

f (x; c) dxg (x; c)�
bZ
a

f (x; d) dxg (x; d)

+

dZ
c

f (a; y) dyg (a; y)�
dZ
c

f (b; y) dyg (b; y)

+f (a; c) g (a; c)� f (b; c) g (b; c)

�f (a; d) g (a; d) + f (b; d) g (b; d) :

eşitli¼gi sa¼glan¬r (Taberski 1964).

12



Teorem 2.1.3 f fonksiyonu, D = [a; b; c; d] dikdörtgeni üzerinde Lebesgue integral-

lenebilir ve g fonksiyonu D üzerinde s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬olsun. Ayr¬ca, g fonksiyonunun

V[a;b] (g) :=
b_
a

(g (x; v)) ; c � v � d

V[c;d] (g) :=
d_
c

(g (u; y)) ; a � u � b

biçiminde tan¬mlanan sal¬n¬mlar¬D üzerinde düzgün s¬n¬rl¬olsun. Bu takdirde, g

fonksiyonu D üzerinde

F (x; y) = (L)

xZ
a

yZ
c

f (t; s) dsdt

fonksiyonuna göre Riemann-Stieltjes integrallenebilirdir ve fg 2 L1 (D) olmak üzere

(RS)

bZ
a

dZ
c

g (x; y) dxdyF (x; y) = (L)

bZ
a

dZ
c

g (x; y) f (x; y) dydx

gerçeklenir (Taberski 1964).

2.2 Karakteristik Noktalar ve Özellikleri

Bu k¬s¬mda integrallenebilen fonksiyonlar¬n karakteristik noktalar¬n¬n tan¬mlar¬na,

özelliklerine ve aralar¬ndaki kapsama ba¼g¬nt¬s¬na yer verilecektir. Literatüre bak¬l-

d¬¼g¬nda, bu noktalar¬n tan¬mlar¬n¬n problemin çerçevesine ve ele al¬nan fonksiyon

s¬n¬f¬n¬n niteli¼gine ba¼gl¬olarak verildi¼gi görülmüştür. Bu noktalar¬n baz¬tan¬mlar¬

Natanson (1940), Gahariya (1951), Taberski (1962a, 1964), Mamedov (1963, 1965b,

1967), Gadjiev (1968), Stein (1970), Butzer ve Nessel (1971), Rydzewska (1973,

1974), Bardaro (1984), Siudut (1988, 1989, 1994), Y¬lmaz (2010) ve Serenbay vd.

(2014) taraf¬ndan verilmi̧stir. Bunlardan baz¬lar¬aşa¼g¬daki gibidir.

Tan¬m 2.2.1 D = [a; b] � R olmak üzere f fonksiyonu D üzerinde Lebesgue in-

tegrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde h > 0 için

lim
h!0

1

h

x0+hZ
x0

jf(t)� f(x0)j dt = 0

13



koşulunun sa¼gland¬¼g¬x0 2 D noktas¬na f fonksiyonunun Lebesgue noktas¬ denir

(Natanson 1940).

Örnek 2.2.1 f : [0; 1]! R olmak üzere f fonksiyonu f(t) = 1
1+t2

biçiminde tan¬m-

lans¬n. Bu takdirde

lim
h!0

1

h

hZ
0

jf(t)� f(0)j dt = lim
h!0

1

h

hZ
0

���� 1

1 + t2
� 1
���� dt

= lim
h!0

h� arctan(h)
h

= 0

oldu¼gundan, x0 = 0 noktas¬verilen fonksiyon için bir Lebesgue noktas¬d¬r.

Örnek 2.2.2 f : [0; 1]! R olmak üzere f fonksiyonu

f(t) =

8<: e�t; t 2 (0; 1]

0; t = 0

biçiminde tan¬mlans¬n. Bu takdirde

lim
h!0

1

h

hZ
0

jf(t)� f(0)j dt = lim
h!0

1

h

hZ
0

��e�t � 0�� dt
= lim

h!0

�e�h + 1
h

= 1

oldu¼gundan, x0 = 0 Lebesgue noktas¬de¼gildir. Bu nokta ayn¬zamanda bir süreklilik

noktas¬da de¼gildir.

Örnek 2.2.3 f : [0; 1]! R olmak üzere f fonksiyonu

f(t) =

8<: 0; t = 0

1 + cos(t); t 2 (0; 1]
14



biçiminde tan¬mlans¬n. Bu takdirde

lim
h!0

1

h

hZ
0

jf(t)� f(0)j dt = lim
h!0

1

h

hZ
0

j1 + cos(t)� 0j dt

= lim
h!0

h� sin(h)
h

= 0

oldu¼gundan, verilen fonksiyonun tan¬m aral¬¼g¬nda tek süreksizlik noktas¬olan x0 = 0

bu fonksiyonun Lebesgue noktas¬d¬r.

Tan¬m 2.2.2 D = [a; b] � R olmak üzere f fonksiyonu D üzerinde Lebesgue in-

tegrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde h > 0 için

lim
h!0

1

h

x0+hZ
x0

[f(t)� f(x0)] dt = 0

koşulunun sa¼gland¬¼g¬x0 2 D noktas¬na f fonksiyonunun d�noktas¬denir (Butzer

ve Nessel 1971).

Örnek 2.2.4 f : [0; 1]! R olmak üzere f fonksiyonu

f(t) =

8<: 2t sin(1
t
)� cos(1

t
); t 2 (0; 1]

0; t = 0

biçiminde tan¬mlans¬n. Bu takdirde

lim
h!0

1

h

hZ
0

[f(t)� f(0)] dt = lim
h!0

1

h

hZ
0

�
2t sin(

1

t
)� cos(1

t
)� 0

�
dt

= 0

oldu¼gundan, x0 = 0 verilen fonksiyonun d�noktas¬olur. Ayn¬zamanda

lim
h!0

1

h

hZ
0

jf(t)� f(0)j dt = lim
h!0

1

h

hZ
0

����2t sin(1t )� cos(1t )� 0
���� dt

= 1

oldu¼gundan, x0 = 0 verilen fonksiyonun Lebesgue noktas¬de¼gildir.
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Tan¬m 2.2.3 D = [a; b] � R olmak üzere f fonksiyonu D üzerinde Lebesgue in-

tegrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde h > 0 için

lim
h!0

1

h�+1

x0+hZ
x0

jf(t)� f(x0)j dt = 0; 0 � � � 1

koşulunun sa¼gland¬¼g¬x0 2 D noktas¬na f fonksiyonunun genelleştirilmi̧s Lebesgue

noktas¬denir (Mamedov 1963, 1965b).

Örnek 2.2.5 f : [�1; 1]! R olmak üzere f fonksiyonu

f(t) =

8<: te�t; t 2 (0; 1]

0; t 2 [�1; 1] n(0; 1]

biçiminde tan¬mlans¬n. Bu takdirde � = 1
4
için

lim
h!0

1

h
1
4
+1

hZ
0

jf(t)� f(0)j dt = lim
h!0

1

h
1
4
+1

hZ
0

��te�t � 0�� dt
= 0

oldu¼gundan, x0 = 0 verilen fonksiyonun genelleştirilmi̧s Lebesgue noktas¬d¬r.

Tan¬m 2.2.4 D = h��; �i olmak üzere f fonksiyonu 2� periyotlu ve D üzerinde

Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde h > 0 için

lim
h!0

1

h�+1

x0+hZ
x0

[f(t)� f(x0)] dt = 0; 0 � � < 1

koşulunun sa¼gland¬¼g¬x0 2 D noktas¬na f fonksiyonunun genelleştirilmi̧s d�noktas¬

denir (Gadjiev 1968).

Gadjiev (1968), Natanson (1960) taraf¬ndan verilen lemman¬n bir genelleştirmesini

belirli özelliklere sahip bir � fonksiyonu yard¬m¬yla vermi̧stir. Bu � fonksiyonunun

tan¬m¬kullan¬larak s¬radaki karakterizasyon verilmi̧stir.
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Tan¬m 2.2.5 D = h��; �i olmak üzere f fonksiyonu 2� periyotlu ve D üzerinde

Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde h > 0 için

lim
h!0

1

�(h)

x0+hZ
x0

jf(t)� f(x0)j dt = 0

koşulunun sa¼gland¬¼g¬x0 2 D noktas¬na f fonksiyonunun ��genelleştirilmi̧s Lebesgue

noktas¬denir. Burada, � fonksiyonu h0; �i aral¬¼g¬üzerinde artan, mutlak sürekli ve

�(0) = 0 koşulunu sa¼glayan bir fonksiyondur (Rydzewska 1973).

Örnek 2.2.6 D = h��; �i olmak üzere 2� periyotlu f fonksiyonu

f(t) =

8<: e�t; t 2 (0; �i

0; t 2 Dn (0; �i

biçiminde tan¬mlans¬n. Bu takdirde � (h) =
p
h için

lim
h!0

1p
h

hZ
0

jf(t)� f(0)j dt = lim
h!0

1p
h

hZ
0

��e�t � 0�� dt
= lim

h!0

�e�h + 1p
h

= 0

oldu¼gundan, x0 = 0 verilen fonksiyonun ��genelleştirilmi̧s Lebesgue noktas¬d¬r.

Tan¬m 2.2.6 f : R2 ! R fonksiyonu Lebesgue anlam¬nda lokal integrallenebilir bir

fonksiyon olsun. Bu takdirde h; k > 0 için

lim
(h;k)!(0;0)

1

hk

x0+hZ
x0

y0+kZ
y0

jf (t; s)� f (x0; y0)j dsdt = 0

eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬(x0; y0) 2 R2 noktas¬na f fonksiyonunun Lebesgue noktas¬denir

(Gahariya 1951).

Tan¬m 2.2.7 f : R2 ! R fonksiyonu Lebesgue anlam¬nda lokal integrallenebilir bir

fonksiyon olsun. Bu takdirde h; k > 0 için

lim
(h;k)!(0;0)

1

hk

x0+hZ
x0

y0+kZ
y0

[f (t; s)� f (x0; y0)] dsdt = 0
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eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬(x0; y0) 2 R2 noktas¬na f fonksiyonunun d�noktas¬denir

(Taberski 1964, Siudut 1994).

Taberski (1964) ve Gadjiev (1968) taraf¬ndan elde edilen sonuçlar dikkate al¬narak

aşa¼g¬daki karakterizasyonlar verilmi̧stir.

Tan¬m 2.2.8 D = [��; �;��; �] olmak üzere f fonksiyonu her bir de¼gi̧skenine

göre 2� periyotlu ve D üzerinde Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu

takdirde h; k > 0 için

lim
(h;k)!(0;0)

1

�(h; k)

x0+hZ
x0

y0+kZ
y0

[f(t; s)� f(x0; y0)] dsdt = 0

koşulunun sa¼gland¬¼g¬ (x0; y0) 2 D noktas¬na f fonksiyonunun ��genelleştirilmi̧s

d�noktas¬denir. Burada, � fonksiyonu

�(h; k) =

hZ
0

kZ
0

# (t; s) dsdt > 0

olmak üzere, # fonksiyonu [0; �; 0; �] üzerinde negatif olmayan ve Lebesgue in-

tegrallenebilir bir fonksiyondur (Rydzewska 1974).

Tan¬m 2.2.9 D = h�a; a;�b; bi olmak üzere f fonksiyonu D üzerinde Lebesgue

integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde h; k > 0 için

lim
(h;k)!(0;0)

1

�1 (h)�2 (k)

x0+hZ
x0

y0+kZ
y0

jf(t; s)� f(x0; y0)j dsdt = 0

koşulunun sa¼gland¬¼g¬ (x0; y0) 2 D noktas¬na f fonksiyonunun ��genelleştirilmi̧s

Lebesgue noktas¬denir. Burada, �1 ve �2 fonksiyonlar¬s¬ras¬yla h�a; ai ve h�b; bi

üzerinde tan¬ml¬, artan, mutlak sürekli ve �1 (0) = �2 (0) = 0 koşulunu sa¼glayan

fonksiyonlard¬r (Serenbay vd. 2014).

Görüldü¼gü üzere Lebesgue noktas¬, d�noktas¬ve bu noktalar¬n genelleştirmelerinin

tan¬mlar¬fonksiyonun integrallenebildi¼gi kümeye göre de¼gi̧sik formlarda verilebilmek-

tedir. Ayr¬ca, Gadjiev (1968) � fonksiyonunu özel olarak 0 � � < 1 olmak üzere
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�(t) = t�+1 biçiminde seçerek Tan¬m 2.2.4�ü elde etmi̧stir. Bu takdirde Tan¬m 2.2.3,

Tan¬m 2.2.4 ve Tan¬m 2.2.9 dikkate al¬narak aşa¼g¬daki tan¬m elde edilebilir.

Tan¬m 2.2.10 f : R2 ! R fonksiyonu Lebesgue anlam¬nda lokal integrallenebilir

bir fonksiyon olsun. Bu takdirde h; k > 0 için

lim
(h;k)!(0;0)

1

h�+1k�+1

x0+hZ
x0

y0+kZ
y0

jf (t; s)� f (x0; y0)j dsdt = 0; 0 � �; � < 1

eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬(x0; y0) 2 R2 noktas¬na f fonksiyonunun genelleştirilmi̧s Lebesgue

noktas¬denir.

Tan¬m 2.2.10�da � = � ve f : R2 ! R fonksiyonu özel olarak her bir de¼gi̧skenine

göre 2� periyotlu ve h��; �;��; �i üzerinde integrallenebilir olarak al¬n¬rsa Y¬lmaz

(2010) taraf¬ndan verilen genelleştirilmi̧s Lebesgue noktas¬tan¬m¬elde edilir.

Örnek 2.2.7 f : R2 ! R olmak üzere

f(t; s) =

8<: te�(t+s); (t; s) 2 h0; 1; 0; 1i

0; (t; s) 2 R2n h0; 1; 0; 1i

olsun. Orijin, � = 1
4
ve � = 1

2
için verilen fonksiyonun genelleştirilmi̧s Lebesgue

noktas¬d¬r.

Teorem 2.2.1 R2 uzay¬n¬n hemen hemen her noktas¬f 2 L1(R2) fonksiyonunun

Lebesgue noktas¬d¬r (Neri 1971).

f fonksiyonunun tüm Lebesgue noktalar¬n¬n kümesi L(f) ve tüm d�noktalar¬n¬n

kümesi D(f) ile gösterilirse������
x0+hZ
x0

y0+kZ
y0

[f(t; s)� f(x0; y0)] dsdt

������ �
x0+hZ
x0

y0+kZ
y0

jf(t; s)� f(x0; y0)j dsdt

eşitsizli¼gi her bir Lebesgue noktas¬n¬n ayn¬zamanda d�noktas¬oldu¼gunu gösterir

(Siudut 1994). Bu takdirde

L(f) � D(f)
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kapsama ba¼g¬nt¬s¬sa¼glan¬r. E¼ger (x0; y0) 2 R2 noktas¬ f 2 L1(R2) fonksiyonunun

süreklilik noktas¬ise o zaman 8" > 0 için 9� = �(") > 0 öyle ki

p
(t� x0)2 + (s� y0)2 < � oldu¼gunda jf(t; s)� f(x0; y0)j < "

olur. Bu ise 0 < h; k < � olmak üzere

1

hk

x0+hZ
x0

y0+kZ
y0

jf(t; s)� f(x0; y0)j dsdt < "

oldu¼gunu gösterir. Böylece

lim
(h;k)!(0;0)

1

hk

x0+hZ
x0

y0+kZ
y0

jf(t; s)� (x0; y0)j dsdt = 0

elde edilir. Bu takdirde f 2 L1(R2) fonksiyonunun süreklilik noktas¬ayn¬zamanda

bu fonksiyonun Lebesgue noktas¬d¬r (Neri 1971). Süreklilik noktalar¬n¬n kümesi

C(f) ile gösterilirse

C(f) � L(f) � D(f)

kapsama ba¼g¬nt¬s¬elde edilir.
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3. RADYAL ÇEK·IRDEKL·I S·INGÜLER ·INTEGRAL OPERATÖR
A·ILES·IN·IN L1(R2) UZAYINDA NOKTASAL YAKINSAKLI¼GI
VE YAKINSAKLIK HIZI

Bu bölümde, A s¬n¬f¬ ad¬verilen bir çekirdek s¬n¬f¬ tan¬mlanacakt¬r. Daha sonra

(1.9) denklemi ile verilen L�(f ;x; y) operatör ailesinin belirli koşullar alt¬nda L1(R2)

uzay¬ndan L1(R2) uzay¬na sürekli bir dönüşüm oldu¼gu gösterilecektir. Ard¬ndan

L�(f ;x; y) singüler integral operatör ailesinin, f 2 L1(R2) fonksiyonunun süreklilik

noktas¬nda, d� noktas¬nda, Lebesgue noktas¬nda ve genelleştirilmi̧s Lebesgue nok-

tas¬nda yak¬nsakl¬¼g¬ incelenecektir. Ayr¬ca, genelleştirilmi̧s Lebesgue noktas¬nda

yak¬nsaman¬n h¬z¬araşt¬r¬lacakt¬r.

3.1 Operatör Ailesinin ·Iyi Tan¬ml¬l¬¼g¬

Bu k¬s¬mda bir çekirdek s¬n¬f¬tan¬mlanacak ve (1.9) denklemi ile verilen L�(f ;x; y)

operatör ailesinin belirli koşullar alt¬nda L1(R2) uzay¬ndan L1(R2) uzay¬na sürekli

bir dönüşüm oldu¼gu gösterilecektir.

Tan¬m 3.1.1 (A S¬n¬f¬) � � R+0 bir indis kümesi ve �0 bu kümenin bir y¬¼g¬lma

noktas¬olsun. K�(
p
t2 + s2) fonksiyonu her bir � 2 � için (t; s) de¼gi̧skenlerinin bir

fonksiyonu olarak R2 üzerinde ölçülebilir ve negatif olmayan bir fonksiyon olsun.

K�(
p
t2 + s2) fonksiyonu, aşa¼g¬daki koşullar¬ sa¼glad¬¼g¬ takdirde, A s¬n¬f¬na aittir

denir:

a.




K�

�q
(:)2 + (:)2

�




L1(R2)

�M <1; 8� 2 �.

b. lim
�!�0

�����RRR2K�

�p
t2 + s2

�
dsdt� 1

����� = 0:
c. lim

�!�0

 
sup

��
p
t2+s2

K�

�p
t2 + s2

�!
= 0; 8� > 0.

d. lim
�!�0

 RR
��
p
t2+s2

K�

�p
t2 + s2

�
dsdt

!
= 0; 8� > 0.
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e. K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu her bir � 2 � için, (�1; 0] üzerinde t de¼gi̧skeninin

bir fonksiyonu olarak monoton artan ve [0;1) üzerinde monoton azalan bir

fonksiyondur. K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu, (�1; 0] üzerinde s de¼gi̧skeninin bir

fonksiyonu olarak monoton artan ve [0;1) üzerinde monoton azalan bir fonksi-

yondur. Ayr¬ca, K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu her bir � 2 � için, [0;1) � [0;1)

ve (�1; 0]� (�1; 0] üzerinde (t; s) de¼gi̧skenlerinin bir fonksiyonu olarak ikili

monoton artan ve benzer şekilde, [0;1)�(�1; 0] ve (�1; 0]�[0;1) üzerinde

(t; s) de¼gi̧skenlerinin bir fonksiyonu olarak ikili monoton azalan bir fonksiyon-

dur.

Ayr¬ca, K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu

lim
�!�0

K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
=

8<: 0; (t; s) 6= (x; y)

1; (t; s) = (x; y)

singülerlik koşulunu sa¼glamaktad¬r.

Örnek 3.1.1 � = (0;1), �0 =1 ve K� : R2 ! R+0 olmak üzere

K�

�p
t2 + s2

�
=
�2

�
e��

2(t2+s2)

biçimindeki iki de¼gi̧skenli Gauss-Weierstrass çekirde¼gi verilsin.ZZ
R2

K�

�p
t2 + s2

�
dsdt =

�2

�

ZZ
R2

e��
2(t2+s2)dsdt

= 1

oldu¼gundan A s¬n¬f¬n¬n (a) ve (b) koşullar¬sa¼glanm¬̧s olur. Ayr¬ca,

lim
�!1

�2

�
e��

2(t2+s2) = 0; 8
p
t2 + s2 2 [�;1); � > 0

ve

lim
�!1

ZZ
��
p
t2+s2

�2

�
e��

2(t2+s2)dsdt = 0; 8
p
t2 + s2 2 [�;1); � > 0

olarak bulunmuş olup A s¬n¬f¬n¬n (c) ve (d) koşullar¬da böylece do¼grulanm¬̧s olur.

Ayr¬ca, (e) koşulu Tan¬m 2.1.9 ile kolayl¬kla gösterilebilir.
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Di¼ger taraftan,

lim
�!1

�2

�
e��

2((t�x)2+(s�y)2) =

8<: 0; (t; s) 6= (x; y)

1; (t; s) = (x; y)

oldu¼gundan singülerlik koşulu sa¼glanmaktad¬r.

Teorem 3.1.1 E¼ger K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu A s¬n¬f¬ndan ise bu takdirde

L�(f ;x; y) =

ZZ
R2

f(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt; (x; y) 2 R2

biçiminde verilen radyal çekirdekli ve konvolüsyon tipli singüler integral operatör

ailesi L1(R2) uzay¬ndan L1(R2) uzay¬na sürekli bir dönüşümdür.

·Ispat. L�(f ;x; y) operatörü lineer oldu¼gundan, bu operatörün L1(R2) uzay¬ndan

L1(R2) uzay¬na dönüşüm yapan s¬n¬rl¬bir operatör oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

Bunun için

kL�k = sup
f 6=0

kL�(f ;x; y)kL1(R2)
kfkL1(R2)

normunun s¬n¬rl¬oldu¼gu gösterilecektir. Teorem 2.1.1 (Fubini Teoremi) gere¼gi

kL�(f ;x; y)kL1(R2) =

ZZ
R2

������
ZZ
R2

f(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

������ dydx
�

ZZ
R2

0@ZZ
R2

���f(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

���� dsdt
1A dydx

=

ZZ
R2

0@ZZ
R2

jf(t; s)jK�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dydx

1A dsdt

=

ZZ
R2

jf(t; s)j

0@ZZ
R2

K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dydx

1A dsdt
=

ZZ
R2

jf(t; s)j

0@ZZ
R2

K�

�p
(x� t)2 + (y � s)2

�
dydx

1A dsdt
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yaz¬labilir. Burada, x � t = u ) dx = du ve y � s = v ) dy = dv de¼gi̧sken

de¼gi̧stirmesi ileZZ
R2

K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dydx =

ZZ
R2

K�

�p
u2 + v2

�
dvdu

elde edilir. Elde edilenler düzenlendi¼ginde veA s¬n¬f¬n¬n (a) koşulu dikkate al¬nd¬¼g¬nda

kL�(f ;x; y)kL1(R2) �
ZZ
R2

jf(t; s)j

0@ZZ
R2

K�

�p
u2 + v2

�
dvdu

1A dsdt
� M kfkL1(R2)

oldu¼gundan, L�(f ;x; y); L1(R2) uzay¬ndan L1(R2) uzay¬na sürekli bir dönüşümdür.

Bu ise ispat¬tamamlar.

3.2 Operatör Ailesinin Karakteristik Noktalarda Yak¬nsakl¬¼g¬

Teorem 3.2.1 K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu A s¬n¬f¬ndan olsun. E¼ger (x0; y0) 2 R2

noktas¬ f 2 L1(R2) fonksiyonunun süreklilik noktas¬ise bu takdirde

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

L�(f ;x; y) = f(x0; y0)

gerçeklenir.

·Ispat. (x0; y0) 2 R2 noktas¬f 2 L1(R2) fonksiyonunun süreklilik noktas¬olsun.

Ayr¬ca, 0 <
p
(x� x0)2 + (y � y0)2 < �p

2
olsun. A s¬n¬f¬n¬n (b) koşulundan

jL�(f ;x; y)� f(x0; y0)j

=

������
ZZ
R2

f(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+f(x0; y0)

ZZ
R2

K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

�f(x0; y0)
ZZ
R2

K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt� f(x0; y0)

������
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�
ZZ
R2

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+ jf(x0; y0)j

������
ZZ
R2

K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt� 1

������
= I1 (x; y; �) + I2 (x; y; �)

yaz¬labilir. B� kümesi B� :=
n
(t; s) :

p
(t� x0)2 + (s� y0)2 < �; (x0; y0) 2 R2

o
biçiminde tan¬mlans¬n. Bu takdirde

I1 (x; y; �) =

8><>:
ZZ
B�

+

ZZ
R2nB�

9>=>; jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

= I11 (x; y; �) + I12 (x; y; �)

yaz¬labilir. Burada, I12 (x; y; �) integrali için

I12 (x; y; �) � sup
�p
2
�
p
t2+s2

K�

�p
t2 + s2

�
kfkL1(R2)

+ jf(x0; y0)j
ZZ

�p
2
�
p
t2+s2

K�

�p
t2 + s2

�
dsdt

oldu¼gundan, son eşitsizlikte A s¬n¬f¬n¬n (c) ve (d) koşullar¬ s¬ras¬yla göz önüne

al¬nd¬¼g¬nda (x; y; �)! (x0; y0; �0) iken I12 (x; y; �)! 0 elde edilir.

I11 (x; y; �) integralini inceleyelim. Hipotez gere¼gi, f(t; s) fonksiyonu (x0; y0) nok-

tas¬nda sürekli oldu¼gundan 8" > 0 için öyle bir � > 0 bulunabilir ki

p
(t� x0)2 + (s� y0)2 < � oldu¼gunda jf(t; s)� f(x0; y0)j < "

gerçeklenir. Bu takdirde

I11 =

ZZ
B�

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

� "

ZZ
R2

K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

� "M
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elde edilir. Yeterince küçük her " > 0 için � ! �0 iken I11 (x; y; �) ! 0 elde edilir.

I2 (x; y; �) integrali için ise (b) koşulundan

lim
�!�0

I2 (x; y; �) = jf(x0; y0)j

������
ZZ
R2

K�

�p
t2 + s2

�
dsdt� 1

������
= 0

elde edilir. Bu takdirde ispat tamamlan¬r.

Şimdi, s¬radaki teoremin ispat¬nda kullanaca¼g¬m¬z baz¬lemmalar¬ifade ve ispat ede-

lim.

Lemma 3.2.1 K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu A s¬n¬f¬n¬n (e) koşulunu sa¼glas¬n. Ayr¬ca,

f 2 L1(R2) olmak üzere������
x0Z
x0�h

y0Z
y0�k

[f(t; s)� f(x0; y0)] dsdt

������ < "hk; 0 < h; k � � (3.1)

eşitsizli¼gi her " > 0 için sa¼glans¬n. Bu takdirde aşa¼g¬daki ifadeler gerçeklenir:

i) 0 < x0 � x < �
2
ve 0 < y0 � y < �

2
oldu¼gunda������

x0Z
x0

y0Z
��y0��

[f(t; s)� f(x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

������

� "

x0Z
x0��

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt+ 4"K� (0) jx� x0j jy � y0j

+2" jy � y0j
x0Z
x0��

K� (jt� xj) dt+ 2" jx� x0j
y0Z
y0��

K� (js� yj) ds

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

ii) 0 < x� x0 < �
2
ve 0 < y0 � y < �

2
oldu¼gunda������

x0Z
x0

y0Z
��y0��

[f(t; s)� f(x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

������
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� "

x0Z
x0��

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+2" jy � y0j
x0Z
x0��

K� (jt� xj) dt

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

iii) 0 < x0 � x < �
2
ve 0 < y � y0 < �

2
oldu¼gunda������

x0Z
x0

y0Z
��y0��

[f(t; s)� f(x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

������
� "

x0Z
x0��

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+2" jx� x0j
y0Z
y0��

K� (js� yj) ds

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

iv) 0 < x� x0 < �
2
ve 0 < y � y0 < �

2
oldu¼gunda������

x0Z
x0

y0Z
��y0��

[f(t; s)� f(x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

������
� "

x0Z
x0��

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

·Ispat. Lemma 3.2.1�in (i) ifadesini ispatlayal¬m. Kabul edelim ki 0 < x0 � x < �
2

ve 0 < y0 � y < �
2
olsun. Di¼ger taraftan,

I112 (x; y; �) :=

x0Z
x0

y0Z
��y0��

[f(t; s)� f(x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

olmak üzere E (t; s) fonksiyonu

E (t; s) :=

x0Z
t

y0Z
s

[f (u; v)� f (x0; y0)] dvdu
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biçiminde tan¬mlans¬n.

(3.1) eşitsizli¼gi göz önüne al¬n¬rsa 0 < x0 � t � � ve 0 < y0 � s � � iken

jE (t; s)j � " (x0 � t) (y0 � s) (3.2)

yaz¬labilir. Teorem 2.1.3 gere¼gi aşa¼g¬daki eşitlik gerçeklenir:

(L)

x0Z
x0��

y0Z
y0��

[f (t; s)� f (x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

= (RS)

x0Z
x0��

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dtdsE (t; s) :

Riemann-Stieltjes integraline, Teorem 2.1.2 ile verilen k¬smi integrasyon yöntemi

uygulan¬p ard¬ndan ifade mutlak de¼ger fonksiyonu yard¬m¬yla büyütülürse

��I112 (x; y; �)�� =

������
x0Z
x0��

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dtdsE (t; s)

������
�

x0Z
x0��

y0Z
y0��

jE (t; s)j
����dtdsK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�����
+

x0Z
x0��

jE (t; y0 � �)j
����dtK�

�q
(t� x)2 + (y0 � y � �)2

�����

+

y0Z
y0��

jE (x0 � �; s)j
����dsK�

�q
(x0 � x� �)2 + (s� y)2

�����
+ jE (x0 � �; y0 � �)jK�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y � �)2

�
elde edilir. (3.2) ile verilen eşitsizlik dikkate al¬n¬rsa

��I112 (x; y; �)�� � "

x0Z
x0��

y0Z
y0��

(x0 � t) (y0 � s)
����dtdsK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�����
+"�

x0Z
x0��

(x0 � t)
����dtK�

�q
(t� x)2 + (y0 � y � �)2

�����
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+"�

y0Z
y0��

(y0 � s)
����dsK�

�q
(x0 � x� �)2 + (s� y)2

�����
+"�2K�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y � �)2

�
eşitsizli¼gi elde edilir. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na t = u + x ve s = v + y ard¬ndan da

u = t ve v = s de¼gi̧sken de¼gi̧stirmeleri uygulan¬rsa

��I112 (x; y; �)�� � " x0�xZ
x0�x��

y0�yZ
y0�y��

(x0 � t� x) (y0 � s� y)
���dtdsK�

�p
t2 + s2

����

+"�

x0�xZ
x0�x��

(x0 � t� x)
����dtK�

�q
t2 + (y0 � y � �)2

�����

+"�

y0�yZ
y0�y��

(y0 � s� y)
����dsK�

�q
(x0 � x� �)2 + s2

�����
+"�2K�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y � �)2

�
elde edilir. K�

�p
u2 + v2

�
fonksiyonu (u; v) de¼gi̧skenlerinin bir fonksiyonu olarak

göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

A1 (t; s) :=

8>>>>>><>>>>>>:

t_
x0�x��

s_
y0�y��

�
K�

�p
u2 + v2

��
;

x0 � x� � < t � x0 � x

y0 � y � � < s � y0 � y

0; di¼ger durumlarda

A2 (t) :=

8>><>>:
t_

x0�x��

�
K�

�q
u2 + (y0 � y � �)2

��
; x0 � x� � < t � x0 � x

0; t = x0 � x� �

A3 (s) :=

8>><>>:
s_

y0�y��

�
K�

�q
(x0 � x� �)2 + v2

��
; y0 � y � � < s � y0 � y

0; s = y0 � y � �
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biçiminde tan¬mlanan sal¬n¬m fonksiyonlar¬elde edilir. Bu fonksiyonlar son eşitsiz-

likte dikkate al¬narak ifade büyütülürse

��I112 (x; y; �)�� � " x0�xZ
x0�x��

y0�yZ
y0�y��

(x0 � t� x) (y0 � s� y) jdtdsA1(t; s)j

+"�

x0�xZ
x0�x��

(x0 � t� x) jdtA2(t)j

+"�

y0�yZ
y0�y��

(y0 � s� y) jdsA3(s)j

+"�2K�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y � �)2

�
eşitsizli¼gi elde edilir. A1 (t; s) tan¬m kümesinde ikili monoton artan, A2 (t) monoton

artan ve A3 (s) monoton artand¬r. Böylece

��I112 (x; y; �)�� � " x0�xZ
x0�x��

y0�yZ
y0�y��

(x0 � t� x) (y0 � s� y) dtdsA1(t; s)

+"�

x0�xZ
x0�x��

(x0 � t� x) dtA2(t)

+"�

y0�yZ
y0�y��

(y0 � s� y) dsA3(s)

+"�2K�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y � �)2

�
yaz¬labilir. Son eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na k¬smi integrasyon uygulan¬rsa

��I112 (x; y; �)�� � " x0�xZ
x0�x��

y0�yZ
y0�y��

A1 (t; s) dsdt

+"�

x0�xZ
x0�x��

A2 (t) dt+ "�

y0�yZ
y0�y��

A3 (s) ds

+"�2K�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y � �)2

�
= "

�
i1 + �i2 + �i3 + �

2i4
�
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elde edilir.

Şimdi i1 integralini göz önüne alal¬m. Kolayl¬kla görülebilir ki i1 integrali

i1 =

8<:
0Z

x0�x��

0Z
y0�y��

+

x0�xZ
0

y0�yZ
0

+

0Z
x0�x��

y0�yZ
0

+

x0�xZ
0

0Z
y0�y��

9=;A1 (t; s) dsdt
= i11 + i12 + i13 + i14

biçiminde yaz¬labilir. A1 (t; s) fonksiyonunun aç¬k ifadesi i11 � i14 integrallerinde

yerine yaz¬l¬rsa

i11 =

0Z
x0�x��

0Z
y0�y��

"
t_

x0�x��

s_
y0�y��

�
K�

�p
u2 + v2

��#
dsdt;

i12 =

x0�xZ
0

y0�yZ
0

"(
0_

x0�x��

0_
y0�y��

+
t_
0

s_
0

)�
K�

�p
u2 + v2

��#
dsdt

+

x0�xZ
0

y0�yZ
0

"(
0_

x0�x��

s_
0

+
t_
0

0_
y0�y��

)�
K�

�p
u2 + v2

��#
dsdt;

i13 =

0Z
x0�x��

y0�yZ
0

"(
t_

x0�x��

0_
y0�y��

+
t_

x0�x��

s_
0

)�
K�

�p
u2 + v2

��#
dsdt;

ve

i14 =

x0�xZ
0

0Z
y0�y��

"(
0_

x0�x��

s_
y0�y��

+
t_
0

s_
y0�y��

)�
K�

�p
u2 + v2

��#
dsdt

eşitlikleri elde edilir.

S¬radaki integral olan i2 integralinin hesaplanmas¬na geçelim. Bu takdirde

i2 =

x0�xZ
x0�x��

A2 (t) dt

=

8<:
0Z

x0�x��

+

x0�xZ
0

9=;A2 (t) dt
= i21 + i22
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yaz¬labilir. A2 (t) fonksiyonunun aç¬k ifadesi i21 ve i22 integrallerinde yerine yaz¬l¬rsa

i21 =

0Z
x0�x��

"
t_

x0�x��

�
K�

�q
u2 + (y0 � y � �)2

��#
dt

ve

i22 =

x0�xZ
0

"(
0_

x0�x��

+

t_
0

)�
K�

�q
u2 + (y0 � y � �)2

��#
dt

elde edilir.

Son olarak i3 integralinin hesaplanmas¬na geçelim. Bu takdirde

i3 =

y0�yZ
y0�y��

A3 (s) ds

=

8<:
0Z

y0�y��

+

y0�yZ
0

9=;A3 (s) ds
= i31 + i32

yaz¬labilir. A3 (s) fonksiyonunun aç¬k ifadesi i31 ve i32 integrallerinde yerine yaz¬l¬rsa

i31 =

0Z
y0�y��

"
s_

y0�y��

�
K�

�q
(x0 � x� �)2 + v2

��#
ds

ve

i32 =

y0�yZ
0

"(
0_

y0�y��

+
s_
0

)�
K�

�q
(x0 � x� �)2 + v2

��#
ds

elde edilir.

Yukar¬da aç¬l¬mlar¬verilen her bir integralde A s¬n¬f¬n¬n (e) koşulu ve Lemma 2.1.1
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dikkate al¬narak i1 + �i2 + �i3 + �
2i4 toplam¬hesapland¬¼g¬nda��I112 (x; y; �)�� � "

�
i1 + �i2 + �i3 + �

2i4
�

= "

8<:
0Z

x0�x��

0Z
y0�y��

+

x0�xZ
0

y0�yZ
0

9=;K�

�p
t2 + s2

�
dsdt

�"

8<:
0Z

x0�x��

y0�yZ
0

+

x0�xZ
0

0Z
y0�y��

9=;K�

�p
t2 + s2

�
dsdt

+2"

8<:
0Z

x0�x��

y0�yZ
0

�
x0�xZ
0

y0�yZ
0

9=;K� (jtj) dsdt

+2"

8<:
x0�xZ
0

0Z
y0�y��

�
x0�xZ
0

y0�yZ
0

9=;K� (jsj) dsdt

+4"K� (0) (y0 � y) (x0 � x)

elde edilir.

Son eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬mutlak de¼ger fonksiyonu yard¬m¬yla büyütüldü¼günde

��I112 (x; y; �)�� � " x0Z
x0��

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt+4"K� (0) jy0 � yj jx0 � xj

+2" jy0 � yj
x0Z
x0��

K� (jt� xj) dt+ 2" jx0 � xj
y0Z
y0��

K� (js� yj) ds

biçimindeki istenen eşitsizli¼ge ulaş¬l¬r. Lemma 3.2.1�in (ii)-(iv) ifadeleri ayn¬yön-

temle ispatlanabilir. Bu takdirde ispat tamamlan¬r.

Lemma 3.2.2 K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu A s¬n¬f¬n¬n (e) koşulunu sa¼glas¬n. Ayr¬ca,

f 2 L1(R2) olmak üzere������
x0+hZ
x0

y0Z
y0�k

[f(t; s)� f(x0; y0)] dsdt

������ < "hk; 0 < h; k � � (3.3)

eşitsizli¼gi her " > 0 için sa¼glans¬n. Bu takdirde aşa¼g¬daki ifadeler gerçeklenir:
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i) 0 < x0 � x < �
2
ve 0 < y0 � y < �

2
oldu¼gunda������

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

[f(t; s)� f(x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

������
� "

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+2" jy0 � yj
x0+�Z
x0

K� (jt� xj) dt

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

ii) 0 < x� x0 < �
2
ve 0 < y0 � y < �

2
oldu¼gunda������

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

[f(t; s)� f(x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

������
� "

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt+ 4"K� (0) jx0 � xj jy0 � yj

+2" jx0 � xj
y0Z
y0��

K� (js� yj) ds+ 2" jy0 � yj
x0+�Z
x0

K� (jt� xj) dt

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

iii) 0 < x0 � x < �
2
ve 0 < y � y0 < �

2
oldu¼gunda������

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

[f(t; s)� f(x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

������
� "

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

iv) 0 < x� x0 < �
2
ve 0 < y � y0 < �

2
oldu¼gunda������

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

[f(t; s)� f(x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

������
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� "

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+2" jx0 � xj
y0Z
y0��

K� (js� yj) ds

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

·Ispat. Lemma 3.2.2�nin (i) ifadesini ispatlayal¬m. Kabul edelim ki 0 < x0 � x < �
2

ve 0 < y0 � y < �
2
olsun. Di¼ger taraftan,

I212 (x; y; �) :=

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

[f(t; s)� f(x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

olmak üzere V (t; s) fonksiyonu

V (t; s) :=

tZ
x0

y0Z
s

[f (u; v)� f (x0; y0)] dvdu

biçiminde tan¬mlans¬n.

(3.3) eşitsizli¼gi göz önüne al¬n¬rsa 0 < t� x0 � � ve 0 < y0 � s � � iken

jV (t; s)j � " (t� x0) (y0 � s) (3.4)

yaz¬labilir. Teorem 2.1.3 gere¼gi aşa¼g¬daki eşitlik gerçeklenir:

(L)

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

[f (t; s)� f (x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

= (RS)

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dtds [�V (t; s)] :

Riemann-Stieltjes integraline, Teorem 2.1.2 ile verilen k¬smi integrasyon yöntemi

uygulan¬p ard¬ndan ifade mutlak de¼ger fonksiyonu yard¬m¬yla büyütülürse

��I212 (x; y; �)�� =

������
x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dtds [�V (t; s)]

������
�

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

jV (t; s)j
����dtdsK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�����
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+

x0+�Z
x0

jV (t; y0 � �)j
����dtK�

�q
(t� x)2 + (y0 � y � �)2

�����

+

y0Z
y0��

jV (x0 + �; s)j
����dsK�

�q
(x0 � x+ �)2 + (s� y)2

�����
+ jV (x0 + �; y0 � �)jK�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y � �)2

�
elde edilir. (3.4) ile verilen eşitsizlik dikkate al¬n¬rsa

��I212 (x; y; �)�� � "

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

(t� x0) (y0 � s)
����dtdsK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�����
+"�

x0+�Z
x0

(t� x0)
����dtK�

�q
(t� x)2 + (y0 � y � �)2

�����

+"�

y0Z
y0��

(y0 � s)
����dsK�

�q
(x0 � x+ �)2 + (s� y)2

�����
+"�2K�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y � �)2

�
elde edilir. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na t = u + x ve s = v + y; ard¬ndan da u = t ve

v = s de¼gi̧sken de¼gi̧stirmeleri uygulan¬rsa

��I212 (x; y; �)�� � "

x0�x+�Z
x0�x

y0�yZ
y0�y��

(t+ x� x0) (y0 � s� y)
���dtdsK�

�p
t2 + s2

����
+"�

x0�x+�Z
x0�x

(t+ x� x0)
����dtK�

�q
t2 + (y0 � y � �)2

�����

+"�

y0�yZ
y0�y��

(y0 � s� y)
����dsK�

�q
(x0 � x+ �)2 + s2

�����
+"�2K�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y � �)2

�
elde edilir. K�

�p
u2 + v2

�
fonksiyonu (u; v) de¼gi̧skenlerinin bir fonksiyonu olarak
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dikkate al¬narak

B1 (t; s) :=

8>>>>>><>>>>>>:

x0�x+�_
t

s_
y0�y��

�
K�

�p
u2 + v2

��
;

x0 � x � t < x0 � x+ �

y0 � y � � < s � y0 � y

0; di¼ger durumlarda

B2 (t) :=

8>><>>:
x0�x+�_

t

�
K�

�q
u2 + (y0 � y � �)2

��
; x0 � x � t < x0 � x+ �

0; t = x0 � x+ �

B3 (s) :=

8>><>>:
s_

y0�y��

�
K�

�q
(x0 � x+ �)2 + v2

��
; y0 � y � � < s � y0 � y

0; s = y0 � y � �

biçimindeki sal¬n¬m fonksiyonlar¬ tan¬mlanabilir. Bu fonksiyonlar son eşitsizlikte

dikkate al¬narak ifade büyütülürse

��I212 (x; y; �)�� � "

x0�x+�Z
x0�x

y0�yZ
y0�y��

(t+ x� x0) (y0 � s� y) jdtdsB1 (t; s)j

+"�

x0�x+�Z
x0�x

(t+ x� x0) jdtB2 (t)j

+"�

y0�yZ
y0�y��

(y0 � s� y) jdsB3 (s)j

+"�2K�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y � �)2

�
eşitsizli¼gi elde edilir. B1 (t; s) tan¬m kümesinde ikili monoton azalan, B2 (t) monoton

azalan ve B3 (s) monoton artand¬r. Böylece

��I212 (x; y; �)�� � �"
x0�x+�Z
x0�x

y0�yZ
y0�y��

(t+ x� x0) (y0 � s� y) dtdsB1 (t; s)

�"�
x0�x+�Z
x0�x

(t+ x� x0) dtB2 (t)
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+"�

y0�yZ
y0�y��

(y0 � s� y) dsB3 (s)

+"�2K�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y � �)2

�
yaz¬labilir. Son eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na k¬smi integrasyon uygulan¬rsa

��I212 (x; y; �)�� � "

x0�x+�Z
x0�x

y0�yZ
y0�y��

B1 (t; s) dsdt

+"�

x0�x+�Z
x0�x

B2 (t) dt+ "�

y0�yZ
y0�y��

B3 (s) ds

+"�2K�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y � �)2

�
= "

�
j1 + �j2 + �j3 + �

2j4
�

elde edilir.

Şimdi j1 integralini göz önüne alal¬m. Kolayl¬kla görülebilir ki j1 integrali

j1 =

8<:
x0�x+�Z
x0�x

0Z
y0�y��

+

x0�x+�Z
x0�x

y0�yZ
0

9=;B1 (t; s) dsdt
= j11 + j12

biçiminde yaz¬labilir. B1 (t; s) fonksiyonunun aç¬k ifadesi j11 ve j12 integrallerinde

yerine yaz¬l¬rsa

j11 =

x0�x+�Z
x0�x

0Z
y0�y��

"
x0�x+�_

t

s_
y0�y��

�
K�

�p
u2 + v2

��#
dsdt

ve

j12 =

x0�x+�Z
x0�x

y0�yZ
0

"(
x0�x+�_

t

0_
y0�y��

+

x0�x+�_
t

s_
0

)�
K�

�p
u2 + v2

��#
dsdt

elde edilir.
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Di¼ger taraftan j2 integrali için

j2 =

x0�x+�Z
x0�x

B2 (t) dt

=

x0�x+�Z
x0�x

"
x0�x+�_

t

�
K�

�q
u2 + (y0 � y � �)2

��#
dt

yaz¬labilir.

Son olarak j3 integrali için

j3 =

y0�yZ
y0�y��

B3 (s) ds

=

8<:
0Z

y0�y��

+

y0�yZ
0

9=;B3 (s) ds

=

0Z
y0�y��

"
s_

y0�y��

�
K�

�q
(x0 � x+ �)2 + v2

��#
ds

+

y0�yZ
0

"(
0_

y0�y��

+
s_
0

)�
K�

�q
(x0 � x+ �)2 + v2

��#
ds

yaz¬labilir.

Yukar¬da aç¬l¬mlar¬verilen her bir integralde A s¬n¬f¬n¬n (e) koşulu ve Lemma 2.1.1

dikkate al¬narak j1 + �j2 + �j3 + �
2j4 toplam¬hesapland¬¼g¬nda��I212 (x; y; �)�� � " �j1 + �j2 + �j3 + �2j4�

= "

x0�x+�Z
x0�x

0Z
y0�y��

K�

�p
t2 + s2

�
dsdt� "

x0�x+�Z
x0�x

y0�yZ
0

K�

�p
t2 + s2

�
dsdt

+2"

x0�x+�Z
x0�x

y0�yZ
0

K� (jtj) dsdt

elde edilir.
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Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬mutlak de¼ger fonksiyonu yard¬m¬yla büyütülürse

��I212 (x; y; �)�� � "

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+2" jy0 � yj
x0+�Z
x0

K� (jt� xj) dt

biçimindeki istenen eşitsizli¼ge ulaş¬l¬r. Lemma 3.2.2�nin (ii) � (iv) ifadeleri ayn¬

yöntemle ispatlanabilir. Bu takdirde ispat tamamlan¬r.

Lemma 3.2.3 K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu A s¬n¬f¬n¬n (e) koşulunu sa¼glas¬n. Ayr¬ca,

f 2 L1(R2) olmak üzere������
x0Z
x0�h

y0+kZ
y0

[f(t; s)� f(x0; y0)] dsdt

������ < "hk; 0 < h; k � � (3.5)

eşitsizli¼gi her " > 0 için sa¼glans¬n. Bu takdirde aşa¼g¬daki ifadeler gerçeklenir:

i) 0 < x0 � x < �
2
ve 0 < y0 � y < �

2
oldu¼gunda������

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

[f(t; s)� f(x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

������
� "

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+2" jx0 � xj
y0+�Z
y0

K� (js� yj) ds

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

ii) 0 < x� x0 < �
2
ve 0 < y0 � y < �

2
oldu¼gunda������

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

[f(t; s)� f(x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

������
� "

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

eşitsizli¼gi gerçeklenir.
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iii) 0 < x0 � x < �
2
ve 0 < y � y0 < �

2
oldu¼gunda������

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

[f(t; s)� f(x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

������

� "

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt+ 4"K� (0) jx0 � xj jy0 � yj

+2" jx0 � xj
y0+�Z
y0

K� (js� yj) ds+ 2" jy0 � yj
x0Z
x0��

K� (jt� xj) dt

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

iv) 0 < x� x0 < �
2
ve 0 < y � y0 < �

2
oldu¼gunda������

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

[f(t; s)� f(x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

������

� "

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+2" jy0 � yj
x0Z
x0��

K� (jt� xj) dt

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

·Ispat. Lemma 3.2.3�ün (i) ifadesini ispatlayal¬m. Kabul edelim ki 0 < x0 � x < �
2

ve 0 < y0 � y < �
2
olsun. Di¼ger taraftan,

I312 (x; y; �) :=

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

[f (t; s)� f (x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

olmak üzere R (t; s) fonksiyonu

R (t; s) :=

x0Z
t

sZ
y0

[f (u; v)� f (x0; y0)] dvdu

biçiminde tan¬mlans¬n.
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(3.5) eşitsizli¼gi göz önüne al¬n¬rsa 0 < x0 � t � � ve 0 < s� y0 � � iken

jR (t; s)j � " (x0 � t) (s� y0) (3.6)

yaz¬labilir. Teorem 2.1.3 gere¼gi aşa¼g¬daki eşitlik gerçeklenir:

(L)

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

[f (t; s)� f (x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

= (RS)

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dtds [�R (t; s)] :

Riemann-Stieltjes integraline, Teorem 2.1.2 ile verilen k¬smi integrasyon yöntemi

uygulan¬p ard¬ndan ifade mutlak de¼ger ile büyütülürse

��I312 (x; y; �)�� =

������
x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dtds [�R (t; s)]

������
�

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

jR (t; s)j
����dtdsK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�����
+

x0Z
x0��

jR (t; y0 + �)j
����dtK�

�q
(t� x)2 + (y0 � y + �)2

�����
+

y0+�Z
y0

jR (x0 � �; s)j
����dsK�

�q
(x0 � x� �)2 + (s� y)2

�����
+ jR (x0 � �; y0 + �)jK�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y + �)2

�
elde edilir. (3.6) ile verilen eşitsizlik dikkate al¬n¬rsa

��I312 (x; y; �)�� � "

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

(x0 � t) (s� y0)
����dtdsK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�����
+"�

x0Z
x0��

(x0 � t)
����dtK�

�q
(t� x)2 + (y0 � y + �)2

�����

+"�

y0+�Z
y0

(s� y0)
����dsK�

�q
(x0 � x� �)2 + (s� y)2

�����
+"�2K�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y + �)2

�
42



elde edilir. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na t = u + x ve s = v + y; ard¬ndan da u = t ve

v = s de¼gi̧sken de¼gi̧stirmeleri uygulan¬rsa

��I312 (x; y; �)�� � "

x0�xZ
x0�x��

y0�y+�Z
y0�y

(x0 � t� x) (s+ y � y0)
���dtdsK�

�p
t2 + s2

����
+"�

x0�xZ
x0�x��

(x0 � t� x)
����dtK�

�q
t2 + (y0 � y + �)2

�����

+"�

y0�y+�Z
y0�y

(s+ y � y0)
����dsK�

�q
(x0 � x� �)2 + s2

�����
+"�2K�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y + �)2

�
elde edilir. K�

�p
u2 + v2

�
fonksiyonu (u; v) de¼gi̧skenlerinin bir fonksiyonu olarak

dikkate al¬narak

C1 (t; s) :=

8>>>>>><>>>>>>:

t_
x0�x��

y0�y+�_
s

�
K�

�p
u2 + v2

��
;

x0 � x� � < t � x0 � x

y0 � y � s < y0 � y + �

0; di¼ger durumlarda

C2 (t) :=

8>><>>:
t_

x0�x��

�
K�

�q
u2 + (y0 � y + �)2

��
; x0 � x� � < t � x0 � x

0; t = x0 � x� �

C3 (s) :=

8>><>>:
y0�y+�_

s

�
K�

�q
(x0 � x� �)2 + v2

��
; y0 � y � s < y0 � y + �

0; s = y0 � y + �

biçimindeki sal¬n¬m fonksiyonlar¬ tan¬mlanabilir. Bu fonksiyonlar son eşitsizlikte

dikkate al¬narak ifade büyütülürse

��I312 (x; y; �)�� � "

x0�xZ
x0�x��

y0�y+�Z
y0�y

(x0 � t� x) (s+ y � y0) jdtdsC1(t; s)j

+"�

x0�xZ
x0�x��

(x0 � t� x) jdtC2(t)j
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+"�

y0�y+�Z
y0�y

(s+ y � y0) jdsC3 (s)j

+"�2K�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y + �)2

�
eşitsizli¼gi elde edilir. C1 (t; s) tan¬m kümesinde ikili monoton azalan, C2 (t) monoton

artan ve C3 (s) monoton azaland¬r. Böylece

��I312 (x; y; �)�� � �"
x0�xZ
x0�x��

y0�y+�Z
y0�y

(x0 � t� x) (s+ y � y0) dtdsC1(t; s)

+"�

x0�xZ
x0�x��

(x0 � t� x) dtC2(t)

�"�
y0�y+�Z
y0�y

(s+ y � y0) dsC3 (s)

+"�2K�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y + �)2

�
yaz¬labilir. Son eşitsizli¼ge k¬smi integrasyon uygulan¬rsa

��I312 (x; y; �)�� � "

x0�xZ
x0�x��

y0�y+�Z
y0�y

C1 (t; s) dsdt

+"�

x0�xZ
x0�x��

C2 (t) dt+ "�

y0�y+�Z
y0�y

C3 (s) ds

+"�2K�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y + �)2

�
= "

�
k1 + �k2 + �k3 + �

2k4
�

elde edilir.

Şimdi k1 integralini göz önüne alal¬m. Bu takdirde

k1 =

8<:
0Z

x0�x��

y0�y+�Z
y0�y

+

x0�xZ
0

y0�y+�Z
y0�y

9=;C1 (t; s) dsdt
= k11 + k12
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yaz¬labilir. C1 (t; s) fonksiyonunun aç¬k ifadesi k11 ve k12 integrallerinde yerine

yaz¬l¬rsa

k11 =

0Z
x0�x��

y0�y+�Z
y0�y

"
t_

x0�x��

y0�y+�_
s

�
K�

�p
u2 + v2

��#
dsdt

ve

k12 =

x0�xZ
0

y0�y+�Z
y0�y

"(
0_

x0�x��

y0�y+�_
s

+
t_
0

y0�y+�_
s

)�
K�

�p
u2 + v2

��#
dsdt

edilir.

S¬radaki integral olan k2 integralinin hesaplanmas¬na geçelim. Bu takdirde

k2 =

x0�xZ
x0�x��

C2 (t) dt

=

8<:
0Z

x0�x��

+

x0�xZ
0

9=;C2 (t) dt
=

0Z
x0�x��

"
t_

x0�x��

�
K�

�q
u2 + (y0 � y + �)2

��#
dt

+

x0�xZ
0

"(
0_

x0�x��

+

t_
0

)�
K�

�q
u2 + (y0 � y + �)2

��#
dt

yaz¬labilir.

Son olarak k3 integrali için

k3 =

y0�y+�Z
y0�y

C3 (s) ds

=

y0�y+�Z
y0�y

"
y0�y+�_

s

�
K�

�q
(x0 � x� �)2 + v2

��#
ds

yaz¬labilir.
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Yukar¬da aç¬l¬mlar¬verilen her bir integralde A s¬n¬f¬n¬n (e) koşulu ve Lemma 2.1.1

dikkate al¬narak

��I312 (x; y; �)�� � "

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+2" jx0 � xj
y0+�Z
y0

K� (js� yj) ds

biçimindeki istenen eşitsizlik elde edilir. Lemma 3.2.3�ün (ii)-(iv) ifadeleri ayn¬

yöntemle ispatlanabilir. Bu takdirde ispat tamamlan¬r.

Lemma 3.2.4 K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu A s¬n¬f¬n¬n (e) koşulunu sa¼glas¬n. Ayr¬ca,

f 2 L1(R2) olmak üzere������
x0+hZ
x0

y0+kZ
y0

[f(t; s)� f(x0; y0)] dsdt

������ < "hk; 0 < h; k � � (3.7)

eşitsizli¼gi her " > 0 için sa¼glans¬n. Bu takdirde aşa¼g¬daki ifadeler gerçeklenir:

i) 0 < x0 � x < �
2
ve 0 < y0 � y < �

2
oldu¼gunda������

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

[f(t; s)� f(x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

������
� "

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

ii) 0 < x� x0 < �
2
ve 0 < y0 � y < �

2
oldu¼gunda������

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

[f(t; s)� f(x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

������
� "

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+2" jx0 � xj
y0+�Z
y0

K� (js� yj) ds

eşitsizli¼gi gerçeklenir.
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iii) 0 < x0 � x < �
2
ve 0 < y � y0 < �

2
oldu¼gunda������

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

[f(t; s)� f(x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

������

� "

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+2" jy0 � yj
x0+�Z
x0

K� (jt� xj) dt

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

iv) 0 < x� x0 < �
2
ve 0 < y � y0 < �

2
oldu¼gunda������

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

[f(t; s)� f(x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

������

� "

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt+ 4"K� (0) jx0 � xj jy0 � yj

+2" jy0 � yj
x0+�Z
x0

K� (jt� xj) dt+ 2" jx0 � xj
y0+�Z
y0

K� (js� yj) ds

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

·Ispat. Lemma 3.2.4�ün (i) ifadesini ispatlayal¬m. Kabul edelim ki 0 < x0 � x < �
2

ve 0 < y0 � y < �
2
olsun. Di¼ger taraftan,

I412 (x; y; �) :=

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

[f(t; s)� f(x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

olmak üzere G (t; s) fonksiyonu

G (t; s) :=

tZ
x0

sZ
y0

[f (u; v)� f (x0; y0)] dvdu
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biçiminde tan¬mlans¬n.

(3.7) eşitsizli¼gi göz önüne al¬n¬rsa 0 < t� x0 � � ve 0 < s� y0 � � iken

jG (t; s)j � " (t� x0) (s� y0) (3.8)

yaz¬labilir. Teorem 2.1.3 gere¼gi aşa¼g¬daki eşitlik gerçeklenir:

(L)

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

[f (t; s)� f (x0; y0)]K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

= (RS)

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dtdsG (t; s) :

Riemann-Stieltjes integraline, Teorem 2.1.2 ile verilen k¬smi integrasyon yöntemi

uygulan¬p ard¬ndan ifade mutlak de¼ger fonksiyonu yard¬m¬yla büyütülürse

��I412 (x; y; �)�� =

������
x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dtdsG (t; s)

������
�

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

jG (t; s)j
����dtdsK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�����
+

x0+�Z
x0

jG (t; y0 + �)j
����dtK�

�q
(t� x)2 + (y0 � y + �)2

�����

+

y0+�Z
y0

jG (x0 + �; s)j
����dsK�

�q
(x0 � x+ �)2 + (s� y)2

�����
+ jG (x0 + �; y0 + �)jK�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y + �)2

�
elde edilir. (3.8) ile verilen eşitsizlik dikkate al¬n¬rsa

��I412 (x; y; �)�� � "

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

(t� x0) (s� y0)
����dtdsK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�����
+"�

x0+�Z
x0

(t� x0)
����dtK�

�q
(t� x)2 + (y0 � y + �)2

�����
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+"�

y0+�Z
y0

(s� y0)
����dsK�

�q
(x0 � x+ �)2 + (s� y)2

�����
+"�2K�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y + �)2

�
elde edilir. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na t = u + x ve s = v + y; ard¬ndan da u = t ve

v = s de¼gi̧sken de¼gi̧stirmeleri uygulan¬rsa

��I412 (x; y; �)�� � "

x0�x+�Z
x0�x

y0�y+�Z
y0�y

(t+ x� x0) (s+ y � y0)
���dtdsK�

�p
t2 + s2

����
+"�

x0�x+�Z
x0�x

(t+ x� x0)
����dtK�

�q
t2 + (y0 � y + �)2

�����

+"�

y0�y+�Z
y0�y

(s+ y � y0)
����dsK�

�q
(x0 � x+ �)2 + s2

�����
+"�2K�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y + �)2

�
elde edilir. K�

�p
u2 + v2

�
fonksiyonu (u; v) de¼gi̧skenlerinin bir fonksiyonu olarak

dikkate al¬narak

D1 (t; s) :=

8>>>>>><>>>>>>:

x0�x+�_
t

y0�y+�_
s

�
K�

�p
u2 + v2

��
;

x0 � x � t < x0 � x+ �

y0 � y � s < y0 � y + �

0; di¼ger durumlarda

D2 (t) :=

8>><>>:
x0�x+�_

t

�
K�

�q
u2 + (y0 � y + �)2

��
; x0 � x � t < x0 � x+ �

0; t = x0 � x+ �

D3 (s) :=

8>><>>:
y0�y+�_

s

�
K�

�q
(x0 � x+ �)2 + v2

��
; y0 � y � s < y0 � y + �

0; s = y0 � y + �

biçiminde tan¬mlanan sal¬n¬m fonksiyonlar¬elde edilebilir. Bu fonksiyonlar son eşit-
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sizlikte dikkate al¬narak ifade büyütülürse

��I412 (x; y; �)�� � "

x0�x+�Z
x0�x

y0�y+�Z
y0�y

(t+ x� x0) (s+ y � y0) jdtdsD1(t; s)j

+"�

x0�x+�Z
x0�x

(t+ x� x0) jdtD2(t)j

+"�

y0�y+�Z
y0�y

(s+ y � y0) jdsD3 (s)j

+"�2K�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y + �)2

�
eşitsizli¼gi elde edilir. D1 (t; s) tan¬m kümesinde ikili monoton artan, D2 (t) monoton

azalan ve D3 (s) monoton azaland¬r. Böylece

��I412 (x; y; �)�� � "

x0�x+�Z
x0�x

y0�y+�Z
y0�y

(t+ x� x0) (s+ y � y0) dtdsD1(t; s)

�"�
x0�x+�Z
x0�x

(t+ x� x0) dtD2(t)

�"�
y0�y+�Z
y0�y

(s+ y � y0) dsD3 (s)

+"�2K�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y + �)2

�
yaz¬labilir. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na k¬smi integrasyon uygulan¬rsa

��I412 (x; y; �)�� � "

x0�x+�Z
x0�x

y0�y+�Z
y0�y

D1 (t; s) dsdt

+"�

x0�x+�Z
x0�x

D2 (t) dt+ "�

y0�y+�Z
y0�y

D3 (s) ds

+"�2K�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y + �)2

�
= "

�
h1 + �h2 + �h3 + �

2h4
�
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elde edilir.

Şimdi h1 integralini hesaplayal¬m. Bu takdirde

h1 =

x0�x+�Z
x0�x

y0�y+�Z
y0�y

D1 (t; s) dsdt

yaz¬labilir. D1 (t; s) fonksiyonunun aç¬k ifadesi yerine yaz¬l¬rsa

h1 =

x0�x+�Z
x0�x

y0�y+�Z
y0�y

"
x0�x+�_

t

y0�y+�_
s

�
K�

�p
u2 + v2

��#
dsdt

elde edilir.

Di¼ger taraftan h2 integrali için

h2 =

x0�x+�Z
x0�x

D2 (t) dt

=

x0�x+�Z
x0�x

"
x0�x+�_

t

�
K�

�q
u2 + (y0 � y + �)2

��#
dt

yaz¬labilir.

Son olarak h3 integrali için

h3 =

y0�y+�Z
y0�y

D3 (s) ds

=

y0�y+�Z
y0�y

"
y0�y+�_

s

�
K�

�q
(x0 � x+ �)2 + v2

��#
ds

yaz¬labilir.

Yukar¬da aç¬l¬mlar¬verilen her bir integralde A s¬n¬f¬n¬n (e) koşulu ve Lemma 2.1.1

dikkate al¬narak

��I412 (x; y; �)�� � "x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt
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biçimindeki istenen eşitsizlik elde edilir. Lemma 3.2.4�ün (ii) � (iv) ifadeleri ayn¬

yöntemle ispatlanabilir. Bu takdirde ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.2.2 K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu A s¬n¬f¬ndan olsun. E¼ger (x0; y0) 2 R2

noktas¬ f 2 L1(R2) fonksiyonunun d�noktas¬ise bu takdirde

2 jy � y0j
x0+�Z
x0��

K� (jt� xj) dt+ 2 jx� x0j
y0+�Z
y0��

K� (js� yj) ds (3.9)

+4K� (0) jx� x0j jy � y0j

fonksiyonunun (x; y; �) ! (x0; y0; �0) iken s¬n¬rl¬ kald¬¼g¬ (x; y; �) noktalar kümesi

üzerinde

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

L�(f ;x; y) = f(x0; y0)

gerçeklenir.

·Ispat. Kabul edelim ki 0 < jx0 � xj < �
2
ve 0 < jy0 � yj < �

2
olsun. 0 < x0 � x < �

2

ve 0 < y0 � y < �
2
durumlar¬n¬göz önüne alal¬m. (x0; y0) 2 R2 noktas¬f 2 L1 (R2)

fonksiyonunun d�noktas¬ise bu takdirde verilen her " > 0 için������
x0Z
x0�h

y0Z
y0�k

[f(t; s)� f(x0; y0)] dsdt

������ < "hk������
x0+hZ
x0

y0Z
y0�k

[f(t; s)� f(x0; y0)] dsdt

������ < "hk������
x0Z
x0�h

y0+kZ
y0

[f(t; s)� f(x0; y0)] dsdt

������ < "hk������
x0+hZ
x0

y0+kZ
y0

[f(t; s)� f(x0; y0)] dsdt

������ < "hk
eşitsizlikleri sa¼glanacak şekilde � > 0 bulunabilir. Burada, 0 < h; k � � d¬r. A

s¬n¬f¬n¬n (b) koşulundan

[L�(f ;x; y)� f(x0; y0)]

=

24ZZ
R2

f(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt
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+f(x0; y0)

ZZ
R2

K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

�f(x0; y0)
ZZ
R2

K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt� f(x0; y0)

35
=

ZZ
R2

[f(t; s)� f(x0; y0)]K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+f(x0; y0)

24ZZ
R2

K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt� 1

35
= I1 (x; y; �) + I2 (x; y; �)

yaz¬labilir. ·Ihtiyaç duyaca¼g¬m¬z kümeler olan B� ve Q� kümeleri s¬ras¬yla

B� :=
n
(t; s) :

p
(t� x0)2 + (s� y0)2 < �; (x0; y0) 2 R2

o
biçiminde ve

Q� := hx0 � �; x0 + �; y0 � �; y0 + �i

biçiminde tan¬mlans¬n. Bu takdirde I1 (x; y; �) integrali için

I1 (x; y; �) =

8><>:
ZZ
R2nQ�

+

ZZ
Q�

9>=>; [f(t; s)� f(x0; y0)]K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

= I11 (x; y; �) + I12 (x; y; �)

yaz¬labilir. jI11 (x; y; �)j integrali için

jI11 (x; y; �)j �
ZZ
R2nB�

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

� sup
�p
2
�
p
t2+s2

K�

�p
t2 + s2

�
kfkL1(R2)

+ jf(x0; y0)j
ZZ

�p
2
�
p
t2+s2

K�

�p
t2 + s2

�
dsdt

oldu¼gundan (c) ve (d) koşullar¬s¬ras¬yla göz önüne al¬nd¬¼g¬nda, (x; y; �)! (x0; y0; �0)

iken I11 (x; y; �)! 0 elde edilir.
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Şimdi I12 (x; y; �) integralini göz önüne alal¬m. Bu takdirde

I12 (x; y; �) =

8<:
x0Z
x0��

y0Z
y0��

+

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

+

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

+

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

9=; [f (t; s)� f (x0; y0)]
�K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

= I112 (x; y; �) + I
2
12 (x; y; �) + I

3
12 (x; y; �) + I

4
12 (x; y; �)

yaz¬labilir. Her bir integralde s¬ras¬yla Lemma 3.2.1-Lemma 3.2.4�ün (i) ifadeleri

dikkate al¬nd¬¼g¬takdirde jI12 (x; y; �)j integrali için

jI12 (x; y; �)j � "
x0+�Z
x0��

y0+�Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+2" jy0 � yj
x0+�Z
x0��

K� (jt� xj) dt+ 2" jx0 � xj
y0+�Z
y0��

K� (js� yj) ds (3.10)

+4"K� (0) jy0 � yj jx0 � xj

eşitsizli¼gi elde edilir. A s¬n¬f¬n¬n (a) koşulu ve (3.9) hipotezinden (x; y; �)! (x0; y0; �0)

iken I12 (x; y; �) ! 0 elde edilir. Son olarak A s¬n¬f¬n¬n (b) koşulundan (x; y; �) !

(x0; y0; �0) iken I2 (x; y; �)! 0 olur.

Teorem 3.2.2, 0 < jx0 � xj < �
2
ve 0 < jy0 � yj < �

2
kabullerinin 0 < x0 � x < �

2

ve 0 < y0 � y < �
2
durumlar¬ için ispatlanm¬̧st¬r. Di¼ger durumlarda da, Lemma

3.2.1-Lemma 3.2.4�ün (ii) � (iv) ifadeleri ayr¬ayr¬, yukar¬daki ispatta oldu¼gu gibi

kullan¬larak (3.10) eşitsizli¼gi elde edilir. Bu takdirde ispat tamamlan¬r.

Şimdi s¬radaki teoremlerin ispatlar¬nda kullanaca¼g¬m¬z baz¬lemmalar¬ifade ve ispat

edelim.

Lemma 3.2.5 K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu A s¬n¬f¬n¬n (e) koşulunu sa¼glas¬n. Ayr¬ca,

f 2 L1(R2) olmak üzere
x0Z
x0�h

y0Z
y0�k

jf(t; s)� f(x0; y0)j dsdt < "h�+1k�+1; 0 < h; k � � (3.11)
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eşitsizli¼gi 0 � �; � < 1 ve her " > 0 için sa¼glans¬n. Bu takdirde aşa¼g¬daki ifadeler

gerçeklenir:

i) 0 < x0 � x < �
2
ve 0 < y0 � y < �

2
oldu¼gunda

x0Z
x0

y0Z
��y0��

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

� " (�+ 1) (� + 1)

x0Z
x0��

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
jt� x0j�

� js� y0j� dsdt

+2" (� + 1) jx� x0j�+1
y0Z
y0��

K� (js� yj) js� y0j� ds

+2" (�+ 1) jy � y0j�+1
x0Z
x0��

K� (jt� xj) jt� x0j� dt

+4"K� (0) jx� x0j�+1 jy � y0j�+1

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

ii) 0 < x� x0 < �
2
ve 0 < y0 � y < �

2
oldu¼gunda

x0Z
x0

y0Z
��y0��

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

� " (�+ 1) (� + 1)
x0Z
x0��

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
jt� x0j�

� js� y0j� dsdt

+2" (�+ 1) jy � y0j�+1
x0Z
x0��

K� (jt� xj) jt� x0j� dt

eşitsizli¼gi gerçeklenir.
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iii) 0 < x0 � x < �
2
ve 0 < y � y0 < �

2
oldu¼gunda

x0Z
x0

y0Z
��y0��

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

� "

x0Z
x0��

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+2" (� + 1) jx� x0j�+1
y0Z
y0��

K� (js� yj) js� y0j� ds

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

iv) 0 < x� x0 < �
2
ve 0 < y � y0 < �

2
oldu¼gunda

x0Z
x0

y0Z
��y0��

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

� " (�+ 1) (� + 1)

x0Z
x0��

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
jt� x0j�

� js� y0j� dsdt

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

·Ispat. Lemma 3.2.5�in (i) ifadesini ispatlayal¬m. Kabul edelim ki 0 < x0 � x < �
2

ve 0 < y0 � y < �
2
olsun. Di¼ger taraftan,

I112 (x; y; �) :=

x0Z
x0

y0Z
��y0��

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

olmak üzere E (t; s) fonksiyonu

E (t; s) :=

x0Z
t

y0Z
s

jf (u; v)� f (x0; y0)j dvdu

biçiminde tan¬mlans¬n.
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(3.11) eşitsizli¼gi göz önüne al¬n¬rsa 0 < x0 � t � � ve 0 < y0 � s � � iken

jE (t; s)j � " (x0 � t)�+1 (y0 � s)�+1 (3.12)

yaz¬labilir. Teorem 2.1.3 gere¼gi aşa¼g¬daki eşitlik gerçeklenir:

(L)

x0Z
x0��

y0Z
y0��

jf (t; s)� f (x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

= (RS)

x0Z
x0��

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dtdsE (t; s) :

Riemann-Stieltjes integraline, Teorem 2.1.2 ile verilen k¬smi integrasyon yöntemi

uygulan¬p ard¬ndan ifade mutlak de¼ger fonksiyonu yard¬m¬yla büyütülürse

��I112 (x; y; �)�� =

������
x0Z
x0��

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dtdsE (t; s)

������
�

x0Z
x0��

y0Z
y0��

jE (t; s)j
����dtdsK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�����
+

x0Z
x0��

jE (t; y0 � �)j
����dtK�

�q
(t� x)2 + (y0 � y � �)2

�����
+

y0Z
y0��

jE (x0 � �; s)j
����dsK�

�q
(x0 � x� �)2 + (s� y)2

�����
+ jE (x0 � �; y0 � �)jK�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y � �)2

�
elde edilir. (3.12) ile verilen eşitsizlik dikkate al¬n¬rsa

��I112 (x; y; �)�� � "

x0Z
x0��

y0Z
y0��

(x0 � t)�+1 (y0 � s)�+1
����dtdsK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�����
+"��+1

x0Z
x0��

(x0 � t)�+1
����dtK�

�q
(t� x)2 + (y0 � y � �)2

�����

+"��+1
y0Z
y0��

(y0 � s)�+1
����dsK�

�q
(x0 � x� �)2 + (s� y)2

�����
+"��+�+2K�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y � �)2

�
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elde edilir. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na t = u + x ve s = v + y ard¬ndan da u = t ve

v = s de¼gi̧sken de¼gi̧stirmeleri uygulan¬rsa

��I112 (x; y; �)�� � " x0�xZ
x0�x��

y0�yZ
y0�y��

(x0 � t� x)�+1 (y0 � s� y)�+1
���dtdsK�

�p
t2 + s2

����

+"��+1
x0�xZ
x0�x��

(x0 � t� x)�+1
����dtK�

�q
t2 + (y0 � y � �)2

�����

+"��+1
y0�yZ
y0�y��

(y0 � s� y)�+1
����dsK�

�q
(x0 � x� �)2 + s2

�����
+"��+�+2K�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y � �)2

�

elde edilir. Lemma 3.2.1�in ispat¬nda kullan¬lan A1(t; s); A2(t) ve A3(s) sal¬n¬m

fonksiyonlar¬son eşitsizlikte dikkate al¬narak ifade büyütülürse

��I112 (x; y; �)�� � " x0�xZ
x0�x��

y0�yZ
y0�y��

(x0 � t� x)�+1 (y0 � s� y)�+1 jdtdsA1(t; s)j

+"��+1
x0�xZ
x0�x��

(x0 � t� x)�+1 jdtA2(t)j

+"��+1
y0�yZ
y0�y��

(y0 � s� y)�+1 jdsA3(s)j

+"��+�+2K�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y � �)2

�

eşitsizli¼gi elde edilir. A1 (t; s) tan¬m kümesinde ikili monoton artan, A2 (t) monoton

artan ve A3 (s) monoton artand¬r. Böylece

��I112 (x; y; �)�� � " x0�xZ
x0�x��

y0�yZ
y0�y��

(x0 � t� x)�+1 (y0 � s� y)�+1 dtdsA1(t; s)
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+"��+1
x0�xZ
x0�x��

(x0 � t� x)�+1 dtA2(t)

+"��+1
y0�yZ
y0�y��

(y0 � s� y)�+1 dsA3(s)

+"��+�+2K�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y � �)2

�
yaz¬labilir. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na k¬smi integrasyon uygulan¬rsa

��I112 (x; y; �)�� � " (�+ 1) (� + 1)

x0�xZ
x0�x��

y0�yZ
y0�y��

A1 (t; s) (x0 � t� x)�

� (y0 � s� y)� dsdt

+"��+1 (�+ 1)

x0�xZ
x0�x��

A2 (t) (x0 � t� x)� dt

+"��+1 (� + 1)

y0�yZ
y0�y��

A3 (s) (y0 � s� y)� ds

+"��+�+2K�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y � �)2

�
= "

�
(�+ 1) (� + 1) i1 + �

�+1 (�+ 1) i2 + �
�+1 (� + 1) i3 + �

�+�+2i4
�

elde edilir.

Şimdi i1 integralini ele alal¬m. Kolayca görülebilir ki i1 integrali

i1 =

8<:
0Z

x0�x��

0Z
y0�y��

+

x0�xZ
0

y0�yZ
0

9=;A1 (t; s) (x0 � t� x)� (y0 � s� y)� dsdt

+

8<:
0Z

x0�x��

y0�yZ
0

+

x0�xZ
0

0Z
y0�y��

9=;A1 (t; s) (x0 � t� x)� (y0 � s� y)� dsdt
= i11 + i12 + i13 + i14
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biçiminde yaz¬labilir. A1 (t; s) fonksiyonunun aç¬k ifadesi i11 � i14 integrallerinde

yerine yaz¬l¬rsa

i11 =

0Z
x0�x��

0Z
y0�y��

"
t_

x0�x��

s_
y0�y��

�
K�

�p
u2 + v2

��#
(x0 � t� x)�

� (y0 � s� y)� dsdt;

i12 =

x0�xZ
0

y0�yZ
0

"(
0_

x0�x��

0_
y0�y��

+
t_
0

s_
0

+

0_
x0�x��

s_
0

+

t_
0

0_
y0�y��

)

�
�
K�

�p
u2 + v2

��i
(x0 � t� x)� (y0 � s� y)� dsdt;

i13 =

0Z
x0�x��

y0�yZ
0

"(
t_

x0�x��

0_
y0�y��

+
t_

x0�x��

s_
0

)�
K�

�p
u2 + v2

��#

� (x0 � t� x)� (y0 � s� y)� dsdt

ve

i14 =

x0�xZ
0

0Z
y0�y��

"
0_

x0�x��

s_
y0�y��

+
t_
0

s_
y0�y��

�
K�

�p
u2 + v2

��#

� (x0 � t� x)� (y0 � s� y)� dsdt

eşitlikleri elde edilir.

·Ikinci olarak i2 integralinin hesaplanmas¬na geçelim. A2 (t) fonksiyonunun aç¬k

ifadesi i2 integralinde yerine yaz¬l¬rsa

i2 =

x0�xZ
x0�x��

A2 (t) (x0 � t� x)� dt

=

0Z
x0�x��

"
t_

x0�x��

�
K�

�q
u2 + (y0 � y � �)2

��#
(x0 � t� x)� dt

+

x0�xZ
0

"(
0_

x0�x��

+

t_
0

)�
K�

�q
u2 + (y0 � y � �)2

��#
� (x0 � t� x)� dt
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elde edilir.

Son olarak i3 integralinin hesaplanmas¬na geçelim. A3 (s) fonksiyonunun aç¬k ifadesi

i3 integralinde yerine yaz¬l¬rsa

i3 =

y0�yZ
y0�y��

A3 (s) (y0 � s� y)� ds

=

0Z
y0�y��

"
s_

y0�y��

�
K�

�q
(x0 � x� �)2 + v2

��#
(y0 � s� y)� ds

+

y0�yZ
0

"(
0_

y0�y��

+

s_
0

)�
K�

�q
(x0 � x� �)2 + v2

��#
� (y0 � s� y)� ds

elde edilir.

Elde edilen ifadeler A s¬n¬f¬n¬n (e) koşulu ve Lemma 2.1.1 dikkate al¬narak düzen-

lendi¼ginde��I112 (x; y; �)�� � " (�+ 1) (� + 1)

x0Z
x0��

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
� jx0 � tj� jy0 � sj� dsdt+ 4"K� (0) jy0 � yj�+1 jx0 � xj�+1

+2" (�+ 1) jy0 � yj�+1
x0Z
x0��

K� (jt� xj) jx0 � tj� dt

+2" (� + 1) jx0 � xj�+1
y0Z
y0��

K� (js� yj) jy0 � sj� ds

biçimindeki istenen eşitsizli¼ge ulaş¬l¬r. Lemma 3.2.5�in (ii)� (iv) ifadeleri ayn¬yön-

temle ispatlanabilir. Bu takdirde ispat tamamlan¬r.

Lemma 3.2.6 K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu A s¬n¬f¬n¬n (e) koşulunu sa¼glas¬n. Ayr¬ca,

f 2 L1(R2) olmak üzere
x0+hZ
x0

y0Z
y0�k

jf(t; s)� f(x0; y0)j dsdt < "h�+1k�+1; 0 < h; k � � (3.13)
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eşitsizli¼gi 0 � �; � < 1 ve her " > 0 için sa¼glans¬n. Bu takdirde aşa¼g¬daki ifadeler

gerçeklenir:

i) 0 < x0 � x < �
2
ve 0 < y0 � y < �

2
oldu¼gunda

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

� " (�+ 1) (� + 1)

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
jt� x0j�

� js� y0j� dsdt+ 2" jy0 � yj�+1 (�+ 1)
x0+�Z
x0

K� (jt� xj) jt� x0j� dt

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

ii) 0 < x� x0 < �
2
ve 0 < y0 � y < �

2
oldu¼gunda

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

� " (�+ 1) (� + 1)

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
jt� x0j�

� js� y0j� dsdt+ 4"K� (0) jx� x0j�+1 jy � y0j�+1

+2" jx� x0j�+1 (� + 1)
y0Z
y0��

K� (js� yj) js� y0j� ds

+2" jy � y0j�+1 (�+ 1)
x0+�Z
x0

K� (jt� xj) jt� x0j� dt

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

iii) 0 < x0 � x < �
2
ve 0 < y � y0 < �

2
oldu¼gunda

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

� " (�+ 1) (� + 1)

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
jt� x0j�

� js� y0j� dsdt
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eşitsizli¼gi gerçeklenir.

iv) 0 < x� x0 < �
2
ve 0 < y � y0 < �

2
oldu¼gunda

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

� " (�+ 1) (� + 1)

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
jt� x0j�

� js� y0j� dsdt+ 2" jx� x0j�+1 (� + 1)
y0Z
y0��

K� (js� yj) js� y0j� ds

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

·Ispat. Lemma 3.2.6�n¬n (i) ifadesini ispatlayal¬m. Kabul edelim ki 0 < x0 � x < �
2

ve 0 < y0 � y < �
2
olsun. Di¼ger taraftan,

I212 (x; y; �) :=

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

olmak üzere V (t; s) fonksiyonu

V (t; s) :=

tZ
x0

y0Z
s

jf (u; v)� f (x0; y0)j dvdu

biçiminde tan¬mlans¬n.

(3.13) eşitsizli¼gi göz önüne al¬n¬rsa 0 < t� x0 � � ve 0 < y0 � s � � iken

jV (t; s)j � " (t� x0)�+1 (y0 � s)�+1 (3.14)

yaz¬labilir. Teorem 2.1.3 gere¼gi aşa¼g¬daki eşitlik gerçeklenir:

(L)

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

jf (t; s)� f (x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

= (RS)

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dtds [�V (t; s)] :
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Riemann-Stieltjes integraline, Teorem 2.1.2 ile verilen k¬smi integrasyon yöntemi

uygulan¬p ard¬ndan ifade mutlak de¼ger fonksiyonu yard¬m¬yla büyütülürse

��I212 (x; y; �)�� =

������
x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dtds [�V (t; s)]

������
�

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

jV (t; s)j
����dtdsK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�����
+

x0+�Z
x0

jV (t; y0 � �)j
����dtK�

�q
(t� x)2 + (y0 � y � �)2

�����

+

y0Z
y0��

jV (x0 + �; s)j
����dsK�

�q
(x0 � x+ �)2 + (s� y)2

�����
+ jV (x0 + �; y0 � �)jK�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y � �)2

�
elde edilir. (3.14) ile verilen eşitsizlik dikkate al¬n¬rsa

��I212 (x; y; �)�� � "

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

(t� x0)�+1 (y0 � s)�+1
����dtdsK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�����
+"��+1

x0+�Z
x0

(t� x0)�+1
����dtK�

�q
(t� x)2 + (y0 � y � �)2

�����

+"��+1
y0Z
y0��

(y0 � s)�+1
����dsK�

�q
(x0 � x+ �)2 + (s� y)2

�����
+"��+�+2K�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y � �)2

�
elde edilir. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na t = u + x ve s = v + y; ard¬ndan da u = t ve

v = s de¼gi̧sken de¼gi̧stirmeleri uygulan¬rsa

��I212 (x; y; �)�� � "

x0�x+�Z
x0�x

y0�yZ
y0�y��

(t+ x� x0)�+1 (y0 � s� y)�+1
���dtdsK�

�p
t2 + s2

����
+"��+1

x0�x+�Z
x0�x

(t+ x� x0)�+1
����dtK�

�q
t2 + (y0 � y � �)2

�����
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+"��+1
y0�yZ
y0�y��

(y0 � s� y)
����dsK�

�q
(x0 � x+ �)2 + s2

�����
+"��+�+2K�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y � �)2

�
elde edilir. Lemma 3.2.2�nin ispat¬nda tan¬mlanan sal¬n¬m fonksiyonlar¬son eşitsiz-

likte dikkate al¬narak ifade büyütülürse

��I212 (x; y; �)�� � "

x0�x+�Z
x0�x

y0�yZ
y0�y��

(t+ x� x0)�+1 (y0 � s� y)�+1 jdtdsB1 (t; s)j

+"��+1
x0�x+�Z
x0�x

(t+ x� x0)�+1 jdtB2 (t)j

+"��+1
y0�yZ
y0�y��

(y0 � s� y)�+1 jdsB3 (s)j

+"��+�+2K�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y � �)2

�
eşitsizli¼gi elde edilir. B1 (t; s) tan¬m kümesinde ikili monoton azalan, B2 (t) monoton

azalan ve B3 (s) monoton artand¬r. Böylece

��I212 (x; y; �)�� � �"
x0�x+�Z
x0�x

y0�yZ
y0�y��

(t+ x� x0)�+1 (y0 � s� y)�+1 dtdsB1 (t; s)

�"��+1
x0�x+�Z
x0�x

(t+ x� x0)�+1 dtB2 (t)

+"��+1
y0�yZ
y0�y��

(y0 � s� y)�+1 dsB3 (s)

+"��+�+2K�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y � �)2

�
yaz¬labilir. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na k¬smi integrasyon uygulan¬rsa

��I212 (x; y; �)�� � " (�+ 1) (� + 1)

x0�x+�Z
x0�x

y0�yZ
y0�y��

B1 (t; s) (t+ x� x0)�

� (y0 � s� y)� dsdt
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+"��+1 (�+ 1)

x0�x+�Z
x0�x

B2 (t) (t+ x� x0)� dt

+"��+1 (� + 1)

y0�yZ
y0�y��

B3 (s) (t+ x� x0)� ds

+"��+�+2K�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y � �)2

�

= "
�
(�+ 1) (� + 1) j1 + �

�+1 (�+ 1) j2 + �
�+1 (� + 1) j3 + �

�+�+2j4
�

elde edilir.

Şimdi j1 integralini göz önüne alal¬m. j1 integrali

j1 =

8<:
x0�x+�Z
x0�x

0Z
y0�y��

+

x0�x+�Z
x0�x

y0�yZ
0

9=;B1 (t; s) (t+ x� x0)� (y0 � s� y)� dsdt
= j11 + j12

biçiminde yaz¬labilir. B1 (t; s) fonksiyonunun aç¬k ifadesi j11 ve j12 integrallerinde

yerine yaz¬l¬rsa

j11 =

x0�x+�Z
x0�x

0Z
y0�y��

"
x0�x+�_

t

s_
y0�y��

�
K�

�p
u2 + v2

��#
(t+ x� x0)�

� (y0 � s� y)� dsdt

ve

j12 =

x0�x+�Z
x0�x

y0�yZ
0

"(
x0�x+�_

t

0_
y0�y��

+

x0�x+�_
t

s_
0

)�
K�

�p
u2 + v2

��#
� (t+ x� x0)� (y0 � s� y)� dsdt

elde edilir.
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·Ikinci olarak j2 integralini göz önüne alal¬m. Bu takdirde

j2 =

x0�x+�Z
x0�x

B2 (t) (t+ x� x0)� dt

=

x0�x+�Z
x0�x

"
x0�x+�_

t

�
K�

�q
u2 + (y0 � y � �)2

��#
(t+ x� x0)� dt

elde edilir.

Son olarak j3 integralini göz önüne alal¬m. Bu takdirde

j3 =

y0�yZ
y0�y��

B3 (s) (y0 � s� y)� ds

=

8<:
0Z

y0�y��

+

y0�yZ
0

9=;B3 (s) (y0 � s� y)� ds

=

0Z
y0�y��

"
s_

y0�y��

�
K�

�q
(x0 � x+ �)2 + v2

��#
(y0 � s� y)� ds

+

y0�yZ
0

"(
0_

y0�y��

+
s_
0

)�
K�

�q
(x0 � x+ �)2 + v2

��#
(y0 � s� y)� ds

elde edilir.

Elde edilen ifadeler A s¬n¬f¬n¬n (e) koşulu ve Lemma 2.1.1 dikkate al¬narak düzen-

lendi¼ginde

��I212 (x; y; �)�� � " (�+ 1) (� + 1)

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
jt� x0j�

� jy0 � sj� dsdt+ 2" (�+ 1) jy0 � yj�+1
x0+�Z
x0

K� (jt� xj) jt� x0j� dt

biçimindeki istenen eşitsizli¼ge ulaş¬l¬r. Lemma 3.2.6�n¬n (ii) � (iv) ifadeleri ayn¬

yöntemle ispatlanabilir. Bu takdirde ispat tamamlan¬r.
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Lemma 3.2.7 K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu A s¬n¬f¬n¬n (e) koşulunu sa¼glas¬n. Ayr¬ca,

f 2 L1(R2) olmak üzere

x0Z
x0�h

y0+kZ
y0

jf(t; s)� f(x0; y0)j dsdt < "h�+1k�+1; 0 < h; k � � (3.15)

eşitsizli¼gi 0 � �; � < 1 ve her " > 0 için sa¼glans¬n. Bu takdirde aşa¼g¬daki ifadeler

gerçeklenir:

i) 0 < x0 � x < �
2
ve 0 < y0 � y < �

2
oldu¼gunda

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

� " (�+ 1) (� + 1)

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
jx0 � tj�

� js� y0j� dsdt+ 2" (� + 1) jx0 � xj�+1
y0+�Z
y0

K� (js� yj) js� y0j� ds

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

ii) 0 < x� x0 < �
2
ve 0 < y0 � y < �

2
oldu¼gunda

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

� " (�+ 1) (� + 1)

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
jx0 � tj�

� js� y0j� dsdt

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

iii) 0 < x0 � x < �
2
ve 0 < y � y0 < �

2
oldu¼gunda

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt
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� " (�+ 1) (� + 1)

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
jx0 � tj�

� js� y0j� dsdt+ 4"K� (0) jx0 � xj�+1 jy0 � yj�+1

+2" (� + 1) jx0 � xj�+1
y0+�Z
y0

K� (js� yj) js� y0j� ds

+2" (�+ 1) jy0 � yj�+1
x0Z
x0��

K� (jt� xj) jx0 � tj� dt

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

iv) 0 < x� x0 < �
2
ve 0 < y � y0 < �

2
oldu¼gunda

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

� " (�+ 1) (� + 1)

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
jx0 � tj�

� js� y0j� dsdt+ 2" (�+ 1) jy0 � yj�+1
x0Z
x0��

K� (jt� xj) jx0 � tj� dt

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

·Ispat. Lemma 3.2.7�nin (i) ifadesini ispatlayal¬m. Kabul edelim ki 0 < x0 � x < �
2

ve 0 < y0 � y < �
2
olsun. Di¼ger taraftan,

I312 (x; y; �) :=

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

olmak üzere R (t; s) fonksiyonu

R (t; s) :=

x0Z
t

sZ
y0

jf (u; v)� f (x0; y0)j dvdu

biçiminde tan¬mlans¬n.
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(3.15) eşitsizli¼gi göz önüne al¬n¬rsa 0 < x0 � t � � ve 0 < s� y0 � � iken

jR (t; s)j � " (x0 � t)�+1 (s� y0)�+1 (3.16)

yaz¬labilir. Teorem 2.1.3 gere¼gi aşa¼g¬daki eşitlik gerçeklenir:

(L)

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

jf (t; s)� f (x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

= (RS)

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dtds [�R (t; s)] :

Riemann-Stieltjes integraline, Teorem 2.1.2 ile verilen k¬smi integrasyon yöntemi

uygulan¬p ard¬ndan ifade mutlak de¼ger fonksiyonu yard¬m¬yla büyütülürse

��I312 (x; y; �)�� =

������
x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dtds [�R (t; s)]

������
�

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

jR (t; s)j
����dtdsK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�����
+

x0Z
x0��

jR (t; y0 + �)j
����dtK�

�q
(t� x)2 + (y0 � y + �)2

�����
+

y0+�Z
y0

jR (x0 � �; s)j
����dsK�

�q
(x0 � x� �)2 + (s� y)2

�����
+ jR (x0 � �; y0 + �)jK�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y + �)2

�
elde edilir. (3.16) ile verilen eşitsizlik dikkate al¬n¬rsa

��I312 (x; y; �)�� � "

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

(x0 � t)�+1 (s� y0)�+1
����dtdsK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�����
+"��+1

x0Z
x0��

(x0 � t)�+1
����dtK�

�q
(t� x)2 + (y0 � y + �)2

�����

+"��+1
y0+�Z
y0

(s� y0)�+1
����dsK�

�q
(x0 � x� �)2 + (s� y)2

�����
+"��+�+2K�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y + �)2

�
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elde edilir. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na t = u + x ve s = v + y; ard¬ndan da u = t ve

v = s de¼gi̧sken de¼gi̧stirmeleri uygulan¬rsa

��I312 (x; y; �)�� � "

x0�xZ
x0�x��

y0�y+�Z
y0�y

(x0 � t� x)�+1 (s+ y � y0)�+1
���dtdsK�

�p
t2 + s2

����
+"��+1

x0�xZ
x0�x��

(x0 � t� x)�+1
����dtK�

�q
t2 + (y0 � y + �)2

�����

+"��+1
y0�y+�Z
y0�y

(s+ y � y0)�+1
����dsK�

�q
(x0 � x� �)2 + s2

�����
+"��+�+2K�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y + �)2

�
elde edilir. Lemma 3.2.3�ün ispat¬nda tan¬mlanan sal¬n¬m fonksiyonlar¬son eşitsiz-

likte dikkate al¬narak ifade büyütülürse

��I312 (x; y; �)�� � "

x0�xZ
x0�x��

y0�y+�Z
y0�y

(x0 � t� x)�+1 (s+ y � y0)�+1 jdtdsC1(t; s)j

+"��+1
x0�xZ
x0�x��

(x0 � t� x)�+1 jdtC2(t)j

+"��+1
y0�y+�Z
y0�y

(s+ y � y0)�+1 jdsC3 (s)j

+"��+�+2K�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y + �)2

�
eşitsizli¼gi elde edilir. C1 (t; s) tan¬m bölgesinde ikili monoton azalan, C2 (t) monoton

artan ve C3 (s) monoton azaland¬r. Böylece

��I312 (x; y; �)�� � �"
x0�xZ
x0�x��

y0�y+�Z
y0�y

(x0 � t� x)�+1 (s+ y � y0)�+1 dtdsC1(t; s)

+"��+1
x0�xZ
x0�x��

(x0 � t� x)�+1 dtC2(t)
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�"��+1
y0�y+�Z
y0�y

(s+ y � y0)�+1 dsC3 (s)

+"��+�+2K�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y + �)2

�
yaz¬labilir. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na k¬smi integrasyon uygulan¬rsa

��I312 (x; y; �)�� � " (�+ 1) (� + 1)

x0�xZ
x0�x��

y0�y+�Z
y0�y

C1 (t; s) (x0 � t� x)�

� (s+ y � y0)� dsdt+ " (�+ 1) ��+1
x0�xZ
x0�x��

C2 (t) (x0 � t� x)� dt

+" (� + 1) ��+1
y0�y+�Z
y0�y

C3 (s) (s+ y � y0)� ds

+"��+�+2K�

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y + �)2

�
= "

�
(�+ 1) (� + 1) k1 + (�+ 1) �

�+1k2 + (� + 1) �
�+1k3 + �

�+�+2k4
�

elde edilir.

Şimdi k1 integralini göz önüne alal¬m. Bu takdirde

k1 =

0Z
x0�x��

y0�y+�Z
y0�y

C1 (t; s) (x0 � t� x)� (s+ y � y0)� dsdt

+

x0�xZ
0

y0�y+�Z
y0�y

C1 (t; s) (x0 � t� x)� (s+ y � y0)� dsdt

= k11 + k12

yaz¬labilir. C1 (t; s) fonksiyonunun aç¬k ifadesi k11 ve k12 integrallerinde yerine

yaz¬l¬rsa

k11 =

0Z
x0�x��

y0�y+�Z
y0�y

"
t_

x0�x��

y0�y+�_
s

�
K�

�p
u2 + v2

��#
(x0 � t� x)�

� (s+ y � y0)� dsdt
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ve

k12 =

x0�xZ
0

y0�y+�Z
y0�y

"(
0_

x0�x��

y0�y+�_
s

+
t_
0

y0�y+�_
s

)�
K�

�p
u2 + v2

��#

� (x0 � t� x)� (s+ y � y0)� dsdt

elde edilir.

Di¼ger taraftan k2 integrali için

k2 =

x0�xZ
x0�x��

C2 (t) (x0 � t� x)� dt

=

8<:
0Z

x0�x��

+

x0�xZ
0

9=;C2 (t) (x0 � t� x)� dt
=

0Z
x0�x��

"
t_

x0�x��

�
K�

�q
u2 + (y0 � y + �)2

��#
(x0 � t� x)� dt

+

x0�xZ
0

"(
0_

x0�x��

+
t_
0

)�
K�

�q
u2 + (y0 � y + �)2

��#
(x0 � t� x)� dt

yaz¬labilir.

Son olarak k3 integrali için

k3 =

y0�y+�Z
y0�y

C3 (s) (s+ y � y0)� ds

=

y0�y+�Z
y0�y

"
y0�y+�_

s

�
K�

�q
(x0 � x� �)2 + v2

��#
(s+ y � y0)� ds

yaz¬labilir.

Elde edilen ifadeler A s¬n¬f¬n¬n (e) koşulu ve Lemma 2.1.1 dikkate al¬narak düzen-
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lendi¼ginde

��I312 (x; y; �)�� � " (�+ 1) (� + 1)

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
jx0 � tj�

� js� y0j� dsdt

+2" (� + 1) jx0 � xj�+1
y0+�Z
y0

K� (js� yj) js� y0j� ds

biçimindeki istenen eşitsizlik elde edilmi̧s olur. Lemma 3.2.7�nin (ii)� (iv) ifadeleri

ayn¬yöntemle ispatlanabilir. Bu takdirde ispat tamamlan¬r.

Lemma 3.2.8 K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu A s¬n¬f¬n¬n (e) koşulunu sa¼glas¬n. Ayr¬ca,

f 2 L1(R2) olmak üzere
x0+hZ
x0

y0+kZ
y0

jf(t; s)� f(x0; y0)j dsdt < "h�+1k�+1; 0 < h; k � � (3.17)

eşitsizli¼gi 0 � �; � < 1 ve her " > 0 için sa¼glans¬n. Bu takdirde aşa¼g¬daki ifadeler

gerçeklenir:

i) 0 < x0 � x < �
2
ve 0 < y0 � y < �

2
oldu¼gunda

x0Z
x0

+�y0+�Z
y0

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

� " (�+ 1) (� + 1)

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
jt� x0j�

� js� y0j� dsdt

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

ii) 0 < x� x0 < �
2
ve 0 < y0 � y < �

2
oldu¼gunda

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

� " (�+ 1) (� + 1)

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
jt� x0j�
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� js� y0j� dsdt+ 2" (� + 1) jx0 � xj�+1
y0+�Z
y0

K� (js� yj) js� y0j� ds

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

iii) 0 < x0 � x < �
2
ve 0 < y � y0 < �

2
oldu¼gunda

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

� " (�+ 1) (� + 1)

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
jt� x0j�

� js� y0j� dsdt+ 2" (�+ 1) jy0 � yj�+1
x0+�Z
x0

K� (jt� xj) jt� x0j� dt

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

iv) 0 < x� x0 < �
2
ve 0 < y � y0 < �

2
oldu¼gunda

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

� " (�+ 1) (� + 1)

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
jt� x0j�

� js� y0j� dsdt+ 4"K� (0) jx0 � xj�+1 jy0 � yj�+1

+2" (�+ 1) jy0 � yj�+1
x0+�Z
x0

K� (jt� xj) jt� x0j� dt

+2" (� + 1) jx0 � xj�+1
y0+�Z
y0

K� (js� yj) js� y0j� ds

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

·Ispat. Lemma 3.2.8�in (i) ifadesini ispatlayal¬m. Kabul edelim ki 0 < x0 � x < �
2

ve 0 < y0 � y < �
2
olsun. Di¼ger taraftan,

I412 (x; y; �) :=

x0Z
x0

+�y0+�Z
y0

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt
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olmak üzere G (t; s) fonksiyonu

G (t; s) :=

tZ
x0

sZ
y0

jf (u; v)� f (x0; y0)j dvdu

biçiminde tan¬mlans¬n.

(3.17) eşitsizli¼gi göz önüne al¬n¬rsa 0 < t� x0 � � ve 0 < s� y0 � � iken

jG (t; s)j � " (t� x0)�+1 (s� y0)�+1 (3.18)

yaz¬labilir. Teorem 2.1.3 gere¼gi aşa¼g¬daki eşitlik gerçeklenir:

(L)

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

jf (t; s)� f (x0; y0)jK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

= (RS)

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dtdsG (t; s) :

Riemann-Stieltjes integraline, Teorem 2.1.2 ile verilen k¬smi integrasyon yöntemi

uygulan¬p ard¬ndan ifade mutlak de¼ger fonksiyonu yard¬m¬yla büyütülürse

��I412 (x; y; �)�� =

������
x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dtdsG (t; s)

������
�

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

jG (t; s)j
����dtdsK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�����

+

x0+�Z
x0

jG (t; y0 + �)j
����dtK�

�q
(t� x)2 + (y0 � y + �)2

�����

+

y0+�Z
y0

jG (x0 + �; s)j
����dsK�

�q
(x0 � x+ �)2 + (s� y)2

�����
+ jG (x0 + �; y0 + �)jK�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y + �)2

�
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elde edilir. (3.18) ile verilen eşitsizlik dikkate al¬n¬rsa

��I412 (x; y; �)�� � "

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

(t� x0)�+1 (s� y0)�+1
����dtdsK�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�����
+"��+1

x0+�Z
x0

(t� x0)�+1
����dtK�

�q
(t� x)2 + (y0 � y + �)2

�����
+"��+1

y0+�Z
y0

(s� y0)�+1
����dsK�

�q
(x0 � x+ �)2 + (s� y)2

�����
+"��+�+2K�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y + �)2

�
elde edilir. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na t = u + x ve s = v + y; ard¬ndan da u = t ve

v = s de¼gi̧sken de¼gi̧stirmeleri uygulan¬rsa

��I412 (x; y; �)�� � "

x0�x+�Z
x0�x

y0�y+�Z
y0�y

(t+ x� x0)�+1 (s+ y � y0)�+1
���dtdsK�

�p
t2 + s2

����
+"��+1

x0�x+�Z
x0�x

(t+ x� x0)�+1
����dtK�

�q
t2 + (y0 � y + �)2

�����
+"��+1

y0�y+�Z
y0�y

(s+ y � y0)�+1
����dsK�

�q
(x0 � x+ �)2 + s2

�����
+"��+�+2K�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y + �)2

�
elde edilir. Lemma 3.2.4�ün ispat¬için tan¬mlanan sal¬n¬m fonksiyonlar¬son eşitsiz-

likte dikkate al¬narak ifade büyütülürse

��I412 (x; y; �)�� � "

x0�x+�Z
x0�x

y0�y+�Z
y0�y

(t+ x� x0)�+1 (s+ y � y0)�+1 jdtdsD1(t; s)j

+"��+1
x0�x+�Z
x0�x

(t+ x� x0)�+1 jdtD2(t)j

+"��+1
y0�y+�Z
y0�y

(s+ y � y0)�+1 jdsD3 (s)j

+"��+�+2K�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y + �)2

�
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eşitsizli¼gi elde edilir. D1 (t; s) tan¬m kümesinde ikili monoton artan, D2 (t) monoton

azalan ve D3 (s) monoton azaland¬r. Böylece

��I412 (x; y; �)�� � "

x0�x+�Z
x0�x

y0�y+�Z
y0�y

(t+ x� x0)�+1 (s+ y � y0)�+1 dtdsD1(t; s)

�"��+1
x0�x+�Z
x0�x

(t+ x� x0)�+1 dtD2(t)

�"��+1
y0�y+�Z
y0�y

(s+ y � y0)�+1 dsD3 (s)

+"��+�+2K�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y + �)2

�
yaz¬labilir. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na k¬smi integrasyon uygulan¬rsa

��I412 (x; y; �)�� � " (�+ 1) (� + 1)

x0�x+�Z
x0�x

y0�y+�Z
y0�y

D1 (t; s) (t+ x� x0)�

� (s+ y � y0)� dsdt

+" (�+ 1) ��+1
x0�x+�Z
x0�x

D2 (t) (t+ x� x0)� dt

+" (� + 1) ��+1
y0�y+�Z
y0�y

D3 (s) (s+ y � y0)� ds

+"��+�+2K�

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y + �)2

�
= "

�
(�+ 1) (� + 1)h1 + (�+ 1) �

�+1h2 + (� + 1) �
�+1h3 + �

�+�+2h4
�

elde edilir.

·Ilk olarak h1 integralini göz önüne alal¬m. Bu takdirde

h1 =

x0�x+�Z
x0�x

y0�y+�Z
y0�y

D1 (t; s) (t+ x� x0)� (s+ y � y0)� dsdt
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yaz¬labilir. D1 (t; s) fonksiyonunun aç¬k ifadesi yerine yaz¬l¬rsa

h1 =

x0�x+�Z
x0�x

y0�y+�Z
y0�y

"
x0�x+�_

t

y0�y+�_
s

�
K�

�p
u2 + v2

��#
(t+ x� x0)�

� (s+ y � y0)� dsdt

elde edilir.

Di¼ger taraftan h2 integrali için

h2 =

x0�x+�Z
x0�x

D2 (t) (t+ x� x0)� dt

=

x0�x+�Z
x0�x

"
x0�x+�_

t

�
K�

�q
u2 + (y0 � y + �)2

��#
(t+ x� x0)� dt

yaz¬labilir.

Benzer şekilde h3 integrali için

h3 =

y0�y+�Z
y0�y

D3 (s) (s+ y � y0)� ds

=

y0�y+�Z
y0�y

"
y0�y+�_

s

�
K�

�q
(x0 � x+ �)2 + v2

��#
(s+ y � y0)� ds

yaz¬labilir.

Elde edilen ifadeler A s¬n¬f¬n¬n (e) koşulu ve Lemma 2.1.1 dikkate al¬narak düzen-

lendi¼ginde

��I412 (x; y; �)�� � " (�+ 1) (� + 1)

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
jt� x0j�

� js� y0j� dsdt

biçimindeki istenen eşitsizlik elde edilir. Lemma 3.2.8�in (ii) � (iv) ifadeleri ayn¬

yöntemle ispatlanabilir. Bu takdirde ispat tamamlan¬r.
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Teorem 3.2.3 K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu A s¬n¬f¬ndan olsun. E¼ger (x0; y0) 2 R2

noktas¬ f 2 L1(R2) fonksiyonunun Lebesgue noktas¬ise bu takdirde

2 jy � y0j
x0+�Z
x0��

K� (jt� xj) dt+ 2 jx� x0j
y0+�Z
y0��

K� (js� yj) ds (3.19)

+4K� (0) jx� x0j jy � y0j

fonksiyonunun (x; y; �) ! (x0; y0; �0) iken s¬n¬rl¬ kald¬¼g¬ (x; y; �) noktalar kümesi

üzerinde

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

L�(f ;x; y) = f(x0; y0)

gerçeklenir.

·Ispat. Kabul edelim ki 0 < jx0 � xj < �
2
ve 0 < jy0 � yj < �

2
olsun. 0 < x0 � x < �

2

ve 0 < y0 � y < �
2
durumlar¬n¬dikkate alal¬m. (x0; y0) 2 R2 noktas¬f 2 L1 (R2)

fonksiyonunun Lebesgue noktas¬ise bu takdirde verilen her " > 0 için

x0Z
x0�h

y0Z
y0�k

jf(t; s)� f(x0; y0)j dsdt < "hk

x0+hZ
x0

y0Z
y0�k

jf(t; s)� f(x0; y0)j dsdt < "hk

x0Z
x0�h

y0+kZ
y0

jf(t; s)� f(x0; y0)j dsdt < "hk

x0+hZ
x0

y0+kZ
y0

jf(t; s)� f(x0; y0)j dsdt < "hk

eşitsizlikleri sa¼glanacak şekilde � > 0 bulunabilir. Burada, 0 < h; k � � d¬r. A

s¬n¬f¬n¬n (b) koşulundan

jL�(f ;x; y)� f(x0; y0)j

=

������
ZZ
R2

f(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

80



+f(x0; y0)

ZZ
R2

K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

�f(x0; y0)
ZZ
R2

K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt� f(x0; y0)

������
�
ZZ
R2

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+ jf(x0; y0)j

������
ZZ
R2

K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt� 1

������
= I1(x; y; �) + I2(x; y; �)

yaz¬labilir. B� kümesi

B� :=
n
(t; s) :

p
(t� x0)2 + (s� y0)2 < �; (x0; y0) 2 R2

o
biçiminde tan¬mlans¬n. Bu takdirde

I1 (x; y; �) =

8><>:
ZZ
R2nB�

+

ZZ
B�

9>=>; jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

= I11 (x; y; �) + I12 (x; y; �)

yaz¬labilir.

Şimdi I11 (x; y; �) integralini göz önüne alal¬m. I11 (x; y; �) integrali için

I11 (x; y; �) � sup
�p
2
�
p
t2+s2

K�

�p
t2 + s2

�
kfkL1(R2)

+ jf(x0; y0)j
ZZ

�p
2
�
p
t2+s2

K�

�p
t2 + s2

�
dsdt

oldu¼gundan, (c) ve (d) koşullar¬s¬ras¬yla göz önüne al¬nd¬¼g¬nda, (x; y; �)! (x0; y0; �0)

iken I11 (x; y; �)! 0 elde edilir.

·Ikinci olarak I12 (x; y; �) integralini göz önüne alal¬m. I12 (x; y; �) integrali için

I12 (x; y; �) �

8<:
x0Z
x0��

y0Z
y0��

+

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

+

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

+

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

9=; jf (t; s)� f (x0; y0)j
�K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt
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= I112 (x; y; �) + I
2
12 (x; y; �) + I

3
12 (x; y; �) + I

4
12 (x; y; �)

yaz¬labilir. Lemma 3.2.5-Lemma 3.2.8�in (i) ifadelerinde � = � = 0 durumu s¬ras¬yla

her bir integralde göz önüne al¬n¬rsa jI12 (x; y; �)j integrali için

jI12 (x; y; �)j � "

ZZ
R2

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+2" jy0 � yj
x0+�Z
x0��

K� (jt� xj) dt (3.20)

+2" jx0 � xj
y0+�Z
y0��

K� (js� yj) ds

+4"K� (0) jy0 � yj jx0 � xj

eşitsizli¼gi elde edilir. A s¬n¬f¬n¬n (a) koşulu ve (3.19) hipotezinden (x; y; �) !

(x0; y0; �0) iken I12 (x; y; �) ! 0 elde edilir. Son olarak A s¬n¬f¬n¬n (b) koşulundan

(x; y; �)! (x0; y0; �0) iken I2 (x; y; �)! 0 olur.

Teorem 3.2.3, 0 < jx0 � xj < �
2
ve 0 < jy0 � yj < �

2
kabullerinin 0 < x0 � x < �

2

ve 0 < y0 � y < �
2
durumlar¬ için ispatlanm¬̧st¬r. Di¼ger durumlarda da, Lemma

3.2.5-Lemma 3.2.8�in (ii) � (iv) ifadeleri ayr¬ ayr¬ yukar¬daki ispatta oldu¼gu gibi

kullan¬larak (3.20) eşitsizli¼gi elde edilir. Bu takdirde ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.2.4 K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu A s¬n¬f¬ndan olsun. E¼ger (x0; y0) 2 R2

noktas¬ f 2 L1(R2) fonksiyonunun genelleştirilmi̧s Lebesgue noktas¬ise bu takdirde

(�+ 1) (� + 1)

x0+�Z
x0��

y0+�Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
jt� x0j� js� y0j� dsdt

+2 (� + 1) jx� x0j�+1
y0+�Z
y0��

K� (js� yj) js� y0j� ds (3.21)

+2 (�+ 1) jy � y0j�+1
x0+�Z
x0��

K� (jt� xj) jt� x0j� dt

+4K� (0) jx� x0j�+1 jy � y0j�+1
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fonksiyonunun (x; y; �) ! (x0; y0; �0) iken s¬n¬rl¬ kald¬¼g¬ (x; y; �) noktalar kümesi

üzerinde

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

L�(f ;x; y) = f(x0; y0)

gerçeklenir.

·Ispat. Kabul edelim ki 0 < jx0 � xj < �
2
ve 0 < jy0 � yj < �

2
olsun. 0 < x0 � x < �

2

ve 0 < y0 � y < �
2
durumlar¬n¬göz önüne alal¬m. (x0; y0) 2 R2 noktas¬f 2 L1 (R2)

fonksiyonunun genelleştirilmi̧s Lebesgue noktas¬ ise bu takdirde verilen her " > 0

için
x0Z
x0�h

y0Z
y0�k

jf(t; s)� f(x0; y0)j dsdt < "h�+1k�+1

x0+hZ
x0

y0Z
y0�k

jf(t; s)� f(x0; y0)j dsdt < "h�+1k�+1

x0Z
x0�h

y0+kZ
y0

jf(t; s)� f(x0; y0)j dsdt < "h�+1k�+1

x0+hZ
x0

y0+kZ
y0

jf(t; s)� f(x0; y0)j dsdt < "h�+1k�+1

eşitsizlikleri sa¼glanacak şekilde � > 0 bulunabilir. Burada, 0 < h; k � � d¬r. A

s¬n¬f¬n¬n (b) koşulundan

jL�(f ;x; y)� f(x0; y0)j

=

������
ZZ
R2

f(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+f(x0; y0)

ZZ
R2

K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

�f(x0; y0)
ZZ
R2

f(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt� f(x0; y0)

������
�
ZZ
R2

jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt
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+ jf(x0; y0)j

������
ZZ
R2

f(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt� 1

������
= I1(x; y; �) + I2(x; y; �)

yaz¬labilir. B� kümesi

B� =
n
(t; s) :

p
(t� x0)2 + (s� y0)2 < �; (x0; y0) 2 R2

o
biçiminde tan¬mlans¬n. Bu takdirde

I1 (x; y; �) =

8><>:
ZZ
R2nB�

+

ZZ
B�

9>=>; jf(t; s)� f(x0; y0)jK�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

= I11 (x; y; �) + I12 (x; y; �)

yaz¬labilir.

Şimdi I11 (x; y; �) integralini göz önüne alal¬m. I11 (x; y; �) integrali için

I11 (x; y; �) � sup
�p
2
�
p
t2+s2

K�

�p
t2 + s2

�
kfkL1(R2)

+ jf(x0; y0)j
ZZ

�p
2
�
p
t2+s2

K�

�p
t2 + s2

�
dsdt

oldu¼gundan, (c) ve (d) koşullar¬s¬ras¬yla göz önüne al¬nd¬¼g¬nda, (x; y; �)! (x0; y0; �0)

iken I11 (x; y; �)! 0 elde edilir.

·Ikinci olarak I12 (x; y; �) integralini göz önüne alal¬m. I12 (x; y; �) integrali için

I12 (x; y; �) �

8<:
x0Z
x0��

y0Z
y0��

+

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

+

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

+

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

9=; jf (t; s)� f (x0; y0)j
�K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

= I112 (x; y; �) + I
2
12 (x; y; �) + I

3
12 (x; y; �) + I

4
12 (x; y; �)

yaz¬labilir. Lemma 3.2.5-Lemma 3.2.8�in (i) ifadeleri s¬ras¬yla her bir integralde göz
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önüne al¬n¬rsa, jI12 (x; y; �)j integrali için

jI12 (x; y; �)j � " (�+ 1) (� + 1)

x0+�Z
x0��

y0+�Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
jt� x0j�

� js� y0j� dsdt

+2" (� + 1) jx� x0j�+1
y0+�Z
y0��

K� (js� yj) js� y0j� ds (3.22)

+2" (�+ 1) jy � y0j�+1
x0+�Z
x0��

K� (jt� xj) jt� x0j� dt

+4"K� (0) jx� x0j�+1 jy � y0j�+1

eşitsizli¼gi elde edilir. (3.21) hipotezi dikkate al¬nd¬¼g¬takdirde (x; y; �)! (x0; y0; �0)

iken I12 (x; y; �) ! 0 elde edilir. Son olarak A s¬n¬f¬n¬n (b) koşulundan (x; y; �) !

(x0; y0; �0) iken I2 (x; y; �)! 0 olur.

Teorem 3.2.4, 0 < jx0 � xj < �
2
ve 0 < jy0 � yj < �

2
kabullerinin 0 < x0 � x < �

2

ve 0 < y0 � y < �
2
durumlar¬ için ispatlanm¬̧st¬r. Di¼ger durumlarda da, Lemma

3.2.5-Lemma 3.2.8�in (ii) � (iv) ifadeleri ayr¬ ayr¬ yukar¬daki ispatta oldu¼gu gibi

kullan¬larak (3.22) eşitsizli¼gi elde edilir. Bu takdirde ispat tamamlan¬r.

3.3 Genelleştirilmi̧s Lebesgue Noktas¬nda Yak¬nsakl¬k H¬z¬

Teorem 3.3.1 Kabul edelim ki Teorem 3.2.4�ün hipotezleri sa¼glans¬n. Ayr¬ca, � > 0

için

�(�; �; x; y) = (�+ 1) (� + 1)

x0+�Z
x0��

y0+�Z
y0��

K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
jx0 � tj�

� jy0 � sj� dsdt+ 4K� (0) jx0 � xj�+1 jy0 � yj�+1

+2 (�+ 1) jy0 � yj�+1
x0+�Z
x0��

K� (jt� xj) jx0 � tj� dt
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+2 (� + 1) jx0 � xj�+1
y0+�Z
y0��

K� (js� yj) jy0 � sj� ds

olmak üzere her � > 0 için aşa¼g¬daki koşullar sa¼glans¬n:

i. Baz¬� > 0 say¬lar¬için lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

�(�; �; x; y) = 0:

ii. (x; y; �)! (x0; y0; �0) iken

�����RRR2K�

�p
t2 + s2

�
dsdt� 1

����� = o(�(�; �; x; y)):
iii. (x; y; �)! (x0; y0; �0) iken sup

��
p
t2+s2

K�

�p
t2 + s2

�
= o(�(�; �; x; y)):

iv. (x; y; �)! (x0; y0; �0) iken
RR

��
p
t2+s2

K�

�p
t2 + s2

�
dsdt = o(�(�; �; x; y)):

Bu takdirde (x0; y0) 2 R2 noktas¬f 2 L1(R2) fonksiyonunun genelleştirilmi̧s Lebesgue

noktas¬oldu¼gunda (x; y; �)! (x0; y0; �0) iken

jL� (f ;x; y)� f (x0; y0)j = o(�(�; �; x; y))

gerçeklenir.

·Ispat. Teorem 3.2.4�ün hipotezleri gere¼gi

jL� (f ;x; y)� f (x0; y0)j

� " (�+ 1) (� + 1)

x0+�Z
x0��

y0+�Z
y0��

K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
jx0 � tj�

� jy0 � sj� dsdt+ 2" (�+ 1) jy0 � yj�+1
x0+�Z
x0��

K� (jt� xj) jx0 � tj� dt

+2" (� + 1) jx0 � xj�+1
y0+�Z
y0��

K� (js� yj) jy0 � sj� ds

+4"K� (0) jx0 � xj�+1 jy0 � yj�+1 + jf (x0; y0)j

������
ZZ
R2

K�

�p
t2 + s2

�
dsdt� 1

������
+ sup

�p
2
�
p
t2+s2

K�

�p
t2 + s2

�
kfkL1(R2) + jf(x0; y0)j

ZZ
�p
2
�
p
t2+s2

K�

�p
t2 + s2

�
dsdt
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elde edilir. S¬ras¬yla (i)-(iv) koşullar¬göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

jL� (f ;x; y)� f (x0; y0)j = o(�(�; �; x; y))

oldu¼gu görülür. Bu takdirde ispat tamamlan¬r.

Örnek 3.3.1 � = (0;1); �0 = 0 ve K�

�p
t2 + s2

�
= 1

4��
e
�(t2+s2)

4� olsun. Ayr¬ca,

(x0; y0) = (0; 0) noktas¬f fonksiyonunun Lebesgue noktas¬olsun. Bu takdirde

�(�; �; x; y) =

+�Z
��

+�Z
��

1

4��
e
�((t�x)2+(s�y)2)

4� dsdt+
1

��
jxj jyj

+ jyj
+�Z
��

1

2��
e
�(t�x)2

4� dt+ jxj
+�Z
��

1

2��
e
�(s�y)2

4� ds

yaz¬labilir. Bu integral hesapland¬¼g¬takdirde ise

�(�; �; x; y) =
1

��
jxj jyj+ 1

2
p
��

�
Erf

�
(� � y)
2
p
�

�
+ Erf

�
(� + y)

2
p
�

��

=
1

4

�
Erf(

� � x
2
p
�
) + Erf(

� + x

2
p
�
)

��
Erf(

� � y
2
p
�
) + Erf(

� + y

2
p
�
)

�
+

1

2
p
��

�
Erf

�
(� � x)
2
p
�

�
+ Erf

�
(� + x)

2
p
�

��
elde edilir. Burada, Erf fonksiyonu Erf(x) = 2p

�

xR
0

e�t
2
dt eşitli¼gi ile tan¬ml¬d¬r.

Şimdi � > 0 say¬lar¬n¬ bulmak için (x; y; �) ! (0; 0; 0) iken �(�; �; x; y) ! 0

oldu¼gunu kabul edelim. Böylece � = o(
p
�) ve jxj = jyj = o(

p
�) oldu¼gunda

lim
(x;y;�)!(0;0;0)

�(�; �; x; y) = 0

oldu¼gu görülür. Toplamdaki ilk terimden dolay¬�(�; �; x; y) = O (�c) ; c > 1
2
yaz¬la-

bilir. Benzer hesaplamalarla (ii)-(iv) koşullar¬gösterilebilir. Bu takdirde

jL� (f ;x; y)� f (x0; y0)j = o(�c); c >
1

2

sonucuna ulaş¬l¬r.
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Çizelge 3.1 Radyal çekirdekli integral operatörün yaklaş¬m verileri

� x y L� (f ;x; y) f (x0; y0) jL� (f ;x; y)� f (x0; y0)j

0.1 0.1 0.1 0.704154 1 0.295846

0.09 0.09 0.09 0.726587 1 0.273413

0.08 0.08 0.08 0.750265 1 0.249735

0.07 0.07 0.07 0.775291 1 0.224709

0.06 0.06 0.06 0.801783 1 0.198217

0.05 0.05 0.05 0.829868 1 0.170132

0.04 0.04 0.04 0.859694 1 0.140306

0.03 0.03 0.03 0.891423 1 0.108577

0.02 0.02 0.02 0.92524 1 0.074759

Çizelge 3.1�de, Örnek 3.3.1�de yak¬nsakl¬k h¬z¬ incelenen operatörün, f : R2 ! R

olmak üzere

f(t; s) = e�(t
2+s2)

biçiminde verilen fonksiyona (x0; y0) = (0; 0) noktas¬nda yaklaş¬m¬yla ilgili nümerik

hesaplamalar verilmi̧stir.
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4. RADYAL ÇEK·IRDEKL·I S·INGÜLER ·INTEGRAL OPERATÖR
A·ILES·IN·IN L1;'(R2) A¼GIRLIKLI UZAYINDA NOKTASAL
YAKINSAKLI¼GI VE YAKINSAKLIK HIZI

Bu bölümdeA' s¬n¬f¬ad¬verilen bir çekirdek s¬n¬f¬tan¬mlanacakt¬r. Daha sonra (1.9)

denklemi ile verilen L�(f ;x; y) operatör ailesinin belirli koşullar alt¬nda L1;'(R2)

uzay¬ndan L1;'(R2) uzay¬na sürekli bir dönüşüm oldu¼gu gösterilecektir. Ard¬ndan

L�(f ;x; y) singüler integral operatör ailesinin, f 2 L1;'(R2) fonksiyonunun süreklilik

noktas¬nda, Lebesgue noktas¬nda ve genelleştirilmi̧s Lebesgue noktas¬nda yak¬nsak-

l¬¼g¬incelenecek ve genelleştirilmi̧s Lebesgue noktas¬nda yak¬nsaman¬n h¬z¬araşt¬r¬la-

cakt¬r.

4.1 Operatör Ailesinin ·Iyi Tan¬ml¬l¬¼g¬

Bu k¬s¬mda öncelikle kullanaca¼g¬m¬z çekirdek s¬n¬f¬tan¬mlanacak ve daha sonra (1.9)

denklemi ile verilen L�(f ;x; y) operatör ailesinin belirli koşullar alt¬nda L1;'(R2)

uzay¬ndan L1;'(R2) uzay¬na sürekli bir dönüşüm oldu¼gu gösterilecektir.

Tan¬m 4.1.1 (A' S¬n¬f¬) � � R+0 bir indis kümesi ve �0 bu kümenin bir y¬¼g¬lma

noktas¬olsun. K�(
p
t2 + s2) fonksiyonu her bir � 2 � için (t; s) de¼gi̧skenlerinin bir

fonksiyonu olarak R2 üzerinde ölçülebilir ve negatif olmayan bir fonksiyon olsun.

Ayr¬ca, ' : R2 ! R+ fonksiyonu R2 nin her s¬n¬rl¬alt bölgesinde s¬n¬rl¬olsun ve

'(x+ t; y + s) � '(x; y)'(t; s); (x; y) 2 R2; (t; s) 2 R2 (4.1)

eşitsizli¼gini gerçeklesin. K�(
p
t2 + s2) fonksiyonu, aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glad¬¼g¬

takdirde, A' s¬n¬f¬na aittir denir:

a.



'K�

�p
(:)2 + (:)2

�



L1(R2)

� N <1; 8� 2 �.

b. (x0; y0) 2 R2; ' fonksiyonunun istenilen karakteristik noktas¬olmak üzere

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

������ 1

'(x0; y0)

ZZ
R2

' (t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt� 1

������ = 0:
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c. lim
�!�0

sup
��
p
t2+s2

�
' (t; s)K�

�p
t2 + s2

��
= 0; 8� > 0.

d. lim
�!�0

RR
��
p
t2+s2

' (t; s)K�

�p
t2 + s2

�
dsdt = 0; 8� > 0.

e. K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu her bir � 2 � için, (�1; 0] üzerinde t de¼gi̧skeninin

bir fonksiyonu olarak monoton artan ve [0;1) üzerinde monoton azalan bir

fonksiyondur. K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu, (�1; 0] üzerinde s de¼gi̧skeninin bir

fonksiyonu olarak monoton artan ve [0;1) üzerinde monoton azalan bir fonksi-

yondur. Ayr¬ca, K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu her bir � 2 � için, [0;1) � [0;1)

ve (�1; 0]� (�1; 0] üzerinde (t; s) de¼gi̧skenlerinin bir fonksiyonu olarak ikili

monoton artan ve benzer şekilde, [0;1)�(�1; 0] ve (�1; 0]�[0;1) üzerinde

(t; s) de¼gi̧skenlerinin bir fonksiyonu olarak ikili monoton azalan bir fonksiyon-

dur.

Ayr¬ca, K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu

lim
�!�0

K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
=

8<: 0; (t; s) 6= (x; y)

1; (t; s) = (x; y)

singülerlik koşulunu sa¼glamaktad¬r.

Örnek 4.1.1 � = (0;1), �0 =1 ve K� : R2 ! R+0 olmak üzere

K�

�p
t2 + s2

�
=
�2

�
e��

2(t2+s2)

biçimindeki iki de¼gi̧skenli Gauss-Weierstrass çekirde¼gi verilsin. '1 : R2 ! R+ olmak

üzere '1(t; s) = (1 + jtj)(1 + jsj) ve '2 : R2 ! R+ olmak üzere '2(t; s) = et+s

yukar¬daki koşullar¬sa¼glayan a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬na örnek olarak verilebilir.

Teorem 4.1.1 E¼ger K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu A' s¬n¬f¬ndan ise bu takdirde

L�(f ;x; y) =

ZZ
R2

f(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt; (x; y) 2 R2

biçiminde verilen radyal çekirdekli, konvolüsyon tipli singüler integral operatör ailesi

L1;'(R2) uzay¬ndan L1;'(R2) uzay¬na sürekli bir dönüşümdür.
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·Ispat. L�(f ;x; y) operatörü lineer oldu¼gundan L1;'(R2) uzay¬ndan L1;'(R2) uzay¬na

dönüşüm yapan s¬n¬rl¬bir operatör oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Bunun için

kL�k' = sup
f 6=0

kL�(f ;x; y)kL1;'(R2)
kfkL1;'(R2)

normunun s¬n¬rl¬oldu¼gunu gösterece¼giz.

Teorem 2.1.1 ve A' s¬n¬f¬n¬n özelliklerinden faydalan¬l¬rsa

kL�(f ;x; y)kL1;'(R2) =
ZZ
R2

1

'(x; y)

������
ZZ
R2

f(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

������ dydx

�
ZZ
R2

1

'(x; y)

0@ZZ
R2

jf(t+ x; s+ y)jK�

�p
t2 + s2

�
dsdt

1A dydx
=

ZZ
R2

K�

�p
t2 + s2

�0@ZZ
R2

����f(t+ x; s+ y)'(x; y)

���� dydx
1A dsdt

=

ZZ
R2

K�

�p
t2 + s2

�0@ZZ
R2

����f(t+ x; s+ y)'(x; y)

���� '(t+ x; s+ y)'(t+ x; s+ y)
dydx

1A dsdt
�

ZZ
R2

K�

�p
t2 + s2

�0@ZZ
R2

����f(t+ x; s+ y)'(t+ x; s+ y)

���� '(x; y)'(t; s)'(x; y)
dydx

1A dsdt

=

ZZ
R2

K�

�p
t2 + s2

�
'(t; s)dsdt

ZZ
R2

����f(t+ x; s+ y)'(t+ x; s+ y)

���� dydx
� N kfkL1;'(R2)

biçimindeki eşitsizlik elde edilir. Bu takdirde ispat tamamlan¬r.

4.2 Operatör Ailesinin Karakteristik Noktalarda Yak¬nsakl¬¼g¬

Teorem 4.2.1 K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu A' s¬n¬f¬ndan olsun. E¼ger (x0; y0) 2 R2

noktas¬ f 2 L1;'(R2) ve ' fonksiyonlar¬n¬n süreklilik noktas¬ise bu takdirde
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lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

L�(f ;x; y) = f(x0; y0)

gerçeklenir.

·Ispat. (x0; y0) 2 R2 noktas¬f 2 L1;'(R2) fonksiyonunun süreklilik noktas¬olsun.

Ayr¬ca, 0 <
p
(x� x0)2 + (y � y0)2 < �p

2
olsun. A' s¬n¬f¬n¬n (b) koşulundan

jL�(f ;x; y)� f(x0; y0)j

=

������
ZZ
R2

f(t; s)

'(t; s)
'(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+
f(x0; y0)

'(x0; y0)

ZZ
R2

'(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

�f(x0; y0)
'(x0; y0)

ZZ
R2

'(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt� f(x0; y0)

������
�

ZZ
R2

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

����'(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+

����f(x0; y0)'(x0; y0)

����
������
ZZ
R2

'(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt� '(x0; y0)

������
= I1 (x; y; �) + I2 (x; y; �)

yaz¬labilir. B� kümesi, B� =
n
(t; s) :

p
(t� x0)2 + (s� y0)2 < �; (x0; y0) 2 R2

o
biçiminde tan¬mlans¬n. Bu takdirde

I1 (x; y; �) =

8><>:
ZZ
R2nB�

+

ZZ
B�

9>=>;
����f(t; s)'(t; s)

� f(x0; y0)

'(x0; y0)

����'(t; s)
�K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

= I11 (x; y; �) + I12 (x; y; �)
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elde edilir. (4.1) eşitsizli¼gi I11 (x; y; �) integralinde dikkate al¬n¬rsa

I11 (x; y; �) � ' (x; y) sup
�p
2
�
p
t2+s2

h
'(t; s)K�

�p
t2 + s2

�i
kfkL1;'(R2)

+

����f(x0; y0)'(x0; y0)

����' (x; y) ZZ
�p
2
�
p
t2+s2

'(t; s)K�

�p
t2 + s2

�
dsdt

elde edilir. Son eşitsizlikte (c) ve (d) koşullar¬ s¬ras¬yla göz önüne al¬nd¬¼g¬nda,

(x; y; �)! (x0; y0; �0) iken I11 (x; y; �)! 0 elde edilir.

Şimdi I12 (x; y; �) integralini inceleyelim.
f
'
fonksiyonu (x0; y0) noktas¬nda sürekli

oldu¼gundan 8" > 0 için öyle bir � > 0 bulunabilir kip
(t� x0)2 + (s� y0)2 < � oldu¼gunda

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

���� < "
gerçeklenir. Bu takdirde (4.1) eşitsizli¼gi ile birlikte

I12 (x; y; �) =

ZZ
B�

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

����'(t; s)
�K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

� "' (x; y)
ZZ
R2

'(t� x; s� y)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

� "' (x; y)

ZZ
R2

'(u; v)K�

�p
u2 + v2

�
dvdu

� "' (x; y)N

elde edilir.

Hipoteze göre ' fonksiyonu (x0; y0) 2 R2 noktas¬nda sürekli oldu¼gundan, yeterince

küçük her " > 0 için � ! �0 iken I12 (x; y; �) ! 0 elde edilir. I2 (x; y; �) integrali

için ise (b) koşulundan,

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

����f(x0; y0)'(x0; y0)

����
������
ZZ
R2

'(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt� '(x0; y0)

������ = 0
elde edilir. Bu takdirde ispat tamamlan¬r.
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Teorem 4.2.2 K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu A' s¬n¬f¬ndan olsun. E¼ger (x0; y0) 2 R2

noktas¬f 2 L1;'(R2) ve ' fonksiyonlar¬n¬n Lebesgue noktas¬ise bu takdirde

sup
(t;s)2B�

'(t; s)

8<:
x0+�Z
x0��

y0+�Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+2 jy0 � yj
x0+�Z
x0��

K� (jt� xj) dt+ 2 jx0 � xj
y0+�Z
y0��

K� (js� yj) ds (4.2)

+4K� (0) jy0 � yj jx0 � xjg

fonksiyonunun (x; y; �) ! (x0; y0; �0) iken s¬n¬rl¬ kald¬¼g¬ (x; y; �) noktalar kümesi

üzerinde

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

L�(f ;x; y) = f(x0; y0)

gerçeklenir. Burada, B� kümesi

B� =
n
(t; s) :

p
(t� x0)2 + (s� y0)2 < �; (x0; y0) 2 R2

o
biçiminde tan¬ml¬d¬r.

·Ispat. Kabul edelim ki 0 < jx0 � xj < �
2
ve 0 < jy0 � yj < �

2
olsun. 0 < x0 � x < �

2

ve 0 < y0 � y < �
2
durumlar¬n¬dikkate alal¬m. (x0; y0) 2 R2 noktas¬f 2 L1;' (R2)

fonksiyonunun Lebesgue noktas¬ise bu takdirde verilen her " > 0 için

x0Z
x0�h

y0Z
y0�k

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

���� dsdt < "hk
x0+hZ
x0

y0Z
y0�k

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

���� dsdt < "hk
x0Z
x0�h

y0+kZ
y0

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

���� dsdt < "hk
x0+hZ
x0

y0+kZ
y0

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

���� dsdt < "hk
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eşitsizlikleri sa¼glanacak şekilde � > 0 bulunabilir. Burada, 0 < h; k � � d¬r. A'

s¬n¬f¬n¬n (b) koşulundan

jL�(f ;x; y)� f(x0; y0)j

=

������
ZZ
R2

f(t; s)

'(t; s)
'(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+
f(x0; y0)

'(x0; y0)

ZZ
R2

'(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

�f(x0; y0)
'(x0; y0)

ZZ
R2

'(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt� f(x0; y0)

������
�

ZZ
R2

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

����'(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+

����f(x0; y0)'(x0; y0)

����
������
ZZ
R2

'(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt� '(x0; y0)

������
= I1 (x; y; �) + I2 (x; y; �)

yaz¬labilir. Bu takdirde

I1 (x; y; �) =

ZZ
R2nB�

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

����'(t; s)
�K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+

ZZ
B�

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

����'(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

= I11 (x; y; �) + I12 (x; y; �)

elde edilir. (4.1) eşitsizli¼gi ve ' fonksiyonunun s¬n¬rl¬l¬¼g¬ I11 (x; y; �) integralinde

dikkate al¬n¬rsa

I11 (x; y; �) � ' (x; y) sup
�p
2
�
p
t2+s2

h
'(t; s)K�

�p
t2 + s2

�i
kfkL1;'(R2)

+

����f(x0; y0)'(x0; y0)

����' (x; y) ZZ
�p
2
�
p
t2+s2

'(t; s)K�

�p
t2 + s2

�
dsdt
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yaz¬labilir. Ayr¬ca, (c) ve (d) koşullar¬s¬ras¬yla göz önüne al¬nd¬¼g¬nda ise (x; y; �)!

(x0; y0; �0) iken I11 (x; y; �)! 0 olur.

I12 (x; y; �) integralini göz önüne alal¬m. I12 (x; y; �) integrali için

I12 (x; y; �) � sup
(t;s)2B�

'(t; s)

8<:
x0Z
x0��

y0Z
y0��

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

����
�K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

����K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

����K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

����K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

9=;
= sup

(t;s)2B�
'(t; s)

�
I112 (x; y; �) + I

2
12 (x; y; �) + I

3
12 (x; y; �) + I

4
12 (x; y; �)

	
yaz¬labilir. Lemma 3.2.5-Lemma 3.2.8�in (i) ifadeleri için � = � = 0 durumu s¬ras¬yla

her bir integralde göz önüne al¬n¬rsa

jI12 (x; y; �)j � " sup
(t;s)2B�

'(t; s)

8<:
x0+�Z
x0��

y0+�Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+2 jy0 � yj
x0+�Z
x0��

K� (jt� xj) dt+ 2 jx0 � xj
y0+�Z
y0��

K� (js� yj) ds (4.3)

+4 jy0 � yj jx0 � xjK� (0)g

eşitsizli¼gi elde edilir. (4.2) hipotezi dikkate al¬nd¬¼g¬takdirde (x; y; �) ! (x0; y0; �0)

iken I12 (x; y; �)! 0 elde edilir. Son olarak A' s¬n¬f¬n¬n (b) koşulundan (x; y; �)!

(x0; y0; �0) iken I2 (x; y; �)! 0 olur.

Teorem 4.2.2, 0 < jx0 � xj < �
2
ve 0 < jy0 � yj < �

2
kabullerinin 0 < x0 � x < �

2

ve 0 < y0 � y < �
2
durumlar¬ için ispatlanm¬̧st¬r. Di¼ger durumlarda da, Lemma
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3.2.5-Lemma 3.2.8�in (ii) � (iv) ifadeleri ayr¬ayr¬, yukar¬daki ispatta oldu¼gu gibi

kullan¬larak (4.3) eşitsizli¼gi elde edilir. Bu takdirde ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.2.3 K�

�p
t2 + s2

�
fonksiyonu A' s¬n¬f¬ndan olsun. E¼ger (x0; y0) 2 R2

noktas¬ f 2 L1;'(R2) ve ' fonksiyonlar¬n¬n genelleştirilmi̧s Lebesgue noktas¬ise bu

takdirde

sup
(t;s)2B�

'(t; s)

8<:(�+ 1) (� + 1)
x0+�Z
x0��

y0+�Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�

� jt� x0j� js� y0j� dsdt

+2 (� + 1) jx� x0j�+1
y0+�Z
y0��

K� (js� yj) js� y0j� ds (4.4)

+2 (�+ 1) jy � y0j�+1
x0+�Z
x0��

K� (jt� xj) jt� x0j� dt

+4K� (0) jx� x0j�+1 jy � y0j�+1
o

fonksiyonunun (x; y; �) ! (x0; y0; �0) iken s¬n¬rl¬ kald¬¼g¬ (x; y; �) noktalar kümesi

üzerinde

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

L�(f ;x; y) = f(x0; y0)

gerçeklenir. Burada, B� kümesi

B� =
n
(t; s) :

p
(t� x0)2 + (s� y0)2 < �; (x0; y0) 2 R2

o
biçiminde tan¬ml¬d¬r.

·Ispat. Kabul edelim ki 0 < jx0 � xj < �
2
ve 0 < jy0 � yj < �

2
olsun. 0 < x0 � x < �

2

ve 0 < y0 � y < �
2
durumlar¬n¬dikkate alal¬m. (x0; y0) 2 R2 noktas¬f 2 L1;' (R2)

fonksiyonunun genelleştirilmi̧s Lebesgue noktas¬ ise bu takdirde verilen her " > 0

için
x0Z
x0�h

y0Z
y0�k

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

���� dsdt < "h�+1k�+1
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x0+hZ
x0

y0Z
y0�k

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

���� dsdt < "h�+1k�+1
x0Z
x0�h

y0+kZ
y0

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

���� dsdt < "h�+1k�+1
x0+hZ
x0

y0+kZ
y0

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

���� dsdt < "h�+1k�+1
eşitsizlikleri sa¼glanacak şekilde � > 0 bulunabilir. Burada 0 < h; k � � d¬r. A'

s¬n¬f¬n¬n (b) koşulundan,

jL�(f ;x; y)� f(x0; y0)j

=

������
ZZ
R2

f(t; s)

'(t; s)
'(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+
f(x0; y0)

'(x0; y0)

ZZ
R2

'(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

�f(x0; y0)
'(x0; y0)

ZZ
R2

'(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt� f(x0; y0)

������
�
ZZ
R2

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

����'(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+

����f(x0; y0)'(x0; y0)

����
������
ZZ
R2

'(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt� '(x0; y0)

������
= I1 (x; y; �) + I2 (x; y; �)

yaz¬labilir. Bu takdirde

I1 (x; y; �) =

ZZ
R2nB�

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

����'(t; s)
�K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+

ZZ
B�

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

����'(t; s)K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

= I11 (x; y; �) + I12 (x; y; �)
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elde edilir. (4.1) eşitsizli¼gi ve ' fonksiyonunun s¬n¬rl¬l¬¼g¬ I11 (x; y; �) integralinde

dikkate al¬n¬rsa

I11 (x; y; �) � ' (x; y) sup
�p
2
�
p
t2+s2

h
'(t; s)K�

�p
t2 + s2

�i
kfkL1;'(R2)

+' (x; y)

����f(x0; y0)'(x0; y0)

���� ZZ
�p
2
�
p
t2+s2

'(t; s)K�

�p
t2 + s2

�
dsdt

yaz¬labilir. Ayr¬ca, (c) ve (d) koşullar¬s¬ras¬yla göz önüne al¬nd¬¼g¬nda ise (x; y; �)!

(x0; y0; �0) iken I11 (x; y; �)! 0 elde edilir. I12 (x; y; �) integrali için ise

I12 (x; y; �) � sup
(t;s)2B�

'(t; s)

8<:
x0Z
x0��

y0Z
y0��

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

����
�K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

����K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

����K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

+

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

����f(t; s)'(t; s)
� f(x0; y0)

'(x0; y0)

����K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dsdt

9=;
= sup

(t;s)2B�
'(t; s)

�
I112 (x; y; �) + I

2
12 (x; y; �) + I

3
12 (x; y; �) + I

4
12 (x; y; �)

	
yaz¬labilir. S¬ras¬yla Lemma 3.2.5-Lemma 3.2.8�in (i) ifadeleri her bir integralde göz

önüne al¬n¬rsa

jI12 (x; y; �)j � sup
(t;s)2B�

'(t; s)"

8<:(�+ 1) (� + 1)
x0+�Z
x0��

y0+�Z
y0��

K�

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
� jt� x0j� js� y0j� dsdt

+2 (� + 1) jx� x0j�+1
y0+�Z
y0��

K� (js� yj) js� y0j� ds (4.5)

+2 (�+ 1) jy � y0j�+1
x0+�Z
x0��

K� (jt� xj) jt� x0j� dt

+4K� (0) jx� x0j�+1 jy � y0j�+1
o
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eşitsizli¼gi elde edilir. (4.4) hipotezi dikkate al¬nd¬¼g¬takdirde (x; y; �) ! (x0; y0; �0)

iken I12 (x; y; �)! 0 elde edilir. Son olarak A' s¬n¬f¬n¬n (b) koşulundan (x; y; �)!

(x0; y0; �0) iken I2 (x; y; �)! 0 olur.

Teorem 4.2.3, 0 < jx0 � xj < �
2
ve 0 < jy0 � yj < �

2
kabullerinin 0 < x0 � x < �

2

ve 0 < y0 � y < �
2
durumlar¬ için ispatlanm¬̧st¬r. Di¼ger durumlarda da, Lemma

3.2.5- Lemma 3.2.8�in (ii) � (iv) ifadeleri ayr¬ayr¬, yukar¬daki ispatta oldu¼gu gibi

kullan¬larak (4.5) eşitsizli¼gi elde edilir. Bu takdirde ispat tamamlan¬r.

4.3 Genelleştirilmi̧s Lebesgue Noktas¬nda Yak¬nsakl¬k H¬z¬

Teorem 4.3.1 Kabul edelim ki Teorem 4.2.3�ün hipotezleri sa¼glans¬n. Ayr¬ca, � > 0

için

�(�; �; x; y) = sup
(t;s)2B�

'(t; s)

8<:(�+ 1) (� + 1)
x0+�Z
x0��

y0+�Z
y0��

K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�
� jx0 � tj� jy0 � sj� dsdt

+2 (�+ 1) jy0 � yj�+1
x0+�Z
x0��

K� (jt� xj) jx0 � tj� dt

+2 (� + 1) jx0 � xj�+1
y0+�Z
y0��

K� (js� yj) jy0 � sj� ds

+4K� (0) jx0 � xj�+1 jy0 � yj�+1
o

olmak üzere her � > 0 için aşa¼g¬daki koşullar sa¼glans¬n:

i. Baz¬� > 0 say¬lar¬için lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

�(�; �; x; y) = 0:

ii. (x; y; �)! (x0; y0; �0) iken

����� 1
'(x0;y0)

RR
R2
K�

�p
t2 + s2

�
dsdt� 1

����� = o(�(�; �; x; y)):
iii. (x; y; �)! (x0; y0; �0) iken sup

��
p
t2+s2

�
'(t; s)K�

�p
t2 + s2

��
= o(�(�; �; x; y)):

iv. (x; y; �)! (x0; y0; �0) iken
RR

��
p
t2+s2

'(t; s)K�

�p
t2 + s2

�
dsdt = o(�(�; �; x; y)):
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Bu takdirde (x0; y0) 2 R2 noktas¬f 2 L1;'(R2) ve ' fonksiyonlar¬n¬n genelleştirilmi̧s

Lebesgue noktas¬oldu¼gunda (x; y; �)! (x0; y0; �0) iken

jL� (f ;x; y)� f (x0; y0)j = o(�(�; �; x; y))

gerçeklenir.

·Ispat. Teorem 4.2.3�ün hipotezleri alt¬nda

jL� (f ;x; y)� f (x0; y0)j �

sup
(t;s)2B�

'(t; s)"

8<:(�+ 1) (� + 1)
x0+�Z
x0��

y0+�Z
y0��

K�

�p
(t� x)2 + (s� y)2

�

� jx0 � tj� jy0 � sj� dsdt+ 2 (�+ 1) jy0 � yj�+1
x0+�Z
x0��

K� (jt� xj) jx0 � tj� dt

+2 (� + 1) jx0 � xj�+1
y0+�Z
y0��

K� (js� yj) jy0 � sj� ds

+4K� (0) jx0 � xj�+1 jy0 � yj�+1
o

+ jf(x0; y0)j
����� 1

' (x0; y0)

RR
R2
' (t; s)K�

�p
t2 + s2

�
dsdt� 1

�����
+' (x; y) sup

�p
2
�
p
t2+s2

h
' (t; s)K�

�p
t2 + s2

�i
kfkL1;'(R2)

+' (x; y)

����f(x0; y0)'(x0; y0)

���� ZZ
�p
2
�
p
t2+s2

K�

�p
t2 + s2

�
dsdt

elde edilir. S¬ras¬yla (i)-(iv) koşullar¬göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

jL� (f ;x; y)� f (x0; y0)j = o(�(�; �; x; y))

oldu¼gu görülür. Bu takdirde ispat tamamlan¬r.

Örnek 4.3.1 � = (0;1); �0 = 0, ' : R2 ! R+ olmak üzere '(t; s) = (1+jtj)(1+jsj)

ve

K�

�p
t2 + s2

�
=

1

4��
e
�(t2+s2)

4�
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olsun. Ayr¬ca, (x0; y0) = (0; 0) noktas¬f fonksiyonunun Lebesgue noktas¬olsun. Bu

takdirde sup
(t;s)2B�

'(t; s) = 1 +m� denirse

�(�; �; x; y) = (1 +m�)

�
1

��
jxj jyj+ 1

2
p
��

�
Erf

�
(� � y)
2
p
�

�
+ Erf

�
(� + y)

2
p
�

��
=

1

4

�
Erf(

� � x
2
p
�
) + Erf(

� + x

2
p
�
)

��
Erf(

� � y
2
p
�
) + Erf(

� + y

2
p
�
)

�
+

1

2
p
��

�
Erf

�
(� � x)
2
p
�

�
+ Erf

�
(� + x)

2
p
�

���
elde edilir. Burada, Erf fonksiyonu

Erf(x) =
2p
�

xZ
0

e�t
2

dt

eşitli¼gi ile verilir. � > 0 say¬lar¬ için (x; y; �) ! (0; 0; 0) iken �(�; �; x; y) ! 0

oldu¼gunu kabul edelim. Böylece � = o(
p
�) ve jxj = jyj = o(

p
�) oldu¼gunda

lim
(x;y;�)!(0;0;0)

�(�; �; x; y) = 0

oldu¼gu görülür. Bu takdirde toplamdaki ilk terimden dolay¬�(�; �; x; y) = O (�c) ;

c > 1
2
yaz¬labilir. Benzer hesaplamalarla

lim
�!0

sup
�p
2
�
p
t2+s2

'(t; s)K�

�p
t2 + s2

�
= (1 +

1

2
(�1 +

p
1 + 8�))e�

(�1+
p
1+8�)2

16�

= 0

oldu¼gundan,

(x; y; �)! (x0; y0; �0) iken sup
��
p
t2+s2

h
'(t; s)K�

�p
t2 + s2

�i
= o(�c); c >

1

2

yaz¬labilir. (ii) ve (iv) koşullar¬benzer şekilde gösterilebilir.

Bu takdirde

jL� (f ;x; y)� f (x0; y0)j = o(�c); c >
1

2

sonucuna ulaş¬l¬r.
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Çizelge 4.1 Radyal çekirdekli integral operatörün yaklaş¬m verileri

� x y L� (f ;x; y) f (x0; y0) jL� (f ;x; y)� f (x0; y0)j

0.1 0.1 0.1 0.021000 0 0.021000

0.09 0.09 0.09 0.016929 0 0.016929

0.08 0.08 0.08 0.013312 0 0.013312

0.07 0.07 0.07 0.010143 0 0.010143

0.06 0.06 0.06 0.007416 0 0.007416

0.05 0.05 0.05 0.005125 0 0.005125

0.04 0.04 0.04 0.003264 0 0.003264

0.03 0.03 0.03 0.001827 0 0.001827

0.02 0.02 0.02 0.000808 0 0.000808

0.01 0.01 0.01 0.000201 0 0.000201

f : R2 ! R olmak üzere f (t; s) = t2s olsun. Burada (x0; y0) = (0; 0) noktas¬f

fonksiyonunun süreklilik noktas¬olup ayn¬zamanda Lebesgue noktas¬d¬r. Çizelge

4.1�de operatörün f fonksiyonuna (x0; y0) = (0; 0) noktas¬nda yaklaş¬m¬yla ilgili

nümerik sonuçlar verilmi̧stir.

Teorem 4.3.1�in (iii) ve (iv) koşullar¬n¬n gra�ksel yorumu şekil 4.1 ve şekil 4.2 ile

verilmi̧stir. Burada, � = 0:1 olup gra�kler �1 � t; s � 1 durumu için çizdirilmi̧stir.

Ayr¬ca, f (t; s) = t2s fonksiyonuna radyal çekirdekli integral operatör uyguland¬¼g¬nda

L�(f ;x; y) = 2�y + yx
2

elde edilir. Bu takdirde s¬ras¬yla � = 0:1, � = 0:01 ve � = 0:0001 de¼gerleri için şekil

4.3-̧sekil 4.5 elde edilir. Şekil 4.6 ise fonksiyonun orijinal gra�¼gidir.
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Şekil 4.1 K0:1

�p
t2 + s2

�
'(t; s) = 1

0:4�
e
�(t2+s2)+(t+s)

0:4 ; �1 � t; s � 1

Şekil 4.2
ZZ

1
0:4�
e
�(t2+s2)+(t+s)

0:4 dsdt; �1 � t; s � 1

Şekil 4.3 L0:1(f ;x; y) = 1
5
y + x2y; �1 � x; y � 1
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Şekil 4.4 L0:01(f ;x; y) = 1
50
y + x2y; �1 � x; y � 1

Şekil 4.5 L0:0001(f ;x; y) = 1
5000

y + x2y; � 1 � x; y � 1

Şekil 4.6 f (t; s) = t2s; �1 � t; s � 1
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Üçüncü bölümün ilk k¬sm¬nda Taberski (1964) taraf¬ndan verilen üç parametreye

ba¼gl¬lineer, konvolüsyon tipli iki katl¬singular integral operatör ailesinin çekirde¼gi

radyal olarak al¬narak elde edilen operatörün f 2 L1 (R2) fonksiyonuna süreklilik

noktas¬nda, d�noktas¬nda, Lebesgue noktas¬nda ve genelleştirilmi̧s Lebesgue nok-

tas¬nda yak¬nsakl¬¼g¬ incelenmi̧stir. Bölümün ikinci k¬sm¬nda ise ilk k¬s¬mda nok-

tasal yak¬nsakl¬¼g¬ incelenen operatörün f 2 L1 (R2) fonksiyonuna genelleştirilmi̧s

Lebesgue noktas¬nda yak¬nsakl¬k h¬z¬incelenmi̧stir. Ayr¬ca, sonuçlar Mathematica

7 yard¬m¬yla elde edilen nümerik hesaplamalarla desteklenmi̧stir.

Dördüncü bölümün ilk k¬sm¬nda Taberski (1964) taraf¬ndan verilen üç parametreye

ba¼gl¬lineer, konvolüsyon tipli iki katl¬singular integral operatör ailesinin çekirde¼gi

radyal olarak al¬narak elde edilen operatör ailesinin f 2 L1;' (R2) fonksiyonuna

süreklilik noktas¬nda Lebesgue noktas¬nda ve genelleştirilmi̧s Lebesgue noktas¬nda

yak¬nsakl¬¼g¬ incelenmi̧stir. Bölümün ikinci k¬sm¬nda ise operatör ailesinin f 2

L1;' (R2) fonksiyonuna genelleştirilmi̧s Lebesgue noktas¬nda yak¬nsakl¬k h¬z¬ ince-

lenmi̧stir. Ayr¬ca, sonuçlar Mathematica 7 yard¬m¬yla elde edilen nümerik hesapla-

malarla ve gra�klerle desteklenmi̧stir.

Singüler integral operatörler matematik, �zik mühendislik ve t¬p gibi alanlarda geni̧s

uygulama alan¬na sahiptir. Ayr¬ca, iki katl¬konvolüsyon tipli singüler integral o-

peratörler Fourier analiziyle dolay¬s¬yla da t¬pta çok kullan¬lan manyetik rezonans

görüntüleme (MRI) cihazlar¬n¬n çal¬̧sma prensibi ile yak¬ndan ilgilidir. Bu tezde

özel olarak radyal tipte çekirde¼ge sahip singüler integral operatör ailesi dikkate al¬n-

m¬̧st¬r. Literatüre bak¬ld¬¼g¬nda radyal tipte çekirdeklerin en s¬k kullan¬lan çekir-

deklerden biri oldu¼gu kolayl¬kla görülebilir. Gauss-Weierstrass çekirde¼gi bu tipteki

çekirdeklere verilebilecek en iyi örneklerden biridir. Fonksiyonlar¬n karakteristik

noktalarda temsiline ili̧skin problem pek çok araşt¬rmac¬taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Tek

de¼gi̧skenli, 2� periyotlu ve integrallenebilen fonksiyonlara karakteristik noktalar¬nda

yaklaş¬mda öne ç¬kan baz¬çal¬̧smalar Taberski (1962a), Gadjiev (1968) ve Rydzewska
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(1973) taraf¬ndan verilmi̧stir. ·Iki de¼gi̧skenli, her bir de¼gi̧skenine göre 2� periyotlu

ve integrallenebilen fonksiyonlara karakteristik noktalar¬nda yaklaş¬mda öne ç¬kan

baz¬çal¬̧smalar ise Taberski (1964), Taberski (1962b) ve Rydzewska (1974) taraf¬n-

dan verilmi̧stir. Bu tezde dikkate al¬nan integral operatör ise son y¬llarda Y¬lmaz

(2010) ve Serenbay vd. (2014) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smalarda s¬ras¬yla iki

de¼gi̧skenli, her bir de¼gi̧skenine göre 2� periyotlu ve integrallenebilen fonksiyonlara ve

key� bir h�a; a;�b; bi bölgesinde integrallenebilen fonksiyonlara karakteristik nok-

talar¬nda yaklaş¬mla ilgili sonuçlar verilmi̧stir. Ayr¬ca, a¼g¬rl¬kl¬anlamda Lebesgue

integrallenebilen fonksiyonlara karakteristik noktalar¬nda yaklaş¬mla ilgili öne ç¬kan

baz¬çal¬̧smalar ise Alexits (1960), Mamedov (1963) ve Taberski (1976) taraf¬ndan

verilmi̧stir. Dolay¬s¬yla, yukar¬da ifade edilen sebeplerden ötürü bu tezde elde edilen

sonuçlar¬n singüler integral teorisinin hem teori hem de uygulama alan¬na katk¬

sa¼glayaca¼g¬düşünülmektedir.

107



KAYNAKLAR

Alexits, G. 1960. Konvergenzprobleme der Orthogonalreihen. Verlag der Ungarisch-
en Akademie der Wissenschaften, 307 p., Budapest.

Bardaro, C. 1984. On approximation properties for some classes of linear operators
of convolution type. Atti Sem. Mat. Fis. Univ. Modena, 33; 329-356.

Bochner, S. and Chandrasekharan, K. 1949. Fourier Transforms. Vol. 19, Annals of
Mathematics Studies. Princeton University Press, 219 p., Princeton.

Butzer, P.L. 1960. Representation and approximation of functions by general singu-
lar integrals I� and I�. Indag. Math., 22; 1�24.

Butzer, P.L. and Nessel, R.J. 1971. Fourier Analysis and Approximation. Vol. 1, A-
demic Press, 553 p., New York, London.

Clarkson, J.A. 1933. On double Riemann-Stieltjes integrals. Bull. Amer. Math. Soc.,
39 (12); 929-936.

Clarkson, J.A. and Adams, C. R. 1933. On de�nitions of bounded variation for func-
tions of two variables. Trans. Amer. Math. Soc., 35 (4); 824�854.

Dirac, P.A.M. 1958. The Principles of Quantum Mechanics (4th ed.). Oxford Univ.
Press, 314 p., London.

Faddeev, D.K. 1936. On the representation of summable functions by means of sin-
gular integrals at Lebesgue points. Mat. Sbornik, 1 (43), no. 3; 351-368.

Fatou, P. 1906. Séries trigonométriques et séries de Taylor. Acta Math., 30 (1); 335-
400.

Fejer, L. 1911. Sur les singularités de la série de Fourier des fonctions continues. An-
nales Scienti�ques de l�École Normale Supérieure, 28; 63-104.

Fichtenholz, G.M. 1918. Theory of depending on parameter primary de�nite integ-
rals (in Russian). Ph. D. Thesis, St. Petersburg State Univ., Research
Institute of Mathematics and Mechanics, St. Petersburg.

Fréchet, M.R. 1910. Extension au cas des intégrals multiples d�une dé�nition de l�in-
tégrale due à Stieltjes. Nouvelles Annales de Mathématiques, 10 (4);
241-256.

Gadjiev, A.D. 1963. On the speed of convergence of a class of singular integrals (in
Russian). Izv. Akad. Nauk Azerba¼¬dµzan. SSR Ser. Fiz.-Mat. Tehn. Nauk,
no. 6; 27�31.

Gadjiev, A.D. 1968. The order of convergence of singular integrals which depend on
two parameters. In: Special Problems of Functional Analysis and Their
Applications to the Theory of Di¤erential Equations and the Theory of
Functions. Izdat. Akad. Nauk Azerba¼¬dµzan. SSR., 40-44, Bakü.

108



Gahariya, K.K. 1951. The representation of a function of two variables at Lebesgue
points by singular double integrals. Soob�µceniya Akad. Nauk Gruzin SSR.
(in Russian), 12; 257-264.

Ghorpade, S.R. and Limaye, B.V. 2010. A Course in Multivariable Calculus and A-
nalysis. Springer, 475 p., New York.

Hobson, E.W. 1921. The Theory of Functions of a Real Variable and the Theory of
Fourier�s Series. Vol. 1, Cambridge University Press, 671 p., England.

Jawarneh, Y. and Noorani, M.S.M. 2011. Inequalities of Ostrowski and Simpson ty-
pe for mappings of two variables with bounded variation and applications.
Transylv. J. Math. Mech., 3 (2): 81�94.

Labsker, L.G. and Gadjiev, A.D. 1962. On some classes of double singular integrals
(in Russian). Izv. Akad. Nauk Azerba¼¬dµzan. SSR Ser. Fiz.-Mat. Tehn.
Nauk, no. 4; 37�54.

Lebesgue, H. 1904. Leçons sur l�intégration et la recherche des fonctions primitives.
Gauthier�Villars, 138 p., Paris.

Lebesgue, H. 1909. Sur les intégrales singulières. Annales de la faculté des sciences
de Toulouse Sér. 3, 1; 25-117.

Lebesgue, H. 1910. Sur l�intégration des fonctions discontinues. Annales Scienti�ques
de l�École Normale Supérieure, 27; 361�450.

Lenze, B. 1989. On multidimensional Lebesgue-Stieltjes convolution operators. In:
Multivariate approximation theory, IV (Oberwolfach, 1989), Internat. Ser.
Numer. Math., 90, Birkhäuser, 225-232, Basel.

Lu, S. 1966. Double singular integrals and linear summation of Fourier series. Acta
Math. Sinica 16; 314�327 (in Chinese); translated as Chinese Math. Acta,
8; 334�347.

Mamedov, R.G. 1955. Weighted approximation in the space Lp(�1;1) (in
Russian). Trudy Azerba¼¬dµzan. Gos. Ped. Inst. Lenin., 2; 154�158.

Mamedov, R.G. 1963. On the order of convergence of m-singular integrals at genera-
lized Lebesgue points and in the space Lp(�1;1) (in Russian). Izv.
Akad. Nauk. SSSR Ser. Mat., 27 (2); 287-304.

Mamedov, R.G. 1965a. A generalization of an inequality of I. P. Natanson and the
order of convergence of singular integrals (in Russian). Azerba¼¬dµzan.
Gos. Univ. Uµcen. Zap. Ser. Fiz.-Mat. Nauk, no. 5; 24�33.

Mamedov, R.G. 1965b. A study of orders of convergence of one-dimensional and
multidimensional singular integrals. In: Studies in Theory of Di¤erential
Equations and Theory of Functions (in Russian). Izdat. Akad.
Nauk Azerba¼¬dµzan. SSR, 92-108, Bakü.

109



Mamedov, R.G. 1967. Fonksiyonlar¬n Lineer Operatörlerle Yaklaşmas¬. Azerbaycan
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