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1. GIRIiS

Yaklagimlar teorisinin ortaya c¢ikmasindaki ana nedenlerden biri uygulamada goz
oniine aliman bazi fonksiyonlarin iyi tzelliklere sahip olmamasidir. Bu iyi 6zellik-
lerden bazilar siireklilik, basit fonksiyon olma, tiirevlenebilme ve integrallenebilme
olarak verilebilir. Bu baglamda diisiiniildiigiinde, verilen bir f fonksiyonunu, ken-
disinden daha iyi ozellikleri olan fonksiyon dizileri ya da aileleri ile temsil etmenin
miimkiin olup olmadigi énemli bir problem olarak kargimiza ¢ikmaktadir. Bu prob-
lemle ilgili olarak Weierstrass, 1885 yilinda yaklagimlar teorisinin esasi kabul edilen
teoremi ispatlamigtir. Bu teorem, reel sayilarin kompakt bir alt araligi iizerinde
siirekli olan f fonksiyonuna, bu aralik iizerinde diizgiin yakinsayan bir polinom
dizisinin var oldugunu ifade etmektedir. Yaklagim problemi, integrallenebilir fonksi-
yonlar sinifinda ele alindiginda, bu siniftan alinan bir fonksiyona integral operator

aileleri ile yaklagmanin uygun oldugu goriilmiistiir.

Lebesgue noktasi ve d—noktasi kavramlarinin temeli olan ve integrallenebilen bir
fonksiyonun belirsiz integralinin tiirevinin hemen hemen her yerde kendisine esit
oldugunu ifade eden teorem Lebesgue (1904) tarafindan verilmistir. Ayrica, bu
calismada olgiilebilir ve integrallenebilir fonksiyonlarin sagladiklar: temel 6zellikler
ile ilgili sonuglar da verilmistir. Bu ¢alismadan sonra Fatou (1906), birim ¢ember

tizerinde Dirichlet probleminin ¢éziimiinii veren ve integral gosterimi

P.(f:0) = %]ﬂu) ( L ) du, re(0,1), O¢(—mm) (L1)

1 —2rcos(0 — u) + r?

bigiminde olan Poisson ifadesini Lebesgue integrali olarak gtz dniine almig ve fonksi-
yonlarin temsili ile ilgili 6nemli sonuglar elde etmigtir. Lebesgue (1909), H,(t,x)
operatoriin c¢ekirdegi olmak {iizere

b
Lo(f;z) = /f(t)Hn(t,x)dt, neN, zé€(ab) (1.2)

a



tipli genel bir lineer integral operatorii ve H,(t,z) = K, (t — x) secilmesi ile

Lo(fiz) = /f(t)Kn(t _w)dt, neN, x€(a,b) (1.3)

big¢iminde ifade edilen konvoliisyon tipli lineer integral operatorii géz oniine alarak
verilen bir fonksiyonun siirekli oldugu ve siireksiz oldugu noktalarda temsil edilme

problemine iligkin sonuglar vermistir. Ayni calismada
Wo(f;z) = i/f(t)e’ﬁ(tm)zdt, neN, ze(—o0,00) (1.4)
VT

bi¢iminde ifade edilen ve tiim reel eksende 1s1 denkleminin ¢oziimii olan Gauss-
Weierstrass integralinin 6zellikleri de incelenmigtir. Lebesgue (1910) 6l¢iim ve in-
tegral teorisinin 6gelerini ¢ok kath integraller icin ifade etmis ve 1904 makalesinde
verdigi tiirevlenme teoremlerini ¢ok katli integraller igin genellestirmistir. Fejer
(1911) ise bir fonksiyonun Fourier serisinin n—inci kismi toplamini ifade eden, fonksi-

yonlarin siireklilik noktalarinda istenen yakinsakligi vermeyen ve integral gosterimi

5,00 = = [Pl

x

—— ) dt, neN, z€|0,2r] (1.5)
sin [ (t — )]
bi¢iminde olan Dirichlet integralini géz ¢niine almistir. Aym calismada bir fonksi-
yonun Fourier serisinin kismi toplamlarinin aritmetik ortalamasinin (Cesaro ortala-
mast) hesaplanmasi ile

Ffin) = [ 1005, Cm[

2nm \ sin [
0

NI

g : ;:H) dt, neN, z¢€|0,2n] (1.6)

bi¢ciminde ifade edilen Fejer integral operatorii elde edilmistir ve fonksiyonun sagladigi

belli kosullara gore operatoriin yakinsaklig: ile ilgili sonuglar da verilmistir.

Ayrica, karakteristik noktalarinda fonksiyonlarin temsiline iliskin problemin ¢aligma
alani, Fichtenholz (1918), Romanovskii (1932), Faddeev (1936), Gahariya (1951),
Tandori (1954), Zygmund (1959), Butzer (1960), Mamedov (1963), Sikkema (1983)
ve Bardaro (1984) tarafindan (1.2) tipli integral operatoriin gekirdeginin belirli

kogullar1 saglayan bir dizi olarak alinmasi ve indis kiimesinin N yerine genel bir A
2



indis kiimesi olarak alinmas ile genigletilmistir. Taberski (1962a) integrallenebilen
fonksiyonlar simifindaki yaklasim problemini iki parametreli bir integral ailesinin
yaklagim problemi olarak ifade ettikten sonra Gadjiev (1963, 1968) ve Rydzewska
(1973) iki parametreye bagh singiiler integraller iizerine ¢aligmiglar ve integral o-
perator aileleri ile Lebesgue anlaminda integrallenebilen fonksiyonlara yakinsaklikla
ilgili sonuglar elde etmiglerdir. Ayrica, Nessel (1966), Stein (1970), Stein ve Weiss
(1971), Neri (1971) ve Lenze (1989) tarafindan ¢ok degiskenli fonksiyonlara karak-
teristik noktalarinda yaklagimla ilgili sonuglar verilmigtir. (1.2) tipli operatorlerin
Lebesgue anlaminda olciilebilen fonksiyonlara noktasal yakinsakligi ile ilgili baz
teoremler, Mamedov (1955, 1963), Alexits (1960) ve aym operatoriin iki kathi bir

genellegtirmesi i¢in bazi teoremler Taberski (1976) tarafindan verilmistir.

Dirac (1958) d—fonksiyonunu, tiim reel eksende integrali bir olan ve orijinde son-
suza giden bir fonksiyon olarak karakterize etmigtir. Gauss-Weierstrass ve Poisson
gibi yaklagimda iyi sonug veren cekirdekler limit pozisyonunda bu fonksiyon gibi
bir davranig sergilediklerinden dolay1 bu tip cekirdelere deltasal cekirdek de de-
nilmektedir. Bu tip cekirdekler Fourier integral teorisinde oldugu kadar harmonik

fonksiyonlar teorisi ve potansiyel teoride de biiyiik 6neme sahiptir.

Natanson (1960) tarafindan verilen ve literatiirde Natanson lemma olarak bilinen
lemma ¢egitli fonksiyon uzaylarinda arastirilan noktasal yakinsaklik problemlerinin
coziimlerinde biiyiik éneme sahiptir. Uzerinde calisilan noktasal yakinsaklik prob-
leminin gereksinimlerine gore bu lemmanin bazi genellegtirmeleri Taberski (1962a,b,
1964), Mamedov (1965a), Gadjiev (1968), Rydzewska (1974) ve Siudut (1990) tarafin-

dan verilmistir.

Taberski (1962b, 1964) integrallenebilen fonksiyonlar simfi tizerindeki yaklagim prob-

lemini ii¢ parametreye bagl iki kath bir singiiler integral operator ailesi:

Ly(f;z,y) ://f(t,s)H,\(t—a:,s—y)dsdt, (x,y) € [a,b;c,d] (1.7)

yardimi ile vermistir ve periyodik fonksiyonlara karakteristik noktalarda yakinsak-
3



likla ilgili teoremler ifade ve ispat etmistir. Ayrica, Labsker ve Gadjiev (1962), Lu
(1966), Rydzewska (1974) ve Siudut (1988, 1989) (1.7) tipli ve benzer tipteki integral

operator aileleri i¢in cegitli yakinsaklik teoremleri ispatlamiglardir.

(1.7) denkleminde cekirdek fonksiyonu Hy(t—xz, s—y) = K <\/(t —x)? 4 (s — y)2)

olarak alindiginda

Lxﬁxww—ij}wwka(J@—m2+@—yf)wﬁ,@m»emwmd]u&

ii¢ parametreye bagli, lineer, konvoliisyon tipli, radyal c¢ekirdekli ve iki kath in-
tegral operator ailesi elde edilir. Son yillarda (1.8) tipli operatériin integrallenebilen
fonksiyonlara karakteristik noktalarinda yakimsakligi Yilmaz (2010), Yilmaz vd.
(2011) ve Serenbay vd. (2014) tarafindan galigilmigtr.

Bu tezde,

MUmMZ//W@K«V@<ﬁ+@—wﬁ%ﬁ,WMGW (1.9

bigiminde ifade edilen, lineer, konvoliisyon tipli, radyal ¢ekirdekli ve iki katl integral

operator ailesi gbz oniine alinmigtir.

Tezin birinci boliimiinde integral operator aileleri ile ilgili problemimizi ¢ozerken

yararlandigimiz genel bilgiler yer almaktadir.

Ikinci boliimiin ilk kisminda temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Bu boliimiin
ikinci kismi ise karakteristik noktalarin tamimlarina, bu noktalarin 6zelliklerine ve

aralarindaki iligkilere ayrilmigtir.

Ugiincii boliimiin ilk kisminda (1.9) denklemi ile verilen operatoriin f € L;(R?)
fonksiyonuna siireklilik noktasinda, d—noktasinda, Lebesgue noktasinda ve genellesti-
rilmig Lebesgue noktasinda yakinsakligi incelenmigtir. Boliimiin ikinci kisminda
(1.9) ile verilen operatoriin f € L;(R?) fonksiyonuna genellegtirilmis Lebesgue nok-

tasinda yakinsaklik hizi arastirilmigtir.



Dérdiincti boliimiin ilk kisminda (1.9) denklemi ile verilen operatoriin f € Ly ,(R?)
fonksiyonuna siireklilik noktasinda, Lebesgue noktasinda ve genellegtirilmis Lebesgue
noktasinda yakinsakligi incelenmigtir. Boliimiin ikinci kisminda ise (1.9) ile verilen
operatoriin f € L; ,(R?) fonksiyonuna genellegtirilmis Lebesgue noktasida yakin-

saklik hiz1 aragtirilmigtir.

Son boliimde ise elde edilen sonuclar tartigilmigtir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde temel tamimlar ve teoremlere ve fonksiyonlarin karakteristik nokta-

lariyla ilgili temel tamimlara yer verilecektir.
2.1 Temel Tamim ve Teoremler

Bu kisimda temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1.1 R? iizerinde olciilebilir ve

[ 1l ayde < o

R2
kosulunu saglayan tiim reel degerli fonksiyonlar uzayma R? iizerinde Lebesgue integ-

rallenebilir fonksiyonlar uzay1 denir ve L;(R?) ile gosterilir. Bu uzayda norm

1l ey = / / f ()| dyda
R2

bigiminde tanimlanr (Stein ve Weiss 1971).

Tamim 2.1.2 f: R? — R ve ¢ : R? — R 6l¢iilebilir fonksiyonlar olmak iizere

EaritEeSs

kosulunu saglayan tiim reel degerli fonksiyonlar uzayima R? tizerinde agirlikli Lebesgue

integrallenebilir fonksiyonlar uzay1 denir ve Ly ,(R?) ile gosterilir. Bu uzayda norm

W = f || o
R2

bigiminde tanimlamr (Taberski 1976).

Tanmim 2.1.3 Q(z,y) € L1(R?) olsun. Eger 0 < /22 + 32 < 0o olmak iizere hemen

hemen her yerde @ : R? — R fonksiyonuna karsihik Q(x,y) = ¥(y/22 + 42) olacak
6



sekilde bir ¥ : R — R fonksiyonu varsa, @) fonksiyonuna radyaldir denir (Bochner

1949, Nessel 1966).

Ornek 2.1.1 @ : R? — R olmak iizere
Q(w,y) = e (40)
bigiminde verilen fonksiyona karsilik gelen ¥ fonksiyonu
W/ ) = e (V)

bi¢iminde ifade edilebilir.

Ornek 2.1.2 Q : R? — R olmak {izere

Q (z,y) =2+

bigiminde verilen fonksiyon radyal bir fonksiyon degildir.

Teorem 2.1.1 (Fubini Teoremi) z,y € R ve f(x,y), R? iizerinde iki degiskenli

ve Olciilebilir bir fonksiyon olsun. Eger

[ 1y | de <o

R

kosulu saglaniyor ise f fonksiyonu R? iizerinde Lebesgue integrallenebilirdir ve

[ rwtdsay = [ { [15ewldy | ds

R

= [ | [ 1rwiac ) ay

R

gergeklenir (Butzer ve Nessel 1971).

Tamm 2.1.4 § : R — R olmak iizere

W o4 ° z € R\{0}

00, =0



(2) ﬁé(x)dx =

kosullarim saglayan fonksiyona J—fonksiyonu (Dirac-delta fonksiyonu) denir. §

fonksiyonu, f : R — R siirekli bir fonksiyon ve a € R olmak {izere
/ F(@)3(x — a)dz = f(a)

ozelligine sahiptir (Dirac 1958).

Tanim 2.1.5 0 > 0 bir parametre ve K, : R — R olmak iizere, { K,(t)} fonksiyon

ailesine,

(A) her bir ¢ > 0 icin K, € L;(R)

(B) lim (fKU (t) dt> =1
g—00 R
kosullar saglandigi takdirde cekirdek denir. K,(t) ¢ekirdegine,

(C) Vo >0i¢in ||Ks ;g <M (normun diizgiin siirhhgr)

TR0\ <t <00

(D) lim < sup |K, (t)]) =0, Vy>0

(E) hm <f | K, (t |dt> =0, Vy>0

v<|t|

kogullar1 saglandig1 takdirde ise yaklagik birim denir (Butzer ve Nessel 1971).

Ornek 2.1.3 K,, : R — R* ve n € N olmak iizere

n 242
Kn(l') = ﬁe

bi¢ciminde verilen Gauss-Weierstrass ¢ekirdegi

0, x € R\{0
lim K, (z) = 0}
oo 00, x=0

ve

1
nhﬂrgo /Kn(m)dm = ﬁ/ne_”2$2dx
R i

=1



ozelliklerini sagladigindan dolay1 deltasal bir gekirdektir.

Ornek 2.1.4 K, : R > R* ve n € N ve n — 0o olmak tizere

bigiminde verilen Gauss-Weierstrass ¢ekirdegi yaklagik birimdir.

Ornek 2.1.5 K,, : R — R ve n € N olmak {izere

sin 2n+1
—[( 7 )t], t € (0,2m)
2
0, t € R\ (0, 27)

biciminde ifade edilen Dirichlet tipli ¢ekirdegin yaklasik birim olmadigini gosterelim.

n — oo iken

oldugundan Dirichlet tipli ¢ekirdegin normu diizgiin sinirh degildir ve bu takdirde

yaklagik birim de degildir.

Tanim 2.1.6 2 C R bir kiime, f : @ — R ve h :  — R iki fonksiyon olsun. (2

tlizerinde

lim&:l<oo, h(p)#0

P (p)
esitligi f (p) = O (h(p)) ile ve

~—

i L)
Jim (p)—O, h(p) #0

esitligi ise f (p) = o (h (p)) ile gosterilir (Murray 1984).

Tanim 2.1.7 D = [a,b;c,d] olmak iizere f ve g fonksiyonlar1 bu bolge iizerinde

tanimh iki fonksiyon olsun. D bélgesinin bir pargalanmasi

Aa=To <01 <. <2; < ... <Tpp1 < Ty =0>
p:
c:yg<y1<...<yj<...<yn,1<yn:d

9



biciminde verilsin. Ayrica, ¢ = 1,2,...,m ve j = 1,2,...,n olmak tizere Ag (x;,y;)

ifadesi

Ag(zi,y;) =9 (Tim1,yj-1) — 9 (@ic1,y;) — 9 (24, yj—1) + g (i, Y5)

bigiminde verilsin. &; ve n; reel sayilart z; 1 < &; < z; ve y; 1 < 1; < y; esitsizlik-
lerini gercekleyen reel sayilar olmak iizere
S=Y"> f(&mn) Ag(wiy;)
i=1 j=1
toplamu ifade edilsin. P, D bolgesinin miimkiin olan tiim pargalanmalarinin ailesi

olsun. Bir p parcalanmasinin normu

lp|l = maks {\/(xZ - xi,l)Q + (y; — yj71)2; i=1,2,...m; j=1,2, ,n}

bi¢iminde hesaplansin. Eger D bolgesinin miimkiin olan tiim p € P parcalan-

malarinin normu sifira yaklagtirildiginda S toplami igin

llpl—0

lim Y ) f (&.m;) Ag (zi,y) =1
i=1 j=1

sonlu limiti var ise f fonksiyonu g fonksiyonuna gore Riemann-Stieltjes integral-

lenebilirdir ve bu integral

(RS) 771’ (2,y) dudyg (2, y)

bi¢iminde gosterilir (Fréchet 1910, Clarkson 1933, Taberski 1964).

Tanmim 2.1.8 D = |a,b;c,d] olmak iizere P, D bolgesinin miimkiin olan tiim
parcalanmalarinin ailesi olsun. ¢g : D — R fonksiyonunun D bolgesi iizerindeki

toplam salinimi
Vi (9) = sup {ZZ Ag (xi,yj)\}
PeP =1 j=1

bi¢iminde ifade edilir ve
b d

Vi (9) = \/V/ (9)

a c

10



ile gosterilir. Eger Vp (g) ifadesi D bolgesinin miimkiin olan tiim p € P pargalan-
malar1 dikkate alindigi durumda diizgiin sinirh ise g fonksiyonu D bélgesi iizerinde
simirh sahmmbdir denir (Clarkson ve Adams 1933, Taberski 1964, Lenze 1989,
Ghorpade ve Limaye 2010, Jawarneh ve Noorani 2011).

Tanim 2.1.9 D = [a,b;¢,d] ve g : D — R bir fonksiyon olmak iizere, x; < x5 ve

y1 < Yo kogulunu saglayan her (z1,41), (x2,y2) € D i¢in
g (@1, y1) — 9 (w2,y1) — g (21,92) + g (72,92) > 0
esitsizligi saglaniyorsa, g fonksiyonu D iizerinde (ikili) monoton artandir; eger

g(x1,91) — 9 (@2, 11) — g (21, 42) + g (22,92) <0

esitsizligi saglaniyorsa, ¢ fonksiyonu D iizerinde (ikili) monoton azalandir (Taberski

1964, Lenze 1989, Ghorpade ve Limaye 2010).

Ornek 2.1.6 f:[-1,1;—1,1] — R olmak iizere

Yy, r+y>0
flz,y) =
—2x — 5, r+y<0

bi¢iminde tamimlansin. f fonksiyonu [—1,1; —1, 1] tizerinde ikili monoton degildir.

Gergekten de, 1 =0 < 1=z ve y; =0 < 1 = y5 igin
Af(@1,y) = [ (z1,91) = f(22,91) — [ (@1, 92) + [ (22,92)
= f(0,0) + f(1,1) = f(1,0) = (0, 1)
= 1>0
elde edilir. Ayrica, 11 = —-1<0=xyvey; =0 < 1=y, icin
Af(zi,y) = [ (z1,91) = [ (22, 91) — [ (21,92) + [ (22,92)

- f<_170>+f(071>_f(_171)_f(()?O)

= —-2<0
11



oldugundan, f ikili monoton degildir.

Lemma 2.1.1 D = a,b;c,d] olsun. Eger g : D — R fonksiyonu D iizerinde
ikili monoton artan bir fonksiyon ise bu takdirde g fonksiyonu D iizerinde sinirh

salimmmhdir ve

V'V (9) =g(a,c) =g (b,c)—g(a,d)+g(bd)

gerceklenir. Benzer sekilde, eger g : D — R fonksiyonu D iizerinde ikili monoton

azalan bir fonksiyon ise bu takdirde g fonksiyonu D iizerinde sinirli salimmmhdir ve

V'V (9)=-g(a.c)+g(bc)+g(ad —gbd)

gergeklenir (Taberski 1964, Ghorpade ve Limaye 2010).

Hobson (1921) tarafindan iki kath integraller igin ifade edilen kismi integrasyon

teoreminin bir analogu Taberski (1964) tarafindan agagidaki sekilde verilmistir.

Teorem 2.1.2 D iizerinde y = ¢, y = d i¢in {(a,b) araligl i¢cinde ve x = a, © = b
icin (c,d) araligi iginde f fonksiyonu, g fonksiyonuna gore Riemann-Stieltjes in-
tegrallenebilir olsun. Bu takdirde, g fonksiyonu D iizerinde f fonksiyonuna gore
Riemann-Stieltjes integrallenebilirdir ve

b d

(RS) / / 9(z,y)dudyf (z,y) = (RS)]7f (2,y) dodyg (. y)

a c

+]f (,¢)dyg (z,¢) — 7f (#,d) dog (2, d)

+/f (a,y)dyg (a,y) — /f (b,y) dyg (b,y)

+f (a7 C) g (av C) - f (bv C) g (ba C)
_f (a? d) g (a7 d) + f (b7 d) g (ba d) :

esitligi saglanir (Taberski 1964).
12



Teorem 2.1.3 f fonksiyonu, D = [a, b; ¢, d] dikdortgeni iizerinde Lebesgue integral-

lenebilir ve g fonksiyonu D iizerinde sinirh salinimli olsun. Ayrica, g fonksiyonunun

b
Vi (9) = \/(g(@,v)), c<v<d

a
d

Vi (9) = \/(g(wy), a<u<b

[

bi¢iminde tanimlanan salimimlar1 D iizerinde diizgiin sinirhi olsun. Bu takdirde, g

= (L) 77}“ (t,s)dsdt

fonksiyonuna gore Riemann-Stieltjes integrallenebilirdir ve fg € L; (D) olmak iizere

RS// (x,y) dyd,F (x,y) = //g f(z,y) dydz

gergeklenir (Taberski 1964).

fonksiyonu D iizerinde

2.2 Karakteristik Noktalar ve Ozellikleri

Bu kisimda integrallenebilen fonksiyonlarin karakteristik noktalarinin tanimlarina,
ozelliklerine ve aralarindaki kapsama bagintisina yer verilecektir. Literatiire bakil-
diginda, bu noktalarin tanimlarinin problemin cercevesine ve ele alinan fonksiyon
sinifinin niteligine bagh olarak verildigi goriilmiistiir. Bu noktalarin bazi tanimlar:
Natanson (1940), Gahariya (1951), Taberski (1962a, 1964), Mamedov (1963, 1965b,
1967), Gadjiev (1968), Stein (1970), Butzer ve Nessel (1971), Rydzewska (1973,
1974), Bardaro (1984), Siudut (1988, 1989, 1994), Yilmaz (2010) ve Serenbay vd.
(2014) tarafindan verilmigtir. Bunlardan bazilar agagidaki gibidir.

Tamim 2.2.1 D = [a,b] C R olmak iizere f fonksiyonu D iizerinde Lebesgue in-

tegrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde h > 0 icin

xo+h

im [ 1) = feo)dt =0

13



kogulunun saglandigr xqg € D noktasina f fonksiyonunun Lebesgue noktasi denir

(Natanson 1940).

Ornek 2.2.1 f:[0,1] — R olmak iizere f fonksiyonu f(t) =
lansim. Bu takdirde

llzlftl)h/‘f O)ldt = h—>0h/

~ lim h — arctan(h)
h—0 h
= 0

I +t2 bi¢iminde tanim-

- 1|a

oldugundan, xq = 0 noktasi verilen fonksiyon ic¢in bir Lebesgue noktasidir.

Ornek 2.2.2 f:[0,1] — R olmak iizere f fonksiyonu

e !, t € (0,1]

ft) =
0, t=0
bi¢iminde tanimlansin. Bu takdirde

. h

—  1imm — —t _

lim _- /|f 0)dt = }lll_)r%h/‘e 0| dt
0

_ oy —e 41

T wls h

=1

oldugundan, zy = 0 Lebesgue noktasi degildir. Bu nokta ayni zamanda bir siireklilik

noktasi da degildir.

Ornek 2.2.3 f:[0,1] — R olmak iizere f fonksiyonu

1 4 cos(t), t e (0,1]
14



bi¢iminde tanimlansin. Bu takdirde

h

: 1

]llli% /|f 0)|dt = }LE%E/|1+COS(t)—O|dt
0

. h —sin(h)
L S —
= 0

oldugundan, verilen fonksiyonun tanim araliginda tek siireksizlik noktasi olan ¢y = 0

bu fonksiyonun Lebesgue noktasidir.

Tanim 2.2.2 D = [a,b] C R olmak iizere f fonksiyonu D iizerinde Lebesgue in-

tegrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde h > 0 icin

hml/[ﬂﬂ—ﬂmﬂﬁZO

Zo
kogulunun saglandigi o € D noktasina f fonksiyonunun d—noktasi denir (Butzer

ve Nessel 1971).

Ornek 2.2.4 f:[0,1] — R olmak iizere f fonksiyonu

2tsin(1) — cos(3), t e (0,1]
0, t=0

ft) =

biciminde tamimlansin. Bu takdirde

h
1 .1 1
flzli%h/ dt = ]lllg%ﬁ [Qtsm(g)—cos(g)—O] dt
0
=0

oldugundan, xy = 0 verilen fonksiyonun d—noktas1 olur. Ayni zamanda

h
. .1 .1 1
]1112(1] /]f 0)|dt = }llli%%/‘Qtsm(z)—cos(g)—()’dt
0
= ©

oldugundan, xy = 0 verilen fonksiyonun Lebesgue noktasi degildir.
15



Tanim 2.2.3 D = [a,b] C R olmak iizere f fonksiyonu D iizerinde Lebesgue in-
tegrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde h > 0 igin

zo+h
lin 0ha+1/ |f(t) — f(zg)|dt =0, 0<a<1

kogulunun saglandigi o € D noktasina f fonksiyonunun genellestirilmis Lebesgue

noktast denir (Mamedov 1963, 1965b).

Ornek 2.2.5 f: [-1,1] — R olmak iizere f fonksiyonu

te !, t € (0,1]
0, t e [—1,11\(0,1]

ft) =

bi¢giminde tanimlansin. Bu takdirde o = i icin

h

[1r0 - ro)a - ,glgém /|t o

0

lim
h—0 h +1

oldugundan, xy = 0 verilen fonksiyonun genellestirilmis Lebesgue noktasidir.

Tanim 2.2.4 D = (—m,7) olmak iizere f fonksiyonu 27 periyotlu ve D iizerinde
Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde A > 0 igin

zo+h
. 1
limo L / F() = fwo)]dt =0, 0<a<1

o

kogulunun saglandigr xy € D noktasina f fonksiyonunun genellestirilmis d—noktas1

denir (Gadjiev 1968).

Gadjiev (1968), Natanson (1960) tarafindan verilen lemmanin bir genellegtirmesini
belirli 6zelliklere sahip bir p fonksiyonu yardimiyla vermistir. Bu p fonksiyonunun

tanimi kullanilarak siradaki karakterizasyon verilmigtir.
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Tanim 2.2.5 D = (—m, 7) olmak iizere f fonksiyonu 27 periyotlu ve D iizerinde

Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde h > 0 igin
zo+h

1 B
tim s [ 170 = fGan)l e =0

zo

kosulunun saglandigi xq € D noktasina f fonksiyonunun p—genellestirilmis Lebesgue
noktasi1 denir. Burada, u fonksiyonu (0, ) aralig: iizerinde artan, mutlak siirekli ve

1(0) = 0 kogulunu saglayan bir fonksiyondur (Rydzewska 1973).

Ornek 2.2.6 D = (—x, ) olmak tizere 27 periyotlu f fonksiyonu

et t € (0,m)

f@t) =
0, t € D\ (0,m)
bi¢iminde tammlansm. Bu takdirde p (h) = v/h icin
. h
- — ] - —t J—
llg%\/_/v 0)| dt }lll_)r% h/|e 0| dt
0
— —eh 41
= Vh
= 0

oldugundan, xy = 0 verilen fonksiyonun p—genellestirilmis Lebesgue noktasidir.

Tamm 2.2.6 f : R> — R fonksiyonu Lebesgue anlaminda lokal integrallenebilir bir
fonksiyon olsun. Bu takdirde h, k > 0 icin

xo+hyotk

/ £ (65) = f (20, 0)| dsdt = 0

o Yo

li —
(h,k)IE%O,O) hk
egitliginin saglandig1 (¢, y9) € R? noktasina f fonksiyonunun Lebesgue noktas: denir

(Gahariya 1951).

Tamm 2.2.7 f : R?> — R fonksiyonu Lebesgue anlaminda lokal integrallenebilir bir

fonksiyon olsun. Bu takdirde h, k£ > 0 icin

zo+hyo+k
1

Jdm / / [ (£.5) — f (0 30)] dsdt = 0

o Yo
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esitliginin saglandig1 (¢, y) € R? noktasina f fonksiyonunun d—noktast denir

(Taberski 1964, Siudut 1994).

Taberski (1964) ve Gadjiev (1968) tarafindan elde edilen sonuglar dikkate alinarak

asagidaki karakterizasyonlar verilmistir.

Tanim 2.2.8 D = [—7,m; —m, 7] olmak iizere f fonksiyonu her bir degiskenine
gore 27 periyotlu ve D iizerinde Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu

takdirde h, k > 0 ig¢in

zo+hyot+k

. 1
(h7kl)1ir%0’0) 0 F / / [f(t,s) — f(xo,y0)] dsdt =0

o Yo

kosulunun saglandig1 (xg,70) € D noktasma f fonksiyonunun p—genellestirilmis

d—noktasi denir. Burada, p fonksiyonu

h k
p(h,k)://ﬁ(t,s)dsdt>0
00

olmak iizere, ¢ fonksiyonu [0, 7;0, 7] iizerinde negatif olmayan ve Lebesgue in-

tegrallenebilir bir fonksiyondur (Rydzewska 1974).

Tanim 2.2.9 D = (—a,a;—b,b) olmak iizere f fonksiyonu D iizerinde Lebesgue

integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde A,k > 0 igin

] xzo+hyotk
(h,kl)iH%0,0)m / / |f(t,s) — f(xo,y0)| dsdt =0
To Yo
kosulunun saglandig1 (xg,70) € D noktasma f fonksiyonunun p—genellestirilmis
Lebesgue noktas1 denir. Burada, y; ve u, fonksiyonlar sirasiyla (—a,a) ve (—b,b)
tizerinde tamml, artan, mutlak siirekli ve uy (0) = py(0) = 0 kogulunu saglayan

fonksiyonlardir (Serenbay vd. 2014).

Goriildiigii tizere Lebesgue noktasi, d—noktasi ve bu noktalarin genellestirmelerinin
tanimlar1 fonksiyonun integrallenebildigi kiimeye gore degisik formlarda verilebilmek-

tedir. Ayrica, Gadjiev (1968) p fonksiyonunu 6zel olarak 0 < a < 1 olmak {izere
18



u(t) =t bigiminde segerek Tanmim 2.2.4’ii elde etmigtir. Bu takdirde Tamim 2.2.3,

Tanim 2.2.4 ve Tanim 2.2.9 dikkate alinarak agagidaki tanim elde edilebilir.

Tamm 2.2.10 f : R? — R fonksiyonu Lebesgue anlaminda lokal integrallenebilir

bir fonksiyon olsun. Bu takdirde h, k > 0 igin

xo+hyotk

) 1
(hkl)lir%OU)W / / |f (t.s) = f (0, 90)[dsdt =0, 0<a,5<1
Zo Yo

esitliginin saglandig1 (o, y0) € R? noktasina f fonksiyonunun genellestirilmis Lebesgue

noktasi denir.
Tamm 2.2.10da o = 8 ve f : R? — R fonksiyonu 6zel olarak her bir degiskenine

gore 27 periyotlu ve (—m, m; —m, ) iizerinde integrallenebilir olarak alinirsa Yilmaz

(2010) tarafindan verilen genellegtirilmis Lebesgue noktasi tanim elde edilir.

Ornek 2.2.7 f: R? — R olmak iizere

te—(t+s) (t,s) € (0,1;0,1)
f(t,s) =
0. (t,s) € R\ {0,150,1)
olsun. Orijin, o = }l ve = % icin verilen fonksiyonun genellestirilmis Lebesgue

noktasidir.

Teorem 2.2.1 R? uzayinin hemen hemen her noktasi f € L;(R?) fonksiyonunun

Lebesgue noktasidir (Neri 1971).

f fonksiyonunun tiim Lebesgue noktalarinin kiimesi L(f) ve tiim d—noktalarinin

kiimesi D(f) ile gosterilirse

zo+hyo+k xo+hyo+k
/[ﬂu@—fmm%n@ﬁf;/‘/|ﬂu$—f@m%ﬂwﬁ

esitsizligi her bir Lebesgue noktasinin ayni zamanda d—noktasi oldugunu gosterir

(Siudut 1994). Bu takdirde

L(f) € D(f)
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kapsama bagintist saglanmir. Eger (zg,y0) € R? noktas1 f € L;(R?) fonksiyonunun

stireklilik noktasi ise o zaman Ve > 0 igin 30 = d(g) > 0 oyle ki

V(t — 20)2 + (s — yo)? < & oldugunda |f(,s) — f(zo,y0)| < e

olur. Buise 0 < h, k < ¢ olmak iizere

zo+hyo+k
1

ﬂ//'f(t’s)_f(xo,yo)\dsdt<g

o Yo

oldugunu gosterir. Boylece

1 zo+hyo+k
b Tk t,s) — dsdt =0
(h,k:)1—>(070) hk / / ’f( 78) (x07y0)| S
o Yo

elde edilir. Bu takdirde f € L;(R?) fonksiyonunun siireklilik noktasi aym zamanda
bu fonksiyonun Lebesgue noktasidir (Neri 1971). Siireklilik noktalarinin kiimesi
C(f) ile gosterilirse

C(f) c L(f) € D(f)

kapsama bagintisi elde edilir.
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3. RADYAL CEKIRDEKLIi SINGULER INTEGRAL OPERATOR
AILESININ L,(R?) UZAYINDA NOKTASAL YAKINSAKLIGI
VE YAKINSAKLIK HIZI

Bu boliimde, A smifi adi verilen bir gekirdek smifi tanmimlanacaktir. Daha sonra
(1.9) denklemi ile verilen Ly(f;x,y) operator ailesinin belirli kogullar altinda L, (R?)
uzaymdan L;(R?) uzayma siirekli bir doniisiim oldugu gosterilecektir. Ardindan
Ly(f;x,y) singiiler integral operator ailesinin, f € L;(R?) fonksiyonunun siireklilik
noktasinda, d— noktasinda, Lebesgue noktasinda ve genellestirilmis Lebesgue nok-
tasinda yakinsakligi incelenecektir. Ayrica, genellestirilmis Lebesgue noktasinda

yakinsamanin hizi aragtirilacaktir.
3.1 Operator Ailesinin Iyi Tanimhhg:

Bu kisimda bir ¢ekirdek sinifi tanimlanacak ve (1.9) denklemi ile verilen Ly (f;z,y)
operator ailesinin belirli kogullar altinda L;(R?) uzaymdan L;(R?) uzayma siirekli

bir doniigiim oldugu gosterilecektir.

Tanim 3.1.1 (A Simifi) A C R bir indis kiimesi ve \g bu kiimenin bir y1gilma
noktasi olsun. K, (/12 + s2) fonksiyonu her bir A € A icin (¢, s) degiskenlerinin bir
fonksiyonu olarak R? {izerinde olciilebilir ve negatif olmayan bir fonksiyon olsun.
K\(V/12 + s?) fonksiyonu, asagidaki kosullar1 sagladigi takdirde, A smifina aittir

denir:

e

b. lim |[[ K\ (V?+ s?) dsdt — 1
R2

A— Ao

< M < 00, VA€ A.
L1 (R?)

=0.

c. lim sup K (\/t2 + 82)> =0, V¢ >0.

Ao \g<vimrs?

d. lim ( [ K\ (V2 +s?) dsdt) =0, V&> 0.
A0 \ecvimrs
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e. K, (\/m) fonksiyonu her bir A € A i¢in, (—o0, 0] iizerinde ¢ degiskeninin
bir fonksiyonu olarak monoton artan ve [0,00) iizerinde monoton azalan bir
fonksiyondur. K (\/m) fonksiyonu, (—oo, 0] iizerinde s degiskeninin bir
fonksiyonu olarak monoton artan ve [0, co) tizerinde monoton azalan bir fonksi-
yondur. Ayrica, K (vt + s?) fonksiyonu her bir A € A igin, [0, 00) x [0, 00)
ve (—00, 0] X (=00, 0] iizerinde (¢, s) degiskenlerinin bir fonksiyonu olarak ikili
monoton artan ve benzer sekilde, [0, 00) X (—o0, 0] ve (—o0, 0] X [0, 00) tizerinde
(t,s) degiskenlerinin bir fonksiyonu olarak ikili monoton azalan bir fonksiyon-

dur.

Ayrica, K, (vt + s?) fonksiyonu

lim K <\/(t—x)2+ (S—y)2> —

A— Ao

singiilerlik kogulunu saglamaktadir.

Ornek 3.1.1 A = (0,00), \g = 00 ve Ky : R? — R{ olmak iizere

2
o (VEF ) = X
™

bi¢imindeki iki degiskenli Gauss-Weierstrass ¢ekirdegi verilsin.

/ K, (\/t2+32> dsdt — / / 2P+ gsqt
Rz

oldugundan A simifinin (a) ve (b) kosullar1 saglanmig olur. Ayrica,

2
lim )\—67’\2("/2“2) =0, VWit2+s2€ld,o0), >0

A—o0 T
ve
Jim // e () dsdt =0, YW+ 52 € [5,00), 6> 0
6<V/t2 452

olarak bulunmus olup A smifinin (¢) ve (d) kosullar: da boylece dogrulanmig olur.
Ayrica, (e) kogulu Tanim 2.1.9 ile kolaylikla gosterilebilir.
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Diger taraftan,

llm )\_267)‘2((t7$)2+(37y)2) _ 07 (t7 8) 7£ (fﬂ, y)

Ao oo,  (t,s)=(z,9)

oldugundan singiilerlik kosulu saglanmaktadir.

Teorem 3.1.1 Eger K, (\/ 2 + 52) fonksiyonu A sinifindan ise bu takdirde

A fiwy) = / f(t,s)Ky (\/(t —z)2+ (s — y)2> dsdt, (x,y) € R?

biciminde verilen radyal ¢ekirdekli ve konvoliisyon tipli singiiler integral operator

ailesi L;(R?) uzaymdan L;(R?) uzayma siirekli bir doéniigiimdiir.

Ispat. L,(f;z,y) operatorii lineer oldugundan, bu operatériin Li(R?) uzayimndan
L1(R?) uzayma doniisiim yapan smirh bir operatoér oldugunu gostermek yeterlidir.

Bunun icin

|| = up” A(f;xay)HLl(RQ)
A
20 fll w2

normunun siirh oldugu gosterilecektir. Teorem 2.1.1 (Fubini Teoremi) geregi

Il = ] //ftsKA (=P + (s~ 9)?) dsd | dyd
// //(ftsfg —22+ (s—y)2)

:// / |fzss|KA (t—x)+(s—y)2)dydm dsdt

IN

dsdt | dydx

— / |f(t, )] /K,\<\/(t—x)2+(3—y)2>dydx dsdt

- //|f(t,s)| /KA (e = 177+ (y — o)) dyda | dsdt
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yazilabilir. Burada, * —t = u = dr = du ve y — s = v = dy = dv degisken

degistirmesi ile

/KA (t—x)? +(s—y)2>dydx:/ KA<\/u2+UQ>dvdu
RQ

elde edilir. Elde edilenler diizenlendiginde ve A sinifinin (a) kogulu dikkate alindiginda

IN

I Lx(f; xvy)HLl(R?) / |f(t,s)] / K (\/u2 + 02> dvdu | dsdt
R2 R2
< MIfllz, e

oldugundan, Ly(f;z,y), Li(R?) uzayindan L;(R?) uzayma siirekli bir déniigiimdiir.

Bu ise ispati tamamlar. m

3.2 Operator Ailesinin Karakteristik Noktalarda Yakinsaklig:

Teorem 3.2.1 K, (v + s?) fonksiyonu A smufindan olsun. Eger (zo,yy) € R

noktas1 f € L;(R?) fonksiyonunun siireklilik noktas ise bu takdirde

lim Ly(f:2,9) = (o,
(x,y,2)—(%0,90,20) A5 2,y) = (2o, 0)

gerceklenir.

Ispat. (z¢,1) € R? noktasi f € L;(R?) fonksiyonunun siireklilik noktasi olsun.

Ayrica, 0 < \/(z — 20)% + (y — y0)% < % olsun. A simfinin (b) kogulundan

|La(f52,y) — f(2o, yo)|

/ ftsKA t—x)2+(s—y)2>dsdt

+f($07y0)/ K (\/(lf —x)2+ (s — y)2> dsdt

— f(wo, yo)/ K\ (\/(t — )2+ (s — y)2> dsdt — f(zo,yo)
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< [[15:9) = fGao. )| K (V=27 + G = ) di

+ | f (0, v0)| / K (\/(t—$)2+(8—y)2>dsdt—1

= Il (ﬂf,y,)\) + 12 (ﬂf,y,)\)

yazilabilir. Bs kiimesi Bs := {(t, s) i/ (t—x0)2+ (s —y0)2 <3, (wo,%0) € RQ}

biciminde tamimlansin. Bu takdirde

o) = 3 [[+ [ 3109 = faom) 8 (V=27 + G =) dsd

Bs R2\B;

= Ill (maya )\) + 112 (‘Tuyv >‘)

yazilabilir. Burada, I12 (z,y, \) integrali i¢in

Loy ) < s Ky (VEE) £l

SVETs?
+ [ f (20, %0)] / Ky (\/ 2 + 82> dsdt

b /12142
ﬁ§t+8

oldugundan, son esitsizlikte A simifinin (c) ve (d) kosullar sirasiyla goz Oniine

alindiginda (z,y, \) — (o, Yo, \o) iken I15 (z,y,\) — 0 elde edilir.

L1 (z,y, \) integralini inceleyelim. Hipotez geregi, f(t,s) fonksiyonu (z,yo) nok-

tasinda siirekli oldugundan Ve > 0 icin 6yle bir § > 0 bulunabilir ki

VE— 20 + (s —y0)? < & oldugunda [f(t,5) — f(zo, 0)| < ¢

gerceklenir. Bu takdirde

Iy = / 17(t,5) = S, o)l K (V= 2+ (5 — ) s

< / K)\ Vit —x)2+ (s y)2) dsdt

IN
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elde edilir. Yeterince kiigiik her £ > 0 igin A — \g iken I3 (x,y,A) — 0 elde edilir.
I (z,y, ) integrali i¢in ise (b) kogulundan

A— Ao

lim Ip (z,y,A) = |f(zo,v0)] //KA (vt2 + 82> dsdt — 1
RQ
=0
elde edilir. Bu takdirde ispat tamamlanir. =

Simdi, siradaki teoremin ispatinda kullanacagimiz bazi lemmalar: ifade ve ispat ede-

lim.

Lemma 3.2.1 K (\/ 2 + 32) fonksiyonu A smifinin (e) kogulunu saglasin. Ayrica,
f € Li(R?) olmak tizere

/ / [f(t,s) — f(xo,y0)] dsdt| < ehk, 0<h,k<§ (3.1)

zo—hyo—k

egitsizligi her ¢ > 0 icin saglansin. Bu takdirde agsagidaki ifadeler gerceklenir:

i) 0<x0—x<gveO<y0—y<goldu§unda

< 57 /KA <\/(t—:1c)2—|—(s—y)2) dsdt + 4K (0) |z — zo| |y — o

xo Yo
+2¢ |y — Yo /K,\(\t—x\)dt—l—%]x—xo] /K)\(\s—deS
§ 5

To— Yyo—

esitsizligi gergeklenir.

i1) O<:17—$0<gve()<y0—y<%oldu§unda

7 y/o [f(t,s) = f(xo,40)] FKx (\/(t —z)’ + (s — y)Q) dsdt
w0 —8yo—b
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zo
122y — ol /Kuu—xndt
To—0

esitsizligi gergeklenir.

) 0<x0—:17<%ve0<y—y0<goldugunda

esitsizligi gerceklenir.

w) 0<z—29<3vel<y—yo <32 oldugunda

[ [f(t,s) = f(z0, y0)] K (\/(t - I)2 +(s— Z/)Q) dsdt
2o —dyo—0

< 57 7[(,\ (\/(t—x)2+(s—y)2) dsdt
2o—8yo—0

esitsizligi gergeklenir.

Ispat. Lemma 3.2.1’in (i) ifadesini ispatlayalim. Kabul edelim ki 0 < 2o — z < g

ve 0 <yg—y< g olsun. Diger taraftan,

1}, (2,9, ) =/ / [F(t5) = S0, 0)] K (W-x)u(s_y)?) dsdt

o —dyo—9
olmak iizere E (t, s) fonksiyonu

zo Yo

B(t5)i= [ [17 (o) = F (oo, o)) doda
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biciminde tanimlansin.

(3.1) esitsizligi gz oniine alimirsa 0 < zg —t < J ve 0 < yp — s < § iken
|E(t,5)] < e(zo—1) (yo — 5) (3.2)

yazilabilir. Teorem 2.1.3 geregi asagidaki esitlik gerceklenir:

L) / / £(009) = £ ] Ko (V6= 0+ (5 = )* ) s

ro—0yo—90
= (RS) / /K,\ ( (t —a)? (s—y)Q) didsE (t,s) .
x0—0yo—9

Riemann-Stieltjes integraline, Teorem 2.1.2 ile verilen kismi integrasyon ytntemi

uygulanip ardindan ifade mutlak deger fonksiyonu yardimiyla biiytitiiliirse

I (e, 0| = / / i (Ve o+ =07 . (19

To— 5yo —0
< M/&w( l|ades (Vo= o7+ - 0)

— )| |do (\/(t — o)+ o~y - 5>2)‘

Yo
—l—/ |E (z9 — 0, 5)|

@ty (flan = =07 + (50"

+|E (xo — 0,90 — 0)| K (\/(xo—x—5)2+(yo—y—5)2)

elde edilir. (3.2) ile verilen egitsizlik dikkate alinirsa

o Yo

|[112(:U,y,)\)’ < 8/ / (w0 — 1) (yo — 8) |ded Ky (\/(t_x)2+(5—y)2>’
+557 (w0 — t) |d, K <\/(t—x)2—|— (vo _y_5)2>
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Yo
—|—5§/ (Yo — s)
5

Yyo—

.ty (i — =07 + (50"

+ed’ K, (\/(aso —2 =6+ (Wo—y— 5)2)

esitsizligi elde edilir. Esitsizligin sag tarafina t = v 4+ x ve s = v 4+ y ardindan da

u =1 ve v = s degisken degistirmeleri uygulanirsa

To—x Yo~y
‘]112(957?/’A)\§5/ / (zo =t — ) (yo — s —y)

r0—x—0Yyo—y—0o

+ed / (kg —t — )

To—T—9

dyd K (VIZ+57) \

di Ky (\/t2 + (Yo —y — 5)2> ‘

Yyo—y
e / (vo— 5 — 1)

d, K (\/(xo —x -0+ 32)
Yyo—y—4

Y82 K, (\/(a;o 2=+ (yo—y — 5)2>

elde edilir. K (\/ u? + v2) fonksiyonu (u,v) degiskenlerinin bir fonksiyonu olarak

goz ontine alindiginda

(
t s
To—r—0<t<zg—x
VoV (& (VE ), ’ °
Al (t, S) — ro—x—0Yyo—y—=o Yo — Y — 5 <s S Yo — Y
\ 0, diger durumlarda

¢t
\/ (K,\(\/U2+(yo—y—5)2)), To—r—0<t<zg—1
A2 (t) = zo—x—3
\07 t=x9g—x—90
( s
V (KA(\/(-’EO—JC—(S)QJrv?)), Yo—y—0<s<yo—y
A3 (S) = Yo—y—9
L 0, S=yo—y—20



bi¢ciminde tanimlanan salinim fonksiyonlar1 elde edilir. Bu fonksiyonlar son egitsiz-

likte dikkate alinarak ifade biiyiitiiliirse
ro—x Yo~y

‘Ib(m,y,)\)}ga/ / (xog —t —x) (yo — s — y) |deds Ay (2, 5)|

ro—x—0yo—y—~o

Tro—T

+eo / (xg —t — ) |d: Aa(t)]
To—r—8
Yo—y
42 [ o= s - ) ld.Aalo)
Yo—y—6

+e6%K), (\/(xo — =0+ (yo—y— 5)2>

esitsizligi elde edilir. A; (¢, s) tanim kiimesinde ikili monoton artan, A, () monoton
artan ve As (s) monoton artandir. Boylece

0o—x Yo—

T Y
\f%2<x,y,A>\Sa/ / (20—t — ) (yo — 5 — ) duds As 2, 5)

ro—x—0yo—y—=o

To—T

+eo / (g —t — ) di As(t)
2o—2—8
Yo—y
+ed / (yo — s — y) dsAs(s)
Yyo—y—0

+e0%K, (\/(xo —2 =08+ (yo—y— 5)2)

yazilabilir. Son esitsizligin sag tarafina kismi integrasyon uygulanirsa

xo—x yo—y
|]112 (2, v, A){ <e / / A (t, s) dsdt

ro—r—0yo—y—3>

To—T Yo~y
ted / Ay (#) dt + 26 / As (s) ds
ro—x—09 Yyo—y—9
+e0° K (\/(xo —2—0) 4 (yo—y — 5)2)
= £ (11 + 5Z2 + (5@3 + 5%4)
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elde edilir.

Simdi ¢; integralini goz oniine alalim. Kolaylikla goriilebilir ki ¢ integrali

To—xYo—Y

AT T LT T Yo

ro—x—0Yyo—y—>o zo—xz—36 O Yyo—y—9
= 11+ t12 + 413 + g

bi¢iminde yazlabilir. Aj (t,s) fonksiyonunun agik ifadesi i;; — 414 integrallerinde

yerine yazilirsa

i = 7 7 [\t/ \/ (m(W))]dsdt,
20—z —byo—y—§ LTO"T—OYo—Yy—d

- TI

0 0 To—T—0Yo—Y—

s \/\/} (1 (m))] st
v

Y Y o (oo

Yo

V| (1 (759)) |

ve
0 0 s t s
l1a = / / [{ \/ \/ +\/ \/ } (KA <\/u2+v2>>] dsdt
_ To— -y 0 yo—y—
esitlikleri elde edilir.

Siradaki integral olan 75 integralinin hesaplanmasina gegelim. Bu takdirde

iy = /AQ(t)dt

= 191 + 122
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yazilabilir. A, (t) fonksiyonunun agik ifadesi i9; ve ig9 integrallerinde yerine yazilirsa

g = 7 [\t/ (KA(\/uQ—i—(yo—y—é)?))]dt

To—T—0

ro—T—9

ve

iy — %[ Hm}za n \:/} <KA <\/u2 + (Yo —y — 5)2>)] dt

elde edilir.
Son olarak i3 integralinin hesaplanmasina gecelim. Bu takdirde

iy = /A3(5>ds

yazilabilir. Aj (s) fonksiyonunun agik ifadesi i3; ve i35 integrallerinde yerine yazilirsa

e [ [V (0 (o))

Yo—y—4

ve

elde edilir.

Yukarida agilimlar verilen her bir integralde A smifinin (e) kogulu ve Lemma 2.1.1
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dikkate alinarak i, + diy + di5 + 0%i4 toplami hesaplandiginda

|15, (2, M) < e (in + i + i + 6%4)

0 0 ro—TYo—Y
. / +// Kk<m)dsdt
xom5y0y5 0o o
Yo—yY xro— 0
//+// K, t2+s)dsdt
2o—z—5 0 0 yooy—o

0 Yo—y =xo—xYo—Y

+2¢ / - Ky ([t]) dsdt
zo—z—5 0 0
To—T To—TYo—Y
/ / / / K, (|s]) dsdt
Yyo—y—9 0

+4e Ky (0) (Yo —y) (xo — x)

elde edilir.

Son egitsizligin sag tarafi mutlak deger fonksiyonu yardimiyla biiytitiildiigiinde

| T (2,9, A <€/ /K/\( (t—x)* +(8—y)2) dsdt +4e K (0) [yo — yl |zo — x|

20—0yo—9

Yo
+2¢ lyo — o /Kk(lt—a:])dt+2g|:co—x| /KA(|s—y|)ds
zo—0 Yyo—9

bigimindeki istenen esitsizlige ulagilir. Lemma 3.2.1'in (ii)-(iv) ifadeleri aym yon-

temle ispatlanabilir. Bu takdirde ispat tamamlanir. m

Lemma 3.2.2 K (\/ 2 + 32) fonksiyonu A simifinin (e) kogulunu saglasim. Ayrica,
f € L1(R?) olmak {izere

zo+h Yo
[f(t,s) — f(xo,y0)] dsdt| < ehk, 0<h,k<4¢ (3.3)
o yo—k

esitsizligi her £ > 0 i¢in saglansin. Bu takdirde agagidaki ifadeler gerceklenir:
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i) 0<zg—a<2vel<y—y <2 oldugunda

T y/o [f(t,s) — f(xo,y0)] Kn (\/(t —a)*+ (s — 9)2) dsdt
To Yyo—0
zo+0 Yo
< gly([(fﬁ (\/(t—a:) +(s—y) )dsdt

To+0
2 o — o] / K (|t — o) dt
zo

esitsizligi gerceklenir.

i) 0<z—1<3veld<yy—y <2 oldugunda

T y/o [f(t,s) = f(20, y0)] Kn <\/(t —z)’ 4 (s— 9)2) dsdt
%o yo—0
< ;75 y/O K, <\/(t — m)2 + (s — y)2) dsdt + 4e K (0) |zo — | |yo — ¥
Zo yo—0

CCO+5

Yo
+2¢ | — 2 /KA(|s—y|)ds+28|y0—y| /KA(|t—:U|)dt
)

Yo— zo

esitsizligi gerceklenir.

i11) 0<x0—x<gve0<y—yg<goldugunda

20+ Yo

[ 18 = w5 (= o+ (5 - 7 s
< z—:x/oyo/_éKA (\/(t—x)2+(s—y)2> dsdt

esitsizligi gerceklenir.

iv) O<:1:'—:C0<%ve0<y—yg<goldugunda

20+ Yo

/ / [f(t,s) — f(xo,y0)] Kx <\/(t —2)’ + (s — y)2) dsdt

o Yyo—0
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2o+ Yo

< 5/ /KA (\/(t—a:)2+(s—y)2)dsdt

o Yo—I

Yo
+2¢ |zo — x| / Ky (|s —yl|)ds
yo—o

esitsizligi gerceklenir.

Ispat. Lemma 3.2.2nin (i) ifadesini ispatlayalim. Kabul edelim ki 0 < g — 2 < g

ve 0 <yp—y< % olsun. Diger taraftan,

20+ Yo

By = [ [ () = Flan )] K (wt—x>2+<s—y>2) dsdt

o yo—O0

olmak iizere V (¢, s) fonksiyonu
t Yo
Vi) i= [ [ 18 (w0) = F (o, o)) duda
2o s
bi¢iminde tanimlansin.
(3.3) esitsizligi goz 6niine almirsa 0 <t — 29 < § ve 0 < yo — s < J iken

[V (ts)] < et = o) (yo — ) (3.4)

yazilabilir. Teorem 2.1.3 geregi asagidaki esitlik gerceklenir:

(L)x76 y/o Lf (t.s) = f (20, yo0)] K\ (\/(t —2)? + (s — y)2> dsdt
- (®S) / / o (V=07 + (=) e[ 1.5

Riemann-Stieltjes integraline, Teorem 2.1.2 ile verilen kismi integrasyon yontemi

uygulanip ardindan ifade mutlak deger fonksiyonu yardimiyla biiyiitiiliirse

20+ Yo

o] = | [ [ R (V-0 6= dd v )

2o yo—6
[ [ estfad (Vie— o+ - o)

zo yo—0
35
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Cc0+(5
+/ 1V (t,yo — 0)|

o

4,15, (\/(t — o)+ (o —y — 5)2)

+y/0 [V (20 + 6, 5)] |ds Ky (Wo—x”)z*(s‘ﬁ)‘

Yyo—

+ |V (o + 0,y0 — 0)| Kx <\/(:c0—x+5)2+(yo—y—5)2)

elde edilir. (3.4) ile verilen egitsizlik dikkate alinirsa

dyd K <\/(t — )+ (s — y)2> ’

s (it =P + -y - o7

17, (2,9, 0)] < ;7570 (t — x0) (Yo — 5)

o Yyo—I
.’170+5

+eb / (t — o)

Zo

Yo

+55/ (yo — )

Yyo—0

+e0°Ky, <\/(:c0 —2+0)+ (yo—y— 5)2)

ds K (\/($0 —x 46>+ (s—y)2)‘

elde edilir. Esitsizligin sag tarafina ¢t = v+ 2 ve s = v + y, ardindan da u =t ve

v = s degigsken degistirmeleri uygulanirsa

xo—T+0 Yo—Y

By < e [ [ tro-mm-s-y)

To—x Yo—y—o

dyd Iy (m)

T )
+ed / (t+ 2z — x0) |de Ky (\/ﬁ—i- (vo —y—é)z)‘
Yo—y
+e0 / (Yo — s — y) |ds Ix <\/(x0—a:+5)2—|—32)‘
Yo—y—9

+e6°K), <\/(a:0 — 240+ (yo —y — 5)2)

elde edilir. K (vu?+ v?) fonksiyonu (u,v) degiskenlerinin bir fonksiyonu olarak
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dikkate alinarak

.
T ) s
To—x<t<xzg—x+90
\/ \/ (K,\('/u2+v2))7 0 _5 0
C— —y—0<s< —
B1 (t, S) — t yo—y—94 Yo ) >~ Yo Yy
\ 0, diger durumlarda
( zo—2+6
\/ (KA<\/U2+(Z/O_ZU—5)2)), zo—x<t<xp—a+0
BQ(t).: t
L 07 t:IL‘O—ZE+5
( S 5 ;
\V (K (\@o—z+8)+02) ), w-y—6<s<y—y
B3 (S) = Yyo—y—0
L 0, S=Yo—Yy—0

bicimindeki salinim fonksiyonlar1 tanimlanabilir. Bu fonksiyonlar son esitsizlikte

dikkate alinarak ifade biiyiitiiliirse

ro—2+0 Yo—yY

115 (z,y,N)| < 5/ / (t+x— ) (yo— s —y) |deds By (1, 8)]

x0—T Yyo—y—9o

To—T+9
ted / (t+ 2 — 20) |diBs (1)
.
Yyo—y
se [ (o= s—)ldBa (o)
Yyo—y—o

+e0°K), <\/(;c0 — 240+ (yo —y — 5)2)

esitsizligi elde edilir. By (t, s) tanim kiimesinde ikili monoton azalan, Bs (t) monoton

azalan ve Bj (s) monoton artandir. Boylece

xo—T+0 Yo—Y

|1122 (l’,y,A)‘ < —¢ (t—f-l‘—l’o) (yo_s_y)dtdsBl (t,S)
To—T yo—y—o
To—+0
) / (t +x — xo) dth (t)
To—T
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Yo—y
+ed / (Yo — s —y) dsBs (s)

Yo—y—4

+e6%Ky, <\/(a;0 — 40+ (yo —y — 5)2)

yazilabilir. Son esitsizligin sag tarafina kismi integrasyon uygulanirsa

To—T+0 Yo~y
115, (z,y,N)| < e / / B (t,s)dsdt

To—T Yyo—y—9
xo—x+0 Yyo—y

+eb / By (t)dt + €6 / Bs (s)ds

To—1T Yyo—y—6

+e0°K) (\/(aso — 240"+ (yo—y— 6)2)
= ¢ (j1+ 0ja + 63 + 6%ja)

elde edilir.

Simdi j; integralini goz oniine alalim. Kolaylikla goriilebilir ki j; integrali

zo—z+5 0 To—z+0Yyo—yY
o= / / / / By (t,s) dsdt
To—T yo—y—9 o
= Ju+J12

bi¢iminde yazilabilir. Bj (t, s) fonksiyonunun agik ifadesi j;; ve jio integrallerinde

yerine yazilirsa

zo—z+d 0 [IO —z48 s

VoV (x (\/m))]dsdt

jll =
To—T Yo—y—0 vory=0
ve
xo—T+0Yo—Y xo—z+6 0 zo—x+d s
= H VoV Y v}( (mﬂz))] dsi
To—T Yo=y—9

elde edilir.
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Diger taraftan j, integrali i¢in

To—T+08
Jo = / By (t) dt

w0~z +0 To—x+0
= V (KA <\/“2+(yo—y—5)2>)] dt
To—T t

yazilabilir.

Son olarak j3 integrali icin

s = o By (s) ds
= 7 +y0/y Bs (s)ds
— yO/M L}Z_é (KA <\/(x0 —r+0)°+ v2)>] ds
+ [ {yo}{_é + \0/} (KA (\/(:z:o — 40+ '02)>] ds

yazilabilir.

Yukarida agilimlar1 verilen her bir integralde A smifinin (e) kosulu ve Lemma 2.1.1

dikkate alinarak j; + 0js + 643 + 0°j4 toplami hesaplandiginda

|15 (2,9, )| < e (ji + 62 + 0js + 6%j4)

zo—z+5 0 ro—2+0Yo—Y
_ e/ /KA(\/m)dsdt—a/ /KA<\/m)dsdt
To—T yo—y—8 zo—z 0
ro—z+0Yo—y
+2€/ /KA(|t|)dsdt
s

elde edilir.
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Esitsizligin sag tarafi mutlak deger fonksiyonu yardimiyla biiyiitiiliirse

20+ Yo

12, (v,y, )| < g/ /KA <\/(t—x)2+(s—y)2) dsdt

o Yyo—9I

x0+5
N

xo
bigimindeki istenen esitsizlige ulagilir. Lemma 3.2.2’nin (i7) — (iv) ifadeleri aym

yontemle ispatlanabilir. Bu takdirde ispat tamamlanir. m

Lemma 3.2.3 K, (\/m) fonksiyonu A simifinin (e) kogulunu saglasm. Ayrica,
f € L1(R?) olmak {izere
zo Yotk
[f(t,s) — f(zo,y0)] dsdt| < ehk, 0<h,k <o (3.5)
zo—h Yo

esitsizligi her ¢ > 0 icin saglansin. Bu takdirde asagidaki ifadeler gerceklenir:

i) 0<xo—x<gve()<y0—y<goldu§unda

o Yo+6

[ s = w5 (= 0+ (5 - )7 s
< ¢ 7 975& (\/(t — )+ (s — y)2> dsdt

Yo+
+2¢ |z — 7 /KA(|s—y|)ds
Y0

esitsizligi gergeklenir.

i1) O<:1:—:1:0<gve0<y0—y<%oldu§;unda

o Yo+6

/ [f(t,s) — f(zo,y0)] K (\/(t —z)? + (s — y)z) dsdt

20—0 Yo

xo Yo+4

< g/ /KA(\/(t—:c)Q—i—(s—y)Q)dsdt

z0—36 Yo

esitsizligi gerceklenir.
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iii) 0 <my—x<%vel<y—yo <2 oldugunda

w0 Yo+s
/ [f(t,s) — f(0,y0)] Kx (\/(t —z) 4 (s — y)2) dsdt
20— Yo
w0 Yo+d
< € / / K <\/(t —z)’ + (s — y)Z) dsdt + 4c K (0) [vo — 2| |yo — vl
20—8 Yo
Yo+0 o
+2¢ |zo — x| /K,\(]s—y|)ds+25|yo—y] Ky (|t — z|) dt
Yo wo—8

esitsizligi gerceklenir.

w) 0<z—29<3vel<y—yo <32 oldugunda

7 y76 [f(t,s) — f(20,0)] Kx <\/(t —2)’ + (s — y)2) dsdt
z0—08 Yo
o Yo+
< €$0/_5y/OK,\ (\/(t—m) + (s — ) )dsdt

zo
2 lyo — ] /Km—xndt
)

ro—

esitsizligi gerceklenir.

Ispat. Lemma 3.2.3iin (i) ifadesini ispatlayahm. Kabul edelim ki 0 < g — 2 < §
ve 0 <yg—y< g olsun. Diger taraftan,

o Yo+6

BN = [ [ 69wl (Vie— o+ - o) dsar

z0—0 Yo

olmak tizere R (t, s) fonksiyonu
R(t,s) = // [f (u,v) — f (x0,y0)] dvdu
t Yo

bi¢iminde tanimlansin.
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(3.5) esitsizligi gz oniine alimirsa 0 < zg —t < J ve 0 < s — yo < ¢ iken
|R(t,s)| <e(xog—1)(s—yo) (3.6)

yazilabilir. Teorem 2.1.3 geregi asagidaki esitlik gerceklenir:

L) / / £(009) = £ ] Ko (V6= 0+ (5 = )* ) s
= (RS) 7 y76KA (\/(t —2)’ + (s — y)2) dids [—R (1, 5)] .

Riemann-Stieltjes integraline, Teorem 2.1.2 ile verilen kismi integrasyon yontemi

uygulanip ardindan ifade mutlak deger ile biiyiitiiliirse

zo Yo+4

e = | [ [ 5 (Ve-of =) dd-re)
< 775;3(75, $)| |dydy Ky (\/(t—x)2+(8—y)2)

d, K (\/(t — )’ + (yo—y + 5)2>

+/ IR (t,y0 + )]
)

ro—

Yyo+90

+/ IR (20— 6, 5)|

Yo

IR = 8.0+ 0 s (Vimo =2 =07 + =y + 07

4, K, (\/(xg P . y)2>

elde edilir. (3.6) ile verilen esitsizlik dikkate alinirsa

|13, (z,y,0)] < 57y76(x0_t) (s — yo) |dvd, K (\/(t—x)2—|—(5_y)2>’
+557 (zo —t) |d x (\/(t—x)2+(y0—y+5)2>‘

+es [ (s )

Yo
+e6% K, (\/(aco —x— 5)2 + (Yo —y + (5)2>
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elde edilir. Esitsizligin sag tarafina t = v + z ve s = v 4+ y, ardindan da u =t ve

v = s degigsken degistirmeleri uygulanirsa

zo—x Yo—Y+4

|]§2 (z,y, /\)| < e / / (xo —t—x) (s +y —yo) |dids K (w/tQ 4 52)
xo—r—5 Yo—Y
+ed / (wo — ¢ — @) |de K (\/t2+(y0—y—|—5)2)‘
To—T—9
Yo—y+4
+eo / (s +y —yo) |ds K (\/($o—x—5)2+52)‘

Yo=Y

102Ky, <\/(:1:0 —z =0+ (yo—y+ 5)2)

elde edilir. K (\/ u? + '02) fonksiyonu (u,v) degiskenlerinin bir fonksiyonu olarak
dikkate alinarak

t Yo—y+o
To—x—0<t<zyg—2x
VARV A=) R s
To—x— s — S5< —y+
Clts) = Yo—Y Yo~y
L 0, diger durumlarda
( t
2 2
\/ (KA<\/U +(y0—y+5))), To—r—0<t<zg—u
C2 (t) = To—x—0
\07 t:$0—.f17—(5
( yo—y+d \/
K,\( ($0—$—5)2+U2>>7 Yo—y<s<y—y+9o
Cg(S)Z: \S/ (
0, S=Yo—y+9

bi¢imindeki salinim fonksiyonlar1 tanimlanabilir. Bu fonksiyonlar son esitsizlikte

dikkate alinarak ifade biiyiitiiliirse

zo—x Yo—Y+I

I, @y, 0| < e / (20—t — 2) (s + y — o) [dedsCa (1, 5)]
zo—r—9 Yo—Y
+55/ (xg —t — ) |d; Co(t)|
To—T—0
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0—y+45
e / (s 4+ 0) [d.Ch (5)]

Yo—yY

+e6%K, <\/(x0 — =0+ (yo—y+ 5)2)

esitsizligi elde edilir. C} (¢, s) tanim kiimesinde ikili monoton azalan, Cs (#) monoton

artan ve Cj (s) monoton azalandir. Boylece

T0—T Yo—Y+o
5, (2,y, )| < —e/ / (10—t — 2) (s +y — yo) dudsCh (£, )

xo—x—06 Yo—Y

ted / (w0 — t — ) dyCi(t)
To—T—0
0—y+0

- / (5 + 1 — 30) d.Ch (5)
Yyo—y

+e6%K), <\/(a;0 —z =0+ (yo—y+ 5)2)

yazilabilir. Son egitsizlige kismi integrasyon uygulanirsa

zo—x Yo—Y+I
‘132 (x,y,)\)} S € / / 01 (t,S)det

To—T—36 Yo—Y
To— Yo—y+3

+es / Cy (t) dt + &6 / Cy (s) ds

rog—x—0 Yo—y

+e6%K,, <\/(x0 — 2 =0+ (yo —y + 5)2)

=& (k?l + 5]{32 + 5]63 + 52]{74)

elde edilir.

Simdi k; integralini goz oniine alalim. Bu takdirde

Yo—y+56  xo—xYo—y+I

ki = C (t,s) dsdt
[ ]+ /

xo—T—0 Yo—Y
= ki1 + ko
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yazilabilir. Cj (¢,s) fonksiyonunun agik ifadesi kj; ve ki integrallerinde yerine

yazilirsa
0 Yo-y+d t  yo—y+o
- [v V(5 (m))]dsdt
o ad gy LmO—T=6 s
ve

iy = mo/—wyo—/m H \0/ y0\76 + \Z/yo\?(;} (5 (m))] dsdt

0 yo—y ro—x—9d 8

edilir.

Siradaki integral olan ks integralinin hesaplanmasina gegelim. Bu takdirde

ky = Cy (t) di
ro—x—0
0 To—x
= / +/ Cg (t)dt
ro—T—9 0
0 t
-/ [\/ (KA(WM(yo—yw)?))]dt
To—z—5 To—T—0

{IO}Z&+ \:)/} (KA (\/u2 + (yo — y+5)2>)] dt

yazilabilir.

Son olarak k3 integrali icin

Yyo—y+9
]{?3 = / Cg (S) ds

Yo~y

_ yo_/y+5 [y0\75 (KA (\/(1’0 r— 8+ v2))] ds

Yo—y s

yazilabilir.
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Yukarida agilimlar: verilen her bir integralde A simifinin (e) kosulu ve Lemma 2.1.1

dikkate alinarak
zo Yo+o

I3y (2,9, )| < g/ /KA (\/(t—x)2+(s—y)2) dsdt

x0—0 Yo

Yo+
+2¢ |xg — x| / Ky (|s—y|)ds
Yo

bigimindeki istenen esitsizlik elde edilir. Lemma 3.2.3%in (ii)-(iv) ifadeleri aym

yontemle ispatlanabilir. Bu takdirde ispat tamamlanir. m

Lemma 3.2.4 K, (Vt* + s?) fonksiyonu A simfinin (e) kosulunu saglasim. Ayrica,
[ € Li(R?) olmak tizere

zo+hyot+k
/ [f(t,s) — f(xo,y0)] dsdt| < ehk, 0<h,k<$§ (3.7)
To Yo

esitsizligi her £ > 0 i¢in saglansin. Bu takdirde agagidaki ifadeler gerceklenir:

7) 0<$0—x<gve0<y0—y<goldu§;unda

z0+0Yo+9

/ [f(t,s) — f(zo,y0)] Kx <\/(t —x)’ + (s — y)z) dsdt
< 5976275[@ (\/(t —2)’ + (s — y)2> dsdt

esitsizligi gerceklenir.

ii) 0 <z —1z9<3veld<yy—y <3 oldugunda

/ F(t,5) — (o, o)) Ko W (t— )+ (s - y>2) dsdt
< ;7&75}@ (\/ (t— )+ (s — y)2) dsdt

Yo+5
+2¢ |zo — x| / Ky (]s —y|)ds
Yo
esitsizligi gerceklenir.
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iii) 0 <my—x<%vel<y—yo <2 oldugunda

20+0Yo+4

/ / [f(t,s) = f(xo, yo)] Kn <\/(t — )’ + (s — y)2) dsdt
20+3yo+d
< e / / K, (\/(t—x)2+ (s—y)Z) dsdt

zo+0
2 lyo — o] / Ko (|t — ) dt

o

esitsizligi gerceklenir.

iv) O<:U—:Co<%ve0<y—yg<goldugunda

zo+0y0+0
[ 15005 = sl 86 (Ve =07+ 5= ) asa
o Yo
zo+0Yo+6
< ¢ / / K\ <\/(t o) 4 (s — y)2) dsdt + 42K (0) |0 — 2] o — 1]
o Yo
z9+9 Yo+6
+2¢ |yo — ¥ / K (|t — z|) dt 4 2¢ |zo — x| / Ky (|s —y|) ds
oy Yo

esitsizligi gercgeklenir.

Ispat. Lemma 3.2.4%iin (i) ifadesini ispatlayalim. Kabul edelim ki 0 < 29 — 2 < g

ve 0 <yg—y< g olsun. Diger taraftan,

20+0Yo+4

tyea N = [ [ 509~ s 8 (Vo= 07+ =) dsa

o Yo

olmak iizere G (¢, s) fonksiyonu

G(t,s) = ]7 [f (u,v) = f (0, yo)] dvdu
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biciminde tanimlansin.

(3.7) esitsizligi goz oniine almirsa 0 <t — 29 < § ve 0 < s — yp < J iken
|G (t,5)| < e(t— o) (s — wo) (3.8)

yazilabilir. Teorem 2.1.3 geregi asagidaki esitlik gerceklenir:

zo+0yo+9

@ [ [ 159~ s 6 (e + (57 dsa

0 %Yo
x0+0yo+6

_ (RS) / / K\ (\/(t—x)2+(s—y)2) 4G (¢, 5).

Riemann-Stieltjes integraline, Teorem 2.1.2 ile verilen kismi integrasyon ytntemi

uygulanip ardindan ifade mutlak deger fonksiyonu yardimiyla biiyiitiiliirse

x0+0Yyo+9

] = | [ [ (Vo 6= o) ddGins)

[ 16w

Zo Yo

IN

ety (it = o+ (5 - 7)

y) +4

+/ G (t,yo + )

o

d Ky (\/(t — )+ (yo—y + 5)2) ‘

yo+4o
+ |G (zo + 9, )|

Y

d K <\/(x0 — 248+ (s — y)2)

+|G (2o + 0, y0 + )| K (\/(xo—x+6)2+(yo—y+(5)2)

elde edilir. (3.8) ile verilen esitsizlik dikkate alinirsa

To Yo
xo+0

—l—aé/ (t — x9)

Zo

dyd K <\/(t — )’ + (s — y)2> ’

d Ky (\/(t — )’ + (yo —y + 6)2) ‘
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Yo+0

+55/ (s — %)

Yo

+26°K), <\/(:1:'0 — 40+ (yo—y + 5)2>

ds Ky (\/(xo —z+6)>+ (s—y)2)‘

elde edilir. Esitsizligin sag tarafina t = v+ x ve s = v + y, ardindan da u = t ve

v = s degigsken degistirmeleri uygulanirsa

To—x+0Yyo—y+o
1 (@, 0| < / / (t+ 2 —20) (s + — 90)

To—x Yo~y

dids Ky (W)

T )
+ed / (t+ 2 — x0) |di Ky <\/t2+ (Yo —y+6)2>
Yo—y+6
+ed / (s +y—yo) |ds IXx (\/(xo —z+0) +32>
Yyo—y

e0?K, (\/(IEO —z+6)°+ (W —y+ 5)2)

elde edilir. K, (v/u? 4 v?) fonksiyonu (u,v) degiskenlerinin bir fonksiyonu olarak
dikkate alinarak

(
ro—x+Yo—y+9o
ro—rx<t<xzg—x+906
\/ \/ (K)\(\/u2+1}2)), 5
s —y<s<yYy—vy-—+
Dy (t,s) == ¢ t Yo—Y Yo—Y
| 0, diger durumlarda
( zo—x+6
\/ (K,\(\/u2+(yo—y+5)2)>, To—rx<t<axg—x+90
Dy (t) = t
L 07 t:xo—l’—l—é
( yo—y+o
\/ (KA<\/($0—95+5)2+U2)), Yo—y<s<yo—y-+o
D3(8)'_ s
L 07 Szyo_y+5

bi¢iminde tanimlanan salinim fonksiyonlar: elde edilebilir. Bu fonksiyonlar son egit-
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sizlikte dikkate alinarak ifade biiyiitiiliirse

ro—x+Yyo—y+95
o] < e [ [ (tro—a) sty dd.Dits)

To—T Yo~y

ro—T+9
+eo / (t +x — o) |d Da(t)]
Yyo—y+9
ses [ sy dDs (o)
Yyo—y

+e62 K, (\/(xo — x40+ (o —y+ 6)2)

esitsizligi elde edilir. D (¢, s) tamim kiimesinde ikili monoton artan, Ds (¢) monoton
azalan ve Dj (s) monoton azalandir. Boylece

zo—z+0Yo—y+3
‘1112(1’7:U7)\)} S € / / (t+$_m0) (S+y_y0)dtdle(tas)

To—T Yo—Y

Tt )
—ed / (t +x — xo) di Do(t)
-
Yo—y+6
~e [ (sHy-w) DG
Yyo—y

+26%K), (\/(:co — 240+ (yo—y + 5)2>

vazilabilir. Egitsizligin sag tarafina kismi integrasyon uygulanirsa

zo—x+5Yo—y+o
|Ii12 (I7y7 A)! S 9 / / D1 (t, 8) dsdt

o—T Yo—Y
To—T+0 yo—y+4

+ed / D (t) dt + 6 / Ds (s) ds

ro—x Yyo—y

+e6?K, (\/(xo —z+ 8+ (yo—y+ 5)2>

= £ (hl + (5h2 + (5]13 + (52]14)
50



elde edilir.

Simdi h; integralini hesaplayalim. Bu takdirde
xo—x+0Yo—y-+9
hy = / / D (t,s) dsdt
To—T Yo~y

yazilabilir. Dj (t, s) fonksiyonunun acik ifadesi yerine yazilirsa

To—T+8Yo—Y+0 o Suo—yt6
hl == [

AR V(0 (v ) |

elde edilir.

Diger taraftan hs integrali igin
To—T+9
hy = / Dy (1) di
To—T

To—T+6 [mo—x—l—é

\/ (KA (\/u2 +(yo—y + 5)2)>] dt

t

To—T

yazilabilir.

Son olarak hg integrali igin
Yo—y+4
hy = / Ds(s)ds

Yo—y
A [yo—y+5

V" (ks (Vw07 ))

S

Yo~y

yazilabilir.

Yukarida agilimlar verilen her bir integralde A smifimin (e) kogulu ve Lemma 2.1.1

dikkate alinarak

z0+0Yo+9

It (2,9, )| gg/ /KA (\/(t—x)2+(s—y)2) dsdt

Zo Yo
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bigimindeki istenen esitsizlik elde edilir. Lemma 3.2.4’tin (i7) — (iv) ifadeleri aym

yontemle ispatlanabilir. Bu takdirde ispat tamamlanir. m

Teorem 3.2.2 K, (\/ 2+ 32) fonksiyonu A smifindan olsun. Eger (zg,v0) € R?
noktasi f € L;(R?) fonksiyonunun d—noktasi ise bu takdirde

zo+0 yo+9
20y — 10 /KA<|t—x|>dt+2|x—xo| /Kms—ywds (3.9)

x0—0 Yyo—0

4K, (0) |2 = ol [y — wol

fonksiyonunun (z,y,A\) — (xo, %0, Ao) iken smirh kaldigr (x,y,\) noktalar kiimesi

lizerinde

Ly(f;2,y) = f(20,%0)

im
(fE,yv)\)H(IO’yO :)\0)

gerceklenir.

Ispat. Kabul edelim ki 0 < |29 — 2| < $ ve 0 < |yo —y| < $ olsun. 0 <o — 2 < $
ve 0 < yo — y < 2 durumlarim gz dniine alalim. (zo,yo) € R? noktasi f € L; (R?)

fonksiyonunun d—noktasi ise bu takdirde verilen her € > 0 igin

I/Oy/o[f(t’s)_f(%»yo)]dsdt < chk

zo—hyo—k
zo+h Yo
[f(t,s) — f(xo,y0)] dsdt| < ehk

To Yyo—k
xzo Yotk

[f(t,s) — f(xo,y0)] dsdt| < ehk

zo—h Yo
xo+hyo+k

/ / [f(t,s) — f(xo,y0)] dsdt| < ehk

egitsizlikleri saglanacak sekilde 6 > 0 bulunabilir. Burada, 0 < h,k < ¢ dir. A

smifinim (b) kogulundan

[La(f;7,9) — f(20, v0)]

/ f(t,s)K t—x)2+(3—y)2>dsdt
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+ f (o, Z/o)/ K (\/(t — )2+ (s — y)2) dsdt

xo;yo/ K,\ 75—$ +(3—?J)2> dsdt — f(x0,%0)

=[] 1te.9) = S0 K (V=275 G = 7 ds

f(zo,v0) /K)\ (t — x)? (S—y)2)d8dt—1
= I (x,y,)\)+[2(x,y,)\)

yazilabilir. Thtiyac duyacagimiz kiimeler olan B; ve 5 kiimeleri sirasiyla

Bs = {(t,s) S/ (t—30)2 4 (s — y0)? < 0, (z0,0) € ]RQ}

bi¢iminde ve

Qs = (xo — 0,20+ 0;90 — 6, Yo + I)

bi¢iminde tamimlansin. Bu takdirde I3 (z,y, A) integrali igin

L) = 3 [+ [ F1709) = faom) B (V=27 + G =) dsi

R2\Qs Qs
= Ill ('Tu Y, )\> + [12 (.CL’, Y, )‘)

yazilabilir. |17 (x,y, \)| integrali i¢in

I .y )] < / 7(t.5) = Fao.0)| K (V2 1 (s — 92 dsd

R2\B;
S Sllp K)\ <V t2 + S2> ||f||L1(R2)
L <V ts?
7z
+ | f(zo, yo)| / K (vt2+32) dsdt

6 2 2
B SViEits

oldugundan (c) ve (d) kogullar sirasiyla goz oniine alindiginda, (x,y, \) — (xq, Yo, Ao)

iken I1; (x,y, A) — 0 elde edilir.
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Simdi I3 (x,y, A) integralini goz 6niine alalim. Bu takdirde

zo Yo+o  xo+oyo+d

s = (T T T T T T T o s

To—0Yyo—6 Zo Yyo—0  w0—3d Yo

<K\ (\/(t )4 (s— y)2) dsdt

- 1112 (I‘,y,/\) + 1122 (xvyu )\) + Il2 (I‘ Y, )\) + IilQ (J?,y,)\)

yazilabilir. Her bir integralde sirasiyla Lemma 3.2.1-Lemma 3.2.4’tin (i) ifadeleri

dikkate alindigy takdirde |I15 (x,y, A)| integrali igin

zo+6yo+9d
Iy (2,9, \)] < 5/ /KA (\/(t_x)2+ (s _y)z) dsdt
20—0yo—6
zo+0 yo+4
+2¢ |yo — v / K (|t — z|) dt 4 2¢|zo — x| / Ky (|s—y|)ds (3.10)
wo—0 Yo—5

+4e K, (0) |yo — y| |xo — 2|

esitsizligi elde edilir. A simifinin (a) kogulu ve (3.9) hipotezinden (x, y, A) — (x¢, yo, \o)
iken I2 (z,y,\) — 0 elde edilir. Son olarak A simfinin (b) kosulundan (x,y, \) —
(o, Yo, Ao) iken I (x,y, A) — 0 olur.

Teorem 3.2.2, 0 < |y — 2| < § ve 0 < |yo —y| < 2 kabullerinin 0 < zp — 2 < 2
ve 0 < yg—y < % durumlar: ic¢in ispatlanmigtir. Diger durumlarda da, Lemma
3.2.1-Lemma 3.2.4%iin (i) — (iv) ifadeleri ayr1 ayri, yukaridaki ispatta oldugu gibi

kullamlarak (3.10) esitsizligi elde edilir. Bu takdirde ispat tamamlanir. =

Simdi siradaki teoremlerin ispatlarinda kullanacagimiz bazi lemmalar ifade ve ispat

edelim.

Lemma 3.2.5 K (\/ 2 + 52) fonksiyonu A simifinin (e) kogulunu saglasim. Ayrica,
f € L1 (R?) olmak {izere

To Yo
1f(t,8) — f(xo,y0)| dsdt < eh®T kP 0 < h k<4 (3.11)

zo—hyo—k
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esitsizligi 0 < a, 8 < 1 ve her € > 0 igin saglansin. Bu takdirde agagidaki ifadeler

gerceklenir:

7) 0<$0—x<gve0<y0—y<goldugunda

/ / Flxo, y0)| K (\/(t—x)2+(8—y)2> dsdt

o —yo—9

o Yo

< e(oz—l—l)(ﬁ—l—l)//KA(\/(t—$)2+(3—y)2)‘t—%’a

zo—0yo—9

x |s — yo|” dsdt

+2e (B +1) |:1:—330|a+1 /K,\(\s—y])]s—ydﬁds

Yo—0

xo

s2(a s ly— o™ [ Kt al) e -zl d
zo—0

+4e Ky (0) |2 — o™ |y — yo|/6+1

esitsizligi gercgeklenir.

ii) 0<z—1z<3veld<yy—y <2 oldugunda

/ / o K (Ve =0 + (s = o)) asi

zo —0yo—0
(@t 1) (5 +1) //K( (= af + =0 ) =l
xo—0yo—0
x |s — yo|” dsdt

xo
s2(a )y =gl [ Kt al) e -zl d

zo—0

esitsizligi gerceklenir.
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iii) 0 <my—x<%vel<y—yo <2 oldugunda

/ / Flxo, y0)| K (\/(t—x)2+(3—y)2> dsdt

o —0yo—9

< 5/ y/KA<\/(t—x)2+(s—y)2>dsdt

125 (B+1) |z — 20| / K (s — yl) |s — ol ds

Yo—0

esitsizligi gergeklenir.

iv) 0<:B—a:0<%Ve0<y—yg<goldu§unda

/ / (o, 50)| K <\/(t o) 4 (s— y)2> dsdt

o —0yo—9
o Yo
2 2 @
< €(a+1)(ﬁ+1)//lﬁ(\/(t—x) +<s—y>)|t—:co|
1’0—5y0—5
B
X |s — yo|” dsdt

esitsizligi gerceklenir.

Ispat. Lemma 3.2.5%in (i) ifadesini ispatlayalim. Kabul edelim ki 0 < zy — 2 < g

ve 0 <yg—y< % olsun. Diger taraftan,

Iy (2,9, A / / f(t.s) = [(xo,y0)| K (\/(t — )"+ (s — y)2> dsdt

zo —0yo—9

olmak tizere F (¢, s) fonksiyonu

zo Yo

B(t5)i= [ [17 (w.0) = F (o, n) dudu

bi¢iminde tanimlansin.
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(3.11) esitsizligi gz oniine alimirsa 0 < xg —t < J ve 0 < yo — s < 0 iken
|E(t,8)| < e(zo—t)* (yo — 5)°F! (3.12)

yazilabilir. Teorem 2.1.3 geregi agsagidaki esitlik gerceklenir:

L) 7 7 |f (t,s) — f (zo,y0)| K (\/(z& - m)2 + (s —y)2) dsdt

zo—0yo—9

= (RS) 7/1@( t—a: (s—y)Q)dtdsE(t,s).

x0—0yo—9

Riemann-Stieltjes integraline, Teorem 2.1.2 ile verilen kismi integrasyon ytntemi

uygulanip ardindan ifade mutlak deger fonksiyonu yardimiyla biiyiitiiliirse

1l (0| = / / i (Ve = o+ 5= 07 . (19

To— 5y0 —4

IN

dyd K (\/(t — )+ (s — y)2)

/|E<7s>|

x0—0yo—9

+m/_6|E(t,yo—5)| d K (\/(t_m)2+<y0_y_5)2)’

Yo
+/ |E (xg — 9, 9)|

7 ds K (\/(:):0 =6 (s — y)2>

+|E (xo — 0,50 — 9)| K <\/(x0—x—5)2+(yo—y—5)2)

elde edilir. (3.12) ile verilen esitsizlik dikkate alinirsa

sl < <] ] vt s (i)

+e6° T / (zo — )" |d Ky <\/(t — )+ (yo—y — 5)2) ’

zo—0

Yo
0>t / (yo — s)°*!

4, K, (\/(xg P . y)2> ‘

+e0° TP, (\/(xo —2 =08+ (yo—y— 5)2)
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elde edilir. Esitsizligin sag tarafina t = u 4+ x ve s = v+ y ardindan da u = t ve
v = s degisken degistirmeleri uygulanirsa
To—x Yo~y

|1y (2,9, M)| < e / / (xg—t—x

ro—x—0yo—y—=o

)

Y dyd, K (m))

Yo — S —ZU)BJr

+ettt / (xg—t — x)aH di K<y (\/t2 + (Yo —y — 5)2) ‘
xo—x—9
Yyo—vy
—|—€(5a+1 / (yO 5 — y)ﬁ—l-l dSK)\ <\/(gjo — T — 6)2 —+ $2>
Yo—y—a

+e6* TP, (\/(xg —x =0+ (yo—y — 5)2)
elde edilir. Lemma 3.2.1'in ispatinda kullamlan A, (t,s), As(t) ve As(s) salmim
fonksiyonlar1 son esitsizlikte dikkate alinarak ifade biiyiitiiliirse

ro—T Yo—Y
11y (z,y,\)| < e / / (xo —t — )" (yo — 5 — )" |dids A (2, )|

ro—x—0Yyo—y—~o

To—T

Lestt / (20 — t — 2)*" |dy As (1))
To—T—9
Yo—yY

et [ s =)™ )
Yo—y—0

+e0* PR, (\/(3:0 —2 =0+ (yo—y— 5)2)

esitsizligi elde edilir. A; (¢, s) tamm kiimesinde ikili monoton artan, A, () monoton
artan ve As (s) monoton artandir. Boylece
To—z Yo—Y

{1112 (J}, Y, )‘)‘ <e / / (xO —1— ‘/L‘)a+1 (yO - 5= y)6+1 dtdsAl(ta S)

x0—x—0Yyo—y—~o
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To—T

st / (20—t — 2)" d, Ay(t)
To—T—9
Yo—yY

+e6t / (yo — 5 —y)" T dyAs(s)

Yo—y—3

+e0* P2 K, <\/(a:0 —x =8+ (yo—y— 5)2)

yazilabilir. Esitsizligin sag tarafina kismi integrasyon uygulanirsa

Do € clatn@+) [ [ Aes)@o-t-or

ro—x—0Yyo—y—0
X (yo — s —y)° dsdt

+e6" T (a4 1) / Ay (t) (xg —t — ) dt
To—T—0

Yo—y
&5 (B4 1) / A3 (8) (yo — s — y)ﬁ ds

Yo—y—9a

+e0* P2 K, (\/(3:0 —x =82+ (yo—y— 5)2)
= c((a+1)(B+1)ir+ 0" (a+ 1) iy + 6T (B + 1) 5 + 6°TF24y)

elde edilir.

Simdi 7; integralini ele alahm. Kolayca goriilebilir ki 7; integrali

To—TYo—Y

/ / / / Ay (t,s) (w0 —t — )" (yo — 5 — y)” dsdt
ro—T—0Yyo—Yy—9 0
mo/‘mle /yo/w Ay (t,s) (w0 —t — )" (yo — s — y)” dsdt

= i1 + %12 + 113 + 14
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bigiminde yazlabilir. A; (¢,s) fonksiyonunun acik ifadesi 17 — 414 integrallerinde
yerine yazilirsa
0 0 . N
11 = / / [ \/ \/ (K}\ (\/m))] (xg —t — 2)”

2o —a—3yo—y—5 ~TOTTTOYo—Y=0

x (yo — s — )’ dsdt,

T

o= [V v Ve )

X (xg —t — )" (yo — s — y)” dsdt

ve

1V VvV (s ()]

Yo—y—5 LTo—T—=8yo—y—5 0 yo—y—o

wo—z
g = /
0

X (zg —t — )" (yo — s — y)” dsdt

esitlikleri elde edilir.

Ikinci olarak i, integralinin hesaplanmasima gecelim. A, (¢) fonksiyonunun acik

ifadesi 75 integralinde yerine yazilirsa

To—x

ig = / A2 (t) (IO —t— Jf)a dt

To—T—0




elde edilir.

Son olarak i3 integralinin hesaplanmasina gegelim. Ajs (s) fonksiyonunun agik ifadesi

i3 integralinde yerine yazilirsa

@'3:% _/y_5A3 (5) (o — 5 — 1)° ds
- 7 [f/_é(K,\(\/(xo—x—(S)Q—i—U?))](yg—s—y)ﬁds
+y0/—y {yo}z;r\:/} (KA <\/(g;0 —z—4)? +v2)>]

X (yo — s —y)’ds

elde edilir.

Elde edilen ifadeler A simfinin (e) kogulu ve Lemma 2.1.1 dikkate alinarak diizen-

lendiginde

I (@0 0] < elat1)(B+1) //KA< (t— 27+ <s—y>2)

x0—0yo—9
X |zo — t|* |yo — s|” dsdt + 4e K (0) |yo — y|* ™ |zo — z|* ™

x0
122 (a+ 1) [yo — yI* / Ko (1t — 2]) |0 — t|° dt

xro—9

126 (B + 1) |ao — 2 / K (s — ) lyo — s|° ds
Yo—9

bigimindeki istenen esitsizlige ulagihr. Lemma 3.2.5’in (4i) — (iv) ifadeleri ayn1 yon-

temle ispatlanabilir. Bu takdirde ispat tamamlanir. m

Lemma 3.2.6 K, (\/ 12+ 32) fonksiyonu A siifinin (e) kogulunu saglasin. Ayrica,
f € L1(R?) olmak {izere

zo+h Yo
1f(t,8) — f(xo,y0)| dsdt < eh®T kP 0<h k<4 (3.13)

To yYyo—k

61



esitsizligi 0 < a, 8 < 1 ve her € > 0 igin saglansin. Bu takdirde agagidaki ifadeler

gerceklenir:

i) O<a:0—x<gve()<y0—y<goldugunda

20+ Yo

/ |f(t,8) — f(xo,y0)| K (\/(t —z)’ + (s — y)2> dsdt
< e<a+1><ﬁ+1>x7éy/om (J(t—x>2+<s—y>2) [t — o/

zo+0
x |s — yo|” dsdt + 2¢ yo — y|” ™ (@ + 1) /KA (|t — z|) [t — xo|™ dt
zo

esitsizligi gergeklenir.

1) O<x—x0<gve0<y0—y<%oldu§unda

T y/D |f(t,8) — [ (2o, y0)| K (\/(t — )’ 4 (s — y)Q) dsdt
< c(a+1) (ﬁ+1)x75y/ofﬁ (\/(t—x)2+<s—y)2) |t — xo|"

X |s — yofﬁ dsdt + 4K (0) |z — $o‘a+1 ly — yo’ﬁJrl
Yo
_ a+1 . . B
+2e | —xo|" (B+1) [ Kx(Is—yl)|s— ol ds

Yo—0
zo+9

F2ely — yol ™ (a4 1) / Ko (|t — ) [t — 20| dt
o

esitsizligi gercgeklenir.

i11) O<x0—x<gve0<y—yo<goldugunda

To yo—90
X |s — yo|® dsdt A
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esitsizligi gerceklenir.

w) 0<z—29<3vel<y—y <32 oldugunda

20+ Yo

/ lf(t,s) — f(zo,y0)| K <\/(t —z)’ + (s — y)Q) dsdt
o yo—0
< ela+1)(B+ 1>7§ / Ky (Wt—a:)h (s —y>2) t — o]
o yo—o

Yo
X |s — yo|” dsdt + 2¢ | — 2o|* T (B4 1) / Ky (Is —y|) |s — ol ds
Yyo—0

esitsizligi gerceklenir.

Ispat. Lemma 3.2.6'mm (i) ifadesini ispatlayalim. Kabul edelim ki 0 < 2y — = < g
ve 0 <yog—y< g olsun. Diger taraftan,

zo+d Yo

By h = [ [ 1509~ el 56 (Ve =07 + =) dsa

o yo—90

olmak iizere V (¢, s) fonksiyonu

Vi(t,s) = ]y/o |f (u,v) = f (20, y0)| dvdu

biciminde tanimlansin.

(3.13) esitsizligi goz oniine almirsa 0 <t — 29 < § ve 0 < yo — s < J iken
IV (t,s)] <e(t—xo)* (yo — s)"™ (3.14)

yazilabilir. Teorem 2.1.3 geregi asagidaki esitlik gerceklenir:

(L)x76 y/o |f(t,s) — [ (0, y0)| Kn <\/(t —z)’ + (s — y)Z) dsdt
Zo yo—5
~ (®S) / / o (V=7 + (500 ) e [V (1))
o Yoo
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Riemann-Stieltjes integraline, Teorem 2.1.2 ile verilen kismi integrasyon yontemi

uygulanip ardindan ifade mutlak deger fonksiyonu yardimiyla biiyiitiiliirse

115 (z,y,N)| = 75 y/ K, (\/(t —z)? 4 (s— y)2) dydy [~V (t,5)]
o yo—0
z0+6 Yo
< yo/5|v<t,s>r N O —

270+5

+/ V (1,40 — 8)]

Zo

ks (it = o7+ -y - o)

Yyo—

+ |V (xo+0,y0 — )| K <\/(x0—x+5)2+(yg—y—5)2)

elde edilir. (3.14) ile verilen esitsizlik dikkate alinirsa
zo+6 Yo
o] < e [ [ @-m) -9

o Yyo—9
zo+0d

+e6°1 / (t — a0)* ™

zo

0K (\/ (t ) + (s - y)2) ‘

s (=0 + -0

Yo

+85a+1/ (y0_8>5+1

Yyo—§

+ed* PR, (\/(xo — 2+ 0+ (o —y— 5)2)

ds K <\/(370 — 467+ (s— y)2)

elde edilir. Egitsizligin sag tarafina t = u + x ve s = v + y, ardindan da v = t ve
v = s degigsken degistirmeleri uygulanirsa

Zo—Z+6 Yo—Y
Beon < e [ [ tromm) g-s- ™

To—T Yo—y—o
xro—1+0

+e6° 1 / (t 4z — o)™

dyd, I (VP + ) )

di ) <\/t2 + (Yo —y — 5)2)

To—T
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Yo~y

+e6o ! / (Yo —s—y)

d, K <\/($0 — T+ 5)2 + 32) ‘
Yo—y—4

+85Q+B+QK/\ (\/($0—$+5)2+(y0—y—5)2)

elde edilir. Lemma 3.2.2’nin ispatinda tanimlanan salinim fonksiyonlar1 son esitsiz-
likte dikkate alinarak ifade biiyiitiiliirse

xo—x+6 Yo—Y
I3, (z,y,N)| < e / / (t+z—20)"" (o — 5 — )" |ded By (¢, 5)]

Zo—T Yo—y—0

$0—£L‘+6
LePHL / (t+ 2 — 20)* " |diBa ()]
ro—x
Yo—y
Legartl / (Yo — 5 — y)6+1 |dsBs (s)]
Yo—y—o

+ed* PR, (\/(xg — 48+ (yo—y — 5)2>

esitsizligi elde edilir. Bj (t, s) tamim kiimesinde ikili monoton azalan, Bs (t) monoton
azalan ve Bj (s) monoton artandir. Boylece

ro—x+90 Yo—yY
2,2,y 0] < —< / / (t+ 7 — 20)™ (30 — 5 — 1) dud, By (£, )

T0—T Yyo—Yy—0>

To—T+06
st / (t+ 7 — 20)" d, By (1
To—T
Yyo—vy
+e5o ! / (yo — s — )" d,Bs (s)
Yyo—y—90

+e0* P2, (\/(1‘0 — x4+ 8+ (yo—y — 5)2>

vazilabilir. Egitsizligin sag tarafina kismi integrasyon uygulanirsa
zo—z+8 Yo—y
Beod] € clarn@+) [ [ Bies) oo
To—% Yyo—y—=o
x (yo — s —y)” dsdt
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zro—x+9
+e0” ! (a + 1) / By () (t +ax — x0)*dt

To—T

+e6°TH (B4 1) / Bs () (t + 2z — x)” ds

Yyo—y—o

ret 2, (Vo — 0407+ - - 07

=c((a+1)(B+D) i+ (a+1)jo+ T (B+1)j3 + 6T ))

elde edilir.

Simdi j; integralini goz oniine alalim. j; integrali

zo—z+5 0 ro—z+0Yo—y
i o= / / / / B (t,s)(t—l—x—xo)a(yo—S—y)ﬁdsdt
T0o—T Yyo—Yy—9 To
= Ju +Ji2

bi¢iminde yazilabilir. Bj (t, s) fonksiyonunun agik ifadesi j;; ve jio integrallerinde

yerine yazilirsa

o= [ [V V(0 (vera)

(t+x— )"

ve

o LIV VY e

T0—2T t Yo

X (t+x —20)* (Yo — 5 — y) dsdt

elde edilir.
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Ikinci olarak j, integralini gtz éniine alalim. Bu takdirde

ro—x+9

Jo = / By (t) (t+ 2 — )" dt
To—xT
To—TH0 o ais
- \/ (KA (\/u2+(yg—y—5)2)) (t+x —x0)" dl
t
To—xT

elde edilir.

Son olarak j3 integralini goz oniine alalim. Bu takdirde

Jjs = :Z:Bs (5) (yo — s — y)" ds
_ / [v (16 (Vo= 97+7)) o=
(VY (0 (Vo)) s we

0

elde edilir.

Elde edilen ifadeler A siifinin (e) kosulu ve Lemma 2.1.1 dikkate alinarak diizen-

lendiginde
z0+0 Yo
2 2 2 o
2, (,y0)| < e<a+1><5+1>//m<¢<t—x> +<s—y>)|t—xo|
o Yyo—9I

{I?()+5
x |yo — s|° dsdt + 2¢ (a+ 1) [yo — y|*™ / Ky (|t — z|) |t — 20| dt
Zo
bigimindeki istenen esitsizlige ulagilir. Lemma 3.2.6'nin (i7) — (iv) ifadeleri aym

yontemle ispatlanabilir. Bu takdirde ispat tamamlanir. m
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Lemma 3.2.7 K (\/ 2 + 32) fonksiyonu A simifinin (e) kogulunu saglasim. Ayrica,
f € L1(R?) olmak {izere

xo Yotk
/ F(t5) — flao,yo)|dsdt < ch R, 0<h k< (3.15)
zo—h Yo

esitsizligi 0 < a, 8 < 1 ve her € > 0 i¢gin saglansin. Bu takdirde agagidaki ifadeler

gerceklenir:

i) 0<zo—2<3vel<yy—y <3 oldugunda

/ / 66,5 = a5 (6= 0"+ (5 = )7 s
z0—0 Yo
< ca+1)(B+1) //K (V= + =) ool
zo—0 Yo

Yyo+0
X |s—y0|ﬁdsdt+2€(ﬁ+l) |$0—I|a+1 /K,\(|s—y\)|s—y0]6ds
Yo

esitsizligi gerceklenir.

i1) O<:p—x0<gve()<y0—y<%oldu§unda

zo Yo+6
z/6y/0 | f(t,s) — f(0,y0)| Kx (\/(t—x) +(s—1v) )dsdt
= ey 776“ (V=i (5= 0" =
X |s — yo|” dsdt A

esitsizligi gergeklenir.

i11) 0<x0—x<gve0<y—y0<goldugunda

/ /+ | £ (t5) = f (o, 30)| K (V (1 =)+ (s - ”2) o
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o Yo+o

< €(a+1)(5+1)//KA(\/(t—a:)2+(3—y)2)\:Uo—t|a

To—0 Yo

X |s — yg|ﬁ dsdt + 4K, (0) |z — :C|O“Jrl lyo — y|BJrl

Yo+9
122 (B+1) |2 — ™ / K (s — yl) |s — vol” ds

Yo

T
+22 (a+1) [yo — y*! / Ko (|t — 2]) |0 — #|° dt
)

xro—

esitsizligi gerceklenir.

w) 0<z—x9<2veld<y—yo<2oldugunda

zo Yo+o

/ / |f(t,s) — f(0,y0)] Kx (\/(t —z)’ + (s — y)2) dsdt
x0—8 Yo
< ela+1)(B+1) 7 y76KA (\/(t — )+ (s — y)Q) |zo — t|”
z0—0 Yo

o
x |s — yo|? dsdt + 2¢ (a + 1) |y — y|*™ / Ky ([t — 2|) |ao — t|* dt
zo—0

esitsizligi gerceklenir.

Ispat. Lemma 3.2.7'nin (i) ifadesini ispatlayalim. Kabul edelim ki 0 < g — 2 < g

ve 0 <yp—y< % olsun. Diger taraftan,

o Yo+o

By = [ [ 1809 = fnwl 5 (V= o + (5 - ) dsa

z0—9 Yo

olmak iizere R (t,s) fonksiyonu
zo S
Rit)i= [ [1F () = 1 (o) dod
t Yo

bi¢iminde tanimlansin.
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(3.15) esitsizligi gz oniine alimirsa 0 < xg —t < J ve 0 < s — yo < § iken
R (t,5)] < & (o — )" (5 = yo)™ (3.16)

yazilabilir. Teorem 2.1.3 geregi asagidaki esitlik gerceklenir:

(L) 7 y76 |f (t,8) — f (0, y0)| Kn <\/(t —z)’ + (s — y)2) dsdt
z0—0 Yo
— (RS) / y76KA <\/ (t—2)*+ (s — y)2) did, [~ R (t, 5)].
To—0 Yo

Riemann-Stieltjes integraline, Teorem 2.1.2 ile verilen kismi integrasyon yontemi

uygulanip ardindan ifade mutlak deger fonksiyonu yardimiyla biiyiitiiliirse

zo Yo+4

e = | [ [ 5 (Ve-of =) dd-re)
< 775;3(75, $)| |dydy Ky (\/(t—x)2+(8—y)2)

d, K (\/(t — )’ + (yo—y + 5)2>

+/ IR (t,y0 + )]
)

ro—

Yyo+90

+/ IR (20— 6, 5)|

Yo

IR = 8.0+ 0 s (Vimo =2 =07 + =y + 07

4, K, (\/(xg P . y)2>

elde edilir. (3.16) ile verilen esitsizlik dikkate alinirsa

zo Yo+
o] < e [ [ om0 s s (V- o7+ - 7|
zo—0 Yo
zo
+ed Tt / (zo — ) |d, Ky <\/(t — )’ + (yo —y + 5)2) ‘
x0—0
Yo+

+€5a+1/ (S_y0)5+1

Yo
+ed P2 (\/(1’0 —x— 5)2 + (yo—y + 5)2>
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elde edilir. Esitsizligin sag tarafina t = v+ x ve s = v + y, ardindan da u =t ve
v = s degigsken degistirmeleri uygulanirsa
ro—x Yo—y+o

|13 (2,9, 0)] < e / / (o —t — )" (s +y — o)™

z0—2—6 Yo—Y

A, K (VE+ 52

+e6° 1! / (o —t — )" |d K (\/t2 +(yo—y+ 5)2)
x9g—T—0
Yyo—y+0
+e6*t! / (s+y—y0) " |d K (\/(mo —z -6+ 32)
Yo~y

+€50¢+5+2K)\ (\/($0_$_5)2+(y0—y+5)2)

elde edilir. Lemma 3.2.3’tin ispatinda tanimlanan salinim fonksiyonlar1 son egitsiz-
likte dikkate alinarak ifade biiyiitiiliirse
ro—x Yo—y+o
}[f’2 (z,v, )\)| < ¢ / / (o —t — a:)a+1 (s+y— yo)ﬂJr1 |didsCi(t, s)|

z0—2—06 Yo—Y

To—T

+edP ! / (rg—t — :70)“+1 |d;Co(t)]
To—T—0
Yo—y+6
+edott / (s+y— yg)BJrl |dsC3 (s)]
Yo—y

+65a+,3+2K>\ (\/(xo_x_5)2+(y0_y+5)2>

esitsizligi elde edilir. C} (t, s) tamim bolgesinde ikili monoton azalan, Cs (t) monoton

artan ve Cj (s) monoton azalandir. Boylece

zo—x Yo—y+o
‘152 (fL‘, Y, A)‘ < —¢ / / (‘TO —t— x)OéJrl (S +y— y0)6+1 dtdscl (ta S)

xo—r—6 Yo—Y

+856+1 / (ZL’() —t— ZL’)a+1 dtcg(t)

To—T—0

71



Yo—y+o
e / (545 — 90" duC ()

Yo—Y

+ed 2K, (\/(xg —x =8+ (yo—y+ 5)2>

yazilabilir. Esgitsizligin sag tarafina kismi integrasyon uygulanirsa

‘[f’z(:v,y,)\ﬂ < ela+1)(B+1) / /Cl(t,s)(:co—t—m)a

To—2—06 Yo—Y

X (3+y—yo)’8dsdt—|—5(a—|— 1)(5/8+1 / Co (t) (xg —t — )™ dt
ro—T—9
Yyo—y+4
42 (@405 [ Calo)s+y-w)ds
Yo—yY

+E5a+ﬁ+2K)\ (\/($0—$—5)2+(y0—y—|—5)2>

=c((a+1)(B+1) ki + (a+1) 6 ks + (B + 1) 8T ks + 6°T 2k,

elde edilir.

Simdi £ integralini gbz oniine alalim. Bu takdirde

0  yo—y+o
kl = / / Cl (t, S) (SL’O —t— fE)a (8 + Yy — yo)ﬂ dsdt

xo—T—0 Yo—Y
zo—xYo—Yy+3

—I—/ / Cy(t,s) (o —t — ) (s +y — yo)” dsdt

0 yo—y

= ki + ko

yazilabilir. Cf (¢,s) fonksiyonunun agik ifadesi kj; ve ki integrallerinde yerine

yazilirsa

0 yoy+6[ t Yo—y+o

T / \VARY, (Kx(m))] (29— t — )"

To—T—8 Yo—y ro—x—0 S
X (s +y—yo)’ dsdt
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ve

To—zyo—y+0 [{ 0  yo—y+6 t yo—y+6

VIV VY (e ()|

0 yo—y ro—x—3d S

x (zg —t — ) (s +y — yo)” dsdt

elde edilir.

Diger taraftan ks integrali igin

oy = / Co (8) (w0 — £ — 2)° dt

2026
= mo_/$_5+ [ Co (t) (xg —t — )™ dt
— IO/M L}Z_(s (KA (\/u2 +(yo—y+ 5)2>)] (2o —t — ) dt

—:Zx {x0\26+\:)/} <K)\ <\/u2 + (% —y+5)2>)] (o —t—z)"dt
yazlabilir.

Son olarak k3 integrali icin

Yo—y+6

b= [ Gy ds
= yo_/er5 [yo\?” <KA <\/(:v0 —x -0+ vz)) (s+y—yo) ds

yazilabilir.

Elde edilen ifadeler A simifinin (e) kogsulu ve Lemma 2.1.1 dikkate alinarak diizen-
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lendiginde

zo Yo+o
By < cernEry [ (¢<t—x>2+<s—y>2) 20— 1]°
20—3 Yo
x |s — yo|” dsdt
Yo+6

+2e (B +1) |x0—x|aJrl /K,\(|S—y|)|s—yg|*3ds
Yo

bigimindeki istenen esitsizlik elde edilmig olur. Lemma 3.2.7'nin (i) — (iv) ifadeleri

ayni yontemle ispatlanabilir. Bu takdirde ispat tamamlanir. =

Lemma 3.2.8 K, (\/ 2 + 32) fonksiyonu A simifinin (e) kogulunu saglasim. Ayrica,
f € L1(R?) olmak {izere

zo+hyo+k
/ 1f(t,8) — f(zo,y0)| dsdt < eh®T kP 0 < h k<4 (3.17)

o Yo

esitsizligi 0 < a, 8 < 1 ve her € > 0 icin saglansin. Bu takdirde agagidaki ifadeler

gerceklenir:

i) 0<zo—x<3vel<yy—y <3 oldugunda

xo +0yo+0

|f(t,5) — f(z0,y0)| K (\/(t —z)’ + (s — y)2> dsdt

Zo Yo
z0+0Yyo0+9
2 2 o'
< e(a+1)(B+1) / /KA(\/(t—x) +(5—y))|t—x0|
o Yo
_ |8
X |s — yo|” dsdt

esitsizligi gerceklenir.

i) 0 <z —1z<3veld<yy—y <2 oldugunda

x76y75 |f(t,s) — f(0,y0)| Kx <\/(t — x)z + (s — y)Q) dsdt
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Yyo+0
X |s—y0\5dsdt+25(ﬁ+1) ]a:o—x]aH /K,\(\s—yms—yolﬁds

Yo
esitsizligi gergeklenir.

i11) 0<x0—x<gve0<y—yo<goldugunda

x0+0yo+6

/ |f(t,s) — f(zo,50)| K <\/(t — )"+ (s — y)Q) dsdt
< ela+1)(B+1) $O/+5y75KA (\/(t —2)?+ (s - y)Q) It — 0|

zo+0
%15 — ol dsdt + 22 ( + 1) [yo — y|*+! / Ko (|t — 2]) |t — wo|” dt
o

esitsizligi gerceklenir.

iv) 0<:B—a:0<%Ve0<y—yg<goldu§;unda

6/ 510:5) = T o)l 8 (Ve =0+ (5 = )?) s
< ela+1)(B+1) x76y76KA (\/(t —z)*+ (s — Z/)Q) |t — 20|"

X |s— y0|ﬁ dsdt + 4K (0) |xg — x|a+1 lyo — y|ﬁJrl
xo+0

+22 (0 +1) [yo — y/*"" / K ([t = ) |t = o|* dt

o

yo+9
126 (B + 1) |ao — 2! /KA<|s—y|>|s—yo|ﬁds
Yo

esitsizligi gerceklenir.

Ispat. Lemma 3.2.8’n (i) ifadesini ispatlayahm. Kabul edelim ki 0 < zg — z < g

ve 0 <yog—y< g olsun. Diger taraftan,

Ity (2,9,0) o= // 0.5 = ool 86 (it =2 + (s =0)*) e

()



olmak iizere G (t, s) fonksiyonu

Gt s):= ]/ |f (u,v) = [ (20, 90)| dvdu

Zo Yo

biciminde tanimlansin.

(3.17) esitsizligi goz oniine alinirsa 0 <t —x9 < 0 ve 0 < s — yo < § iken
G (t,s)| < & (t —20)" " (5 — o)™ (3.18)

yazilabilir. Teorem 2.1.3 geregi asagidaki esitlik gerceklenir:

x0+0yo+6

@ [ 17 = ol (Vi = o+ (5 -7 dsa
= (RS) ‘7&75}@ (\/(t —z)’ + (s — y)2) dyd G (t,s) .

Riemann-Stieltjes integraline, Teorem 2.1.2 ile verilen kismi integrasyon yontemi

uygulanip ardindan ifade mutlak deger fonksiyonu yardimiyla biiyiitiiliirse

xo+0yo+9

] = | [ [ (Vo 6= o) ddcins)

[ 16w

o Yo

IN

et (it = o+ (5= 7)

x0+6
+/ Gty + )]

o

A Ky <\/(t — )+ (yo—y + 5)2) ‘

yo+4
+ |G (zo + 9, )|

Y

d, K <\/(x0 —z+0)"+ (s — y)Q)

+ G (z0 + 6,50 + 6)| K (\/(azo—:c+5)2+(yo—y+(5)2)
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elde edilir. (3.18) ile verilen esitsizlik dikkate alinirsa

dyd K (\/(t — )+ (s — y)2> ‘

K <\/(t —2)’ + (yo—y + 5)2) ‘

xo+0yo+9
I @y N)| < e / / (t = 20)™ (5 — o)™

zo Yo
.ro-‘r(s

+e6°T / (t — a0)* ™

Zo

Yyo+4

—I—E—:(SOH_l/ (S_yo)ﬁJrl

Yo

+e6* TR, (\/(xo —2+8) + (yo—y+ 5)2)

dy K (\/(xo — 2+ 8)+ (s — y)2) '

elde edilir. Esitsizligin sag tarafina ¢ = u + 2 ve s = v 4+ y, ardindan da u = ¢ ve
v = s degisken degistirmeleri uygulanirsa

ro—2x+oYyo—y+o
o] < e [ [ romm) ey w™

ro—x Yo—Y
ro—x+90

dyd Ky (m)

+e67 1 / (t+x — 20)*" |d Ky (\/t2 + (o —y+ 5)2> ‘
To—2
Yo—y+0
Yyo—y

+ed* P2, (\/(a:o —2+6)°+ (yo—y+ 5)2>

elde edilir. Lemma 3.2.47in ispat1 i¢in tanimlanan salinim fonksiyonlar1 son esitsiz-

likte dikkate alinarak ifade biiyiitiiliirse
zo—z+6Yo—y+3
To (2,9, M) < e / / (t+ 2 —20)"" (s +y—1y0)""" |did Dr(t, )]

To—T Yo~y

ro—x+0
+ePH / (t+x— xo)aH |dy Ds(t)]
oz
Yo—y+4
S / (s+y— o) |dDs (s)]
Yyo—y

6 R, (\/(3:0 —2+8) + (yo—y+ 6)2)
7



esitsizligi elde edilir. D, (¢, s) tanim kiimesinde ikili monoton artan, Ds () monoton
azalan ve Dj (s) monoton azalandir. Boylece

zo—z+IYo—y+9o
‘1;12 ((L’, Y, A)‘ < ¢ / / (t +r— xO)OH_l (S +y - yO)BJ’_l dtdle(tv S)

ro—T Yo~y

ro—+9
gt / (t+ 2 — 20)™ ' d, Da(t)
To—x
Yyo—y+6
—eH! / (s+y— yo)ﬁ+1 dsDs (s)
Yyo—yY

+ed PR, (\/(3:0 —2+8) + (yo—y+ 5)2)

yazilabilir. Esgitsizligin sag tarafina kismi integrasyon uygulanirsa
zo—2+0Yyo—y—+o
heun| < c@rnE+y [ [ D ars o
To—T Yo~y

X (s +y—yo)’ dsdt

ro—T+0
+e(a+1) 67 / Doy (t) (t + x — x0)" dt
Yo—y—+o
b (B4 1)50 / Dy () (s +y — o)’ ds
Yyo—yY

+65a+,3+2K>\ (\/(xo—x+5)2+(yo—y+5)2)

= c((@+ D) B+ h+(a+1)6" hy + (5 +1) 6 hy + 57 2hy)

elde edilir.

Ik olarak h; integralini goz oniine alalim. Bu takdirde
zo—x+5Yyo—y+4
by — / / Dy (t,8) (t 4+ 7 — 20)” (5 + y — yo)? dsdt

o—x Yo—Y
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yazilabilir. Dj (t, s) fonksiyonunun acik ifadesi yerine yazilirsa

hy =

Co—TH+8Yo—Y+8 o syo—y+S
(t+x— )"

VOV (i (v )

ro—T Yo~y

X (s +1y — o) dsdt

elde edilir.

Diger taraftan hy integrali icin
To—T+0
hg = / D2 (t) (t +x — .To)a dt
To—2x

xo—m+5 [xo—x+5

\/ <KA <\/u2+ (o —y—|—5)2))

t

(t+x — x0)* dt

To—T

yazilabilir.

Benzer sekilde hg integrali icin

Yyo—y+4
hy — /Ds<s><s+y—yo>ﬂds
Yyo—y

Yo—y+6 [yoy+5

Vv (K* <\/($0 —x+0)"+ 112)>

s

(s+y— o)’ ds

Yo=Y

yazilabilir.

Elde edilen ifadeler A siifinin (e) kosulu ve Lemma 2.1.1 dikkate almarak diizen-

lendiginde
zo+6yo+9d
o] < @G [ [ (Ye-o6-0F) -
xo Yo

x |s — yo|” dsdt

bigimindeki istenen esitsizlik elde edilir. Lemma 3.2.8’in (i) — (iv) ifadeleri aym

yontemle ispatlanabilir. Bu takdirde ispat tamamlanir. m
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Teorem 3.2.3 K, (\/ 2 + 32) fonksiyonu A smifindan olsun. Eger (zg,v0) € R?

noktast f € L;(R?) fonksiyonunun Lebesgue noktasi ise bu takdirde

z0+06 Yo+0
20y — 1 /Mt—x\)dmu—xor /KA<|s—yr>ds (3.19)
zro—9 Yyo—0

+4I,(0) |2 = ol [y — wol

fonksiyonunun (z,y,A\) — (xo, %0, Ao) iken smurh kaldigr (x,y,\) noktalar kiimesi

tizerinde

Ly(f;7,y) = f(20, w0)

1m
(2,y,A)—(%0,Y0,M0)

gerceklenir.

Ispat. Kabul edelim ki 0 < |zg — 2| < $ ve 0 < [yo —y| < S olsun. 0 < zg — 2 < 2
ve 0 < yo —y < & durumlarm dikkate alalm. (zo,yo) € R? noktasi f € L; (R?)

fonksiyonunun Lebesgue noktasi ise bu takdirde verilen her ¢ > 0 icin

xo Yo
/ / |f(t,s) — f(zo,y0)| dsdt < ehk

zo—hyo—k

zo+h Yo
/ |f(t,s) = f(wo,y0)| dsdt < ehk

o yo—k

zo Yotk
/ |f(t,s) — f(zo,y0)| dsdt < ehk

zo—h Yo

zo+hyo+k
/ |f(t,s) — f(zo,y0)| dsdt < ehk

xo Yo
esitsizlikleri saglanacak sekilde 6 > 0 bulunabilir. Burada, 0 < h,k < § dir. A

smifinim (b) kogulundan

|Lx(f;2,9) — f(20, v0)]

//ftsKA (t — )2 —|—(s—y)2>dsdt
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f(l’myo)/ K (\/(lf —x)2+ (s — y)2> dsdt

f (o, yo / K,\ Vit —2)2+ (s — y)Q) dsdt — f(zo,v0)

< [[15:9) = fao.0) 8 (V= 2P+ G = ) dsi

+1f (%0, %0)| / K <\/(t —x)2 4 (s— y)2> dsdt — 1
- Il(xv Y, )\) + IQ('I7 Y, )\)
yazilabilir. By kiimesi

Bs = {(t,s) S (t—20)2 4 (s —10)2 < 8, (20,70) € ]R2}
bi¢iminde tanimlansin. Bu takdirde

Ly = 3 [[+ // 7(t5) — Pz B (VT D71 (5~ 9)?) dsd

R2\B;
- Ill (xaya )\) + 112 (‘TuyvA)

yazilabilir.

Simdi Iy (z,y, \) integralini gz 6niine alahm. [1; (z,y, ) integrali i¢in

L@y ) < s Ky (VEES) |l

LsVitrs?
+ | f(z0,y0)] / K\ (\/t2 + 82> dsdt

LVETs?
oldugundan, (c) ve (d) kogullar: sirasiyla goz éniine alindiginda, (x, y, A) — (o, Yo, Ao)

iken I1; (x,y,A) — 0 elde edilir.

Ikinci olarak I;5 (z,y, \) integralini goz oniine alalim. I3 (z,y, \) integrali icin

20+0yo+6

Lo (.3, < // // // // 17 (8.5) = £ (zo.30)

xro— 5y0 4 o Yyo— 1 xro— 4 Yo

X K (\/(t — )+ (s — y)z) dsdt
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= [112 (33,3/,)\) + 1122 (xaya )‘> + 1132 (l’,y, )‘) + IfQ (xayv)‘)

yazilabilir. Lemma 3.2.5-Lemma 3.2.8’in (¢) ifadelerinde o = 5 = 0 durumu sirasiyla

her bir integralde gtz éniine alimirsa |15 (x, y, )| integrali igin

et < <[5 (V=07 + 6 -7 s

$0+(5
12 Jyo — / Ky (1t — af) dt (3.20)

zo—9

Yyo+4
+2¢ |zo — x| / Ky (|s —yl) ds
5

Yyo—

+4c K, (0) [yo — y| |20 — x|
esitsizligi elde edilir. A smifinin (a) kosulu ve (3.19) hipotezinden (z,y,\) —

(20, Yo, Ao) iken I1s (x,y,\) — 0 elde edilir. Son olarak A siifinin (b) kogulundan
(x,y,\) = (20, Yo, No) iken I (z,y,A) — 0 olur.

Teorem 3.2.3, 0 < |y — 2| < § ve 0 < |yo — y| < % kabullerinin 0 < 2y —z < 2

4

5 durumlar igin ispatlanmigtir. Diger durumlarda da, Lemma

ve 0 < yg—y <
3.2.5-Lemma 3.2.8’in (i) — (iv) ifadeleri ayr1 ayr1 yukaridaki ispatta oldugu gibi

kullanilarak (3.20) esitsizligi elde edilir. Bu takdirde ispat tamamlanir. m

Teorem 3.2.4 K, (v/{? + s2) fonksiyonu A smifindan olsun. Eger (zo,y0) € R?

noktast f € L;(R?) fonksiyonunun genellegtirilmig Lebesgue noktasi ise bu takdirde

z0+06Yy0+9
@) [ g (Voo =) el s ol dsat
x0—0yo—9
Yyo+0
42(B + 1) |z — o™ /KA(|s—y|)|s—y0|ﬁds (3.21)
yo—§
I0+5

20+ Dy =l [ Ka(lt = al) e~ ool
xo—0
4K (0) 2 — 0l Jy — ol
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fonksiyonunun (z,y,A\) — (xo, %0, Ao) iken smurh kaldigr (x,y,\) noktalar kiimesi

tlizerinde

lim  Ly(f;z,y) = f(z0,%0)

(a:,y,A)H(xo,y07)\0)
gerceklenir.
Ispat. Kabul edelim ki 0 < |79 — 2| < § ve 0 < |y —y| < $ olsun. 0 < g — 2 < §
ve 0 < yo — y < & durumlarim goz oniine alahm. (zo,y) € R? noktasi f € L; (R?)

fonksiyonunun genellegtirilmis Lebesgue noktasi ise bu takdirde verilen her ¢ > 0

icin
ro Yo

|f(t,8) — f(z0,10)| dsdt < eh*T AT
ro—hyo—k
zo+h Yo
/ |f(t,s) = f(xo,y0)| dsdt < eh®T1EPH
o yo—k
zo Yotk
|f(t,8) — f(z0,10)| dsdt < eh*T AT
zo—h Yo
zo+hyotk

/ / ‘f(t, S) - f(a:‘o, ZJU)’ dsdt < ehot1EB+1

o

esitsizlikleri saglanacak sekilde 6 > 0 bulunabilir. Burada, 0 < h,k < ¢ dir. A

smifinim (b) kogulundan

|La(f52,y) — f(2o, yo)|

/ ftsKA t—x)2+(s—y)2>dsdt

xo,yo/ KA V(t —x)? (s—y)2>d8dt

f (o, yo)/ f(t, s) Ky (\/(t — )2+ (s — y)2> dsdt — f(zo, o)

< / / 1£(6,5) = S o)l K (V= 22+ (5 = g2 ) dse
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+ | (w0, y0)] / ftSKA Vit —x)2+ (s—y)2>dsdt—1

= [l(xaya )‘) + I2<5U7y7 )‘)

yazilabilir. By kiimesi

Bs = {(t,s) S/ (t—30)2 4 (s — y0)? < 0, (z0,0) € R2}

bi¢iminde tanimlansin. Bu takdirde

Wy = § [ + // 7(t.8) — Fao.0)| Ko (V2 1 (5~ 92 dsd

R2\Bs
= Ill (l’,y7 )‘) + Il2 (xayv /\)

yazilabilir.

Simdi I1; (z,y, \) integralini gz 6niine alahm. I1; (z,y, ) integrali i¢in

Ly (z,y,\) < sup K <Vt2 + 32) 112, me)
L<Vits?

+ [ f (o, yo)| // Ky (\/m) dsdt

9 2
73SVt

oldugundan, (c) ve (d) kogullar1 sirasiyla goz éniine alindiginda, (x,y, A) — (o, Yo, Ao)
iken I1; (x,y, A) — 0 elde edilir.

Ikinci olarak I15 (z,y, \) integralini goz oniine alalim. I3 (x,y, \) integrali icin

x0+0yo+6

Lo (.3, ) < // // // // £ (8.5) = £ (zo.30)

ro— 6y0 -6 o Yyo— 6 xro— -6 Yo

X K (\/(t — )+ (s — y)2> dsdt

= Ill2 (xuy’ /\) + ]122 (Jf,y, >‘) + 112 (‘/E Y, /\) + IilQ ({E,y,)\)

yazilabilir. Lemma 3.2.5-Lemma 3.2.8’in (7) ifadeleri sirasiyla her bir integralde goz
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oniine almirsa, |15 (x,y, )| integrali igin

zo+0Yyo+6
o] < clar G [ [ m(Viemor e 60 i-ar
zo—6yo—F
X |s — yo|” dsdt
Yo+0
126 (B+1) & — xo|*"! /K,\(|s—y])]s—yo|5ds (3.22)
Yyo—0
z0+6
+%&H4Ny—mW“&/K3W—xDH—%Pﬁ
)

+4e Ky (0) |2 — 2o]* ™ |y — y0|5+1

esitsizligi elde edilir. (3.21) hipotezi dikkate alindig: takdirde (z,y, \) — (zo, Yo, Ao)
iken I (z,y,\) — 0 elde edilir. Son olarak A simifinin (b) kogulundan (z,y, \) —
(20, Yo, Ao) iken I (z,y, A) — 0 olur.

)

Teorem 3.2.4, 0 < |zg— 2| < § ve 0 < |yo — y| < 2 kabullerinin 0 < zy — 2 < 2

6 .o . . (R
ve 0 < yo —y < 5 durumlan igin ispatlanmigtir. Diger durumlarda da, Lemma

3.2.5-Lemma 3.2.8’in (i) — (iv) ifadeleri ayr1 ayr1 yukaridaki ispatta oldugu gibi
kullamlarak (3.22) esitsizligi elde edilir. Bu takdirde ispat tamamlanir. =

3.3 Genellestirilmis Lebesgue Noktasinda Yakinsaklik Hizi

Teorem 3.3.1 Kabul edelim ki Teorem 3.2.4’iin hipotezleri saglansin. Ayrica, § > 0
icin
z0+0Yyo+9
AN b, zy) = (a+1)(+1) / / K, (\/(t —2)2+ (s — y)2) |20 — ¢

r0—0Yyo—9

X [yo — s|° dsdt + 4K, (0) [zo — " |y — y/* "

I0+6
+2(a+1) fyo —y”™ / K ([t — ) Jzo — ¢ dt

zo—0
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yo+0
12(8+ 1) |a — 2 / K (s — o) lyo — sI° ds
Yyo—0

olmak tizere her £ > 0 i¢in asagidaki kogullar saglansin:

i. Bazi 0 > 0 sayilar igin lim AN 6, x,y) = 0.

($7y,)\)—)($0 » Y0 7>\0)

ii. (z,y,\) — (20, Y0, \o) iken

[JE\ (V2 + s2) dsdt — 1

R2

=o(A(\, 0, 2,7)).

iii. (z,9,A) — (20,90, Xo) iken sup K, (V2 + 5%) = o(A(N, 6, z,y)).

E<ViE2 42
iv. (z,9,A) = (z0,Y0, Xo) iken [ K\ (V2 + s2) dsdt = o(A(N, 8, 3,Y)).
N =

Bu takdirde (z, 30) € R? noktas1 f € L;(IR?) fonksiyonunun genellestirilmis Lebesgue
noktasi oldugunda (x,y, \) — (x¢, yo, Ao) iken

|Lx (f;2,9) = f (20, 50)| = o(A(A, 6, 2, y))

gerceklenir.

Ispat. Teorem 3.2.4’iin hipotezleri geregi

|Lx (f52,9) — f (2o, yo)|

zo+6yo+9
< ela+1)(B+1) / /KA<\/(t—x)2+(3—y)2> |zg — t]*
m0—6yo—6
zo+9
B B+1 o
X |yo — s|” dsdt + 2¢ (v + 1) |yo — v / Ky (|t — z]) |zo — t|* dt
)
Yyo+0
2 1) Jzo — 2" [ Ky (]s — —s"d
+2¢ (B +1) [zo — | A(Is=yl) lyo —s"ds
Yo—0

+4e Ky (0) |0 — 2* yo — y” + | f (20, 30)] //KA <\/t2 ¥ s2> dsdt — 1
RQ

+ sup K, (\/t2 + 32> HfHLl(Rg) + | f (20, y0)| // K, (\/152 + 32> dsdt

SVETs?
LviEEs?
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elde edilir. Sirasiyla (i)-(iv) kosullar1 goz oniine alindiginda

|Lx (3 2,9) = f (w0, 90) = o(A(X, 6, 2,y))

oldugu goriiliir. Bu takdirde ispat tamamlanir. =

(12 452)

Ornek 3.3.1 A = (0,00), Ao = 0 ve K, (\/252 —1—32) = ﬁeT olsun. Ayrica,

(x0,%0) = (0,0) noktas1 f fonksiyonunun Lebesgue noktasi olsun. Bu takdirde

+0+6

(=22 +(s—9)?) 24 (o= »?) 1
AN 0,2,y) = //47r)\ ddt+a|xl|y|

+6
b |/ 1 (
4 27r)\€
-5
yazilabilir. Bu integral hesaplandig: takdirde ise
1 1 (5—y)> <(5+y))>
AN b, x,y) = —|z||ly| + —= | Er + Er
i) = el + o= By (G2 s (52

= ey ) (B2 4 prp Y
1 (B v s ) (B + B D)

e (77 (5) 20 (53)

elde edilir. Burada, Erf fonksiyonu Erf(z) = \% i et dt egitligi ile tammhdir.
0

™

Simdi 6 > 0 sayilarim bulmak i¢in (z,y,A) — (0,0,0) iken A(\ d,z,y) — 0
oldugunu kabul edelim. Boylece 6 = o(v/A) ve |z| = |y| = o(v/A) oldugunda
lim  A(Nd,z,y)=0

(z,y,A)—(0,0,0)

oldugu goriiliir. Toplamdaki ilk terimden dolayr A(X, 8, z,y) = O (X), ¢ > 1 yazila-
bilir. Benzer hesaplamalarla (ii)-(iv) kogullar1 gosterilebilir. Bu takdirde

|Lx (f;2,9) — f (20, 90)| = o(X°), ¢ > %

sonucuna ulagilir.
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(Cizelge 3.1 Radyal ¢ekirdekli integral operatoriin yaklagim verileri

A Z Y Ly (fsz,y) | f(zo,90) | [La(f32,y) — f (20, %0)]
0.1 [0.1 |0.1 |0.704154 1 0.295846
0.09 | 0.09 | 0.09 | 0.726587 1 0.273413
0.08 | 0.08 | 0.08 | 0.750265 1 0.249735
0.07 | 0.07 | 0.07 | 0.775291 1 0.224709
0.06 | 0.06 | 0.06 | 0.801783 1 0.198217
0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.829868 1 0.170132
0.04 | 0.04 | 0.04 | 0.859694 1 0.140306
0.03 | 0.03 | 0.03 | 0.891423 1 0.108577
0.02 | 0.02 | 0.02 | 0.92524 1 0.074759

Cizelge 3.1'de, Ornek 3.3.1’de yakinsaklik hizi incelenen operatériin, f : R? — R
olmak tizere

flt.5) = e (*+)

bigiminde verilen fonksiyona (z,yo) = (0,0) noktasinda yaklagimiyla ilgili niimerik

hesaplamalar verilmistir.
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4. RADYAL CEKIRDEKLI SINGULER INTEGRAL OPERATOR
AILESININ L, ,(R?) AGIRLIKLI UZAYINDA NOKTASAL
YAKINSAKLIGI VE YAKINSAKLIK HIZI

Bu boliimde A, sinifi ad1 verilen bir ¢ekirdek sinifi tanimlanacaktir. Daha sonra (1.9)
denklemi ile verilen Ly(f;x,y) operator ailesinin belirli kogullar altinda L, ,(R?)
uzaymndan L; ,(R?) uzayma stirekli bir doniisiim oldugu gosterilecektir. Ardindan
Ly(f;z,y) singiiler integral operator ailesinin, f € L ,(R?) fonksiyonunun siireklilik
noktasinda, Lebesgue noktasinda ve genellestirilmis Lebesgue noktasinda yakinsak-
lig1 incelenecek ve genellestirilmis Lebesgue noktasinda yakinsamanin hizi aragtirila-

caktir.
4.1 Operator Ailesinin Iyi Tammmlilig:

Bu kisimda oncelikle kullanacagimiz ¢ekirdek sinifi tamimlanacak ve daha sonra (1.9)
denklemi ile verilen Ly(f;z,y) operator ailesinin belirli kogullar altinda L, ,(IR?)

uzayindan L ,(R?) uzayma siirekli bir doniisiim oldugu gosterilecektir.

Tamm 4.1.1 (A, Smifi) A C R} bir indis kiimesi ve \¢ bu kiimenin bir yigilma
noktasi olsun. K, (v/t? + s2) fonksiyonu her bir A € A icin (¢, s) degiskenlerinin bir
fonksiyonu olarak R? iizerinde olciilebilir ve negatif olmayan bir fonksiyon olsun.

Ayrica, ¢ : R? — R fonksiyonu R? nin her simirh alt bolgesinde smirh olsun ve
p(r+ty+s) <ol y)plts), (v,y) R’ (ts) R’ (4.1)

esitsizligini gergeklesin. K, (/12 + s2) fonksiyonu, agagidaki kogullar1 sagladig

takdirde, A, smifina aittir denir:

a. |ery (VOPF0R)|

<N <oo, VAXEA.
L1(R?)

b.  (zo,y0) € R?, ¢ fonksiyonunun istenilen karakteristik noktasi olmak tizere

(Iﬂ)\)—’(ﬂﬂo,ym/\o

lim | m/w/gp(t,s)fﬁ<\/(t—x)2—|—(8—y)2>dsdt—1 = 0.
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c. lim sup [p(ts) K\ (VE2+s%)] =0, V&> 0.

A 0g< ST
d. lim [ ot s) Ky (VI +s?)dsdt =0, V&> 0.
A—Ao
E<Vt2 452

e. K, (\/m) fonksiyonu her bir A € A i¢in, (—o0, 0] iizerinde ¢ degiskeninin
bir fonksiyonu olarak monoton artan ve [0, 00) iizerinde monoton azalan bir
fonksiyondur. K (\/m) fonksiyonu, (—oo, 0] iizerinde s degiskeninin bir
fonksiyonu olarak monoton artan ve [0, co) tizerinde monoton azalan bir fonksi-
yondur. Ayrica, K\ (\/m) fonksiyonu her bir A € A igin, [0, 00) X [0, 00)
ve (—00, 0] x (—o0, 0] iizerinde (¢, s) degiskenlerinin bir fonksiyonu olarak ikili
monoton artan ve benzer sekilde, [0, 00) x (—00, 0] ve (—o0, 0] X [0, 00) iizerinde
(t,s) degiskenlerinin bir fonksiyonu olarak ikili monoton azalan bir fonksiyon-

dur.

Ayrica, K (\/ 2 + 32) fonksiyonu

lim K <\/(t—a:)2 T (s—y)2) _

A— Ao

singiilerlik kosulunu saglamaktadir.

Ornek 4.1.1 A = (0,00), \g = 00 ve Ky : R? — R{ olmak iizere

Ky (VET3) = ()

™
bicimindeki iki degiskenli Gauss-Weierstrass ¢ekirdegi verilsin. ¢, : R? — R* olmak
tizere ¢q(t,5) = (1 + |t|)(1 + |s|) ve ¢y : R? — RT olmak iizere py(t,s) = e'**

yukaridaki kosullar1 saglayan agirlik fonksiyonlarina érnek olarak verilebilir.

Teorem 4.1.1 Eger K, (\/ 2 4 32) fonksiyonu A, smifindan ise bu takdirde

Lfiay) = [ [ 1508 (VE=2P T (= 0P) dsit, (a.y) € B

bi¢iminde verilen radyal ¢ekirdekli, konvoliisyon tipli singiiler integral operator ailesi

Ly ,(R?) uzaymdan L ,(R?) uzayma siirekli bir doniisiimdiir.
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Ispat. Ly(f;z,y) operatorii lineer oldugundan L, ,(R?) uzaymdan L, ,(R?) uzayma

doniisiim yapan sinirhi bir operator oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun icin

HL,\(f, xZ, y) HLLLp(RQ)
||f||L1,¢(R2)

Ll

normunun sinirh oldugunu gosterecegiz.

Teorem 2.1.1 ve A, simfinin 6zelliklerinden faydalanilirsa

VLA 2,90y ey = / F(t9) K (V=27 + (5 — ) dsdt| dyda

// / [t +, 3+y)|KA(\/m>dsdt dydz
(z,y)

_ //KA YR //'ft+x8+y‘dydx dsdt

_ //KA<\/752+782> // flt+z,s+y) <p(t—|—x,s+y)dydx dsdt
R2 R2

plr,y)  |elt+zs+y)
[ () ] || 2ty e |

(t
— / KA t2—|—s tsdsdt// /( +x8+y’dydac
(t+x,s+y)

IN

< NHfHLW(R?)

bicimindeki esitsizlik elde edilir. Bu takdirde ispat tamamlanir. m

4.2 Operator Ailesinin Karakteristik Noktalarda Yakinsakligi

Teorem 4.2.1 K, (V*+ s?) fonksiyonu A, sifindan olsun. Eger (zo,y0) € R?
noktas1 f € Ly ,(R?) ve ¢ fonksiyonlarmm siireklilik noktasi ise bu takdirde
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lim La(f;z,y) = f(%o,v0)

(fﬂ,yv)\)ﬂ(zo’yo 7)\0)

gergeklenir.

Ispat. (20,70) € R? noktasi f € L; ,(R?) fonksiyonunun siireklilik noktast olsun.

Ayrica, 0 < /(2 — 20)2 + (y — 10)? < \% olsun. A, smifinin (b) kosulundan

|La(f;, y) f (o, v0)]

K, <\/(t —x)2+ (s — y)z) dsdt

7

—1—%4[@(& s) K\ (\/(t — )2+ (s — y)2> dsdt

f(ﬂﬁoa yo)

xU? ?/0)

<[5 —f?;zzzzi

/ / (1)K (V=002 + (5= 0 dsdt = f (o, o)

o(t, s) Ky (\/(t — )24 (s— y)2> dsdt

f anyO
1’0>yo

- Il (flf,y, )\> + [2 (x,y, )‘>

// (t,5) KA V(t—2)?+ (s y)2> dsdt — (2, yo)

yazilabilir. Bj kiimesi, B; = {(t, s) 1/ (t —x0)2 + (s —y0)? <6, (x0,%0) € RZ}

bi¢iminde tanimlansin. Bu takdirde

newd = [ Jf e

R?\B;s

o(t, )

x K, <\/(t —x)? 4 (s— y)2) dsdt

- ]11 (ZE,y, /\) + ]12 (‘rayu )‘)
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elde edilir. (4.1) esitsizligi 111 (z,y, \) integralinde dikkate alimirsa

L@y < ooy s [olts)K (VE+5)] Iflly, )

L<1/t2 52

/(0. 90) o (x,y) // tsK,\ t2+s)dsdt

+ ‘
90(%7 yo
< <\/t2

elde edilir. Son egitsizlikte (c) ve (d) kosullarn sirasiyla goz oniine alindiginda,

(x,y,\) = (20, Yo, \o) iken I1; (z,y,\) — 0 elde edilir.

Simdi I3 (z,y, A) integralini inceleyelim. f) fonksiyonu (¢, yo) noktasinda siirekli

oldugundan Ve > 0 i¢in 6yle bir § > 0 bulunabilir ki

V(t —20)2 + (5 — 10)? < 6 oldugunda

gergeklenir. Bu takdirde (4.1) esitsizligi ile birlikte

o) = [ 65 e
X I <\/(t a2 (s — y)2) dsdt
<e¢xy// (t—x,5—y K,\<\/(t—x)+(s—y)2>dsdt

< :cy// UUK)\ u2+v2>dvdu

< ep(z,y) N

o(t, s)

elde edilir.

Hipoteze gore ¢ fonksiyonu (zg, o) € R? noktasinda siirekli oldugundan, yeterince
kiigiik her £ > 0 igin A — \g iken 15 (z,y,\) — 0 elde edilir. I (x,y, \) integrali

i¢in ise (b) kogulundan,

$0, yo
$0, yo

lim
(2,y,A)—(x0,Y0, 0)

// (t.5) K (VT — 27 + (5 — 9)2) ddt — (0, 0)| = 0

elde edilir. Bu takdirde ispat tamamlanir. =
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Teorem 4.2.2 K, (V12 + s?) fonksiyonu A, simfindan olsun. Eger (zo,y) € R?

noktast f € L; ,(R?) ve ¢ fonksiyonlarinin Lebesgue noktasi ise bu takdirde

z0+0Yyo+6
sup ©(t, s) / / K\ (\/(t — )+ (s — y)2> dsdt
(t,s)€Bs
z0—0Yyo—9
zo+9 yo+4
2=l [ Kalle-ahde+2im—al [ Kals-yhds  (@2)
xo—0 yo—0

+4K, (0) [yo — y| |wo — x|}

fonksiyonunun (z,y,\) — (2o, %0, Ao) iken smurh kaldigr (z,y, \) noktalar kiimesi

tizerinde

Ly(f;2,y) = f(%0,%0)

im
(fE,yv)\)H(IO’yO :)\0)

gerceklenir. Burada, Bs kiimesi

Bs = {(t75) PV (E—20)2 4 (s —90)> <0, (0,10) € R2}
bi¢ciminde tanimhdir.
Ispat. Kabul edelim ki 0 < |29 —z| < $ ve 0 < |yo —y| < S olsun. 0 <o — 2 < $

ve 0 < yo —y < & durumlarm dikkate alahm. (z,y0) € R? noktas: f € Ly, (R?)

fonksiyonunun Lebesgue noktasi ise bu takdirde verilen her € > 0 icin

ro Yo

/ / ‘f(t,s> _ o) | o < cni
o(t,s) oo, o)

xo—hyo—Fk

zo+h Yo +
f(ts)  floyo) | oo o
o(t,s) (o, yo)

zo yo—k

zo Yotk
f(t.s) _ S@o.yo)| oo o i
o(t,s) oo, o)

zo—h Yo

zo+hyo+k "
f(t,s) . f (0, 40) dsdt < ehk
o(t,s) (o, yo)

o Yo
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esitsizlikleri saglanacak sekilde 6 > 0 bulunabilir. Burada, 0 < h,k < ¢ dir.

simifinin (b) kogulundan

|La(f; 2 y) f (o, 90)]

K <\/(t — )2+ (s — y)z) dsdt

S (o, o // tsK,\ V(t — )2 —|—(s—y)2>dsdt

960 ?/o

T, Yo // (t,5) K/\ Vit —z)?+ (s — y)2> dsdt — f(xo, o)

l’oa yo

< / / 205 Lol sy (V=27 G o) ds
f iz:zz // (t,s) K,\ t—:r) +(s—y)2) dsdt — p(xg,yo)

- ]1 (ZE, Y, /\) + ]2 (ZE, Y, /\)
yazilabilir. Bu takdirde

ey = [f - e

R2\B;

o(t, )

X K (\/(t —x)2 4 (s — y)2) dsdt

|t s

- ]11 (ZL’,y, /\) + ]12 (I;y; )‘)

o(t, s) K <\/(t —x)2 4 (s — y)2> dsdt

A

©

elde edilir. (4.1) esitsizligi ve ¢ fonksiyonunun smirhligi 74 (x,y, A) integralinde

dikkate alinirsa

L@y < ey s [ots)K (VE+)] Il e

L<1/t2+82

’f %o, %) o (x,y) // tsKA t2—|—s>dsdt

x07 yo
6
<\/t2
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yazilabilir. Ayrica, (c) ve (d) kosullar1 sirasiyla goz oniine alindiginda ise (x,y, A) —

(%0, Yo, Ao) iken I1; (z,y,A\) — 0 olur.

Lo (z,y, \) integralini goz oniine alalm. [, (x,y, \) integrali i¢in

(t,
Ly (z,y,A) < sup ¢(t,s) //‘f s)  [(@o, %)

(t,5)€Bs o(t,s)  ¢(zo,yo)
x0—0yo—9

x K <\/(t — ) 4 (s — y)2) dsdt

20+d Yo

N / / flt5)  flaow)| o (W_m)u(s_y)?) dsdt

o(t,s) (o, %)

o yo—0

xo Yo+o

o | 15 - Gl (o =) e

z0—9d Yo

z9+6Yyo+9 f t f )
s) Zo, Yo 5 5
/ / ot,s)  o(zo,y0) KA(\/(t_x) +(8—y))dsdt

= ( SglpB 80 t S {[12 x CU>/\) +I122 (xvya )\) +I12 (517 ya)‘)_‘_[ilQ (ﬂfay»)\)}
t,s)€Bs

yazilabilir. Lemma 3.2.5-Lemma 3.2.8’in (4) ifadeleri i¢cin @ = = 0 durumu sirasiyla

her bir integralde gtz 6niine alinirsa

T0+0Yyo+9
|12 (z,y,\)| < e sup ¢(t,s) / / K, (\/(t — )’ + (s — y)2> dsdt
(t,8)€Bs
zo—0Yyo—9
zo+9o yo+9
2lgo =yl [ Kalle—alde+2jm sl [ Kalls - y)ds (4.3)
xo—0 yo—0

+4[yo — yllzo — 2| Kx (0)}

esitsizligi elde edilir. (4.2) hipotezi dikkate alindig1 takdirde (x,y, A\) — (zo, Yo, Xo)
iken /12 (z,y,A) — 0 elde edilir. Son olarak A, smifinin (b) kosulundan (z,y, \) —
(20, Yo, Ao) iken I (z,y, A) — 0 olur.

Teorem 4.2.2, 0 < |y — 2| < 3 ve 0 < |yo — y| < % kabullerinin 0 < zy —z < 2

ve 0 < yp—vy < g durumlar: i¢in ispatlanmigtir. Diger durumlarda da, Lemma
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3.2.5-Lemma 3.2.8’in (i) — (iv) ifadeleri ayr1 ayri, yukaridaki ispatta oldugu gibi

kullamlarak (4.3) esitsizligi elde edilir. Bu takdirde ispat tamamlanir. m

Teorem 4.2.3 K, (V12 + s?) fonksiyonu A, smfindan olsun. Eger (zo,y) € R?
noktast f € Ly ,(R?) ve ¢ fonksiyonlarmin genellestirilmig Lebesgue noktasi ise bu
takdirde

xo9+0yo+9

sup ¢(t, s) (Oz—i—l)(@—i-l)//K)\<\/(t—x)2+(s—y)2)

(t,8)€Bs

x0—0yo—0

X |t — xo|™|s — yo|” dsdt
Yyo+6

42(8+ 1) | — o /K,\(|s—y|)|s—y0|6ds (4.4)

Yo—0
{L‘()+5

2@+ Dy =l [ Kt~ al) e~ ool

xo—0

4K (0) [ — 0l [y — ol '}

fonksiyonunun (z,y,\) — (2o, %0, Ao) iken smrh kaldigr (x,y, \) noktalar kiimesi

tizerinde

lim Ly(f;z,y) = f(zo0,y0)

(%,y,A)—(x0,y0, 0)

gerceklenir. Burada, Bs kiimesi

Bs = {(t,s) A/ E—20)2 + (5 —50)2 < 6, (w0,30) € R2}

biciminde tanimhdir.

Ispat. Kabul edelim ki 0 < |79 —z| < § ve 0 < |y —y| < $ olsun. 0 < zg—x < §
ve 0 < yo — y < & durumlarm dikkate alahm. (zo,y0) € R? noktast f € Ly, (R?)
fonksiyonunun genellegtirilmis Lebesgue noktasi ise bu takdirde verilen her ¢ > 0

icin

o Yo

/ / 'f<t78) . f(x07y0) det < 5ha+1kﬁ+1
gO(t,S) 90(-1:0,'3/0)

zro—hyo—k
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zo+h Yo

f(t,s)  flzo, o)
e(t,s)  o(To, %)

dsdt < eh®H1 AT

To Yyo—k
xzo Yotk

f(t,s)  f(xo, o)
e(t.s)  p(xo,y0)

dsdt < eh®1 P+

zo—h Yo
ro+hyo+k
f(t,s)  f(zo, o)

dsdt < eh® 1 EA+T
o(t,s)  ¢(zo, o)

o Yo

esitsizlikleri saglanacak sekilde ¢ > 0 bulunabilir. Burada 0 < h,k < ¢ dir. A,

smifinin (b) kogulundan,

|La(f;, 3/) f (o, v0)]

Vit —2)2+ (s — y)2) dsdt

$0,yo
(t,s)K t—m 2) dsdt
// (V=T =)

1 (o, yo // tsKA Vit —2)2+ (s y)Q)dsdt—f(%’yﬂ)

1’0ay0
//) f o, yo
<P t 5 91307y0

f To, Yo) // (t, s K/\ t— 1)+ (s y)2> dsdt — ¢(xg, yo)

950>?Jo

= Il (xvya )\> +I2 (CE Y, )\>

o(t, s) K (J(t )+ (s— y)2> dsdt

yazilabilir. Bu takdirde

x R // f 3307 ’!/0
’ xo, 3/0
R2\B;

x K <\/(t —x)2 4 (s — y)2> dsdt

// 9 o)

= I (x Y, A) + Iz (z,y, \)

o(t, )

o(t, s) K <\/(t — )24 (s — y)2> dsdt
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elde edilir. (4.1) esitsizligi ve ¢ fonksiyonunun sinirhiligy 37 (z,y, ) integralinde

dikkate alinirsa

~
-
0
=
=
AN
©
B
s
0
o
o)
S
=
V2)
SN—
=
N
~~
)
_I_
Vo)
SN—
=
E‘_
s,
=
V]

%g 12452
+¢ (z,y) 'igg:gz) // (t,s) Ky (\/m> dsdt

yazilabilir. Ayrica, (c) ve (d) kosullar sirasiyla goz oniine alindiginda ise (z,y, \) —

(20, Yo, Ao) iken I (z,y,\) — 0 elde edilir. I15 (x,y, A) integrali i¢in ise

Ly (z,y,\) < sup o(t,s) // fts _fﬂUo;yo)

(t,s)€Bs 90 t 8 an yO)

x0—0yo—0

x K <\/(t — )’ + (s — y)2) dsdt

20+d Yo

+/‘/‘f@a)_f@mm>K;(¢@_xy+@_gy>@ﬁ

e(t,s) (o, v0)

o yo—0
zo Yo+o

S N sl (Vo o) e
T -t (Ve )

:(S;lpBSD taS {112 $ay>/\)+]122 (xvya)‘)_l_ln (IIJ y7>‘)+1112 ($7y7)‘)}
t,s)€Bs

x0—0 Yo

yazilabilir. Sirasiyla Lemma 3.2.5-Lemma 3.2.8’in (4) ifadeleri her bir integralde goz

oniine alinirsa

zo+0Yyo+95
|Iia (z,y,\)] < sup ¢(t,s)e] (a+1)(B+1) / / K\ (\/(t —z)’ + (s — y)2>
(t,S)€B5 o byob
X |t — xo|™|s — yo|” dsdt
Yyo+6
+2(B41) |z — 20| /K,\(|s—y\)\s—y0|5ds (4.5)
yo—9
zo+9
B+1 «a
2@ Dy -l [ Kt -2l lt - aol” de
xo—9

+4K, (0) |2 — 4150‘&+1 ly — yo‘ﬁﬂ}
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esitsizligi elde edilir. (4.4) hipotezi dikkate alindig takdirde (z,y, A) — (2o, Yo, \o)
iken /15 (z,y,A) — 0 elde edilir. Son olarak A, smifinin (b) kosulundan (z,y, \) —
(%0, Yo, Ao) iken Ir (z,y, A) — 0 olur.

Teorem 4.2.3, 0 < |zg— 2| < § ve 0 < |yo — y| < 2 kabullerinin 0 < 2y — 2 < 2

g

ve 0 < yo—y < 3

durumlar: ic¢in ispatlanmigtir. Diger durumlarda da, Lemma
3.2.5- Lemma 3.2.8’in (i7) — (iv) ifadeleri ayr1 ayri, yukaridaki ispatta oldugu gibi

kullanilarak (4.5) esitsizligi elde edilir. Bu takdirde ispat tamamlanir. m

4.3 Genellegtirilmis Lebesgue Noktasinda Yakinsaklik Hizi

Teorem 4.3.1 Kabul edelim ki Teorem 4.2.3’iin hipotezleri saglansin. Ayrica, § > 0

icin
xo+0yo+9
ANG 2y = sup o(t,s) 4 (at1)(B+1) / / K (V=P + (s~ 9P
(t,5)635 Sy
x |zo — t|* |yo — s|” dsdt
zo+9
B+1 o
20+ 1) Jyo— gl /Kmt—x\)\xo—ﬂ dt
zo—9
Yo+9
12(8+1) |xo — / K (15— ) lyo — sI” ds
Yo—9

4K (0) feo — 2| [yo — 17 }
olmak tizere her ¢ > 0 i¢in agagidaki kosullar saglansin:

i. Baz § > 0 sayilan igin lim AN 6, x,y) =0.
(Z‘,y,)\)—%Ioﬂljo,)\o)

ii. (z,y,\) — (zo,v0, \o) iken =o(A\,0,2,7)).

w(zo

Sy J By (V2 + 82) dsdt — 1
W

iii. (z,y,A) — (20,90, \o) iken sup [o(t, s)Ky (V2 + s2)] = o(A(N, 8, z,)).

§§~/t2+32
iv. (z,9,A) = (z0,Y0, Xo) iken [ (L, s) Ky (V2 + s2) dsdt = o(A(N, 6, z,y)).
E<ViP 457
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Bu takdirde (xo, yo) € R? noktasi f € Ly ,(R?) ve ¢ fonksiyonlarimin genellegtirilmis
Lebesgue noktasi oldugunda (z,y, A) — (o, Yo, Ao) iken

‘L/\ (f;x,y) - f (*1'0790)' = 0(A()\,5,$,y))

gerceklenir.

Ispat. Teorem 4.2.3’iin hipotezleri altinda

|Lx (f52,y) — f (0, 90)| <

z0+0Yyo+6
sup p(t,s)e { (a+1)(8+1) / /KA (ViE=2+ = vP)
(t,s)€Bs
x0—0yo—9
zo+9
X o — #* [y — 5|7 dsdt + 2 (@ + 1) |yo — g /Kk(lt—x])|a:0—t|adt
zo—0
Yo+0
284 1) o~ [ K (s~ by — 5" ds
Yo—6
4K (0) feo — 2| o — 1 }
1
[ (0,90)| | = [ (&) K (VP +52) dsdt — 1
QO( 0 0) R2

to(ey) s o) Ky (VEES)] 1L, )

Lg /1252

f Zo, yo
1’0>y0

/ K ,\ 2 + 32> dsdt
5 <\/t2

elde edilir. Sirasiyla (i)-(iv) kosullar1 gtz oniine alindiginda

|Lx (3 2,9) = f (w0, 90) = o(A(X, 6, 2,y))

oldugu goriiliir. Bu takdirde ispat tamamlanir. m

Ornek 4.3.1 A = (0,00), \g = 0, ¢ : R? — R olmak tizere ¢(t, s) = (1+[t])(1+]s|)

ve



olsun. Ayrica, (zo,v0) = (0,0) noktast f fonksiyonunun Lebesgue noktas: olsun. Bu

takdirde sup ¢(t,s) = 1+ mg denirse
(t,S)EB(g

A = () { elollyl + 5 (B0 (S22 e (552))
= (B D) (B - D)
o) )

elde edilir. Burada, Erf fonksiyonu

Erf(z \/_/ “dt

esitligi ile verilir. ¢ > 0 sayilan igin (z,y,\) — (0,0,0) iken A(\, d,2,y) — 0
oldugunu kabul edelim. Boylece § = o(v/A) ve |z| = |y| = o(v/A) oldugunda

lim A\d,z,y)=0
(z,y,A)—(0,0,0) ( y)

oldugu goriiliir. Bu takdirde toplamdaki ilk terimden dolay1r A(\,d,z,y) = O (\°),

c> % yazilabilir. Benzer hesaplamalarla

li s ol K (VEFSE) = (4 (-1 VITER)e TR

)\—>0§<\/t27
=0

oldugundan,

1
(x,y,\) — (20, Y0, \o) iken sup [gp(t, s) K (vt2 + 82)] =0(X9), ¢> 3

<V

yazilabilir. (ii) ve (iv) kosullar1 benzer gekilde gosterilebilir.

Bu takdirde

\Lx (f;52,9) = f (20, y0)| = o(X), ¢> %

sonucuna ulagilir.
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(izelge 4.1 Radyal cekirdekli integral operatoriin yaklagim verileri

A Zz Y Ly (fizy) | f(zo,90) | |Lx (fi2,y) — f (20, 90)]
0.1 |01 |0.1 | 0.021000 0 0.021000
0.09 | 0.09 | 0.09 | 0.016929 0 0.016929
0.08 | 0.08 | 0.08 | 0.013312 0 0.013312
0.07 | 0.07 | 0.07 | 0.010143 0 0.010143
0.06 | 0.06 | 0.06 | 0.007416 0 0.007416
0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.005125 0 0.005125
0.04 | 0.04 | 0.04 | 0.003264 0 0.003264
0.03 | 0.03 | 0.03 | 0.001827 0 0.001827
0.02 | 0.02 | 0.02 | 0.000808 0 0.000808
0.01 | 0.01 | 0.01 | 0.000201 0 0.000201

f : R? — R olmak iizere f(t,s) = t?s olsun. Burada (zg,y0) =
fonksiyonunun siireklilik noktasi olup ayni zamanda Lebesgue noktasidir. Cizelge

4.1’de operatoriin f fonksiyonuna (xg,7) = (0,0) noktasinda yaklagimiyla ilgili

niimerik sonuclar verilmistir.

Teorem 4.3.1’in (iii) ve (iv) kosullarinin grafiksel yorumu sekil 4.1 ve gekil 4.2 ile

verilmigtir. Burada, A = 0.1 olup grafikler —1 < ¢, s < 1 durumu i¢in ¢izdirilmistir.

Ayrica, f (t,s) = t?s fonksiyonuna radyal ¢ekirdekli integral operator uygulandiginda

elde edilir. Bu takdirde sirasiyla A = 0.1, A = 0.01 ve A = 0.0001 degerleri i¢in gekil

Ly(f;z,y) = 2\y + yz°

4.3-gekil 4.5 elde edilir. Sekil 4.6 ise fonksiyonun orijinal grafigidir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Uctincii boliimiin ilk kisminda Taberski (1964) tarafindan verilen ti¢ parametreye
bagh lineer, konvoliisyon tipli iki katli singular integral operator ailesinin cekirdegi
radyal olarak alinarak elde edilen operatoriin f € L; (R?) fonksiyonuna siireklilik
noktasinda, d—noktasinda, Lebesgue noktasinda ve genellestirilmis Lebesgue nok-
tasinda yakinsakligi incelenmigtir. Boliimiin ikinci kisminda ise ilk kisimda nok-
tasal yakinsakhigi incelenen operatoriin f € L; (R?) fonksiyonuna genellestirilmis
Lebesgue noktasinda yakinsaklik hizi incelenmistir. Ayrica, sonuglar Mathematica

7 yardimiyla elde edilen niimerik hesaplamalarla desteklenmigtir.

Dordiincii boliimiin ilk kisminda Taberski (1964) tarafindan verilen {i¢ parametreye
baglh lineer, konvoliisyon tipli iki kath singular integral operator ailesinin c¢ekirdegi
radyal olarak alinarak elde edilen operator ailesinin f € L, (R?) fonksiyonuna
stireklilik noktasinda Lebesgue noktasinda ve genellestirilmis Lebesgue noktasinda
yakinsakligi incelenmistir. Boliimiin ikinci kisminda ise operator ailesinin f €
Ly, (R?) fonksiyonuna genellestirilmis Lebesgue noktasinda yakinsakhk hizi ince-
lenmigtir. Ayrica, sonuglar Mathematica 7 yardimiyla elde edilen niimerik hesapla-

malarla ve grafiklerle desteklenmistir.

Singiiler integral operatorler matematik, fizik mithendislik ve tip gibi alanlarda genis
uygulama alanina sahiptir. Ayrica, iki katli konvoliisyon tipli singiiler integral o-
peratorler Fourier analiziyle dolayisiyla da tipta cok kullanilan manyetik rezonans
goriintiileme (MRI) cihazlarmin ¢alisma prensibi ile yakindan ilgilidir. Bu tezde
ozel olarak radyal tipte cekirdege sahip singiiler integral operator ailesi dikkate alin-
migtir. Literatiire bakildiginda radyal tipte gekirdeklerin en sik kullanmilan cekir-
deklerden biri oldugu kolaylikla goriilebilir. Gauss-Weierstrass ¢ekirdegi bu tipteki
cekirdeklere verilebilecek en iyi orneklerden biridir. Fonksiyonlarin karakteristik
noktalarda temsiline iligkin problem pek ¢ok aragtirmaci tarafindan ¢alhigilmigtir. Tek
degiskenli, 27 periyotlu ve integrallenebilen fonksiyonlara karakteristik noktalarinda

yaklagimda 6ne ¢ikan baz galigmalar Taberski (1962a), Gadjiev (1968) ve Rydzewska
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(1973) tarafindan verilmistir. Iki degigkenli, her bir degiskenine gére 27 periyotlu
ve integrallenebilen fonksiyonlara karakteristik noktalarinda yaklasimda ¢ne ¢ikan
baz1 galigmalar ise Taberski (1964), Taberski (1962b) ve Rydzewska (1974) tarafin-
dan verilmigtir. Bu tezde dikkate alinan integral operator ise son yillarda Yilmaz
(2010) ve Serenbay vd. (2014) tarafindan ¢alisilmigtir. Bu ¢aligmalarda sirasiyla iki
degiskenli, her bir degiskenine gore 27 periyotlu ve integrallenebilen fonksiyonlara ve
keyfi bir (—a, a; —b,b) bolgesinde integrallenebilen fonksiyonlara karakteristik nok-
talarinda yaklagimla ilgili sonuclar verilmistir. Ayrica, agirlikli anlamda Lebesgue
integrallenebilen fonksiyonlara karakteristik noktalarinda yaklagimla ilgili 6ne ¢ikan
baz1 ¢aligmalar ise Alexits (1960), Mamedov (1963) ve Taberski (1976) tarafindan
verilmigtir. Dolayisiyla, yukarida ifade edilen sebeplerden 6tiirii bu tezde elde edilen
sonuclarin singiiler integral teorisinin hem teori hem de uygulama alanina katki

saglayacag1 diigiiniilmektedir.
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