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Dogrusal regresyon modellerin parametre tahmini i¢in En Kii¢iik Kareler (EKK) ve En
Cok Olabilirlik (ECO) yontemleri siklikla kullanilmaktadir. EKK ve ECO tahmin
edicilerinin veri setindeki sapan gozlem, c¢arpiklik velveya kalin kuyrukluluk
durumlarindan etkilendigi bilinmekte ve bu durumlarda robust tahmin edicilere
bagvurulmaktadir. Bu tahmin yontemleri, hatalar tizerinde bazi varsayimlar saglandiginda
iyi sonuglar vermektedir. Bu varsayimlarin saglanmamasi durumunda ise parametrik
olmayan yontemlerden yararlanilmaktadir. Parametrik olmayan yontemlerden bir tanesi
olan ampirik olabilirlik yontemi, gozlemlere bilinmeyen olasiliksal agirliklar verir ve bu
agirliklarin bir fonksiyonu olarak tanimlanan ampirik olabilirlik fonksiyonunun bazi
kisitlar altinda en biiylik olmasini saglayan parametre tahminlerini bulur. Bu siiregte
tahminler acik¢a yazilamadigi i¢in niimerik yontemlere basvurulur. Sozii gecen
kisitlardan bazilarinin EKK tahmin yontemindeki normal denklemlere benzerligi bu
yontemin, veri setindeki bozukluklarla karsilasildiginda kullanilabilirligine golge
diistirmektedir. Buradan yola ¢ikarak ampirik olabilirlik yonteminde kullanilan kisitlar,
robust yontemler yardimiyla yeniden ele alinmis ve robust kisitlara sahip ampirik
olabilirlik tahmin edicisinin calisabilirligi baz1 simiilasyon ¢alismalar1 ve gercek veri
setleri yardimiyla gosterilmistir. Buna ek olarak tahmin edicilerin elde edilisinde
kullanilabilecek alternatif bir hesaplama yontemi de bu ¢alismada sunulmustur.
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ABSTRACT

Ph. D. Thesis

ROBUST REGRESSION ANALYSIS WITH EMPIRICAL LIKELIHOOD
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Ordinal Least Square (OLS) and Maximum Likelihood (ML) estimation methods are
frequently used to estimate the parameters of a linear regression model. It is known that
OLS and ML estimators are affected by outliers, skewness and \ or heavy tailedness in
the data sets. To deal with this problem robust estimation methods have been proposed.
These estimation methods perform properly under some assumptions on error terms. If
these assumptions are not met, non-parametric methods are used. Empirical likelihood
(EL) method, one of these nonparametric methods, gives unknown probabilistic weights
to the observations and finds parameter estimates by maximizing the empirical likelihood
function defined as a multiplication of these probabilistic weights, under some
constraints. Some constraints in EL method are similar to the normal equations in the
OLS estimation method. However, it is well known that the OLS method has poor
performance when there are some outliers in the data. In this study, the constraints used
in the empirical likelihood method are combined with robust methods and the feasibility
of the empirical likelihood estimator with robust constraints is shown with some
simulation studies and real data examples. Concerning the computation of the EL
estimators numerical methods are used because estimates can not be explicitly written. In
literature this problem is solved by using Lagrange multipliers and duality approach. In
this thesis, an alternative computation method is proposed to obtain the EL estimators.
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Key Words: Empirical Likelihood, Linear Regression Model, Robust Regression, M
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1. GIRIS

Regresyon analizi, degiskenler arasindaki iliskilerin yapisini matematiksel modeller
yardimiyla inceleyen istatistiksel bir tekniktir. Regresyon analizi miihendislik, fizik,
biyoloji, ekonomi ve sosyal bilimler gibi birgok alanda veri yapisini tanimlamak, tahmin

ve kestirim yapmak gibi bir¢ok amag i¢in kullanilmaktadir.

Dogrusal bir regresyon modeli,
yi=XiB+g, i=12,..,n (1.1)

olarak ifade edilebilir. Burada k parametre sayisi ve n gézlem sayisi olmak iizere, y; i-
inci yamt degiskenine iliskin degeri, X; € R* i-inci gézlemin aciklayic1 degiskenler
bakimindan aldig1 degerleri gosteren vektorii, B € R* bilinmeyen regresyon katsayilarina
iliskin k X 1 boyutlu vektorii ve g; rasgele hatalar1 gdstermektedir. Regresyon modelinde
birbirinden ve aciklayici degiskenlerden bagimsiz olan rasgele hatalarin beklenen

degerinin sifir ve varyansimin o2 oldugu varsayilir.

Regresyon parametre vektorii $’nin tahmininde yaygin olarak kullanilan yontemlerden

bir tanesi en kiigiik kareler (EKK) yontemidir ve

1 n
2D (i =XIgy

ifadesinin B parametre vektoriine gore en kiigliklenmesiyle elde edilir. Yani

n

1

zzxi(Yi ~X{B) =0
i=1

normal denklemlerinin ¢oziimii regresyon parametrelerinin EKK tahminlerini verir.
Normal denklemlerden gorildiigii tizere EKK tahmin yontemi tiim goézlemlere esit

olasilik atamaktadir. Yani tiim gozlemlerin katkilar1 esit ve 1/n’dir. Genel olarak EKK



tahmin edicileri bulunurken 1/n garpani tahmin sonucunu etkilemedigi igin ihmal
edilmektedir. Ote yandan en ¢ok olabilirlik (ECO) tahmin ydntemi kullanildiginda log
olabilirlik fonksiyonunun diizenlenmesi ile bu g¢arpan kolayca goriilebilir. Bilinmeyen

regresyon parametresi ve rasgele hatalara iliskin varyansin EKK tahmin edicileri sirasiyla

—~ -1
B=CL.XxX{) XLiXiyi (1.2)
ve
1 n
. —xTpy2
— kzlm XIB)
l=

olarak tanimlanir.

/\2:

Hatalar beklenen degeri sifir ve sabit varyansli normal dagilima sahip ise EKK tahmin
edicileri yansiz ve en kiigiik varyanshidir. Hatalarin dagilim bilgisi mevcut ise ECO
tahmin yoOntemi regresyon katsayilarinin tahmininde alternatif bir yontem olarak
kullanilabilir. Ornegin hatalar normal dagiliyorsa regresyon parametrelerinin ECO

tahmini

n

1
L0 Xe B,0%) = | [@ro®) 1 2exp |- = 0 - XTB)?

i=1

olabilirlik fonksiyonu en biiyiikleyecek sekilde bulunur. Islem kolaylig1 saglamak adina
L fonksiyonu ile aymi degerlerde maksimum noktasina ulasan In(L), yani L
fonksiyonunun dogal logaritmast kullanilir. In(L) fonksiyonunun ilgili parametrelere

gore tiirevi almip sifira esitlenmesiyle B ve o2 parametrelerinin ECO tahmin edicileri

n -1 n
B= <ZXiXiT> inyi
i=1 im1

ve
n
~2 1 TR\2
6 == - XIB)
i=1

olarak elde edilir.



Hatalarin kalin kuyruklu olmasi durumunda farkli dagilimlar kullanilabilir. Ornegin
hatalarin 9 serbestlik dereceli t dagilimina sahip oldugu varsayilirsa hatalara iliskin

olasilik yogunluk fonksiyonu

-(9+1)/2

re+b/2] 1 |, i —XiB)’

fOuXeb o) =" 1) Vmoor| T 07

(1.3)

oldugu i¢in parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminleri

p1—(O+1)/2

@+ /21 1 i —XI'B)
el T

olabilirlik fonksiyonun en biiyiiklenmesiyle bulunur. L(y;, X;, B, 02) fonksiyonuyla ayn1
noktada en biiyiik degerini alan logaritmasinin # parametresine gore tiirevi alinarak elde

edilen

aL(yl,Xuﬂ o? X —XiBp)
Z( Vo + 0 - X

esitliginin ¢oziimii B parametresinin ECO tahmin edicisini verir. Burada

@ +1)
902 + (y; — X[ B)?

i =

almarak f8

-1 n

n
= (Z wiX; XT) Z wiX;y;
i=1 i=1

olarak bulunur. Benzer sekilde hatalara iligskin varyansin ECO tahmin edicisi
1 n
= ;Z w; (v — X{ B)*
i=1

olarak elde edilir.



Dagilim bilgisi kullanildigr i¢cin ECO tahmin yontemi EKK’den daha iyi istatistiksel
ozelliklere sahiptir. ECO tahmin edicileri yansiz (veya asimptotik yansiz), en kiiciik
varyansli, tutarli ve yeterli istatistiklerdir. Goriildiigii tizere ECO yontemi ile hatalarin
varyansi i¢in yanli bir tahmin elde edilir. Ancak varyansin ECO tahmin edicisinin

asimptotik olarak yansiz oldugu bilinmektedir.

ECO ve EKK tahmin edicilerinin analitik olarak hesaplanma kolaylig1 beraberinde
saglanmas1 gereken, hatalarin sifir ortalamali, sabit varyansli olmasi veya bilinen bir
dagilima sahip olmasi gibi bazi varsayimlar1 getirmektedir. Ancak bir¢ok alanda sz

konusu varsayimlart saglamayan veri setleri ile siklikla karsilasilmaktadir.

Aciklayict degiskenle yanit degiskeni arasindaki iliskiyi onceden belirlenmis bir kalipta
inceleyen parametrik yontemler yerine, veriyle uyumlu yapilar sunan yontemlere ihtiyag
duyulmasi, parametrik olmayan yontemlerin ortaya ¢ikmasina neden olmustur.
Regresyon parametrelerinin tahmininde diizlestirici metotlar (smoothing methods),
cekirdek tahmini (kernel estimation), jackknife ve bootstrap gibi bircok parametrik

olmayan yontem Onerilmistir.

Gilin gectikce gelisen istatistiksel yazilimlar ve One siiriilen niimerik hesaplama
yontemleri aragtirmacilara parametrik yontemlerden daha esnek, veri setinin yapisina
uygun cikarim yontemleri sunmaktadir ve parametrik olmayan yontemlerin kullanimi
giderek yayginlagsmaktadir. Bu yontemlerden bir tanesi de ampirik olabilirlik yontemidir.
Bu yontem, veri setinin bilinen bir dagilim ailesinden geldigi varsayimi olmadan

olabilirlik yonteminin kullanilmasin1 miimkiin kilmaktadir.

Tahmin problemlerinin ¢oziimii icin bir ¢ok calismada ampirik olabilirlik yontemi
kullanilmigtir. Bunlardan bazilari su sekilde Ozetlenebilir: Owen (1990), ampirik
olabilirlik oran1 yardimiyla giiven bolgesi olusturulmasi tizerinde ¢calismistir. Yine Owen
(1991), ampirik olabilirlik yontemi ile dogrusal regresyon parametrelerinin tahmin
problemini ele almistir. Kolaczyk (1994) ise, ampirik olabilirlik ydntemini

genellestirilmis dogrusal regresyon modeline uyarlamistir. Qin ve Lawless (1994),



moment kisitlar1 ile parametre tahminine ampirik olabilirlik  yaklasiminda
bulunmusglardir. Chen (1993, 1994, 1996), ampirik olabilirlik yontemiyle giiven bolgesi
olusturmada gesitli ¢alismalar yapmustir. Kitamura (2001), moment kisitlarini test etmede
ampirik olabilirlik yonteminin bazi asimptotik 6zellikleri tizerine bir ¢alisma yapmustir.
Imbens (2002) ¢alismasinda, genellestirilmis momentler yontemi ile ampirik olabilirlik
yontemini ele almistir. Chen ve Cui (2003), yeni kisitlar ekleyerek genellestirilmis
dogrusal regresyon modeli i¢in ampirik yontemlerle daha etkin tahmin ediciler bulmayi
amaclamistir. Newey ve Smith (2004), kiiciik 6rneklemler i¢in genellestirilmis moment
yontemi ile genellestirilmis ampirik olabilirlik yontemini karsilagtirmistir. Kitamura
(2006), ampirik olabilirlik yontemi ile iligkilendirilen genellestirilmis momentler yontemi
ve bazi tahmin yontemleri arasindaki baglantilardan s6z etmistir ve ampirik olabilirlik
yonteminin digerlerinden daha avantajli yonlere sahip oldugunu belirtmistir. Chen ve
Keilegom (2009), ampirik olabilirlik yonteminin dogrusal regresyona uyarlanmasi
hakkinda 6zet bilgi saglayan bir ¢alisma yapmistir. Bondell ve Stefanski (2013) yaptiklari
calismada, genellestirilmis ampirik olabilirlik yontemi ile regresyon parametreleri i¢in
tistel olarak tanimladiklar1 olasiliksal agirliklar yardimiyla robust bir tahmin edici
onermiglerdir. Bu tahmin edicinin diger robust tahmin edicilerden daha etkin oldugunu

belirtmislerdir.

Ampirik olabilirlik  yontemleri gozlemlere dayali olarak elde ettigi olasiliksal
agirliklardan olusan bir olabilirlik fonksiyonunu, bazi kisitlar altinda en biiyiik yapan
degerleri belirleyerek parametre tahmini yapar. Owen (1988, 1990, 1991), ampirik
olabilirlik yontemi ile parametre tahmini problemini ¢6zmek icin Lagrange carpanlari
yontemini  kullanmigtir. Coziim sirasinda  olasiliksal — agirliklar, — bilinmeyen
parametrelerin ve Lagrange ¢arpanlarinin bir fonksiyonu olarak ifade etmis ve problemi
bilinmeyen parametrelerin ve Lagrange ¢arpanlarinin bulunmasina indirgemistir.
Uzerinde diizenlemeler yaptigi Lagrange fonksiyonunun Taylor agilimindan
faydalanmistir. Ancak parametre tahminleri analitik olarak agik¢a yazilamadigi igin

niimerik yontemlerden faydalanilir.

Son zamanlarda siklikla basvurulan parametre tahmin yontemleri arasinda robust

yontemler de yer almaktadir. Robust tahmin yontemleri ile modeldeki varsayimlarin


http://link.springer.com/search?facet-author=%22Song+Xi+Chen%22
http://link.springer.com/search?facet-author=%22Ingrid+Van+Keilegom%22
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saglanmamasi durumunda da giivenilir ve etkin tahmin edicilerin bulunmasi
amaglanmaktadir. Glinlimiizde kullanilan robust istatistik yontemlerinin temelini Huber
(1964)’in yaptig1 calisma olusturmaktadir. Huber (1964), hata kareler yerine baska bir
fonksiyonun en kiigiiklenmesi ile EKK yontemine gore daha robust bir tahmin edicinin

elde edilebilirligi tizerinde calismistir.

Bir tahmin edicinin robust olmasi etki fonksiyonu ve kirilma noktasi yardimryla dl¢iliir.
Bir tahmin edicinin etki fonksiyonu (IF: Influence function), s6z konusu tahmin edicinin
hassas egrisinin (SC: sensitivity curve) asimptotik yorumu olarak tanimlanabilir. Etki
fonksiyonu 6rneklem biiyiikliigii sonsuz ve drneklem 6zdes aykiri1 degerlerin & kadar
kiigiik bir kismini igerdiginde tahmin edicinin davranisini belirlemede kullanilan bir

yaklasimdir. &, P(X = x,) = 1 olan dagilim fonksiyonu (yani aykir1 degere ait dagilim

fonksiyonunu) ve “1” simgesi “sagdan limit”i gostermek iizere bir 6 parametresinin 9,

tahmin edicisinin etki fonksiyonu

B, (1 - &)F + £6x0) — 0., (F)

&

IF3(xo, F) = 1813)1

= %@m ((1 —&)F + €5x0) o

olarak tanimlanir (Maronna vd. 2006).

Bir regresyon probleminde, bir tahmin edicinin kirllma noktasi &* =m7 olarak

tanimlanir. Burada m* = max{m = 0: (X, ¥n),V Y € Y} Ve Y, en az n—m
eleman1 y ile ortak olan n-vektorler kiimesidir. Veri setinde bir nokta degistirildiginde

EKK tahmin edicisinin degerinin de degistigi agik¢a goriilmektedir. Bu nedenle EKK
tahmin edicilerinin kirilma noktasi1 &* = %’dir. Dolayistyla n o6rneklem biiytikligi

arttikca, € ifadesinin 0’a yaklastigi goriilmektedir. Diger bir ifadeyle EKK tahmin

edicilerinin kirilma noktasi sifirdir (Maronna vd. 2006).



Etki fonksiyonlari sinirlt olan tahmin ediciler yerel (local) anlamda robust tahmin ediciler
olarak adlandirilir. Huber M tahmin edicileri (mutlak deger ve Huber p fonksiyonu)
hatalara gore sinirli etki fonksiyonuna sahip oldugu i¢in y yoniindeki sapan gozlemlere
kars1 dayaniklidir. Diger robustlik olgiisii olan kirilma noktasina gore, veri setinde y
yoniinde sapan gozlem olmasi durumunda EKK tahmin edicilerinin aksine LAD (Least
Absolute Deviation: En Kiigiik Mutlak Sapma ) ve Huber M tahmin edicilerinin sapan
gozlemlere kars1 dayanikli oldugu goriilmektedir. Fakat M tahmin edicileri x yoniindeki
sapan gozlemlere karsi dayanikli degillerdir. x yoniindeki sapmalara kars1 dayanikli olan
tahmin ediciler Genellestirilmis M (GM) tahmin edicileridir. Bu tahmin ediciler hem
hatalar hem de x yoniinde sinirli etki fonksiyonuna sahiptirler. Fakat x yoniinde sapan
gozlem oldugunda bu tahmin ediciler kirilma noktasi bakimindan ¢ok dayanikl

degillerdir. k — 1 bagimsiz degisken sayis1 olmak {izere kirilma noktasi en fazla 1/ k’dir.

M ve GM tahmin edicileri sinirl etki fonksiyonlarina sahip olduklari i¢in yerel anlamda
robust tahmin edicilerdir. Robust istatistikteki diger bir gelisme ise yiiksek kirilma
noktasina sahip robust regresyon tahmin edicilerinin elde edilmesi olmustur. Bu
dogrultuda EKK’da oldugu gibi hatalarin kareler toplami yerine hatalarin karelerinin
medyanini en kiigiiklemeyi amaclayan LMS (Least Median of Squares: Karelerin En
Kiigiik Medyani) tahmin edicileri 6nerilmistir (Rousseeuw 1984). LMS tahmin edicileri,

regresyonda es degisim ozelligi olan, sinirli etki fonksiyonuna ve yiiksek kirilma

noktasina sahip olan tahmin edicilerdir. Ancak bu tahmin ediciler vn- tutarli degildir

n||B - 8| 5 o). Rousseeuw ve Yohai (1984), v/n- tutarli ve asimptotik normal olan S
tahmin edicilerini 6nermistir. S tahmin edicileri yiiksek kirilma noktasina sahip
olduklarinda etkin tahmin ediciler degillerdir. Bu nedenle yiiksek kirilma noktasina ve
yiiksek etkinlige sahip MM ve T tahmin edicileri tanimlanmigtir (Yohai 1987, Yohai ve
Zamar 1988). Bunlara ek olarak yiiksek kirilma noktasina ve yiiksek etkinlige sahip diger
bir tahmin edici CM (Contrained M: Kisitli M) tahmin edicisidir (Mendes ve Tyler 1996).

Veri setlerinde sapan gozlemlerle, kalin kuyrukluluk ve\veya ¢arpiklikla karsilasildiginda
dogru c¢ikarimlara ulagabilmek i¢in robust tahmin yontemleri kullanilmaktadir.

Regresyon modeli olusturmada hatalara iliskin dagilim bilgisi olmadiginda kullanilan



parametrik olmayan yontemlerden bir tanesinin ampirik olabilirlik yontemi oldugu daha
once belirtilmisti. Ampirik olabilirlik yonteminde yer alan olasiliksal agirliklar sapan
gozlemlere kars1 dayanikli olan robust tahmin edicilerin agirliklarindan yapisal olarak
farklidir. Robust yontemlerde de hatalarin genelinin uydugu diisiiniilen bir dagilim
varsayimi yapilmaktadir. Hatalara iliskin dagilim bilgisi olmadiginda ve verilerde verinin
cogunlugundan farklilik gosteren gozlemler olmast durumunda bu gozlemlerin etkisini
azaltacak bir tahmin ediciye, yani ampirik olabilirlik yontemi ile robust yéntemlerin

birlestirilmesine ihtiya¢ duyulmaktadir.

Bu tez calismasinin iki amaci vardir. Bunlardan ilki ampirik olabilirlik yontemi ile
parametre tahmininde kullanilan sayisal yontem yerine kullanilabilecek alternatif bir
hesaplama yontemini ve yontemin g¢alisabilirligini gostermek icin yapilan simiilasyon
calismalarin1 sunmaktir. Tezin ikinci ve esas amaci ise ampirik olabilirlik yonteminde
kullanilan kisitlar1 robust hale getirerek, sapan gozlemlerden, kalin kuyruklu olma
velveya carpikliktan daha az etkilenen ve dagilim varsayimi gerektirmeyen tahmin

ediciler tanimlamaktir.

Bu tez calismas1 7 boliimden olusmaktadir. ikinci bélimde konum, konum-olgek ve
dogrusal regresyon modellerinde ampirik olabilirlik yontemi ile parametre tahmini
verilmektedir. Uciincii béliimde ise ampirik olabilirlik ydnteminde yaygm olarak
kullanilan hesaplama algoritmasi yerine onerilen alternatif hesaplama algoritmasi ve ilgili
simiilasyon ¢aligmasi yer almaktadir. Dordiincii boliimde ampirik olabilirlik yonteminde
dayanikl kisitlar elde edebilmek igin kullanilacak robust yontemler kisaca 6zetlenmistir.
Besinci boliimde ilk olarak y yoniinde sapan gozlemlere karsi dayanakli olan kisitlarla
elde edilen ampirik olabilirlik tahminleri, sonrasinda ise x yoniinde sapan gézlem olmasi
durumunda da dayanikli olan MM tahmin edicileri yardimiyla elde edilen kisitlarla
ampirik olabilirlik tahmin edicileri ve bazi simiilasyon ¢aligmalar1 verilmektedir. Gergek
diinyadan alinan bazi 6rneklere iliskin model parametrelerinin robust kisitlarla ampirik
olabilirlik tahminleri boliim altidadir. Bu tez ¢alismasinin son boliimiinii tartisma ve

sonug boliimii olusturmaktadir.



2. AMPIRIK OLABILIRLIiK YONTEMIi

Olabilirlik yontemleri, etkin tahmin ediciler bulmada ve giiclii test fonksiyonlari
olusturmada siklikla kullanilmaktadir. Ancak klasik olabilirlik yontemleri veri setinin
bilinen bir dagilimdan geldigini varsaymaktadir. Veri setinin dagilimi bilinen bir dagilim
ailesinden gelmiyorsa klasik olabilirlik yontemi kullanilamaz. Bunun yerine dagilim
varsayimlarina ihtiya¢ duyulmadan analiz yapilabilen parametrik olmayan yontemlere
bagvurulabilir. Ampirik olabilirlik yontemi de dagilim bilgisi olmadan, érnekleme dayali
cikarimlarda bulunan istatistiksel bir yontemdir. Genel olarak ampirik olabilirlik
yonteminin parametrik olmayan yontemlerin giivenilirligi ile olabilirlik fonksiyonunun
etkinligini birlestirdigi sOylenebilir. Bu yontem, rasgele érneklem modelleri, regresyon
modelleri ve otoregresif modeller gibi birgok modelin parametre tahmin probleminde
uygulanabilir (Owen 1988, Hall ve La Scala 1990). Bu bolimde ilk olarak ampirik
olabilirlik oran1 ve sonrasinda konum, konum-él¢ek ve regresyon modelleri igin amprik

olabilirlik tahminleri ele alinacaktir.

Ampirik dagilim fonksiyonu, X;, X5, ..., X,, F, ortak dagilimma sahip R¥, k>1 de

bagimsiz rasgele degiskenlerin vektorleri olmak lizere

n

Z Lyysy ,—0<x<o (2.1)

=1

F, =

Sk

olarak tamimlanir. Burada Iy <y; x; < x dogru iken 1, aksi durumda O degerini alan

gosterge fonksiyonudur.

x € R i¢in dagilim fonksiyonu F(x) = P(X < x) olarak tanimlanmaktadir. F(x~) =
P(X < x) olarak tanimlanirsa P(X =x) = F(x) — F(x~) olacaktir. F dagilim

fonksiyonuna iliskin parametrik olmayan olabilirlik fonksiyonu
n
L(F) = H(F(Xi) —F(X)) (2.2)
i=1

seklinde tanimlanir.



E, ile ifade edilen ampirik dagilim fonksiyonu, F fonksiyonunun parametrik olmayan
ECO tahmin edicisidir ve (2.2) esitliginde tanimlanan olabilirlik fonksiyonunu maksimize
eder (Owen 2001). Parametrik olmayan olabilirlik yontemi biraz daha gelistirildiginde

ampirik olabilirlik oran1 elde edilmektedir. R(F) ampirik olabilirlik orani

L(F) T
R(F) = L((F)) = nnpi (2.3)

olarak tanimlanmaktadir. Burada n, 6rnek ¢ap1 ve p;, x; noktasindaki olasilik degeri olup
ropi = Udir. uy = E(X;) ve 0 < Var(X;) < oo oldugu varsayildiginda —2logR (1)

dagilimda n — oo iken )((21) dagilimina yakinsamaktadir (Owen 2001).

Bu boéliimde ampirik olabilirlik yontemi ile parametre tahmini lizerinde durulacaktir.
Sirastyla konum, konum-6l¢ek ve dogrusal regresyon model parametrelerinin ampirik

olabilirlik yontemi ile nasil tahmin edildigi asagida verilmistir.
2.1 Ampirik Olabilirlik Yontemi ile Konum Modelinde Parametre Tahmini

X1, X5, ..., Xy, rasgele degiskenlerinin, bilinmeyen y parametresi ve rasgele hatalara (U;)
bagimli olarak

Xi=,Ll+Ui ,i=1,2,...,n

seklinde tanimlanmasiyla olusturulan model, konum modeli olarak adlandirilir. U; rasgele
degiskenlerinin bagimsiz ve ayni dagilimli oldugu varsayimi altinda X;’ler de bagimsiz
ve ayn1 dagilimli olur (Maronna vd. 2006).

u bilinmeyen konum parametresi i¢in tahmin denklemleri (estimating equations) yani
E(X; — u) = 0 ifadesi yardimiyla bir tahmin edici (1/n) Yt (x; — i) = 0 esitliginin

¢Oziimii ile elde edilebilir. Ampirik olabilirlik yonteminde ise p; degerlerine iliskin

ipi =1 (24)
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ve tahmin denklemleri yardimiyla tanimlanan

Z pi(x; —p) =0 (2.5)
i=1

kisitlar altinda ampirik olabilirlik orani

n

R@W = [ (2.6)

i=1

ifadesini maksimum yapacak sekilde tanimlanan

n

R(i) = max {]_[ np;

i=1

n n
p>0 Y pi=1, Zpi(xi—u)=0} 27)
i=1 i=1

optimizasyon probleminin ¢dziimii ile y parametresi i¢in bir tahmin edici elde edilir. Bu

tahmin edici (2.5) esitliginde verilen kisittan

bi¢iminde yazilabilir. Boylece tahmin edicinin elde edilebilmesi igin R(u) ampirik
olabilirlik oranin1 maksimum yapan p; olasihiksal agirhiklarmin  belirlenmesi

gerekmektedir.

R(u) ve logR(u) ifadelerinin maksimum degerini aldigi noktalar ayni oldugu igin

*, log(np;) ifadesinin maksimizasyon problemi ele alinabilir.

11



Bu kisitli optimizasyon probleminin ¢dziimiinde Lagrange c¢arpanlart yonteminden

faydalanilabilir. A5, 1; € R Lagrange ¢arpanlar1 olmak {izere amag fonksiyonu

G = Z log(npy) + Ao (Z p; - 1) —nA, Z pi(x; — 1) (2.8)

olarak tanimlanir. G fonksiyonunun p;’lere gore tiirevi alinip sifira esitlenirse

¢ 1

—=——n (- +2=0 2.9
apl pl 1 l lu' 0 ( )

ifadesine ulagilir. (2.9) esitligi p;’lerle carpilarak i izerinden toplami alindiginda

G
Pi% =1-nlp;(x;— ) +pidg =0

i

Zpl Z 1-— nllzpl(xl ) +)102pl =0 (2.10)

elde edilir. (2.10) esitliginde (2.4) ve (2.5) esitliklerinde tanimlanan kisitlardaki bilgiler

kullanilarak n + A, = 0, yani 4, = —n olarak bulunur. Bu Lagrange ¢arpaninin degeri
(2.9) esitliginde yerine yazildiginda

1 1
— (2.11)
nl+ 20— p)

p; =

olarak elde edilir. Esitlik (2.11)’de yer alan p; degerinin, (2.5) esitliginde verilen
Y1 pi(x; — 1) = 0 kisitinda yerine yazilmasiyla A, ¢arpanina bagh

12



esitligi elde edilir. Bu esitlik u; = x; — u olmak tizere f(1,) = —Xi=; log(1 + A, ;)
olarak tanimlanan —f fonksiyonunun A;’e goére birinci tiirevini vermektedir. f
fonksiyonu {1; € R|1 + Ayu; > 0,i = 1,2, ...,n} tizerinde konvekstir. f fonksiyonunu
minimum yapan A; yardimiyla, ampirik log olabilirlik oranin1 maksimum yapan p;

olasiliksal agirliklar belirlenir.

pu bir i¢ nokta (interior point) oldugunda p; >0, Y-, p; =1 olacak sekilde
Y1 pi(x; —w) = 0 ifadesinin bir ¢oziimii vardir. Bununla birlikte 0 < p; < 1 oldugu

icin 1 + A u; > 1/11 esitsizligi de saglanmaktadir.

Bu noktada optimizasyon probleminin ¢6ziimiinde Owen (2001) logaritma

fonksiyonunun 1/ n civarinda ikinci dereceden Taylor a¢ilimini kullanarak

log(x) ,xX > 1/n

log(1/n) - % +2nx — (x)?/2 ,x <1/, 13

log.(x) =
fonksiyonunu tanimlamistir. (2.13) esitligiyle tanimlanan yap1 kullanilarak elde edilen

£00) = = ) log.(1+ Ayuwy) (214)

fonksiyonu tim A; € R degerleri igin konvekstir ve u bir i¢ nokta oldugunda f
fonksiyonu ile ayn1 minimum noktaya sahiptir. Bu nedenle u’niin bir i¢ nokta olup

olmadigina bakilmaksizin f, fonksiyonu minimum yapilmalidir.

Bu asamada Newton yontemine dayali bir algoritma kullanilabilir. Deneysel
olarak, ||[A4,]| = o iken [|V£.(11)]| = O olacaktir. Algoritma adim sayis1 iist sinira
ulastiginda veya birinci tiirev vektoriiniin normu alt sinira ulastiginda ya da ilk olarak

gerceklesen durumda ve R(u) = —oo oldugunda durdurulabilir.
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2.2 Ampirik Olabilirlik Yontemi ile Konum-Ol¢ek Modelinde Parametre Tahmini

X1, X5, ..., X, rasgele degiskenlerinin, bilinmeyen u konum parametresi, o olgek
parametresi ve rasgele hatalara (U;) bagiml olarak

Xi=pu+aU; ,i=12,..,n

seklinde tanimlanmasiyla olusturulan model, konum-él¢ek modeli olarak adlandirilir. U;
rasgele degiskenlerinin bagimsiz ve ayni dagilimli oldugu varsayimi altinda konum

modelinde oldugu gibi X;’ler de bagimsiz ve ayn1 dagilimlidir (Maronna vd. 2006).

Konum modelinde oldugu gibi p; degerlerinin yapisindan ve tahmin denklemlerinden

faydalanarak

n

Zpi —1 (2.15)

z (=) =0 (2.16)
ve

Z pi(x; —wW)?—0* =0 (2.17)

kisitlart altinda )}7- ; log (np;) ifadesini maksimum yapacak sekilde u ve o parametreleri
icin tahmin ediciler bulunabilir. 44, 4;,4, € R Lagrange ¢arpanlari olmak {izere amag

fonksiyonu

n n n 1
G = Z log(np;) + 4o (Z Di — 1) —"1122%;(951' -
i=1 i=1 '

=1

—ni, (Z pi(xi — W) — 02) (2.18)
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olarak tanimlanir. (2.18) esitliginde verilen G fonksiyonunun p;’lere gore tiirevi alinip

sifira esitlenirse

¢ 1 1 .
—=—+/10—n/11 (x; — ) —nA((x; —w)*—0°) =0 (2.19)
op; D

ifadesine ulagilir. (2.19) esitliginin her iki tarafi p; ile carpilip i iizerinden toplaminin

alinmasiyla

3G 1 .
Pia—p=1+Pi/10—n/11pig(xi—ll)—"/12(l?i(xi—ll) —0%) =0
l

zpla Zluozpl—nalzpl G — 10
—/12<2Pi(xi—ﬂ)2—02>

=0 (2.20)
elde edilir. (2.20) esitliginde (2.15), (2.16) ve (2.17) esitliklerinde tanimlanan kisitlardaki

bilgi kullanilarak n + A, = 0, yani 1, = —n olarak bulunur. Bu Lagrange ¢arpaninin

degeri (2.19) esitliginde yerine yazildiginda

1 1
n1+ A — @) /o + 2, ((x; — )% — 02)

pi = (2.21)
olarak elde edilir. p; degeri (2.16) esitliginde verilen Y7 ; p; % (x; —w) = 0ve (2.17)

esitliginde verilen Y.1*; p;(x; — 1)? — 0? = 0 kisitlarinda yerine yazildiginda 1, ve A,

ye baglh

Z Sl ~0 (2.22)
=1+ A5 (xl W) + A ((x; — w?* — a?)

ve
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n o 2
Z T (i = 1) —0g2 =0 (2.23)
=11+ A5 (g =) + 2,((x; — )% — 0?)

esitlikleri elde edilir. Bu iki denklemin ¢6ziimii olan ve ampirik olabilirlik oranini
maksimum yapan A, ve 1, carpanlar1 niimerik yontemlerle elde edilebilir. Bu ¢arpanlar
yardimiyla elde edilen olasiliksal agirliklar kullanilarak p ve o2 parametreleri i¢in tahmin

ediciler

n
L= Zpixi =0
i=1

ve
n
6% = Zpi(xi - p)?
i=1

olarak elde edilebilir. Goriildiigii iizere konum ve Olgek parametrelerinin ampirik
olabilirlik tahminleri, yaygin olarak kullanilan 6rneklem ortalamasi1 ¥ = 1/n Y, x; ve
orneklem varyansi s2 = 1/n Y%, (x; — ¥)? tahmin edicilerinin aksine her gozleme esit
agirlik vermemektedir. Bunun yerine gozlemlere dayali olarak elde ettigi p; (i =

1,2, ...,n) olasiliksal agirliklarin1 vermektedir.

2.3 Ampirik Olabilirlik Yontemi ile Dogrusal Regresyon Modelinde Parametre
Tahmini

Ampirik olabilirlik yontemi ile regresyon parametrelerinin tahmini, tahmin
denklemlerinnde bir baska deyis ile EKK (En Kiigiik Kareler) yonteminde olusturulan
normal denklemlerde goézlemlere esit agirlik vermek yerine her gézlemin olasiliksal
agirliklara sahip oldugu disiiniilerek, bu agirliklarin ¢arpimini maksimize etmeyi
amaclayan kisitli bir optimizasyon problemidir. Burada kisitlardan ilki bu agirliklarimn,
olasilik fonksiyonu ifade edebilmesi i¢in toplamlarmin 1 olmasidir. ikinci kisit ise s6z

konusu agirlikli normal denklemleri ifade etmektedir.
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Y, =XIB +¢ ,i=12,..,n

dogrusal regresyon modeli ele alinsin. Burada Y; i-inci yanit degisken degeri, X; 1 sabiti
ve i-inci gozlemin agiklayici degisken degerlerinden olusan k-boyutlu vektor (k< n),
BeR® bilinmeyen parametre vektorii ve g;; E(g;|X;) = 0 ve Var(g|X;) = o2olacak
sekilde tanimlanan bagimsiz rasgele hata terimleridir. Regresyon parametrelerinin EKK

tahmin edicilerinin

n

1

szi{yi —-X{B}=0
i=1

normal denklemlerinin ¢6ziimii ile elde edildigi bilinmektedir. p; veriye paylastirilan
olasilik agirliklarinin bir kiimesi olmak lizere f parametresi i¢in ampirik olabilirlik

fonksiyonu

n

1@ =] [

=1

olarak tanimlanir. Bu maksimizasyon probleminin kisitlari

n
Zpi =1
=1

ve

z pXi{Y,—X{B}=0 (2.24)
i=1

seklinde verilmektedir. Esitlik (2.24) yardimiyla 8 parametre vektorii igin bir tahmin

edici,

n n

—~ R -1 R

BeL = Z(PiXiXiT) Z piX;Y;
i=1 i=1

olarak yazilabilir. B, tahmin edicinin elde edilebilmesi i¢in ampirik olabilirlik oranin

maksimum yapan p; olasiliksal agirliklar1 belirlenmelidir. p; olasiliksal agirliklarini
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belirlemek i¢in yukarida tanimlanan kisitli optimizasyon problemi ¢oziilmelidir. Bu kisitl
optimizasyon probleminin ¢éziimii, konum ve konum-6lgek modellerinde oldugu gibi
Lagrange carpanlar1 kullanilarak elde edilebilir. A, € R, AT € R¥ Lagrange carpanlar

olmak {izere amag fonksiyonu

n n n
G = log(up) + 4 (Z P — 1) =25 pX, (Y, - X ) (2.25)
i=1 i=1 i=1

olarak tanmimlanir. (2.25) esitliginde verilen G fonksiyonunun p;’lere gore tiirevi alinip

sifira esitlenirse,

¢ 1
==+~ AX{Y, - X[} =0 (2.26)
dpi i

ifadesine ulasilir. (2.26) esitligi p;’lerle ¢arpilarak i iizerinden toplam1 alindiginda,

G .
pz£=1+pilo pXx{y,—XIB} =0

i

i g— Zn: Zn: Z x{v, — XTg} = (2.27)

i=1

ifadesi elde edilir. (2.27) esitliginde kisitlardaki bilgi kullanilarak n + A, = 0, yani 1, =
—n olarak bulunur. 2; = —nA olarak alinip Lagrange g¢arpanlarinin degerleri (2.26)

esitliginde yerine yazildiginda

1 1

T AT XY~ X B)

(2.28)

olarak elde edilir. p; degeri (2.24) esitliginde tanimlanan ikinci kisitta yani

~piXi {Y X,T[)’} = 0 ifadesinde yerine yazildiginda 1’ya baglh
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n

Xi{Y, —Xip}
41+ 27X {Y; - X{ B}

esitligi elde edilir. Bununla birlikte ampirik olabilirlik fonksiyonu da

n

1 1
LB) = 1_[51 + ATX,{Y, — XTB}

i=1

olacaktir. (2.30) esitliginin logaritmas1 alinarak

log(L(B)) = — Z log {1 +ATX,{Y; - XiTB}} —nlog(n)
i=1

ifadesi elde edilir.

p; degerleri olasiliksal agirliklar olup 0 < p; < 1 oldugu igin

1+ 27Xy, - X{B}==;i=12,..,n

S|k

dir. Boylece 4 i¢in bir tanim kiimesi
T T 1.
D = {A|1+A X,-{Yl- —Xiﬁ} ZH L= 1,2,...,n}

olarak olusturulabilir.

Q) = —zn: log {1 + ATX{Y; - XiTﬁ}} —nlog(n)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

olmak tizere problem D tanim kiimesi tizerinde Q (1) fonksiyonunun minimize edilmesine

doniisecektir. Bu noktada logaritma fonksiyonunun 1/n civarinda ikinci dereceden

Taylor a¢ilimini kullanarak
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log(x) x> 1/

l * =
09.(%) log(1/n) - ; +2nx — (0?2 x <y

fonksiyonundan faydalanilabilir. Bdylece niimerik yontemler araciligiyla Lagrange

carpanlar1 hesaplanarak parametreler i¢in tahmin degerlerine ulasilir.

Bununla birlikte bu optimizasyon problemin ¢6ziimiinde Owen (2013), Newton
yontemine benzer bir yontem (Damped Newton iterasyonu) ve Bondell ve Stefanski
(2013) ise, eyer noktasi yaklasimini kullanmuslardir. Ozdemir ve Arslan (2018) ise,
problemi bu asamaya tasimadan, p; olasiliksal agirliklarin1 da parametrelerle birlikte

bulmay1 hedefleyen alternatif bir hesaplama algoritmasi 6nermistir.

2.4 Ampirik Olabilirlik Yontemi ile Dogrusal Regresyon Parametreleri ve
Varyansin Esanh Tahmini

Onceki boliimde varyansin bilindigi varsayimi altinda regresyon parametrelerinin tahmin
problemi ele alinmisti. Varyansin bilinmedigi durumlarda regresyon parametrelerinin
ampirik olabilirlik yontemi ile tahmininde

n
max Z log(np;)
i=1

p;i€(0,1)

n
Y pi-1=0

l

=1
n

pXi{Y; - X{B} =0
=1

i
olarak tanimlanan optimizasyon probleminde kisitlara

n

Zpi |{v: - X7} - a?| =0

=1
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kisit1 eklenir. Boylece varyans i¢in de bir tahmin edici veren bir kisitl optimizasyon
problemi olusturulur. Bu kisith optimizasyon problemi icin Ay, 1, € R , AT € R¥

Lagrange carpanlar1 olmak iizere Lagrange fonksiyonu

n n
L@, B,0% Ao Aa, r) = F@) + o (Z pi— 1) +21 ) piXi{Y:— XIB)
i=1 i=1

n
2
+2, ) pi[{v - XTBY - o?] (2.32)
i=1
olarak tanimlanmaktadir. Burada F(p) = Xi~, log(np;) dir.

Boliim 2.3’de yer alan probleme, varyansa iliskin kisit ilave edilerek regresyon
parametreleri ile birlikte varyans igin de bir tahmin elde edilebilir. Esitlik (2.32)’de

verilen Lagrange fonksiyonunun p;’lere gore tiirevi alinip gerekli islemler yapilarak

1
P N ATX (Y, — XU B} — [0 — XL B — o7]

esitligi elde edilir. Bu problemde n + 2k + 2 tane bilinmeyen vardir. Bunlardan n + k +
1 tanesi problemin dogasindaki bilinmeyen sayisi, k + 1 ise Lagrange carpanlarinin
sayisidir. p; (i = 1,2, ...,n) degerleri amag fonksiyonunda ve kisitlarda yerine yazilarak
problemdeki bilinmeyen sayisini n boyut azaltan dual probleme gegilebilir. Olusan dual

problemde amag fonksiyonu
n
Q) = —Z log {n - A{Xi{yi _ XzTB} — A, [{Yz _ X,-Tﬂ}z B 02]}
i=1

olacaktir. Optimizasyon problemine son eklenen kisit

n

Zpi |{v: - xIp)" - %] = 0

=1
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yardimiyla
n n
—~ . -1 .
Be= ) (:XXD) ) pXeY,
i=1 i=1

tahmin edicisine ek olarak o2 icin bir tahmin edici

~2

p.{Y; — XTB)’

=
I
INGE

~
1l
[y

yani

52 = z ! ]{Yi — XTBY’

Sn— XY, - XTBY - 2, |{v; - XTB} - &°

olarak bulunabilir. Ancak bu tahmin edicideki B ve 47,2, Lagrange ¢arpanlari analitik
olarak bulunamadigi icin, onceki boliimde de belirtildigi lizere belirlenen baslangig
degerleri yardimiyla Q(4) fonksiyonunu minimize eden ve 47,2, Lagrange carpanlari
bulunur. Bulunan 47,4, Lagrange carpanlari yerine yazilarak Q(4) fonksiyonunu
maksimize eden B ve o% degerleri yani bu parametrelerin tahmin edicileri bir yakinsama

saglanana kadar niimerik yontemler yardimiyla hesaplanir.
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3. AMPIiRIK OLABILIRLIK YONTEMI iLE REGRESYON
PARAMETRELERININ TAHMININDE ALTERNATIF BiR NUMERIK
HESAPLAMA ALGORITMASI

Optimizasyon yontemleri bircok alanda yaygin kullanima sahiptir. Ancak bazi
optimizasyon problemlerinin ¢oziimii matematiksel olarak acgik bir sekilde elde
edilememektedir. Bu durumlarda siklikla basvurulan yontemlerden biri Taylor

acilimindan faydalanilarak olusturulan Newton Algoritmasidir.

F(x) amag fonksiyonu ve G;(x) = 0; i = 1,2, ..., m kisit fonksiyonlari olmak {izere

min F(x)
x€ERM (3.1)
GL(X) = O,l = 1,2, e, m

biciminde kisitli bir optimizasyon problemi tanimlansin. Bu kisitli optimizasyon
problemlerinin ¢dziimiinde Lagrange c¢arpanlari yonteminin kullanilabilecegi onceki
bolimde belirtilmisti. Bilindigi tlizere A4,4,,..., 4, Lagrange c¢arpanlari ve L:R" X

R™ — R olmak tizere
L(x, 11!12' '/1777.) = F(x) + AlGl(x) + Asz(X) + .-+ Gm(x)/‘lm (32)

fonksiyonu Lagrange fonksiyonu olarak adlandirilir. Boylece (3.1) de tanimlanan
optimizasyon problemi, (3.2) ile verilen L(x,A4,45,...,4,,) fonksiyonunun

X, A4, A5, ..., Ay, degiskenlerine gore minimize edilmesi problemine dontisiir.

oL oL oL 9L oL oL 1"
dx; Ox, 0x, 0dA; 04, 0An,

VL(x,A1, A5, e, Ay) =

denkleminin ¢oztimii ile F(x) fonksiyonunu minimize eden x, 14,15, ..., A,, degerleri

bulunur. Bu probleme Newton algoritmasini uygulayabilmek i¢in

G(x) = [G1(x), G2 (%), ..., G (2)]"
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ve
A = [Al,lz, ,Am]T
vektorleri tammmlansin. L fonksiyonunun birinci tiirev (gradiant) vektori

VL(xA) = [VF(x) + (DG(x)TA

G(x)

olarak yazilabilir. Burada

[0G,(x) 0G,(x) 0G1(x)1
dxy 0x, dx,
0G,(x) 0G,(x) dG,(x)
DG(x) = | ox, dx, T 0xy,
0G,,(x) 0G,,(x) 0G, (x)
J0x, dx, 0xy,

G(x) vektoriiniin Jacobian matrisidir. HF (x), F(x) fonksiyonunun ikinci tiirevi ve

HG;(x), i-inci kisitin ikinci tlirevi olmak tlizere n X n boyutlu

B(x,A) = HF (x) + Z A,HG(x)
i=1

matrisi tanimlansin ve @ m X m boyutlu sifir matrisi olarak alinsin. L fonksiyonunun

ikinci tiirev (Hessian) matrisi

B(x,1) [DG(x)]"

HLOCA) = pe oo 0

olarak yazilabilir.

Boylece L(x, A) i¢in Newton algoritmasi asagidaki gibi dzetlenebilir:
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1. (xg,4y) € R™™ i¢in bir baslangi¢ degeri belirlenir.
2. t=1,2,..adimii¢in G, = G(x,) , W, = VF(x,) + [DG(x)]7 A,,
Bt = B(xt, At), Dt = DG(xt) Olmak lizere

[Bt DZ] [Xt] _ Wt] PEN {BtXt + DtTAt = _Wt
Dt (0) At - Gt DtXt - _Gt
lineer denklem sisteminin ¢6ziimii bulunur.
Xey1 =X + X, . .

olarak giincellenir.
Ay =4 + A g
4. || Xl + [|A¢]] < € oldugunda algoritma durdurulur (Khounder 2012).

3.1 Lagrange Carpanlar1 icin Newton Algoritmasinin Ampirik Olabilirlik
Yontemine Uyarlanmasi

Ampirik olabilirlik yonteminde parametre tahminlerini elde etmek igin

n

min Z —log(np;)

pi€(0,1)

i=1

optimizasyon probleminin

n
Y pi-1=0
i=1

n
Zpixi {v, -Xx{B}=0
i=1

kisitart altinda ¢oziimii aranmaktadir. Bu kisitl optimizasyon problemi i¢in 1, € R, A1 €

R* Lagrange ¢arpanlari olmak iizere Lagrange fonksiyonunun

n n
L. 8,20, 40) = FOO) + Ao <Z pi— 1) +20 ) piX, (Y~ XIB)
i=1 i=1

oldugu acikca goriilmektedir. Kisitlardan olusan
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1T

G(p,B) = Z pi—1 [Z piXi {Y; - X[ B}
i=1 i=1

vektorunin Jacobian matrisi

1 1 1 0
T

DEP.B)= |y tv, ~ XTB) X,{Y,— XIB) - XulY,—XIB) [ZpiXiXiT
i=1

olarak yazilabilir. Burada 0 ve [Z?=1 piX ,-X,-T]T 1 X k boyutlu vektorlerdir.

Ao
A= [A{]
olmak tlzere

Vi(p,B,A) = [VF ®,B) + (DG(p, )4

G(p.B)

olarak hesaplanabilen Lagrange fonksiyonunun birinci tiirevi

— 1 —
— + Ao + AT X {V; — X1B}
1

1
——+ 2 + 27 X,{Y, — X3 B}

D2

1
_'__4'104'11Xﬁ{K1_VX£ﬂ}

n

VL(p,B,A) = . _ r
A ZpiXiXi
im1
n
pi—1
=1

n
> X {¥: - XIB)
i=1
olarak elde edilir.
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B(p.B. 1)

— 1 -
— 0 0 0 .04
p1

1 T T

0 -~ 0 0 —A1X2X;

2
1 T T
= 0 0 7 0 -ATx;3x%
3
: : : : T : )
0 0 0 o~ -ATx, XT
n
T T T
—[ATX. X —[AXXE] —[ATXsXE] o —[AIXRXTDT O

olmak iizere L Lagrange fonksiyonun ikinci tiirev matrisi ise

_[B(®.B. 1) [DG(p.B)]"
HL(x,A) = DE(p, B) 0

olarak elde edilir. Boylece

W.=VF(p,B) +[DG(p,B)]" A,

-1
o + 2o + 21X, {v, — X1 B}
1
1
——+ 2o + 21 X,{Y, — X} B}
2

. :
—-——+ AO + AIXn{Yn - Xﬂﬁ}

n
n
—HZ P X X]
i=1
ve
Gt = G(pJ ﬁ)l
Bt = B(p,ﬁ,/l),
D, = DG(p, B),

p
At - [B](n+k)><1

olmak tuzere
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[Bt D;_-le [At] Wt] {BtAt + DtTAt = _Wt
=— PEN
Dt (0) At Gt DtAt = _Gt

lineer denklem sisteminin Newton algoritmasi araciligiyla ¢oziimii ile p; (i = 1,2, ..., n),

B=1[Bo B1 - PBr-1]" ve A Lagrange carpanlarina iliskin tahmin degerlerine

ulasilabilir.

Benzer sekilde varyansin regresyon parametreleri ile esanli tahmini i¢in

S [0 - X1 ~ 7] =0

kisit1 probleme eklendiginde

n

L@, B0, 4) = F(X) + g (Z pi - 1) + 21> piXi{Y - XIB)

i=1
n

+2,) pi[{vi - xTgY - o?]
i=1

ve
T

D wi{ - x1gY - o

=1

6. =Y -1 1~ )
[ 1

i=1

i=

olacaktir ve bu fonksiyonlarin birinci ve ikinci tiirev matrisleri sadece f parametre

vektoriiniin tahminindekine benzer sekilde elde edilerek tahmin islemi gergeklestirilir.

3.2 Simiilasyon Calismasi

Bu bdliimde, regresyon parametrelerinin ampirik olabilirlik yontemiyle elde edilen
tahmin edicilerinin, ECO ve EKK tahmin edicileri ile 1000 denemeden olusan simiilasyon
calismasi yardimiyla karsilastirilmas1 amaglanmistir. Bu amag dogrultusunda farkli 6rnek
cap1 ve parametre sayilarinda, beklenen degeri sifir ve varyansi 1 olan normal dagilimdan
veri setleri tiretilmistir. Bununla birlikte regresyon modelindeki  parametreleri de rassal
olarak belirlenmistir. Parametre tahminlerini elde etmede kullanilan algoritmada

baslangic degeri olarak {iretilen parametre degerleri kullanilmistir.
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Ampirik olabilirlik yontemi ile elde edilen tahmin edicileri ve ECO tahmin edicisinin

EKK tahmin edicisine gore goreli etkinlik (GE) degerleri

_ B -8l
51090\ gk — g |*

ifadesi kullanilarak belirlenmistir. Regresyon modelindeki fakli parametre sayilar (k =
2, 5,15) ve farkli o6rnek caplart (n = 30,50,100) icin goreli etkinlik degerleri
hesaplanmustir. Ik olarak hatalara iliskin &;~N(0,1) varsayimi altinda bulunan goreli
etkinlik degerleri hesaplanmis ve ¢izelge 3.1°de 6zetlenmistir. Burada, EL, Lagrange-
Newton metodu yardimiyla, ELq ise dual optimizasyon problemi ile elde edilen ampirik
dagildig1 varsayiminda elde edilen en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini, ECOT hatalarin 9
serbestlik dereceli t dagilimina sahip oldugu varsayiminda elde edilen en ¢ok olabilirlik

tahmin edicisini belirtmektedir.

Cizelge 3.1 Hatalar standart normal dagilima sahipken tahmin edicilerin EKK tahmin
edicisine gore goreli etkinlikleri

EL, | ELs | ECOn| EL, | ELs | ECOn| EL, | ELs | ECOw

n =30 | 0,0015 | 0,6348 1 0,0027 | 0,6712 1 0,0168 | 0,5541 1
n =50 | 0,0005 | 0,3662 1 0,0007 | 0,6514 1 0,0028 | 0,5626 1
n =100 | 0,0001 | 0,0244 1 0,0001 | 0,0213 1 0,0002 | 0,6905 1

g,~N(0,1)

Hatalarin dagilimi normal ve varyans bilindiginde EKK ve ECO tahmin edicileri ayni
etkinlik diizeyine sahiptir. Ancak EL tahmin edicilerinin ele alinan tiim k ve n degerleri
icin hesaplanan goreli etkinlik degerlerinin bu iki tahmin ediciye gore oldukga kiigiik

oldugu goriilmektedir.
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Cizelge 3.2 Hatalar 3 serbestlik dereceli t dagilimina sahipken tahmin edicilerin EKK
tahmin edicisine gore goreli etkinlikleri

EL, | ELs | ECOr | EL, | ELs | ECOr | EL, | ELs | ECOr

n =30 | 0,0003 | 0,6948 | 0,5431 | 0,0006 | 0,6447 | 0,4404 | 0,0059 | 0,4693 | 0,8404

n =50 | 0,0001 | 0,2153 | 0,5647 | 0,0002 | 0,2941 | 0,1780 | 0,0009 | 0,5610 | 0,8699

&i~13

n 0,0001 | 0,0862 | 0,4024 | 0,0000 | 0,3971 | 0,4191 | 0,0001 | 0,5077 | 0,5891

Cizelge 3.2’ye bakildiginda, hatalar 3 serbestlik dereceli t dagilimdan geldiginde ECO
tahmin edicisinin EKK tahmin edicisinden daha etkin oldugu goriilmektedir. Bununla

birlikte EL tahmin edicileri soz konusu iki tahmin ediciden de daha etkindir.

Hatalarin dagilimi 3 serbestlik dereceli t dagilimma sahip iken daglimin basiklig

artirildiginda ise goreli etkinlik degerleri ¢izelge 3.3’de verildigi gibi elde edilmektedir.

Cizelge 3.3 Hatalar basiklig1 arttirilmis 3 serbestlik dereceli t dagilimina sahipken tahmin
edicilerin EKK tahmin edicisine gore goreli etkinlikleri

EL, | ELs | ECOr | EL, | ELs | BCOr | EL, | ELs | ECOr
n=30 |0,0001 |0,6622 | 0,3079 | 0,0001 | 0,6713 | 0,5469 | 0,0001 | 0,4999 | 0,5659

n=50 | 0,0001 | 0,3940 | 0,6920 | 0,0001 | 0,6182 | 0,5871 | 0,0001 | 0,4326 | 0,6047
n =100 | 0,0001 | 0,0294 | 0,5509 | 0,0001 | 0,4953 | 0,4518 | 0,0001 | 0,5085 | 0,5623

&i~ts

Cizelge 3.3 yardimiyla dagilimin basiklig: arttirildiginda da EL tahmin edicisinin EKK
ve ECO tahmin edicilerinden daha etkin oldugu goriilmektedir.

Gozlem degerleri normal dagilima sahip oldugunda ikiser sapan gozlem eklenerek
hesaplanan goreli etkinlik degerleri ¢izelge 3.4’de verildigi gibidir. Verilerin (n — 2) X
k tanesi, 0 ortalamali ve 1 varyansli normal dagilimdan, diger 2 X k tanesi 10 ortalamali
ve 1 varyansli normal dagilimdan iretilmistir. Hatalar ise 3 serbestlik dereceli t

dagilimindan iiretilmistir.
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Cizelge 3.4 Gozlem degerleri standart normal dagilima sahip ve iki sapan gézlem olmasi
durumunda tahmin edicilerin EKK tahmin edicisine gore goreli etkinlikleri

EL, | ELs | ECOr | EL, | ELs | ECOr | EL, | ELs | ECOr

n =30 | 0,0034 | 0,4134 | 0,6109 | 0,0017 | 0,4267 | 0,6495 | 0,0062 | 0,2962 | 0,6965
n =150 | 0,0011 | 0,4389 | 0,7201 | 0,0009 | 0,4178 | 0,7061 | 0,0011 | 0,3835 | 0,7134
n =100 | 0,0001 | 0,4059 | 0,5708 | 0,0001 | 0,3316 | 0,5158 | 0,0002 | 0,4223 | 0,5668

g,~N(0,1)

Cizelge 3.4°c¢ bakildiginda da farkli parametre sayilar1 ve O6rnek caplar1 i¢in her iki
yontemle elde edilen EL tahmin edicilerinin EKK ve ECO tahmin edicilerinden daha

etkin olduklar1 goriilmektedir.

Benzer olarak veri seti {iretilirken hatalarda sapan gézlemler olmasi durumu ele alinabilir.
Hatalar normal dagilima sahipken ikiser sapan gozlem eklenerek hesaplanan goreli

etkinlik degerleri ¢izelge 3.5’de verildigi gibidir.

Cizelge 3.5 Hatalar standart normal dagilima sahip ve iki sapan gozlem olmasi
durumunda tahmin edicilerin EKK tahmin edicisine gore goreli etkinlikleri

k=2 k=5 k =15

ELp ELq ECOt ELp ELq ECO7 ELp ELq ECO7

n =30 | 0,0002 |0,7510 | 0,1025 | 0,0004 | 0,4591 | 0,1587 | 0,0019 | 0,2946 | 0,2395
n=>50 |0,0001 |0,3811 | 0,1377 | 0,0001 | 0,5467 | 0,2312 | 0,0004 | 0,2577 | 0,2372

g~N(0,1)

n =100 | 0,0001 | 0,2470 | 0,2444 | 0,0001 | 0,4301 | 0,3241 | 0,0001 | 0,3449 | 0,3470

Cizelge 3.4 - 3.5 olusturulurken kullanilan ECO tahmin edicisi, hatalarin dagilimi t
oldugu varsayimi altinda hesaplanmistir. Ikinci durumda hatalarm ¢ogu normal
dagilimdan iiretilmis olmasina ragmen yapilan simiilasyon ¢aligsmalarina gore EL, ve ELq
tahmin edicileri gibi ECO tahmin edicisinin de farkli 6rnek ¢aplar1 ve parametre sayilari

icin EKK tahmin edicisinden daha etkin oldugu goriilmektedir.

Varyanslarin regresyon parametreleri ile es anli tahmininde ampirik olabilirlik

tahminlerinin Lagrange-Newton metodu yardimiyla da elde edilebilir oldugunu
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gostermek i¢in yapilan simiilasyon ¢alismasi sonuglar1 asagidaki ¢izelgelerde
Ozetlenmigtir. Cizelge 3.6 - 3.7 hatalarin standart normal dagilimdan iiretildiginde elde
edilen sonuglar1 gostermektedir. Cizelge 3.8 - 3.9 ise 3 serbestlik t dagilimindan tiretilen
hatalarla elde edilen goreli etkinlik degerleri verilmektedir. Hatalar standart normal
dagilima sahip oldugunda beklenildigi gibi EKK tahmin edicileri ampirik olabilirlik
yonteminden daha etkindir. Ancak alternatif niimerik hesaplama yontemi ile elde edilen
ve ELp ile gdsterilen ampirik olabilirlik tahminlerinin bu durumda bile goreli etkinliklere

gore listlin oldugu goriilmektedir.

Cizelge 3.6 Hatalar standart normal dagilima sahipken regresyon parametrelerinin tahmin
edicilerin EKK tahmin edicisine gore goreli etkinlikleri

k=2 k=5 k =15
EL, ELq EL, ELq EL, ELq
~[n=30 0,0001 | 1,3775 | 0,0001 1,0901 0,0001 0,9725
g n =50 0,0001 | 1,6053 | 0,0001 1,1749 0,0001 1,1034
!Im=100 [00001 | 14840 | 0,0001 1,0602 0,0001 0,8692

Cizelge 3.7 Hatalar standart normal dagilima sahipken varyansa iligkin tahmin edicilerin
EKK tahmin edicisine gore goreli etkinlikleri

k=2 k=5 k=15
EL, ELq EL, ELs EL, ELq
~[n=30 0,0015 | 0,0742 | 0,0013 0,0346 0,0013 0,1376
g n =50 0,0022 | 0,2299 | 0,0013 0,0909 0,0013 0,1659
!m=100 [00018 |0,1950 | 0,0011 0,0659 0,0012 0,1483

Cizelge 3.8 Hatalar 3 serbestlik dereceli t dagilimina sahipken regresyon parametrelerinin

tahmin edicilerinin EKK tahmin edicisine gore goreli etkinlikleri

k=2 k=5 k =15
EL, ELg EL, ELq EL, ELq
n =30 0,0005 | 1,2295 | 0,0018 0,1949 0,0017 0,9983
ST =150 0,0001 | 15874 | 0,0003 0,1108 0,0015 0,9770
¥ =100 |00001 | 15878 | 0,0001 0,1125 0,0001 0,9670
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Benzer sonuglar hatalar 3 serbestlik dereceli dagilima sahip oldugunda da ¢izelge 3.8-3.9

yardimiyla goriilebilir.

Cizelge 3.9 Hatalar 3 serbestlik dereceli t sahipken varyansa iliskin tahmin edicilerin
EKK tahmin edicisine gore goreli etkinlikleri

k=2 k=5 k=15
EL, ELg EL, ELq EL, ELq
n =30 0,0010 | 1,1955 | 0,0015 0,0310 0,0001 0,0104
< =150 0,0003 | 0,6880 | 0,0010 0,0840 0,0001 0,0068
Yl =100 | 00004 |0,6792 | 0,0010 0,0180 0,0001 0,0049
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4. REGRESYON PARAMETRELERININ ROBUST TAHMINI

ECO tahmin edicilerinin genellestirilmis hali olan M tahmin yonteminin hatalarda kalin
kuyrukluluk veya sapan gozlem olmasi durumunda, bu gézlemlere daha kiiciik agirliklar
atayarak tiim gozlemlere esit agirliklar veren EKK ve ECO tahmin edicilerine gore daha
kiigiik hata kareler toplam1 sagladigi bilinmektedir. Ancak veri setinde kaldirag noktasi
olmast durumunda M tahmin yontemi yerine MM tahmin yontemi kullanilarak daha
saglikli sonuglar elde edilebilir. Bu dogrultuda bu boliimde oncelikle hatalarda kalin
kuyrukluluk ve/veya sapan gozlemler olmasi durumunda saglikli sonuglar veren M
tahmin yontemi sonrasinda ise kaldirag noktalarina karsi dayanikli olan MM tahmin

yontemi ile regresyon parametrelerinin tahmini hakkinda kisa bilgiler verilecektir.

4.1 Regresyon Parametrelerinin M Tahmini

Hatalarda sapan gozlem, kalin kuyrukluluk ve/veya ¢arpiklik olmast durumunda siklikla
basvurulan M tahmin edicileri en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin genellestirilmis hali
olarak ifade edilebilir. Regresyon parametrelerinin M tahmin edicileri hatalara iligskin

varyansin bilindigi varsayimi altinda

1 n
2D PUi=XIB) (1)

amag fonksiyonunun minimize edilmesiyle bulunur. (4.1) esitliginde yer alan p

fonksiyonu negatif olmayan, azalmayan ve p(0) = 0 olacak sekilde segilebilir.

f hatalara iliskin olasilik yogunluk fonksiyonunu, r artiklari gostermek tizere p(r) =
—log(f (r)) olarak alindiginda (4.1)’de verilen amag fonksiyonunun minimum yapilmasi
ile, log(f (r)) fonksiyonunu maksimum yapan regresyon parametrelerinin ECO tahmin
edicilerine ulasilacagi agik¢a goriilmektedir. Bununla birlikte p(r) = |r| alindiginda

hatalarin Laplace dagilima sahip olmasi durumunda elde edilen en kii¢iik mutlak sapma
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(LAD) tahminlerine ulasilabilir. p(r) = r? oldugunda ise amag fonksiyonunu en kiigiik
yapan degerlerin, parametrelerin EKK tahmin edicileri oldugu kolayca goriilmektedir.
(4.1) ile verilen amag fonksiyonunu minimize etmek i¢in, fonksiyonun tiirevi alinip sifira

esitlenir. Tiirevlenebilir p fonksiyonlari i¢in, p’ = 1 olmak tizere
1 n
= X~ XIg) = 0 (42)
i=1
fonksiyonunun ¢oziimii ile regresyon parametrelerinin M tahminine ulasilir. Bu esitlik
n
1 T
= wiXy (%~ X[B) = 0 (43)
i=1

olarak yazilabilir. Burada w(r) = ¥/(r)/r’dir. Boylece B parametre vektorii igin M

tahmin edicileri

n -1 n
By = (Z w; XiXiT> <Z w; XiYi>
im1 im1

olarak elde edilir.

Ornegin, hatalarin serbestlik derecesi ¥ olan t dagilimimna sahip oldugu varsayilarak
olasilik yogunluk fonksiyonu (1.3) esitliginde verilen f olarak alindiginda, p = —log(f)
kabul edilerek ¢y = p' = —f"'/f oldugu goriilebilir. Boylece

9+1
w; =
o -XBY

(4.4)

olmak {izere (4.3) esitliginin ¢oziimii ile elde edilen M tahminlerinin, hatalar 9 serbestlik

dereceli t dagilimli iken regresyon parametrelerinin ECO tahmini oldugu goriilmektedir.

p fonksiyonu olarak Huber’in tanimlamis oldugu
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| i-xIBY L Ivi-XTB| <«
2c|Y; = X{B| — k2 |V, = X[ B| > x

fonksiyonu kullanilarak Huber M-tahmin edicileri elde edilir. Huber p fonksiyonu

kullanildiginda ¢ = p’ fonksiyonu

z{ (i —xTB} .|Y,i—XTB| <«
sgn(Y; = X{ B)x, |V — X{ B| > «

ve bu ¢ fonksiyonu kullanilarak esitlik (4.2) diizenlendiginde, w; ler

1 , |[n=XIB| <«

1 (4.5)

w; =
t sgn{Yi_XiTB}mK' |Yl—XlTB| > K
l i

olmak iizere (4.3) esitliginin ¢6ziimii ile regresyon parametrelerinin Huber M tahmini
elde edilir. Burada sgn{x} = % ve k; k — o iken EKK, k¥ — 0 iken LAD tahmin

edicisini veren bir sinir degeridir (Huber 1981).

Benzer sekilde Tukey tarafindan 6nerilen p fonksiyonu

X2\’
%(1—(1— {%})) Y —XTB| <«

\ = Y —XTB| >«

X

kullanilirsa 1 fonksiyonu

—xXTp\?
ol (- (222 i<

0 Y —XTB| >«
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ve agirliklar
( Y, - XTB 2\*
D e el & - _XT
wi={<1 { . }> - P Xifl s (46)

olarak elde edilir.

Genelde w; agirliklari, hatalarin artmayan bir fonksiyonu oldugu igin sapan goézlemler
daha kiigiik agirliklar almaktadir. Boylece veri setindeki y yoniinde sapan gézlemlerden
daha az etkilenen tahminler elde edilmektedir (Maronna vd. 2006). Bir robustlik 6l¢iisii
olan etki fonksiyonu, ¥’in bir fonksiyonu oldugu i¢in Huber ve Tukey bi-square
fonksiyonlar1 gibi sinirli veya sabit p fonksiyonlari ile y yoniindeki sapan gozlemlerin

etkisi azaltilarak yerel anlamda robust tahmin ediciler elde edilebilir.

Sekil 4.1, Huber, Tukey bi-square, karesel ve mutlak deger fonksiyonlar1 i¢in p

fonksiyonunu gosterirken, sekil 4.2 ¢ fonksiyonlarini géstermektedir.

Huber p fonksiyonunun merkezde karesel, uglarda ise mutlak deger fonksiyonu gibi
davrandig1 sekil 4.1°de goriilmektedir. Boylece sekil 4.2°de oldugu gibi sinirlt ,
dolastyla smirl etki fonksiyonu elde edildigi agiktir. Sekil 4.1°e gore Tukey bisquare p
fonksiyonu uglara dogru sabit deger almaktadir. Uglarda sabit deger alan bu p fonksiyonu
kullanildiginda y fonksiyonunun sifir oldugu sekil 4.2’de gosterilmistir. Dayanikliligin
bir 6l¢iisii olan etki fonksiyonu 1) = p"’nin bir fonksiyonu oldugu igin sabit veya sinirli p

fonksiyonlart ile yerel anlamda dayanikli tahmin ediciler elde edilebilir.

37



Sekil 4.1 Baz1 p fonksiyonlari

Huber
Tukey

© sign(x)

Sekil 4.2 Baz1 1 fonksiyonlari

M tahmin edicilerini elde etmede kullanilan agirliklar hatalardaki sapan gbzlem, ¢arpiklik
ve/veya kalin kuyrukluluk durumlarinda iyi sonuglar verirken veri setinde kaldirag
noktalari, yani X yoniindeki sapan gozlemler ile miicadele etmekte yetersiz kalmaktadir.
Bu noktada parametre tahmininde kullanilmasi 6nerilen tahmin edicilerden bir tanesi MM

tahmin edicileridir.
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Regresyon parametrelerinin yani sira hatalarin varyanst da M tahmin edicileri

kullanilarak tahmin edilebilir.

n

1 Y, - X{B
—Zp — o+t ao
n o

i=1

amag fonksiyonunun minimize edilmesi ile B ve o2parametrelerinin M tahminlerine
ulagilabilir. Bu amag¢ fonksiyonunun B ve o?ye gore tiirevlerinin amlip sifira

esitlenmesiyle

ve po(r) = ry(r) — p(r) olmak iizere

1\ (N-X
2o () =a

=1

denklemlerinin ¢dziimii B ve o2 parametrelerinin M tahminlerini verir (Huber ve
Ronchetti 2009).

M tahmin edicileri ile hatalardaki sapan gozlemlere karsi dayanmikli tahminler elde
edilirken, x yoniindeki sapan gézlemlere karsi robust tahminler elde etmek icin MM

tahminleri kullanilabilir.

4.2 Regresyon Parametrelerinin MM Tahmini

MM tahmin edicileri ii¢ asamada elde edilmektedir: Birinci asamada baslangic degeri
olarak kullanilmak {izere regresyon parametrelerini yliksek kirilma noktasina sahip
tahmin edicileri elde edilir. Ikinci asamada ise yiiksek kirilma noktali bu tahmin ediciler

kullanilarak rq, 15, ..., 13, artiklar1 hesaplanir. Bu artiklar kullanilarak, hatalara iliskin 6l¢ek
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parametresinin M tahmini bulunur. Bu tahmin ediciler S tahmin edicileri olarak bilinir.
Bu asamada kullanilan p fonksiyonu p,, ile gosterilir ve p, yiiksek kirilma noktasina sahip
tahmin edici elde edilecek sekilde secilir. Hesaplanan ry,7y,...,1, artiklart ve p,
fonksiyonu ile dlgek ve regresyon parametrelerinin S tahmin edicileri elde edildikten
sonra azalmayan, simetrik, siirekli ve S tahmininde kullanilandan daha kii¢iik hata kareler
toplam1 veren bir p fonksiyonu yardimi ile regresyon parametrelerinin M tahmini
bulunur. Bu sekilde parametrelerin art arda iki kez M tahmini bulunarak, yiiksek kirilma
noktasina sahip ve etkin MM tahminlerine ulasilir (Yohai 1987).

Bu dogrultuda baslangi¢ degeri olacak yiiksek kirilma noktali dayanikli tahminlerin

bulunmasindan sonra

n T
. 12 Y, — X]
mmn p .

i=1

ifadesini saglayan S tahmini bulunur. Burada p tiirevlenebilir bir fonksiyon ise tahmin

denklemi p’ = 1 olmak iizere,

S

i=1

olacaktir. Tahmin denkleminin M’den farkli olarak Olgek parametresini icerdigi
goriilmektedir. MM tahminleri regresyon katsayilariin yani sira hatalara iliskin dl¢cek

parametresini de tahmin etmektedir.

Olcek parametresi i¢in S tahmini,
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ve K = 0,199 olmakla beraber birinci iterasyonda w;’ler heniiz hesaplanmamis oldugu

i¢in 6, MAD olarak bilinen

. _ medyan|e; — medyan(e)|
%= 0,645

tahmin edici yardimiyla hesaplanabilir. Belirlenen p fonksiyonu ile w; agirliklar elde
edilir ve koOsegen eclemanlar1 bu agirliklardan olusan n X n boyutlu W; matrisi
kullamlarak B, = (XTW;X)~*(XTW,Y) hesaplanir. Bu isleme yakinsama olana kadar

devam edilir.

Yohai (1987), regresyon parametrelerinin bu MM tahmin edicilerinin, hatalar normal
dagildiginda yiiksek kirilma noktasi ve yiiksek etkinlige sahip oldugunu gostermistir.
MM tahmin edicilerinin hesaplanmasinda ilk asamada tahmin edicinin dayanikli olmasi
saglanirken, ikinci asamada belirlenen p fonksiyonu ile tahmin edici etkin hale
getirilmektedir. Bu dogrultuda MM tahmin edicilerinin elde edilmesinde genellikle

Tukey bisquare p fonksiyonu kullanilir.
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5. REGRESYON PARAMETRELERININ ROBUST KISITLARLA AMPIRIiK
OLABILIRLIiK TAHMINIi

Bir dogrusal regresyon modelinde hatalarin dagiliminin normal oldugu varsayimi altinda
digerlerinden iistiin olan EKK tahmin edicilerinin, veri setinde sapan gozlem bulunmasi
halinde bozuldugu bilinmektedir. Ciinkii EKK yonteminde sapan gozlemler veri setinin
geneliyle ayn1 agirliga sahiptir. Bu nedenle regresyon dogrusu sapan gozlem tarafindan
etkilenmektedir. Ampirik olabilirlik yonteminde kullanilan kisitlarin EKK tahmin
edicilerinin elde edilmesinde kullanilan normal denklemlerle benzerligi asikardir. EKK
tim gozlemlere esit agirlik verirken, ampirik olabilirlik yontemi her bir gézlem igin
olasiliksal agirlik belirleyerek parametre tahmini yapmaktadir. Ancak bu agirliklar ne
kadar kiiclik olursa olsun, sapan goézlem olmasi durumunda hatalarin toplami biiyiik
olacaktir. Bu boliimde hatalarin toplamini kiigiiltmek i¢in séz konusu olasiliksal
agirliklar1 destekleyerek hatalarda (y yoniinde) ve tasarim matrisinde (X yoniinde) sapan
gbzlem veya dagilimin kalin kuyruklu olmasi durumunda klasik tahmin edicilerden daha
iyi sonuglar veren dayanikli tahmin edicilere dayali kisitlar alinmasiyla dayanikli ampirik
olabilirlik tahmin edicilerinin elde edilmesi amag¢lanmaktadir. Bu dogrultuda kisitlar ilk
olarak, M tahminlerinden faydalanilarak olusturulacaktir. Ikinci olarak, M tahmin
edicileri x yoniindeki sapan gozlemlere karsi dayanikli olmadigi igin yiiksek kirilma
noktal1 ve etkin MM tahmin edicileri yardimiyla olusturulan kisitlara sahip ampirik

olabilirlik tahmin edicileri verilecektir.

51 M Tahmininden Faydalamilarak Olusturulan Kisitlarla Regresyon
Parametrelerinin Ampirik Olabilirlik Tahmini

Ampirik olabilirlik yonteminde regresyon parametrelerinin

n

L(B) = nnpi (5.1)

=1

olarak tanimlanan ampirik olabilirlik fonksiyonunun

Zn: pi =1 (5.2)
=1
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ve

> pXi{t,—XTg}=0 (5:3)

kisitlari altinda maksimize edilmesiyle elde edildigi onceki boliimlerde belirtilmisti. (5.3)
esitligi ile verilen kisiin EKK daki normal denklemlerin bilinmeyen p;lerle
agirliklandirilmis hali oldugu goriilmektedir. Ancak bu agirliklar parametre tahmininde,
sapan gozlemlerin, kalin kuyruklulugun ve\veya carpikligin etkisini azaltmakta yetersiz
kalmaktadir. Bu nedenle (5.3) kisit1 yerine M tahmin edicisi elde etmede kullanilan ve

esitlik (4.3)’te verilen

1 n
5;w<n—x?mxi =0

denkleminde 1/n yerine tiim gozlemlere ayri olasiliksal agirlik yani p; degerleri vererek

olusturulan

> P~ XTB) X, = 0 (5:4)
i=1

kisit1 kullanilarak ucglarda sinirli veya sabit olan Y fonksiyonlar ile etki fonksiyonu
bakimindan dayanikli ve dagilim varsayimina ihtiya¢ duymayan etkin tahmin ediciler

bulunmas1 amaglanmstir.

Hesaplama kolaylig1 saglamak adina (5.4) esitligi, M tahmin edicilerinde oldugu gibi

w(r) = Y (r)/r olmak lizere

> piwi(t = XTB) X = 0 (5:5)

olarak yazilabilir.
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Bu calismada ii¢ farkli w; agirligs ele alimmistir. ilk olarak hatalarin 9 serbestlik dereceli

t dagildig1 varsayimi altinda esitlik (4.4)’te verildigi gibi

v+1
w; =
C 9+ -X{BY

oldugu diistiniilmiistiir.

Sonrasinda w; ler B parametre vektoriinin Huber M-tahmin edicilerinde oldugu gibi

esitlik (4.5) de verilen

1 . |n=-XxTB| <«

W; =

sgn{Y; = X{ B} |V —X{B| >«

v, - XTg3"

ve Tukey bisquare fonksiyonu ile elde edilen ve esitlik(4,6) da yer alan

_xXTE)\
W.={<1—{w}> - XS

0 , | =XIB| >«

seklinde alinacaktir.

Esitlik’(5.1) de verilen ampirik olabilirlik fonksiyonu yerine, islem kolayligi saglamak
adma kendisiyle ayn1 noktada en biiyiik degerini alan logaritmas: kullanilarak, esitlik
(5.2)’de verilen ve (5.5)’te tamimlanan kisitlar altinda en biiyiiklenerek regresyon
parametrelerinin tahminlerine ulagilmasi i¢in klasik ampirik olabilirlik yonteminde
oldugu gibi Lagrange fonksiyonundan yararlanilabilir. 4, ve A; Lagrange carpanlari

olmak iizere Lagrange fonksiyonu

n n n
L= log(up) + 4 (Z pi— 1) 2 ) wipiX, (¥ - XTB) (5.6)
i=1 i=1

i=1
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olarak yazilir. Esitlik (5.6) ile verilen L Lagrange fonksiyonunun p; lere gore tiirevi alinip

gerekli diizenlemelerin yapilmasiyla, A, = —n oldugu i¢in A = —nA; alinarak

1 1
T 1+ wX{Y; - X! B}

pi (5.7)
olarak bulunur. Esitlik (5.7)’de verilen p; degerlerinin ampirik olabilirlik fonksiyonu ve

kisitlarda yerine yazilmasiyla problem

log(L(B, D)) = —z log {1 + 2Tw X {Y; — XiTB}} — nlogn (5.8)

fonksiyonunun 4 ve B parametrelerine gore en bityliklenmesine indirgenir. Ancak ¢oziim
asamasinda bu iki deger birbirinin fonksiyonu olarak bulundugu icin niimerik
yontemlerden faydalanilir. Bu noktada oncelikle 4 ve f parametreleri i¢in baslangig
degerleri belirlenerek w; degerleri hesaplanir. Hesaplanan w; degerleri ve B parametre
vektorii i¢in belirlenen baslangi¢ degeri kullanilarak esitlik (5.8)’de verilen fonksiyonun

en kiiciiklenmesi ile 4 degerleri

n
A(B) = argmin — Z log {1 + ATWiXi{Yi — XiTB}} — nlogn
2
i=1

olarak hesaplanir. Bu A degerleri yerine yazilarak esitlik (5.8) i en biiyiikkleyen S

parametre vektorii bulunur. Yani regresyon parametreleri

n
Bre = arglr;nax - z log {1 + lTWiXi{Yi - X,Tﬂ}} — nlogn
i=1

olacak sekilde hesaplanir. Bulunan 4 ve 8 degerleri kullanilarak w; degerleri giincellenir.
Giincellenen w; degerleri kullanilarak yeniden esitlik (5.8) i optimum yapan 4 ve
sirastyla bulunur. Parametrelerde yakinsama oluncaya kadar bu isleme devam edilir.

Hatalara iligkin varyansin bilinmedigi durumda
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Do (=0

ve po(r) = ryY(r) — p(r) olmak iizere

n
Y, —XiB

- o

i=1

kisitlar1 ile tahmin problemi yeniden diizenlenebilir. Bu c¢alisma kapsaminda hatalara

iliskin varyansin bilindigi durum ele alinmistir.

M-tahmin edicilerinde ve t-dagilimi varsayimi altinda elde edilen ECO tahmin
edicilerinde kullanilan agirliklara bakildiginda hatalarin birer fonksiyonu oldugu
goriilmektedir. M-tahmin edicileri ve t-dagilimi1 varsayimi altinda elde edilen ECO
tahmin edicisi hatalardaki, yani y yoniindeki sapan gézlemlerin etkisini azaltmada basarili

oldugu simiilasyon caligsmalar1 yardimiyla goriilmektedir.

M-tahmin edicileri ve t-dagilimi varsayimi altinda elde edilen ECO tahmin edicisi
hatalardaki, yani y yoniindeki sapan gézlemlerin etkisini azaltmayi basarirken, veri
setinde kaldira¢ noktast olmasi durumunda, yani x yOniinde sapan gozlem varken
bozulmakta ve uygun ¢6ziimii bulmada yetersiz kalmaktadir. Bu nedenle veri setinde
kaldira¢ noktasi olmasit durumunda bu noktalarin etkisini azaltan bagka bir dayanikl
tahmin ediciye ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu nedenle bir sonraki boliimde ampirik olabilirlik

tahmin yonteminde kisitlar olusturulurken MM tahmin edicilerinden faydalanilmistir.

52 MM Tahmininden Faydalamlarak Olusturulan Kisitlarla Regresyon
Parametrelerinin Ampirik Olabilirlik Tahmini

Bu boliimde, veri setinde X yoniinde sapan gozlem olmasi durumunda, yiiksek kirilma
noktasina sahip S tahmin edicilerinin etkin olmamasi, genellestirilmis M (GM) tahmin
edicilerinin yiiksek kirilma noktasina sahip olmamasi ve t tahmin edicilerinin

hesaplanma zorlugu nedeniyle yiiksek kirilma noktas1 ve yiiksek etkinlige sahip ayrica
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hesaplanmas1 bakimimmdan M tahmin edicilerine benzeyen MM tahmin edicileri

kullanilarak olusturulan kisitlarla ampirik olabilirlik tahmini ele alinmigtir.

M tahmin edicileri kullanilarak elde edilen (5.4) kisitina benzer sekilde

T
ZPL ( AX ﬁ) X;i=0 (5.9)

i=

kisiti, MM tahmin edicisini bulmak i¢in en kii¢iiklenmesi gereken

1 z": ( XTB>
nl.P
i=1
fonksiyonunda biitiin gozlemlere esit, yani 1/n agirlik vermek yerine her bir gézlemin p;

olasiliksal agirligina sahip oldugu diisiincesi ile x yonilinde sapan gozlemlere karsi

dayanikli ampirik olabilirlik tahmin edicisi 6nerilmektedir.

M tahmin edicilerinden farkli olarak esitlik (5.9) da hatalara iliskin 6l¢ek parametresinin
de tahmin edildigi goOriilmektedir. Ancak bu bolim kapsaminda regresyon
parametrelerinin kaldira¢ noktalarina karsi dayanikli ampirik olabilirlik tahmin edicileri
lizerine yogunlasildig1 i¢in, dlcek parametresi igin ayri bir kisit yazilmamistir. MM
tahmin edicilerinde oldugu gibi Ol¢ek parametresinin S tahmini d;, regresyon
parametrelerinin x yoniindeki sapan gozlemlere kars1 dayanikli ve etkin tahminlerinin

elde edilmesi i¢in hesaplanmuistir.

M tahmin edicilerinden farkli olarak agirliklar

- _xT
¢<Yl ({(,ﬁ)

w =
Y (v,=XIB
5,

47



olarak tanimlanabilir. MM tahmin edicilerinde siklikla Tukey bisquare p fonksiyonu

kullanilmaktadir. Bu ¢alismada da Tukey bisquare p fonksiyonu yardimiyla

v, —x"8%\°
1— L _JiF , Y, — XTB| < 1,547
Wo; = ( {651,547}> ¥ —X{B| <

0 , | —X{B| > 1,547

agirligi yardimiyla bulunan S tahminleri kullanilarak hatalar giincellenir. Sonrasinda bu

giincel degerlerle

v, —x"3%\
1- L _Zif . |v; = XTB| < 4,685
el (- 52) L -xinls

0 , | =X{B| > 4,685

agirliklar1 hesaplanir ve bu agirliklar kullanilarak elde edilen parametre tahminleri ile
yakinsama oluncaya kadar bu islem devam ettirilir. Burada wy; agirliginda esik degerinin
1,547 alinmasmin nedeni, Tukey bisquare p fonksiyonu i¢in yiiksek kirilma noktasina
sahip tahmin edici elde etmektir. wy; agirliginda ise hatalar normal dagilimli iken %95
etkinlik saglayan 4,685 degeri kullanilmistir. Nihai w;’lerin kullanilmasi ile kaldirag
noktalarinin etkisini azaltan ampirik olabilirlik tahmin edicileri Boliim 4’te verilen tahmin

edicilere benzer hesaplamalarla bulunabilir.
5.3 Simiilasyon Calismalari

Bu bolimde regresyon parametrelerinin M ve MM tahmininden faydalanilarak
tanimlanan dayanikli kisitlara sahip ampirik olabilirlik tahmin edicilerinin klasik ampirik
olabilirlik tanmini ve EKK (En Kiigiik Kareler) tahmin edicileri ile 100 denemeden olusan
simiilasyon calismasi yardimziyla karsilastirilmast amaglanmistir. Bu amag dogrultusunda
farkli 6rnek capi ve parametre sayilarinda veri setleri tiretilmistir. Bununla birlikte
regresyon modelindeki parametreler de 5 ortalamali,] varyansli normal dagilim

kullanilarak rassal olarak belirlenmistir. Parametre tahminlerini elde etmede kullanilan
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algoritmada baslangi¢c degerleri olarak, iiretilen parametre degerlerinin civarinda yine

rassal olarak iiretilen degerler kullanilmistir.

Hatalarda sapan gézlem olmasi durumunda normal dagilima gére daha kalin kuyruklu bir
dagilim olan 3 serbestlik dereceli t-dagilimi kullanilarak elde edilen ECO tahmin
edicilerinin, EKK tahmin edicisine gore daha etkin oldugu yapilan simiilasyon
calismalarinda gozlemlenmis ve ampirik olabilirlik tahmin edicilerin elde edilisinde

serbestlik derecesi 3 olarak alinmustir.

Regresyon modelindeki fakli parametre sayilari (k = 2, 5,15) ve farkli 6rnek ¢aplari
(n = 30,50,100) i¢in hata kare ortalamalar1 (HKO) degerleri hesaplanmistir. Hatalara
iliskin &~N(0,1) varsayimi altinda bulunan HKO degerleri ¢izelge 5.1°de,
g;~(0,90)N(0,1) + (0,10)N(20,1) varsayimi altinda bulunan HKO degerleri ise
cizelge 5.3’te 6zetlenmistir. ;~(0,90)N(0,1) + (0,10)N (20, 1) varsayimu ile hatalarda

%10 sapan gozlem olmasi durumunu temsil edilmektedir.

Ampirik olabilirlik yontemi ile elde edilen tahmin edicilerin EKK tahmin edicisine gore

GE degerleri ; ampirik olabilirlik tahmin edicilerini simgelemek lizere

2308 - 81

- A 2
22 llBF* = Bl

ifadesi kullanilarak belirlenmistir. &;~N(0,1) olmasi durumunda bulunan GE degerleri
cizelge 5.2°de, £~(0,90)N(0,1) + (0,10)N(20,1) olmast durumunda bulunan GE

degerleri ise ¢izelge 5.4°te verilmistir.

Hatalar normal dagilima sahip oldugunda beklenildigi tizere, EKK tahmin edicileri
hatalar standart normal dagilimli iken ECO tahmin edicilerine denk olarak, diger tahmin

edicilerden daha kii¢ciik HKO degerlerine sahiptir, dolayistyla digerlerinden daha etkindir.
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Cizelge 5.1 ;~N(0,1) iken tahmin edicilerin HKO degerleri

k n EL EL: ELnus ELtuk | ELmm EKK
30 0,1032 0,0964 0,1089 0,1113 0,0776 0,0698
2 50 0,0965 0,0962 0,1119 0,1111 0,0553 0,0377
100 0,0670 0,0614 0,0718 0,0688 0,0254 0,0207
30 0,2126 0,2182 0,2090 0,2107 0,2567 0,2083
5 50 0,1323 0,1254 0,1283 0,1266 0,1329 0,1008
100 0,1041 0,0924 0,1037 0,0996 0,0612 0,0605
30 0,8651 0,7051 0,8643 0,8502 0,6261 1,1643
15 50 0,4201 0,4267 0,4310 0,4342 0,4179 0,4123
100 0,2272 0,2259 0,2269 0,2214 0,2065 0,1724
Cizelge 5.2 £;~N(0,1) iken tahmin edicilerin GE degerleri
k n EL EL: ELnus ELtuk ELmm
30 1,4784 1,3811 1,5599 1,5941 1,1117
2 50 2,5622 2,5517 2,9695 2,9470 1,4668
100 3,2329 0,2966 3,4628 3,3193 1,2271
30 1,0203 1,0475 1,0032 1,0113 1,2324
5 50 1,3117 1,244 1,2726 1,2557 1,3185
100 1,7208 1,5273 1,7137 1,6469 1,0116
30 0,7430 0,6056 0,7423 0,7302 0,5377
15 50 1,0190 1,0349 1,0455 1,0532 1,0135
100 1,3175 1,3103 1,3165 1,2839 1,1978

Cizelge 5.1 -5.2’ye gore, parametre sayis1 ile 6rnek ¢api birbirine yakin oldugu durumda
yani bu simiilasyon calismasi i¢in k = 15 ve n = 30 iken hatalar normal dagilimh
olmasina ragmen, ampirik olabilirlik tahminlerinin EKK tahmin edicisine gore daha etkin

oldugu goriilmektedir.

Hatalarda sapan gozlem olmasi durumunda yani &~(0,90)N(0,1) + (0,10)N(20,1)

iken, HKO degerlerine bakildiginda robust kisitlar kullanma isleminin EL tahmin
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edicilerinde hata toplamini kiigiiltmede oldukca etkili oldugu sdylenebilir. Ampirik
olabilirlik yontemi ile elde edilen tahminlere iliskin HKO degerlerinin ele alinan
durumlarda EKK tahmin edicisinin HKO degerinden kiigiik oldugu cizelge 5.4 verilen
GE degerlerine bakilarak da goriilebilir. Bununla birlikte robust kisitlara sahip ampirik
olabilirlik tahminleri, klasik ampirik olabilirlik tahmininden de daha kiicik HKO

degerlerine sahiptir.

Cizelge 5.3 £;~(0,90)N(0,1) + (0,10)N (20, 1) iken tahmin edicilerin HKO degerleri

k n EL EL: ELnus ELruk | ELvm EKK
30 5,1604 2,3008 | 3,7829 1,6945 0,0792 5,6693
2 50 4,1271 1,7492 | 3,0051 1,4651 0,0463 4,7171
100 4,5244 15278 | 2,7594 1,2009 0,0293 4,6046
30 5,3300 2,3537 | 3,4541 2,0210 0,3354 10,9145
5 50 5,2281 2,2606 | 3,3950 1,8708 0,1329 7,7431
100 4,7561 2,1662 | 3,3600 1,6773 0,0727 5,8599
30 18,8479 | 4,7446 12,7101 | 12,9662 | 1,8888 48,4243
15 50 5,7769 2,0780 | 2,1413 1,4580 0,4929 20,1266
100 4,2138 1,5360 | 2,0062 1,1010 0,5908 10,1531

Cizelge 5.4 £;~(0,90)N(0,1) + (0,10)N (20, 1) iken tahmin edicilerin GE degerleri

k n EL EL: ELnus ELtuk ELmm
30 0,9102 0,4058 0,6673 0,2989 0,0139
2 50 0,8749 0,3708 0,6371 0,3106 0,0098
100 0,9826 0,3318 0,5993 0,2608 0,0728
30 0,4883 0,2156 0,3165 0,1852 0,0307
5 50 0,6752 0,2920 0,4385 0,2416 0,0171
100 0,8116 0,3697 0,5734 0,2862 0,0124
30 0,3892 0,0980 0,2625 0,2678 0,0390
15 50 0,2870 0,1032 0,1064 0,0724 0,0245
100 0,4150 0,1513 0,1976 0,1084 0,0581
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Durumu daha detayli irdelemek i¢in iiretilen bir deneysel veri seti yarimiyla olusturulan

ve gizelge 5.5’te verilen hatalara iliskin p; ve w; degerleri incelenebilir.

Cizelge 5.5 £;~(0,90)N(0,1) + (0,10)N (20, 1) iken bir 6rnege &;, p; ve w; degerleri

EL EL: ELHus
& pi Pi&i pi Wi piw; | PiWi&; pi Wi piv; | PiWi&;
-0,192 | 0,083 | -0,0160 | 0,098 | 1,317 | 0,130 -0,025 | 0,096 1| 0,096 -0,018
0,888 | 0,089 0,0798 | 0,103 | 1,055 | 0,108 0,096 | 0,100 11| 0,100 0,088

-0,764 | 0,115 | -0,0885 | 0,098 | 1,115 | 0,109 -0,083 | 0,097 | 0,643 | 0,062 -0,048

-1,402 | 0,078 | -0,1102 | 0,093 | 0,805 | 0,075 -0,105 | 0,093 | 0,609 | 0,057 -0,080

-1,422 | 0,089 | -0,1267 | 0,088 | 0,796 | 0,070 -0,100 | 0,095 | 0,808 | 0,077 -0,109

0,488 | 0,087 | 0,0425 | 0,105 | 1,235 | 0,130 0,063 | 0,109 1| 0,109 0,053

-0,177 | 0,089 | -0,0158 | 0,097 | 1,319 | 0,129 -0,022 | 0,105 1| 0,105 -0,018

-0,196 | 0,214 | -0,0421 | 0,100 | 1,316 | 0,131 -0,025 | 0,101 | 0,742 | 0,075 -0,014

1,419 | 0,089 | 0,1269 | 0,111 | 0,797 | 0,088 0,125 | 0,119 1] 0,119 0,170

20,291 | 0,063 | 1,2823 | 0,100 | 0,009 | 0,001 0,019 | 0,106 | 0,069 | 0,007 0,151

Cizelge 5.5’e bakildiginda sonuncu siitunda yer alan sapan gozleme karsilik gelen, EKK
tahmin edicisinin normal denklemlerine benzer kisitlar kullanilarak elde edilen p;
agirhiginin, EL-t ve EL-HUB tahmin edicileri ile elde edilen p; ve w; agirliklarinin
carpimindan biiylik oldugu goriilmektedir. p; olasiliksal agirliklarina ek olarak w;
agirliklarinin kullanilmasiyla, sapan gozlemlere ampirik olabilirlik yontemine gore daha
kiiciik agirliklar hesaplandigi, dolayisiyla daha robust tahminlerin elde edildigi
sOylenebilir. Cizelge 5.5’in sonunda yer alan hata degeri, diger hatalara gore aykir1 bir
degerdir ve bu hataya karsilik gelen esitlik (5.3) kisit1 ile elde edilen p;¢; ve esitlik (5.5)
kisit1 kullanilarak elde edilen p;w;e; degerleri karsilastirildiginda p;w;e; degerinin daha
kiigiik oldugu goriilebilir, yani sapan gozleme daha kiigiik agirlik verilerek hatalara iligkin
kareler toplami kiigiiltiilebilir. Yapilan simiilasyon calismalar1 sonucu ele alinan veri

setlerinde s6z konusu durumlarda robust tahmin edicilerden faydalanilarak olusturulan
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kisitlarla elde edilen ampirik olabilirlik tahminlerinin klasik olana gére daha etkin oldugu

gbzlemlenmistir.

Hatalarda sapan gozlem olmasi durumuna ek olarak X yoniinde sapan gozlem olmasi

durumu diistiniilerek tasarim matrisi i¢in X~(0,90)N(0,1) + (0,10)N(10, 1) varsayimi

altinda bulunan HKO degerleri hesaplanmis ve ¢izelge 5.6’da verilmistir.

Cizelge 5.6 X~(0,90)N(0,1) + (0,10)N (10, 1) iken tahmin edicilerin HKO degerleri

k n EL EL: ELnus ELtuk ELum | EKK
30 20,7020 | 10,6065 |19,2812 |6,6349 5,3055 | 21,6246

2 50 21,0308 | 21,0209 | 11,9046 | 6,2906 5,6458 | 21,1715
100 19,9857 | 19,9937 | 13,8593 | 7,7800 5,7460 | 20,1021
30 99,7476 | 91,7638 | 91,5987 | 955031 | 95,5325 | 107,4313

5 50 101,6562 | 87,3627 | 91,4646 | 96,3055 | 95,4331 | 111,5400
100 96,2866 | 87,8779 |88,6356 | 90,1862 | 88,6007 | 99,2554
30 456,9 420,9 449,2 416,6 107,1 715,7

15 50 410,5 332,5 407,6 382,2 104,6 484.,5
100 377,0036 | 326,8103 | 306,6279 | 334,3113 | 97,8496 | 403,5136

Veri setinde kaldira¢ noktasi olmasi durumunda MM tahmin edicisinin agirliklar
yardimiyla elde edilen ampirik olabilirlik tahmininin HKO degerlerinin diger tahmin

edicilere gore oldukca kiiciik oldugu goriilmektedir.

X~(0,90)N(0,1) + (0,10)N(10,1) varsayim1 altinda hesaplanan GE degerleri ¢izelge
5.7°de verilmistir. EKK tahmin edicisine gore hesaplanan GE degerleri yardimiyla
X~(0,90)N(0,1) + (0,10)N(10,1) olmasi durumunda en etkin tahmin edicinin ELmm
oldugu, ELt, ELHus Ve ELtuk tahmin edicilerin de EL tahmini gibi kaldira¢ noktalarindan

etkilendigi goriilmektedir.
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Cizelge 5.7 X~(0,90)N(0,1) + (0,10)N(10, 1) iken tahmin edicilerin GE degerleri

k n EL EL: ELnus ELtux ELmm
30 0,9573 0,5044 0,8916 0,3068 0,2453
2 50 0,9934 0,9929 0,5623 0,2971 0,2666
100 0,9942 0,9946 0,6894 0,3870 0,2858
30 0,9284 0,8541 0,8525 0,8889 0,8891
5 50 0,9114 0,7832 0,8201 0,8634 0,8556
100 0,9701 0,8854 0,8930 0,9086 0,8927
30 0,6384 0,5952 0,6276 0,5820 0,1496
15 50 0,8474 0,6862 0,8413 0,7888 0,2159
100 0,9343 0,8099 0,7599 0,8285 0,2425

Durumu daha detayli irdelemek i¢in iiretilen bir deneysel veri seti yarimiyla olusturulan
ve cizelge 5.8’de verilen p; ve w; degerleri incelenebilir. Kaldirag nokrasi olan son
gbzlem degerine daha kiigiik bir agirlik atanmasi istenir. Ancak p; ve w; degerlerine
bakildiginda klasik yaklasimda bu gozleme atanan olasiliksal agirligin robust kisit
kullanma islemi ile elde edilen p;w; ¢arpimindan daha biiyiik oldugu goriilmektedir. EL¢
ve ELnus tahmin edicilerinin kaldira¢ noktasina karsilik gelen p;w; carpimlarinin, EL
tahmin edicisinin p; degerinden kiiciik olmasina ragmen, diger gozlemlerin p;w;
carpimlarindan ¢ok da farkli olmadigr ¢izelge 5.8 den goriilebilmektedir. Ancak, Tukey-
M ve MM tahmin edicilerinde kullanilan p fonksiyonun yapisi geregi, robust kisitlara
sahip EL tahmin edicilerinin, kaldira¢ noktasina karsilik gelen w; degerlerinin 0 oldugu
goriilmektedir. Bununla birlikte ELtuk tahmin edicisi ile hesaplanan p; degerlerinin kendi
iclerinde tutarli olmamasi nedeniyle, veride kaldira¢ noktas1 olmas1 durumunda mevcut

tahmin ediciler icinden ELmm tahmin edicisinin kullanilmasi daha uygun olacaktir.
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Elde edilen p; ve w; agirliklar1 kullanilarak elde edilen tahmin degerleri gizelge 5.9’ da

verilmigtir.

Cizelge 5.9 Tahmin degerleri

Gergek Tahmin Degerleri
Parametre
_ EL EL: ELnus ELruk ELmm
Degeri
Bo 5 4,7588 5,4973 4,9419 4,9291 5,3122
b1 5 2,6288 2,9136 2,6579 3,8735 4,9322

Cizelge 5.9’a bakildiginda veri setinde kaldirag noktast olmasi durumunda robust
kisitlarin kullanimi ile klasik ampirik olabilirlik yontemine gore gercek parametre
degerine daha yakin degerler elde edildigi goriilmektedir. Ozellikle MM tahmin yontemi
yardimiyla elde edilen agirliklarin kullanilarak elde edilen ELmm tahmininin gecek

parametre degerine yakin oldugu goriilmektedir.

Cizelge 5.10  X~(0,95)N(0,1) 4+ (0,05)N(10,1) ve  &~(0,95)N(0,1) +
(0,05)N (10, 1) iken tahmin edicilerin HKO degerleri

k n EL EL: ELnus ELtuk ELmm EKK
30 12,5287 | 9,3522 12,3187 | 6,8047 3,2960 12,8769

2 50 12,0095 | 6,6944 12,0016 | 4,3556 1,0904 12,1704
100 11,0615 | 8,0749 11,0590 | 4,4360 0,0228 11,2225
30 86,3577 | 79,6514 | 73,6284 | 71,4418 | 98,7573 | 100,1528

5 50 80,2003 | 78,6923 | 73,5550 | 70,5554 | 81,8866 | 89,8267
100 80,0219 | 78,0814 | 72,6232 | 70,4154 | 52,7541 | 84,9259
30 431,2791 | 395,6866 | 374,8440 | 414,1845 | 414,2570 | 630,5305

15 50 393,8606 | 367,4952 | 297,280 | 348,0308 | 397,7124 | 475,2467
100 364,4392 | 364,4392 | 302,1951 | 348,0034 | 305,3740 | 389,5919
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Cizelge 5.10 ve 5.11 X~(0,95)N(0,1) + (0,05)N(10,1) ve &~(0,95)N(0,1) +
(0,05)N(10,1) oldugunda ilgili tahmin edicilere iliskin hata kare ortalamalar1 ve goreli
etkinlikleri gostermektedir. Veri setinde, tasarim matrisi ve hatalarda sapan gozlem
olmas1 durumunda ampirik olabilirlik tahmin edicileri EKK tahmin edicisine gore daha
kiiclik hata kareler ortalamasi vermektedir. Ancak diger durumlar ele alindiginda Hem x
hem de y yoniinde sapan gbzlem olmasi tiim tahmin edicilerin hata kareler ortalamasinda
artisa neden olmaktadir. Bununla birlikte dayanikli kisitlara sahip EL tahmin edicilerinin

mevcut EL tahmininden daha kiicilik hata kare ortalamasina sahip oldugu goriilmektedir.

Cizelge 5.11 X~(0,95)N(0,1) + (0,05)N(10,1) ve &;~(0,95)N(0,1) + (0,05)N(10,1)
iken tahmin edicilerin GE degerleri

k n EL EL: ELnus ELrux ELmm
30 0,9730 0,7263 0,9567 0,5284 0,2560
2 50 0,9868 0,5501 0,9861 0,3579 0,0896
100 0,9857 0,7195 0,9854 0,3953 0,0020
30 0,8623 0,7953 0,7352 0,7133 0,9861
5 50 0,8928 0,8760 0,8188 0,7854 0,9116
100 0,9423 0,9194 0,8551 0,8291 0,6212
30 0,6840 0,6275 0,5945 0,6569 0,6570
15 50 0,8287 0,7733 0,6255 0,7323 0,8368
100 0,9354 0,8532 0,7757 0,8933 0,7838

Bu ¢alismada hatalarda (y yoniinde), tasarim matrisinde (X yoniinde), hatalarda ve tasarim
matrisinde (x ve y yoOniinde) sapan gézlem olmasi durumu ele alinmistir. Yapilan
simiilasyon ¢alismalar1 sonucu ele alinan veri setlerinde robust tahmin edicilerden
faydalanilarak olusturulan kisitlarla elde edilen ampirik olabilirlik tahminlerinin, klasik
olana gore daha kiiciik hata kare ortalamalarna sahip oldugu ve daha etkin oldugu
gbzlemlenmistir. Sonug olarak veri setinde sapan gozlem olmasi durumunda robust
yontemlerden faydalanilarak olusturulan kisitlar ile bu gozlemlerden daha az etkilenen
ampirik olabilirlik tahminlerine ulasilabilecegi goriilmistiir. Bir sonraki boliimde yer alan

orneklerinde simiilasyon sonuclarini destekler nitelikte oldugu goriilmektedir.
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6. GERCEK DUNYADAN ORNEKLER

Bu bolimde onerilen tahmin edicilerin caligabilirligini gosteren gercek diinyadan

ornekler yer almaktadir.

6.1 Stackloss Verisi

Ampirik olabilirlik yonteminin hesaplanmasinda kullanilan niimerik yonteme alternatif
olarak Boliim 3’te sunulan algoritmanin isleyisinin 6rneklemek i¢in Brownlee (1965)
tarafindan olusturulan stackloss veri seti kullanilmistir. Bu veri seti 21 giinliik isleme ait
amonyagin nitrik aside oksidasyonu icin bir bitkinin verilerinden olugmaktadir. Yanit
degiskeni olan stackloss, bitkinin etkinliginin bir 6l¢iisii olarak tanimlanmistir. Yanit
degiskenini agiklamada kullanilan bagimsiz degiskenler ise, sogutucu hava akisi,
sogutucu su sicakligi ve asit konsantrasyonudur. Gozlemlerin ilgili degiskenler

bakimindan aldiklar1 degerler ¢izelge 6.1°deki gibi derlenmistir (Brownlee 1965).

Cizelge 6.1 Stackloss verisi

Sogutucu Su Asit
Hava Akisi Sicakligi Kons. stackloss
80 27 89 42
80 27 88 37
75 25 90 37
62 24 87 28
62 22 87 18
62 23 87 18
62 24 93 19
62 24 93 20
58 23 87 15
58 18 80 14
58 18 89 14
58 17 88 13
58 18 82 11
58 19 93 12
50 18 89 8
50 18 86 7
50 19 72 8
50 19 79 8
50 20 80 9
56 20 82 15
70 20 91 15
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Baslangi¢ noktasi olarak kullanilmak {izere parametrelerin EKK ve M tahmin edicileri

hesaplanip bu iki tahmin edicinin ortalamasi alinmistir. Hesaplanan tahmin degerleri

cizelge 6.2'de verilmistir.

Cizelge 6.2 Model parametrelerinin tahminleri

ELp ELg EKK M
B, -40,6333 | -40,6279 | -39,9197 | -41,3469
B, 0,7654 | 10,6181 | 0,7156 | 0,8153
s 1,1478 | 1,3952 | 11,2953 | 0,9997
Ba -0,1417 | -0,0992 | -0,1521 | -0,1315

Cizelge 6.2’ de verilen tahmin degerleri yardimiyla hesaplanan Hata Kare Toplamlari

(HKT) gizelge 6.3’de sunulmustur.

Cizelge 6.3 Tahminlere iliskin HKT degerleri
EL, ELqg EKK M

HKT 180,9758 | 186,0087 | 178,8300 | 187,3410

Veride sapan gozlem olmamasi EKK yontemi ile yapilan tahminlerle diger tahmin
edicilerden daha kiiciik HKT degerleri hesaplanmigtir. Bu veri ile hesaplanan degerlere
gore EL, ile adlandirilan alternatif yonteme iliskin HKT degerlerinin ELq ile gdsterilen
klasik ampirik olabilirlik yonteminden daha kiigiik HKT degerine sahip oldugu

anlasilmaktadir.
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Tahmin ediciler kullanilarak elde edilen hatalar sekil 6.1°de verilmistir. Buna gore ELp

ile hesaplanan hatalarin EKK ve M tahmin edicisiyle benzerligi ELq ile olanlardan daha

fazladir.

&=

O+

[> @

@

O+o

oo+

ELMp
ELhd
Robust
oLs

Observation Number

Sekil 6.1 Stackloss verisi i¢in tahmin edicilere ait hatalar

6.2 Belcika’dan uluslararasi telefon aramalari 6rnegi

15

M tahmin edicileri yardimiyla olusturulan kisitlarla ampirik olabilirlik tahmin yonteminin

isleyisine 6rnek vermek i¢in ¢gizelge 6.4°te verilen 1950-1973 yillar1 arasinda Belgika’dan

yapilan uluslararasi aramalar (milyon) kullanilmistir (Rousseeuw ve Leory 1987).

Cizelge 6.4 Belgika’dan yapilan uluslararasi telefon aramalari (milyon)

Yil Arama Yil Arama Yil Arama
sayisi sayis1 sayis1
50 0,44 58 1,06 66 14,2
51 0,47 59 1,20 67 15,9
52 0,47 60 1,35 68 18,2
53 0,59 61 1,49 69 21,2
54 0,66 62 1,61 70 4,3
55 0,73 63 2,12 71 2,4
56 0,81 64 11,9 72 2,7
57 0,88 65 12,4 73 2,9
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Cizelge 6.4 ve sekil 6.2°de yer alan serpme diyagraminda goriildiigii gibi veride y
yoniinde sapan gozlemler bulunmaktadir. Bu sapan gézlemlerin EKK ve normal dagiliml
hata varsayimi altinda elde edilen ECO tahmin edicileri gibi klasik yontemleri
etkileyecegi agikga goriilmektedir. Dolayisiyla bu tip bir veri seti i¢in robust tahmin
yontemlerinden faydalanmak daha uygun olacaktir. Verinin kiigiik olusu dagilim
varsayimlarinin saglanabilirligini giiclestirmektedir. Bu nedenlerle Belgika’dan yapilan
uluslararasi aramalar ile aramalarin yapildig yillar arasinda model kurmak i¢in dagilim
varsayimi gerektirmeyen ve y yoniindeki sapan gézlemlerden etkilenmeyen tahminleri
bulunarak c¢izelge 6.5’te verilmistir. Bununla birlikte bu tahmin degerleri kullanilarak
olusturulan dogrusal regresyon modelleri sekil 6.2’de gorsel olarak sergilenmektedir.
Baslangic degeri olarak robust bir tahmin edici kullanilmis ve hesaplanan parametre

tahminleri ¢izelge 6.5’te verilmistir.

Cizelge 6.5 Belgika’dan yapilan uluslararasi telefon aramalari (milyon) i¢in parametre

tahminleri
EL ELtux ELnus EKK
2o -6,7247 -6,7254 -10,8456 -26,0059
.31 0,1809 0,1378 0,2152 0,5041
B
0F 5
.
151 i *
P ]
ke EKK
ARAMALAR P EL
5l #_H—F—-f___”________-m ELHuber
____.,_-—J-——*_”__-”fr’ T ¢ EL-Tukey
il =

5 50 55 60 3 70 75 80
YIL

Sekil 6.2 Belgika’dan yapilan uluslararasi telefon aramalari (milyon) igin serpme
diyagrami ve tahmin edicilere iligskin regresyon dogrulari
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Sekil 6.2’ye bakildiginda EKK kullanilarak olusturulan regresyon dogrusunun verideki
sapan gozlemler tarafindan etkilendigi acik¢a goriilmektedir. Ampirik olabilirlik tahmin
edicisi veriye EKK tahmin edicisinden daha iyi uyum saglamis ancak sapan gézlemlerin
etkisi ile miicadelede tam olarak basar1 saglayamamistir. Robust kisitlar yardimiyla elde
edilen ampirik olabilirlik tahminlerle, 6zellikle de Tukey fonksiyonundan faydalanilarak
hesaplanan tahminlerle olusturulan regresyon dogrularinin verinin biiyiik ¢ogunluguna
oldukca iy1 uyum sagladigi goriilmektedir. Dolayisiyla y yoniinde sapan gézlemler iceren
Belgika’dan yapilan uluslararas: telefon aramalari ile yil arasindaki dogrusal bagintiyi
aciklamada M-tahmin edicileri yardimiyla olusturulan kisitlara sahip ampirik olabilirlik

tahmininin ele alinan diger tahminlerden daha tercih edilebilir oldugu sdylenebilir.

Tahmin edilen regresyon dogrularinin yani sira her gozleme karsilik gelen p; ve w;
degerleri de incelenebilir. Sekil 6.3 gozlemlere iligkin tahmin edilen hata (e), p; ve w;

degerlerini sunmaktadir.

EL
20 0.15
]
[ ]
! at 0.1 .
2k
0 L EE F I ‘..' 005 ""In.anll .| .
I'. '
A0 : (] S
0 5 10 15 A i 5 10 1 2 i
€ P
EL-Huber
2 0.043 1
.' LR R R
10 A 0042}, Jis
", 05
Dl sanssnnupaes LI 0.041 Tha,, ! .
|l|.'.
-10 0.04 0
0 5 10 15 A 25 5 10 15 20 25 10 15 20 2
e D W
EL-Tukey
20 T 0.045 1 T
.I. [ EEN RN '
! ar 0.04 .t
! 05
(ltavsansapasnaanr '.ll 0.035 .'
|'|I||||"'.
-0 0.03 0
0 5 10 15 A 2 5 10 15 20 2 10 15 20 25
e p W

Sekil 6.3 Belgika’dan yapilan uluslararasi aramalar (milyon) i¢in hata, p ve w degerleri
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Sekil 6.3’e bakildiginda ampirik olabilirlik yontemi ile bulunan p; degerlerinin sapan
gozlemlere karsi tutarli bir tutumu yoktur. Ancak w; agirliklarinin dogas1 geregi sapan
gozlemlerde veri setinin genelinden daha kii¢iik degerler aldigir goriilmektedir. ELnus
tahmin edicisinin hatalardaki sapan gozlemlere 0,5’ten kiigiik degerler verdigi, ELtux

tahmin edicisinin ise sifir degerini verdigi goriilmektedir.

6.3 Yiudiz Verisi

X yoniinde sapan gozlem olmast durumunda robust kisitli ampirik olabilirlik
tahminlerinin nasil sonuglar verdigini gormek i¢in CYB OB1 yildiz kiimesinde bulunan
47 yildizin Hetzsprung-Russell diyagrami kullanilmistir. Yildizin ylizeyindeki sicakligin
(T) logaritmas1 agiklayic1 degisken, 151k yogunlugunun (L/Lo) logaritmasi ise yanit
degiskeni olarak ele alinmistir. Cizelge 6.6°ya bakildiginda agiklayic1 degiskende yani
yildizlarin yiizeyindeki sicaklarinda veri setinin genelinden daha kiigiik degerler oldugu
goze carpmaktadir. Bu durum sekil 6.4’te yer alan serpme diyagraminda da acikca

goriilmektedir.

Cizelge 6.6 Yildiz verisi (Rousseeuw ve Leory 1987)

log T log(L/Lo) log T log(L/Lo) log T log(L/Lo)
4,37 5,23 4,23 3,94 4,45 5,22
4,56 5,74 4,42 4,18 3,49 6,29
4,26 4,93 4,23 4,18 4,23 4,34
4,56 574 3,49 5,89 4,62 5,62
4,3 5,19 4,29 4,38 4,53 51
4,46 5,46 4,29 4,22 4,45 5,22
3,84 4,65 4,42 4,42 4,53 518
4,57 5,27 4,49 4,85 4,43 557
4,26 5,57 4,38 5,02 4,38 4,62
4,37 512 4,42 4,66 4,45 5,06
3,49 573 4,29 4,66 45 5,34
4,43 5,45 4,38 4,9 4,45 5,34
4,48 5,42 4,22 4,39 4,55 554
4,01 4,05 3,48 6,05 4,45 4,98
4,29 4,26 4,38 4,42 4,42 45
4,42 4,58 4,56 51
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Yildiz verisi i¢in kurulan dogrusal regresyon modelinin parametre tahminleri

hesaplanarak ¢izelge 6.7°de verilmistir. Cizelge 6.7’deki tahmin degerleri kullanilarak

olusturulan dogrusal regresyon modelleri de serpme diyagramu ile birlikte sekil 6.4’te

verilmistir.

Cizelge 6.7 Yildiz verisi i¢in parametre tahminleri

EL EL: ELnus ELrux ELvm EKK
Bo 5,9255 5,9247 5,9255 | 5,9255 -4,9016 6,7934
B -0,2119 -0,2150 -0,2150 | -0,2111 2.2380 -0,4133

Sekil 6.4’e gore M-tahmin edicileri yardimiyla olusturulan ampirik olabilirlik tahminleri

de EKK gibi kaldira¢ noktalarindan etkilenmektedir. Ancak kisitlarda MM tahmin

edicileri kullanilarak olusturulan ampirik olabilirlik tahminlerinin kaldira¢ noktalarina

kars1 dayanikli oldugu ve veri setinin biiyiik ¢ogunluguyla uyumlu olacak sekilde

parametre tahmini yapildig goriillmektedir.

6.5 —

55—

45—

35—

EKK
EL-M

EL-MM

25
48

48 44

36 34

Sekil 6.4 Yildiz verisi i¢in serpme diyagrami ve tahmin edicilere iliskin regresyon

dogrulari
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6.4 Coleman Verisi

Coleman vd. (1966) Mid-Atlantic ve New England eyaletlerindeki 20 okul iizerinde bir
calisma yapmis ve asagidaki veri setini toplamistir. Bu veri, sézel ortalama test notu
(altinc1 sinif 6grencilerinin tamami) yanit degiskeni, 68renci basina personel maaslari,
memur babalarin yiizdesi, Sosyo-ekonomik durum kompozit sapma ( aile biiyiikligi, aile
dokunulmazligi, baba egitimi, annenin egitimi ve ev esyalar1 ), dgretmenlerin ortalama
sOzel test puani, annelerin egitim diizeyi (bir birim iki okul yil1) agiklayici degiskenler
olmak tizere Mosteller ve Tukey (1977) tarafindan kullanilmistir. 20 okula ait ilgili
degiskenlerin aldig1 degerler gizelge 6.8’de verilmistir. Cizelge 6.8 incelendiginde X> ve
X3 aciklayict degiskenlerinin aldigi degerlerin kendi iclerinde gosterdigi degiskenlik

fazladir, yani sezgisel olarak bu degiskenlerin basik oldugu goriilebilir.

Cizelge 6.8 Coleman verisi (Rousseeuw ve Leory 1987)

X1 X2 X3 Xa Xs Y

3,83 28,87 7,2 26,6 6,16 37,01
2,89 20,1 -11,71 244 517 26,51
2,86 69,05 12,32 25,7 7,04 36,51
2,92 65,4 14,28 25,7 7,1 40,7
3,06 29,59 6,31 25,4 6,15 37,1
2,07 44,82 6,16 21,6 6,41 33,9
2,52 77,37 12,7 24,9 6,86 41,8
2,45 24,67 -0,17 25,01 5,78 33,4
3,13 65,01 9,85 26,6 6,51 41,01
2,44 9,99 -0,05 28,01 5,57 37,2
2,09 12,2 -12,86 23,51 5,62 23,3
2,52 22,55 0,96 23,6 5,34 35,2
2,22 14,3 4,77 24,51 58 34,9
2,67 31,79 -0,96 25,8 6,19 33,1
2,71 11,6 -16,04 25,2 5,62 22,7
3,14 68,47 10,62 25,01 6,94 39,7
3,54 42,64 2,66 25,01 6,33 31,8
2,52 16,7 -10,99 24,8 6,01 31,7
2,68 86,27 15,03 25,51 7,51 43,1
2,37 76,73 12,77 24,51 6,96 41,01
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Coleman verisi i¢in hesaplanan parametre tahminleri ¢izelge 6.9’da verilmistir. Cizelge
6.9’da verilen parametre tahminlerine bakildiginda ELmm tahmin edicilerinin diger
tahmin edicilerden 6zellikle EKK tahmin edicisinden farkli degerler aldig1 goriilmektedir.
Agiklayic1 degisken degerlerinde olan farkliliklar ELmm haricindeki tahmin edicileri

benzer sekilde etkilemistir.

Cizelge 6.9 Coleman verisi i¢in parametre tahminleri

EL EL: ELnus ELruk ELvm EKK
Bo 28,7329 28,7326 26,7332 28,7327 30,4029 | 19,9561
By -1,6857 -1,6853 -1,7517 -1,6851 -1,7068 -1,8106
B, 0,0720 0,0743 0,0695 0,0780 0,0817 0,0441
B 0,6319 0,6525 0,6227 0,6545 0,6713 0,5551
B 1,1628 1,1644 1,1442 1,1659 1,1692 1,1123
Bs -3,7864 -3,7881 -3,2752 -3,7875 -4,0909 | -1,81673

Coleman verisi i¢in hesaplanan parametre tahminleri kullanilarak hesaplanan hatalar, p

ve w degerleri sekil 6.5’te verilmistir.

Sekil 6.5’e bakildiginda klasik EL tahmin edicisinin dayanikli kisitlara sahip EL tahmin
edicisinden farkli agirliklar aldigi goriilmektedir. Klasik EL tahmin edicisi ile hesaplanan
olasiliksal agirliklarin hatalara gére tutarli bir davranist oldugu sdylenemezken, dayanikli
kisitlara sahip EL tahmin edicileri baz1 gézlemlere digerlerinden daha kii¢lik agirliklar
atamistir. Bu sayede veri setindeki bozulmalara kars1 daha etkin tahmin ediciler elde

edilmistir.
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Sekil 6.5 Coleman verisi i¢in tahmin edilen hata, p ve w degerleri
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7. TARTISMA VE SONUC

Dogrusal regresyon modelinin parametre tahmininde siklikla kullanilan EKK ve ECO
tahmin edicilerinin kullanilabilmesi i¢in saglanmasi gereken model varsayimlari vardir.
Dagilim varsayiminin saglanmadigi durumlarda, buna ihtiya¢ duymayan ampirik
olabilirlik yontemi kullanilabilir. Bununla birlikte, hatalarin normal dagildig1 varsayimi
altinda bagimsiz degisken sayisi ile ornek capinin birbirine yaklagmasi durumunda
ampirik olabilirlik yontemi ile elde edilen tahminlerin EKK tahminlerinden daha etkin

oldugu simiilasyon caligmalarindan kolaylikla goriilmektedir.

Ampirik olabilirlik yontemi biitlin gozlemlere olasiliksal agirliklar vererek, bu
agirliklardan olusan ampirik olabilirlik fonksiyonunu en biiylikleyecek sekilde model
parametrelerini bazi kisitlar altinda tahmin eder. Ancak s6z konusu olasiliksal agirliklarin
verideki sapan gozlem, ¢arpiklilik ve\veya kalin kuyrukluluk durumlari ile miicadele
etmede yetersiz kaldig: sezgisel olarak anlasilabilir. Boyle bozulmalar olmasi durumunda
robust tahmin yontemlerinin kullanimi oldukc¢a yaygindir. Robust tahmin yontemlerinden
faydalanilarak olusturulan kisitlarla elde edilen ampirik olabilirlik tahminlerinin, bu
calisma kapsaminda ele alinan sinirli simiilasyon ¢alismalarinda veri setlerine eklenen
sapan gozlemlerden daha az etkilendigi gorilmektedir. y yoniinde sapan gézlem olmasi
durumunda siklikla kullanilan M tahmin edicilerinin ampirik olabilirlik yontemi ile
birlikte yorumlanmasi ile y yoniinde sapmalar oldugunda klasik ampirik olabilirlik
yonteminden daha kii¢iik hata kare ortalamas1 veren tahmin ediciler elde edilebilecegi
anlagilmaktadir. Ciinkii ampirik olabilirlik yonteminde kullanilan olasiliksal agirliklara
ek olarak, hatalarm bir fonksiyonu oldugu i¢in sapan gozlemlerin etkisini azaltan ilave
bir agirlik kullanilmaktadir. Boylece sapan gozlemlerin etkisinin azaltilmasi ile veri

setinin geneliyle uyumlu parametre tahminleri elde edilmektedir.

M-tahmin edicileri kullanilarak elde edilen bu robust kisitlar y yoniindeki sapan
gozlemlerin etkisi azaltilabilirken, x yoniindeki sapan gozlemlerin etkisini azaltmak i¢in
baska bir robust tahmin yonteminden faydalanilabilir. Etkin ve kirilma noktas1 yliksek
olup kaldirag noktalarina kars1 dayanikli olan MM tahmin edicileri yardimiyla olusturulan
kisitlarla elde edilen ampirik olabilirlik tahminlerinin x yoniindeki sapmalar olmasi

durumunda verinin genelinin davranigin1 yansitan modeller kurulabilecegi yapilan
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simiilasyon calismalar1 ve gergek veri seti 6rneginden anlasilmaktadir. Benzer sekilde
hem x hem de y yoniinde sapan gézlem olmas1 durumunda da, MM tahmin yonteminden
faydalanilarak olusturulan kisitlar kullanilarak tanimlanan ampirik olabilirlik
tahminlerinin ele alinan diger tahmin yontemlerinden daha kiiglik hata kare ortalamasina

sahip oldugu yine simiilasyon ¢aligmalar1 yardimiyla sergilenmektedir.

Bu ¢alismada ampirik olabilirlik yontemi robust kisitlarla yeniden ele alinmis ve dogrusal
regresyon modelinde parametre tahminine nasil uygulanabilecegi gosterilmistir. Bir
sonraki asamada bu tezde onerilen robust kisitlarla elde edilen ampirik olabilirlik tahmin
edicilerinin asimptotik 6zellikleri ve dayaniklilik dlgiileri yani etki fonksiyonu ve kirilma
noktas1 bakimindan davranislari incelenecektir. Buna ek olarak, ampirik olabilirlik
yontemlerinin kullanilabilecegi hipotez testleri ve giiven araliklari olusturmada da
problemin robust tahmin edicilerle birlikte ele alinmasi arastirmacilara daha genis
kullanim alanlar1 taniyacaktir. Ayrica bu ¢calismada ele alinan ampirik olabilirlik yontemi
yerine, genellestirilmis ampirik olabilirlik yonteminin kullanilmas1 da gelecek

calismalara konu olusturulmaktadir.

Bu ¢alismada yer alan veri setleri, tahmin edicilerin baz1 6zelliklerini vurgulamak igin
literatiirde siklikla kullamlmaktadir. ilerleyen ¢alismalarda, laboratuvar ortaminda
yapilan, tekrarlanmasi gii¢ olan deneylerden veya lizerinde 6l¢iim yapilmasi zor olan
birimlerden derlenen veri setleri, yani 6rneklem ¢ap1 az olan veri setleri igin de kullanish
oldugunu gosterebilmek igin, Onerilen tahmin yontemi giincel veri setlerine

uygulanacaktir.
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