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OZET

Doktora Tezi

IKI METRIGE SAHIP BiR KUME UZERINDE SABIT NOKTA TEORISI

Tugce ALYILDIZ

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danigman: Dog. Dr. Murat OLGUN

Bu tez beg boliimden olugsmaktadir.
Ik boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde genellestirilmis F-biiziilme ve a-gecisli doniisiim kavramlar: hatirlatilarak
ihtiya¢ duyulacak bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.

Esas itibari ile orijinal sonuglar {i¢iincii ve doérdiincii boliimlerde verilmigtir.

Uciincii boliimde iki metrige sahip bir uzay tizerinde tek degerli doniisiimler icin Wardowski
ve Maia’'nin teknikleri kullanilarak elde edilen sabit nokta sonuglar1 verilmigtir.
Aligilagelmis sabit nokta teori ¢alismalarindan farkh olarak, uzayin bir metrige gére tam-
liginin kabul edilmesinin yam sira doniisiimiin diger metrige gore biiziilme veya biiziilme
tipi olmas1 kabul edilmigtir.

Dérdiincii boliimde ise bir énceki béliimde tek degerli doniigiimler igin verilen sonuglar
kiime degerli doniisiimler i¢in incelenmigtir. Ayrica iki metrige sahip bir uzay iizerinde a-
gecisli kiime degerli doniigiimler igin F-biiziilme kavram ile elde edilen sabit nokta sonucu
verilmigtir.

Son boliimde ise elde edilen sonuclarin analizi yapilmigtir.

Aralik 2018, 47 sayfa

Anahtar Kelimeler: Sabit nokta, tam metrik uzay, iki metrikli kiime, genellegtirilmis
F-biiztilme
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

FIXED POINT THEORY ON A SET WITH TWO METRICS

Tugce ALYILDIZ

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Murat OLGUN

This thesis consists of five chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some definitions and theorems concerning the generalized F-
contraction and a-admissible mapping have been given.

The original results of this thesis are included in the third and fourth chapters.

In the third chapter, fixed point results for single valued mappings on a space with two
metrics by considering the both Wardowski and Maia’s techniques have been given.
Unlike the conventional fixed point theory studies, here it has been accepted that the
mapping is contraction or contraction type according to the one metric when the space is
complete for the other metric.

In the fourth chapter, the results for single valued mappings given in the previous chapter
have been also proved for multivalued mappings in this chapter. Furthermore fixed point
results for multivalued F-contraction by a-admissibility of a multivalued mappings on a
space with two metrics have been given.

Finally, the last chapter is devoted to the analysis of the results obtained.

December 2018, 47 pages

Key Words: Fixed point, complete metric space, set with two metrics, generalized
F'-contraction
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1. GIRIiS

Sabit nokta teorisi matematigin bir ¢ok dal ile iligkilidir. Fonksiyonel analiz, genel
topoloji, matematiksel analiz, operator teori ve diferensiyel denklemler gibi bir ¢cok

alanda uygulamalar1 vardir.

Genel olarak sabit nokta teori ¢aligmalar: iki yonde gelismektedir. Bunlardan birin-
cisi, tam metrik uzay iizerinde biiziilme ve biiziilme tipi doniigiimler i¢in sabit nokta
teorisi, digeri ise normlu lineer uzaylarin kompakt ve konveks alt kiimeleri iizerinde

tanimh siirekli doniigtimler i¢in sabit nokta teorisidir.

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teori ¢aligmalar1 1910 yilinda Brouwer ile bagla-
mistir. Brouwer, R™ nin kapali birim yuvarindan kendi iizerine tamimh siirekli her
doniigtimiin sabit noktasinin varhigini kanitlamistir. 1930 yilinda Brouwer’in teoremi

Schauder tarafindan sonsuz boyutlu uzaylara genisletilmigtir:

"X bir Banach uzay1 ve C, X uzaymmin kompakt, konveks bir alt kiimesi ve T': C' —
C' stirekli bir doniisiim olsun. Bu durumda 7" doéniisiimii C' kiimesi i¢inde bir sabit

noktaya sahiptir (Schauder 1930)."

Tam metrik uzaylarda sabit nokta teori calismalar1 ise 1922 yilinda Banach ile
baglamigtir. Banach sabit nokta teoremi, doniisiimiin sabit noktasinin varligini
garanti ettigi gibi, Brouwer ve Schauder sabit nokta teoremlerinden farkli olarak
bu sabit noktanin tekligini ve nasil bulunabilecegini asagidaki sekilde ortaya koy-

maktadir:
"(X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — X doniisiimii k € [0, 1) olacak sekilde

d(Tx, Ty) < kd(z,y)

biiziilme sartini saglasin. Bu durumda 7' doniisiimiiniin X uzayinda bir tek sabit

noktas: vardir. Ustelik X uzaymdaki herhangi bir baglangic noktasindan elde edilen
1



Picard iterasyonu 7' déniigiimiiniin sabit noktasina yakinsar (Banach 1922)."
Biiziilme doniisiim prensibi daha sonra bir ¢ok arastirmac: tarafindan genisletilmis

ve genellegtirilmigtir (Reich 1971, Hardy ve Rogers 1973, Ciri¢ 1974, Berinde 2007).

2012 yilinda Wardowski biiziilme doniisiim prensibini de kapsayan F-biiziilme kavra-
mini ve elde ettigi sabit nokta sonuglarini ifade ve ispat etmigtir. Samet vd. ise
biiziilme prensibini genellestirerek a-gecisli doniigiimleri ifade edip bu doniigiim-
ler ile ilgili elde ettikleri sabit nokta sonuglarimi vermistir (Samet vd. 2012). Tek
degerli caligmalarin diginda, 1969 yilinda Nadler, Hausdorff metrigini kullanarak
kiime degerli biiziilme kavramini verip biiziilme doniisiim prensibinin kiime degerli
versiyonunu ispatlamigtir. Diger taraftan 1968 yilinda Maia iki metrige sahip bir

kiime tizerinde sabit nokta teoremi vermistir.

"X bos olmayan bir kiime, d ve p bu kiime {iizerinde iki metrik ve T : X — X bir
doniisiim olsun ve asagidaki kogsullar saglansin:

(i) Her z,y € X igin d(z,y) < p(z,y) gergeklenir,

(i) (X,d) bir tam metrik uzaydr,

(iii) T : (X,d) — (X, d) bir siirekli doniigiimdiir,

(iv) T : (X, p) — (X, p) bir biiziilme doniigiimiidiir.

Bu durumda 7" déniigiimii X kiimesinde bir tek sabit noktaya sahiptir (Maia 1968)."

Daha sonra iki metrige sahip bir kiime iizerinde sabit nokta ¢aligmalar1 bir ¢ok yazar
tarafindan yapilmigtir. Agarwal ve O’Regan 2000 yilinda tek degerli doniisiimler igin
iki metrige sahip bir kiime iizerinde genellegtirilmis biiziilmeler ile sabit nokta teo-
remleri vermigtir. Benzer diisiince ile 2008 yilinda Lazar, O’Regan ve Petrusel kiime

degerli doniisiimler i¢in sabit nokta caligmalar: yapmistir.

Bu tez calismasinda ise iki metrige sahip bir kiime iizerinde 6énce tek degerli doniisiim-
ler icin daha sonra da kiime degerli doniigiimler i¢in F-biiziilmeler ile birlikte yeni

sabit nokta sonuclariin elde edilmesi amaglanmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde kiime degerli doniistimler, F-biiziilmeler ve a-gegisli doniistimlerden
bahsedilecektir. Ayrica bu kavramlara iligkin verilen sabit nokta teoremlerinden s6z

edilecektir.

2.1 Kiime Degerli Doniistimler

Bu kisimda kiime degerli doniigiim, kiime degerli doniisiimiin sabit noktasi, tistten ve
alttan yar siireklilik kavramlar: hatirlatilacaktir. Daha sonra kiime degerli biiziilme
doniisiimii kavrami ile Nadler tarafindan verilen sabit nokta teoremleri ifade edile-

cektir. Oncelikle agagidaki notasyonlar verelim.

(X, d) bir metrik uzay olmak iizere
e P(X) ile X kiimesinin bog olmayan tiim alt kiimelerinin simfi,
e B(X) ile X kiimesinin bog olmayan tiim sinirh alt kiimelerinin simufi,
e (C(X) ile X kiimesinin bog olmayan tiim kapali alt kiimelerinin sinifi,

e CB(X) ile X kiimesinin bos olmayan tiim kapali ve sirh alt kiimelerinin

sinifi,

e K(X) ile X kiimesinin bog olmayan tiim kompakt alt kiimelerinin siifi

gosterilsin. Burada K(X) C CB(X) C B(X) ve K(X) C CB(X) C C(X)

olacag1 aciktir.

Tanim 2.1 X ve Y bog olmayan iki kiime olsun. 7" C X xY ise T ye X kiimesinden
P(Y) kiimesine bir kiime degerli doniistim denir. 7" : X — P(Y) ile gosterilir.

T:X — P(Y) kiime degerli doniigiimiiniin tersi

(z,9) €T & (y,z) € T~
3



seklinde tammlanir. 7, X kiimesinden P(Y) kiimesine bir kiime degerli doniistim
ve r € X olsun.

Te={yeY:(x,y) €T}

kiimesine = noktasinin 7" doniigiimii altindaki goriintiisii denir. A C X i¢in

T(A) = Tz

z€A

kiimesine A kiimesinin 7" kiime degerli doniisiimii altindaki goriintiisii denir.
B CY igin
T(B)=UT '(y)

yeB
kiimesine B kiimesinin 7" altindaki ters goriintiisii denir.

Tanim 2.2 7 : X — P(X) doniigiimii i¢in 2o € Tz olacak sekilde xy € X varsa
bu noktaya T doniisiimiiniin sabit noktasi denir. 7" déniisiimiiniin sabit noktalarinin
kiimesi

F(I)={xe X :xeTz}

ile gosterilir.

Ornek 2.1 X = [0,1] olmak tizere T : X — P(X) doniistimii Tz = [2°, 2°] olacak
sekilde tanimlansin. O halde, z; = 0 ve x3 = 1 noktalar1 bu doniisiimiin sabit

noktalaridir.

Bu ornekten de anlagilacagi gibi kiime degerli bir doniisiimiin birden fazla sabit

noktasi olabilir.

Ornek 2.2 X = [0, 1] olmak iizere T : X — P(X) doniigtimii

1
Ty = 0, 1] , x:%
0,1—a] , 3<2<1

seklinde tanimlansin. Bu durumda



elde edilir. Burada i € T(

3 ) = [0,1] oldugundan %, T doniistimiiniin bir sabit

1
3

noktasidir.

Tamim 2.3 X ve Y iki metrik uzay ve T : X — P(Y') bir kiime degerli doniigiim
olsun.

(i) Eger Y kiimesindeki her kapal kiimenin ters goriintiisii X kiimesinde kapali
oluyorsa 1" doniisiimiine iistten yari siirekli doniisiim denir.

(ii) Eger Y kiimesindeki her acik kiimenin ters goriintiisii X kiimesinde agik olu-
yorsa 1" doniigiimiine alttan yar siirekli doniigiim denir.

(iii) Bir kiime degerli doniigiim iistten ve alttan yar: siirekli ise bu déniigiime siirek-

lidir denir.

Ornek 2.3 7 :[0,1] — P([0,1]) doniistimii

(1} 0se<
o= 4], z=
{1} . y<asy

seklinde tanmimlansin. Burada her kapal kiimenin ters goriintiisii kapalidir, ancak

U = (%, %) acik kiimesi i¢in T-Y(U) = {%} olup acik degildir. Bu durumda T

doniigtimii tistten yar siireklidir fakat alttan yar: siirekli degildir.

Uyar1 2.1 T doniisiimiiniin
G(T)={(z,y):x € X,y € Tz}

grafigi, X XY uzayinin kapal bir altkiimesi ise T" kapali kiime degerli bir doniistimdiir.

T kapali kiime degerli doniisiim ise kapal degerlidir.

e T doniisiimii iistten yar: siirekli ve kapali degerli ise kapali kiime degerlidir.

Kapali kiime degerli bir doniigiim iistten yar1 siirekli olmayabilir.

Ustten yari siirekli bir doniisiim kapali degerli degilse kapali kiime degerli ol-

mayabilir (Istratescu 1981, Hu ve Papageorgiou 1997).

5



Ornek 2.4 T : R — P(R) doniigtimii Tz = [0,2) ile tammlansin. Bu durumda T
doniisiimii tistten yar: siireklidir ancak kapali kiime degerli degildir.
Ornek 2.5 T :[0,00) — P([0,00)) doniisiimii

[O,x]U{%} , >0
{0} , ©=0

Ty =

seklinde tammlansin. Bu durumda T-*(Z") = { % in e Z+} UZ™" kapali olmadigin-

dan 7" doniigiimii iistten yari siirekli degildir ancak kapali kiime degerlidir.

Tanim 2.4 (X, d) bir metrik uzay, A, B C X ve z € X olsun. Bu durumda
D(z,A) = inf{d(x,y) :y € A}

degerine x noktasinin A kiimesine olan uzakligi denir.
H: CB(X)xCB(X) — R reel degerli bir fonksiyon olmak tizere her A, B € CB(X)
icin

H(A, B) = max {supD(g;, B), supD(y, A)}

€A yeB

C'B(X) iizerinde bir metrik tanimlar ve bu metrik Hausdorff metrigi olarak bilinir.

Hausdorff metriginin d metrigine bagh oldugu agsagidaki 6rnekte gosterilmistir. Ayrica,
eger (X, d) bir tam metrik uzay ise (CB(X), H) ve (K(X), H) metrik uzaylar: da

tamdir.

Ornek 2.6 X = R iizerinde d; (z,9) = |z — y| ve

L, z#y
0, z=y

d2(a:7y) =

metrikleri ele alinsin. Bu durumda A = [0, 1] ve B = [4, 7] kiimeleri i¢in H; (A, B) =
6 ve Hy(A,B) = 1 elde edilir. Burada her iki kiimede d; ve ds metrigine gore
kapalidir.



Tanim 2.5 (X, d) bir metrik uzay ve 7' : X — CB(X) kiime degerli bir doniistim

olsun. Eger her z,y € X igin
H(Tz,Ty) < Ld(z,y)

olacak gekilde bir L € [0,1) sabiti varsa T doniigiimiine kiime degerli biiziilme

doniisiimii ad1 verilir.

Teorem 2.1 (X,d) bir tam metrik uzay ve 7' : X — CB(X) kiime degerli bir
biiziilme doniisiimii olsun. O halde T doniisiimii X kiimesinde bir sabit noktaya

sahiptir (Nadler 1969).

Ornek 2.7 X = [0, 1] kiimesi ahgilmig metrik ile g6z oniine almsm. f: X — X
fonksiyonu
e 0]

1-2%2 , zel[i1]
olmak tizere 7' : X — CB(X) doniigiimii her x € X i¢in Tz = {0, f(z)} seklinde
tanmimlansin. Bu durumda 7" bir kiime degerli doniigiimdiir. Ayrica F(T) = {0, %}
elde edilir.

Nadler’in bu sonucundan esinlenerek, son yillarda kiime degerli biiziilmelerle ilgili
sabit nokta sonuglar1 ortaya gikmigtir (Daffer ve Kaneko 1995, Feng ve Liu 2006,
Klim ve Wardowski 2007, Ciri¢ 2009, Kamran ve Kiran 2011, Du 2012,

Minak vd. 2013). Bunlarla ilgili olarak Reich bir ¢aligmasinda asagidaki teoremi

ispatlamigtir.
Teorem 2.2 (X, d) bir tam metrik uzay ve T': X — K(X) bir déniigiim olsun.
a: (0,00) — [0,1) fonksiyonu her ¢ € (0, c0) igin

lim supa(s) < 1

s—tt
olacak gekilde her z,y € X ve x # y i¢in
H(Tz,Ty) < ald(z,y))d(z, y)

esitsizligini saglasin. Bu durumda 7" doniigiimii bir sabit noktaya sahiptir (Reich 1972).

7



Daha sonra Reich tarafindan Teorem 2.2’de K (X) yerine CB(X) alimirsa 7" doniisii-
miiniin sabit noktasinin var olup olmayacagi problemi ortaya atilmistir. Reich’in
bu problemi iizerine bir cok caligma yapilmigtir. Problemin coziimii tam olarak
yapilamasa da Mizoguchi ve Takahashi tarafindan « tizerindeki

lim supa(s) < 1
s—tt

sartinin her ¢ € [0, 00) igin saglanmasi halinde K(X) yerine C'B(X) alinabilecegi

gosterilmigtir.

Teorem 2.3 (X,d) bir tam metrik uzay ve T': X — C'B(X) bir doniigiim olsun.
a: (0,00) — [0,1) fonksiyonu her ¢t € (0, 00) i¢in

lim supa(s) < 1
s—tt

sartini saglayan bir fonksiyon olmak iizere x # y olacak sekildeki her z,y € X i¢in

H(Tz,Ty) < ald(z,y))d(z, y)

esitsizligi saglansin. Bu durumda 7' doniigiimii bir sabit noktaya sahiptir

(Mizoguchi ve Takahashi 1989).

Mizoguchi ve Takahashi’ya ait bu teoremin ispati olduk¢a uzun ve karmasgiktir.
Dolayisiyla bu teorem bir kag yazar tarafindan da farkl yollarla ispatlanmistir. Daha
basit ve anlagilir olan ispat 2008 yilinda Suzuki tarafindan verilmistir. Hatta, bu

teoremin Nadler’in gergek bir genellegtirmesi oldugu da gosterilmistir (Suzuki 2008).

2.2 F-Biiziilmeler

Bu kisitmda oncelikli olarak tek degerli doniigiimler i¢in F-biiziilme kavrami hatir-
latilip daha sonra bu kavramin kiime degerli versiyonu ve bu doniigiimler i¢in elde
edilmis olan sabit nokta teoremleri verilecektir. Ayrica genellestirilmis F-biiziilmeler

ve bu tip doniisiimler i¢in verilmis olan sabit nokta sonuclar: ifade edilecektir.
8



2.2.1 Tek degerli doniisiimler icin F-biiziilmeler

Bu kistmda Wardowski tarafindan tanimlanan ve bilinen biiziilme kavramini da kap-
sayan F-biiziilme kavrami incelenecektir. Ayrica genellestirilmis F-biiziilmeler ve

baz1 sabit nokta teoremleri de verilecektir.

F asagidaki sartlar saglayan tiim F': (0, 00) — R doniigiimlerinin ailesi olsun:
(F'1) F kesin artandir. Yani her o, 8 € (0,00) igin
a < fiken F(a) < F(5)
esitsizligi saglanir,
(F2) Porzitif sayilarin her {a,} dizisi i¢in
lim a, =0 < lim F(a,) = —oc

n—oo n—oo

sart1 saglanir,

(F3) lim o F(a) = 0 olacak sekilde bir k € (0,1) vardar.

a—0t

Tanim 2.6 (X, d) bir metrik uzay, 7' : X — X bir doniigiim ve F' € F olsun. Eger
d(Tz, Ty) > 0 esitsizligini saglayan her x,y € X igin

7+ P(d(T2, Ty)) < F(d(z,y)) (2.1)

olacak gekilde bir 7 > 0 varsa 7' doniigiimiine bir F-biiziilme ad1 verilir.

Farkhi F' € F fonksiyonlar: (2.1) esitsizliginde dikkate alindiginda literatiirde iyi bi-

linen gesitli F-biiziilmeler elde edilir.

Ornek 2.8 F, : (0,00) — R doniigiimii Fy(e) = Ina seklinde tanimlansin. Bu
durumda F; € F olacag agiktir. Eger T': X — X doniisiimii bir Fi-biiziilme ise o
halde T'x # Ty olacak bigimdeki her x,y € X icin

d(Tz, Ty) < e "d(z,y) (2.2)
9



esitsizligi saglanir. Ayrica d(Tz, Ty) = 0 olacak sekilde her x,y € X i¢in (2.2) esit-
sizligi de saglanir. Boylece L = e~ < 1 oldugundan 7' bir biiziilme dontigtimiidiir.
Dolayisiyla her Banach biiziilme doniigiimii 7 = —InL > 0 ve Fi(a) = Ina ile

tanimhi F doniisiimii i¢in bir F-biiziilmedir.

Ornek 2.9 F,: (0,00) — R doniistimii Fy(a) = o + Ina seklinde tanimlansin. Bu
durumda F, € F olacag agiktir. Eger T': X — X doniisiimii bir Fy-biiziilme ise o
halde T'x # Ty olacak bigimdeki her x,y € X icin

d(T'z, Ty)ed(T:c,Ty)—d(x,y) <e T (2.3)

d(z,y) -

esitsizligi saglanir.

Ornek 2.10 F; : (0,00) — R doniigiimii F3(a) = —\/La seklinde tanimlansin. Bu
durumda Fj € F olacag1 aciktir. Eger 7' : X — X doniisiimii bir F3-biiziilme ise o

halde T'x # Ty olacak bigimdeki her z,y € X igin

d(Tz,Ty) <

esitsizligi saglanir.

Ornek 2.11 F : (0,00) — R déniistimii Fy(«) = In (o® + a) seklinde tammlansin.
Bu durumda Fy € F olacag1 aciktir. Eger T': X — X doniigiimii bir Fy-biiziilme
ise o halde Tz # Ty olacak bicimdeki her z,y € X igin

d(Tx,Ty) (d(Tx, Ty) + 1)
d(z,y) (d(z,y) +1)

esitsizligi saglanir.

Uyar: 2.2 (F'1) kogulundan ve (2.1) esitsizliginden her F-biiziilme bir biiziilebilir
doéniigtimdiir. Yani 7" doniigiimii bir F-biiziilme ise d(T'z, Ty) > 0 olacak sekilde her
z,y € X igin d(Tz,Ty) < d(x,y) saglanir. Bu yiizden her F-biiziilme doniigiimii

stireklidir.
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Uyar:1 2.3 H;, Hy, € F olsun. Eger her o > 0 i¢in Hy(a) < Ha(a) ve G = Hy —
H, azalmayan bir doniigiim ise bu durumda her H;-biiziilme bir H,-biiziilmedir.

Gergekten, Uyan 2.2 geregince d(Tz, Ty) > 0 olacak sekilde her z,y € X igin
G(d(Tz, Ty)) < G(d(x,y))
esitsizligi elde edilir. O halde d(Tx,Ty) > 0 olacak gekilde her z,y € X i¢in

T+ Ho(d(Tw,Ty)) < 7+ Hi(d(Tx, Ty)) + G(d(Tx, Ty))
Hi(d(z,y)) + G(d(z,y))

Hy(d(z,y))

IN

esitsizligi bulunur.

Banach ve Edelstein sabit nokta teoremlerinden, bir tam metrik uzay iizerinde her
Banach biiziilme doniisimiiniin bir tek sabit noktasi ve bir kompakt metrik uzay
tizerinde her biiziilebilir doniisiimiin bir tek sabit noktasi oldugu iyi bilinmektedir.
Banach’tan Edelstein sabit nokta teoremlerine gecerken doniisiim simiflar1 biiziilme
kosulu ile genislerken uzayin yapisi sinirlanmigtir. Wardowski ise uzayin yapisini

kisitlamadan agagidaki sonucu ispatlamigtir.

Teorem 2.4 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X doniigiimii bir F-biiziilme

olsun. Bu durumda 7" doniigtimiiniin bir tek sabit noktas: vardir (Wardowski 2012).

Ornek 2.8 ve Ornek 2.9’da tanimlanan F; ve F, doniisiimleri goz oniine alindigida
her a > 0 igin Fi () < Fy(«) ve Fy— F} doniigiimii kesin artan oldugundan Uyari 2.2
geregince her biiziilme doniigiimii (2.3) biiziilme sartini saglar. Bu ifadenin tersinin

her zaman dogru olmadigi asagidaki 6rnekte gosterilmistir.

Ornek 2.12 X = {xn = "(”TH) 'n e N} kiimesi alisilmig metrik ile ele alinsin. Bu

durumda (X, d) bir tam metrik uzaydir. 7': X — X doniigiimii

Tx, =



seklinde tammlansm. Ornek 2.8’de tanimlanan Fy(a) = Ina icin T doniistimii bir

Fi-biiziilme degildir. Dolayisiyla bir biiziilme doniigiimii degildir. Gergekten

. d(Txn,T$1> . Tp-1 — 1
llm ———* = lim ——
n—oo  d(Tp, 1) n—oo I, — 1

n(n—1) 1

= lim 22—
n—oo n(n+1)

1

n?>—n—2

= lim ———

n—oon? +mn — 2

=1

elde edilir. Diger taraftan Ornek 2.9’da tammlanan Fy(a) = o + Ina igin T
dontisimii 7 = 1 ile bir F5-biiziilmedir. Bunu gosterebilmek i¢in agagidaki durumlar

incelenmelidir. Her m,n € N igin
d(Txy,Tr,) >0< (m>2ven=1)veya (m>n>1)

olmalidir.

Durum 1 m > 2 ven =1 igin

d(Tme T‘Tl)ed(Txm,Tml)fd(xm,xl) LTm—1 — 1
d(xpm, 1) Ty, — 1

= e m
m2+m — 2
< e ™
< et
esitsizligi bulunur.
Durum 2 m >n > 1 icin
d(Tl‘m, Txn)ed(Ta:m,T:rn)—d(mm,mn) — Lm—1 7 Tn-1 eEfm—1"Tn—1=Tm—Tn
d(xpm, ) Tm — T
m+n—-1
= —e
m+n+1
< enfm

6_1

IN

esitsizligi bulunur.
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Literatiirde Wardowski tarafindan verilen teoremin bir ¢ok genellestirmesi vardir
(Sgrio ve Vetro 2013, Cosentino ve Vetro 2014, Minak vd. 2014, Altun vd. 2015,
Minak vd. 2015, Altun vd. 2016, Olgun vd. 2016).

Tanim 2.7 (X, d) bir metrik uzay ve T': X — X bir déniigiim olsun.

d(z,y),d(z, Tx),d(y, Ty),

M(x,y) = max
o) 3d(z, Ty) + d(y, T)

olmak tizere d(Tx,Ty) > 0 esitsizligini saglayan her =,y € X icin

T+ F(d(Tz,Ty)) < F(M(z,y)) (2.4)

olacak sekilde F' € F ve 7 > 0 mevcut ise T' doniisiimiine genellestirilmis F-biiziilme

adi verilir (Minak vd. 2014).

Asgagidaki teoremde Wardowski ve Ciri¢’in teknikleri kullanilarak F-biiziilme kavram

genellegtirilmigtir.

Teorem 2.5 (X,d) bir tam metrik uzay ve T': X — X doniigiimii bir genellegti-
rilmig F-biiziilme olsun. Bu durumda 7" veya F’ siirekli ise 7" doniigiimii X kiimesinde

bir tek sabit noktaya sahiptir (Minak vd. 2014).

2.2.2 Kiime degerli doniisiimler i¢in F-biiziilmeler

Bu kisimda Wardowski ve Nadler’in teknikleri kullanilarak 2015 yilinda Altun vd.
tarafindan verilen F-biiziilme doéniisiimlerinin kiime degerli versiyonu verilecektir.
Ayrica genellestirilmis kiime degerli F'-biiziilme kavrami ve bazi sabit nokta sonuglar:

hatirlatilacaktr.

Tanmim 2.8 (X, d) bir metrik uzay, F € F ve T': X — C'B(X) bir doniigiim olsun.
Eger H(Tz,Ty) > 0 egitsizligini saglayan her x,y € X igin

T+ F(H(Tz,Ty)) < F(d(z,y))
13



olacak sekilde bir 7 > 0 varsa 7' doniigiimiine kiime degerli F-biiziilme denir

(Altun vd. 2015).

Ornek 2.8’de tanimlanan F; (a) = In o doniisiimii goz 6niine alinirsa her kiime degerli

biiziilme doniigiimii, bir kiime degerli F-biiziilme olur.

Teorem 2.6 (X, d) bir tam metrik uzay ve ' : X — K (X) kiime degerli F-biiziilme

olsun. Bu durumda 7" déniistimii bir sabit noktaya sahiptir (Altun vd. 2015).

Burada her z € X icin T'x kompakttir. F' tizerine bir sart eklenerek Teorem 2.6’da

K(X) yerine CB(X) alindiginda da 7" doniigiimii bir sabit noktaya sahiptir.

Teorem 2.7 (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — CB(X) kiime degerli F-
biiziilme olsun. Ayrica F' asagidaki sarti saglarsa o zaman 71" doniigiimii bir sabit

noktaya sahiptir (Altun vd. 2015).
(F4) inf A > 0 olacak gekilde her A C (0, 00) kiimesi igin
F(inf A) = inf F/(A)

esitligi saglanir.

Asagidaki 6rnek, kiime degerli F-biiziilme doniigiimii olup kiime degerli biiziilme

doniisiimii olmayan doniigtimlerin varligin gostermektedir.

Ornek 2.13 X = {(En = @ :neN } kiimesi ahigilmig metrik ile birlikte ele

alinsin. Bu durumda (X, d) bir tam metrik uzaydir. 7': X — K(X) doniigtimii

Ty {z1} , T =T

{mlnya e 7337171} y T = Tn
seklinde tanimlansin. O halde T' déniigiimii F'(a) = a + Ina ve 7 = 1 ile birlikte
kiime degerli F-biiziilmedir. Ayrica Teorem 2.6'nin diger sartlar: da saglandigindan

T doniigiimiiniin X kiimesinde bir sabit noktasi vardir. Diger taraftan

H(T naT . n—1 1
—( Tn, T21) = lim 1 7 2 1
n—oo  d(Tp, 1) n—oo I, — 1
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olup T kiime degerli biiziilme doniistimii degildir.

Tanim 2.9 (X,d) bir metrik uzay, F € F ve T : X — C'B(X) bir doniigiim olsun.

d(z,y), D(z,Tx), D(y, Ty),

s[D(x,Ty) + D(y, Tx))

M (z,y) = max

olmak iizere H(T'z,Ty) > 0 esitsizligini saglayan her x,y € X i¢in
T+ F(H(Tz, Ty)) < F(M(z,y))

olacak gekilde bir 7 > 0 varsa 71" doniisiimiine genellestirilmis kiime degerli F-

biiziilme denir (Acar vd. 2014).

Ornek 2.8’de tamimlanan Fj(a) = In o doniisiimii goz oniine almirsa her genellesti-
rilmis kiime degerli biiziilme doniigiimii, bir genellestirilmis kiime degerli F-biiziilme

olur.

Teorem 2.8 (X, d) bir tam metrik uzay ve T': X — K(X) genellegtirilmig kiime
degerli F-biiziilme olsun. Eger T veya F' siirekli ise bu durumda 7" doniigiimii bir

sabit noktaya sahiptir (Acar vd. 2014).

Ornek 2.13’te T doniisiimii genellestirilmis kiime degerli F-biiziilmedir ancak genel-

legtirilmis kiime degerli biiziilme degildir.

2.3 «a-Gegisli Doniistimler

Bu kisimda a-gecisli doniisiim tanimi hatirlatilarak kiime degerli doniigtimler igin
baz1 sabit nokta teoremleri verilecektir.

Simdi ¢ : [0, 00) — [0, 00) fonksiyonu igin agagidaki kogullar g6z 6niine alinsin:

1) 1 azalmayan bir doniigiimdiir,

1y) Her ¢ > 0 igin lim ¢"(t) = 0 saglanr,
15



14) Hert > 0igin > ¥"(t) < oo gerceklenir.
n=1

U = {9 : ¢, ve P4 saglanir} ve & = {1 : ¥, ve 1, saglanir} seklinde alimrsa ¥ C &

olacagi aciktir.

Lemma 2.1 Eger ¢) € ® ise bu durumda her ¢ > 0 igin ¢(¢) < t gerceklenir.

Ispat. (v,) kosulundan her ¢ > 0 igin lim ¢"(t) = 0 elde edilir. En az bir ¢, > 0

icin ¥(tg) > to olsun. ¢ déniigiimiiniin azalmayan oldugu dikkate alinirsa

to < Y(to) <9 (¥(ty)) < -+ < Y"(to) < -+
olacaktir. Son esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa

n—oo

olur ki bu bir ¢eligkidir. Bu durumda ¢ > 0 igin ¢ (t) < t gergeklenir. m

Lemma 2.2 Eger 1) € ® ise bu durumda (0) = 0 gergeklenir.

Ispat. 1(0) # 0 olsun. Bu durumda (0) = t; > 0 yazlabilir. ¢ doniistimiiniin
azalmayan oldugu dikkate alimirsa ¢ (0) < (1) elde edilir. Buradan Lemma 2.1
geregince

0<t; = w(O) < 1/J<t1> <t

olur ki bu bir geligkidir. O halde 1) € ® iken ¥ (0) = 0 gergeklenir. m

Lemma 2.3 Eger ¢ € ® ise bu durumda ), sifir noktasinda siireklidir.

Ispat. ¢ € ® olsun. Bu durumda Lemma, 2.2 geregince ¢/(0) = 0 gergeklenir. Simdi
t, — 0 almsin. 9(t,) — (0) = 0 oldugu gosterilmelidir. ¢, — 0 oldugundan
t, — 07 olur ki bu ise her n € N i¢in 0 < ¢,, demektir. 1) déniigiimiiniin azalmayan

oldugu dikkate alinirsa

0=1(0) <9Y(ty) < tn
16



elde edilir. Son esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa
$(tn) — (0) =0
bulunur. O halde 1) € ® iken 1, sifir noktasinda siireklidir. =
Ornek 2.14 ¢ : [0,00) — [0,00) fonksiyonu A € [0,1) olmak iizere ¥(t) = A%t
seklinde tanimlansin. Bu durumda ) € ¥ olacag agiktir.

Ornek 2.15 ¢ : [0,00) — [0, 00) fonksiyonu

, 0t

IN
N[

<
—~
<~
N—
I
INGESS

L
5 )

~

<

o= A

SN
—

seklinde tanimlansin. Bu durumda ) € ¥ oldugu aciktir.

Tanim 2.10 X bos olmayan bir kiime, o : X x X — [0,00) bir fonksiyon ve
T : X — X bir doniisiim olsun. Eger a(x,y) > 1 olacak sekildeki her x,y € X igin

a(Tx,Ty) > 1 oluyorsa T' doniisiimiine a-gegigli doniigiim denir (Samet vd. 2012).

Ornek 2.16 X = [0,00) olmak tizere T : X — X doniisiimii her 2 € X icin

Tr=Inzvea: X x X — [0,00) fonksiyonu

eV o x>y
oz, y) = .
, T<yY

seklinde tanimlanirsa 7" doniistimii a-gegislidir.

Ornek 2.17 X = (0,00) olmak tizere T : X — X doniistimii her z € X icin

Tr=Inzvea: X x X — [0,00) fonksiyonu

3, 2>y
a(z,y) = .
, <Y

seklinde tanimlanirsa 7' doniistimii a-gegislidir.
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Tanim 2.11 (X, 7) bir topolojik uzay, o : X x X — [0, 00) bir fonksiyon ve {z,},
X kiimesinde bir dizi, z € X olsun. Her n € N i¢in a(z,,z,41) > 1 ve z, —
x iken a(z,,xr) > 1 sarti saglamyorsa a fonksiyonu (B) 6zelligine sahiptir denir

(Samet vd. 2012).

Simdi a-gegisli kiime degerli doniigiimler ve bu doéniigiimlerden elde edilen sabit

nokta teoremleri incelenecektir.

Tanim 2.12 (X, d) bir metrik uzay, T : X — P(X) bir kiime degerli doniigiim,

Y eWvea: X xX — |[0,00) bir fonksiyon olsun. Eger her z,y € X i¢in
a(z,y)H(Tz,Ty) < P(d(r,y))
esitsizligi saglaniyorsa 7" doniigiimiine kiime degerli a-1-biiziilme,
a,(Tz, Ty) = inf{a(a,b) : a € Tz, b € Ty}

olmak iizere

esitsizligi saglaniyorsa 1" doniigiimiine kiime degerli «,-1)-biiziilme doniisiimii denir

(Asl vd. 2012).

Tamim 2.13 X bos olmayan bir kiime, 7" : X — P(X) bir doniigiim ve o : X x X —

[0, 00) bir fonksiyon olsun.

a) Eger her x € X vey € Tz i¢in a(z,y) > 1 oldugunda her z € Ty i¢in a(y, z) > 1

oluyorsa T doniistimii a-gecisli kiime degerli doniigiim olarak adlandirilir,

b) Egerherz € X vey € Tz igin a(z,y) > 1 oldugunda o, (Tx, Ty) > 1 oluyorsa T

doniigiimii «,-gegisli kiime degerli doniigiim olarak adlandirilir (Asl vd. 2012).

Acikca goriiliiyor ki, a,-gecisli kiime degerli doniisiim ayni zamanda bir a-gecisli
kiime degerli doniisiimdiir. Ancak agagidaki érnek bu énermenin tersinin genelde

dogru olmadigim gostermektedir (Minak vd. 2013).
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Ornek 2.18 X = [—1, 1] kiimesi ele alinsmn. a : X x X — [0, 00) fonksiyonu

0, z=y
1, z#y

az,y) =

ve T : X — P(X) doniisiimii

{—J}} X ¢ {_170}
Tx=4 {0,1} r=-—1
{1} r=0

seklinde tanimlansin. Bu durumda z = =1 vey =0 € Tz = {0, 1} i¢in a(z,y) > 1
olmasina ragmen o, (Tx,Ty) = a.({0,1},{1}) = 0 olur. Dolayisiyla 7" doniigiimii
bir a,-gecisli kiime degerli doniisiim degildir. Ancak T doniisiimii a-gecisli kiime
degerli doniisiimdiir. Gercekten de asagidaki durumlar 7" doniisiimiiniin a-gecisli

doniisiim oldugunu gosterir:

1) x =0isey = 1 ve a(z,y) > 1 dir. Aynica z = —1 € Ty = {—1} i¢in
a(y, z) > 1 elde edilir.

2) r=—1lisey € {0,1} ve a(x,y) > 1 dir. Ayrica her z € Ty i¢in a(y,z) > 1
elde edilir.

3) x ¢ {-1,0} ise y = —x ve az,y) > 1 dir. Ayrnica z = = € Ty = {z}
oldugundan a(y, z) > 1 elde edilir.

Bu doniistimlerle ilgili agagidaki sabit nokta teoremleri verilmigtir.

Teorem 2.9 (X, d) bir tam metrik uzay, o : X x X — [0, 00) bir fonksiyon, ¢ € ¥
kesin artan bir fonksiyon ve T': X — C'B(X) a-gegisli ve kiime degerli a-1)-biiziilme
doniigiimii olsun. Ayrica a(zg,z1) > 1 olacak sekilde zo € X ve x; € Tzg olsun.
Eger T siirekli veya «, (B) ozelligine sahip ise bu durumda 7" doniigiimii bir sabit

noktaya sahiptir (Mohammadi vd. 2013).
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Teorem 2.10 (X,d) bir tam metrik uzay, o : X x X — [0,00) bir fonksiyon,
1) € U kesin artan bir fonksiyon ve T : X — CB(X) a,-gegisli ve kiime degerli «,-
Y-biiziilme doniigiimii olsun. Ayrica a(xg, 1) > 1 olacak sekilde 7o € X ve 21 € T'zg
olsun. Eger T siirekli veya «, (B) 6zelligine sahip ise bu durumda 7" déniigiimii bir

sabit noktaya sahiptir (Asl vd. 2012).

Durmaz ve Altun 2016 yilinda a-gegisli kiime degerli doniigtimler i¢in F-biiziilme

kavram ile elde ettikleri sabit nokta teoremini ifade ve ispat etmistir.

Tanim 2.14 (X, d) bir metrik uzay, T : X — CB(X) ve a: X x X — [0, 00) iki

doniistim olsun.
To ={(z,y) :a(x,y) > 1ve HTz,Ty) >0} C X x X
kiimesi tamimlansin. F' € F verildiginde, her (z,y) € T, i¢in
T(d(z,y)) + F(H(Tz,Ty)) < F(d(z,y)) (2.5)

olacak sekilde bir 7 : (0,00) — (0, 00) fonksiyonu varsa 7" déniigiimiine bir kiime

degerli (o, F)-biiziilme denir (Durmaz ve Altun 2016).

Burada 7 fonksiyonu, 7" déniisiimiiniin biiziilme ¢arpani olarak adlandirilir.

Teorem 2.11 (X, d) bir tam metrik uzay, 7' : X — K(X) a-gegisli ve 7 biiziilme

carpani ile kiime degerli bir («, F')-biiziilme olsun. Her s > 0 i¢in

liminfr(t) >0 (2.6)

t—st

ve a(xg, 1) > 1 olacak sekilde xg € X ve x1 € T'xg olsun. Eger T' doniigiimii kapal
kiime degerli doniigiim veya «, (B) 6zelligine sahip ise bu durumda 7" doniigiimii bir

sabit noktaya sahiptir (Durmaz ve Altun 2016).
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3. iKi METRIGE SAHIP BiR KUME UZERINDE TEK DEGERLI
DONUSUMLER ICIN SABIT NOKTA TEOREMLERI

Bu boliimde 6ncelikli olarak Agarwal ve O’Regan tarafindan verilen iki metrige sahip
bir kiime iizerinde genellestirilmig biiziilmeler i¢in sabit nokta teoremleri incelenip
daha sonra iki metrige sahip bir kiime iizerinde F-biiziilmeler icin elde edilen sonuclar

verilecektir.

3.1 1Iki Metrige Sahip Bir Kiime Uzerinde Sabit Nokta Teoremi

Bu kisimda iki metrige sahip bir kiime {izerinde tek degerli doniistimler icin sabit
nokta teoremleri verilecektir. Burada, aligsilmig sabit nokta teori caligmalarindan
farkl olarak, bir metrik iizerinde biiziilme doniisiimii alinirken diger metrik iizerinde

uzayin tamlig1 kabul edilmektedir.

(X, p) bir metrik uzay ve d, X iizerinde bir diger metrik olsun. zy € X ve r > 0
iken

B(zg,r) ={z € X : d(x,x0) <1}

ve B(xo,r)", B(o,7) agk yuvarimn p-kapamsgmi belirtsin.
Asagida d # p seklinde verilen notasyon bazi x,y € X igin d(z,y) # p(z,y) anlamna

gelmektedir.

Tanim 3.1 (X,d) ve (Y,p) iki metrik uzay ve 7' : X — Y bir doniigiim olsun.
Eger her € > 0 igin d(z,y) < 0 iken p(T'z,Ty) < € olacak gekilde 6 > 0 varsa T

doniisiimiine diizgiin siireklidir denir.

Teorem 3.1 (X, p) bir tam metrik uzay ve d, X kiimesi iizerinde bir diger metrik,

z0€ X, r>0veT: B(xo,r) — X bir doniigiim olsun. z,y € B(zo,r)’ icin

d(Tx,Ty) < q¢M(z,y) (3.1)
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olacak gekilde ¢ € (0,1) mevcut olsun ve agagidaki iig 6zellik saglansin:

(i) d(zo, Txo) < (1 —q)r

(ii) d % pise T : (B(zo,7),d) — (X, p) diizgiin siirekli

(iii) d # pise T : (mp, p) — (X, p) siirekli

Bu durumda 7' doniigtimii bir sabit noktaya sahiptir. Yani, x = T'x olacak sekilde

z € Blxo,r)" vardir (Agarwal ve O’Regan 2000).

Agagidaki sonug Teorem 3.1’in bir genellegtirmesidir.

Teorem 3.2 (X, p) bir tam metrik uzay ve d, X kiimesi iizerinde bir diger metrik,
T : X — X bir doniigiim olsun. Her z,y € X i¢in (3.1) esitsizligi saglanacak sekilde
q € (0,1) mevcut olsun ve agagidaki iki 6zellik saglansin:

(a) d ¥ pise T: (X,d) — (X, p) diizgiin siirekli

(b) d#pise T: (X, p) — (X, p) siirekli

Bu durumda 7" déniigiimii bir sabit noktaya sahiptir (Agarwal ve O’Regan 2000).

3.2 1Iki Metrige Sahip Bir Kiime Uzerinde F-Biiziilmeler i¢in Sabit Nokta

Teoremleri

Bu kisimda iki metrige sahip bir kiime iizerinde tek degerli doniisiimler icin War-
dowski ve Maia tarafindan verilen teknikleri kullanarak sabit nokta sonuclar1 elde

edecegiz. Burada F' € F fonksiyonlarini siirekli olarak ele alacagiz.

Teorem 3.3 (X, p) bir tam metrik uzay ve d, X kiimesi iizerinde bir diger metrik,
T : X — X bir déniigiim olsun. F' € F ve d(Tz,Ty) > 0 esitsizligini saglayan her
z,y € X icin

T+ F(d(Tz,Ty)) < F(M(z,y))

olacak gekilde 7 > 0 mevcut olsun. Ayrica

eger d ¥ pise T: (X,d) — (X, p) diizgiin siirekli (3.2)
22



ve

eger d # pise T : (X, p) — (X, p) stirekli (3.3)

olsun. Bu durumda 7" doniigtimii X kiimesinde bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. 2y € X keyfi bir nokta ve {,}, X kiimesinde n € {1,2,...} icin =, = Tz,_;
ile tamimh bir dizi olsun. Eger x,,.1 = x,, olacak sekilde ny € {0,1,2,...} varsa
Tx,, = x,, elde edilir. Boylece T' doniigiimii bir sabit noktaya sahiptir. Simdi
her n € {0,1,2,...} igin x,.1 # z, ve d, = d(zpy1,x,) alalim. Bu durumda her

n €40,1,2,...} i¢in d,, > 0 olur. Hipotezden

F(d,) = F(d(rpi1,7,)) =F(d(Txy, Tx, 1)) (3.4)
< F(M(zp,Tp-1))—7T
d(xp, Tp1), d(Tp, Tni1),

= F | max -7
%d(xn—hxn—i—l)

< F(max{d(z,,xn_1),d(Tn, Tpi1)} — T

= F(max{d,_1,d,})— 7

esitsizligini elde ederiz. Eger bazi n € {1,2,...} i¢in d,, > d,,_; ise, bu durumda (3.4)
esitsizliginden F'(d,) < F(d,) — 7 elde edilir ki 7 > 0 oldugundan bu bir ¢eligkidir.
Bu sebeple her n € {1,2,...} i¢in d,, < d,,—1 ve (3.4) esitsizliginden

F(d,) < F(d,—1)—T

gerceklenir. Boylece

F(d,) < F(d,.1)—7 (3.5)
< (F(dp2)—71)—71
< F(dy) —nt
olur. (3.5) esitsizliginde n — oo igin limit alimirsa lim F'(d,) = —oo elde ederiz.
Dolayisiyla (F2) kogulundan
limd, =0
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buluruz. (F'3) kosuluyla birlikte

lim d* F(d,) =0

n—oo

olacak gekilde k € (0,1) vardir. (3.5) esitsizliginden her n € {1,2,...} i¢in
dyF(d,) — dyF(do) < —dinT <0 (3.6)
esitsizligini elde ederiz. (3.6) esitsizligini kullanarak ayrica

lim nd® = 0

n—oo

buluruz. Dolayisiyla her n > n; igin nd® < 1 olacak sekilde n; € {1,2,...} vardir.
Boylece her n > n; igin

1
dn < ik (3.7)
esitsizligini elde ederiz.

{z,,} dizisinin d metrigine gore bir Cauchy dizisi oldugunu gostermek i¢in m > n >

ny olacak gekilde m,n € N alalim.

(3.7) esitsizligi ile metrik igin {iggen esitsizligini kullanarak

d(xna xm) < d(l’n, anrl) + d($n+17 xn+2) + ...+ d(xmfla xm)

- dn + dn+1 + ...+ dm—l
m—1 00 00 1

= D i<y i<y on
j=n i=n j=n’

esitsizligini elde ederiz.

Z ]1% serisinin yakinsakligindan lim d(x,,z,) = 0 buluruz. Boylece {z,} dizisi
j=1

(X, d) metrik uzaymnda bir Cauchy dizisidir.

Simdi {z,} dizisinin p metrigi ile birlikte de bir Cauchy dizisi oldugunu iddia edi-
yoruz. Eger d > p ise bu durum onemsizdir. O halde d # p durumunu gozoniine

alalim. € > 0 verilsin. (3.2) ozelliginden z,y € X ve d(x,y) < ¢ iken

p(Tx,Ty) < e (3.8)
24



olacak sekilde d(¢) > 0 bulunur. Dolayisiyla lim d(x,,x,,) = 0 oldugundan her

n,m > N igin
d(xp, Tp) < 0 (3.9)
olacak gekilde N € {1,2,...} vardir. (3.8) ve (3.9) esitsizliklerinden her n,m > N
icin
P(Tns1, Tmr1) = p(Tan, Tam) <€
elde ederiz ve boylece {x,} dizisi p metrigine gore bir Cauchy dizisi olur. (X, p) bir

tam metrik uzay oldugundan n — oo iken p(x,,z) — 0 ile x € X vardir.

Simdi = noktasinin 7" doniisiimiiniin sabit noktasi olup olmadigini aragtiralim.

Eger d # p ise bu durumda

o
IA

p(z,Tx)
< pla, ) + p(an, Tr)

= p(z,zn) + p(T2n1, Tx)

esitsizligini elde ederiz. n — oo igin limit alinarak ve (3.3) ozelligi kullanilarak
p(x,Tz) = 0 buluruz. Boylece z, T' déniigiimiiniin bir sabit noktas: olur.

Simdi d = p ve x # Tz oldugunu kabul edelim. Boylece her n; > ng igin bir ng € N
ve {x,} dizisinin bir {x,, } altdizisi vardir (eger olmasaydi, her n > n, icin z,, — T’z
oldugundan z,, = Tz olacak sekilde n; € N var olacakti. x # Tz oldugundan
bu bir ¢eligkidir). Her ny > ng icin d(T'x,,, Tx) > 0 oldugundan (2.4) esitsizligini

kullanarak

T+ F(d(xp,11,Tx)) = 7+ F(d(Txy,,Tx))
< F(M(zy,,x))

d(xnk7 x)’ d(xnk7 xnk+1)7
= [ | max d(x,Tx),
L (@0, , T) + (2, Ty i1)]
esitsizligini elde ederiz.

k — oo i¢in limit alinarak ve F' fonksiyonunun siirekliligi kullanilarak

T+ F(d(x,Tz)) < F(d(z,Tx))
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olur ki bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla x, T' doniigiimiiniin bir sabit noktasidir. Boylece

ispat tamamlanmig olur. m

Uyar1 3.1 Eger Teorem 3.3’de d = p alinirsa bu durumda Teorem 2.5 saglanir.

Uyar1 3.2 Eger Teorem 3.3'de F(«) = Ina secilirse bu durumda Teorem 3.2

saglanir.

Asagidaki sonug Teorem 3.3 kullanilarak kolaylikla elde edilir.

Sonug 3.1 (X, p) bir tam metrik uzay ve d, X kiimesi iizerinde bir diger metrik,
T : X — X bir doniigiim olsun. F' € F (F doniigiimiiniin siirekliligi olmaksizin) ve

d(Tz,Ty) > 0 esitsizligini saglayan her x,y € X i¢in
T+ F(d(Tz,Ty)) < F(d(z,y))

olacak gekilde 7 > 0 mevcut olsun. Ayrica (3.2) ve (3.3) ozellikleri saglansin. Bu

durumda 7" doniigiimii X kiimesinde bir sabit noktaya sahiptir.

Asagidaki 6rnek Uyari 3.1’in gerceklendigini gostermektedir.

Ornek 3.1 X = {% :n € N}JU{0} ved(z,y) = p(z,y) = |z — y| alahm. Dolayisiyla
(X, p) bir tam metrik uzaydir. 7': X — X doniigtimiinii

1 _ 1
Ty =4 ®FDF 0 e
0 , =0
seklinde tanimlayalim.
d(Tx, T
Sup ( ‘1.7 y) — 1

z,yeX, x#y M(Z’, y)
oldugundan (3.1) esitsizligini saglayan ¢ € (0, 1) bulanamaz. Boylece Teorem 3.2 bu

ornek icin gecerli degildir.
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Simdi

Ino 2
F(a) = Ve  O<a<e .
2, 2 2
a—e +=2 a>e

bi¢iminde tanimlayalim. F' fonksiyonunun siirekli ve ' € F oldugu kolayca goriilebilir.

7 = In 2 ile birlikte T déniigiimiiniin genellestirilmis F-biiziilme oldugu da goriilebilir.

Bunun i¢in oncelikle

sup d(z,y) =1 < é?

z,yeX
oldugunu dikkate alalim.
Her z,y € X i¢in
d(Tx,Ty) >0=Imn2+ F(d(Tz,Ty)) < F(M(x,y)) (3.10)

olacak gekilde 7 = In 2 ile birlikte 7" doniigiimii genellestirilmis F-biiziilmedir.
Bunu gostermek icin, her z,y € X igin
d(Tz,Ty) >0=1n2+ F(d(Tz,Ty)) < F(d(z,y))

oldugunu gostermek yeterlidir.

Her z,y € X icin

_ 1

& {d(Tz,Ty) > 0= d(Tx, Ty)ViT=Td(z,y) Vi <

N | —
| I

1 1
& [|Tx—Ty|>0:>|Tx—Ty|\/Tw7Ty|x_y| Vel <

N | —
—_

oldugunu gosterelim.
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L o L
Simdi, eger m > n igin v = & ve y = 2 ise

1

1 ——
- (’n+1)2 (m+1)2 X

[T — Ty| Vol |z — y| Vil = (

_ (mah(min
(m 12 — (n+ 12 V22
e > . "
(n+1)" (m+1)
<m2 — n2)_ 7:2”:”2
n2m?
_ )G
(m + 1)2 _ (n + 1)2 (12— (nt1)2 .
(n+1)*>(m+1)>
m? —n?m 4 n+2) Viz
n2m2 m4+n+ 2
)G
(m+1)% = (n+1)%\ Vonrz-ms?
) (n+1)*(m+1)? X
(m41)’—(n+1)* TV
(n+1)*(m+1)*
(m+n)(n+1)2(m+1)2
(m+n+2)n2m?2
(n4+1)(m+1) _ nm
(m + 1)2 —(n+ 1)2 Vo212 Vm?—n?
B (n+ 1)2 (m + 1)2 X
< (m+n+2)n2m2 )7:2"1#
(m—+n)(n+1)7%(m+1)>

esitligini elde ederiz. Diger taraftan

(m+1)2—(n+1)2 <1
(n+172(m+1)>* — 2
(n+1)(m+1) nm

- >1
\/(m+1)2— (n+1)2 Vm'—n’

ve
(mtntwm’
(m+n)(n+1)%(m+1)>

oldugundan

1 _ 1
Tz — Ty| VT |x — y| Vil <
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esitsizligini buluruz. Boylece (3.10) esitsizligi saglanir.

Egerx:n—gvey:Oise

|Tx—Ty|\/ﬁ|x—y|f\/ﬁ = b ‘(nﬁlﬂ‘ ks e
(n+1)2 n?
n2n
- (n_l_l)Z(n—f—l)
2(n+1) 1

:

<

n+ 1)2(n+1) 7’L2
2(n+1) 1
n2

esitsizligini elde ederiz. Boylece bu durumda da (3.10) esitsizligi saglanir.

N}

Dolayisiyla Teorem 3.3’iin tiim kogullar: saglandigindan 7' doniigtimiiniin X kiimesinde

bir sabit noktasi oldugunu elde ederiz.

Asagidaki ornek Teorem 3.3%iin, Teorem 2.5’in gercek bir genellestirmesi oldugunu

gostermektedir.

Ornek 3.2 X = {xn = @ 'n € N} kiimesi, p(z,y) = |z — y| ve

0 , T=1Y

d(z,y) =
1—|—|l‘—y‘ ) Q?#y

metriklerini ele alahm. Dolayisiyla (X, p) bir tam metrik uzaydir. 7 : X — X

doniistimiinii
Ty — T , r =T
Tpo1 , T=2Tp,N>2
olacak gekilde tanimlayalim.
Supd(Txn,Txl) — s 1+ |zp_1 — 24|
n>1 M(zp, x1) n>1 1+ |20 — 21|, 1+ |20 — 0|, 1,
max
% L+ [vn — 21| + 1+ |20 — 2]
n(n-1)
= sup 2 -
n>lmax {@, 1+n,1, %}
=1
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oldugundan (3.1) esitsizligini saglayan ¢ € (0, 1) bulanamaz. Boylece Teorem 3.2 bu
ornek icin uygulanamaz.
Simdi @« > 0, F(a) = a+ Ina ve 7 = 1 i¢in Teorem 3.3’tin biiziilme kogulu

d(Tz,Ty) > 0 olmak iizere

AT, TY) ey M) < o1

M(z,y) B
esitsizligi olur. Burada m,n € N icin

d(Txpm, Tx,) >0 (m>2ven=1)veya (m>n>1)

durumlarini inceleyelim. O halde agagidaki iki durumu goz 6niine almaliyiz.

Durum 1 m >2ven=1Iise

d<Txm7 Txl) ed(TJ:m,Twl)—M(azm,xl) _ m — 1€—m
M(zp,, x1) m+ 1
< et

esitsizligini elde ederiz.

Durum 2 m >n > 1 ise

d(T'T”“ Tx") ed(Txm,Txn)—M(a:m,:cn) _ d<xm*17 x"*1>ed(:r:m_l,xn_l)—M(xm,xn)
M (zp, z,) M(zp, x,)
1+@%4M2+H—U
- 1+(m—n)(m+n—1)
2
< et

esitsizligini elde ederiz. Boylece Teorem 3.3’tin biiziilme kogulu saglanir. Diger
taraftan d > p oldugundan (3.2) kosulu saglanir ve 7, diskre topoloji oldugundan
(3.3) kosulu da saglanir. Sonug olarak Teorem 3.3, T' doniigiimiiniin X kiimesinde

bir sabit noktasi oldugunu garanti eder.
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4. iKi METRIGE SAHIP BiR KUME UZERINDE KUME DEGERLI
DONUSUMLER ICIN SABIT NOKTA TEOREMLERI

Bu boliimde oncelikle Lazar, O’Regan ve Petrugel tarafindan verilen iki metrige
sahip bir kiime iizerinde genellestirilmis kiime degerli biiziilmeler i¢in sabit nokta
teoremleri incelenecektir. Ayrica iki metrige sahip bir kiime iizerinde kiime degerli

F-biiziilmeler ve a-gecisli doniisiimler icin elde edilen sonuclar verilecektir.

Ik olarak iki metrige sahip bir kiime iizerinde kiime degerli doniistimler icin verilen

sabit nokta sonuclarini ifade edelim.

(X, d) bir metrik uzay ve p, X iizerinde bir diger metrik olsun. zy € X ve r > 0
iken

By(xg,r) ={xr € X : d(x,z9) < r}

ve By(zo, T)p, By(zo,7) agik yuvarinim p-kapanigini belirtsin.

Teorem 4.1 X bogtan farkli bir kiime, xq € X ve r > 0 mevcut olsun. X iizerinde
d ile p iki metrik ve T : Bp(xo,r)d — P(X) kiime degerli doniigiim olmak iizere

asagidaki ozellikler saglansin:

(i) (X,d) bir tam metrik uzay

(ii) Vz,y € X i¢in d(z,y) < cp(x,y) olacak gekilde ¢ > 0 mevcut

(ifi) d # p ise T : B,(z0,7) — P(X%) kapall

(iv) d=pise T: md — C(X9)

(v) Vz,y € md icin H,(Tz, Ty) < aM,(z,y) olacak sekilde o € [0, 1) mevcut

(vi) D,(zo,Txo) < (1 —a)r

Bu durumda z* € T'z* olacak sekilde z* € B, (o, r)d vardir. Yani 7" dontigiimii bir

sabit noktaya sahiptir (Lazar vd. 2008).
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4.1 F-Biiziilmeler icin Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda iki metrige sahip bir kiime iizerinde genellestirilmis kiime degerli F'-

biiziilmeler i¢in sabit nokta sonuglar1 elde edecegiz.

Lemma 4.1 (X,d) bir metrik uzay, + € X ve A, X kiimesinin kompakt bir alt
kiimesi olsun. Bu durumda d(z,a) = D(z, A) olacak sekilde bir a € A vardr.

Teorem 4.2 (X, p) bir tam metrik uzay ve d, X kiimesi iizerinde bir diger metrik,
T : X — Ky(X) genellestirilmis kiime degerli F-biiziilme olsun. Her bir z,y € X
icin

ple,y) < cd(z,y) (4.1)
olacak gekilde ¢ > 0 mevcut olsun. Eger T" kapali kiime degerli déniigiim (p metrigine

gore) ise, bu durumda 7' doniigiimii X kiimesinde bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. zp € X alahm. Her z € X icin Tz bostan farkl oldugundan z; € T
segebiliriz. Eger z; € T'zy ise xy1, T doniigtimiiniin bir sabit noktasidir ve bodylece

ispat tamamlanir.

x1 ¢ Tzy alalim. Tx; kapal oldugundan D(x1,Tx1) > 0 olur. Diger taraftan, (F'1)
kosulundan ve D(xq,Tz1) < H(Txo, Tx1) oldugundan

F(D(21, Ty)) < F(H(Txo, T1))

esitsizligini elde ederiz. T' doniigiimii genellestirilmis kiime degerli F-biiziilme oldugun-

dan

F(D(x1,Tz)) < H(Txy,Tt)) M(zg, 1)) — T (4.2)

330,.1’1 $0,T$0) D($1,Tx1),
= -7
D(zo,Txy) + D(x1,Tx0)]

1
< ax d 1‘0,1’1 $1>Tx1) 2D($07Tx1>}) -7

5507% (1U1,T5E1),

% (o, 21) + D(x1, Tx1)]
= max {d(mo,x1 Il,Tﬂ)}) -7
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yazabiliriz. Eger d(xg,x1) < D(x1,Txy) ise
F(D(xy,Tx)) < F(D(21,Tx1)) — 7
esitsizligini elde ederiz ki 7 > 0 oldugundan bu bir geligkidir. O halde
F(D(x1,Txy)) < F(d(zo,21)) — 7

esitsizligini buluruz. Tx; kompakt oldugundan Lemma 4.1 geregince d(xq,x2) =

D(xyTxy) olacak sekilde x5 € T'xy vardir. Boylece (4.2) kosulundan
F(d(zy,22)) < F(H(Tx,Tx1)) < F(d(z, 1)) — T

olur. Bu sekilde devam edilirse x,,1 € Tz, olacak sekilde X kiimesinde bir {z,}

dizisi vardir ve her n € N igin
F(d(xp,tpi1)) < Fd(xp, zp_1)) — T (4.3)

olur. Eger z,, € T'z,, olacak sekilde ny € N varsa z,,, T dontisimiiniin bir sabit
noktasidir. O halde, her n € N i¢in z, ¢ Tz, olsun. Bu durumda n € N i¢in
a, = d(zp, T,11) ile tammlayalim. Her n igin a,, > 0 oldugundan ve (4.3) esitsizligini

kullanarak
F(a,) < Flap1) — 7 < F(ap_2) — 27 < ... < F(ag) — nr (4.4)

elde ederiz. (4.4) esitsizliginde n — oo ig¢in limit alimirsa lim F'(a,) = —oo olur.

Dolayisiyla (F2) kogulundan

lima, =0

n—oo

buluruz. (F'3) kosuluyla birlikte
T}LrganF(an) =0
olacak sekilde k € (0,1) vardir. (4.4) esitsizliginden her n € N igin
a"F(a,) — a*F(ag) < —afnt <0 (4.5)

esitsizligini elde ederiz. (4.5) esitsizliginde limit alinirsa

lim na® = 0

n—oo
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olur. Dolayisiyla her n > n; igin na® <1 olacak sekilde n; € N vardir. Boylece her
n > ny i¢in

a, < — (4.6)

esitsizligini elde ederiz.

{z,,} dizisinin d metrigine gore bir Cauchy dizisi oldugunu gostermek i¢in m > n >
ny olacak sekilde m,n € N alalim. (4.6) esitsizligini ve metrik igin ticgen esitsizligini

kullanarak

d(l’n, xm) < d(xna mn-l—l) + d(xn+17 xn+2) + ...+ d<xm—1a xm)

= Up+apy1+ ...+ AQp—1

m

-1 00 oo 1
= ZaiSZQiSZm
n i=n i:nz

1=

buluruz.

[e.9]

Z 7 serisinin yakmsakhgmdan lim d(z,, z,,) = 0 olur. Boylece {,} dizisi (X, d)

n—oo

i=1
metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir.

(4.1) esitsizliginden {z,} dizisi ayn zamanda (X, p) metrik uzayinda da bir Cauchy
dizisidir. (X, p) bir tam metrik uzay oldugundan n — oo iken p(z,,x) — 0 olacak

sekilde x € X vardir.

T kapall kiime degerli bir doéniigiim (p metrigine gore) ise (z,,zn,11) — (z,)
oldugundan x € Tz elde edilir. Dolayisiyla, 7' doniisiimii X kiimesinde bir sabit

noktaya sahiptir.
Boylece ispat tamamlanmig olur. m

Uyar:1 4.1 Eger Teorem 4.2’de d = p alinirsa bu durumda Teorem 2.8 saglanir.

Sonug 4.1 (X, p) bir tam metrik uzay ve d, X kiimesi iizerinde (4.1) kosulunu

saglayan bir diger metrik ve T : X — K,(X) kiime degerli F-biiziilme olsun. Eger
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T kapali kiime degerli doniisiim (p metrigine gore) ise bu durumda 7" doniigtimii X

kiimesinde bir sabit noktaya sahiptir.

Uyar: 4.2 Teorem 4.2°de her x € X icin Tz kompakttir. Burada aklimiza soyle bir
soru gelebilir: T : X — CBy(X) genellestirilmis kiime degerli bir F-biiziilme iken
T doniigtimii bir sabit noktaya sahip midir? Asagidaki 6érnek bu sorunun cevabinin

olumsuz oldugunu gostermektedir.

Ornek 4.1 X =[0,1], p ahsilmis metrik ve

0 , T=Y

d(z,y) =

metrigini ele alahm. Bu durumda (X, p) bir tam metrik uzaydir ve her z,y € X i¢in
p(x,y) < d(z,y) oldugu agiktir. 7,4 diskre topoloji oldugundan X kiimesinin tiim
alt kiimeleri kapali ve hatta sinirhdir. Dolayisiyla X kiimesinin tiim alt kiimeleri d
metrigine gore kapali ve sinirhdir.

(), X'in biitiin rasyonel sayilarinin kiimesi olmak tizere T : X — C'By(X) doniigiimiinii

Q , reX\@Q
X\Q , €@

Ty =

seklinde tanimlayalim. Boylece T" doniisiimiiniin sabit noktas1 yoktur.
Simdi
Ina , a<l1

F(a) = !
a o, a>

olacak sekilde F' : (0,00) — R fonksiyonlarim tanimlayalim. Buradan F € F
oldugu goriilebilir. Simdi 7" doniigtimiiniin genellestirilmis kiime degerli F-biiziilme

oldugunu yani her z,y € X icin 7 = 1 ile birlikte
H(Tz,Ty)>0= 1+ F(H(Tx,Ty)) < F(M(z,y))

esitsizliginin saglandigini gosterelim.

H(Tz,Ty) > 0 ise {z,y} N @ kiimesi tek elemanhdir. Boylece H(T'z,Ty) > 0
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esitsizligini saglayan x,y € X icin

H(Tx,Ty) = H(Q,X\Q)

IA
=
B

s

ve buradan

1+ F(H(Tz,Ty)) < F(M(z,y))

esitsizligini elde ederiz.

Simdi F' iizerine (F'4) sartim ekleyerek, Teorem 4.2’de Ky(X) yerine C'By(X) ala-

biliriz.

Fi ile (F1) — (F4) kogullarim saglayan tiim F' fonksiyonlarin kiimesi ifade edilsin.
Bu durumda F, C F olacag: agiktir.

Teorem 4.3 (X, p) bir tam metrik uzay ve d, X kiimesi iizerinde (4.1) kogulunu
saglayan bir diger metrik, 7' : X — CBy(X) doniigiimii F' € F, ile genellegtirilmisg
kiime degerli bir F-biiziilme olsun. Eger T kapal kiime degerli doniigiim (p metrigine

gore) ise bu durumda 7" doniigiimii X kiimesinde bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. 2y € X alahm. Her z € X icin Tz bostan farkll oldugundan z; € Tz
secebiliriz. Eger z1 € Tz ise xq, T doniisiimiiniin bir sabit noktasidir ve boylece
ispat tamamlanir.

xy ¢ Txy alalim. T'zy kapal oldugundan D(xy,T'z1) > 0 olur. Diger taraftan, (F'1)
kosulundan ve D(zy,T21) < H(Txo, Tx;) oldugundan

F(D(fEh T.I'l)) S F(H(T:U(), Tl'l))
esitsizligini elde ederiz. T' genellestirilmig kiime degerli F-biiziilme oldugundan

F(D(z1,Tx)) < F(H(Tzo,T1)) < F(M(21,20)) — T (4.7)
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buluruz. (F4) kogulundan ve D(z1,Tz1) > 0 oldugundan

F(D(x1,Tx)) = inf F(d(z1,v))

yeTT,

yazabiliriz. O halde (4.7) esitsizliginden

inf F(d(r1,y)) < F(M(z1,70)) — 7 < F(M(31,20)) —

yETle

N

esitsizligini elde ederiz. Boylece yukaridaki esitsizlikten

F(d(2y, 23)) < F(M (21, 70)) —

Nl

olacak sekilde x5 € T'z; vardir.

Eger x5 € T ise istenilen elde edilir ve ispat tamamlanir. Aksi takdirde, benzer
yolla
-
F(d(x2,x3)) S F(M(Jfg,xl)) - 5

olacak sekilde x3 € Tz elde edebiliriz.

Bu sekilde devam edildiginde her n = 1,2, 3, ... icin z,,1 € Tx,, ve

F(d(zn, Tny1)) < F(M(2p, 2p-1)) —

oS

olacak gekilde X kiimesinde bir {z,} dizisi elde ederiz.

Ispatin geri kalan kismi Teorem 4.2’nin ispatinda oldugu gibi tamamlanabilir. m

Uyar1 4.3 (F'1) sartim saglayan sagdan siirekli her F' fonksiyonu (F'4) kogulunu

saglar.

4.2 «a-Gegisli Doniisiimler icin Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda iki metrige sahip bir kiime iizerinde a-gecisli kiime degerli F-biiziilmeler

icin sabit nokta sonuclar1 elde edecegiz.
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Teorem 4.4 (X, p) bir tam metrik uzay ve d, X kiimesi iizerinde (4.1) kosulunu
saglayan bir diger metrik, 7' : X — K4(X) bir a-gecisli ve (2.6) kogulunu saglayan
7 biiziilme garpani ile kiime degerli bir («a, F')-biiziilme olsun. Ayrica a(zg, 1) > 1
olacak sekilde o € X ve x; € Txy mevcut olsun. Bu durumda 7' kapali kiime
degerli doniisiim (p metrigine gore) ise veya «a, (B) ozelligine sahip ise T doniigiimii

bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. T doniigiimiiniin sabit noktaya sahip olmadigimi kabul edelim. Bu durumda
her x € X igin D(z,Tz) > 0 olur. z( ve z; hipotezde ifade edildigi gibi alinirsa
H(Txzo,Txy) > 0 bulunur. Boylece (xg,z1) € T, oldugundan zy ve x; igin (2.5)
esitsizligini kullanabiliriz. (F'1) kogulundan

F(D(x1,Txy))

IA

F(H(Tzo, Tx1)) (4.8)

F(d(zq,x0)) — 7(d(x1,20))

IN

esitsizligini elde ederiz.
Tx; kompakt oldugundan Lemma 4.1 geregince d(z1, x2) = D(x1 T'z1) olacak sekilde
xo € T'xy vardir. Boylece (4.8) egitsizliginden

F(d(zy1,29)) < F(H(Txo,Tx1))
< F(d(zy1,70)) — 7(d(x1, 70))

esitsizligini buluruz. Aym zamanda T, a-gecigli doniisiim oldugundan a(zy,x9) > 1
yazabiliriz.
Benzer sekilde o € Txy igin H(Tx1,Tz3) > 0 olur. Boylece (21, x9) € T, oldugun-

dan z7 ve x5 igin (2.5) esitsizligini kullanabiliriz. O halde

F(D(l‘g,T.ﬁlﬁg)) S F(H(T.I‘l,sz))

< F(d(ze,11)) — 7(d(z2,71))

esitsizligini elde ederiz.
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Txy kompakt oldugundan d(xs,x3) = D(x9Tx5) olacak sekilde x3 € Ty vardir.

Buradan

F(d(z2,23)) < F(H(Tx1,Txs))
< F(d(xe,x1)) — 7(d(x2, 1))

yazabiliriz. O halde (z,,2,+1) € T, ve her n € N i¢in
F(d(zn, 2n41)) < F(d(2n, Tn1)) — T(d(2n, Tn-1)) (4.9)

esitsizligini saglayan x,,,; € Tz, olacak sekilde X kiimesinde bir {xz,} dizisi bula-

biliriz.

Her n = 0,1,2,... igin v, = d(zp,x,11) ile ifade edelim. Bu durumda her n igin

v, > 0 olur ve (4.9) esitsizliginden {v,,} azalan olup yakinsak bir dizidir.

(2.6) kosulundan her n > ng igin 7(v,) > ¢ olacak sekilde ng € N ve § > 0 vardur.

Boylece
F(v,) < F(vp-1) = 7(v-1) (4.10)
< F(vpoe) = T(Vno1) — T(Vo2)
< F(vo) = 7(Vno1) = 7(V—2) — - = 7(70)
< F(vo) = 7(Vne1) = T(nz2) = = 7(Vnp)
< F(v) — (n—no)d

esitsizligini elde ederiz.

Yukaridaki esitsizlikten n — oo igin limit alirsak

lim F(v,) = —o0

n—o0

buluruz. (F2) kosulundan

lim~, =0

n—oo
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elde ederiz. (F'3) kosuluyla birlikte
lim v*F(y,) =0 (4.11)
olacak sekilde k € (0,1) vardir. (4.10) esitsizliginden her n > ng igin

TnF (1) = mF(v0) < 7 [F() = (n = n0)d] — 7 F(do)
= —7u(n —no)d
< 0
esitsizligini yazabiliriz. Yukaridaki esitsizlik (4.11) ifadesinde dikkate alinirsa
lim ny* =0
olur. Dolayisiyla her n > n; igin ny® < 1 olacak sekilde n; € N vardir. Boylece her

n > ny igin

esitsizligini elde ederiz.

{z,} dizisinin d metrigine gore bir Cauchy dizisi oldugunu gostermek i¢in m > n >
ny olacak gekilde m,n € N alalim. Metrik i¢in ticgen esitsizligini kullanarak
d<xna xm) S d(l’n, :L‘n-l—l) + d(xn—f—la mn+2) + -+ d(xm—h xm)

- 7n+7n+1+"'+7m—1

m—1 oo oo
1
= Z Vi < Z%‘ < Z ik
buluruz.
Z 7 serisinin yakinsakhgmdan lim d(z,, ,,) = 0 olur. Boylece {,,} dizisi (X, d)
i=1

metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir.

(4.1) esitsizliginden {z,,} dizisi aym zamanda (X, p) metrik uzayinda da bir Cauchy
dizisidir. (X, p) bir tam metrik uzay oldugundan n — oo iken p(z,,x) — 0 olacak

sekilde x € X vardir.
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T kapali kiime degerli bir doéniigiim (p metrigine gore) ise (zp,zn11) — (,)
oldugundan =z € Tz elde edilir. Bu ise hipotezle gelisir. O halde T doniigiimii

X kiimesinde bir sabit noktaya sahiptir.

Simdi a’nin (B) 6zelligine sahip oldugunu kabul edelim.

p(xn,x) — 0 ve D(x,Tz) > 0 oldugundan her n > ng i¢gin D(x,41,Tx) > 0 olacak

sekilde ng € N vardir.

(2.5) esitsizliginden ve (F'1) kogulundan her n > ng icin

F(D(zpy1,Tx))

IN

F(H(Tz,,T))
< F(d(xn,x)) — 7(d(xy,, x))

ve

D(zpy1, Tx) < d(zy, )

esitsizliklerini elde ederiz. Buradan n — oo i¢in limit alirsak D(x,T'z) = 0 buluruz

ve bu bir celigkidir. O halde 7" doniigiimiiniin X kiimesinde bir sabit noktas1 vardir.

Boylece ispat tamamlanmig olur. m

Uyar1 4.4 F € F, ile Teorem 4.4’de K4(X) yerine C'B,4(X) alabiliriz.

Teorem 4.5 (X, p) bir tam metrik uzay ve d, X kiimesi iizerinde (4.1) kosulunu
saglayan bir diger metrik, 7' : X — CBy(X) bir a-gegisli ve (2.6) kogulunu saglayan
7 biiziilme ¢arpami ve F' € F, ile birlikte kiime degerli bir (o, F')-biiziilme olsun.
Ayrica a(xg, x1) > 1 olacak sekilde zy € X ve z; € T'rg mevcut olsun. Bu durumda
T kapali kiime degerli doniisiim (p metrigine gore) ise T doniigiimii X kiimesinde

bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Teorem 4.4’tin ispatindaki gibi baglayalim. (F4) kosulunu géz oniine alarak

F(D(z1,Tx1)) = inf F(d(z1,y))

yeTT
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esitligini yazabiliriz.

Boylece

F(D(xq,Tx))

IN

F(H(Txo,Txy))

F(d(z1, %)) — 7(d(x1,x0))

IN

esitsizligini elde ederiz ve buradan

egitsizligini yazabiliriz. O halde
F(d(zq,x2)) < F(d(z1,0)) —

olacak gekilde x9 € Tz vardir.

Ispatin geri kalan kismi Teorem 4.4’tin ispatindaki gibi tamamlanabilir. m
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5. TARTISMA VE SONU(C

Bu tez caligmasinda literatiirdeki bilgiler kullanilarak bazi orijinal sonuclar elde
edilmistir. Ilk olarak iki metrige sahip bir kiime iizerinde tek degerli doniistimler
icin genellestirilmis F-biiziilmeler ile sabit nokta sonuglar1 verilmistir. Elde edilen
bu sonuglarin literatiirdeki bazi sabit nokta teoremlerinden daha genel oldugunu
gosteren ornekler verilmigtir. Daha sonra iki metrige sahip bir kiime iizerinde tek
degerli doniistimler icin elde edilen teoremler, kiime degerli doniisiimler icin de elde
edilmistir. Tki metrige sahip bir kiime tizerinde kiime degerli doniistimler icin énce F-
biiziilmeler ile sonra a-gegisli doniigiimler ile ilgili sabit nokta teoremleri verilmistir.
Bu teoremlere iligkin sonuclar ve érnekler ayrintili olarak incelenmigtir. Elde edilen
sonuglar literatiire yeni sonuglar kattigi ve farkli bir bakig acis1 sundugu igin biiyiik

onem arz etmektedir.
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