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İKİ METRİĞE SAHİP BİR KÜME ÜZERİNDE SABİT NOKTA TEORİSİ
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Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dalı

Danı̧sman: Doç. Dr. Murat OLGUN

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır.

İlk bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.

İkinci bölümde genelleştirilmi̧s F -büzülme ve α-geçi̧sli dönüşüm kavramlarıhatırlatılarak
ihtiyaç duyulacak bazıtemel tanım ve teoremler verilmi̧stir.

Esas itibari ile orijinal sonuçlar üçüncü ve dördüncü bölümlerde verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde iki metriğe sahip bir uzay üzerinde tek değerli dönüşümler için Wardowski
ve Maia’nın teknikleri kullanılarak elde edilen sabit nokta sonuçlarıverilmi̧stir.
Alı̧sılagelmi̧s sabit nokta teori çalı̧smalarından farklıolarak, uzayın bir metriğe göre tam-
lı̆gının kabul edilmesinin yanısıra dönüşümün diğer metriğe göre büzülme veya büzülme
tipi olmasıkabul edilmi̧stir.

Dördüncü bölümde ise bir önceki bölümde tek değerli dönüşümler için verilen sonuçlar
küme değerli dönüşümler için incelenmi̧stir. Ayrıca iki metriğe sahip bir uzay üzerinde α-
geçi̧sli küme değerli dönüşümler için F -büzülme kavramıile elde edilen sabit nokta sonucu
verilmi̧stir.

Son bölümde ise elde edilen sonuçların analizi yapılmı̧stır.

Aralık 2018, 47 sayfa

Anahtar Kelimeler: Sabit nokta, tam metrik uzay, iki metrikli küme, genelleştirilmi̧s
F -büzülme
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

FIXED POINT THEORY ON A SET WITH TWO METRICS

Tuğçe ALYILDIZ

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Murat OLGUN

This thesis consists of five chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some definitions and theorems concerning the generalized F -
contraction and α-admissible mapping have been given.

The original results of this thesis are included in the third and fourth chapters.

In the third chapter, fixed point results for single valued mappings on a space with two
metrics by considering the both Wardowski and Maia’s techniques have been given.
Unlike the conventional fixed point theory studies, here it has been accepted that the
mapping is contraction or contraction type according to the one metric when the space is
complete for the other metric.

In the fourth chapter, the results for single valued mappings given in the previous chapter
have been also proved for multivalued mappings in this chapter. Furthermore fixed point
results for multivalued F -contraction by α-admissibility of a multivalued mappings on a
space with two metrics have been given.

Finally, the last chapter is devoted to the analysis of the results obtained.

December 2018, 47 pages

Key Words: Fixed point, complete metric space, set with two metrics, generalized
F -contraction
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3.2 İki Metriğe Sahip Bir Küme Üzerinde F -Büzülmeler için Sabit

Nokta Teoremleri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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4.2 α-Geçi̧sli Dönüşümler için Sabit Nokta Teoremleri . . . . . . . . . . . 37
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1. GİRİŞ

Sabit nokta teorisi matematiğin bir çok dalıile ili̧skilidir. Fonksiyonel analiz, genel

topoloji, matematiksel analiz, operatör teori ve diferensiyel denklemler gibi bir çok

alanda uygulamalarıvardır.

Genel olarak sabit nokta teori çalı̧smalarıiki yönde geli̧smektedir. Bunlardan birin-

cisi, tam metrik uzay üzerinde büzülme ve büzülme tipi dönüşümler için sabit nokta

teorisi, diğeri ise normlu lineer uzayların kompakt ve konveks alt kümeleri üzerinde

tanımlısürekli dönüşümler için sabit nokta teorisidir.

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teori çalı̧smaları1910 yılında Brouwer ile başla-

mı̧stır. Brouwer, Rn nin kapalıbirim yuvarından kendi üzerine tanımlısürekli her

dönüşümün sabit noktasının varlı̆gınıkanıtlamı̧stır. 1930 yılında Brouwer’in teoremi

Schauder tarafından sonsuz boyutlu uzaylara geni̧sletilmi̧stir:

"X bir Banach uzayıve C, X uzayının kompakt, konveks bir alt kümesi ve T : C →

C sürekli bir dönüşüm olsun. Bu durumda T dönüşümü C kümesi içinde bir sabit

noktaya sahiptir (Schauder 1930)."

Tam metrik uzaylarda sabit nokta teori çalı̧smaları ise 1922 yılında Banach ile

başlamı̧stır. Banach sabit nokta teoremi, dönüşümün sabit noktasının varlı̆gını

garanti ettiği gibi, Brouwer ve Schauder sabit nokta teoremlerinden farklı olarak

bu sabit noktanın tekliğini ve nasıl bulunabileceğini aşağıdaki şekilde ortaya koy-

maktadır:

"(X, d) bir tam metrik uzay ve T : X → X dönüşümü k ∈ [0, 1) olacak şekilde

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y)

büzülme şartınısağlasın. Bu durumda T dönüşümünün X uzayında bir tek sabit

noktasıvardır. Üstelik X uzayındaki herhangi bir başlangıç noktasından elde edilen
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Picard iterasyonu T dönüşümünün sabit noktasına yakınsar (Banach 1922)."

Büzülme dönüşüm prensibi daha sonra bir çok araştırmacıtarafından geni̧sletilmi̧s

ve genelleştirilmi̧stir (Reich 1971, Hardy ve Rogers 1973, Ćiríc 1974, Berinde 2007).

2012 yılında Wardowski büzülme dönüşüm prensibini de kapsayan F -büzülme kavra-

mınıve elde ettiği sabit nokta sonuçlarını ifade ve ispat etmi̧stir. Samet vd. ise

büzülme prensibini genelleştirerek α-geçi̧sli dönüşümleri ifade edip bu dönüşüm-

ler ile ilgili elde ettikleri sabit nokta sonuçlarınıvermi̧stir (Samet vd. 2012). Tek

değerli çalı̧smaların dı̧sında, 1969 yılında Nadler, Hausdorff metriğini kullanarak

küme değerli büzülme kavramınıverip büzülme dönüşüm prensibinin küme değerli

versiyonunu ispatlamı̧stır. Diğer taraftan 1968 yılında Maia iki metriğe sahip bir

küme üzerinde sabit nokta teoremi vermi̧stir.

"X boş olmayan bir küme, d ve ρ bu küme üzerinde iki metrik ve T : X → X bir

dönüşüm olsun ve aşağıdaki koşullar sağlansın:

(i) Her x, y ∈ X için d(x, y) ≤ ρ(x, y) gerçeklenir,

(ii) (X, d) bir tam metrik uzaydır,

(iii) T : (X, d)→ (X, d) bir sürekli dönüşümdür,

(iv) T : (X, ρ)→ (X, ρ) bir büzülme dönüşümüdür.

Bu durumda T dönüşümü X kümesinde bir tek sabit noktaya sahiptir (Maia 1968)."

Daha sonra iki metriğe sahip bir küme üzerinde sabit nokta çalı̧smalarıbir çok yazar

tarafından yapılmı̧stır. Agarwal ve O’Regan 2000 yılında tek değerli dönüşümler için

iki metriğe sahip bir küme üzerinde genelleştirilmi̧s büzülmeler ile sabit nokta teo-

remleri vermi̧stir. Benzer düşünce ile 2008 yılında Lazar, O’Regan ve Petruşel küme

değerli dönüşümler için sabit nokta çalı̧smalarıyapmı̧stır.

Bu tez çalı̧smasında ise iki metriğe sahip bir küme üzerinde önce tek değerli dönüşüm-

ler için daha sonra da küme değerli dönüşümler için F -büzülmeler ile birlikte yeni

sabit nokta sonuçlarının elde edilmesi amaçlanmı̧stır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde küme değerli dönüşümler, F -büzülmeler ve α-geçi̧sli dönüşümlerden

bahsedilecektir. Ayrıca bu kavramlara ili̧skin verilen sabit nokta teoremlerinden söz

edilecektir.

2.1 Küme Değerli Dönüşümler

Bu kısımda küme değerli dönüşüm, küme değerli dönüşümün sabit noktası, üstten ve

alttan yarısüreklilik kavramlarıhatırlatılacaktır. Daha sonra küme değerli büzülme

dönüşümü kavramıile Nadler tarafından verilen sabit nokta teoremleri ifade edile-

cektir. Öncelikle aşağıdaki notasyonlarıverelim.

(X, d) bir metrik uzay olmak üzere

• P (X) ile X kümesinin boş olmayan tüm alt kümelerinin sınıfı,

• B(X) ile X kümesinin boş olmayan tüm sınırlıalt kümelerinin sınıfı,

• C(X) ile X kümesinin boş olmayan tüm kapalıalt kümelerinin sınıfı,

• CB(X) ile X kümesinin boş olmayan tüm kapalı ve sınırlı alt kümelerinin

sınıfı,

• K(X) ile X kümesinin boş olmayan tüm kompakt alt kümelerinin sınıfı

gösterilsin. Burada K(X) ⊆ CB(X) ⊆ B(X) ve K(X) ⊆ CB(X) ⊆ C(X)

olacağıaçıktır.

Tanım 2.1 X ve Y boş olmayan iki küme olsun. T ⊆ X×Y ise T yeX kümesinden

P (Y ) kümesine bir küme değerli dönüşüm denir. T : X → P (Y ) ile gösterilir.

T : X → P (Y ) küme değerli dönüşümünün tersi

(x, y) ∈ T ⇔ (y, x) ∈ T−1

3



şeklinde tanımlanır. T, X kümesinden P (Y ) kümesine bir küme değerli dönüşüm

ve x ∈ X olsun.

Tx = {y ∈ Y : (x, y) ∈ T}

kümesine x noktasının T dönüşümü altındaki görüntüsü denir. A ⊆ X için

T (A) =
⋃
x∈A

Tx

kümesine A kümesinin T küme değerli dönüşümü altındaki görüntüsü denir.

B ⊆ Y için

T−1(B) =
⋃
y∈B

T−1(y)

kümesine B kümesinin T altındaki ters görüntüsü denir.

Tanım 2.2 T : X → P (X) dönüşümü için x0 ∈ Tx0 olacak şekilde x0 ∈ X varsa

bu noktaya T dönüşümünün sabit noktasıdenir. T dönüşümünün sabit noktalarının

kümesi

F (T ) = {x ∈ X : x ∈ Tx}

ile gösterilir.

Örnek 2.1 X = [0, 1] olmak üzere T : X → P (X) dönüşümü Tx = [x5, x3] olacak

şekilde tanımlansın. O halde, x1 = 0 ve x2 = 1 noktaları bu dönüşümün sabit

noktalarıdır.

Bu örnekten de anlaşılacağı gibi küme değerli bir dönüşümün birden fazla sabit

noktasıolabilir.

Örnek 2.2 X = [0, 1] olmak üzere T : X → P (X) dönüşümü

Tx =


{1} , 0 ≤ x < 1

3

[0, 1] , x = 1
3

[0, 1− x] , 1
3
< x ≤ 1

şeklinde tanımlansın. Bu durumda

T (0) = {1} , T
((

0, 1
5

))
= {1}

T
(
2
3

)
=
[
0, 1

3

]
, T

((
1
6
, 1
2

))
= [0, 1]

T
(
1
3

)
= [0, 1] , T

((
1
3
, 2
3

))
=
[
0, 2

3

)
4



elde edilir. Burada 1
3
∈ T

(
1
3

)
= [0, 1] olduğundan 1

3
, T dönüşümünün bir sabit

noktasıdır.

Tanım 2.3 X ve Y iki metrik uzay ve T : X → P (Y ) bir küme değerli dönüşüm

olsun.

(i) Eğer Y kümesindeki her kapalı kümenin ters görüntüsü X kümesinde kapalı

oluyorsa T dönüşümüne üstten yarısürekli dönüşüm denir.

(ii) Eğer Y kümesindeki her açık kümenin ters görüntüsü X kümesinde açık olu-

yorsa T dönüşümüne alttan yarısürekli dönüşüm denir.

(iii) Bir küme değerli dönüşüm üstten ve alttan yarısürekli ise bu dönüşüme sürek-

lidir denir.

Örnek 2.3 T : [0, 1]→ P ([0, 1]) dönüşümü

Tx =


{
4
5

}
, 0 ≤ x < 1

3[
1
5
, 4
5

]
, x = 1

3{
1
5

}
, 1

3
< x ≤ 1

2

şeklinde tanımlansın. Burada her kapalıkümenin ters görüntüsü kapalıdır, ancak

U =
(
1
5
, 4
5

)
açık kümesi için T−1(U) =

{
1
3

}
olup açık değildir. Bu durumda T

dönüşümü üstten yarısüreklidir fakat alttan yarısürekli değildir.

Uyarı2.1 T dönüşümünün

G(T ) = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Tx}

grafĭgi,X×Y uzayının kapalıbir altkümesi ise T kapalıküme değerli bir dönüşümdür.

• T kapalıküme değerli dönüşüm ise kapalıdeğerlidir.

• T dönüşümü üstten yarısürekli ve kapalıdeğerli ise kapalıküme değerlidir.

• Kapalıküme değerli bir dönüşüm üstten yarısürekli olmayabilir.

• Üstten yarısürekli bir dönüşüm kapalıdeğerli değilse kapalıküme değerli ol-

mayabilir (Istră̧tescu 1981, Hu ve Papageorgiou 1997).
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Örnek 2.4 T : R → P (R) dönüşümü Tx = [0, 2) ile tanımlansın. Bu durumda T

dönüşümü üstten yarısüreklidir ancak kapalıküme değerli değildir.

Örnek 2.5 T : [0,∞)→ P ([0,∞)) dönüşümü

Tx =

 [0, x] ∪
{
1
x

}
, x > 0

{0} , x = 0

şeklinde tanımlansın. Bu durumda T−1(Z+) =
{
1
n

: n ∈ Z+
}
∪Z+ kapalıolmadı̆gın-

dan T dönüşümü üstten yarısürekli değildir ancak kapalıküme değerlidir.

Tanım 2.4 (X, d) bir metrik uzay, A,B ⊆ X ve x ∈ X olsun. Bu durumda

D(x,A) = inf{d(x, y) : y ∈ A}

değerine x noktasının A kümesine olan uzaklı̆gıdenir.

H : CB(X)×CB(X)→ R reel değerli bir fonksiyon olmak üzere her A,B ∈ CB(X)

için

H(A,B) = max

{
sup
x∈A

D(x,B), sup
y∈B

D(y, A)

}
CB(X) üzerinde bir metrik tanımlar ve bu metrik Hausdorff metriği olarak bilinir.

Hausdorffmetriğinin dmetriğine bağlıolduğu aşağıdaki örnekte gösterilmi̧stir. Ayrıca,

eğer (X, d) bir tam metrik uzay ise (CB(X), H) ve (K(X), H) metrik uzaylarıda

tamdır.

Örnek 2.6 X = R üzerinde d1(x, y) = |x− y| ve

d2(x, y) =

 1 , x 6= y

0 , x = y

metrikleri ele alınsın. Bu durumda A = [0, 1] ve B = [4, 7] kümeleri için H1(A,B) =

6 ve H2(A,B) = 1 elde edilir. Burada her iki kümede d1 ve d2 metriğine göre

kapalıdır.
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Tanım 2.5 (X, d) bir metrik uzay ve T : X → CB(X) küme değerli bir dönüşüm

olsun. Eğer her x, y ∈ X için

H(Tx, Ty) ≤ Ld(x, y)

olacak şekilde bir L ∈ [0, 1) sabiti varsa T dönüşümüne küme değerli büzülme

dönüşümü adıverilir.

Teorem 2.1 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X → CB(X) küme değerli bir

büzülme dönüşümü olsun. O halde T dönüşümü X kümesinde bir sabit noktaya

sahiptir (Nadler 1969).

Örnek 2.7 X = [0, 1] kümesi alı̧sılmı̧s metrik ile göz önüne alınsın. f : X → X

fonksiyonu

f(x) =

 x+1
3

, x ∈
[
0, 1

3

]
1− x

3
, x ∈

[
1
3
, 1
]

olmak üzere T : X → CB(X) dönüşümü her x ∈ X için Tx = {0, f(x)} şeklinde

tanımlansın. Bu durumda T bir küme değerli dönüşümdür. Ayrıca F (T ) =
{

0, 3
4

}
elde edilir.

Nadler’in bu sonucundan esinlenerek, son yıllarda küme değerli büzülmelerle ilgili

sabit nokta sonuçları ortaya çıkmı̧stır (Daffer ve Kaneko 1995, Feng ve Liu 2006,

Klim ve Wardowski 2007, Ćiríc 2009, Kamran ve Kiran 2011, Du 2012,

Mınak vd. 2013). Bunlarla ilgili olarak Reich bir çalı̧smasında aşağıdaki teoremi

ispatlamı̧stır.

Teorem 2.2 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X → K(X) bir dönüşüm olsun.

α : (0,∞)→ [0, 1) fonksiyonu her t ∈ (0,∞) için

lim sup
s→t+

α(s) < 1

olacak şekilde her x, y ∈ X ve x 6= y için

H(Tx, Ty) ≤ α(d(x, y))d(x, y)

eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda T dönüşümü bir sabit noktaya sahiptir (Reich 1972).
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Daha sonra Reich tarafından Teorem 2.2’de K(X) yerine CB(X) alınırsa T dönüşü-

münün sabit noktasının var olup olmayacağıproblemi ortaya atılmı̧stır. Reich’in

bu problemi üzerine bir çok çalı̧sma yapılmı̧stır. Problemin çözümü tam olarak

yapılamasa da Mizoguchi ve Takahashi tarafından α üzerindeki

lim sup
s→t+

α(s) < 1

şartının her t ∈ [0,∞) için sağlanmasıhalinde K(X) yerine CB(X) alınabileceği

gösterilmi̧stir.

Teorem 2.3 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X → CB(X) bir dönüşüm olsun.

α : (0,∞)→ [0, 1) fonksiyonu her t ∈ (0,∞) için

lim sup
s→t+

α(s) < 1

şartınısağlayan bir fonksiyon olmak üzere x 6= y olacak şekildeki her x, y ∈ X için

H(Tx, Ty) ≤ α(d(x, y))d(x, y)

eşitsizliği sağlansın. Bu durumda T dönüşümü bir sabit noktaya sahiptir

(Mizoguchi ve Takahashi 1989).

Mizoguchi ve Takahashi’ya ait bu teoremin ispatı oldukça uzun ve karmaşıktır.

Dolayısıyla bu teorem bir kaç yazar tarafından da farklıyollarla ispatlanmı̧stır. Daha

basit ve anlaşılır olan ispat 2008 yılında Suzuki tarafından verilmi̧stir. Hatta, bu

teoremin Nadler’in gerçek bir genelleştirmesi olduğu da gösterilmi̧stir (Suzuki 2008).

2.2 F -Büzülmeler

Bu kısımda öncelikli olarak tek değerli dönüşümler için F -büzülme kavramıhatır-

latılıp daha sonra bu kavramın küme değerli versiyonu ve bu dönüşümler için elde

edilmi̧s olan sabit nokta teoremleri verilecektir. Ayrıca genelleştirilmi̧s F -büzülmeler

ve bu tip dönüşümler için verilmi̧s olan sabit nokta sonuçlarıifade edilecektir.
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2.2.1 Tek değerli dönüşümler için F -büzülmeler

Bu kısımda Wardowski tarafından tanımlanan ve bilinen büzülme kavramınıda kap-

sayan F -büzülme kavramı incelenecektir. Ayrıca genelleştirilmi̧s F -büzülmeler ve

bazısabit nokta teoremleri de verilecektir.

F aşağıdaki şartlarısağlayan tüm F : (0,∞)→ R dönüşümlerinin ailesi olsun:

(F1) F kesin artandır. Yani her α, β ∈ (0,∞) için

α < β iken F (α) < F (β)

eşitsizliği sağlanır,

(F2) Pozitif sayıların her {an} dizisi için

lim
n→∞

an = 0⇔ lim
n→∞

F (an) = −∞

şartısağlanır,

(F3) lim
α→0+

αkF (α) = 0 olacak şekilde bir k ∈ (0, 1) vardır.

Tanım 2.6 (X, d) bir metrik uzay, T : X → X bir dönüşüm ve F ∈ F olsun. Eğer

d(Tx, Ty) > 0 eşitsizliğini sağlayan her x, y ∈ X için

τ + F (d(Tx, Ty)) ≤ F (d(x, y)) (2.1)

olacak şekilde bir τ > 0 varsa T dönüşümüne bir F -büzülme adıverilir.

FarklıF ∈ F fonksiyonları(2.1) eşitsizliğinde dikkate alındı̆gında literatürde iyi bi-

linen çeşitli F -büzülmeler elde edilir.

Örnek 2.8 F1 : (0,∞) → R dönüşümü F1(α) = lnα şeklinde tanımlansın. Bu

durumda F1 ∈ F olacağıaçıktır. Eğer T : X → X dönüşümü bir F1-büzülme ise o

halde Tx 6= Ty olacak biçimdeki her x, y ∈ X için

d(Tx, Ty) ≤ e−τd(x, y) (2.2)
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eşitsizliği sağlanır. Ayrıca d(Tx, Ty) = 0 olacak şekilde her x, y ∈ X için (2.2) eşit-

sizliği de sağlanır. Böylece L = e−τ < 1 olduğundan T bir büzülme dönüşümüdür.

Dolayısıyla her Banach büzülme dönüşümü τ = − lnL > 0 ve F1(α) = lnα ile

tanımlıF1 dönüşümü için bir F -büzülmedir.

Örnek 2.9 F2 : (0,∞)→ R dönüşümü F2(α) = α + lnα şeklinde tanımlansın. Bu

durumda F2 ∈ F olacağıaçıktır. Eğer T : X → X dönüşümü bir F2-büzülme ise o

halde Tx 6= Ty olacak biçimdeki her x, y ∈ X için

d(Tx, Ty)

d(x, y)
ed(Tx,Ty)−d(x,y) ≤ e−τ (2.3)

eşitsizliği sağlanır.

Örnek 2.10 F3 : (0,∞) → R dönüşümü F3(α) = − 1√
α
şeklinde tanımlansın. Bu

durumda F3 ∈ F olacağıaçıktır. Eğer T : X → X dönüşümü bir F3-büzülme ise o

halde Tx 6= Ty olacak biçimdeki her x, y ∈ X için

d(Tx, Ty) ≤ 1(
1 + τ

√
(d(x, y))

)2d(x, y)

eşitsizliği sağlanır.

Örnek 2.11 F4 : (0,∞)→ R dönüşümü F4(α) = ln (α2 + α) şeklinde tanımlansın.

Bu durumda F4 ∈ F olacağıaçıktır. Eğer T : X → X dönüşümü bir F4-büzülme

ise o halde Tx 6= Ty olacak biçimdeki her x, y ∈ X için

d(Tx, Ty) (d(Tx, Ty) + 1)

d(x, y) (d(x, y) + 1)
≤ e−τ

eşitsizliği sağlanır.

Uyarı2.2 (F1) koşulundan ve (2.1) eşitsizliğinden her F -büzülme bir büzülebilir

dönüşümdür. Yani T dönüşümü bir F -büzülme ise d(Tx, Ty) > 0 olacak şekilde her

x, y ∈ X için d(Tx, Ty) < d(x, y) sağlanır. Bu yüzden her F -büzülme dönüşümü

süreklidir.
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Uyarı2.3 H1, H2 ∈ F olsun. Eğer her α > 0 için H1(α) ≤ H2(α) ve G = H2 −

H1 azalmayan bir dönüşüm ise bu durumda her H1-büzülme bir H2-büzülmedir.

Gerçekten, Uyarı2.2 gereğince d(Tx, Ty) > 0 olacak şekilde her x, y ∈ X için

G(d(Tx, Ty)) ≤ G(d(x, y))

eşitsizliği elde edilir. O halde d(Tx, Ty) > 0 olacak şekilde her x, y ∈ X için

τ +H2(d(Tx, Ty)) ≤ τ +H1(d(Tx, Ty)) +G(d(Tx, Ty))

≤ H1(d(x, y)) +G(d(x, y))

= H2(d(x, y))

eşitsizliği bulunur.

Banach ve Edelstein sabit nokta teoremlerinden, bir tam metrik uzay üzerinde her

Banach büzülme dönüşümünün bir tek sabit noktasıve bir kompakt metrik uzay

üzerinde her büzülebilir dönüşümün bir tek sabit noktasıolduğu iyi bilinmektedir.

Banach’tan Edelstein sabit nokta teoremlerine geçerken dönüşüm sınıflarıbüzülme

koşulu ile geni̧slerken uzayın yapısı sınırlanmı̧stır. Wardowski ise uzayın yapısını

kısıtlamadan aşağıdaki sonucu ispatlamı̧stır.

Teorem 2.4 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X → X dönüşümü bir F -büzülme

olsun. Bu durumda T dönüşümünün bir tek sabit noktasıvardır (Wardowski 2012).

Örnek 2.8 ve Örnek 2.9’da tanımlanan F1 ve F2 dönüşümleri göz önüne alındı̆gında

her α > 0 için F1(α) < F2(α) ve F2−F1 dönüşümü kesin artan olduğundan Uyarı2.2

gereğince her büzülme dönüşümü (2.3) büzülme şartınısağlar. Bu ifadenin tersinin

her zaman doğru olmadı̆gıaşağıdaki örnekte gösterilmi̧stir.

Örnek 2.12 X =
{
xn = n(n+1)

2
: n ∈ N

}
kümesi alı̧sılmı̧s metrik ile ele alınsın. Bu

durumda (X, d) bir tam metrik uzaydır. T : X → X dönüşümü

Txn =

 x1 , n = 1

xn−1 , n > 1
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şeklinde tanımlansın. Örnek 2.8’de tanımlanan F1(α) = lnα için T dönüşümü bir

F1-büzülme değildir. Dolayısıyla bir büzülme dönüşümü değildir. Gerçekten

lim
n→∞

d(Txn, Tx1)

d(xn, x1)
= lim

n→∞

xn−1 − 1

xn − 1

= lim
n→∞

n(n−1)
2
− 1

n(n+1)
2
− 1

= lim
n→∞

n2 − n− 2

n2 + n− 2

= 1

elde edilir. Diğer taraftan Örnek 2.9’da tanımlanan F2(α) = α + lnα için T

dönüşümü τ = 1 ile bir F2-büzülmedir. Bunu gösterebilmek için aşağıdaki durumlar

incelenmelidir. Her m,n ∈ N için

d(Txm, Txn) > 0⇔ (m > 2 ve n = 1) veya (m > n > 1)

olmalıdır.

Durum 1 m > 2 ve n = 1 için

d(Txm, Tx1)

d(xm, x1)
ed(Txm,Tx1)−d(xm,x1) =

xm−1 − 1

xm − 1
exm−1−xm

=
m2 −m− 2

m2 +m− 2
e−m

< e−m

< e−1

eşitsizliği bulunur.

Durum 2 m > n > 1 için

d(Txm, Txn)

d(xm, xn)
ed(Txm,Txn)−d(xm,xn) =

xm−1 − xn−1
xm − xn

exm−1−xn−1−xm−xn

=
m+ n− 1

m+ n+ 1
en−m

< en−m

≤ e−1

eşitsizliği bulunur.
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Literatürde Wardowski tarafından verilen teoremin bir çok genelleştirmesi vardır

(Sgrio ve Vetro 2013, Cosentino ve Vetro 2014, Mınak vd. 2014, Altun vd. 2015,

Mınak vd. 2015, Altun vd. 2016, Olgun vd. 2016).

Tanım 2.7 (X, d) bir metrik uzay ve T : X → X bir dönüşüm olsun.

M(x, y) = max

 d(x, y), d(x, Tx), d(y, Ty),

1
2
[d(x, Ty) + d(y, Tx)]


olmak üzere d(Tx, Ty) > 0 eşitsizliğini sağlayan her x, y ∈ X için

τ + F (d(Tx, Ty)) ≤ F (M(x, y)) (2.4)

olacak şekilde F ∈ F ve τ > 0 mevcut ise T dönüşümüne genelleştirilmi̧s F -büzülme

adıverilir (Mınak vd. 2014).

Aşağıdaki teoremdeWardowski ve Ćiríc’in teknikleri kullanılarak F -büzülme kavramı

genelleştirilmi̧stir.

Teorem 2.5 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X → X dönüşümü bir genelleşti-

rilmi̧s F -büzülme olsun. Bu durumda T veya F sürekli ise T dönüşümüX kümesinde

bir tek sabit noktaya sahiptir (Mınak vd. 2014).

2.2.2 Küme değerli dönüşümler için F -büzülmeler

Bu kısımda Wardowski ve Nadler’in teknikleri kullanılarak 2015 yılında Altun vd.

tarafından verilen F -büzülme dönüşümlerinin küme değerli versiyonu verilecektir.

Ayrıca genelleştirilmi̧s küme değerli F -büzülme kavramıve bazısabit nokta sonuçları

hatırlatılacaktır.

Tanım 2.8 (X, d) bir metrik uzay, F ∈ F ve T : X → CB(X) bir dönüşüm olsun.

Eğer H(Tx, Ty) > 0 eşitsizliğini sağlayan her x, y ∈ X için

τ + F (H(Tx, Ty)) ≤ F (d(x, y))
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olacak şekilde bir τ > 0 varsa T dönüşümüne küme değerli F -büzülme denir

(Altun vd. 2015).

Örnek 2.8’de tanımlanan F1(α) = lnα dönüşümü göz önüne alınırsa her küme değerli

büzülme dönüşümü, bir küme değerli F -büzülme olur.

Teorem 2.6 (X, d) bir tammetrik uzay ve T : X → K(X) küme değerli F -büzülme

olsun. Bu durumda T dönüşümü bir sabit noktaya sahiptir (Altun vd. 2015).

Burada her x ∈ X için Tx kompakttır. F üzerine bir şart eklenerek Teorem 2.6’da

K(X) yerine CB(X) alındı̆gında da T dönüşümü bir sabit noktaya sahiptir.

Teorem 2.7 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X → CB(X) küme değerli F -

büzülme olsun. Ayrıca F aşağıdaki şartısağlarsa o zaman T dönüşümü bir sabit

noktaya sahiptir (Altun vd. 2015).

(F4) inf A > 0 olacak şekilde her A ⊂ (0,∞) kümesi için

F (inf A) = inf F (A)

eşitliği sağlanır.

Aşağıdaki örnek, küme değerli F -büzülme dönüşümü olup küme değerli büzülme

dönüşümü olmayan dönüşümlerin varlı̆gınıgöstermektedir.

Örnek 2.13 X =
{
xn = n(n+1)

2
: n ∈ N

}
kümesi alı̧sılmı̧s metrik ile birlikte ele

alınsın. Bu durumda (X, d) bir tam metrik uzaydır. T : X → K(X) dönüşümü

Tx =

 {x1} , x = x1

{x1, x2, · · · , xn−1} , x = xn

şeklinde tanımlansın. O halde T dönüşümü F (α) = α + lnα ve τ = 1 ile birlikte

küme değerli F -büzülmedir. Ayrıca Teorem 2.6’nın diğer şartlarıda sağlandı̆gından

T dönüşümünün X kümesinde bir sabit noktasıvardır. Diğer taraftan

lim
n→∞

H(Txn, Tx1)

d(xn, x1)
= lim

n→∞

xn−1 − 1

xn − 1
= 1
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olup T küme değerli büzülme dönüşümü değildir.

Tanım 2.9 (X, d) bir metrik uzay, F ∈ F ve T : X → CB(X) bir dönüşüm olsun.

M(x, y) = max

 d(x, y), D(x, Tx), D(y, Ty),

1
2
[D(x, Ty) +D(y, Tx)]


olmak üzere H(Tx, Ty) > 0 eşitsizliğini sağlayan her x, y ∈ X için

τ + F (H(Tx, Ty)) ≤ F (M(x, y))

olacak şekilde bir τ > 0 varsa T dönüşümüne genelleştirilmi̧s küme değerli F -

büzülme denir (Acar vd. 2014).

Örnek 2.8’de tanımlanan F1(α) = lnα dönüşümü göz önüne alınırsa her genelleşti-

rilmi̧s küme değerli büzülme dönüşümü, bir genelleştirilmi̧s küme değerli F -büzülme

olur.

Teorem 2.8 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X → K(X) genelleştirilmi̧s küme

değerli F -büzülme olsun. Eğer T veya F sürekli ise bu durumda T dönüşümü bir

sabit noktaya sahiptir (Acar vd. 2014).

Örnek 2.13’te T dönüşümü genelleştirilmi̧s küme değerli F -büzülmedir ancak genel-

leştirilmi̧s küme değerli büzülme değildir.

2.3 α-Geçi̧sli Dönüşümler

Bu kısımda α-geçi̧sli dönüşüm tanımıhatırlatılarak küme değerli dönüşümler için

bazısabit nokta teoremleri verilecektir.

Şimdi ψ : [0,∞)→ [0,∞) fonksiyonu için aşağıdaki koşullar göz önüne alınsın:

ψ1) ψ azalmayan bir dönüşümdür,

ψ2) Her t ≥ 0 için lim
n→∞

ψn(t) = 0 sağlanır,
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ψ3) Her t > 0 için
∞∑
n=1

ψn(t) <∞ gerçeklenir.

Ψ = {ψ : ψ1 ve ψ3 sağlanır} ve Φ = {ψ : ψ1 ve ψ2 sağlanır} şeklinde alınırsa Ψ ⊆ Φ

olacağıaçıktır.

Lemma 2.1 Eğer ψ ∈ Φ ise bu durumda her t > 0 için ψ(t) < t gerçeklenir.

İspat. (ψ2) koşulundan her t > 0 için lim
n→∞

ψn(t) = 0 elde edilir. En az bir t0 > 0

için ψ(t0) ≥ t0 olsun. ψ dönüşümünün azalmayan olduğu dikkate alınırsa

t0 ≤ ψ(t0) ≤ ψ (ψ(t0)) ≤ · · · ≤ ψn(t0) ≤ · · ·

olacaktır. Son eşitsizlikte n→∞ için limit alınırsa

t0 ≤ lim
n→∞

ψn(t) = 0

olur ki bu bir çeli̧skidir. Bu durumda t > 0 için ψ(t) < t gerçeklenir.

Lemma 2.2 Eğer ψ ∈ Φ ise bu durumda ψ(0) = 0 gerçeklenir.

İspat. ψ(0) 6= 0 olsun. Bu durumda ψ(0) = t1 > 0 yazılabilir. ψ dönüşümünün

azalmayan olduğu dikkate alınırsa ψ(0) ≤ ψ(t1) elde edilir. Buradan Lemma 2.1

gereğince

0 < t1 = ψ(0) ≤ ψ(t1) < t1

olur ki bu bir çeli̧skidir. O halde ψ ∈ Φ iken ψ(0) = 0 gerçeklenir.

Lemma 2.3 Eğer ψ ∈ Φ ise bu durumda ψ, sıfır noktasında süreklidir.

İspat. ψ ∈ Φ olsun. Bu durumda Lemma 2.2 gereğince ψ(0) = 0 gerçeklenir. Şimdi

tn → 0 alınsın. ψ(tn) → ψ(0) = 0 olduğu gösterilmelidir. tn → 0 olduğundan

tn → 0+ olur ki bu ise her n ∈ N için 0 ≤ tn demektir. ψ dönüşümünün azalmayan

olduğu dikkate alınırsa

0 = ψ(0) ≤ ψ(tn) ≤ tn
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elde edilir. Son eşitsizlikte n→∞ için limit alınırsa

ψ(tn)→ ψ(0) = 0

bulunur. O halde ψ ∈ Φ iken ψ, sıfır noktasında süreklidir.

Örnek 2.14 ψ : [0,∞) → [0,∞) fonksiyonu λ ∈ [0, 1) olmak üzere ψ(t) = λ2t

şeklinde tanımlansın. Bu durumda ψ ∈ Ψ olacağıaçıktır.

Örnek 2.15 ψ : [0,∞)→ [0,∞) fonksiyonu

ψ(t) =

 t
4

, 0 ≤ t ≤ 1
2

t
3
− 1

15
, 1

2
< t

şeklinde tanımlansın. Bu durumda ψ ∈ Ψ olduğu açıktır.

Tanım 2.10 X boş olmayan bir küme, α : X × X → [0,∞) bir fonksiyon ve

T : X → X bir dönüşüm olsun. Eğer α(x, y) ≥ 1 olacak şekildeki her x, y ∈ X için

α(Tx, Ty) ≥ 1 oluyorsa T dönüşümüne α-geçi̧sli dönüşüm denir (Samet vd. 2012).

Örnek 2.16 X = [0,∞) olmak üzere T : X → X dönüşümü her x ∈ X için

Tx = lnx ve α : X ×X → [0,∞) fonksiyonu

α(x, y) =

 ex−y , x ≥ y

0 , x < y

şeklinde tanımlanırsa T dönüşümü α-geçi̧slidir.

Örnek 2.17 X = (0,∞) olmak üzere T : X → X dönüşümü her x ∈ X için

Tx = lnx ve α : X ×X → [0,∞) fonksiyonu

α(x, y) =

 3 , x ≥ y

0 , x < y

şeklinde tanımlanırsa T dönüşümü α-geçi̧slidir.
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Tanım 2.11 (X, τ) bir topolojik uzay, α : X ×X → [0,∞) bir fonksiyon ve {xn},

X kümesinde bir dizi, x ∈ X olsun. Her n ∈ N için α(xn, xn+1) ≥ 1 ve xn →

x iken α(xn, x) ≥ 1 şartı sağlanıyorsa α fonksiyonu (B) özelliğine sahiptir denir

(Samet vd. 2012).

Şimdi α-geçi̧sli küme değerli dönüşümler ve bu dönüşümlerden elde edilen sabit

nokta teoremleri incelenecektir.

Tanım 2.12 (X, d) bir metrik uzay, T : X → P (X) bir küme değerli dönüşüm,

ψ ∈ Ψ ve α : X ×X → [0,∞) bir fonksiyon olsun. Eğer her x, y ∈ X için

α(x, y)H(Tx, Ty) ≤ ψ(d(x, y))

eşitsizliği sağlanıyorsa T dönüşümüne küme değerli α-ψ-büzülme,

α∗(Tx, Ty) = inf{α(a, b) : a ∈ Tx, b ∈ Ty}

olmak üzere

α∗(Tx, Ty)H(Tx, Ty) ≤ ψ(d(x, y))

eşitsizliği sağlanıyorsa T dönüşümüne küme değerli α∗-ψ-büzülme dönüşümü denir

(Asl vd. 2012).

Tanım 2.13 X boş olmayan bir küme, T : X → P (X) bir dönüşüm ve α : X×X →

[0,∞) bir fonksiyon olsun.

a) Eğer her x ∈ X ve y ∈ Tx için α(x, y) ≥ 1 olduğunda her z ∈ Ty için α(y, z) ≥ 1

oluyorsa T dönüşümü α-geçi̧sli küme değerli dönüşüm olarak adlandırılır,

b) Eğer her x ∈ X ve y ∈ Tx için α(x, y) ≥ 1 olduğunda α∗(Tx, Ty) ≥ 1 oluyorsa T

dönüşümü α∗-geçi̧sli küme değerli dönüşüm olarak adlandırılır (Asl vd. 2012).

Açıkça görülüyor ki, α∗-geçi̧sli küme değerli dönüşüm aynı zamanda bir α-geçi̧sli

küme değerli dönüşümdür. Ancak aşağıdaki örnek bu önermenin tersinin genelde

doğru olmadı̆gınıgöstermektedir (Mınak vd. 2013).
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Örnek 2.18 X = [−1, 1] kümesi ele alınsın. α : X ×X → [0,∞) fonksiyonu

α(x, y) =

 0 , x = y

1 , x 6= y

ve T : X → P (X) dönüşümü

Tx =


{−x} , x /∈ {−1, 0}

{0, 1} , x = −1

{1} , x = 0

şeklinde tanımlansın. Bu durumda x = −1 ve y = 0 ∈ Tx = {0, 1} için α(x, y) ≥ 1

olmasına rağmen α∗(Tx, Ty) = α∗({0, 1}, {1}) = 0 olur. Dolayısıyla T dönüşümü

bir α∗-geçi̧sli küme değerli dönüşüm değildir. Ancak T dönüşümü α-geçi̧sli küme

değerli dönüşümdür. Gerçekten de aşağıdaki durumlar T dönüşümünün α-geçi̧sli

dönüşüm olduğunu gösterir:

1) x = 0 ise y = 1 ve α(x, y) ≥ 1 dir. Ayrıca z = −1 ∈ Ty = {−1} için

α(y, z) ≥ 1 elde edilir.

2) x = −1 ise y ∈ {0, 1} ve α(x, y) ≥ 1 dir. Ayrıca her z ∈ Ty için α(y, z) ≥ 1

elde edilir.

3) x /∈ {−1, 0} ise y = −x ve α(x, y) ≥ 1 dir. Ayrıca z = x ∈ Ty = {x}

olduğundan α(y, z) ≥ 1 elde edilir.

Bu dönüşümlerle ilgili aşağıdaki sabit nokta teoremleri verilmi̧stir.

Teorem 2.9 (X, d) bir tam metrik uzay, α : X ×X → [0,∞) bir fonksiyon, ψ ∈ Ψ

kesin artan bir fonksiyon ve T : X → CB(X) α-geçi̧sli ve küme değerli α-ψ-büzülme

dönüşümü olsun. Ayrıca α(x0, x1) ≥ 1 olacak şekilde x0 ∈ X ve x1 ∈ Tx0 olsun.

Eğer T sürekli veya α, (B) özelliğine sahip ise bu durumda T dönüşümü bir sabit

noktaya sahiptir (Mohammadi vd. 2013).
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Teorem 2.10 (X, d) bir tam metrik uzay, α : X × X → [0,∞) bir fonksiyon,

ψ ∈ Ψ kesin artan bir fonksiyon ve T : X → CB(X) α∗-geçi̧sli ve küme değerli α∗-

ψ-büzülme dönüşümü olsun. Ayrıca α(x0, x1) ≥ 1 olacak şekilde x0 ∈ X ve x1 ∈ Tx0
olsun. Eğer T sürekli veya α, (B) özelliğine sahip ise bu durumda T dönüşümü bir

sabit noktaya sahiptir (Asl vd. 2012).

Durmaz ve Altun 2016 yılında α-geçi̧sli küme değerli dönüşümler için F -büzülme

kavramıile elde ettikleri sabit nokta teoremini ifade ve ispat etmi̧stir.

Tanım 2.14 (X, d) bir metrik uzay, T : X → CB(X) ve α : X × X → [0,∞) iki

dönüşüm olsun.

Tα = {(x, y) : α(x, y) ≥ 1 ve H(Tx, Ty) > 0} ⊂ X ×X

kümesi tanımlansın. F ∈ F verildiğinde, her (x, y) ∈ Tα için

τ(d(x, y)) + F (H(Tx, Ty)) ≤ F (d(x, y)) (2.5)

olacak şekilde bir τ : (0,∞) → (0,∞) fonksiyonu varsa T dönüşümüne bir küme

değerli (α, F )-büzülme denir (Durmaz ve Altun 2016).

Burada τ fonksiyonu, T dönüşümünün büzülme çarpanıolarak adlandırılır.

Teorem 2.11 (X, d) bir tam metrik uzay, T : X → K(X) α-geçi̧sli ve τ büzülme

çarpanıile küme değerli bir (α, F )-büzülme olsun. Her s ≥ 0 için

lim inf
t→s+

τ(t) > 0 (2.6)

ve α(x0, x1) ≥ 1 olacak şekilde x0 ∈ X ve x1 ∈ Tx0 olsun. Eğer T dönüşümü kapalı

küme değerli dönüşüm veya α, (B) özelliğine sahip ise bu durumda T dönüşümü bir

sabit noktaya sahiptir (Durmaz ve Altun 2016).
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3. İKİ METRİĞE SAHİP BİR KÜME ÜZERİNDE TEK DEĞERLİ

DÖNÜŞÜMLER İÇİN SABİT NOKTA TEOREMLERİ

Bu bölümde öncelikli olarak Agarwal ve O’Regan tarafından verilen iki metriğe sahip

bir küme üzerinde genelleştirilmi̧s büzülmeler için sabit nokta teoremleri incelenip

daha sonra iki metriğe sahip bir küme üzerinde F -büzülmeler için elde edilen sonuçlar

verilecektir.

3.1 İki Metriğe Sahip Bir Küme Üzerinde Sabit Nokta Teoremi

Bu kısımda iki metriğe sahip bir küme üzerinde tek değerli dönüşümler için sabit

nokta teoremleri verilecektir. Burada, alı̧sılmı̧s sabit nokta teori çalı̧smalarından

farklıolarak, bir metrik üzerinde büzülme dönüşümü alınırken diğer metrik üzerinde

uzayın tamlı̆gıkabul edilmektedir.

(X, ρ) bir metrik uzay ve d, X üzerinde bir diğer metrik olsun. x0 ∈ X ve r > 0

iken

B(x0, r) = {x ∈ X : d(x, x0) < r}

ve B(x0, r)
ρ
, B(x0, r) açık yuvarının ρ-kapanı̧sınıbelirtsin.

Aşağıda d � ρ şeklinde verilen notasyon bazıx, y ∈ X için d(x, y) � ρ(x, y) anlamına

gelmektedir.

Tanım 3.1 (X, d) ve (Y, ρ) iki metrik uzay ve T : X → Y bir dönüşüm olsun.

Eğer her ε > 0 için d(x, y) < δ iken ρ(Tx, Ty) < ε olacak şekilde δ > 0 varsa T

dönüşümüne düzgün süreklidir denir.

Teorem 3.1 (X, ρ) bir tam metrik uzay ve d, X kümesi üzerinde bir diğer metrik,

x0 ∈ X, r > 0 ve T : B(x0, r)
ρ → X bir dönüşüm olsun. x, y ∈ B(x0, r)

ρ
için

d(Tx, Ty) ≤ qM(x, y) (3.1)
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olacak şekilde q ∈ (0, 1) mevcut olsun ve aşağıdaki üç özellik sağlansın:

(i) d(x0, Tx0) < (1− q)r

(ii) d � ρ ise T : (B(x0, r), d)→ (X, ρ) düzgün sürekli

(iii) d 6= ρ ise T :
(
B(x0, r)

ρ
, ρ
)
→ (X, ρ) sürekli

Bu durumda T dönüşümü bir sabit noktaya sahiptir. Yani, x = Tx olacak şekilde

x ∈ B(x0, r)
ρ
vardır (Agarwal ve O’Regan 2000).

Aşağıdaki sonuç Teorem 3.1’in bir genelleştirmesidir.

Teorem 3.2 (X, ρ) bir tam metrik uzay ve d, X kümesi üzerinde bir diğer metrik,

T : X → X bir dönüşüm olsun. Her x, y ∈ X için (3.1) eşitsizliği sağlanacak şekilde

q ∈ (0, 1) mevcut olsun ve aşağıdaki iki özellik sağlansın:

(a) d � ρ ise T : (X, d)→ (X, ρ) düzgün sürekli

(b) d 6= ρ ise T : (X, ρ)→ (X, ρ) sürekli

Bu durumda T dönüşümü bir sabit noktaya sahiptir (Agarwal ve O’Regan 2000).

3.2 İki Metriğe Sahip Bir Küme Üzerinde F -Büzülmeler için Sabit Nokta

Teoremleri

Bu kısımda iki metriğe sahip bir küme üzerinde tek değerli dönüşümler için War-

dowski ve Maia tarafından verilen teknikleri kullanarak sabit nokta sonuçlarıelde

edeceğiz. Burada F ∈ F fonksiyonlarınısürekli olarak ele alacağız.

Teorem 3.3 (X, ρ) bir tam metrik uzay ve d, X kümesi üzerinde bir diğer metrik,

T : X → X bir dönüşüm olsun. F ∈ F ve d(Tx, Ty) > 0 eşitsizliğini sağlayan her

x, y ∈ X için

τ + F (d(Tx, Ty)) ≤ F (M(x, y))

olacak şekilde τ > 0 mevcut olsun. Ayrıca

eğer d � ρ ise T : (X, d)→ (X, ρ) düzgün sürekli (3.2)
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ve

eğer d 6= ρ ise T : (X, ρ)→ (X, ρ) sürekli (3.3)

olsun. Bu durumda T dönüşümü X kümesinde bir sabit noktaya sahiptir.

İspat. x0 ∈ X keyfi bir nokta ve {xn}, X kümesinde n ∈ {1, 2, ...} için xn = Txn−1

ile tanımlıbir dizi olsun. Eğer xn0+1 = xn0 olacak şekilde n0 ∈ {0, 1, 2, ...} varsa

Txn0 = xn0 elde edilir. Böylece T dönüşümü bir sabit noktaya sahiptir. Şimdi

her n ∈ {0, 1, 2, ...} için xn+1 6= xn ve dn = d(xn+1, xn) alalım. Bu durumda her

n ∈ {0, 1, 2, ...} için dn > 0 olur. Hipotezden

F (dn) = F (d(xn+1, xn)) = F (d(Txn, Txn−1)) (3.4)

≤ F (M(xn, xn−1))− τ

= F

max

 d(xn, xn−1), d(xn, xn+1),

1
2
d(xn−1, xn+1)


− τ

≤ F (max{d(xn, xn−1), d(xn, xn+1)} − τ

= F (max{dn−1, dn})− τ

eşitsizliğini elde ederiz. Eğer bazın ∈ {1, 2, ...} için dn ≥ dn−1 ise, bu durumda (3.4)

eşitsizliğinden F (dn) ≤ F (dn)− τ elde edilir ki τ > 0 olduğundan bu bir çeli̧skidir.

Bu sebeple her n ∈ {1, 2, ...} için dn < dn−1 ve (3.4) eşitsizliğinden

F (dn) ≤ F (dn−1)− τ

gerçeklenir. Böylece

F (dn) ≤ F (dn−1)− τ (3.5)

≤ (F (dn−2)− τ)− τ
...

≤ F (d0)− nτ

olur. (3.5) eşitsizliğinde n → ∞ için limit alınırsa lim
n→∞

F (dn) = −∞ elde ederiz.

Dolayısıyla (F2) koşulundan

lim
n→∞

dn = 0

23



buluruz. (F3) koşuluyla birlikte

lim
n→∞

dknF (dn) = 0

olacak şekilde k ∈ (0, 1) vardır. (3.5) eşitsizliğinden her n ∈ {1, 2, ...} için

dknF (dn)− dknF (d0) ≤ −dknnτ ≤ 0 (3.6)

eşitsizliğini elde ederiz. (3.6) eşitsizliğini kullanarak ayrıca

lim
n→∞

ndkn = 0

buluruz. Dolayısıyla her n ≥ n1 için ndkn ≤ 1 olacak şekilde n1 ∈ {1, 2, ...} vardır.

Böylece her n ≥ n1 için

dn ≤
1

n1/k
(3.7)

eşitsizliğini elde ederiz.

{xn} dizisinin d metriğine göre bir Cauchy dizisi olduğunu göstermek için m > n ≥

n1 olacak şekilde m,n ∈ N alalım.

(3.7) eşitsizliği ile metrik için üçgen eşitsizliğini kullanarak

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + ...+ d(xm−1, xm)

= dn + dn+1 + ...+ dm−1

=
m−1∑
j=n

dj ≤
∞∑
j=n

dj ≤
∞∑
j=n

1

j1/k

eşitsizliğini elde ederiz.

∞∑
j=1

1
j1/k

serisinin yakınsaklı̆gından lim
n→∞

d(xn, xm) = 0 buluruz. Böylece {xn} dizisi

(X, d) metrik uzayında bir Cauchy dizisidir.

Şimdi {xn} dizisinin ρ metriği ile birlikte de bir Cauchy dizisi olduğunu iddia edi-

yoruz. Eğer d ≥ ρ ise bu durum önemsizdir. O halde d � ρ durumunu gözönüne

alalım. ε > 0 verilsin. (3.2) özelliğinden x, y ∈ X ve d(x, y) < δ iken

ρ(Tx, Ty) < ε (3.8)
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olacak şekilde δ(ε) > 0 bulunur. Dolayısıyla lim
n→∞

d(xn, xm) = 0 olduğundan her

n,m ≥ N için

d(xn, xm) < δ (3.9)

olacak şekilde N ∈ {1, 2, ...} vardır. (3.8) ve (3.9) eşitsizliklerinden her n,m ≥ N

için

ρ(xn+1, xm+1) = ρ(Txn, Txm) < ε

elde ederiz ve böylece {xn} dizisi ρ metriğine göre bir Cauchy dizisi olur. (X, ρ) bir

tam metrik uzay olduğundan n→∞ iken ρ(xn, x)→ 0 ile x ∈ X vardır.

Şimdi x noktasının T dönüşümünün sabit noktasıolup olmadı̆gınıaraştıralım.

Eğer d 6= ρ ise bu durumda

0 ≤ ρ(x, Tx)

≤ ρ(x, xn) + ρ(xn, Tx)

= ρ(x, xn) + ρ(Txn−1, Tx)

eşitsizliğini elde ederiz. n → ∞ için limit alınarak ve (3.3) özelliği kullanılarak

ρ(x, Tx) = 0 buluruz. Böylece x, T dönüşümünün bir sabit noktasıolur.

Şimdi d = ρ ve x 6= Tx olduğunu kabul edelim. Böylece her nk ≥ n0 için bir n0 ∈ N

ve {xn} dizisinin bir {xnk} altdizisi vardır (eğer olmasaydı, her n ≥ n1 için xn → Tx

olduğundan xn = Tx olacak şekilde n1 ∈ N var olacaktı. x 6= Tx olduğundan

bu bir çeli̧skidir). Her nk ≥ n0 için d(Txnk , Tx) > 0 olduğundan (2.4) eşitsizliğini

kullanarak

τ + F (d(xnk+1, Tx)) = τ + F (d(Txnk , Tx))

≤ F (M(xnk , x))

= F

max


d(xnk , x), d(xnk , xnk+1),

d(x, Tx),

1
2

[d(xnk , Tx) + d(x, xnk+1)]




eşitsizliğini elde ederiz.

k →∞ için limit alınarak ve F fonksiyonunun sürekliliği kullanılarak

τ + F (d(x, Tx)) ≤ F (d(x, Tx))
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olur ki bu bir çeli̧skidir. Dolayısıyla x, T dönüşümünün bir sabit noktasıdır. Böylece

ispat tamamlanmı̧s olur.

Uyarı3.1 Eğer Teorem 3.3’de d = ρ alınırsa bu durumda Teorem 2.5 sağlanır.

Uyarı3.2 Eğer Teorem 3.3’de F (α) = lnα seçilirse bu durumda Teorem 3.2

sağlanır.

Aşağıdaki sonuç Teorem 3.3 kullanılarak kolaylıkla elde edilir.

Sonuç 3.1 (X, ρ) bir tam metrik uzay ve d, X kümesi üzerinde bir diğer metrik,

T : X → X bir dönüşüm olsun. F ∈ F (F dönüşümünün sürekliliği olmaksızın) ve

d(Tx, Ty) > 0 eşitsizliğini sağlayan her x, y ∈ X için

τ + F (d(Tx, Ty)) ≤ F (d(x, y))

olacak şekilde τ > 0 mevcut olsun. Ayrıca (3.2) ve (3.3) özellikleri sağlansın. Bu

durumda T dönüşümü X kümesinde bir sabit noktaya sahiptir.

Aşağıdaki örnek Uyarı3.1’in gerçeklendiğini göstermektedir.

Örnek 3.1 X =
{
1
n2

: n ∈ N
}
∪{0} ve d(x, y) = ρ(x, y) = |x− y| alalım. Dolayısıyla

(X, ρ) bir tam metrik uzaydır. T : X → X dönüşümünü

Tx =

 1
(n+1)2

, x = 1
n2

0 , x = 0

şeklinde tanımlayalım.

sup
x,y∈X,x 6=y

d(Tx, Ty)

M(x, y)
= 1

olduğundan (3.1) eşitsizliğini sağlayan q ∈ (0, 1) bulanamaz. Böylece Teorem 3.2 bu

örnek için geçerli değildir.
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Şimdi

F (α) =

 lnα√
α

, 0 < α < e2

α− e2 + 2
e

, α ≥ e2
.

biçiminde tanımlayalım. F fonksiyonunun sürekli ve F ∈ F olduğu kolayca görülebilir.

τ = ln 2 ile birlikte T dönüşümünün genelleştirilmi̧s F -büzülme olduğu da görülebilir.

Bunun için öncelikle

sup
x,y∈X

d(x, y) = 1 < e2

olduğunu dikkate alalım.

Her x, y ∈ X için

d(Tx, Ty) > 0⇒ ln 2 + F (d(Tx, Ty)) ≤ F (M(x, y)) (3.10)

olacak şekilde τ = ln 2 ile birlikte T dönüşümü genelleştirilmi̧s F -büzülmedir.

Bunu göstermek için, her x, y ∈ X için

d(Tx, Ty) > 0⇒ ln 2 + F (d(Tx, Ty)) ≤ F (d(x, y))

olduğunu göstermek yeterlidir.

Her x, y ∈ X için

⇔
[
d(Tx, Ty) > 0⇒ d(Tx, Ty)

1√
d(Tx,Ty)d(x, y)

− 1√
d(x,y) ≤ 1

2

]
⇔

[
|Tx− Ty| > 0⇒ |Tx− Ty|

1√
|Tx−Ty| |x− y|−

1√
|x−y| ≤ 1

2

]

olduğunu gösterelim.
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Şimdi, eğer m > n için x = 1
n2
ve y = 1

m2 ise

|Tx− Ty|
1√

|Tx−Ty| |x− y|−
1√
|x−y| =

(
1

(n+ 1)2
− 1

(m+ 1)2

) 1√
1

(n+1)2
− 1
(m+1)2 ×(

1

n2
− 1

m2

)− 1√
1
n2
− 1
m2

=

(
(m+ 1)2 − (n+ 1)2

(n+ 1)2 (m+ 1)2

) (n+1)(m+1)√
(m+1)2−(n+1)2

×

(
m2 − n2
n2m2

)− nm√
m2−n2

=

(
(m+ 1)2 − (n+ 1)2

(n+ 1)2 (m+ 1)2

) (n+1)(m+1)√
(m+1)2−(n+1)2

×

(
m2 − n2
n2m2

m+ n+ 2

m+ n+ 2

)− nm√
m2−n2

=

(
(m+ 1)2 − (n+ 1)2

(n+ 1)2 (m+ 1)2

) (n+1)(m+1)√
(m+1)2−(n+1)2

×

 (m+1)2−(n+1)2

(n+1)2(m+1)2
×

(m+n)(n+1)2(m+1)2

(m+n+2)n2m2

−
nm√
m2−n2

=

(
(m+ 1)2 − (n+ 1)2

(n+ 1)2 (m+ 1)2

) (n+1)(m+1)√
(m+1)2−(n+1)2

− nm√
m2−n2

×

(
(m+ n+ 2)n2m2

(m+ n) (n+ 1)2 (m+ 1)2

) nm√
m2−n2

eşitliğini elde ederiz. Diğer taraftan

(m+ 1)2 − (n+ 1)2

(n+ 1)2 (m+ 1)2
≤ 1

2
,

(n+ 1)(m+ 1)√
(m+ 1)2 − (n+ 1)2

− nm√
m2 − n2

≥ 1

ve
(m+ n+ 2)n2m2

(m+ n) (n+ 1)2 (m+ 1)2
< 1

olduğundan

|Tx− Ty|
1√

|Tx−Ty| |x− y|−
1√
|x−y| ≤ 1

2
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eşitsizliğini buluruz. Böylece (3.10) eşitsizliği sağlanır.

Eğer x = 1
n2
ve y = 0 ise

|Tx− Ty|
1√

|Tx−Ty| |x− y|−
1√
|x−y| =

∣∣∣∣ 1

(n+ 1)2

∣∣∣∣
1√∣∣∣∣ 1

(n+1)2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ 1

n2

∣∣∣∣− 1√
| 1
n2
|

=
n2n

(n+ 1)2(n+1)

=
n2(n+1)

(n+ 1)2(n+1)
1

n2

=

(
n

n+ 1

)2(n+1)
1

n2

≤ 1

2

eşitsizliğini elde ederiz. Böylece bu durumda da (3.10) eşitsizliği sağlanır.

Dolayısıyla Teorem 3.3’ün tüm koşullarısağlandı̆gından T dönüşümününX kümesinde

bir sabit noktasıolduğunu elde ederiz.

Aşağıdaki örnek Teorem 3.3’ün, Teorem 2.5’in gerçek bir genelleştirmesi olduğunu

göstermektedir.

Örnek 3.2 X =
{
xn = n(n+1)

2
: n ∈ N

}
kümesi, ρ(x, y) = |x− y| ve

d(x, y) =

 0 , x = y

1 + |x− y| , x 6= y

metriklerini ele alalım. Dolayısıyla (X, ρ) bir tam metrik uzaydır. T : X → X

dönüşümünü

Tx =

 x1 , x = x1

xn−1 , x = xn, n ≥ 2

olacak şekilde tanımlayalım.

sup
n>1

d(Txn, Tx1)

M(xn, x1)
= sup

n>1

1 + |xn−1 − x1|

max

 1 + |xn − x1| , 1 + |xn − xn−1| , 1,
1
2

[1 + |xn − x1|+ 1 + |xn − xn−1|]


= sup

n>1

n(n−1)
2

max
{
n(n+1)
2

, 1 + n, 1, n
2

2

}
= 1
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olduğundan (3.1) eşitsizliğini sağlayan q ∈ (0, 1) bulanamaz. Böylece Teorem 3.2 bu

örnek için uygulanamaz.

Şimdi α > 0, F (α) = α + lnα ve τ = 1 için Teorem 3.3’ün büzülme koşulu

d(Tx, Ty) > 0 olmak üzere

d(Tx, Ty)

M(x, y)
ed(Tx,Ty)−M(x,y) ≤ e−1

eşitsizliği olur. Burada m,n ∈ N için

d(Txm, Txn) > 0⇔ (m > 2 ve n = 1) veya (m > n > 1)

durumlarınıinceleyelim. O halde aşağıdaki iki durumu göz önüne almalıyız.

Durum 1 m > 2 ve n = 1 ise

d(Txm, Tx1)

M(xm, x1)
ed(Txm,Tx1)−M(xm,x1) =

m− 1

m+ 1
e−m

< e−1

eşitsizliğini elde ederiz.

Durum 2 m > n > 1 ise

d(Txm, Txn)

M(xm, xn)
ed(Txm,Txn)−M(xm,xn) =

d(xm−1, xn−1)

M(xm, xn)
ed(xm−1,xn−1)−M(xm,xn)

=
1 +

(m− n)(m+ n− 1)

2

1 +
(m− n)(m+ n− 1)

2

en−m

< e−1

eşitsizliğini elde ederiz. Böylece Teorem 3.3’ün büzülme koşulu sağlanır. Diğer

taraftan d ≥ ρ olduğundan (3.2) koşulu sağlanır ve τ ρ diskre topoloji olduğundan

(3.3) koşulu da sağlanır. Sonuç olarak Teorem 3.3, T dönüşümünün X kümesinde

bir sabit noktasıolduğunu garanti eder.
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4. İKİ METRİĞE SAHİP BİR KÜME ÜZERİNDE KÜME DEĞERLİ

DÖNÜŞÜMLER İÇİN SABİT NOKTA TEOREMLERİ

Bu bölümde öncelikle Lazar, O’Regan ve Petruşel tarafından verilen iki metriğe

sahip bir küme üzerinde genelleştirilmi̧s küme değerli büzülmeler için sabit nokta

teoremleri incelenecektir. Ayrıca iki metriğe sahip bir küme üzerinde küme değerli

F -büzülmeler ve α-geçi̧sli dönüşümler için elde edilen sonuçlar verilecektir.

İlk olarak iki metriğe sahip bir küme üzerinde küme değerli dönüşümler için verilen

sabit nokta sonuçlarınıifade edelim.

(X, d) bir metrik uzay ve ρ, X üzerinde bir diğer metrik olsun. x0 ∈ X ve r > 0

iken

Bd(x0, r) = {x ∈ X : d(x, x0) < r}

ve Bd(x0, r)
ρ
, Bd(x0, r) açık yuvarının ρ-kapanı̧sınıbelirtsin.

Teorem 4.1 X boştan farklıbir küme, x0 ∈ X ve r > 0 mevcut olsun. X üzerinde

d ile ρ iki metrik ve T : Bρ(x0, r)
d → P (X) küme değerli dönüşüm olmak üzere

aşağıdaki özellikler sağlansın:

(i) (X, d) bir tam metrik uzay

(ii) ∀x, y ∈ X için d(x, y) ≤ cρ(x, y) olacak şekilde c > 0 mevcut

(iii) d 6= ρ ise T : Bρ(x0, r)
d → P (Xd) kapalı

(iv) d = ρ ise T : Bd(x0, r)
d → C(Xd)

(v) ∀x, y ∈ Bρ(x0, r)
d
için Hρ(Tx, Ty) ≤ αMρ(x, y) olacak şekilde α ∈ [0, 1) mevcut

(vi) Dρ(x0, Tx0) < (1− α)r

Bu durumda x∗ ∈ Tx∗ olacak şekilde x∗ ∈ Bρ(x0, r)
d
vardır. Yani T dönüşümü bir

sabit noktaya sahiptir (Lazar vd. 2008).
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4.1 F -Büzülmeler için Sabit Nokta Teoremleri

Bu kısımda iki metriğe sahip bir küme üzerinde genelleştirilmi̧s küme değerli F -

büzülmeler için sabit nokta sonuçlarıelde edeceğiz.

Lemma 4.1 (X, d) bir metrik uzay, x ∈ X ve A, X kümesinin kompakt bir alt

kümesi olsun. Bu durumda d(x, a) = D(x,A) olacak şekilde bir a ∈ A vardır.

Teorem 4.2 (X, ρ) bir tam metrik uzay ve d, X kümesi üzerinde bir diğer metrik,

T : X → Kd(X) genelleştirilmi̧s küme değerli F -büzülme olsun. Her bir x, y ∈ X

için

ρ(x, y) ≤ cd(x, y) (4.1)

olacak şekilde c > 0mevcut olsun. Eğer T kapalıküme değerli dönüşüm (ρmetriğine

göre) ise, bu durumda T dönüşümü X kümesinde bir sabit noktaya sahiptir.

İspat. x0 ∈ X alalım. Her x ∈ X için Tx boştan farklıolduğundan x1 ∈ Tx0

seçebiliriz. Eğer x1 ∈ Tx1 ise x1, T dönüşümünün bir sabit noktasıdır ve böylece

ispat tamamlanır.

x1 /∈ Tx1 alalım. Tx1 kapalıolduğundan D(x1, Tx1) > 0 olur. Diğer taraftan, (F1)

koşulundan ve D(x1, Tx1) ≤ H(Tx0, Tx1) olduğundan

F (D(x1, Tx1)) ≤ F (H(Tx0, Tx1))

eşitsizliğini elde ederiz. T dönüşümü genelleştirilmi̧s küme değerli F -büzülme olduğun-

dan

F (D(x1, Tx1)) ≤ F (H(Tx0, Tx1)) ≤ F (M(x0, x1))− τ (4.2)

= F

max

 d(x0, x1), D(x0, Tx0), D(x1, Tx1),

1
2

[D(x0, Tx1) +D(x1, Tx0)]


− τ

≤ F

(
max

{
d(x0, x1), D(x1, Tx1),

1

2
D(x0, Tx1)

})
− τ

≤ F

max

 d(x0, x1), D(x1, Tx1),

1
2

[d(x0, x1) +D(x1, Tx1)]


− τ

= F (max {d(x0, x1), D(x1, Tx1)})− τ
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yazabiliriz. Eğer d(x0, x1) ≤ D(x1, Tx1) ise

F (D(x1, Tx1)) ≤ F (D(x1, Tx1))− τ

eşitsizliğini elde ederiz ki τ > 0 olduğundan bu bir çeli̧skidir. O halde

F (D(x1, Tx1)) ≤ F (d(x0, x1))− τ

eşitsizliğini buluruz. Tx1 kompakt olduğundan Lemma 4.1 gereğince d(x1, x2) =

D(x1,Tx1) olacak şekilde x2 ∈ Tx1 vardır. Böylece (4.2) koşulundan

F (d(x1, x2)) ≤ F (H(Tx0, Tx1)) ≤ F (d(x0, x1))− τ

olur. Bu şekilde devam edilirse xn+1 ∈ Txn olacak şekilde X kümesinde bir {xn}

dizisi vardır ve her n ∈ N için

F (d(xn, xn+1)) ≤ F (d(xn, xn−1))− τ (4.3)

olur. Eğer xn0 ∈ Txn0 olacak şekilde n0 ∈ N varsa xn0 , T dönüşümünün bir sabit

noktasıdır. O halde, her n ∈ N için xn /∈ Txn olsun. Bu durumda n ∈ N için

an = d(xn, xn+1) ile tanımlayalım. Her n için an > 0 olduğundan ve (4.3) eşitsizliğini

kullanarak

F (an) ≤ F (an−1)− τ ≤ F (an−2)− 2τ ≤ ... ≤ F (a0)− nτ (4.4)

elde ederiz. (4.4) eşitsizliğinde n → ∞ için limit alınırsa lim
n→∞

F (an) = −∞ olur.

Dolayısıyla (F2) koşulundan

lim
n→∞

an = 0

buluruz. (F3) koşuluyla birlikte

lim
n→∞

aknF (an) = 0

olacak şekilde k ∈ (0, 1) vardır. (4.4) eşitsizliğinden her n ∈ N için

aknF (an)− aknF (a0) ≤ −aknnτ ≤ 0 (4.5)

eşitsizliğini elde ederiz. (4.5) eşitsizliğinde limit alınırsa

lim
n→∞

nakn = 0
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olur. Dolayısıyla her n ≥ n1 için nakn ≤ 1 olacak şekilde n1 ∈ N vardır. Böylece her

n ≥ n1 için

an ≤
1

n1/k
(4.6)

eşitsizliğini elde ederiz.

{xn} dizisinin d metriğine göre bir Cauchy dizisi olduğunu göstermek için m > n ≥

n1 olacak şekilde m,n ∈ N alalım. (4.6) eşitsizliğini ve metrik için üçgen eşitsizliğini

kullanarak

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + ...+ d(xm−1, xm)

= an + an+1 + ...+ am−1

=

m−1∑
i=n

ai ≤
∞∑
i=n

ai ≤
∞∑
i=n

1

i1/k

buluruz.

∞∑
i=1

1
i1/k

serisinin yakınsaklı̆gından lim
n→∞

d(xn, xm) = 0 olur. Böylece {xn} dizisi (X, d)

metrik uzayında bir Cauchy dizisidir.

(4.1) eşitsizliğinden {xn} dizisi aynızamanda (X, ρ) metrik uzayında da bir Cauchy

dizisidir. (X, ρ) bir tam metrik uzay olduğundan n → ∞ iken ρ(xn, x) → 0 olacak

şekilde x ∈ X vardır.

T kapalı küme değerli bir dönüşüm (ρ metriğine göre) ise (xn, xn+1) → (x, x)

olduğundan x ∈ Tx elde edilir. Dolayısıyla, T dönüşümü X kümesinde bir sabit

noktaya sahiptir.

Böylece ispat tamamlanmı̧s olur.

Uyarı4.1 Eğer Teorem 4.2’de d = ρ alınırsa bu durumda Teorem 2.8 sağlanır.

Sonuç 4.1 (X, ρ) bir tam metrik uzay ve d, X kümesi üzerinde (4.1) koşulunu

sağlayan bir diğer metrik ve T : X → Kd(X) küme değerli F -büzülme olsun. Eğer
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T kapalıküme değerli dönüşüm (ρ metriğine göre) ise bu durumda T dönüşümü X

kümesinde bir sabit noktaya sahiptir.

Uyarı4.2 Teorem 4.2’de her x ∈ X için Tx kompakttır. Burada aklımıza şöyle bir

soru gelebilir: T : X → CBd(X) genelleştirilmi̧s küme değerli bir F -büzülme iken

T dönüşümü bir sabit noktaya sahip midir? Aşağıdaki örnek bu sorunun cevabının

olumsuz olduğunu göstermektedir.

Örnek 4.1 X = [0, 1] , ρ alı̧sılmı̧s metrik ve

d(x, y) =

 0 , x = y

1 + |x− y| , x 6= y

metriğini ele alalım. Bu durumda (X, ρ) bir tam metrik uzaydır ve her x, y ∈ X için

ρ(x, y) ≤ d(x, y) olduğu açıktır. τ d diskre topoloji olduğundan X kümesinin tüm

alt kümeleri kapalıve hatta sınırlıdır. Dolayısıyla X kümesinin tüm alt kümeleri d

metriğine göre kapalıve sınırlıdır.

Q,X’in bütün rasyonel sayılarının kümesi olmak üzere T : X → CBd(X) dönüşümünü

Tx =

 Q , x ∈ X\Q

X\Q , x ∈ Q

şeklinde tanımlayalım. Böylece T dönüşümünün sabit noktasıyoktur.

Şimdi

F (α) =

 lnα , α ≤ 1

α , α > 1

olacak şekilde F : (0,∞) → R fonksiyonlarını tanımlayalım. Buradan F ∈ F

olduğu görülebilir. Şimdi T dönüşümünün genelleştirilmi̧s küme değerli F -büzülme

olduğunu yani her x, y ∈ X için τ = 1 ile birlikte

H(Tx, Ty) > 0⇒ 1 + F (H(Tx, Ty)) ≤ F (M(x, y))

eşitsizliğinin sağlandı̆gınıgösterelim.

H(Tx, Ty) > 0 ise {x, y} ∩ Q kümesi tek elemanlıdır. Böylece H(Tx, Ty) > 0
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eşitsizliğini sağlayan x, y ∈ X için

H(Tx, Ty) = H(Q,X\Q)

= 1

< 1 + |x− y|

= d(x, y)

≤ M(x, y)

ve buradan

1 + F (H(Tx, Ty)) ≤ F (M(x, y))

eşitsizliğini elde ederiz.

Şimdi F üzerine (F4) şartınıekleyerek, Teorem 4.2’de Kd(X) yerine CBd(X) ala-

biliriz.

F∗ ile (F1) − (F4) koşullarınısağlayan tüm F fonksiyonların kümesi ifade edilsin.

Bu durumda F∗ ⊂ F olacağıaçıktır.

Teorem 4.3 (X, ρ) bir tam metrik uzay ve d, X kümesi üzerinde (4.1) koşulunu

sağlayan bir diğer metrik, T : X → CBd(X) dönüşümü F ∈ F∗ ile genelleştirilmi̧s

küme değerli bir F -büzülme olsun. Eğer T kapalıküme değerli dönüşüm (ρmetriğine

göre) ise bu durumda T dönüşümü X kümesinde bir sabit noktaya sahiptir.

İspat. x0 ∈ X alalım. Her x ∈ X için Tx boştan farklıolduğundan x1 ∈ Tx0

seçebiliriz. Eğer x1 ∈ Tx1 ise x1, T dönüşümünün bir sabit noktasıdır ve böylece

ispat tamamlanır.

x1 /∈ Tx1 alalım. Tx1 kapalıolduğundan D(x1, Tx1) > 0 olur. Diğer taraftan, (F1)

koşulundan ve D(x1, Tx1) ≤ H(Tx0, Tx1) olduğundan

F (D(x1, Tx1)) ≤ F (H(Tx0, Tx1))

eşitsizliğini elde ederiz. T genelleştirilmi̧s küme değerli F -büzülme olduğundan

F (D(x1, Tx1)) ≤ F (H(Tx0, Tx1)) ≤ F (M(x1, x0))− τ (4.7)
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buluruz. (F4) koşulundan ve D(x1, Tx1) > 0 olduğundan

F (D(x1, Tx1)) = inf
y∈Tx1

F (d(x1, y))

yazabiliriz. O halde (4.7) eşitsizliğinden

inf
y∈Tx1

F (d(x1, y)) ≤ F (M(x1, x0))− τ < F (M(x1, x0))−
τ

2

eşitsizliğini elde ederiz. Böylece yukarıdaki eşitsizlikten

F (d(x1, x2)) ≤ F (M(x1, x0))−
τ

2

olacak şekilde x2 ∈ Tx1 vardır.

Eğer x2 ∈ Tx2 ise istenilen elde edilir ve ispat tamamlanır. Aksi takdirde, benzer

yolla

F (d(x2, x3)) ≤ F (M(x2, x1))−
τ

2

olacak şekilde x3 ∈ Tx2 elde edebiliriz.

Bu şekilde devam edildiğinde her n = 1, 2, 3, ... için xn+1 ∈ Txn ve

F (d(xn, xn+1)) ≤ F (M(xn, xn−1))−
τ

2

olacak şekilde X kümesinde bir {xn} dizisi elde ederiz.

İspatın geri kalan kısmıTeorem 4.2’nin ispatında olduğu gibi tamamlanabilir.

Uyarı4.3 (F1) şartınısağlayan sağdan sürekli her F fonksiyonu (F4) koşulunu

sağlar.

4.2 α-Geçi̧sli Dönüşümler için Sabit Nokta Teoremleri

Bu kısımda iki metriğe sahip bir küme üzerinde α-geçi̧sli küme değerli F -büzülmeler

için sabit nokta sonuçlarıelde edeceğiz.
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Teorem 4.4 (X, ρ) bir tam metrik uzay ve d, X kümesi üzerinde (4.1) koşulunu

sağlayan bir diğer metrik, T : X → Kd(X) bir α-geçi̧sli ve (2.6) koşulunu sağlayan

τ büzülme çarpanıile küme değerli bir (α, F )-büzülme olsun. Ayrıca α(x0, x1) ≥ 1

olacak şekilde x0 ∈ X ve x1 ∈ Tx0 mevcut olsun. Bu durumda T kapalı küme

değerli dönüşüm (ρ metriğine göre) ise veya α, (B) özelliğine sahip ise T dönüşümü

bir sabit noktaya sahiptir.

İspat. T dönüşümünün sabit noktaya sahip olmadı̆gınıkabul edelim. Bu durumda

her x ∈ X için D(x, Tx) > 0 olur. x0 ve x1 hipotezde ifade edildiği gibi alınırsa

H(Tx0, Tx1) > 0 bulunur. Böylece (x0, x1) ∈ Tα olduğundan x0 ve x1 için (2.5)

eşitsizliğini kullanabiliriz. (F1) koşulundan

F (D(x1, Tx1)) ≤ F (H(Tx0, Tx1)) (4.8)

≤ F (d(x1, x0))− τ(d(x1, x0))

eşitsizliğini elde ederiz.

Tx1 kompakt olduğundan Lemma 4.1 gereğince d(x1, x2) = D(x1,Tx1) olacak şekilde

x2 ∈ Tx1 vardır. Böylece (4.8) eşitsizliğinden

F (d(x1, x2)) ≤ F (H(Tx0, Tx1))

≤ F (d(x1, x0))− τ(d(x1, x0))

eşitsizliğini buluruz. Aynızamanda T , α-geçi̧sli dönüşüm olduğundan α(x1, x2) ≥ 1

yazabiliriz.

Benzer şekilde x2 ∈ Tx1 için H(Tx1, Tx2) > 0 olur. Böylece (x1, x2) ∈ Tα olduğun-

dan x1 ve x2 için (2.5) eşitsizliğini kullanabiliriz. O halde

F (D(x2, Tx2)) ≤ F (H(Tx1, Tx2))

≤ F (d(x2, x1))− τ(d(x2, x1))

eşitsizliğini elde ederiz.
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Tx2 kompakt olduğundan d(x2, x3) = D(x2,Tx2) olacak şekilde x3 ∈ Tx2 vardır.

Buradan

F (d(x2, x3)) ≤ F (H(Tx1, Tx2))

≤ F (d(x2, x1))− τ(d(x2, x1))

yazabiliriz. O halde (xn, xn+1) ∈ Tα ve her n ∈ N için

F (d(xn, xn+1)) ≤ F (d(xn, xn−1))− τ(d(xn, xn−1)) (4.9)

eşitsizliğini sağlayan xn+1 ∈ Txn olacak şekilde X kümesinde bir {xn} dizisi bula-

biliriz.

Her n = 0, 1, 2, . . . için γn = d(xn, xn+1) ile ifade edelim. Bu durumda her n için

γn > 0 olur ve (4.9) eşitsizliğinden {γn} azalan olup yakınsak bir dizidir.

(2.6) koşulundan her n > n0 için τ(γn) > δ olacak şekilde n0 ∈ N ve δ > 0 vardır.

Böylece

F (γn) ≤ F (γn−1)− τ(γn−1) (4.10)

≤ F (γn−2)− τ(γn−1)− τ(γn−2)

...

≤ F (γ0)− τ(γn−1)− τ(γn−2)− · · · − τ(γ0)

≤ F (γ0)− τ(γn−1)− τ(γn−2)− · · · − τ(γn0)

≤ F (γ0)− (n− n0)δ

eşitsizliğini elde ederiz.

Yukarıdaki eşitsizlikten n→∞ için limit alırsak

lim
n→∞

F (γn) = −∞

buluruz. (F2) koşulundan

lim
n→∞

γn = 0
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elde ederiz. (F3) koşuluyla birlikte

lim
n→∞

γknF (γn) = 0 (4.11)

olacak şekilde k ∈ (0, 1) vardır. (4.10) eşitsizliğinden her n > n0 için

γknF (γn)− γknF (γ0) ≤ γkn [F (γ0)− (n− n0)δ]− γknF (d0)

= −γkn(n− n0)δ

≤ 0

eşitsizliğini yazabiliriz. Yukarıdaki eşitsizlik (4.11) ifadesinde dikkate alınırsa

lim
n→∞

nγkn = 0

olur. Dolayısıyla her n ≥ n1 için nγkn ≤ 1 olacak şekilde n1 ∈ N vardır. Böylece her

n ≥ n1 için

γn ≤
1

n1/k

eşitsizliğini elde ederiz.

{xn} dizisinin d metriğine göre bir Cauchy dizisi olduğunu göstermek için m > n ≥

n1 olacak şekilde m,n ∈ N alalım. Metrik için üçgen eşitsizliğini kullanarak

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + · · ·+ d(xm−1, xm)

= γn + γn+1 + · · ·+ γm−1

=
m−1∑
i=n

γi ≤
∞∑
i=n

γi ≤
∞∑
i=n

1

i1/k

buluruz.

∞∑
i=1

1
i1/k

serisinin yakınsaklı̆gından lim
n→∞

d(xn, xm) = 0 olur. Böylece {xn} dizisi (X, d)

metrik uzayında bir Cauchy dizisidir.

(4.1) eşitsizliğinden {xn} dizisi aynızamanda (X, ρ) metrik uzayında da bir Cauchy

dizisidir. (X, ρ) bir tam metrik uzay olduğundan n → ∞ iken ρ(xn, x) → 0 olacak

şekilde x ∈ X vardır.
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T kapalı küme değerli bir dönüşüm (ρ metriğine göre) ise (xn, xn+1) → (x, x)

olduğundan x ∈ Tx elde edilir. Bu ise hipotezle çeli̧sir. O halde T dönüşümü

X kümesinde bir sabit noktaya sahiptir.

Şimdi α’nın (B) özelliğine sahip olduğunu kabul edelim.

ρ(xn, x) → 0 ve D(x, Tx) > 0 olduğundan her n ≥ n0 için D(xn+1, Tx) > 0 olacak

şekilde n0 ∈ N vardır.

(2.5) eşitsizliğinden ve (F1) koşulundan her n ≥ n0 için

F (D(xn+1, Tx)) ≤ F (H(Txn, Tx))

≤ F (d(xn, x))− τ(d(xn, x))

ve

D(xn+1, Tx) ≤ d(xn, x)

eşitsizliklerini elde ederiz. Buradan n→∞ için limit alırsak D(x, Tx) = 0 buluruz

ve bu bir çeli̧skidir. O halde T dönüşümünün X kümesinde bir sabit noktasıvardır.

Böylece ispat tamamlanmı̧s olur.

Uyarı4.4 F ∈ F∗ ile Teorem 4.4’de Kd(X) yerine CBd(X) alabiliriz.

Teorem 4.5 (X, ρ) bir tam metrik uzay ve d, X kümesi üzerinde (4.1) koşulunu

sağlayan bir diğer metrik, T : X → CBd(X) bir α-geçi̧sli ve (2.6) koşulunu sağlayan

τ büzülme çarpanıve F ∈ F∗ ile birlikte küme değerli bir (α, F )-büzülme olsun.

Ayrıca α(x0, x1) ≥ 1 olacak şekilde x0 ∈ X ve x1 ∈ Tx0 mevcut olsun. Bu durumda

T kapalıküme değerli dönüşüm (ρ metriğine göre) ise T dönüşümü X kümesinde

bir sabit noktaya sahiptir.

İspat. Teorem 4.4’ün ispatındaki gibi başlayalım. (F4) koşulunu göz önüne alarak

F (D(x1, Tx1)) = inf
y∈Tx1

F (d(x1, y))
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eşitliğini yazabiliriz.

Böylece

F (D(x1, Tx1)) ≤ F (H(Tx0, Tx1))

≤ F (d(x1, x0))− τ(d(x1, x0))

eşitsizliğini elde ederiz ve buradan

inf
y∈Tx1

F (d(x1, y)) ≤ F (d(x1, x0))− τ(d(x1, x0))

< F (d(x1, x0))−
τ(d(x1, x0))

2

eşitsizliğini yazabiliriz. O halde

F (d(x1, x2)) ≤ F (d(x1, x0))−
τ(d(x1, x0))

2

olacak şekilde x2 ∈ Tx1 vardır.

İspatın geri kalan kısmıTeorem 4.4’ün ispatındaki gibi tamamlanabilir.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tez çalı̧smasında literatürdeki bilgiler kullanılarak bazı orijinal sonuçlar elde

edilmi̧stir. İlk olarak iki metriğe sahip bir küme üzerinde tek değerli dönüşümler

için genelleştirilmi̧s F -büzülmeler ile sabit nokta sonuçlarıverilmi̧stir. Elde edilen

bu sonuçların literatürdeki bazı sabit nokta teoremlerinden daha genel olduğunu

gösteren örnekler verilmi̧stir. Daha sonra iki metriğe sahip bir küme üzerinde tek

değerli dönüşümler için elde edilen teoremler, küme değerli dönüşümler için de elde

edilmi̧stir. İki metriğe sahip bir küme üzerinde küme değerli dönüşümler için önce F -

büzülmeler ile sonra α-geçi̧sli dönüşümler ile ilgili sabit nokta teoremleri verilmi̧stir.

Bu teoremlere ili̧skin sonuçlar ve örnekler ayrıntılıolarak incelenmi̧stir. Elde edilen

sonuçlar literatüre yeni sonuçlar kattı̆gıve farklıbir bakı̧s açısısunduğu için büyük

önem arz etmektedir.
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