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Pozitif n tamsayisimin bir ayrigimi, A, Ao, ..., A\, seklinde pozitif tamsayilarin
T

artmayan bir dizisidir 6yle ki Z A; = ndir. nnin ayrigimlar: sayisi p(n) ile gosterilir.

i=1

{ p(n) } dizisinin lireteg fonksiyonu E p(n)q"” serisidir ve
n>0
- n=0

o0 . oo 1 '
> s =TT (< dir

Ramanujan 1919 yilinda p(bn +4) = 0 (mod 5), p(7n+5) = 0 (mod 5) ve
p(11n + 6) = 0 (mod 11) kongruanslarini vermis ve analitik olarak ispatlamigtir.
1954 yilinda m = 5,7 ve 11 modilleri igin p(mn + k) formundaki sayilarin
kongruans ozellikleri, Atkin ve Swinnerton-Dyer tarafindan hesaplanmigtir. Atkin

ve Swinnerton-Dyer temel olarak, Z p(n)q"™ serisini, katsayilar1 y de (y := ¢™)
n=0

kuvvet serileri olan ¢ nun (m — 1)- dereceden bir polinomu olarak ele almiglardur.

sonsuz ¢arpimi m = 5, 7, ve 11 durumlar icin yukarida

Bu caligmada, TI—II —
belirttigimiz tipte bir polinom olarak ifade edilmistir. Bu polinom ifadeleri
kullanilarak kongruans ozellikleri farkli bir yolla elde edilmistir. Bu ifadelere
bakildiginda aralarindaki iligkiler farkedilmektedir. Bu iligkiler SLy(7Z) modiiler
grubunun bir kongruans altgrubunun hareketi ile agiklanmigtir. Son olarak, polinom
katsayilarini sadelestirmek i¢in Atkin ve Swinnerton’in verdigi kullanigh bir 6zdeslik,
eliptik fonksiyonlar ve theta fonksiyonlari teorileri kullanilarak genellestirilmistir.

2007, 75 sayfa

Anahtar Kelimeler : Ayrisim, rank, crank, modiiler form, eliptik fonksiyon, theta
fonksiyonlar:
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A partition of a positive integer n is a finite nonincreasing sequence of positive
T

integers A1, Ao, ..., A, such that Z A; = n. The number of partitions of n is denoted
i=1

by p(n). The generating function of the sequence {p(n)} is E p(n)q" and it is
n>0
- n=0

o] o0 1
known that Zp(n)q” = H —q (lg] <1).
n=0 r=1

In 1919, Ramanujan gave the congruences p(5n +4) = 0 (mod 5), p(Tn +5) = 0
(mod 5) and p(11n 4+ 6) = 0 (mod 11) and proved them analytically. For modulo
m = 5,7 and 11 congruence properties of the numbers of the form p(mn + k) were
calculated by Atkin and Swinnerton-Dyer in 1954. Basically, Atkin and Swinnerton-

Dyer considered the series Z p(n)q" as a polynomial of degree m — 1 in ¢, whose
n=0
coefficients are power series in y (y := ¢™).

7 is expressed as a polynomial of the type
stated above, for the cases m = 5, 7, and 11. Using these polynomial expressions,
we obtained the congruence properties in a completely different way. By looking at
these expressions one can realize the relations between them. These relations have
been explained by an action of a certain subgroup of modular group SLs(Z). Finally,
an identity given by Atkin and Swinnerton-Dyer, which is very useful to simplify the
coefficients of the polynomial expressions, is generalized by using Eliptic functions
and theta functions theory.

In this work, the infinite product H
r=1

2007, 75 pages
Key Words : Partiton, rank, crank, modular form, eliptic function, theta functions
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1. GIRIS

Bir objeyi alt objelere ayirmak her bilim dalinda onemli bir problemdir. Boyle bir
problem tamsayilar1 parcalamaktir. Bir tamsay1 iki sekilde parcalanir: c¢arpimsal
ve toplamsal olarak. Bir tamsayiy1 toplamsal olarak parcalamak Ayrisim Teorisinin
konusudur. Bir ayrigimin ne anlama geldigini incelemek igin 3 sayisim1 alalim. 3,
kag sekilde bir veya daha fazla pozitif tam sayiya parcalanabilir? 3, tek parca
olarak birakilabilir, 2 bir parca olarak ve kalan 1 de bir parca olarak alinabilir
veya 1 biytikliigiinde li¢ parcaya ayirilabilir. Bu ise yukaridaki elementer sorunun

cevabinin;
73’ iin 1i¢ tane tamsay1 ayrigimi vardir.”
oldugunu gosterir.

Tanmm 1.1 Ay > XAy > ... > A\, > 0ve Y ;_; A = n olmak iizere sonlu A=(A;\a...\,)
dizisine n’ nin bir ayrisimi ve bu dizideki her bir \; pozitif tamsayisina parca denir.
p(n) ile n nin ayrigimlar: sayis1 gosterilir ve p(0) := 1 olarak tanimlanir.

Yukaridaki 6rnekten p(3) = 3 tiir.

Ornek 1.1 5 in aynigimlan (p(5) = 7);

seklindedir.

n biytdikge p(n) olduk¢a hizli biiyiiyen bir sayidir. p(5) = 7, p(10) = 42,



p(20) = 627, p(50) = 204226, p(100) = 190569292 ve p(200) = 3972999029388
(13 basamak) dir.

{ p(n)} dizisinin tirete¢ fonksiyonu Z n)q" serisidir ve
n>0

n=—oo

o o 1
"= <1 1.1
>rm =I1 = 1o (L.1)

dir (Hardy and Wright, 1938). Bunu izah etmek igin [] ﬁ carpimin ¢* e kadar

acalim (bazen kolaylik i¢in []°2, gosterimi yerine sadece [] kullamlacaktir).

ﬁ I | 1 1 1
- 1-gq 1-¢® 1-¢ 1-¢
_ (1—|—q1—|—q2‘1—|—q3‘1+q4'1+---) (1+q1'2+q2‘2—|—---)

(I4+g3 4+ ) (A +gt+)

— 1+q1+ (q2.1+q1.2) + (q3.1+q1.2+1+q1.3) +
(q1‘4 Lt 22 g gt g q1.2+2.1) +...
= 1+q+2¢+3¢ +5¢" +---

Dikkat edilirse ¢’ nin sayis1, ¢ nin ayrisim sayisi kadardir.

Euler Pentagonal Say1 Teoremi

[Ta-a) =143 ()"t D1 +gm) = Y (—1)mgz"Cm=D  (1.2)
n=1 m=1 m=—00
seklindedir

(1.1) ve (1.2) kullanilarak bir tamsaymin ayrigimlarinin sayisini hesaplamak igin

agagidaki formiil elde edilir:



pn—1)4+pn—2)—pn—->5 —pn—-"7+---+

(1) (n — m(3m - 1)) + (=)™ (n ~ m3m+ 1)) b (13)

(1.3) esitligi sonsuz bir ifade gibi gértinmesine ragmen n < 0 durumunda p(n) = 0

oldugundan dolay1 aslinda sonludur. Simdi bu formiilii kullanarak 11’e kadar olan

sayilarin ayrigim sayisini hesaplayalim:

p(3 1=
p(4) =p(3) +p(2) =3+2=5
p(5) =p(4) +p(3) —p(0) =5+3—-1=
p(6) =p(5) +p(4) —p(1) =7T+5-1=11
p(7) = p(6) + p(5) —p(2) —p(0) =11 +7—-2—-1=15
p(8) =p(7) +p(6) —p(3) —p(1) =15+ 11 -3 -1=22
p(9) = p(8) +p(7) — p(4) — p(2) =224+15—-5—-2 =230
p(10) = p(9) + p(8) — p(5) — p(3) =30 4+22 — 7 — 3 = 42
p(11) = p(10) + p(9) — p(6) — p(4) = 42430 — 11 — 5 = 56

Pozitif n tamsayisinin ¢ok biiyiik oldugu durumlarda bu formiilii kullanmak zor

olacaktir. Boyle durumlarda p(n) sayisinin hesabi i¢in kullamilan bir yéntem Hardy

ve Ramanujan (1918) tarafindan verilen

1 m/2n/3
n)~——e
p(n) 3
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formiilidiir.
Ayrigimlar ile ¢carpanlara ayirma arasinda giizel bir iligki vardir. Simdi bunu agiklayalim:

8 tamsayisi carpimsal olarak, 8, 4.2, 2.4 ve 2.2.2 seklinde ifade edilebilir. Bu
sekilde carpanlara ayirmaya sirali ¢arpanlara ayirma (ordered factorization) adi
verilir. F(n) ile n pozitif tamsayisinin siral carpanlara ayriliglar: sayisini gosterelim

(F(0) := 0 olarak tanimlanir).

Bir ayrigim A = (A" AJ2...\") seklinde artan bir diziyle de gosterilebilir. Burada
m;’ ler \; pargasinin ayrigimdaki sayisidir. A = (AT A32..\"), n’ nin bir ayrigin
olsun. n’ den kii¢iik her m tamsayist m = Zizl a; N (a; € {0,1,...,m;}) seklinde
tek tirli yazlabiliyorsa A ayrigimina perfect ayrisim denir. 2 < m < n — 2 olan
her m tamsayis1 m = 22:1 a;\; (o € {0,1,...,m;}) seklinde tam olarak iki tiirlii
yaziliyorsa A ayrigimina double-perfect ayrigim adi verilir. Ornegin 7’ nin (17), (13 4)
ve (124) ayngimlan perfect ve (122 3) ise double-perfect ayrgimdir. D(n) ile n’nin

double-perfect ayrigimlarinin sayisini gosterelim.

D(n) ile F(n) arasinda

n—1

F(n—l)—F< 1 ) n=1 (mod 4) ise

F(n—1), n#1 (mod 4) ise

D(n) =

seklinde bir iligki vardir (Lee, 2006).

Aynigimlar cebirin bagka konularinda da karsimiza gikmaktadir. Ornegin S,, simetrik

grubunun eglenik smiflariin sayis1 p(n) sayisina esittir.

Bir ayrisim noktalarmn bir dizisiyle de gésterilebilir. Ornegin 23 {in (75332111)

ayrisimi



Cizelge 1.1 Grafik gosterimi

8 5 4 2 2 1 1

7 | o o o o o o
5 | e e e o
3 |e e @
3 |e e @
2 |e e
1 |e

.

1 |e

seklinde gosterilebilir.  Bu gosterime grafik gosterimi veya Ferrer grafigi adi
verilir. Bu tablo siitun olarak okunursa 23’iin bir bagka ayrigmmi (8 54 2 2 1 1)
bulunur. Bu yontemle elde edilen ayrigimlara birbirlerinin eslenigi denir. Ayrigimlarla

ilgili birgok sonug grafik gosterimi kullanilarak kolayca ispatlanir.

Ayrigim teorisinin ¢ok ilging bir hikayesi vardir. Bu hikaye Ortacaga kadar
uzanmasina ragmen ilk onemli sonuclar onsekizinci yiizyilda bu teorinin kurucusu
olarak bilinen Euler tarafindan verilmistir. Bir ¢ok matematikci bu teoriye katkilarda
bulunmustur. Bunlardan bazilar1 Legendre, Ramanujan, Hardy, Rademacher,

Sylvester, Selberg ve Dyson’dir.

Bu caligmamizin ana temas: 1919 da Hindistan asilli matematik¢i Ramanujan’in

vermis oldugu

p(bn+4) = 0 (mod 5) (1.4)
p(Tn+5) = 0 (mod7) (1.5)
p(1ln+6) = 0 (mod 11) (1.6)

kongruanslarina dayanmaktadir.



Hardy ve Ramanujan p(n) sayisinm incelerken n < 200 olmak {izere p(n) degerleri
icin P.A. MacMahon'in hazirlamig oldugu tabloyu kullandilar. Bu tabloyu daha
okunabilir yapmak i¢in agagidaki gibi 5’erli bloklara ayirdilar;

Cizelge 1.2 n < 30 igin p(n) ayrigim sayisi

n pn) n p(n) n  pn)
0 1 10 42 20 627
11 11 56 21 792
2 2 12 77 22 1002
3 3 13 101 23 1255
5 7 15 176 25 1958
6 11 16 231 26 2436
T 15 17 297 27 3010
8 22 18 385 28 3718
[

Ramanujan, bloklarin en sonunda bulunan sayilarin ayrigimlari sayisinin 5’in bir kati

oldugunu farketti ve asagidaki tahmini yapti:

p(5n+4) =0 (mod 5)

Bu beklenmedik iligkiden sonra tabloyu biraz daha inceleyerek

p(Tn +5) 0 (mod 7)

p(1ln+6) = 0 (mod 11)

kongruanslarini da ekledi. Daha sonra Ramanujan bu ii¢ kongruansi analitik yontemlerle

6



ispatladi (Ramanujan, 1927). Son olarak Ramanujan bu ii¢ kongruansi agagidaki

sekilde genellestirdi:

§ 1= 527°11¢ ve 24\ = 1 (mod 0) olmak iizere

p(A), pP(A+9), p(A+20),---=0 (mod J)

S. Chowla, H. Gupta tarafindan verilen genisletilmig p(n) tablosunu incelerken
24.243 =1 (mod 7%)
kongruansina ragmen
p(243) = 13397825934888 # 0 (mod 7%)

oldugunu farketti. 1938 yilinda ise G.N. Watson bu sonucun asagidaki sekilde
diizeltilebilecegini belirtti (Watson, 1938):

24n =1 (mod 5°7%11°) ise p(n) = 0 (mod 5°7(@+2/211¢) (1.7)

Bu sonug son olarak 1967 yilinda A.O.L. Atkin tarafindan ispatlandi (Atkin, 1967)
( Lehner tarafindan da farkli yontemlerle ispatlandi (Lehner, 1949)).

Daha sonra Freeman Dyson tarafindan bu kongruanslarin kombinatorial izahlari

yapildi (Dyson, 1944). Sonraki kisimda bunu anlatacagiz.

1.1 Rank

F.J. Dyson, Fizik bolimiinde ogrenci iken Ramanujan’in kongruanslarini anlaya-
bilmek icin tablolar yapip, ayrigimlari tasnif ederek bir sayma yontemi
bulmaya caligt ve bn + 4 ile 7n + 5 formundaki tamsayilarin ayrigimlarini sirasiyla

5 ve 7 esit pargaya bolen bir sayma yontemi geligtirdi.
n pozitif tamsayisinin bir ayrigimi A = (A} Ay ...\;) olsun. A'nin parca sayisi [ ve en
biiyiik parcast A;’dir. Dyson, A'nin rankini,

rank(\) ==\ —

7



olarak tanimlamigtir.

n nin ranki m olan ayrigimlar: sayisint N (m,n) ile ve n nin ranki m modiiliine gére

r ye denk olan ayrigimlar: sayisini ise N(r,m,n) ile gosterelim.

n nin bir ayrisgimi 7 = 7 + My + w3 + -+ - + 7 olsun. rank(w) = m — k olur. 7w
ayrigimin eglenigi 7' = k + 7y + 5 + -+ + . ve rank(n’) = k — 7 olur. Yani

herhangi bir ayrigimin ranki, esleniginin rankinin ters isaretlisidir. Dolayisiyla

N(m,n) = N(—m,n), N(r,m,n)=N(m—r,m,n) (1.8)
yazilabilir ve
N(rmn)= 3 NG+ km,n) (19)
k=—00

dir.

Simdi 5, 7 ve 11 sayilarinin ayrigimlarini ranka gore tasnif edelim. Burada yapilan

sey ayni ranka sahip ayrisimlar: bir kiimeye koymaktir.

Cizelge 1.3 4’iin ayrisimlarinin ranka gore tasnifi

4 in ayrigimi Rank Rank mod 5

(4) 3 3
(31) 1 1
(22) 0 0
(211) -1 4
(1111) -3 2




Cizelge 1.4 5’in ayrisimlarinin ranka gore tasnifi

5in ayrisimi Rank  Rank mod 7

(5) 4 4
(4 1) 2 2
(3 2) 1 1
(311) 0 0
(221) -1 6
(2111) -2 5
(11111) 4 3

Cizelge 1.5 6'nin ayrisimlarinin ranka gore tasnifi

6 nin ayrigimi Rank Rank mod 11

(6) 5 5
(5 1) 3 3
(4 2) 2 2
(411) 1 1
(33)

(321) 0 0
(3111) -1 10
(222) -1 10
2211) -2 9
(21111) -3 8
(111111) -5 6

Dyson, Cizelge 1.3 ve Cizelge 1.4° i kullanarak

5n + 4
N@ﬁﬁn+4%=Nﬂﬁﬁn+4%:“c:NMjﬁn+4%:gl%Ll
n+5
N(0,7,7n+5):N(1,7,7n+5):...:N(3,7,7n+5):%



tahminlerini yapti. Cizelge 1.5” de gortildiigii gibi 6 sayisinin ayrigimlari, ranklarina
gore kiimelere dagitildiginda rank: 1 ve -1 olan ikiser ayrigim varken diger kiimelere
birer ayrigim diigmektedir. Ramanujan’in son kongruansini ispatmak i¢in, 11n + 6
formundaki sayilara heniiz ilk 6rnek olan 6 i¢in rankin, uygun bir sayma yontemi
olmadig1 goriilmektedir. Fakat p(11ln 4+ 6) = 0 (mod n) kongruans: ise, ranka
benzer bir tasnif yonteminin bulunabilecegini gostermektedir. Bunun iizerine Dyson
boyle bir yontem bulunabilecegini belirterek bu yonteme ”crank” adimi verdi ve

matematikte bir ilki gerceklestirmis oldu.

Dyson, ayrica rankin iirete¢ fonksiyonunu verdi;

> Nim,n)g"=]] 1_qTZ(—l)” tqan@nmEmn (). (1.10)
n=0 r=1 n=1

(1.9) ve (1.10) kullanilarak
00 . 0o 1 , e qrn_f_qn(mfr)
ZN(T7m7n)q :H1—q52<_1) g"¢ H)W (1.11)
n=0 s=1 n

! e . . . . v o e .
bulunur. Burada )" sembolii ile n’nin sifir harig tiim tamsay1 degerleri tizerinden

alindig1 gosterilmektedir. Dyson ayrica;

N(1,5,5n+1) = N(2,5,5n+ 1)
N(0,5,5n +2) = N(2,5,5n + 2)
N(0,5,5n +4) = N(1,5,5n +4) = N(2,5,5n + 4) (1.12)
N(2,7,7n) = N(3,7,7n)
N, 7,70 +1) = N(2,7,7Tn +1) = N(3,7,Tn + 1)
N(0,7,7n4+2) = N(3,7,7Tn + 2)
N(,7,7Tn+3) = N(2,7,7Tn +3), N(1,7,7n + 3) = N(3,7,7n + 3)

N(0,7,7n+4) = N(1,7,7n+4) = N(3,7,7n + 4)

10



N(0,7,7n+5) = N(1,7,7n+5) = N(2,7,7n +5) = N(3,7,7n+5)  (1.13)

N(0,7,7n+6)+ N(1,7,7n+6) = N(2,7,7n +6) + N(3,7,7n + 6)

tahminlerini yapti.  (1.8) ile (1.12) ve (1.13), Ramanujan’m (1.4) ve (1.5)

kongruanslarini ispatlamaktadir.

Dyson’in bu iddialar1 1954 yilinda A.O.L. Atkin ve P. Swinnerton-Dyer tarafindan
ispatland1 (Atkin and Swinnerton-Dyer, 1954). Boélim 2 de Atkin ve Swinnerton-

Dyer’in metodlarimi kisaca izah edecegiz.

1.2 Crank

Dyson’in crank’ina benzer bir yontemi 1987 yilinda Garvan, doktora tezinde vektorel

ayrigim kavramu ile verdi (Garvan,1987).

Tanim 1.2.1 7 herhangi bir ayrigim olmak tizere # (), 7 nin parcalariin sayisi ve

o(m), ™ nin pargalarimin toplami olsun (0 1n, () ayrisim i¢in #(0) = o(0) =0 ).

V' = {(my, ma, 3) | m1 parcalar farkh bir ayrigim, 7o, 73 herhangi iki ayrigim } olmak

tizere V' nin elemanlarina vektor ayrigimlar: denir. 7 = (7, w9, m3) € V icin
s(m) = o(m)+o(m) + o(ms)
o) = ()
r(T) = #(m2) — #(ms)

s(7), 7 nin parcalar1 toplami, w(7), 7 nin agirhigi ve r(7) ise @ nin cranki seklinde

tammlanir.

Ornek 1.2.2 7 = ((532), (221), (22 1)) ise s(7) = 19, w(7) = —1, 7(7) = 0 ve ,

19 un bir vektor ayrigimidir.

n nin cranki m olan vektor ayrigimlar sayist Ny (m,n) ile gosterilirse (w agirhgina

gore sayildiginda)
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olur.

Buna gore Ny (0,2) = w(7) + w(@) = =14+ 1 =0, Ny(1,2) = w(7s) + w(7y)

1—1 =0 Ny(-1,2) = w(
Nv(—Q,Q) = u}(ﬁg) =1 dir.

,\,\
2

2m
<

3
I
3

7o =(0,1,1) r(7g) =0
7?7 = (0, (1 1 70) T(ﬁ7) =2
s = (0,0,(11)) r(@s) = —2

3) +w(ms) = 1—1=0, Ny(2,2) = w(7) = 1 ve

n nin cranki m modiiliine gore r ye kongruent olan ayrigimlarinin sayist Ny (r,m,n)

ile gosterilirse

[e.o]

Ny(r;m,n) =Y (Ny(tm+rn)) =

t=—00

olur. my ve w3 yer degistirilirse

Ny(m,n) = Ny(—m,n)

12

2

%
s(7)=n
r(®)=r mod m

w(T)



ve

Ny(m —r,m,n) = Ny(r,m,n)

elde edilir. Ny (m,n) nin iireteg fonksiyonu

Z ZNV(m,n)zmq" = H ~ —— (1.14)
m=—o00 n=0 n=1 <1 — )(1 —F 1q )

seklindedir (Garvan, 1987). (1.14) de, z = 1 yazilirsa

> Ny(m,n) = p(n)
elde edilir.
Vektorel ayrigimlar icin
Ny(0,5,5n+4) = Ny(1,5,5n+4)=---= Ny(4,5,5n +4)
Ny(0,7,7n+5) = Ny(1,7,7n+5)=---= Ny(6,7,7n+5) (1.15)
Ny(0,11,11n+6) = Ny(1,11,1In+6) =--- = Ny(4,11,11n + 6)

dir ve bu esitlikleri ispatlamak i¢in agsagidaki Lemma kullanilir;

Lemma 1.2.4 t =5,7,11 ve 246; = 1 mod t olmak iizere

Ny (0,t,tn+6,) = Ny (L, t,tn+08,) = - = Ny(t — 1,1, tn+3,) = M (1.16)

211
olsun. (; = et ve
(o]

1—q"
g 1= Ga) (-G 'qm) (1.17)

olmak iizere t asal sayisi icin (1.16) nin dogru olmasi, (1.17) de ¢'"**t nin katsayismin

sifir olmasina denktir.

Dogru crank 1988 yilinda, Garvan ve Andrews tarafindan bulundu (Andrews and

Garvan, 1988);
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Tanim 1.2.5 7 herhangi bir ayrigim olmak iizere [(7), m nin en biiyiik pargasi,
w(m), m deki birlerin sayisi, u(7), 7 nin w(w) den biiyiik pargalarinin sayisi olsun. 7
nin cranki;
() w(m) =0ise
p(m) —w(m) w(m) > 0 ise

olarak tamimlanir.

n nin cranki m olan ayrigimlari sayisi M (m,n) ile ve n nin cranki m modiiliine gore

r ye kongruent olan ayrigimlar sayisi ise M (r, m,n) ile gosterelim.

Teorem 1.2.6 (Andrews and Garvan, 1988) n > 1 i¢in M (m,n) = Ny (m,n) dir .

Bu teorem ve (1.15) Ramanujan kongruanslarim ispatlar.
6'nin ayrigimlarini cranka gore tasnif edelim:

Cizelge 1.6 6 sayisinin ayrigimlarinin cranka gore tasnifi

6 min ayngm1 I(7) w(w) w(r) c(m) e(r) mod 11

(6) 6 0 16 6
(51) 5 1 10 0
(42) 4 0 2 4 4
(411) 42 1 -1 10
(33) 30 2 3 3
(321) 31 2 1 1
(3111) 3 3 0 -3 8
(222) 2 0 32 2
(2211) 2 2 0 -2 9
(21111) 2 4 0 4 7
(111111) 1 6 0 -6 5

14



Daha sonra bir crank tanimi da Dyson tarafindan verildi (Dyson,1989):

Tanim 1.2.7 7 = mg+m + 7 + --- + Ts_1, S parcali ve parcalar1 artan olmayan

sirada yazilan bir ayrigim ve ¢t = w9 — m; olmak tizere

—5 t=01se
crank(m) =
t—m t>01se

ve r > sise m, = 0 dir.

7 ayrisimi icin Andrews ve Garvan’in cranki, 7 nin esleniginin Dyson’'in crankinin
ters igaretlisidir. Dolayisiyla iki tamim da n = 1 hari¢ M (m,n) i¢in aym degerleri
vermektedir. Bu tamimda M(0,1) = —1 ve M(—1,1) = 1 diizenlemeleri yapilirsa

her m, n i¢in M(m,n) = Ny(m,n) olur. (1.14) den crankin {ireteg serisi

0 0 00 1_ qn
> D> Mmn:ret = ] YA R
m=—o0 n=0 n=1 (1 —=q )(1 -z 1q )
0 1 0
_ H - Z(_l)n—lqn(n—l)/2+|m|n(1 . qn)(118)
—q"
r=1 n=1

seklindedir.
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2. J]J(1-¢)" CARPIMININ KONGRUANS OZELLIKLERI

Bu béliimde Atkin ve Swinnerton-Dyer'in Ramanujan kongruanslari ve Dyson’in

tahminlerini ispatlamak igin kullandiklar yontem izah edilecektir. (1.1) esitligini

o0

Py s =[] (2.1)

r=1

ile gosterelim. Verilen bir m € Z* igin (2.1) esitliginde n = mk +r (0 < k < oo ve

0 <7 < m) donligiimii yapilirsa sol taraf

F= 2 (Z p(mk + r)qm'““")

r=0

haline gelir. Simdi, y := ¢ = diyelim. Bu esitlik ile yukaridaki kuvvet serisi

F = ’“2_: ( 3 p(mk + T)yk> q (2.2)

r=0 k=
seklinde yazilabilir. Yani ¢ nun bir kuvvet serisi, katsayilar1 y de yine kuvvet serileri
olan, ¢ nun (m — 1)- inci dereceden bir polinomu olarak yazilmig oldu. Aym sekilde
(2.1) esitliginin sagindaki sonsuz ¢arpim da ¢ nun bir polinomu olarak yazlabilirse,

g nun katsayilarmin esitlenmesi ile p(mk + r) sayilarinin kongruans o6zellikleri bu-

1
lunabilir. Yani tiim problem H 7 sonsuz ¢arpimini polinom olarak yazmaktir.
— q'r’
(2.2) esitligi kullanarak
FS’? = qrzp(mk+r)yk7 (T:O,l,"- am_l) (23)
k=0
olarak tanimlayalim. F(mr) ye F' kuvvet serisinin 7. bilegeni diyelim. Herhangi bir

bilesen yine bir kuvvet serisidir ve m € Z* icin



esitligi aciktir.

F kuvvet serisinin 5, 7 ve 11 modiillerindeki kongruans 6zelliklerini Atkin ve Swinnerton-

1
Dyer verdiler (Atkin and Swinnerton-Dyer,1954). Bu sonuglar H 1

—q
carpimini belirttigimiz gibi polinom gibi ifade etmeden hesapladilar. Bunlara gegmeden

- sonsuz

once Atkin ve Swinnerton-Dyer’in notasyonlarini verelim.

Oncelikle N
(2:0)00 = [ [(1 = 24"
P(z,q) == [21qlse = (2 0)oc(2 7' Q)oo = [ [(1 = 2¢" ) (1 = z7¢") (2.4)

olarak tamimlayalim. P(z,q) fonksiyonu 0 < z; < |z] < zp halka siirh bolgesinde

tek degerli analitik bir fonksiyondur ve agagidakileri saglar;

P(z7'q.q) = P(z,q), P(zq,q) = —z"'P(z,q) (2.5)

a /f m olmak iizere, (2.5) kullanarak

P(a) = Pula):= Py y") =1 —y™ ¥ 1 -y (2.6)
P(0) = Pn(0):=]JJx—y™) (2.7)

tanimlarini yapalim. Burada P(0), P(a) da a yerine sifir yazilarak elde edilen bir

ifade degildir. (2.5) den
P(m —a) = P(a), P(—a) = P(m+a) = —y “P(a) (2.8)

esitliklerinin saglandig1 goriilebilir.

2.1 m =5 Durumunda Kongruanslar

Ilk olarak H(l — ¢")? carpiminin m modiiliine gore polinom olarak yaziligia ihtiyac

olacaktir.
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Lemma 2.1.1 (Atkin and Swinnerton-Dyer,1954)

i 2 : m—1
H 1—4¢")% = P(0) Z (=1)¢(2¢ + 1)g2eetbp (— - c) (mod m)

r=1 c=0

Lemma 2.1.1 nin ispat1

I =) = S (-1 (2n + 1)ger (29)

Jacobi formiiliine dayanmaktadir (Atkin and Swinnerton-Dyer,1954).

m = 5 i¢in Lemma 2.1.1

o0

[[0-a)= P(O){P(z) - 3qP(1)} (mod 5) (2.10)

r=1

ve y = ¢° esitligi

(1-¢)=1-y" (mod 5) (2.11)
kongruansini verir.
[Ta-v) = IO =0 -y -y )0 =y )1 -y
= [Ja-v") JJa-v"Ha -y Q- -y
RO
— P(0)P(1)P(2) (2.12)
bulunur.

~ 6 o 1 =) {10 —q)*)?
;F5 =F= H 1—q" - T1((1 — ¢")7)? = 101 —y")? (mod 5)

kongruansinin sag tarafindaki kiime parantezinin igine (2.10) ve paydaya (2.12)

yazilirsa

o P2 ¢ 2@ ,4P(1)
ZF@:P(O){P(D2 +P(1) +P(2) + 3¢ P(2)2} (mod 5)

bulunur ve ¢'nun karsilikli kuvvetleri esitlenirse;
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PO)P(2)

F9 = P20) (mod 5)

Fél) = q% (mod 5)

F? = 2q2% (mod 5)

Ff.f”) = 3q3—P§32)§§1) (mod 5)

FIY = 0 (mod 5) (2.13)

kongruanslar elde edilir. (2.13), Ramanujan’m (1.4) kongruansin ispatlar.

2.2 m =7 Durumunda Kongruanslar

m = 7 i¢in Lemma 2.1.1

(e}

[[a-a)?= P(O){P(B) ~3¢P(2) + 5q3P(1)} (mod 5) (2.14)

r=1

kongruansimi verir. y = ¢7 esitligi ile
(1-¢)"'=1—y" (mod?7) (2.15)

olur ve bu kongruans yardimiyla

oo

[1 - v) = PO)PL)P2)PE) (2.16)

r=1

yazilabilir. 5 durumundaki gibi

- 11— )% _ {10 — )%
2T =F I = = iy el

yazdiktan sonra kiime parantezinin igine (2.14) ve paydaya (2.16) yerlestirilirse

L P(3) g ,» P2) 3¢
>_F7=P(0) {P(l)P(Z) TP TP PE) T PR
5q* ,  P(1)

elde edilir. ¢'nun karsilikhh kuvvetleri esitlenirse;
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o _ PO)PE)
Fg ) = PP2) (mod 7)
FY = q% (mod 7)
) _ o 2P(0)P((2)
F(7) = 2q POIPG) (mod 7)
F§3) = 3q3% (mod 7)
n _ P00
F(7) = 5 26 (mod 7)
F§5) = 0 (mod?7) (2.17)
o _ ,¢P0)P1)
Fg) q PRPG) (mod 7)

bulunur. (2.17), Ramanujan’in (1.5) kongruansim ispatlar.

2.3 m =11 Durumunda Kongruanslar

Simdi ise iki yeni sonuca ihtiyag olacaktir. Bunlardan ilki H(l —¢") carpiminin

polinom seklinde ifadesidir:

Lemma 2.3.1 (Atkin and Swinnerton-Dyer,1954)
ebob(6,n) =1 ven =6\ + u (= %1) olmak lizere

ad 1 (m=1)/2 1 P(QC)
[0 —a) = (C0MPP) |14 37 (1 5

C
r=1 c=1

dir.

Lemma 2.3.1 iin ispat1 (1.2) Euler Pentagonal Say1 Teoremine dayanmaktadir.

Lemma 2.3.2 (Atkin and Swinnerton-Dyer,1954) b, ¢, d, b+c, c+d, b4d lerin hicbiri

m ye boliinmesin. Bu durumda
P2(b)P(c+ d)P(c — d) — P*(c)P(b+ d)P(b — d) + y* *P*(d)P(b+ ¢)P(b—¢) =0
dir.
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Lemma 2.3.2’ye sadelegtirmelerde her zaman ihtiya¢ duyulmaktadir. Lemma 2.3.2,
1

— q""
carpiminin bilegenlerini hesaplamak i¢in yetersiz kalmaktadir. Daha genel bir egitligin

m = 13 durumunda ayrigimlarin kongruans ozelliklerini ve H sonsuz

nasil bulunabilecegi Bolim 5’te izah edilecektir.

Lemma 2.3.2, m = 5 igin herhangi bir o6zdeslik vermez. Cinkii m = 5 igin

Lemma 2.3.2 de segilebilecek (b, ¢, d) tigliisii yoktur.

m = 7 durumunda (b, ¢,d)=(3, 2, 1) segilebilir ve bu {iglii ile Lemma 2.3.2
P(1)P?(3) — P(3)P*(2) + yP(2)P*(1) = 0 (2.18)

esitligini verir. m = 11 durumunda ise (b, c,d)=(5,4,1), (5,4,2), (4,3,1), (5,3,2),

(3,2,1), (5,3,1), (5,4,3), (5,2,1), (4,3, 2) ve (4,2, 1) secimleri yapilabilir. Bu iigliiler

sirasiyla

P(3)P*(5) — P(5)P*(4) + y*P(2) P*(1) = 0 (2.19)

P(2)P*(5) — P(3)P*(4) + y*P(1)P*(2) = 0 (2.20)

P(2)P*(4) — P(5)P*(3) + y*P(4)P*(1) =0 (2.21)

P(1)P*(5) — P(4)P*(3) + yP(3)P?(2) =0 (2.22)

P(1)P*(3) — P(4)P*(2) + yP(5)P*(1) =0 (2.23)
P(2)P(4)P?(5) — P(4)P(5)P*(3) + y*P(2)P(3)P*(1) = 0 (2.24)
P(1)P(4)P*(5) — P(2)P(3)P*(4) + yP(1)P(2) P*(3) = 0 (2.25)
P(1)P(3)P?(5) — P(4)P(5)P*(2) + yP(3)P(4)P*(1) = 0 (2.26)
P(1)P(5)P*(4) — P(2)P(5)P*(3) + yP(1)P(4)P*(2) = 0 (2.27)
P(1)P(3)P?(4) — P(3)P(5)P*(2) + yP(2)P(5)P*(1) = 0 (2.28)

sonuclarini verir.
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m = 11 i¢in Lemma 2.1.1 den

1 (1—¢")° = P(0) {P(5) = 3P(4)q + 5P(3)¢> — TP(2)¢® + 9P(1)¢"°}  (mod 11)

r=1

(2.29)
ve Lemma 2.3.1 den ise
= " _ P) P2 LP(B) 4, P 5 P(3)
T10-0) = PO { 5y~ 0]~ i) ~ 4] + 4075 (230)

r=1
bulunur.

Atkin ve Swinnerton-Dyer 5 ve 7 durumlarina benzer gekilde

[To-oy ={I1a -7} {IIa-a)} /TI0—v) (mod1n) (231

kongruansinda kiime parantezlerinin igerisine (2.29) ve (2.30) yerlestirildikten sonra
(2.19)-(2.28) egitliklerini kullamlarak agagidaki kongruanslarin hesaplanabilecegini

belirtmislerdir;

Fl9 = =0 (mod 11)

R = qigig (mod 11)
FY) = 2q2ié(1);§§3 (mod 11)
FY = 3q3ig(1);]]jg§ (mod 11)
FiY = 5q4% (mod 11)
FY) = 7q5igg;§g (mod 11)
FI% = 0 (mod 11)

Fli = 47;;8; (mod 11)



Fﬁ) = 6yq8§22§£g) (mod 11)
FiY = 89% (mod 11)

Fakat bu yontemin oldukca sikici oldugunu soyleyerek, bu sonuglar:

{Hl—q }ZF(b) {Hl—qr)}on (mod 11)

kongruansinda yerlerine yazip, (2.19)-(2.28) esitlikleri ile ¢'nun katsayilarimin sifira

kongruent oldugunu gostererek ispat yapmisglardir.

(2.31) denklemi incelendigi zaman Atkin ve Swinnerton-Dyer'in belirttigi gibi

(2.19)-(2.28) egitlikleri, bu kongruanslarin bulunmasi igin kesinlikle yeterli degildir.

Atkin ve Swinnerton-Dyer’in bu kongruanslar: ne gekilde hesapladiklarini bilmemize
ragmen, (2.31) kongruansii kullanarak bu kongruanslarin nasil hesaplanabilecegini

izah edelim.

m = 11 igin
H(l —y") = P(0)P(1)P(2)P(3)P(4)P(5) (mod 11) (2.32)
oldugu aciktir.

{Tlo- qr)3}4 =T[a-n][0-¢) (mod11) (2.33)

vazildiktan sonra (2.29),(2.30) ve (2.32) esitlikleri, (2.33) de yerlerine yazilip ¢° in

katsayilar1 esitlenirse agagidaki kongruans elde edilir;

P3(0){5P(5)P2(3)P(1)y +3P*(5)P(2)P(1)y + 2P(4)P(3)P*(2)y + P(5)P*(4)P(3) —

4P(4)P(2)P2(1)y2} = P(0)P(1)P(2)P(3)P(4)P(5) (mod 11) (2.34)
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Daha sonra (2.29),(2.30) ve (2.32) esitlikleri, (2.31) de yerlerine yazildiktan sonra ¢

nun katsayilarmin sadelestirilmesi gerekmektedir. Ornegin (2.31) de ¢° m katsayst;

P3(0){ —y?P*(1)P(2)P(4)P*(5) + 4y° P* (1) P*(2) P*(3) P(5) + 2y* P* (1) P*(2) P(3) P*(4) P(5) +
2y3 P2(1)P*(2) P(3) P(4) + 3yP?(1)P(3) P3(4) P?(5) + 5y? P?(1)P(2) P3(3) P?(4) —
22 P(1)P3(2) P?(3) P(5) — 3yP(1)P*(2) P(3) P(4)P3(5) 4+ 3yP(1)P(2) P*(3) P(4) P*(5) +

P(1)P(3)P*(4)P*(5) — 3yP3(2)P2(3)P2(4)P(5)} / {P2(1)P2(2)P2(3)P2(4)P2(5)}
bulunur ve bu ifade (2.19)-(2.28) esitlikleri kullamlarak sadelestirilirse
P3(0){ — 4y? P> (1) P(2)P(4)P*(5) + 4y° P* (1) P*(2) P*(3) P(5) + 2y° P*(1) P(2) P* (3) P*(4) +
P)PE)PAOP ()} [{P(1)P2(2)P*(3)P*(4)P*(5) }
olur. Son ifadenin pay1, (2.34) ve (2.19)-(2.28) esitlikleri kullanilarak
P3(0)P(2)P(3)P(4)P(5){5P(5)P2(3)P(1)y +3P*(5)P(2)P(1)y + 2P(4)P(3)P*(2)y
+P(5)P*(4)P(3) — 4P(4)P(2)P2(1)y2} = P(0)P(1)P*(2)P*(3)P*(4)P*(5) (mod 11)

elde edilir. Yerine yazilirsa ¢“’1n katsayist

benzer sekilde elde edilebilir.

P) bulunur. Diger kongruanslar da

Yukaridaki teknik c¢ok kolay gibi goriinmesine ragmen m > 11 durumundaki
kongruanslara uyarlanmasi neredeyse miimkiin degildir. Bu yiizden F kuvvet

serisinin kongruans ozelliklerini m = 5,7 ve 11 modiilleri i¢in farkli bir yontemle
1

1—q"
bu polinomu kullanarak kongruans ozelliklerini hesaplamaktir. F kuvvet serisinin

elde edecegiz. Bu yontem once H ¢arpimini polinom olarak yazdiktan sonra
bilesenlerini m = 5 ve 7 i¢in A.B. Ekin verdi (Ekin, 1993). Ekin’in m = 7 i¢in
sadelegtirdigi bilegenleri farkli bir sekilde yazacagiz ve ilk olarak burada m = 11 i¢in
F kuvvet serisinin bilegenlerini, daha sonra da bu bilegenleri kullanarak ayrigimlarin
kongruans ozelliklerini elde edecegiz.

1
1—q"

Oncelikle H

sonsuz carpimini polinom olarak yazmaya ihtiyacimiz olacaktur.

24



3. m=57vell ICIN [J(1-¢")"' CARPIMININ POLINOM OLARAK
YAZILMASI ve KONGRUANS OZELLIKLERI

Bu boliimde m = 7 ve 11 igin verilen bilegenler orjinal sonuclardir.
Once bilegenleri hesaplamak icin kullanilabilecek en basit yontemi izah edelim.

Verilen bir m € Z* igin, w, 17 in m. bir kokii ve (@) := (a; ¢)s olmak iizere

(y; y)mtt

(@) o0(WG) oo (W Qoo+ (W™ @)oo = (™ y™)m

esitligi bilinmektedir (Kolberg, 1957). Burada (¢)e = H(l —¢") dir. Bu esitlik

kullanilarak
1 1 (" y")5, 2 —1
— _ Y 0J Joo - o (W) 1
Hl—q’" (@) (7 ) (Wq)oo(w?q) (W™ q) (3.1)

yazilabilir. Sonraki adim ise (3.1) esitliginin sag tarafi acildiktan sonra w’nin
sadelestirilmesidir. Bunun icin w™ = 1 ve 1 + w + w?--- + w™ ! = 0 esitlikleri

yeterlidir.

Bu yontemi kullanarak m = 5 durumunda bilegenleri hesaplayalim. m = 5 igin
Lemma 2.3.1
— P(2) P(1)
o = 1—q¢)=P0)d —= —qg—¢g*—= 3.2
=110 -0 =PO {5~ 0~ p (32)
esitligini verir. w, 1’in beginci bir kokii olmak tizere (3.2) esitliginde ¢ yerine sirasiyla

wq, w?q, wiq ve wtq yazihirsa

() = P<o>{%—wq uﬂq?%} (33)
(P = P<o>{%—w2q—w4q2%} (3.4
Waon = PO{HE - - p) | (35)
W = PO {0 - b (36)



elde edilir. Bu egitlikler m = 5 i¢in (3.1) esitliginde yerine yazilir ve garpim
genisletildikten sonra w® = 1 ve 1 +w+w?+w?+w?* = 0 esitlikleri ile w sadelestirilirse

bilegenler

Fy = p<o>p631>p6<2>{igi‘?’yigi
B = qp(o)Pﬁzl)Pﬁ(%{§82+2y£82}
R TaOTter {21128 ) yigi}
¥ = ¢ e P R
FEY = 5g’ p(o)Pﬁzl)PG(Q)

olarak bulunur. m = 7 durumunda fazladan (2.18) esitligine sadelegtirmeler igin
ihtiyvag duyulur fakat bilegsenleri diizenli bir hale getirmek icin epey ugrasmak

gerekmektedir. Bu yontemle elde edilen bilesenler (Ekin, 1993) de bulunabilir.

m = 11 durumunda ise bilegenler bulunurken devreye (2.19) - (2.28) esitlikleri girer.
Ancak bu bilegenleri diizenli bir hale getirmek oldukca zorlu bir istir. Bu sebeple

bilegenlerin hesabi icin daha sistematik bir yonteme ihtiyac vardir.

m € Z" i¢in

o'} m—1
H(l - qr) - Z Js
r=1 s=0
ve 00 m—1
[[a=a)?=> h (modm)
r=1 s=0
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yazalim. Burada

¢

(—1)"qz"®™) 245 + 1 kuadratik rezidii ise
%n(3n+1)55 (mod m)
0, 24s + 1 kuadratik rezidu degilse
\ (—1)[%(m“)]qi(le)Pm(O) 24s+1=0 (mod m)ise
(3.7)
(—1)*(2n + 1)gz"" "D 8s + 1 kuadratik rezidii ise
%n(n +1)=s (mod m),
n>0
0, 8s + 1 kuadratik rezidii, degilse
(—1)[%(mfl)]mqé(mz_l)Pm(O)?’, 8s+1=0 (mod m)ise
(3.8)
seklindedir. Daha sonra
9o g - Gm-1
p = |9t S me ] (3.9)
g1 g2 - Yo
g—s g—s+1 Tt J—s+m—2
g—s—1 g—s o G—s+m-3

= , s=0,1,--- ,m—1 (3.10)

9—s—m+2 G—s—m+3 9—s

determinantlarini tanimlayalim. Buna gore

P (y,y)
D="pui" (3.11)
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ve s =0,1,--- ,;m —1i¢in

P(0)
Py, y)
dir (Kolberg, 1957). (3.9) determinant1 (3.1) esitliginden ¢ok daha sade bigimde

F) — (_1)(mfl)s

m

Dy (3.12)

bilegenlerin hesaplanmasini saglamaktadir.

3.1 m =5 Durumunda Bilegsenler ve Kongruanslar

m =5 i¢in (3.7) den
g1 =—qP(0), gs=92=0

elde edilir. Daha sonra

H(1 — ") =(90+ g1+ )’
esitligi ve (3.8) den
0= hy = 39592 + 391 90
bulunur. Buradan
9092 + 91 =0
elde edilir. Simdi ise

=gy '90, B:= 97" 92

diyelim.
af = -1
oldugu aciktir.
Son esitlik
2 " _ P(2) 2 P(1)
[Ta-a) —P(O){P(l) 0y (3.13)
r=1
kullanilarak da goriilebilir. (3.13) den
_POPE) _ L PO)P1)
9o = P1) g1 =—qP(0), g2 = —q P(2)
bulunur. «, 4 nin tanimindan
__1pP@) . P()
~ T TP
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oldugu goriilebilir ve buradan da

af =-—1
bulunur. Bilegenler ise (3.12) den s =0,1,---,4 igin
1
F$) = D,
° o P5(0)PS(1)P5(2)

seklinde olur. Dy ler ise (3.9) determinant1 kullanilarak agagidaki gibi bulunur;

Dy = ¢'P*0){a*—33}

Dy = ¢'PY0){—a®+28%}
D, = ¢'PY0){2a” — °}
D; = ¢'PY0){-3a+ 3"}

Dy = 5¢*P*0)

o (i

@ - {2 a2
- on )
- o)

olarak bulunur. Burada verilen bir m i¢in k,, := ————=2 dir.

Simdi ise bu bilegenleri kullanarak kongruans ozelliklerinin nasil bulunacagini izah

edelim.

m asal olmak tlizere



oldugu agiktir. Ayrica P(a) larmn tanimi kullanilarak

o

[I0- ) = POrwre) P ("5 (3.14)

r=1
esitligi hemen goriilebilir. Daha sonra
[H(l - q’")?’] =[[t=v)* (modm)
r=1

kongruansinda (3.14) kullanihirsa

m

[1'[(1 —¢)?| =PH0O)PP(1)P3(2)---P? (mT_l) (mod m) (3.15)
olarak yazilir.
(I—y")"=1—y™ (mod m)
yazilabilir. Buradan
m — 1
pPmO)P™(1)P"(2)--- P™ <T) = P(0) (mod m) (3.16)
ve dolayisiyla
P™L(0)P™ (1) P™(2) - - - P™ (mT_1> =1 (mod m) (3.17)

bulunur. Son kongruans (3.15) kongruansi ile garpilirsa

[H(l —q)°

m

= P"H(0) P (1) PR (2) - PR <—m2_ 1) (mod m)

(3.18)
elde edilir.

m =5 i¢in (2.10) kongruansi (3.18) de yerine yazilirsa

P5(2) +2yP?(1) = P2(0)P*(1)P%(2) (mod 5), (3.19)

elde edilir.
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(3.19) un her iki tarafi P(0)P'(1)P7(2) ile boliiniirse

PP | POPR)
POPRPE) = P
| 1(2) Dy _ POPR)
P(0)Po (1) PY <>{ i) P 2>} = T (medd)
o POPO)
5) = P2(1) (mod 5)

bulunur. (3.19) un her iki tarafi P(0)P?(1)P8%(2)/q ile boliiniirse

P3(2) + 2yP5(1) P(0)

qP(O)Pg(l)PS(Q) = q% (mod 5)
1 P°(2) P21)) _ P(0)
qP(O)PG(l)PG(Z) {P3(1) + 2yP2<2)} = qm (mod 5)
y _ P(0)
Fg) = qm (mod 5)

elde edilir. (3.19) benzer sekilde sirasiyla 3P(0)P8(1)P%(2)/q? ve 2P(0)P7(1) P°(2) /¢*

ile boliiniirse
FgQ) = 2¢°~—— (mod 5)
Fg?’) = 3¢
bulunur.

3.2 m =7 Durumunda Bilesenler ve Kongruanslar

m =T igin (3.7) ve (3.8)

esitliklerini verir.

H(l—qr)gz(90+91+g2+95)3:h0+h1+h2+h6
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esitliginden

3(9592 + 9190 + 9595) = h3 =0
3(9i92 + Go90 + Gog1) = ha=10 (3.20)

3(g2gs + gog1 + g2g2) = hs =0

9 + 6909195 = he=Tg (3.21)
bagintilar elde edilir.
[Ta-q)=P) {% - q% - ¢ q5%} (3.22)

r=1

esitligi daha once belirtilmisti.

(3.22) den
PO)P(2) PO)P(3) 2 s P(0)P(1)
= —_—, = — e a—— = — P 0 5 = 323
%="pa N4 pg B (0), 95 =4 PG) (3.23)
oldugu goriilebilir. Simdi ise
a=gog s Bi=019592" V= 959095 (3.24)
diyelim. (3.21) den
afy=1
oldugu agiktir ve ayrica (3.20) ile (3.24) esitlikleri kullanilarak
af = —a-1
By = -p-1 (3.25)
yo = —y—1

bulunur. (3.11) esitligi ve (3.9) determinatindan

95D = —(a®+ 2+ —14(a+ B +7) — 58
= —(a+B8+7)*—16(a+p+7)—64
o PP()PE(2)P(3)

= —(@+f+7+8) o

elde edilir. Buradan

PH1)PY(2)P4(3)

at+fB+y+8==L -
q
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olur. Sag tarafin igareti icin «, 3 ve 7y, q da seriye agilirsa
T _ _ 7

elde edilir ve buradan da

PA(1)P4(2)P(3

at+fB+y+8=— ) q§> ) (3.26)
bulunur.
s=0,1,...,6 igin (3.9) determinantlar1 hesaplandiktan sonra (3.21) esitligi
(909195 = ¢3) kullanilarak sadelestirilirse
Dy = g5 — 5920095 + 9o 9291 + 6939595 + 4909597 + 9591 + 9395 — 4792
Dy = —g190 — 9390 + 29590 — 69591 90 + 2929590 + 9194 + 9591 — 39595 — 392929
Dy = —gago + 9390 + 4939590 + 9og3gs + 95 + gig} + 6939397 — 593919

Ds = 290gag1 + Gog% — 9o g’ — 3929592 — 39590 — 6919597 — G195 + 29597 + gagh

Dy = 9390 — 3929091 + 9195 — 6959595 — 9ogs + 2919592 — 39195 + 29295 — 9195

Ds = —gogs — 3939001 + 4929290 + 4939592 — 9790 — 3959590 + 4919295 + 895

—3939595 — 9o
Ds = gags+ gig + 6929297 — 5909291 — 9292 + 95997 + 4929591 + ¢
bulunur. (3.24) kullanilarak

R59,° =aB, gig9:° =B, G2gig;° = ay
909795 ° =B, 919395 ° = BV 959595 ° = o (3.27)

gogs =03, glga T =aB  glgy =By

esitlikleri yazilabilir. Dy, Dy, ..., Dg sirasiyla gogs ' 95 95" 9595 '+ 9o 95 s 91 95"
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g5 °% ve g1g5 " ile carpildiktan (3.27) ve (3.25) kullanilirsa

N Do = —a®+20+28—11y—17
92

1
— Dy = 537+ —8a+ [ —12
9593

Dy = =P +2y+20-118-17
92

1
—— Dy = -5+ -88+v—12
gogs

1
—— Dy = -5+ —8y+a—12
9192

1

2

N Ds = —2+28+2y—1la— 17
g'27 6 — i a

bulunur. Bu sonuglar1 daha diizenli yazmak igin yine (3.25) esitliklerine ihtiyag

vardir.

Z Dy = —a*+2a+28—11y—17

= a(-a—1)+3a+26—-11y—17

= o +3a+23— 11y — 17

= a’f—-3(—a—1)+28— 11y —20

= o’B—3aB+23—11y—20

= —af(—a—-1)—4af+26—-11y—-20
= -’ -2(—B—-1)—4af — 11y — 22
= —a?f? =28y +11(—y —1) —4ap — 11
= —a’B — 2By + 1lay — 4aB — 11

= —a’f? 2By +1lay —4a—7

= -’ -28y-1la(—y—1)—-Ta -7

= —o?3* —11a®y — 26y + 7{ —a— 1}
elde edilir. Benzer gekilde s = 1,--- ,6 icin diger Dy ler agagidaki gibi hesaplanir;
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1

— Dy = -’43’y +58y+7(2a+1)
9592
% Dy, = —a*y* =119 —2aB +7(—y —1)
2
1
—— D3 = -3 +33%+5ay+7(28+1)
909>
1
— Dy = -’V +3y’3+5a8+7(2y+1)
9195
1
2
% Dy = —f*% 115 — 20y +7(~F 1)
2

Son olarak (3.12) den bilesenler

1
PT(0)PS(1)P5(2) P5(3)

FY = D, (3.30)

seklinde olacaktir. (3.23), (3.24) ve (3.30) kullanilarak m=7 icin bilegenler

SO (A B PO [, PYPE P

wPe Y Pere T EOPG) PPy P
B = anr {133{312% + oy P2g;§;)(3) - 3%355)%3(3) T [Qyizg; i yQJIZE;’;: }
PO — g2, {yp3g(;gg(3) 2P31(3f)(]?;)(2) . 11y3pg,](3;(]13)(1) +7[ 2ngg§2) +y£8]}
W = 3 g R ) e T e )]
W= e { o e~ e & =5 ol
w0 = (V)
FY = ¢ {y3 P3g§31i’3(3) +2y P31(D;)(123)(1) N 11113](324)(1?;)(1) T {y nggg) B yigﬂ }

olarak bulunur. Burada 5. bilegen igin (3.26) kullamlmigtir.

Bilegenleri bu sekilde tekrar diizenlemekteki amac, 7 modiiliine gecildiginde daha az

terimle caligmaktir.

Bu bilegenler kullamlarak kongruans ozelliklerini elde etmek i¢in (3.18) egitligine

ihtiyag vardir. m = 7 igin (3.18)

35



P7(3) + 4yP7(2) + 5y°P"(1) = P*(0)P"(1)P**(2)P'°(3) (mod 7), (3.31)

kongruansmi verir. (3.31) nin her iki yam sirasiyla 6y2P4(1)P%(2)P(3),
3yP%(1)P(2)P4(3) ve 2yP(1)P*(2)P?*(3) e boliniir ve (3.23), (3.24) esitlikleri

kullanilirsa

El P2(0)P°(1)P®(2)P?(3) (mod 7)

602 3% + 302y + 507 5

o

6a°y* + 3726+ 5af = = P2(0)P*(1)P°(2)P5(3) (mod 7)

66%v* +33%a + 5ay = — P*(0)P°(1)P%(2)P%(3) (mod 7)

< |

elde edilir. Bu kongruanslar (3.29) bilegenlerinde yerlerine yazilip yine (3.23) ve
(3.24) esitlikleri kullanihrsa

o _ POPE)

By = PP Mol
Fgl) = q% (mod 7)

2 _ o 2P(0)P(2)

FP = 24 PO)P3) (mod 7)
F® = 3q3% (mod 7)
F(74) = 5q4% (mod 7)
F§6) = 4q6igg;§g) (mod 7)

kongruanslar1 bulunur.

3.3 m = 11 Durumunda Bilegenler ve Kongruanslar

m = 11 i¢in (3.7) ve (3.8) den m = 11 i¢in
g3 =96 = gs = go = g10 = 0 ve g5 = ¢"P(0)
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ve

hg = h5 ]’L7 hg 9=0 ve h4 = —11q15P3(0)

bulunur.
H(l—qr)?’ = (90 + g1+ 92+ 94+ 95+ 97)° = ho + b1 + h3 + ha + he + hag

esitliginden ise

3(2929497 + 2919597 + 9093 + 9195 + 9ag2) = ha = 0 (3.32)
3(290g194 + 2949597 + 9295 + 9195 + 9ags) = hs = 0 (3.33)
3(2909295 + 2919294 + 9195 + 9ag7 + 9195) = hr = 0 (3.34)
3(2909197 + 2919295 + 9394 + 9597 + Gogi) = hs = 0 (3.35)
3(2909495 + 2909297 + 9395 + 9197 + 9193) = ho = 0 (3.36)
3(919% + 9o9a + 9095 + 9i97 + Gi92) + g = ha = —11g} (3.37)

denklemleri elde edilir.

o

[[a-q) =P {ig; — qP(z) - QZP@ - q4yP(1) +¢° + q7@}

esitligi daha once verilmigti. Buna gore g; lerin

PO)P(4) PO)P(2) , P(0)P(5)

Qozwy g1 = QW, g2 = —¢q W,

POPQ) 95 =q"P(0), gr =4

—pE (3.38)

g1 = —q"y

olduklar1 goriilebilir. Simdi ise m = 7 durumundaki gibi kolaylik i¢in

o= gogags” Bi= 9192050, V= 939095, 0 :=gig795°, 0:=giqugs° (3.39)
diyelim.

Agik olarak (3.37) den
at+B+y+0+0=—4 (3.40)

esitligi elde edilir ve
afy0s = —1 (3.41)
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oldugu goriiliir. Daha sonra A :=~609, B := afd, C := avd, D := aff ve E := (30
diyelim. (3.32), (3.33), (3.34), (3.35) ve (3.36) esitlikleri sirasiyla g7g5 %, 9495 %, 9295 *,

9195 " ve gogs* ile qarpilirsa;

2A+B+C
2D+ A+ FE
2ZE+A+C
2B+D+FE

2C+D+ B

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziimii;

1

A=~05 = Z(—a—ﬂ—7+39+35)
1
B=af) = Z(—a+3ﬁ—7—9+35)

1
C=ay) = Z(Ba—ﬁ—l—Sv—G—é)

1

D=af = —-Ba—-p—v+30—9)

4

1
E=py0 = —(—a+38+3y—60-9)

4

seklindedir. (3.40) esitligi kullanilirsa

Y00 =
afy =
ayd =
af =

B =

= 0+26
= a+20
= B+2y
= 0428

= 7+ 2

0+0+1
B+d6+1
a+y+1
a+60+1

B4+v+1

(3.42)

elde edilir. (3.43) esitliginin her iki yam «f ile garpilir ve (3.41) esitligi kullanilirsa

—1=ap0+ afd+ ap

bulunur. (3.44) ve (3.46) yerlerine yazilirsa

aff =

3

v+1

8

(3.48)



bulunur. Benzer sekilde

B = 5+1 (3.49)
70 = a+1 (3.50)
W o= B+1 (3.51)
ad = 0+1 (3.52)

oldugu goriilebilir.

(3.40), (3.41) ve (3.48)-(3.52) esitlikleri olaganiistii kolayliklar saglamaktadirlar.
(3.10) determinantlar1 hesaplandiktan sonra m = 7 durumundaki gibi karsilagilan
tim terimler, o, 3, v, 6 ve ¢ larin carpimi olarak ifade edilebilmektedir. m = 11
durumunda s = 0,1,...,10 i¢in 10x10 boyutundaki (3.10) determinantlar1 hesap-
landiktan sonra yaklagik 250’ser terimlidir. Kargilagilan en karmagik terimler glgs 1

gitgs Mt gdtgs ™t ghtgs ™ ve gilgs ! dir. Bunlar
gélgg“ _ &8627354
g'gst = o'p%0%"
93195—11 — ﬁ3’7894(52
gilggll — 053/64’}/208

g%lggll — 042’}/403(58

yazilabilir. (3.40), (3.41) ve (3.48)-(3.52) kullanilirsa

90'g5 M = 1B+ oty + 29°8 + 0 + 100y — 10726 + 1062« + 626

+36ary — 30 + 2953 + 2806 — 506 + 86a + 5083 + 159 + 76 + 130

ve
gi'gs 't = =00 + 7’3+ 20°0 + 3°0 + o’y — 100%0 + 105%6 + 107°
—5ary + 3630 + 288y — af + 2966 + T + 500 + 863 + 1590 + 130
gatgs = =B + 2B+ 28%0 + oy — 10620 + 10a%y + 0% + 10723
+28ay + 2986 + 3607 — 5ab — 05 + T + 86y + 1593 + 500 + 130

39



gilgs = —aty + 6%0 + 0P + 20%y — 10a%y + 10020 + 100%a + 526

+29ay — 560 — By + 36a6 + 2800 + 159« + 50 + 8660 + 76 + 130

gltgs !t = =0+ 60 + 20°a + 326 + 10670 — 100« + 1058%6 + 423

—ay + 2866 — 587 + 2900 + 3605 + 50a + 1590 + 73 + 865 + 130

olduklar1 goriilebilir. Benzer sekilde tiim terimler sadelestirildikten sonra m = 11

icin F' kuvvet serisinin bilegenleri

R _ 1 D, (3.53)
PR0){P(1)P(2)P(3)P(4)P(5)}

olur ki burada D, ler

%DO = 56%°By — 30a°3% — P8 a + 158°03a + 4203 + 11 [ — 736 + 14702 + 190%a
5
—24423 — 116%0 + 53ay + 5008 — 213~y + 2766 — 5106 — 62a — 8 — 1700
945 — 389}
1 . .
gD = —265~535 4+ 5549 + 78°0% + 58503y + 343 + 11 [12535 — 2630 + 8a2y
095
+60%a + 623 + 3825 — 17620 + 21y + 14ab — By + 9435 — 4806 + 42cx
8208 + 69 + 840 + 178}
1 ,
EDQ = —27%6%a8 + 65aty + 705916 + 505335 + 3610° + 11|1203a — 203y + 83%5
195
+6726 + 66260 + 380%a — 1702~ + 2188 + 1457 — 05 + 9400 — 48y + 423
1820 + 690 + 84a + 178}
1 f
ﬁpg = —2a%8%66 + %0%a + 76°a* B + 505435 4+ 34163 + 11 [12539 —20%a + 89283
295
+60%y + 6526 + 38020 — 1702 4 218y + 14ary — 36 + 9405 — 486 + 42~
1826 + 696 + 840 + 178}
%m = 57%6%af — 306%aty — 6515 + 15a° 635 + 42340 + 11 [ —03a + 1460 +196%5
5
—240%a — 1172 + 53608 + 5086 — 21ab + 27Tary — 5168 — 626 — 8a — 17083
—947y — 389
1
WD5 = —28%°3y 4+ abp% + 775 6%a + 58°03a + 30%43 4 11 [12735 —20%5 4 80%*a
495

+60%y 4 66260 + 38723 — 176%0 + 2108 + 1405 — ay + 945~y — 4835 + 420

+827 + 69 + 843 + 178
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1 f
De = 11 [ oty — 336 — P8 — 03 — 830 — 140y — 14625 — 14428
5
_146%0 — 14620 — 290y — 2986 — 293 — 2900 — 2905 + 106}
%m = 58%0Pay — 300%948 — a® 540 + 157°530 + 426%a® + 11 { — a3y + 146%a + 19520
5
—2402~y — 11625 + 5300 + 5005 — 21ay + 276~ — 5136 — 620 — 8y — 1706
—9443 — 389]
1
ﬁDg = —28%0%ay + 05425 + 7”840 + 575630 + 36%a® + 11 [12a3fy — 2938 + 8520
5
+60%a + 6626 + 3802y — 17926 + 21606 + 1436 — af + 94ay — 485~ + 426
1820 + 690 + 84y + 178}
;’%Dg — 5654535 — 3075549 — 3504y + 15050y + 420433 + 11| — 536 + 14426 + 1902y
5
—24(%5 — 1162 4 5367 + 500y — 2188 + 2766 — 51ab — 62y — 85 — 170«
—940 — 389}
A Dy = 5a88%05 — 308%0%a — 693 + 150538 + 42426 + 11 [ — 630 4 14626 + 19928

5
—246%0 — 110y + 5365 + 508y — 2165 + 2708 — 5lay — 623 — 80 — 170y

—94a — 389]

seklindedir. Bu sonuglar (3.9) determinantlari hesaplanip m = 7 durumundaki gibi

(3.48) - (3.52) esitlikleri kullanilarak sadelestirildikten sonra tekrar diizenlenerek

bulunmaktadar.

m = 11 i¢in bilegenler;

o _ P(3)° P(4)° P(5)?
- “”{E’ygP<1>3P<2>2P<4>2P<5>2+3OyP<1>3P<2>2P<3>2P<5>2+P<4>2P<1>3P<2>2P<3>2
s P(2)° + o0 P
Y P)3P(3)2PA)2P(G)2 | Y P(2)2P(3)2P(4)2P(5)?
(5)7P@)? |, PA)P(1)? P(1°P(3)? L P(5)°P(2)P(4)
W BEreae T Beeee Y Perrerm Y P@rPR
PEPPRP . JPAPPWPG)  PO)PPE) . 4 P(5)P(2)
’113’713(4)613 5)2*53‘”4 P(2)2P(3)2 ’50?’713(5)313(2) 21y3P(3)3P(1)2
PRPEPG) . PEPPRPPO) . PP, PRPPE)
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S smpm Y R }
O P P(5)° L P(3)"°
1 TP TPPP@PPR2PE) Y P1)PP(4)?P(5)2P(2)
0 P(1)? P(4)? . P(2)°
Y PApPEPGEPRE | Y POPPG)EP@RPE) Y PPPA)PPG2P()
o PACPEP 4 PAPPWT - ,P@PP(5)?
Y e P PR Y PEEPRPE) T Y PP
P3P P(A2P(2) P(3)P(2)° PUOPE? o PAPPO)
T rEpP@r Y P@sre)EPM) oY PEPGE Y PRIPE)
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P(1)1P(4)? PPPGRE Y PBPPAP P()PP(2)
iggp POPUR o sPOPPG) o (POPRIPG) | oo PP
P(3)2P(2)° A1 >3P< ) P(5)2P(4) P(1)2P(1)2
+84y* P(};() — 178y 4P }

42



3
By

4
FYY

P ¢ L
PPEPPE) Y PEPP)TPUPPE)
P W PME L PO
PEPPPPEPPE) | PEPPA)PPPE)
2

P(1)°P(3)

) P(5)P(4)° P(5)1P(2)°

| 2 P(5)? P(3)’P(1)P(2)

+2ly P(3)°P(2)° 1%1&'*94?3 P(4)3P(5)
P(4)P(1)* P(5)°P(4) P(3)P(5)P(2) P(5)°P(2)°

B prper 2 perpe TS parem O PerPa)

P
s PO PG }

4

YPeP@ Y PE)

P

q4n11{5p(2)

—15y

) P
P@EEP()EP@? Y PRPEP(LRP(A)2P ()
P(4)° P(2)"

PR)P PR P(12P(5)? 2

P(1)7P(3)’ P(3)'P(2)’ (
P(5)7P(2)? P@IPGE Y P)

P(5)7 P(4)° P(3)°P(1)P(2) P(2)°P(5)
Wpaepae ™ parper O pay

72
73P<> PUPG) | o 2P PAPPE)
P(2)? )

2

+11 |y + 1448

)P
P(3)? Y TPE)AP(1)?

s P(2°P(A)P(5) 5 P(4)*P(5)° P()
I pappee M repre) Y P)

L)
B
—
—
—_—
DO
<
i
—~
Ut
S~—"
w
)
—~
)
S~—"
)
~—~
s
)
~—~
Nt

P(4)2 P(2)°P(5)

<1>P<3> Y P)TP(4)?
P(1)? P(5)2P(2)P(4)

>2P<> T RE)P()

P(1)2P(4)?

Y P(5)2P(2)

)
P(2)°

43



7
By
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R q%“{“y PO PEEPE T PE P Y Pa PGP
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P(5)°P(4)? , P(2)°P(5)°
+154y (3)5 () + 154y 7}3(1)5})(4)2
P(5)°P(2)P(4) P(4)* P(1)P(5) (2)2P(3)P(5)
+319y° P(3)3P(1)2 +319y° P(2)3P(3)2 310y° P(1)3P(4)2
PO o PN
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P(3)°P(2)*P(1)2P(4)? P(5)2P(2)*P(1)2P(4)?

JPATPO? | P(1)'PE)? P(3)°P(2)? (4)°P()P(1)
W =y pepEe T BEee ~Y Parrerm Y T P@ipe:
PRPPG)P | .. sPOPPEIPU) | PBPPER) . 4 PAPP(5)?
B 53y° P(5)2P(2) 50y5P(4)3P(5) Y P2
PB)'P@PM) | 2 PRPPB)1PE) | sPEPL) 5 PBEPPA)
U pgrpar W T payeae O Pepa) Y PERPP)
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Py = qgfm{ =5 b p(3§21})125)2 Py 30 p(4)3p<§g§3)?1)2p(2)2 _y6P(5>2P(£g2?3)2P(1)2
15y3P(4)3P(f)§2€(’5)2P(2) +42yP(3)2P(£§2?5)2P(2)2
e e R i
_11ysm+53y2pg£)}z§fgi(2) 50y3§g;2§g; 21 3£g;z§8§z
170y LD 4 guyp DI sy 2

F = qw'fﬂ{ -5 P PERPER ~ ™ PERPAArPER Y Farres PR
“5?/10P(5)3P(££2?2)2p(3)2 BT )QP(];@? 2)2P(3)%
A e 1 SR YR 2 P
b 10 e
R~ R pp) Y PP m A
—|—17Oy3w-94 41;(( );1; + 389y* ;; }

olarak hesaplanir. 11 modiiliinde yirmi terim yerine sadece beg terimle ugrasmak ¢ok
biiyiik avantaj saglamaktadir. Bu bilesenlerin 11 modiiliindeki kongruans karsiliklarin

nasil bulabilecegimizi izah edelim.

(3.18), m = 11 i¢in

PY(5) + 8y P (4) + 5y* P (3) + 44° P (2) + 9y'° P! (1) =

P2(0)P*™(1)P*(2) P**(3)P**(4) P**(5) (mod 11) (3.54)

kongruansini verir.
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11 modiine gore

4%D0 = 96%°°By 4+ a®B*0 + 77°5%a + 55°0%a + 360*+*  (mod 11)
5
1
MDI = 90°%°B6 +~°640 4+ 78°0*y + 55°ay + 3a*3®  (mod 11)
5
1
@DQ = 9795°%af + Saty + 70°4*5 + 5’335 + 340 (mod 11)
5
1
@Dg = 9a°3°06 + B°0*a + 76°a*B + 50°73 B + 34*6*  (mod 11)
5
4%&1 = 9755°%af + Saty + 70°4*5 + 5’335 + 340 (mod 11)
5
1
@Dg, = 96°°By + a®B* + 7T7°5%a + 55°0%a + 360*+*  (mod 11)
5
1
—Ds = 0 (mod 11)
95
4%1)7 = 98%Par + 05943 + Ta® 540 + 57°5%0 + 36%3  (mod 11)
5
1
—5Dg = 980 ary + 0%4*3 + 7a°B*0 + 574°6°0 + 36 (mod 11)
9795
4TD9 = 90°°36 +~°640 4+ 73°0*y + 58°ay + 3a*3®  (mod 11)

5

451 Dy = 99%6°a0 + §aty + 70°~*6 + 5a°3%0 + 35*0°  (mod 11)
5

oldugu agiktir. (3.54) kongruansinin her iki tarafi sirasiyla y* P?(1) P?(2) P?(3) P3(4) P(5),

Gy* P2(1)P*(2) P(3)P*(4) P2(5),
Ty PP(1)P(2)P*(3)P*(4) P°(5), 3y°P*(1)P?(2) P*(3) P(4) P*(5) ve
213 P(1)P?(2)P3(3) P?(4) P3(5) e boliindiikten sonra (3.38) ve (3.39) esitlikleri kul-

lanilirsa

90°v° 36 + 0640 4 73°0*y + 55°ay + 35 =

1

i P2(0)P2(1)P2(2) P (3) P™ (4)P3(5) (mod 11)
9v885ab + 6°aty + 70415 + 5a° 536 + 3310 =

2

A P2(0)P™?(1) P (2) P¥(3) P (4)P'2(5) (mod 11)
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90°3°08 + %01 + 76°a* B + 50°3 5 + 3416° =
8
i P2(0) P (1) P (2) P2(3) P*(4)P™(5)  (mod 11)
96%a° By + a3 + 70t a + 55°0%a + 301 =
4
5 P20)P™(1)PH(2)P2(3) P (4)P™(5)  (mod 11)
9850y + 65413 4+ 70310 + 57°6%0 + 36%a® =
6

" P2(0)P?(1)P2(2) P*(3) P*(4)P™(5)  (mod 11)

kongruanslari elde edilir. Bu kongruanslar yerlerine yazilip (3.38) ve (3.39) esitlikleri

gbz Oniine almarak (3.53) kullanilirsa

FY = % (mod 11)

R = apgp (mod 1)
F2 = 2q2]]j§(1)§£8 (mod 11)
Fi¥ = 3q31€8;1€g§ (mod 11)
FlY = 5q4% (mod 11)

Fi = 7q5§8§§g (mod 11)
F = 4q7% (mod 11)

FiY = 6yq8£8§]€(;> (mod 11)
FlY = 8q9% (mod 11)
Y = 9q10% (mod 11)

kongruanslar: bulunur.
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4. JJ(1-¢") ' NiN BILESENLERI ARASINDAKI ILISKILER

H(l — ¢")~! carpiminin bilesenleri incelendiginde m = 5 durumunda Féo) ile Fég) ve

Fél) ile Fé2) bilegenleri arasindaki benzerlikler dikkat ¢ekicidir. Benzer durum m =7
icin FS”, Fg), Fgﬁ) } ve { Fgl), Fg‘q’), F$4) bilegenleri arasinda ve m = 11 igin ise
{ Fg?) ) Fﬁ), F§71),F§91), Fﬁo) } ve { Fﬁ), Fﬁ, Fﬁ) ,Fﬁ), Fﬁ) } bilegenleri arasinda
vardir. Bu bilegenlerin katsayilarinda P(a) terimleri ve y'nin kuvvetleri degisirken
sabitler ayni kalmaktadir. Bu bolimde bilegenler arasindaki bu giizel iligki modiiler

formlar kullanilarak izah edilecektir.

4.1 Modiiler Formlar

SLy(7Z) ile girigleri tamsay1 ve determinantlar: 1 olan 2x2 matrislerin grubu,

a b
A ile ise € SLy(Z) formunda bir matris gosterilecektir.
c d

n > 2 i¢in

To(n) := {A € SLy(Z):c=0 (mod n)}

ve

['(n) = {A €lg(n):a=d=+1 (mod n)}

olarak gosterelim. ['g(n), SLy(Z) nin altgrubu ve I'(n), I'g(n) 'nin normal altgrubudur.

Ayrica
Lo(n)/T(n) = Un/{£1}

dir (Lewis, 1995). Burada U, Z, halkasiin birim grubudur. Diger bir deyisle
U, := {a € Zy, : ebob(a,n) = 1}
kiimesidir.

SLy(7Z) grubu
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matrisleri tarafindan tiretilir . A € SLy(Z), ¢; € Z ve 0 < i < n olmak iizere

A =U*vVU2V...U"V

yazilabilir (Rankin, 1977). Bu yazim tek tiirlii degildir.

H kompleks iist yari diizlem, A € SLy(Z), T € H i¢in

art +b

AT =
4 cT +d

el

doniigiimii ile SLo(Z), H iizerinde hareket eder. Bu doniigiimlerin kiimesi bir grup
olugturur ve bu grup modiiler grup olarak adlandirilir. Modiiler grubu @(Z) ile
gosterecegiz. Dikkat edilirse A € SLo(Z) igin A matrisi ile —A matrisi @(Z)’de

ayni dontigimi temsil etmektedirler.
A € @(Z) olsun. Az = z ise
c?+(d—a)z—b=0

denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri

(a—d) £ [(a+d)?— 4]z
2c

21,22 =

seklindedir ve kokler icin ti¢ durum vardir:

(i) |a +d| < 2 ise A nin iki kompleks sabit noktas1 vardir ve A eliptik doniigiim
olarak adlandirilir.

(ii) |a +d| > 2 ise A nin iki tane reel sabit noktasi vardir ve A ye hiperbolik
dontigiim denir.

(iii) | a + d| = 2 ise A nin bir tek reel sabit noktasi vardir ve A parabolik doniigiim

adini alir. Parabolik dontigiimlerin sabit noktalar1 cusp olarak adlandirilir.

D C C acik, C iizerindeki topolojide baglantili bir kiime ve f, D {izerinde taniml bir

fonksiyon olsun. oo € D oldugunda f’nin oo’daki davranigini incelemek igin z = 0
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ile 2 = 00’ un komsuluklar1 arasindaki

fx(2) = f(1/2)

homeomorfizmi kullanlir.

Tanim 4.1.1 f asagidakileri saglhyorsa, D lizerinde holomorfiktir denir;
(i) f, D’den C igine bir doniigiimdiir
(ii) f, D — {oo} tizerinde diferensiyellenebilirdir

(iii) co € D ise f*, 0'in bir komgulugunda diferensiyellenebilirdir.

h(z) == (z = p)" f(2)
diyelim. h, p’da holomorfik olacak sekilde bir m > 0 varsa f’ye p € C noktasinda

meromorfik denir. Diger bir deyisle h, p da siirekli ve m > 0 i¢in

h(p) = lim(z — p)™ f(2) (4.1)

Z—p

ise f, p da meromorfiktir.

f, oo da meromorfik ise f*, 0 da meromorfiktir.

Tanim 4.1.2 f’nin meromorfik oldugu fakat holomorfik olmadig: (yani m > 0) bir
p noktas1 f’nin kutup noktas: (pole) olarak adlandirilir. (4.1) esitligini saglayan en

kii¢iik m tamsayisina kutbun mertebesi ve m = 1 ise p’ya, f'nin basit kutbu denir.

q = exp(2mit) ve T € H olmak iizere Dedekind Eta Fonksiyonu;

o0

n(r)=q¢"* 1 -1q") (4.2)

r=1

olarak tanimlanir. Dedekind Eta Fonksiyonu

(A7) = e(A; 7)n(7) (4.3)
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ozdesligini saglar (Radhemacher, 1972). Burada e(A;7) = ¢(A)ver +d ve g(A)
I’in 24. bir kokidir. —7/2 < arg(vVer +d) < w/2 alimirsae(A) = exp((7i/12)P(A))
olur. ®(A) ise

b+ 3, c=0ved=1ise
®(A):=9 a+d
c
seklindedir. Buradaki s(d, ¢) Dedekind toplami olarak adlandirilir ve

—12s(d,c), ¢>0ise

x—[x] — 3 x tamsay1 degilse

0 T tamsay1 ise

0= () (5)

olmak tzere

seklinde tamimlanir. Simdi Dedekind Eta Fonksiyonundan yola ¢ikarak yeni bir

fonksiyon inga edelim.
f : H — C fonksiyonu, w tamsayisi ve A € SLy(Z) matrisi i¢in

fonksiyonunu

(floA) = e(A; 7)™ f(AT) (4.4)

ile tammlayalim. (f|,A) fonksiyonu agagidaki esitlikleri saglar:

(f+9lA) = (flA)+ (9l.A)
((f/Dlir-waA) = (florA)/(glunA) (4.5)
((fg)|w1+uJ2A) - <f|w1A) (g|W2A')

e(AB;71) = e(A;B7)e(B; 1) oldugundan dolay:

((floA)l.B) = (fl.AB) (4.6)
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ozdegligi elde edilir. Dedekind Eta Fonksiyonu icin bir bagka énemli 6zdeslik

(M1 A) =n (4.7)

seklindedir.

Tanim 4.1.3 (Lewis, 1995)

I', SLy(Z)’in bir alt grubu olmak {izere eger

(i) Her A € I' igin vr s I'in bir kokii olmak tizere (f|,A) = vp s f ise,

(ii) f, H {izerinde ve I'min H’ daki cusp larimmda meromorfik ise (f'nin r/s deki
g-agihmidaki ¢'nun negatif kuvvetlerinin sayisi sonlu ise f, r/s cusp noktasinda

meromorfiktir) f’ ye %w agirlikli modiiler form diyecegiz.

G bir sonlu abelyan grup olsun. Modiilleri 1 olan kompleks sayilarin kiimesi carpmaya
gore bir grup olusturur ve G den bu gruba olan bir homomorfizmaya G nin bir karak-

teri ad1 verilir. X', G nin bir karakteri olsun. Bu durumda Vg € G igin
(X(9) = x(g'9) = X(16) = 1

olur. Yani A" in degerleri 1’ |G| -yinci kokiidiir.

f, SLs(Z) tizerinde iw agirhkh bir modiiler form olsun. (4.6) dan vgr, ).y, §\LQ(Z)

uzerinde bir karakterdir. Bu karakterler

Xy

I
—~
|
—_
~—

<
)
—~
>z
'S
\.Q
—~
<
I
=
[
ot
~

1

doniigiimleridir ve toplam 6 tanedir. f, SLy(Z) iizerinde 3

w agirlikli bir modiiler

formu igin (f|,A) = X, f ise, f, X, karakterine aittir denir.

o du + w
' 24
diyelim ve
1 0
" 0 m

matrisini tanimlayalim.
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f'nin (k, m)-yinci bilegenini

k
f(r,k,m) (7_) = exp (—271'2-7” + ’f) f(JmUTT)’ (T S Z, 0<r< m)

olmak tlizere

f(k,m) — %(f((],k,m) + f(l,k,m) 44 f(m—l,lc,m))

seklinde tanimlayalim. Bu durumda

4umi

F0T) = (U L0)(0) = eap (530 ) (1% (2570 7(r) = eaplzmin) 1)

flz+1)=q¢"f(2)
oldugundan dolay1 ico civarinda f(7) =¢" >~ a,q" ve

fEm (1) = qkaﬁ > Gpmakq" yazilabilir.

n=—oo

m € Z* igin ebob(m, 6)=1, 2, 3 veya 6 olmasma durumuna gore sirasiyla
my = m, 8m, 3m, veya dm (4.8)

ve ebob(a,m;) = 1 ise a, = a (mod m) olsun. Buna gore ¢ ve m tamsayilar1 iki

sekilde bagintili olabilirler:

a b
Qo(m,c) :my|c, yani A = ; € Io(my),
c

Q1(m, c) : m ¢ift ve my|2¢, fakat m, /fc.

Buna gore agsagidaki teoremi verebiliriz .

Teorem 4.1.4 (Lewis, 1995)
f, SLy(Z) tizerinde %w agirlikll X, karakterine ait bir modiiler form ve m pozitif bir

tamsay1 olsun ve A € I'g(n) olmak iizere
a(l —bc) —b*c/n

A(n) =
ne d
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matrisini tanimlayalm. Her 0 < k < m ve her A € SLy(7Z) igin

(i) Qo(m, c) saglaniyorsa,
ka=q*k+r(a®—1) (modm) (0<ky<m)) (4.9)

ve

u(m, A) = Xy(A)m)e(A)m)) e (A)

olmak tlizere

k
(fEm™| A) = ulm, a)exp (27r7§ab :);K> fRam) (4.10)

dir.
(ii) Q1(m, c) saglaniyorsa, u(m, A)'min ayni degerleri igin (4.10) dogrudur fakat
ks = a’k + k(a? — 1) +126m  (mod m)

olur.

f, H {izerinde tamimh bir fonksiyon ve [f] := {uf : uw 1’in bir kokii } diyelim. Teo-
rem 4.1.4 bize, f, SLy(Z) lizerinde sw agirhkl modiiler form ve m € Z* ise T'g(m..)

F) = [[fOm)) [pLm)] ] plm=Lmyy

kiimesi lizerinde hareket ettigini soyler. I'(m.) acikga bu kiime lizerinde hareket
eder. Dolayisiyla bu hareket I'g(m. ) /T (m4 ) nin bir hareketine indirgenir. Gergekten
de (To(my)/T(my))?* = UfM =: Gy, F™ iizerinde hareket eder. Orbitler icin F(™
yi[0,1,---,m — 1] seklinde ve a®> € U2 'nin k € F™ {izerindeki hareketini ko a? ile
gosterelim. Bu durumda

koa® = a’k + k(a® — 1)
dir.
m > 3 asal olsun. Bu durumda my; = m olur. G,,’in ii¢ tane orbiti vardir ve

bu orbitler (M) Legendre sembolii ile belirlidir. m = 11 icin bu orbitleri
m

belirleyelim.
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f, % agirlikli ve u = 5 karakterine ait bir modiiler form olsun. Buna gore

k= (4u+1)247" (mod 11) =5 olur.
k=0,4,7,9 ve 10 icin (%) _ 1,

k
k=1,2,3,5 ve 8 icin (1——;5) =—1ve

- k45
k = 6 icin <T> =0 dir.

Yani m = 11 i¢in orbitler [0,4,7,9,10], [1,2,3,5,8] ve [6] seklindedir. Boliim 4.2
de SLy(Z) in I'y(11) altgrubunun Fy; nin bilegenleri tizerindeki hareketi ayrintili bir
sekilde izah edilecektir.

4.2 m = 11 Durumunda Bilegenler Arasindaki ili§kiler

n € Z* icin
N - H— C
fonksiyonunu
m(T) := n(nT) (4.11)
seklinde tanmimlayalim. Buna gére L,, := [ Z (1) olmak tizere
M (T) = n(La7) (4.12)
yazilabilir.

a nb

A €Ty(n) igin A, = L, AL = [
¢/n d

] € SLy(Z) olmak iizere

(A1) = n(nA7)n(L,AT)
= n(A,L,7) =e(A,)Ver +d n, (1)

ve

(1 A) = e(A) (A, (4.13)
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olur.

Rademacher Theta-fonksiyonlarini

O, (vT) = (=1)""exp ((n+ p/2)°wir) exp (2mi(n + p/2)v)

n

olarak tanimlamig ve
O1,1(v|AT) = e(A)’exp (Ticv* (T + d)) Ver+d  0y1(v(er 4 d)|7) (4.14)
oldugunu gostermistir (Rademacher, 1972). Ayrica
O©11(v+1|7) = —O11(v|7)
ozdesligi saglanir.

n > 0 ve r tamsayilar1 icin

Spyr  HH—C
Spr(T) = —emp((wrQT/n)@Ll(rﬂnT) (4.15)
fonksiyonunu tanimlayalim.

Jacobi gl garpimi (Andrews, 1972) ile

Sna(T) = ™2 P07 ™) (0% ¢ oo (4.16)

elde edilir ve

Sn,—r = _Sn,r = Sn,r-l—n (417>

oldugu gortlir.

A €Ty(n) olsun. (4.14) den
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Sr(AT) = —exp(mir®AT/n)Oy 1 (rAT|L, A7)

= —exp(mir’AT/n)O, 1 (rAT|AL,T)

= —e(A,) exp(mir* At /n)exp(ni(rAT)?c/n(cr + d))
Ver +d 011 (rAT(er +d) | L)

= —=(A,)eap(mir®Ar/n(1 + c(ar +1)) )
Ver +d 0y, (r(ar +b) | n7)

= —(A,) exp(mirialar +b)/n)Ver +d (=1)"0 1 (rar | nT)

= (=1)" — e(A,) eap(miriab/n)Ver +d Sy (7)

bulunur ve
(SprhA) = (=) exp(miriab/n)e(A,)*e(A) " Spar (4.18)

dir.
m =>5,7,11 ve 0 < k < m tamsayilar i¢in

fEm - H — C

FEM(7) = exp(—mir /12)FE) (g"/™) (4.19)

fonksiyonlarini tanimlayalim.

1
1—q
lim. Kolaylk i¢in Sy, yerine S, yazacagiz. (4.19) ve (4.16) ile 6. bilegeni kullanarak

Simdi m = 11 durumunda H

carpiminin bilegenleri arasindaki iligkileri vere-

11 7TQ3 7Q3 7TqQ3 3 Q7 7Q3
(6,11 _ T 11 5153 +11 5554 +11 5355 11 S5.5; +11 5357
/ m% 57525, T 57S25, T STs2S, | STs2S; | 51925,
$52 S8 e S8 525
1542198 _ 1542892 _ 15y 154 154
Tlgrss Mg T Plgpe T g T P e
35,5, 35,55 55355 §35,5, §35,5,
31925 319 31925 319 319 1166
L T R ¥ sigz "o Tgmer T Tgmgr

yazilabilir. A € I'y(11) olmak iizere
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= (—1 bel’p(ﬂ'i&b/11)5(A11)35(A)_1Sa

= exp

)
4riab/11)e(Aq1)*e(A) 1 Ssq
)

( )

( ) (

(Ss|1A) = (=1 exp(9Imiab/11)e(A1;)3e(A) ™ Ss,
( ) = exp(16miab/11)e(A11)*e(A) 1Sy,

( )

= (=1)’exp(3miab/11)e(A11)%c(A) ™" S5,

dir. (4.7) ve (4.13) kullanilirsa Ga, A ya bagh 1'in bir kékii olmak {izere

il
f(6,11)‘_1A — GA% 11
n

7q3 3 qr7
(—1)beacp(—7riab)< SaS?)a SSaS2a )

Sgasgas‘la B SZSZQSBG
83455 SiaSa
SZaSEz)aSa Sgas?%as&l
554534 93,93

StaS%a 925

7 Q3
SSaS4a

- SgaSESQG

+

+154

(—1)bexp(—miab) (

SIS%.  SIST | SLSh,

U85 S, 815
S5493, S S3853,5
b . 5a22q3a aP3aP4a
+319 | (—1)’exp(—miad) ( S35 + 3 ST >

SSQSQaSé‘La SzaSaSF)a + SgaSaSQG
S3.92 S3.5%.  SiaS%a

3a™~a

+ 1166}

olur. ad —bc =1, ¢ =0 (mod 11) oldugundan dolay1 a = 2 ise b tek deger alir ve
exp(—miab) = 1 olur. a = 3 ise b ¢ift deger alir ve yine exp(—miab) = 1 dir. Benzer

sekilde a = 4 ve 5 i¢in exp(—miab) = 1 olmaktadir. Dolayisiyla
f(6,11)|_1A — GAf(G,ll)
dir.

m = 11 durumunda (4.17) ve (4.18) dan dolay1r A € I'¢(11) i¢in a=2,3, 4 ve 5

durumlarini incelemek yeterlidir. Diger bilegenler arasindaki iligkiler;
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f(O,ll) ‘,1A _

f(4,11) |_1A _

f(?,ll) ‘,1A _

f(9,11) |_1A _

f(lO,ll) |,1A _

f(l,ll) |_1A _

G aexp (20mib/11) f (411
G aexp (87ib/11) f(7:11)

G aexp (18mib/11) fO11)
G aexp (6mib/11) fO011)

G aexp (14mib/11) fO1D
G aexp (21mib/11) f1011)
G aexp (6mib/11) f(T11)
G aexp (13mib/11) fO1D

G aexp (4mib/11) A0
G aexp (67ib/11) fH11)
G aexp (8mib/11) fO11)
G aexp (10mib/11) fO11)

G aexp (12mib/11) (711
G aexp (18mib/11) 011
G aexp (2mib/11) 101D
G aexp (87ib/11) fA:11)

G aexp (16mib/11) fO11)
G aexp (13mib/11) fO11
G aexp (10mib/11) f&11
G aexp (15mib/11) f(T11)

G aexp (2mib/11) f&:11)

G aexp (14mib/11) fO11)
(4mib/11) fB1D

G aexp (16mib/11) 210

Gaexp

29

a=2
a=3
a=14
a=2>5
a=2
a=23
a=4
a=>5
a=2
a=3
a=14
a=2>5
a=?2
a=23
a=4
a=>5
a=2
a=3
a=4
a=2>5
a=?2
a=3
a=4
a=>5

1s€e
18€
18€

15€

15€
15€
15€

15€

18€
1s€
1se

15€

18€
18€
18€

18€

15€
18€
15€

15€

18€
ise
18€

18€



(
Gaexp (6mib/11)f01D q =2 ise (b tek)
20| A = Gaexp (9mib/11) fG) q =3 ise (b cift)
Gaexp (12mib/11) fB1) g =4 ise (b tek)
\ Gaexp (15mib/11) fO1) a =5 ise (b cift)
)
Gaexp (10mib/11) fO1) g =2 ise (b tek)
e A - Gaexp (4mib/11) fO1 g =3 ise (b cift)
Gaexp (20mib/11) f21Y q =4 ise (b tek)
| Gaexp (14mib/11) f&D q =5 ise (b ¢ift)
(
Gaexp (18mib/11) f*1) q =2 ise (b tek)
B0 A Gaexp (16mib/11) f&1D q =3 ise (b cift)
Gaexp (14mib/11) fI1) q =4 ise (b tek)
\ Gaexp (12mib/11) f31) q =5 ise (b cift)
)
Gaexp (8mib/11)fG) g =2 ise (b tek)
A = Gaexp (mib/11)f@N) g =3 ise (bcift)
Gaexp (16mib/11) fO a =4 ise (b tek)
| Gaexp (9mib/11) fI1D q =5 ise (b cift)

seklindedir. Buna gore A € T'y(11) ve a = 2, 3,4 veya 5 olmak lizere A matrisi

(£, [0, [0

kiuimesi tzerinde

[f(k,ll)] N [f((a2k+5(a2—1)) (mod 11), 11)]

dontigtimiiyle hareket eder.
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5. THETA FONKSIYONLARI ve ELIPTIK FONKSIYONLAR

Bu bolimde Lemma 2.3.2 nin nasil genellestirilebilecegi izah edilecektir.

Hirschhorn (1987)

48 [J(1—a)"° = i (—1)m+"{(6m+3)3(6n+1)—(6m+3)(6n+1)3}q%(3m2+3m+3n2+n) (5.1)

n>1 m,n=—o00

esitligini vermistir. Oncelikle

Q) = [v"v"] . ™™ ¥* e 1<b<3m (5.2)

fonksiyonunu tanimlayalim. (5.1) esitliginin sag tarafin1 diizenlemek igin

(a5 qloo [b5 qloo[ab; @loc[ab™; @)oo (@)%, = [@%; ¢*)o (0% ¢%)2 { [°¢; ¢*loe — DIVP % ¢ }
—ab™ ' 0%, ¢’loo (¢ 0% {[0° 0 oo — a0’ ¢°)nc }
(5.3)

Winquist 6zdegligine (Winquist, 1969) ve

21 @oo(: @)oo = > (1)1 (5.4)

Jacobi ticlii garpimina ihtiyag duyulmaktadir.

(a,b,q) yerine (y",y*,y™) almirsa (5.3) esitligi

P(r)P(s)P(r + s)P(r — s)P2(0) = Q(3T){Q(3T +m) —y°Q(3s + Qm)}

—y“SQ(Ss){Q(ST +m)—y"Q(3r+ 22)}
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haline gelir. (5.5) dam = 13 i¢in (r, s) yerine sirasiyla (6, 5), (6, 4), (6, 3), (6,2), (6, 1),
(5,4),(5,3),(5,2),(5,1),(4,3),(4,2),(4,1),(3,2),(3,1),(2,1) alnirsa

Q(8)Q(11) + Q(18)y°Q(2) — yQ(15)Q(8) — y*Q(15)Q(5) = P(0)P(1)P(2)P(5)P(6)
Q(18)Q(14) — Q(18)y"Q(1) — y*Q(12)Q(8) — ¥’ Q(12)Q(5) = P*(0)P(2)P(3)P(4) P(6)
Q(8)Q(17) - Q(18)y°Q(4) — 1*Q(9)Q(8) — ¥ Q(9)Q(5) = P*(0)P*(3)P(4) P(6)
Q(18)Q(19) — Q(18)y*Q(7) — ¥ Q(6)Q(8) — 4 Q(6)Q(5) = P(0)P(2)P(4)P(5)P(6)
Q(18)Q(16) — Q(18)yQ(10) — y”Q(3)Q(8) — yG Q(3)Q(5) = P*(0)P(6)*P(1) P(5)
Q(15)Q(14) — Q(15)y"Q(1) - yQ(12)Q(11) — ¥*Q(12)Q(2) = P*(0)P(4)* P(1)P(5)
Q(15)Q(17) — Q(15)y°Q(4) — ¥*Q(9)Q(11) — ¥ Q(9)Q(2) = P*(0)P(5)*P(2)P(3)
Q(15)Q(19) - Q(15)y*Q(7) — ¥’ Q(6)Q(11) — y°Q(6)Q(2) = P*(0)P(2)P(3)P(5)P(6)
Q(15)Q(16) — Q(15)yQ(10) — ¥*Q(3)Q(11) — ¥ Q(3)Q(2) = P*(0) P(1)P(4)P(5)P(6)
Q(12)Q(17) - Q12)y°Q(4) — yQ(9)Q(14) + ¥’ Q(9)Q(1) = P*(0)P(1)P(3)P(4)P(6)
Q(12)Q(19) - Q(12)y°Q(7) — ¥*Q(6)Q(14) + y°Q(6)Q(1) = P*(0)P(2)*P(4)P(6)
Q(12)Q(16) — Q(12)yQ(10) — ¥’ Q(3)Q(14) + ¥ Q(3)Q(1) = P*(0)P(1)P(3)P(4)P(5)
Q(9)Q(19) — Q(9Y*Q(7) — yQ(6)Q(17) +1'Q(6)Q(4) = P*(0)P(1)P(2)P(3)P(5)
Q(9)Q(16) — Q(9)yQ(10) - ¥ Q(3)Q(17) + ¥ Q(3)Q(4) = P*(0)P(1)P(2) P(3) P(4)
Q(6)Q(16) — Q(6)yQ(10) — yQ(3)Q(19) + ¥’ Q(3)Q(7) = P*(0)P(1)*P(2) P(3)

ozdeglikleri elde edilir. (5.1) egitliginin sag tarafi ¢ nun kuvvetlerine gore diizenlendikten

sonra yukaridaki onbeg esitlik ve Jacobi ti¢li ¢arpimi kullanilarak

[Ta-a = PQ(O){P(Q)P(4)P(5)P(6) +3P%(3)P(4)P(6)g — 4P(1)P(5)P(6)*¢”

—4P(2)P(3)P(5)P(6)q° — P(2)P(3)P*(5)q"

+[—2P( )P(3)P(4)P(6) + 6P(1)P(4)P(5)P(6) + byP(1)P(2) P(3)P(5)|¢”
+y? P2(1)P(2)P(3)¢° — 4P(1)P(2) P(3)P(4)q" + 4P (1) P*(4) P(5)¢°
—3P*(2)P(4)P(6)q° + P(1)P(3)P(4)P(6)q'® — 3P(1)P(3)P(4)P(5)q""

+3P(1)P(2)P(5)P(6)q12} (mod 13) (5.6)

kongruansi bulunur.

m = 13 i¢in Lemma 2.3.1 ve Lemma 2.1.1 den sirasiyla
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. (4) ) P p P(1)  1,P(3)
H(l—q)—P(O){P(Q)—qP(3)—q P(1)+Q5P(4)+q7+q9y%—q P(5)} (5.7)

r=1

ve

10_0[(1—477“)3 = P(O){P(G)—3P(5)q—11P(1)yq2+5p(4)q3—7P(3)q6+9P(2)q10} (mod 13) (5.8)

r=1

elde edilir. Simdi ise

[Ta-gTI0-a)? = TJ-a")" = [[(1-y") = P()P(1)P(2)P(3) P(4)P(5)P(6) (mod 13)

yazalim. Bu kongruansta (5.7), (5.8) ve (5.6) yerlerine yazildiktan sonra ¢'nun

katsayilar1 sadelegtirilirken

yP(1)P(2)P(3)P(5) — P(2)P(3)P(4)P(6) + P(1)P(4)P(5)P(6) =0.  (5.9)

seklinde yeni bir egitlik ile kargilagilmaktadir. Bu ise Lemma 2.3.2 den daha genel bir
sonu¢ oldugunu akla getirmektedir.  Lemma 2.3.2 yi genellestirmek Theta
Fonksiyonlar1 ve Eliptik Fonksiyonlar teorisine dayanmaktadir ve sonraki boliimde

bu teoriler kisaca izah edilecektir.

Burada not edilmesi gereken bir durum bulunmaktadir. m = 11 igin (5.1) diizenlenirse

o0

H(l _ qr)l()

r=1

P2(O){P(2)P(3)P(4)P(5) + P(1)P(4)P%(5)q + 2P(2) P*(3) P(5)¢*

+3P*(2)P(4)P(5)¢* + 5P(1)P(3)P(4)P(5)q* + 7P(1)P(3) P*(4)¢”
+4P(1)P(2)P(4)P(5)q" + 6yP?(1)P(2)P(3)¢® + 8P(1)P(2)P(3)P(5)¢°

+9P(1)P(2)P(3)P(4)q10} (mod 11) (5.10)
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elde edilir. Daha sonra (5.10)

10 00
Sr =11
k=0 =1

R R LN L -
U= = sorarererare ot

r=1

1
kongruansinda yerine yazilirsa | | - Sarpummn 11 modiiliindeki kongruans
— q'r'

ozellikleri farkli bir yontemle bulunmus olur.

5.1 Theta Fonksiyonlar:

Onceki boliimde goriildigii gibi P (a) fonksiyonlar1 aslinda Theta Fonksiyonlar olarak
kargimiza cikmaktadirlar. 7 € C ve Im(7)> 0 olmak {izere ¢ := ™ yazalm. Bu

durumda |g| < 1 dir.

@(2’7 q) = Z(_l)nqn2€2niz =1+ Z(_l)nqn20082nz
—0o0 n=1

seklinde tanimlanan fonksiyon

Oz +m,q) = O(z,9),

O(z + 7, q) = —¢" e **0(z,q)

oldugundan z nin bir qua-fonksiyonudur (quasi-doubly periodic). z yi m ya da 77
kadar artirmak ile ©(z,¢) yu 1 ya da —¢ 'e™?* ile carpmak aym etkiyi yapar.
Bu yiizden 1 ve —¢~'e=%%, sirasiyla 7 ve w7 periodlariin period carpanlar olarak

adlandirilir.

O(z, q) yerine O4(z, q) yazdiktan sonra theta fonksiyonlar: ise agagidaki gibi tanimlanir

(Whittaker and Watson, 1990);
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[e.e]

@1(2,61) = _ZZ n2q (n+1/2)? (2n+1)7riz _ Z(_l)nq(n+l/2)25in(2n i 1)2
n=0
@2(27q> — Zq(n+1/2)2 (2n+1)miz QZq(nH/z C’os(2n—|— 1)
n=0

O3(z,q) = Z q”262m"z =1+2 Z q"2Cos2nz

O4(z,q) = Z(—l)”q”QeZ’””z =1+ Z(—l)"q"20052nz
n=1

©1(2), O2(2), O3(2) ve O4(z) nin sifirlan srasiyla 0, 17, s74 277 ve S77 dur ve Oy,

z nin tek, diger ii¢ ©-fonksiyonu ise z nin ¢ift fonksiyonudur.

Theta fonksiyonlarinin sonsuz ¢arpimlar ile gosterimleri agagidaki gibidir;

O1(z;9) = ig"*27? P(2;4%) P(¢% ¢%)
O2(z;9) = ¢"*27"* P(=2¢%) P(¢* ¢°)
O3(259) = P(—2¢;¢°) P(¢*¢°)
O4(z9) = P(2¢;¢%) P(¢* ¢%)

ve aralarindaki iligkiler;

M = ¢/*€** olmak fiizere

1 1 1 1
O1(z) = —06, (z + 571’) = —iM®©O; (z + §7r + §7r7') = — MO, (Z + §7T7')
1 1 1 1
Os(2) = MOs (z + 57?7) = MOy, (z + §7r + §7r7) =0, (z + éﬁ)

O3(z) = Oy (Z + ;7T> Mo, (Z + %W + %m’) = MO, <z + %7?7')

O4(z) = —iM©O, <z + %7?7') = iM©O, (z + %w + %7w> = 0O, (z + %7?)
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seklindedir (Whittaker and Watson, 1990). Theta fonksiyonlarimin aralarmdaki
iligkileri aragtirmak i¢in kullanilan en temel yontem Theta
fonksiyonlarini kullanarak bir eliptik fonksiyon inga etmektir. Sonraki boliimde

Eliptik fonksiyonlar kisaca tanitilacaktir.

5.2 Eliptik Fonksiyonlar

f fonksiyonu ve wy,ws € Cigin f(z4+wy) = f(2), f(z4+ws) = f(z) olsun. wy/w; ¢ R
ise f, iki periodlu (doubly periodic) fonksiyon olarak
adlandirihir. wo/w; € R oldugu taktirde f fonksiyonu tek periodlu bir fonksiyon

haline gelir.

C iizerinde meromorfik ve iki periodlu bir fonksiyona Eliptik fonksiyon adi verilir.

Im(wy/wq) > 0 alimir, aksi halde ise w; ile wy yer degistirilebilir.

wy; ve wy, bir f eliptik fonksiyonunun periodu ise m ve n tamsayilari igin
w = muw; + nwy de period olur. Lineer bagimsiz w; ve wy, f'nin temel
(fundemental) periodlar: olarak adlandirilir. wy ve wy bir latis olugtururlar ve aym
latis i¢in m, n, p, ¢ € Z ve mg—np = 1 olmak iizere w] = mw;+nw, ve wh = pwy +quws
noktalar1 da temel periodlardir. Eliptik fonksiyonlar teorisindeki bu temel periodlar,

trigonometrik fonksiyonlarin periodu ile ayni rolii oynamaktadirlar.

w1 ve wy temel periodlar ise z, z + w1y, 2 +wy Ve 2 +w; +wq vektorlerinin olugturdugu
paralelkenar, temel paralelkenar, temel domain veya hiicre (cell) olarak adlandirilir.

Burada hiuicre kelimesi tercih edilecektir.

Eliptik fonksiyonlar, eliptik integrallerin inversidir ve bu fonksiyonlarin iki
standart formu vardir:  Weierstrass eliptik fonksiyonlar1 ve Jacobi eliptik
fonksiyonlar1. Iki teori arasindaki en 6nemli fark ise periodik bir latisin koselerinde
Weierstrass eliptik fonksiyonlarinin, rezidiileri sifir olan, 2. mertebeden kutup
noktalar1 varken Jacobi eliptik fonksiyonlarimin ise rezidiileri ters isaretli, iki

basit kutup noktasinin olmasidir.
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Eliptik Fonksiyonlarmn Ozellikleri: (Chandrasekharan,1985), (Whittaker and
Watson, 1990)

f Elliptik bir fonksiyon olsun. Bu durumda;

e f'nin bir hiicredeki kutuplarinin sayisi1 sonludur,

e f’nin bir hiicredeki koklerinin sayisi sonludur,

e f’nin bir hiicrede kutuplarindaki rezidiilerinin toplami sifirdir,

e Lioville teoremi: Herhangi bir hiicrede kutup noktasi yoksa f, sabit fonksiyondur,

e f(2) = c esitliginin koklerinin sayisi ¢ sabitinden bagimsiz ve f(z)nin kutuplarinin

sayisina (mertebe olarak adlandirilir) esittir,

e f'nin mertebesi > 2 dir, yani mertebesi 1 olan eliptik fonksiyon yoktur,
e f’nin tiirevi ayni periodlara sahip yine bir eliptik fonksiyondur.

Ayrica

e Aym temel periodlara sahip eliptik fonksiyonlarin kiimesi bir cisimdir .

5.3 Theta Fonksiyonlar1 ve P(a) Kuvvet Serileri

w,x,y, z ile w', 2y, 2/ kompleks sayilar

20" = —w+zr+y+=z
20" = w—x+y+z
2y = w+r—y+=z

2 = wHr+ty—=z
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esitlikleri ile bagmtii olmak iizere [r] = ©0,(w)0,(2)0,(y)0,(z) ve
[r]" == 0, (w)0,(2)0,(y)0,(7) seklinde tanimlayalim.

[0+ 21+ 3] + [4)
3]

T(z) =

olarak alimirsa T'(z) periodlar1 7w ve w7 olan bir eliptik fonksiyon olur. Ayrica T'(z) nin
bir tek kutup noktas: olabilir ve bu nokta O3(z) nin sifiridir. Yani mertebe(T) < 1
dir. Fakat eliptik fonksiyonlarin mertebeleri 2 den biiyiik oldugu icin bu nokta
T'(z) nin kutup noktas1 degildir. Dolayisiyla Liouville Teoreminden 7'(z) sabit bir

fonksiyondur, yani

T(z)=A

olacak sekilde bir A € C vardir ve buradan ise

A3 = —[1] +[2] + [3] + [4] (5.11)

203 = —[1]"+ 2] + [3] + [4) (5.12)

2[4] = [ = 2V + B + [4 (5.13)

ve (5.12) ile (5.13) de w, x,y, = degiskenleri 377 artirihrsa
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202 = [ + 2 + [3]' = [4]f (5.14)

20 = (1 + 2 = B + [4 (5.15)

elde edilir.

(5.12),(5.13),(5.14) ve (5.15) den

2[4 = [1] — [2] + [3] + [4] (5.16)
bulunur.

(5.16) da w, z,y, z yerine sirasiyla w, —z, —y, —z alinirsa

2@4<—w—m2—y—z> o, <w—|—x2—y—z) o, (w—x;—y—z) o, (w—xz—y—i—z)

= 01(w)01(~2)01(~y)O1(—2) — O2(w)O2(~7)O2(~y)O2(—2) +
O3(w)O3(—7)O3(~y)O3(—2) + Os(w)O4(—7)O4(~y)Os(—2)

(5.17)

ve (5.16) da w, x,y, z yerine bu kez sirasiyla —w, —z, —y, —z alimirsa

= 01(~w)01(~2)01(~y)O1(~2) — O2(~w)O2(~7)O2(~y)O2(—2) +
O3(—w)O3(—2)O3(~y)O3(—2) + O4(w)O4(—7)O4(—y)Os(—2)
(5.18)

elde edilir. (5.17) den (5.18) ¢ikarilip ©4(z) nin tek, O9(2), O3(z) ve O4(2) nin ¢ift
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fonksiyon olmas1 goz ontine alinirsa

©1(w)01(2)01(y)O1(2) —
o, (w—x;y—z) o, (—w+m2—y—z> o, <—w—x2+y—z) o, <—w—x2—y+z) N

—wW—Tr—Yy—z wH+r—y—=z w—x+y—=z W—T—Yy+2z\
(T e e e )

(5.19)

bulunur. (5.19) ifadesinde a = €*¥ 3 = ** vy = *™( = ** almip ¢> — ¢

yazilirsa

(@By¢) "2 q%[o: ql[Bs al[v: @)[C: a] —

1

[(aﬁlv*lC’l)%q%;q] [(a”ﬁv“é’l)fq%;q] [(a’lﬂfva’l)%q%;q} [(aflﬁflflé)%q%;q +

1 1 1

[(aﬁvé)’%q%;q} [(aﬁv’lé’l)ﬁqf;q} {(aﬂ’lvé’l)fq%;q} {(aﬂ’lv’lé)%q%;q} =0

esitligi elde edilmis olur. Son olarak a, 3,7, ve ¢ yerine sirasiyla y%, y°, y¢, y¢ ve

y™ yazilirsa agagidaki teorem ispatlanmig olur.

Teorem 5.3.1 m,a,b,c,d € Z,

m—(a+b+c+d)
2

xr =

olsun ve a,b,c,d,a+x,b+x,c+x,d+x,r,a+b+x,a+c+x,a+d+ x lerin hicbirisi
m ile bolinmesin. Bu durumda
y*P(a)P(b)P(c)P(d) — P(a +z)P(b+ 2)P(c+ z)P(d+ x) +

P(x)P(a+b+xz)Pla+c+x)Pla+d+2)=0 (5.20)

dir.

m yi asal olarak alacagimiz icin acik olarak a + b 4+ ¢ 4+ d toplamini bir tek say1
olacak sekilde segmemiz gerekir. Bu yiizden a, b, c ve d nin hepsi ayni1 anda ya da
ikiser ikiger esit olamaz. Simdi ise bu teoremi kullanarak m =7, 11, 13 ve 17 i¢in

bulunabilecek egitlikleri verelim.
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m = 7 icin a + b+ c+ d nin alabilecegi tek deger 5 dir; a = b =c =1, d = 2 alinirsa;

yP?*(1)P(2) — P*(2)P(3) + P*(3)P(1) =0

bulunur.
m = 11 i¢in a 4+ b 4 ¢ 4 d nin alabilecegi degerler 5,7 ve 9 olabilir.

a+ b+ c+ d =5 olabilmesi sadece a = b = ¢ =1, d = 2 esitlikleri ile miimkiindiir.

Bu ise;

Yy’ P*(1)P(2) — P3(4)P(5) + P*(5)P(3) = 0

esitligini verir.

a+b+c+d="Tign (a,b,c,d) = (1,1,1,4),(1,1,2,3),(1,2,2,2) alinabilir. (a,b,c,d)

dortliistiniin bu degerleri icin sirasiyla

v P (1)P(4) — PP(3)P(5) + P*(4)P(2) = 0
Yy’ P*(1)P(2)P(3) — P*(3)P(4)P(5) + P*(5)P(2)P(4) = 0
Yy’ P*(2)P(1) — P3(4)P(3) + P*(5)P(2) = 0
elde edilir.

a-tbretd = 9icin (a,b, ¢,d) = (1,1,1,6), (1,1,2,5), (1,1,3,4), (1,2,2,4), (2, 2,2,3),
(1,2, 3,3) olabilir. Dolayisiyla;

71



yP*()P(5) — P(2)P(4) + P*3)P(1) = 0
yP*(1)P(2)P(5) — PA(2)P(3)P(5) + PA(4)P(L)P(3) = 0
yP*(1)P(3)P(4) — P*(2)P(4)P(5) + P(5)P(1)P(3) = 0
yP*(2)P(1)P(4) — PA(3)P(2)P(5) + PX(4)P(L)P(5) = 0

yP*(2)P(3) — P(3)P(4) + P*(5)P(1) = 0
yP*(3)P(1)P(2) — PA(4)P(2)P(3) + P*(5)P(1)P(4) = 0

bulunur.

a,b, c,d lerin hepsinin farkli olmasi durumunda teorem m = 11 igin herhangi bir
esitlik vermez. Ciinkii bunun i¢in yazilabilecek tek dortli (1,2,3,5) dir. Fakat bu
durumda a + b+ ¢+ d = 11 olur.

m = 7 ve m = 11 icin yukarida verilen esitlikler Lemma 2.3.2 den de bulunur. Benzer
sekilde Lemma 2.3.2, m = 13 i¢in 20 ve m = 17 igin 56 tane esitlik verir. (5.20) ise

daha fazla olarak m = 13 i¢in 1, m = 17 i¢in 8 adet yeni esitlik vermektedir.
m = 13 i¢in

(a,b,c,d) = (1,2,3,5) alirsak agagidaki esitligi buluruz;

yP(1)P(2)P(3)P(5) — P(2)P(3)P(4)P(6) + P(1)P(4)P(5)P(6) = 0.

m = 17 i¢in a, b, ¢, d lerin hepsi farkl olacak sekilde toplam 8 tane dortlii yazilabilir;
(1,2,3,5),(1,2,3,7),(1,2,4,6),(1,3,4,5),(1,2,3,9), (1,2,4,8), (1,2,5,7), (2, 3,4, 6).

(a, b, c,d) nin bu degerleri i¢in agagidaki esitlikler bulunur;
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(5.20) ozdegligini vermemizin sebebi, daha once de belirttigimiz gibi m = 13

carpiminin bilegenlerini hesaplamak i¢in Lemma 2.3.2 nin

1
1—q

durumunda H

carpimininin 13

1
1—gq"

II

yetersiz kalmasidir. Bu caligmaya baglarken amacimiz

13

nin m =

1
1—q"

11

durumundaki bilegenler ve kongruans ozellikleri sonuclandirilmak iizeredir.

modiiliindeki kongruans ozelliklerini hesaplamakti.
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