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1. G·IR·IŞ

Harmonik analizde klasik operatörlerin çeşitli fonksiyon uzaylar¬ndaki a¼g¬rl¬kl¬eşitsiz-

liklerinin çal¬̧smalar¬çok önemli bir yer tutmaktad¬r. Klasik Morrey uzaylar¬, ikinci

mertebeden eliptik k¬smi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin lokal davran¬̧slar¬n¬

araşt¬rma çal¬̧smalar¬nda Morrey (1938) taraf¬ndan ortaya konulmuştur. Chiarenza

ve Frasca (1987) Hardy-Littlewood maksimal operatörü, kesirli integral operatörü

ve singüler integral operatörlerinin Morrey uzaylar¬ndaki s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ göstermi̧stir.

Kesirli integral operatörün s¬n¬rl¬l¬¼g¬Adams (1975) taraf¬ndan da çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. A¼g¬r-

l¬kl¬Lebesgue uzaylar¬nda yukar¬da bahsedilen operatörlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬Muckenhoupt

(1972), Muckenhoupt ve Wheeden (1974), ve ayr¬ca Coifman ve Fe¤erman (1974)

taraf¬ndan elde edilmi̧stir. Bu sonuçlar daha sonra çeşitli uzaylara geni̧sletilmi̧stir.

Bununla beraber a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzaylar¬yeni çal¬̧s¬lmaya başlanm¬̧s olup Komori ve

Shirai (2009) taraf¬ndan bu uzaylarda maksimal, kesirli integral, Calderón-Zygmund

operatörlerin ve komütatör operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬elde edilmi̧stir. Genelleştirilmi̧s

Morrey uzaylar¬nda Nakai ve Mizuhara gibi araşt¬rmac¬lar Riesz potansiyeli, mak-

simal ve singüler integral operatörlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ elde etmi̧slerdir. Bu uzay-

larda Ding vd. (1998) taraf¬ndan altlineer ve komütatör operatörlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬elde

edilmi̧stir.

Guliyev (1994, 1999) doktora tezinde ortaya koydu¼gu yeni bir metot ile Lie grup-

lar¬nda ve Rn de harmonik analizin klasik integral operatörleri için s¬n¬rl¬l¬k sonuçlar¬

elde etmi̧stir. Daha sonra Guliyev (2009) ortaya koydu¼gu yeni metotlar¬kullanarak

genelleştirilmi̧s Morrey uzaylar¬nda maksimal, potansiyel ve singüler integral gibi

operatörlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬elde etmi̧stir. Son y¬llarda Guliyev ile birlikte Burenkov,

Samko, Şerbetçi, Tararykova, Gogotashvili, Mustafayev ve Hasanov gibi araşt¬r-

mac¬lar, Morrey-tipli uzaylar başta olmak üzere di¼ger fonksiyon uzaylar¬nda yeni

sonuçlar elde etmi̧slerdir.

Bu çal¬̧smada, Guliyev tara�ndan verilen ispat yöntemi kullan¬larak genelleştirilmi̧s

Morrey ve genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzaylar¬nda altlineer operatörlerin ve altli-
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neer komütatör operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬hakk¬nda yeni sonuçlar elde edilmi̧stir. Özet

olarak p > 1 için Mp;'1 genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬ndan bir di¼ger Mp;'2 genelleşti-

rilmi̧s Morrey uzay¬na ve M1;'1 uzay¬ndan WM1;'2 zay¬f uzay¬na T altlineer opera-

törünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n sa¼glanmas¬için ('1; '2) fonksiyon çifti üzerinde yeterlik şart-

lar¬ elde edilmi̧stir. Ayr¬ca b 2 BMO(Rn) olmak üzere 1 < p < 1 iken Mp;'1

genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬ndan bir di¼ger Mp;'2 genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬na

Tb altlineer komütatör operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n sa¼glanmas¬için ('1; '2) çifti üze-

rinde yeterlik şartlar¬elde edilmi̧stir. Benzer şekilde a¼g¬rl¬kl¬durumda p > 1 için

Mp;'1(w) genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzay¬ndan bir di¼ger Mp;'2(w) genelleşti-

rilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzay¬na ve M1;'1(w) uzay¬ndan WM1;'2(w) zay¬f uzay¬na T

operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n sa¼glanmas¬ için ('1; '2) çifti üzerinde yeterlilik şartlar¬

elde edilmi̧stir. Ayr¬ca b 2 BMO(Rn) olmak üzere 1 < p < 1 iken Mp;'1(w)

genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzay¬ndan bir di¼ger Mp;'2(w) genelleştirilmi̧s a¼g¬r-

l¬kl¬Morrey uzay¬na Tb altlineer komütatör operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n sa¼glanmas¬

için ('1; '2) çifti üzerinde yeterlik şartlar¬elde edilmi̧stir. Bütün durumlarda T ve

Tb nin s¬n¬rl¬l¬k koşullar¬nda '1ve '2 nin monotonlu¼gu üzerinde herhangi bir kabul

yap¬lmam¬̧s sadece ('1; '2) nin Zygmund-tipi bir integral eşitsizli¼gini sa¼glad¬¼g¬kabul

edilmi̧stir. Analizin bir çok önemli operatörleri bu teoremlerde belirlenen şartlar¬

sa¼glamaktad¬r, örne¼gin pseudo-diferensiyel operatörler, Littlewood-Paley operatörü,

Marcinkiewicz operatörü ve Bochner-Riesz operatörü bu türden operatörlerdir. Son

olarak, elde etmi̧s oldu¼gumuz sonuçlar¬n bir uygulamas¬olarak, bu operatörler için

s¬n¬rl¬l¬k sonuçlar¬elde edilmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Rn n-boyutlu Öklid uzay¬x � y =
Pn

j=1 xjyj iç çarp¬m¬ve buna kaŗs¬l¬k gelen jxj =�Pn
j=1 x

2
j

� 1
2
normu ile tüm x = (x1; :::; xn) noktalar¬n¬n kümesidir. j = 1; 2; :::; n

olmak üzere negatif olmayan �j tamsay¬lar¬n¬n � = (�1; :::; �n) n-lisine katl¬-indis

denir. E¼ger � ve � iki katl¬-indis ise bu durumda j�j = �1 + ::: + �n ve � + � =

(�1 + �1; :::; �n + �n) ile tan¬mlan¬r. E¼ger her 1 � j � n için �j � �j ise � � �

denir ve bu durumda �� � bir katl¬-indistir ve j�� �j+ j�j = j�j sa¼glan¬r. Ayr¬ca,

x� = x�11 :::x
�n
n biçimindedir. Dj =

@
@xj

olmak üzere

D� =
@j�j

@x�11 @x
�2
2 :::@x

�n
n

= D�1
1 D

�2
2 :::D

�n
n

operatörü j�j mertebeden bir diferensiyel operatördür. Özel olarak D(0;:::;0)f = f

olur. Bir-boyutlu durumda D�, d
dx
ifadesine indirgenir.

Tan¬m 2.1 X bir küme olsun. X in alt kümelerinin bir M s¬n¬f¬aşa¼g¬daki şartlar¬

sa¼glarsa X üzerinde bir �-cebir olarak adland¬r¬l¬r:

(i) X 2M

(ii) Her A 2 M için cA = X � A 2M

(iii) n = 1; 2; ::: için An 2M ise
S1
n=1An 2M

Bu durumda (X;M) ikilisine bir ölçülebilir uzay, M deki her bir kümeye ölçülebilir

küme ad¬verilir.

Tan¬m 2.2 (X;M) bir ölçülebilir uzay olsun. Bir � :M! [0;1] fonksiyonu

(i) � (;) = 0

(ii) E¼ger (An) ; M nin ayr¬k bir dizisi ise � (
S1
n=1An) =

P1
n=1 � (An)

özelliklerini sa¼gl¬yorsa bu fonksiyonaM üzerinde (veyaM anlaş¬ld¬¼g¬ndaX üzerinde)

bir ölçüdür denir. E¼ger her A 2 M için � (A) < 1 ise � ye sonlu ölçü ad¬verilir.

Ayr¬ca (X;M; �) ölçü uzay¬olarak adland¬r¬l¬r.
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Tan¬m 2.3 (X;M) bir ölçülebilir uzay ve f : X ! R [ f�1;+1g bir fonksiyon

olsun. E¼ger 8t 2 R için fx 2 X : f (x) > tg 2M oluyorsa f fonksiyonu ölçülebilirdir

denir. Ölçülebilir fonksiyonlar¬n ailesiM (X;M) ile gösterilir.

Teorem 2.4 Aşa¼g¬daki özelliklere sahip Rn nin alt kümelerinin birM �-cebiri veM

üzerinde bir pozitif � ölçüsü vard¬r:

(i) Rn nin her aç¬k kümesi M ye aittir.

(ii) E¼ger A � B; B 2M ve � (B) = 0 ise bu durumda A 2M ve � (A) = 0 sa¼glan¬r.

(iii) E¼ger A = fx 2 Rn : aj � xj � bj; j = 1; 2; :::; ng ise bu durumda A 2 M ve

� (A) =
Qn

j=1 (bj � aj) sa¼glan¬r.

(iv) � öteleme de¼gi̧smezdir: E¼ger x 2 Rn ve A 2 M ise bu durumda x + A =

fx+ y : y 2 Ag 2M ve � (x+ A) = � (A) (Adams ve Fournier 2003).

M nin elemanlar¬Rn nin (Lebesgue) ölçülebilir altkümeleri olarak adland¬r¬l¬r ve �;

Rn de (Lebesgue) ölçü olarak adland¬r¬l¬r. Lebesgue ölçüsü R3 teki hacmin do¼gal

bir geni̧slemesi oldu¼gundan A 2 M için � (A) ; A n¬n ölçüsü veya hacmi olarak

adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.5 (X;M; �) bir ölçü uzay¬olsun. E¼ger bir önerme ölçüsü s¬f¬r olan bir

küme d¬̧s¬nda do¼gru ise, o önerme hemen her yerde do¼grudur denir.

Tan¬m 2.6 (X;M; �) bir ölçü uzay¬olsun. 0 < p <1 olmak üzere

Lp(X) =

�
f 2M (X;M) :

Z
X

jf jp d� <1
�

kümesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar s¬n¬f¬denir. Lp(X) uzay¬nda

bir f fonksiyonunun normu

kfkLp(X) =

8><>:
�R

X
jf jp d�

�1=p
; 1 � p <1

ess sup
x2X

jf (x)j ; p =1

ile tan¬mlan¬r. Burada ess supx2X jf (x)j = inf fC > 0 : � (fx : jf(x)j > Cg) = 0g ile
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verilir.

Tan¬m 2.7 WLp(X) zay¬f Lp uzay¬, 1 � p <1 olmak üzere

kfkWLp(X) = sup
t>0

t� (fy 2 X : jf(y)j > tg)1=p <1

quasi-normuna sahip f ölçülebilir fonksiyonlar¬n¬n uzay¬d¬r. 1 � p <1 için Lp(X) �

WLp(X) sa¼glan¬r. WL1(X) uzay¬n¬n tan¬m¬L1(X) ile verilir.

Önerme 2.8 f 2 Lp(X); 0 < p <1 için

kfkpLp(X) = p

Z 1

0

tp�1� (fx 2 X : jf(x)j > tg) dt

sa¼glan¬r (Grafakos 2004).

Tan¬m 2.9 p > 1 ve 1=p + 1=q = 1 olmak üzere f 2 Lp(X), g 2 Lq(X) olsun. Bu

durumda

kfgkL1(X) � kfkLp(X) kgkLq(X)

eşitsizli¼gine Hölder Eşitsizli¼gi denir.

Tan¬m 2.10 p � 1 için e¼ger f , g 2 Lp(X) ise bu durumda

kf + gkLp(X) � kfkLp(X) + kgkLp(X)

eşitsizli¼gine Minkowski Eşitsizli¼gi denir.

Rn üzerinde dx = dx1 � � � dxn ile Lebesgue ölçüsünü gösterece¼giz. Rn tam uzay¬

üzerinde f fonksiyonunun (Lebesgue) integrali

Z
Rn
f (x) dx =

Z
� � �
Z
f (x1; :::; xn) dx1 � � � dxn

ile gösterilir.
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B = B(x; r) = fy 2 Rn : jx� yj < rg merkezi x, yar¬çap uzunlu¼gu r olan aç¬k yuvar¬

ve cB(x; r) onun tümleyenini göstersin. jB(x; r)j, B(x; r) aç¬k yuvar¬n¬n Lebesgue

ölçüsü ve �n = jB(0; 1)j olmak üzere

jB(x; r)j = �nr
n =

2�n=2rn

n�(n=2)
=
1

n

��Sn�1�� rn
biçimindedir, burada jSn�1j = 2�n=2=�(n=2); Rn de yar¬çap¬1 olan Sn�1 küresinin

yüzey alan¬d¬r. �(z) gamma fonksiyonudur ve bir z kompleks say¬s¬için Re z > 0

olmak üzere �(z) =
R1
0
tz�1e�tdt ile tan¬mlan¬r. Q = Q(x0; r) ile x0 merkezli ve

kenar uzunlu¼gu r olan küpü gösterece¼giz. Verilen bir Q küpü ve � > 0 için �Q ile Q

nun merkezine sahip ve kenar uzunlu¼gu Q nun kenar uzunlu¼gunun � kat¬olan küpü

gösterece¼giz.

A . B gösterimini A � CB, C > 0 eşitsizli¼ginin yerine kullanaca¼g¬z. E¼ger A . B

ve B . A ise A t B yaz¬l¬r ve A, B ye eşde¼gerdir denir. Bu çal¬̧sma boyunca C

farkl¬sabitleri gösterecektir.

Teorem 2.11 (Fubini Teoremi) f , Rm+n üzerinde ölçülebilir bir fonksiyon ve

I1 =

Z
Rn+m

jf (x; y)j dxdy

I2 =

Z
Rm

�Z
Rn
jf (x; y)j dx

�
dy

I3 =

Z
Rn

�Z
Rm
jf (x; y)j dy

�
dx

integrallerinden en az biri mevcut ve sonlu olsun. Bununla I2 için Rn üzerinde bir

g integrallenebilen fonksiyonunun var oldu¼gu ve hemen her y için g (y) nin içteki

integrale eşit oldu¼gu kastedilmektedir. I3 için de ayn¬s¬geçerlidir. Bu durumda

(i) hemen her y 2 Rm için f (�; y) 2 L1 (Rn) olur.

(ii) Hemen her x 2 Rn için f (x; �) 2 L1 (Rm) olur.

(iii)
R
Rm f (�; y) dy 2 L1 (R

n) :

(iv)
R
Rn f (x; �) dx 2 L1 (R

m) :

(v) I1 = I2 = I3
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elde edilir (Adams ve Fournier 2003).

1 � p � 1 olmak üzere, Rn nin her bir kompakt altkümesinde p-inci kuvveti in-

tegrallenebilen tüm ölçülebilir fonksiyonlar¬n uzay¬Llocp (Rn) ile gösterilir. Bu uzay

p = 1 için Lloc1 (Rn) � Lloc(Rn) şeklinde gösterilen lokal integrallenebilir fonksiyonlar

s¬n¬f¬n¬gösterir. Lloc(Rn) uzay¬1 � p � 1 için bütün Lp(Rn) uzaylar¬n¬n birleşim-

lerini içerir. Daha genel olarak 0 < p < q <1 için

Lq(Rn) � Llocq (Rn) � Llocp (Rn)

elde edilir (Grafakos 2004).

Teorem 2.12 (Lebesgue Diferensiyelleme Teoremi) E¼ger f 2 Lloc(Rn) ise bu du-

rumda hemen her x 2 Rn için

lim
r!0

1

jB(x; r)j

Z
B(x;r)

f(y)dy = f(x)

sa¼glan¬r (Grafakos 2004).

Tan¬m 2.13 Bir f fonksiyonunun deste¼gi

suppf = fx 2 Rn : f (x) 6= 0g

ile tan¬mlan¬r. E¼ger suppf s¬n¬rl¬bir küme ise f kompakt deste¼ge sahiptir denir.

Tan¬m 2.14 Schwartz uzay¬sonsuzda h¬zla azalan C1(Rn) fonksiyonlar¬n¬n uzay¬

olarak adland¬r¬l¬r ve S(Rn) ile gösterilir. Daha aç¬k olarak her �; � katl¬-indisi ve

x 2 Rn için

S(Rn) = ff 2 C1(Rn) : sup
x2Rn

jx�D�f(x)j <1g

biçiminde tan¬mlan¬r.
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Tan¬m 2.15 A � Rn olsun.

�A =

8<: 1 ; x 2 A

0 ; x =2 A

ile tan¬mlanan �A fonksiyonu A n¬n karakteristik fonksiyonu olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.16 f; g 2 L1(Rn) ise hemen her x 2 Rn için f � g konvolüsyonu

(f � g) (x) =
Z
Rn
f (y) g (x� y) dy

ile tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.17 f 2 L1 (Rn) olmak üzere

bf (x) = 1

(2�)n

Z
Rn
f (y) e�ix�ydy

ile tan¬mlanan bf; f fonksiyonunun Fourier dönüşümü olarak adland¬r¬l¬r. Bu dönüşüm
bf (x) = (2�)�n

2

Z
Rn
f (y) e�ix�ydy

veya eşde¼ger olarak bf (x) = Z
Rn
f (y) e�2�ix�ydy

al¬nabilir. E¼ger n = 1 ve f 2 L1 (R) ise bu durumda

bf (x) = 1

2�

Z +1

�1
f (y) e�ixydy

olur.

Tan¬m 2.18 f 2 L1 (Rn) ve

bf (y) = Z
Rn
f (x) e�2�ix�ydx

8



f nin Fourier dönüşümü ise bu durumda

f (x) =

Z
Rn
bf (y) e2�ix�ydy

ifadesine ters Fourier formülü denir. Ayr¬ca

f_(x) =

Z
Rn
f(y)e2�ix�ydy

dönüşümü ters Fourier dönüşümü olarak adland¬r¬l¬r.

1 � p; q � 1, (X;�) ve (Y; �) iki ölçü uzay¬ve T , Lp (X;�) uzay¬ndan tan¬m ve

görüntü kümeleri s¬ras¬yla Y ve C olan ölçülebilir fonksiyonlar¬n uzay¬na bir operatör

olsun. E¼ger q <1 olmak üzere

� (fy 2 Y : jTf(y)j > �g) �
 
C kfkLp(X)

�

!q

ise T zay¬f (p; q) tipinden ve e¼ger q =1 iken Lp (X;�) uzay¬ndan L1 (Y; �) uzay¬na

s¬n¬rl¬bir operatör ise zay¬f (p;1) tipindendir denir.

E¼ger T , Lp (X;�) uzay¬ndan Lq (Y; �) uzay¬na s¬n¬rl¬ise kuvvetli (p; q) tiplidir denir.

Yani, her f 2 Lp (X;�) için

kTfkLq(Y ) � C kfkLp(X)

olacak şekilde bir C > 0 sabiti vard¬r. Buradan q = 1 olmas¬durumunda zay¬f ve

kuvvetli tip çak¬̧smaktad¬r.

E¼ger T , kuvvetli (p; q) tipli ise ayn¬zamanda zay¬f (p; q) tiplidir: Gerçekten, e¼ger

E� = fy 2 Y : jTf(y)j > �g olarak al¬n¬rsa, bu durumda

� (E�) =

Z
E�

d� �
Z
E�

����Tf(x)�

����q d� � kTfkqLq(X)
�q

�
 
C kfkLp(X)

�

!q
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olur.

E¼ger (X;�) = (Y; �) ve T özdeşlik operatörü olarak al¬n¬rsa bu durumda zay¬f (p; p)

klasik Chebyshev eşitsizli¼gi olur.

Tan¬m 2.19 T , reel de¼gerli ölçülebilir fonksiyonlar¬n bir (X;�) ölçü uzay¬ndan komp-

leks de¼gerli, hemen her yerde sonlu, ölçülebilir fonksiyonlar¬n bir (Y; �) ölçü uzay¬na

tan¬mlanan bir operatör olsun. Bu durumda her f; g ve her � 2 C için

T (f + g) = T (f) + T (g) ve T (�f) = �T (f)

ise T ye lineer operatör,

jT (f + g)j � jT (f)j+ jT (g)j ve jT (�f)j = j�j jT (f)j

ise T ye altlineer operatör, bir C > 0 sabiti için

jT (f + g)j � C(jT (f)j+ jT (g)j) ve jT (�f)j = j�j jT (f)j

ise T ye quasilineer operatör denir. Altlineerlik quasilineerli¼gin özel bir durumudur.

Teorem 2.20 (Marcinkiewicz interpolasyon teoremi) (X;�) ve (Y; �) ölçü uzaylar¬

olsunlar. 1 � p0 < p1 � 1 olmak üzere T , Lp0 (X;�) + Lp1 (X;�) uzay¬ndan Y

üzerindeki ölçülebilir fonksiyonlara giden ve zay¬f (p0; p0) ve zay¬f (p1; p1) tipli bir

altlineer operatör olsun. Bu durumda T , p0 < p < p1 için kuvvetli (p; p) tiplidir

(Duoandikoetxea 2001).

Tan¬m 2.21 f 2 Lloc(Rn) olsun. Bu durumda Mf Hardy-Littlewood maksimal

fonksiyonu

Mf(x) = sup
r>0

jB(x; r)j�1
Z
B(x;r)

jf(y)jdy

ile tan¬mlan¬r.
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Dikkat edilirse M maksimal operatörü altlineer ve homojendir, yani her f; g 2

Lloc(Rn) için

M(f + g) �Mf +Mg ve M(�f) = �(Mf); 8� � 0

sa¼glan¬r.

Teorem 2.22 f; Rn üzerinde tan¬mlanm¬̧s bir fonksiyon olsun.

(i) f 2 Lp(Rn); 1 � p � 1 ise bu durumda Mf fonksiyonu hemen her yerde

sonludur.

(ii) f 2 L1(Rn) ise bu durumda her � > 0 için

jfx :Mf(x) > �gj � C

�
kfkL1(Rn)

sa¼glan¬r, burada C sabiti sadece n boyutuna ba¼gl¬d¬r.

(iii) f 2 Lp(Rn); 1 < p � 1 ise bu durumda Mf 2 Lp(Rn) ve

kMfkLp(Rn) � CkfkLp(Rn)

sa¼glan¬r, burada C sadece p ve n boyutuna ba¼gl¬d¬r (Stein 1970).

f 2 Lp(Rn); 1 � p <1 olsun. Bu durumda f fonksiyonunun Hf Hilbert dönüşümü

Hf(x) = p.v.
1

�

Z
R

f(y)

x� y
dy = lim

�!0

1

�

Z
jx�yj��

f(y)

x� y
dy

ile tan¬mlan¬r. Hilbert dönüşümü singüler integrallerin ilk örne¼gi olup üst yar¬-

düzlemde eşlenik harmonik fonksiyonlar¬n s¬n¬r de¼gerlerinin araşt¬rmalar¬nda kul-

lan¬lmaktad¬r. E¼ger f 2 Lp(Rn); 1 � p <1 ise bu durumda f fonksiyonunun Riesz

dönüşümü

Rjf(x) = p.v.Cn

Z
Rn

xj � yj

jx� yjn+1
f(y)dy; 1 � j � n

biçiminde tan¬mlan¬r. Riesz dönüşümü Hilbert dönüşümünün bir boyuttan n boyuta

genelleştirmesidir. Riesz dönüşümü ikinci mertebeden eliptik denklemlerin çözüm-
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lerinin düzgünlü¼gü çal¬̧smalar¬nda ortaya ç¬kmaktad¬r.


 fonksiyonu aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glas¬n:

(i) 
(�y) = 
(y); 8� > 0

(ii)
R
Sn�1 
(y

0)d�(y0) = 0; y0 = y= jyj

(iii) 
 2 L1(Sn�1):

Bu durumda f 2 Lp(Rn); 1 � p <1 için T
 integral operatörü

T
f(x) = p.v.
Z
Rn


(x� y)

jx� yjn f(y)dy

biçiminde tan¬mlans¬n. 
(x) = xj
jxj olarak al¬n¬rsa bu durumda T
; Rj; j = 1; :::; n

Riesz dönüşümü olur. E¼ger n = 1 ve 
(x) = sgn(x) olarak al¬n¬rsa bu durumda T


Hilbert dönüşümü olur.

Şimdi K Calderón-Zygmund singüler integral operatörünü tan¬mlayal¬m:

K : C10 (Rn) ! Lloc(Rn) sürekli lineer operatörü L2(Rn) uzay¬ndan L2(Rn) uzay¬na

s¬n¬rl¬olan bir operatördür ve

Kf(x) =

Z
Rn
k(x; y)f(y)dy; x =2 suppf

ile tan¬mlan¬r. Burada k(x; y); f(x; y) 2 Rn � Rn : x = yg d¬̧s¬nda sürekli bir fonksiyon-

dur ve standart eşitsizlikleri sa¼glar: her x; y 2 Rn; ve x 6= y için

jk(x; y)j � C jx� yj�n

olacak şekilde C > 0 vard¬r ve 2
��x� x

0�� � jx� yj iken

jk(x; y)� k(x0; y)j+ jk(y; x)� k(y; x0)j � C

�
jx� x0j
jx� yj

�"
jx� yj�n

olacak şekilde 0 < " � 1 vard¬r.
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Calderón-Zygmund operatörü Lp(Rn); 1 < p < 1 üzerinde s¬n¬rl¬d¬r ve zay¬f (1; 1)

tiplidir.

2.1 Ap Muckenhoupt S¬n¬f¬

A¼g¬rl¬kl¬eşitsizlikler Fourier analizinde önemli bir yere sahip olup çok çeşitli uygula-

malara sahiptir. Özellikle, a¼g¬rl¬k teorisi Lipschitz bölgeleri üzerinde Laplace denk-

lemi için s¬n¬r de¼ger problemleri çal¬̧smalar¬nda önemli bir rol oynamaktad¬r. A¼g¬rl¬kl¬

eşitsizliklerin di¼ger uygulamalar¬extrapolasyon teorisi, vektör de¼gerli eşitsizlikler ve

lineer olmayan k¬smi diferensiyel denklemlerin baz¬s¬n¬�ar¬için hesaplamalar¬içerir.

Hardy-Littlewood maksimal operatörünün Lp(Rn; w(x)dx) a¼g¬rl¬kl¬Lp uzay¬n¬kendi

üzerine dönüştüren Muckenhoupt karakterizasyonu, Ap s¬n¬f¬n¬n tan¬mlanmas¬na ve

a¼g¬rl¬kl¬eşitsizliklerin geli̧smesine yard¬mc¬olmuştur.

Bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu, hemen her yerde (0;1) daki de¼gerleri alan ve Rn üzerinde

negatif olmayan lokal integrallenebilir bir fonksiyondur. Buradan a¼g¬rl¬klar¬n sadece

s¬f¬r Lebesgue ölçülü bir küme üzerinde s¬f¬r veya sonsuz oldu¼gu anlaş¬l¬r. E¼ger w bir

a¼g¬rl¬k ve 1=w lokal integrallenebilir ise bu durumda 1=w fonksiyonu da bir a¼g¬rl¬kt¬r.

Verilen bir w a¼g¬rl¬¼g¬ve bir E ölçülebilir kümesi için

w(E) =

Z
E

w(x)dx

notasyonunu E kümesinin w-ölçüsünü göstermek için kullanaca¼g¬z. A¼g¬rl¬klar lokal

integrallenebilir fonksiyonlar olduklar¬ndan bir yuvar taraf¬ndan içerilen bütün E

kümeleri için w(E) <1 olur.

Verilen bir w a¼g¬rl¬k fonksiyonu için B herhangi bir yuvar olmak üzere e¼ger w(2B) �

Cw(B) olacak şekilde bir C > 0 sabiti varsa w doubling şart¬n¬sa¼glar denir. w bu

şart¬sa¼glad¬¼g¬nda k¬sal¬k için w 2 �2 biçiminde yaz¬l¬r.
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Tan¬m 2.1.1 1 < p <1 olmak üzere herhangi bir B yuvar¬için

[w]Ap = sup
B
[w]Ap(B)

= sup
B

�
1

jBj

Z
B

w(x)dx

��
1

jBj

Z
B

w(x)1�p
0
dx

�p�1
<1 (2.1.1)

ise w a¼g¬rl¬k fonksiyonu Ap Muckenhoupt s¬n¬f¬ndand¬r denir. Burada supremum

bütün B yuvarlar¬üzerinden al¬nmaktad¬r ve 1=p+ 1=p0 = 1 biçimindedir.

p = 1 iken, hemen her x için

Mw(x) � Cw(x) (2.1.2)

olacak şekilde C > 1 varsa w 2 A1 dir ve (2.1.2) eşitsizli¼gini sa¼glayan C nin in�mumu

[w]A1 ile gösterilir.

p ve p0 üsleri ile Hölder eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

1 =
1

jBj

Z
B

dx =
1

jBj

Z
B

w(x)1=pw(x)�1=pdx � [w]1=pAp

elde edilir.

(2.1.1) ifadesinde p!1 iken limite geçilirse

1

jBj

Z
B

w(x)dx � C exp

�
1

jBj

Z
B

logw(x)dx

�

elde edilir. Bu eşitsizli¼gin sa¼glanmas¬durumunda w 2 A1 denir. Ayr¬ca, p =1 iken

A1 =
S
1�p<1Ap ile tan¬mlan¬r. A1 için verilen bu iki tan¬m eşde¼gerdir (Garcia-

Cuerva ve Rubio de Francia 1985).

Ap s¬n¬f¬1972 de Muckenhoupt taraf¬ndan a¼g¬rl¬kl¬Llocp (Rn; w(x)dx) uzay¬üzerinde

tan¬ml¬Hardy-Littlewood maksimal operatörünün s¬n¬rl¬l¬k çal¬̧smalar¬nda tan¬mlan-

m¬̧st¬r.
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w 2 Ap; 1 < p <1 Muckenhoupt a¼g¬rl¬klar¬n¬n en önemli örneklerinden biri w(x) =

jxjt fonksiyonudur, burada �n < t < n(p � 1) biçiminde olup �n < t � 0 olarak

al¬n¬rsa w 2 A1 elde edilir. Bundan başka e¼ger 0 < � < 1 ise bu durumda w(x) =

jxj�n(1��) 2 A1 ve ayr¬ca w(x) = jxj�n(p�1)(1��) 2 Ap elde edilir.

Muckenhoupt (1972) bir " > 0 için

Ap � Ap�"

oldu¼gunu göstermi̧stir. Coifman ve Fe¤erman (1974) aşa¼g¬daki lemmay¬ispatlam¬̧s-

lard¬r.

Lemma 2.1.2 E¼ger w 2 Ap ise bu durumda w 2 Ap�" sa¼glan¬r ve

[w]Ap�" � C[w]Ap

olacak şekilde bir C sabiti vard¬r, burada " � [w]�
1

p�1
Ap

biçimindedir.

Lemma 2.1.3 E¼ger w 2 �2 ise bu durumda

w(2Q) � Cw(Q)

olacak şekilde bir C > 1 sabiti vard¬r (Komori ve Shirai 2009).

Lemma 2.1.4 1 � p <1; w 2 Ap olsun. Bu durumda

(1) w 2 �2 sa¼glan¬r. Ayr¬ca her � > 1 için

w(�B) � �np [w]Ap w(B)

elde edilir.

(2) E¼ger w 2 A1 ise bu durumda w 2 �2 sa¼glan¬r. Ayr¬ca her � > 1 için

w(�B) � 2�n [w]�
n

A1
w(B)
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elde edilir.

(3)

Mf(x) � [w]1=pAp
Mw(jf jp)(x)1=p

sa¼glan¬r, burada

Mwf(x) = sup
B3x

w(B)�1
Z
B

jf(y)jw(y)dy

biçimindedir.

(4) Her B yuvar¬ve bir S � B ölçülebilir kümesi için

w(S)

w(B)
� C

�
jSj
jBj

��
(2.1.3)

olacak şekilde C > 0 ve � > 0 vard¬r (Grafakos 2004).

Bir a¼g¬rl¬k (2.1.3) eşitsizli¼gini sa¼glarsa bu durumda w 2 A1 oldu¼gunu Muckenhoupt

(1974) ve Coifman ve Fe¤erman (1974) ispatlam¬̧slard¬r.

Ap s¬n¬f¬n¬n baz¬özellikleri aşa¼g¬daki önermede verilmektedir:

Önerme 2.1.5

(i) 1 � p < q olmak üzere Ap � Aq sa¼glan¬r.

(ii) 1 < p <1 olmak üzere Ap =
S
q<pAq sa¼glan¬r.

(iii) 1=p+ 1=p0 = 1 olmak üzere w 2 Ap ancak ve ancak w1�p
0 2 Ap0.

(iv) w0; w1 2 A1 ise bu durumda w0w1�p1 2 Ap sa¼glan¬r.

(v) w 2 Ap; 1 � p < 1 ise bu durumda w1+� 2 Ap olacak şekilde � > 0 vard¬r

(Duoandikoetxea 2001).

Tan¬m 2.1.6 E¼ger 1 � p <1 ve w bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu ise, Lp(w) � Lp(Rn; w) ile

kfkLp;w � kfkLp;w(Rn) =
�Z

Rn
jf(x)jpw(x)dx

�1=p
<1

normuna sahip bütün ölçülebilir f fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu a¼g¬rl¬kl¬Lebesgue

uzay¬gösterilir.
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Teorem 2.1.7 1 < p <1 ise M; Lp(w) üzerinde s¬n¬rl¬d¬r ancak ve ancak w 2 Ap.

E¼ger p = 1 ise

w(fx 2 Rn :Mf(x) > �g) � C

�

Z
Rn
jf(x)jw(x)dx

zay¬f (1; 1) eşitsizli¼gi sa¼glan¬r ancak ve ancak w 2 A1 (Duoandikoetxea 2001).

Teorem 2.1.8 1 < p < 1 ve w 2 Ap ise K Calderón-Zygmund operatörü Lp(w)

üzerinde s¬n¬rl¬d¬r. E¼ger p = 1 ve w 2 A1 ise her � > 0 için

w(fx 2 Rn : jKf(x)j > �g) � C

�
kfkL1(w)

sa¼glan¬r (Duoandikoetxea 2001, Grafakos 2004).

2.2 BMO Uzay¬ve Komütatör Operatörü

Bu kesimde John ve Nirenberg (1961) taraf¬ndan k¬smi diferensiyel denklemlerin

çal¬̧smalar¬s¬ras¬nda ortaya konan BMO (Bounded Mean Oscillation) uzay¬n¬n ve

komütatör operatörünün tan¬m¬n¬ve baz¬özelliklerini verece¼giz. BMO uzay¬L1

uzay¬ile benzer özelliklere sahiptir ve s¬kl¬kla L1 yerine kullan¬l¬r. Klasik singüler

integral operatörler L1 uzay¬ndan L1 uzay¬na s¬n¬rl¬de¼gildir, fakat L1 uzay¬ndan

BMO uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r. Ço¼gu kez Lp ve BMO aras¬ndaki interpolasyon Lp ile L1

aras¬ndakinden daha uygun olmaktad¬r. Fakat BMO uzay¬n¬n rolü bundan daha

kapsaml¬ve derindir. Bu uzay standart çekirdekli konvolüsyon tipli olmayan singüler

integral operatörlerin L2 s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n karakterizasyonunda oldu¼gu gibi analizde pek

çok durumda önemli bir role sahiptir. 1971�de Fe¤erman BMO uzay¬n¬n H1 uzay¬na

dual oldu¼gunu göstermi̧stir, burada H1 Hardy uzay¬d¬r.

f 2 Lloc(Rn) fonksiyonu ve bir B(x; r) yuvar¬için

fB(x;r) =
1

jB(x; r)j

Z
B(x;r)

f(y)dy
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ifadesine f fonksiyonunun B(x; r) üzerindeki ortalamas¬denir. Bu durumda

jf � fB(x;r)j fonksiyonuna f fonksiyonunun sal¬n¬m¬ve

1

jB(x; r)j

Z
B(x;r)

��f(y)� fB(x;r)
�� dy

ifadesine B(x; r) üzerinde f fonksiyonunun ortalama sal¬n¬m¬denir.

Tan¬m 2.2.1 f 2 Lloc(Rn) için

kfk� = sup
x2Rn;r>0

1

jB(x; r)j

Z
B(x;r)

��f(y)� fB(x;r)
�� dy

olsun. E¼ger kfk� <1 ise f fonksiyonu ortalama sal¬n¬ma sahiptir denir ve kfk� <1

olmak üzere f 2 Lloc(Rn) fonksiyonlar¬n¬n kümesi BMO(Rn) ile gösterilir.

BMO(Rn) bir lineer uzayd¬r. Bundan başka f; g 2 BMO(Rn) ve � skaler olmak

üzere

kf + gk� � kfk� + kgk�

k�fk� = j�j kfk�

sa¼glan¬r. Fakat k�k� bir norm de¼gildir. Çünkü kfk� = 0 olmas¬f = 0 olmas¬n¬gerek-

tirmeyip f nin sabit olmas¬n¬gerektirmektedir. Bundan başka her c sabit fonksiyonu

için kck� = 0 sa¼glan¬r. k�k� bir yar¬-norm olmas¬na ra¼gmen kar¬̧s¬kl¬¼g¬n söz konusu

olmad¬¼g¬durumlarda bir norm olarak adland¬r¬l¬r. c bir sabit iken f ve f+c fonksiyon-

lar¬ayn¬BMO normuna sahip olup, farklar¬bir sabit olan BMO uzay¬n¬n elemanlar¬

özdeştir.

kfk� � 2 kfk1 oldu¼gundan L1(Rn) � BMO(Rn) sa¼glan¬r. Her s¬n¬rl¬(ölçülebilir)

fonksiyonBMO uzay¬ndad¬r. S¬n¬rl¬olmayanBMO fonksiyonlar¬da vard¬r. BMO(Rn)

uzay¬na ait olan fakat L1(Rn) uzay¬na ait olmayan tipik bir örnek log jxj fonksiyo-

nudur. Şimdi BMO fonksiyonlar¬n¬n bir çok örne¼gini vermeyi sa¼glayan bir sonucu

verelim.
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Teorem 2.2.2 E¼ger w bir A1 a¼g¬rl¬¼g¬ise bu durumda sadece [w]A1 e ba¼gl¬bir norm

ile logw 2 BMO sa¼glan¬r (Garcia-Cuerva ve Rubio de Francia 1985).

Şimdi BMO uzay¬na ait olmayan bir fonksiyon örne¼gi verelim. Bu örnek bir fonksiyo-

nun mutlak de¼geri BMO s¬n¬f¬na ait iken bu fonksiyonun bir BMO fonksiyonu ol-

mas¬n¬gerektirmeyece¼gini gösterir.

Örnek 2.2.3 g(x) = sgn(x) log 1
jxj fonksiyonu BMO ([�1; 1]) uzay¬na ait de¼gildir.

Gerçekten 0 < h < 1 ve I � [�h; h] için gI = 0 ve

1

jIj

Z
I

jg(x)� gI j dx =
1

2h

Z h

�h

����log 1jxj
���� dx = 1

h

Z h

0

log
1

x
dx

= 1 + log
1

h
!1; h! 0 iken

elde edelir.

(John ve Nirenberg 1961) de ispatlanan ve John-Nirenberg eşitsizli¼gi olarak bilinen

ifade aşa¼g¬daki teoremde verilmi̧stir.

Teorem 2.2.4 Her f 2 BMO(Rn) ve t > 0 için

jfx 2 B : jf(x)� fBj > tgj � C1 jBj e�C2t=kfk� 8B � Rn (2.2.1)

olacak şekilde C1; C2 > 0 sabitleri vard¬r.

Uyar¬2.2.5 (1) John-Nirenberg eşitsizli¼gi 1 < p <1 için

kfk� t sup
x2Rn;r>0

�
1

jB(x; r)j

Z
B(x;r)

��f(y)� fB(x;r)
��p dy�1=p (2.2.2)

olmas¬n¬gerektirir.

(2) f 2 BMO(Rn) olsun. Bu durumda 0 < 2r < t için

��fB(x;r) � fB(x;t)
�� � C kfk� ln

t

r
(2.2.3)
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olacak şekilde bir C > 0 vard¬r, burada C sabiti b; x; r ve t den ba¼g¬ms¬zd¬r.

f 2 Lloc(Rn) ise bu durumda M#f(x) sharp maksimal fonksiyonu

M#f(x) = sup
B3x

1

jBj

Z
B

jf(y)� fBj dy

ile tan¬mlan¬r, burada supremum x noktas¬n¬içeren bütünB yuvarlar¬üzerinden al¬n-

maktad¬r. BMO(Rn) uzay¬n¬n tan¬m¬ndan f 2 Lloc(Rn) olmak üzere f 2 BMO(Rn),

M#f(x) 2 L1(Rn) yaz¬labilir.

Şimdi BMO(Rn) uzay¬n¬n baz¬özelliklerini verelim.

Uyar¬2.2.6

(i) E¼ger f 2 BMO(Rn) ve h 2 Rn ise bu durumda f(� � h) 2 BMO(Rn) ve

kf(� � h)kBMO = kfkBMO

sa¼glan¬r.

(ii) E¼ger f 2 BMO(Rn); h 2 Rn ve � > 0 ise bu durumda f(�x) 2 BMO(Rn) ve

kf(��)kBMO = kfkBMO

sa¼glan¬r.

(iii) E¼ger f 2 BMO(Rn) ise bu durumda

kfkBMO t sup
Q
inf
c2R

1

jQj

Z
Q

jf(x)� cj dx

sa¼glan¬r (Lu vd. 2007).

Ölçülebilir fonksiyonlar kümesi üzerinde tan¬ml¬ bir lineer T operatörü ve bir b

fonksiyonu için [b; T ] komütatörü [b; T ] f(x) = b(x)Tf(x) � T (bf)(x) ile tan¬m-

lan¬r. Calderón-Zygmund operatörlerinin komütatörleri ikinci mertebeden eliptik

k¬smi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin düzgünlü¼gü çal¬̧smalar¬nda önemli bir
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rol oynamaktad¬r. Aç¬k olarak b 2 L1(Rn) ise bu durumda [b;K], Lp(Rn); 1 < p <1

üzerinde s¬n¬rl¬d¬r. Coifman vd. (1976) b 2 BMO(Rn) iken [b;K] komütatörünün

Lp(Rn); 1 < p < 1 s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬göstermi̧slerdir. Daha sonra Janson (1978) [b;K] ;

Lp(Rn); 1 < p < 1 üzerinde s¬n¬rl¬iken b 2 BMO(Rn) oldu¼gunu göstermi̧stir. K

operatörü zay¬f (1; 1) eşitsizli¼gini sa¼glamas¬na ra¼gmen [b;K] komütatörü bu eşitsizli¼gi

sa¼glamaz. Buna kaŗs¬l¬k aşa¼g¬daki zay¬f sonuç do¼grudur.

Teorem 2.2.7 K Calderón-Zygmund operatörü ve b 2 BMO(Rn) olsun. Bu du-

rumda her f 2 C10 ve her � > 0 için

jfy 2 Rn : j[b;K] f(y)j > �gj � C kbk�
Z
Rn

jf(y)j
�

�
1 + log+

�
jf(y)j
�

��
dy

sa¼glan¬r, burada log+ t = max (log t; 0) biçiminde verilir (Pérez 1995).

Teorem 2.2.8 b 2 BMO(Rn) ve K Calderón-Zygmund operatörü olsun. E¼ger

1 < p < 1 ve w 2 Ap ise bu durumda [b;K] ; Lp(w) üzerinde s¬n¬rl¬d¬r (Segovia ve

Torrea 1991).

2.3 Morrey Uzay¬

Klasik Morrey uzaylar¬1938�de Morrey taraf¬ndan eliptik k¬smi diferensiyel denk-

lemlerin çözümlerinin lokal davran¬̧slar¬n¬n çal¬̧smalar¬nda tan¬mlanm¬̧st¬r. Daha

sonra Morrey uzaylar¬n¬n önemli uygulamalar¬Navier-Stokes ve Schrödinger denk-

lemlerinde, süreksiz katsay¬l¬eliptik problemlerde ve potansiyel teoride ortaya ç¬k-

m¬̧st¬r.

Şimdi klasik Morrey uzaylar¬n¬n tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 2.3.1 1 � p < 1, 0 � � � n; f 2 Llocp (Rn) olmak üzere Mp;� � Mp;�(Rn)

Morrey uzay¬

Mp;� := ff : kfkMp;�
<1g
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biçiminde tan¬mlan¬r, burada kfkMp;�

kfkMp;�
� kfkMp;�(Rn) = sup

x2Rn;r>0
r�

�
p kfkLp(B(x;r)) <1

biçiminde verilir.

� = 0 içinMp;0 � Lp(Rn) olur. E¼ger � < 0 veya � > n ise bu durumdaMp;� = � olur,

burada �; Rn üzerinde 0 a denk olan bütün fonksiyonlar¬n kümesini göstermektedir.

Ayr¬ca WMp;� � WMp;�(Rn) ile bütün f 2 WLlocp (Rn) fonksiyonlar¬n¬n uzay¬olan

zay¬f Morrey uzay¬n¬gösterece¼giz öyle ki burada

kfkWMp;�
� kfkWMp;�(Rn) = sup

x2Rn;r>0
r�

�
p kfkWLp(B(x;r)) <1

biçimindedir.

Şimdi iyi bilinen iki sonucun ispatlar¬n¬verelim:

Lemma 2.3.2 1 � p <1 olsun. Bu durumda Mp;n � L1(Rn) ve

kfkMp;n
= �1=pn kfkL1(Rn)

sa¼glan¬r, burada �n = jB(0; 1)j dir.

·Ispat: f 2 L1(Rn) olsun. Bu durumda

r�
n
p

�Z
B(x;r)

jf(y)jp dy
�1=p

� �1=pn kfkL1(Rn)

oldu¼gu görülür. Buradan f 2Mp;n ve

kfkMp;n
� �1=pn kfkL1(Rn)

sa¼glan¬r.
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f 2Mp;n olsun. Lebesgue diferensiyelleme teoreminden

lim
r!0

jB(x; r)j�1
Z
B(x;r)

jf(y)jp dy = jf(x)jp

olur. Bu durumda

jf(x)j =
�
lim
r!0

jB(x; r)j�1
Z
B(x;r)

jf(y)jp dy
�1=p

� ��1=pn kfkMp;n

elde edilir. Buradan f 2 L1(Rn) ve

kfkL1(Rn) � ��1=pn kfkMp;n

oldu¼gu görülür.

Lemma 2.3.3 1 � p <1; 0 � � < n olsun. Bu durumda t = n��
p
için

kfkM1;n�t
� �1=p

0

n kfkMp;�

ve buradan Mp;� �M1;n�t sa¼glan¬r, burada 1=p+ 1=p0 = 1 dir.

·Ispat: f 2Mp;�; 1 � p <1; 0 � � < n ve tp = n� � olsun. Hölder eşitsizli¼ginden

Z
B(x;r)

jf(y)j dy �
�Z

B(x;r)

jf(y)jp dy
�1=p�Z

B(x;r)

dy

�1=p0
= �1=p

0

n rn=p
0kfkLp(B(x;r))

elde edilir. Bundan başka

rt�n
Z
B(x;r)

jf(y)j dy � �1=p
0

n rt�n=pkfkLp(B(x;r))

= �1=p
0

n r��=pkfkLp(B(x;r)) � �1=p
0

n kfkMp;�

oldu¼gu görülür. Buradan f 2M1;n�t ve

kfkM1;n�t
� �1=p

0

n kfkMp;�
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elde edilir.

Chiarenza ve Frasca maksimal operatörünMorrey uzay¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬araşt¬rm¬̧slard¬r.

Bu sonuç aşa¼g¬daki gibi özetlenebilir:

Teorem 2.3.4 1 � p <1, 0 � � < n olsun. Bu durumda p > 1 için

kMfkMp;�
� CkfkMp;�

ve p = 1 için

kMfkWM1;�
� CkfkM1;�

sa¼glan¬r, burada C, f den ba¼g¬ms¬z bir sabittir (Chiarenza ve Frasca 1987).

Ayr¬ca 1 � p � 1, 0 < � < n ve f 2Mp;� için Rn deMf hemen her yerde sonludur.

Fazio ve Ragusa, Calderón-Zygmund operatörününMorrey uzay¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬araşt¬r-

m¬̧slard¬r. Bu sonuç aşa¼g¬daki gibi özetlenebilir:

Teorem 2.3.5 1 � p < 1, 0 < � < n olsun. Bu durumda 1 < p < 1 için K

Calderón-Zygmund operatörü Mp;� üzerinde ve p = 1 için M1;� uzay¬ndan WM1;�

uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r (Fazio ve Ragusa 1993).

Teorem 2.3.5 Peetre (1969) taraf¬ndan klasik Calderón-Zygmund singüler integral

operatörler için ispatlanm¬̧st¬r.

Şimdi a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzaylar¬n¬n tan¬m¬n¬vererek bu uzayda elde edilen sonuçlar¬

ifade edelim.

Tan¬m 2.3.6 1 � p <1, 0 < � < 1 ve w bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu olsun. Bu durumda

24



Lp;�(w) � Lp;�(Rn; w) a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzay¬

kfkLp;�(w) = sup
x2Rn;r>0

w(B(x; r))�
�
p kfkLp;w(B(x;r)) <1

ile bütün f 2 Llocp (w) fonksiyonlar¬n uzay¬olarak tan¬mlan¬r. Ayr¬ca WLp;�(w) �

WLp;�(Rn; w) ile

kfkWLp;�(w) = sup
x2Rn;r>0

w(B(x; r))�
�
p kfkWLp;w(B(x;r)) <1

olmak üzere bütün f 2 WLlocp (w) fonksiyonlar¬n zay¬f a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzay¬göste-

rilir.

Uyar¬2.3.7 (1) E¼ger w � 1 ve 0 < � < n olmak üzere � = �=n ise bu durumda

Lp;�=n(1) =Mp;�(Rn) klasik Morrey uzaylar¬d¬r.

(2) w 2 �2 olsun. E¼ger � = 0 ise bu durumda Lp;0(w) = Lp(w) olur. E¼ger � = 1

ise, bu durumda w ye göre Lebesgue diferensiyelleme teoreminden Lp;1(w) = L1(w)

elde edilir (Torchinsky 1986).

Komori ve Shirai 2009 y¬l¬nda, a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzaylar¬ndaM; K ve [b;K] operatör-

leri için aşa¼g¬daki teoremleri ispatlam¬̧slard¬r:

Teorem 2.3.8 1 < p < 1, 0 < � < 1 ve w 2 Ap ise bu durumda M Hardy-

Littlewood maksimal operatörü Lp;�(w) üzerinde s¬n¬rl¬d¬r.

E¼ger p = 1, 0 < � < 1 ve w 2 A1 ise bu durumda her t > 0 ve herhangi bir Q küpü

için

w (fx 2 Q :Mf(x) > tg) � C

t
kfkL1;�(w)w(Q)�

sa¼glan¬r (Komori ve Shirai 2009).

Teorem 2.3.9 1 < p < 1, 0 < � < 1 ve w 2 Ap ise bu durumda K Calderón-

Zygmund operatörü Lp;�(w) üzerinde s¬n¬rl¬d¬r.

E¼ger p = 1, 0 < � < 1 ve w 2 A1 ise bu durumda her t > 0 ve herhangi bir Q küpü
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için

w (fx 2 Q : jKf(x)j > tg) � C

t
kfkL1;�(w)w(Q)�

sa¼glan¬r (Komori ve Shirai 2009).

Teorem 2.3.10 b 2 BMO(Rn) ve K Calderón-Zygmund operatörü olsun. 1 < p <

1, 0 < � < 1 ve w 2 Ap ise bu durumda [b;K] ; Lp;�(w) üzerinde s¬n¬rl¬d¬r (Komori

ve Shirai 2009).
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3. GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ MORREY UZAYLARINDA ALTL·INEER O-

PERATÖRLER·IN VE KOMÜTATÖRÜN SINIRLILI¼GI

Bu bölümde ilk olarak genelleştirilmi̧s Morrey uzaylar¬n¬n tan¬m¬verilip (Guliyev

2009) çal¬̧smas¬nda ispatlanan maksimal ve Calderón-Zygmund operatörlerinin s¬n¬r-

l¬l¬¼g¬ifade edilecektir. Daha sonra altlineer ve altlineer komütatör operatörleri için

bu uzayda elde edilen sonuçlar verilecektir.

Genelleştirilmi̧s Morrey uzaylar¬aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r.

Tan¬m 3.1 '(x; r); Rn� (0;1) üzerinde pozitif ölçülebilir bir fonksiyon ve 1 � p <

1 olsun.

kfkMp;' � kfkMp;'(Rn) = sup
x2Rn;r>0

'(x; r)�1 jB(x; r)j�1=p kfkLp(B(x;r)) <1

olmak üzere bütün f 2 Llocp (Rn) fonksiyonlar¬n¬n uzay¬genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬

olarak tan¬mlan¬r ve Mp;' �Mp;'(Rn) ile gösterilir.

Ayr¬ca

kfkWMp;' � kfkWMp;'(Rn) = sup
x2Rn;r>0

'(x; r)�1 jB(x; r)j�1=p kfkWLp(B(x;r)) <1

olmak üzere bütün f 2 WLlocp (Rn) fonksiyonlar¬n¬n uzay¬WMp;' � WMp;'(Rn) ile

gösterilir ve zay¬f genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬olarak tan¬mlan¬r.

Tan¬mdan '(x; r) = r(��n)=p seçilmesiyle Mp;r(��n)=p = Mp;� ve WMp;r(��n)=p =

WMp;� oldu¼gu görülür.

(Guliyev 2009), (Mizuhara 1991) ve (Nakai 1994) çal¬̧smalar¬nda 1 < p < 1 ol-

mak üzere Mp;'1 uzay¬ndan Mp;'2 uzay¬na ve M1;'1 uzay¬ndan WM1;'2 uzay¬na M

maksimal operatörü ve K Calderón-Zygmund operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬için '1 ve '2

üzerinde yeterlilik koşullar¬elde edilmi̧stir.
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Mizuhara (1991) '(x; r) = �(r) içinM maksimal operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬genelleşti-

rilmi̧s Morrey uzaylar¬nda göstermi̧stir, burada � artan ve herhangi bir r > 0 ve 1 �

C < 2n biçimindeki bir C sabiti için �(2r) � C�(r) olacak şekilde bir fonksiyondur.

Nakai�nin (1994) elde etti¼gi sonuç bunun genelleştirmesidir.

(Mizuhara 1991) ve (Nakai 1994) çal¬̧smalar¬ndaki sonuçlar¬içeren aşa¼g¬daki teorem-

ler Guliyev taraf¬ndan ispatlanm¬̧st¬r.

Teorem 3.2 1 � p <1 ve ('1; '2)Z 1

t

'1(x; r)
dr

r
� C'2(x; t) (3.1)

koşulunu sa¼glas¬n, burada C, x ve t ye ba¼gl¬de¼gildir. Bu durumda M maksimal

operatörü p > 1 için Mp;'1 uzay¬ndan Mp;'2 uzay¬na ve M1;'1 uzay¬ndan WM1;'2

uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r (Guliyev 2009).

Teorem 3.3 1 � p < 1 ve ('1; '2), (3.1) koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda K

Calderón-Zygmund operatörü p > 1 için Mp;'1 uzay¬ndan Mp;'2 uzay¬na ve M1;'1

uzay¬ndan WM1;'2 uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r (Guliyev 2009).

3.1 Genelleştirilmi̧s Morrey Uzaylar¬nda Altlineer Operatörlerin S¬n¬rl¬l¬¼g¬

T herhangi bir kompakt destekli f 2 L1(Rn) için

jTf(x)j � c0

Z
Rn

jf(y)j
jx� yjndy; x =2 suppf (3.1.1)

özelli¼gini sa¼glayan bir altlineer operatör olsun, burada c0; f ve x ten ba¼g¬ms¬zd¬r.

(3.1.1) koşulu ilk olarak Soria ve Weiss (1994) taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r. (3.1.1)

koşulu harmonik analizde pek çok operatör için sa¼glan¬r, örne¼gin Calderón-Zygmund

operatörü, Carleson maksimal operatörü, Hardy-Littlewood maksimal operatörü, C.

Fe¤erman singüler çarpanlar¬, R. Fe¤erman singüler integralleri, Ricci-Stein sal¬n¬ml¬
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singüler integralleri, Bochner-Riesz ortalamas¬ve di¼gerleri (Lu vd. 2002, Soria ve

Weiss 1994).

(Ding vd. 1998) çal¬̧smas¬nda (3.1.1) koşulunu sa¼glayan T altlineer operatörü için

'(x; r) üzerinde aşa¼g¬daki koşullar uygulanm¬̧st¬r: r � t � 2r olmak üzere

C�1'(x; r) � '(x; t) � C'(x; r) (3.1.2)

ayr¬ca Z 1

r

'(x; t)p
dt

t
� C'(x; r)p (3.1.3)

burada C(> 0); t; r ve x 2 Rn ye ba¼gl¬de¼gildir.

Dikkat edilirse Teorem 3.2 ve 3.3, (3.1.2) noktasal doubling şart¬n¬gerektirmemek-

tedir.

(Mizuhara 1991) ve (Nakai 1994) çal¬̧smalar¬ndaki sonuçlar¬ içeren aşa¼g¬daki ifade

(3.1.1) koşulunu sa¼glayan bir T altlineer operatörü için Ding vd. (1998)�de ispatlan-

m¬̧st¬r.

Teorem 3.1.1 '(x; r), (3.1.2)-(3.1.3) şartlar¬n¬sa¼glas¬n. T , (3.1.1) koşulunu sa¼glayan

ve Lp(Rn); 1 < p <1 üzerinde s¬n¬rl¬olan bir altlineer operatör olsun. Bu durumda

T operatörü Mp;' üzerinde s¬n¬rl¬d¬r (Ding vd. 1998).

Bu bölümde

Hg(t) =
1

t

Z t

0

g(r)dr; 0 < t <1

Hardy operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬hakk¬ndaki aşa¼g¬daki sonucu kullanaca¼g¬z.

Teorem 3.1.2

ess sup
t>0

u(t)Hg(t) � c ess sup
t>0

v(t)g(t)

eşitsizli¼gi bütün negatif olmayan ve (0;1) üzerinde artmayan g fonksiyonlar¬ için
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sa¼glan¬r ancak ve ancak

A := sup
t>0

u(t)

t

Z t

0

dr

ess sup
0<s<r

v(s)
<1

ve c � A (Carro vd. 2001).

Teorem 3.1.3 1 � p < 1 olmak üzere T; (3.1.1) koşulunu sa¼glayan ve p > 1

için Lp(Rn) üzerinde ve L1(Rn) uzay¬ndanWL1(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬olan bir altlineer

operatör olsun. Bu durumda 1 < p <1 için

kTfkLp(B) . r
n
p

Z 1

2r

t�
n
p
�1 kfkLp(B(x0;t)) dt

herhangi bir B = B(x0; r) yuvar¬ve her f 2 Llocp (Rn) için sa¼glan¬r.

Ayr¬ca p = 1 için

kTfkWL1(B)
. rn

Z 1

2r

t�n�1 kfkL1(B(x0;t)) dt (3.1.4)

herhangi bir B = B(x0; r) yuvar¬ve her f 2 Lloc(Rn) için sa¼glan¬r.

·Ispat: p 2 (1;1) olsun. Key�bir x0 2 Rn için B = B(x0; r); x0 merkezli r yar¬çapl¬

yuvar ve 2B = B(x0; 2r) olsun. f fonksiyonunu

f = f1 + f2; f1(y) = f(y)�2B(y); f2(y) = f(y)�c(2B)(y); r > 0

biçiminde ifade edelim. Bu durumda

kTfkLp(B) � kTf1kLp(B) + kTf2kLp(B)

elde ederiz. f1 2 Lp(Rn) oldu¼gundan Tf1 2 Lp(Rn) olur ve T nin Lp(Rn) deki

s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan

kTf1kLp(B) � kTf1kLp(Rn) � C kf1kLp(Rn) = C kfkLp(2B)
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elde edilir, burada C > 0; f den ba¼g¬ms¬zd¬r.

x 2 B; y 2 c(2B) olmas¬ 1
2
jx0 � yj � jx� yj � 3

2
jx0 � yj olmas¬n¬gerektirir. Bu-

radan

jTf2(x)j � 2nc0
Z
c(2B)

jf(y)j
jx0 � yjndy

elde ederiz. Fubini teoreminden

Z
c(2B)

jf(y)j
jx0 � yjndy �

Z
c(2B)

jf(y)j
Z 1

jx0�yj

dt

tn+1
dy

�
Z 1

2r

Z
2r�jx0�yj<t

jf(y)j dy dt

tn+1

.
Z 1

2r

Z
B(x0;t)

jf(y)j dy dt

tn+1

elde ederiz. Hölder eşitsizli¼ginin uygulanmas¬yla

Z
c(2B)

jf(y)j
jx0 � yjndy .

Z 1

2r

kfkLp(B(x0;t))
dt

tn=p+1
(3.1.5)

elde ederiz. Ayr¬ca, her p 2 [1;1) için

kTf2kLp(B) . rn=p
Z 1

2r

kfkLp(B(x0;t))
dt

tn=p+1
(3.1.6)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Böylece

kTfkLp(B) . kfkLp(2B) + rn=p
Z 1

2r

kfkLp(B(x0;t))
dt

tn=p+1

oldu¼gu görülür. Di¼ger taraftan

kfkLp(2B) � rn=p kfkLp(2B)
Z 1

2r

dt

tn=p+1

. rn=p
Z 1

2r

kfkLp(B(x0;t))
dt

tn=p+1
(3.1.7)

sa¼glan¬r. Böylece

kTfkLp(B) . rn=p
Z 1

2r

kfkLp(B(x0;t))
dt

tn=p+1
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elde ederiz.

p = 1 olsun. T nin zay¬f (1; 1) s¬n¬rl¬l¬¼g¬ve (3.1.7) ifadesinin kullan¬lmas¬yla

kTf1kWL1(B)
� kTf1kWL1(Rn)

. kf1kL1(Rn) = kfkL1(2B)

. rn
Z 1

2r

kfkL1(B(x0;t))
dt

tn+1
(3.1.8)

oldu¼gu görülür. Bu durumda (3.1.6) ve (3.1.8) ifadelerini birleştirerek (3.1.4) eşitsiz-

li¼gini elde ederiz.

Teorem 3.1.4 1 � p <1 ve ('1; '2)

Z 1

r

ess inf
t<s<1

'1(x; s)s
n
p

t
n
p
+1

dt � C'2(x; r) (3.1.9)

koşulunu sa¼glas¬n, burada C; x ve r ye ba¼gl¬de¼gildir. T; (3.1.1) koşulunu sa¼glayan,

p > 1 için Lp(Rn) üzerinde ve p = 1 için L1(Rn) uzay¬ndan WL1(Rn) uzay¬na

s¬n¬rl¬olan bir altlineer operatör olsun. Bu durumda T operatörü p > 1 için Mp;'1

uzay¬ndan Mp;'2 uzay¬na ve M1;'1 uzay¬ndan WM1;'2 uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r. Yani p > 1

için

kTfkMp;'2
. kfkMp;'1

ve p = 1 için

kTfkWM1;'2
. kfkM1;'1

sa¼glan¬r.
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·Ispat: Teorem 3.1.2 ve Teorem 3.1.3 ten p > 1 için

kTfkMp;'2
. sup

x2Rn;r>0
'2(x; r)

�1
Z 1

r

kfkLp(B(x;t))
dt

tn=p+1

t sup
x2Rn;r>0

'2(x; r)
�1
Z r�n=p

0

kfkLp(B(x;t�p=n)) dt

= sup
x2Rn;r>0

'2(x; r
�p=n)�1

Z r

0

kfkLp(B(x;t�p=n)) dt

. sup
x2Rn;r>0

'1(x; r
�p=n)�1r kfkLp(B(x;r�p=n))

t kfkMp;'1

elde ederiz.

Benzer şekilde p = 1 için

kTfkWM1;'2
. sup

x2Rn;r>0
'2(x; r)

�1
Z 1

r

kfkL1(B(x;t))
dt

tn+1

t sup
x2Rn;r>0

'2(x; r)
�1
Z r�n

0

kfkL1(B(x;t�1=n)) dt

= sup
x2Rn;r>0

'2(x; r
�1=n)�1

Z r

0

kfkL1(B(x;t�1=n)) dt

. sup
x2Rn;r>0

'1(x; r
�1=n)�1r kfkL1(B(x;r�1=n))

t kfkM1;'1

elde ederiz.

Sonuç 3.1.5 1 � p <1 ve ('1; '2) ; (3.1.9) şart¬n¬sa¼glas¬n. Bu durumda M ve K

operatörleri p > 1 için Mp;'1 uzay¬ndan Mp;'2 uzay¬na ve M1;'1 uzay¬ndan WM1;'2

uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

Yukar¬daki teorem Guliyev�in (2009) elde etti¼gi sonucun bir genelleştirmesidir.
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(3.1.9) şart¬n¬n (3.1) şart¬ndan daha zay¬f oldu¼guna dikkat edilmelidir. Gerçekten

Z 1

r

ess inf
t<s<1

'1(s)s
n
p

t
n
p
+1

dt �
Z 1

r

'1(t)
dt

t
; r 2 (0;1)

oldu¼gundan e¼ger (3.1) şart¬sa¼glan¬rsa bu durumda (3.1.9) sa¼glan¬r.

Di¼ger taraftan

'1(r) = r��
n
p

���sin�maxn1; �
r

o���� ; '2(r) = r2��
n
p ; 0 < � <

n

2p

fonksiyonlar¬için (3.1.9) şart¬sa¼glan¬r: r 2 (0; 1) durumunda ess inf
r<s<1

'1(s)s
n
p = 0 ve

Z 1

r

ess inf
t<s<1

'1(s)s
n
p

t
n
p
+1

dt t

8<: 0 ; r 2 (0; 1)

r��
n
p ; r 2 (1;1)

. '2(r); r 2 (0;1)

olur, fakat (3.1) sa¼glanmaz.

·Ikinci bir örnek aşa¼g¬daki gibidir:

'1(r) =
1

�(1;1)(r)r
n
p
�� ; '2(r) = r�

n
p
�
1 + r�

�
; 0 < � <

n

p

fonksiyonlar¬için (3.1.9) şart¬sa¼glan¬r, fakat (3.1) şart¬sa¼glanmaz.

3.2 Genelleştirilmi̧s Morrey Uzaylar¬nda Altlineer Komütatör Operatör-

lerin S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Bir b fonksiyonu için Tb komütatörü bir lineer veya altlineer operatörü göstersin ve

kompakt destekli herhangi bir f 2 L1(Rn) fonksiyonu için

jTbf(x)j � c0

Z
Rn
jb(x)� b(y)j jx� yj�n jf(y)j dy; x =2 suppf (3.2.1)

sa¼glans¬n, burada c0; f ve x ten ba¼g¬ms¬zd¬r.
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Teorem 3.2.1 '(x; r), (3.1.2)-(3.1.3) şartlar¬n¬ sa¼glas¬n ve b 2 BMO(Rn) olsun.

T , (3.1.1) koşulunu sa¼glayan bir lineer operatör olsun ve [b; T ] komütatör operatörü

Lp(Rn); 1 < p < 1 üzerinde s¬n¬rl¬olsun. Bu durumda [b; T ] operatörü Mp;' de

s¬n¬rl¬d¬r (Ding vd. 1998).

Teorem 3.2.2 1 < p < 1, b 2 BMO(Rn) ve Tb; (3.2.1) koşulunu sa¼glayan bir

altlineer operatör olsun ve

kTbfkLp(Rn) . kbk� kfkLp(Rn) (3.2.2)

sa¼glans¬n. Bu durumda

kTbfkLp(B) . kbk� r
n
p

Z 1

2r

�
1 + ln

t

r

�
t�

n
p
�1kfkLp(B(x0;t))dt

herhangi bir B = B(x0; r) yuvar¬ve her f 2 Llocp (Rn) için sa¼glan¬r.

·Ispat: p 2 (1;1); b 2 BMO(Rn) olsun. Key� bir x0 2 Rn için B = B(x0; r); x0

merkezli r yar¬çapl¬yuvar olsun. f fonksiyonunu

f = f1 + f2; f1(y) = f(y)�2B(y); f2(y) = f(y)�c(2B)(y); r > 0

biçiminde ifade edelim. Bu durumda

kTbfkLp(B) � kTbf1kLp(B) + kTbf2kLp(B)

elde ederiz. (3.2.2) ifadesinden

kTbf1kLp(B) � kTbf1kLp(Rn) . kbk� kf1kLp(Rn) = kbk� kfkLp(2B)

elde edilir.
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x 2 B için

jTbf2(x)j .
Z
Rn

jb (y)� b (x)j
jx� yjn jf2(y)j dy

�
Z
c(2B)

jb (y)� b (x)j
jx0 � yjn jf(y)j dy

elde ederiz. Buradan

kTbf2kLp(B) .
�Z

B

�Z
c(2B)

jb (y)� b (x)j
jx0 � yjn jf(y)j dy

�p
dx

�1=p
.

�Z
B

�Z
c(2B)

jb (y)� bBj
jx0 � yjn jf(y)j dy

�p
dx

�1=p
+

�Z
B

�Z
c(2B)

jb (x)� bBj
jx0 � yjn jf(y)j dy

�p
dx

�1=p
= I1 + I2

elde ederiz. I1 ifadesini hesaplayal¬m:

I1 t r
n
p

Z
c(2B)

jb (y)� bBj
jx0 � yjn jf(y)j dy

� r
n
p

Z
c(2B)

jb (y)� bBj jf(y)j
Z 1

jx0�yj

dt

tn+1
dy

� r
n
p

Z 1

2r

Z
2r�jx0�yj<t

jb (y)� bBj jf(y)j dy
dt

tn+1

. r
n
p

Z 1

2r

Z
B(x0;t)

jb (y)� bBj jf(y)j dy
dt

tn+1
:

Hölder eşitsizli¼gi ve (2.2.2), (2.2.3) ifadelerinden

I1 . r
n
p

Z 1

2r

Z
B(x0;t)

��b (y)� bB(x0;t)
�� jf(y)j dy dt

tn+1

+r
n
p

Z 1

2r

��bB(x0;r) � bB(x0;t)
�� Z

B(x0;t)

jf(y)j dy dt

tn+1

. r
n
p

Z 1

2r

�Z
B(x0;t)

��b (y)� bB(x0;t)
��p0 dy�1=p0 kfkLp(B(x0;t)) dt

tn+1

+r
n
p

Z 1

2r

��bB(x0;r) � bB(x0;t)
�� kfkLp(B(x0;t)) dt

tn=p+1

. kbk� r
n
p

Z 1

2r

�
1 + ln

t

r

�
kfkLp(B(x0;t))

dt

tn=p+1
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elde ederiz.

I2 ifadesini hesaplamak için

I2 =

�Z
B

jb (x)� bBjp dx
�1=p Z

c(2B)

jf(y)j
jx0 � yjndy

oldu¼guna dikkat edelim. (2.2.2) ifadesinden

I2 . kbk� r
n
p

Z
c(2B)

jf(y)j
jx0 � yjndy

elde ederiz. Böylece (3.1.5) ifadesinden

I2 . kbk� r
n
p

Z 1

2r

kfkLp(B(x0;t))
dt

tn=p+1

elde edilir. I1 ve I2 ifadelerinin toplanmas¬yla

kTbf2kLp(B) . kbk� r
n
p

Z 1

2r

�
1 + ln

t

r

�
kfkLp(B(x0;t))

dt

tn=p+1

elde ederiz. Son olarak,

kTbfkLp(B) . kbk� kfkLp(2B) + kbk� r
n
p

Z 1

2r

�
1 + ln

t

r

�
kfkLp(B(x0;t))

dt

tn=p+1

yazar¬z ve teoremin ifadesini (3.1.7) ifadesinden elde ederiz.

Teorem 3.2.3 1 < p <1; b 2 BMO(Rn) ve ('1; '2)

Z 1

r

ess inf
t<s<1

'1(x; s)s
n
p

t
n
p
+1

dt � C'2(x; r)

koşulunu sa¼glas¬n, burada C; x ve r ye ba¼gl¬de¼gildir. Tb; (3.2.1) ve (3.2.2) koşullar¬n¬

sa¼glayan bir altlineer operatör olsun. Bu durumda Tb operatörü Mp;'1 uzay¬ndan

Mp;'2 uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r. Yani

kTbfkMp;'2
. kbk� kfkMp;'1

(3.2.3)
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sa¼glan¬r.

·Ispat: Teorem 3.1.2 ve Teorem 3.2.2 den

kTbfkMp;'2
. sup

x2Rn;r>0
'2(x; r)

�1 kbk�
Z 1

r

�
1 + ln

t

r

�
t�

n
p
�1kfkLp(B(x;t))dt

� kbk� sup
x2Rn;r>0

'2(x; r)
�1
Z r�n=p

0

�
1 + ln

1

tp=nr

�
kfkLp(B(x;t�p=n))dt

= kbk� sup
x2Rn;r>0

'2(x; r
�p=n)�1

Z r

0

�
1 + ln

rp=n

tp=n

�
kfkLp(B(x;t�p=n))dt

. kbk� sup
x2Rn;r>0

'1(x; r
�p=n)�1rkfkLp(B(x;r�p=n))

� kbk� kfkMp;'1

elde ederiz.

Maksimal operatörün

Mb(f)(x) = sup
t>0
jB(x; t)j�1

Z
B(x;t)

jb(x)� b(y)j jf(y)j dy

altlineer komütatör operatörü ve [b;K] Calderón-Zygmund operatörünün lineer komü-

tatörü için Teorem 3.2.3 ten aşa¼g¬daki yeni sonuçlar¬elde ederiz.

Sonuç 3.2.4 1 < p < 1; b 2 BMO(Rn) ve ('1; '2) (3.1.9) şart¬n¬sa¼glas¬n. Bu

durumdaMb altlineer komütatör operatörüMp;'1 uzay¬ndanMp;'2 uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

Sonuç 3.2.5 1 < p < 1; b 2 BMO(Rn) ve ('1; '2) (3.1.9) şart¬n¬sa¼glas¬n. Bu

durumda Kf(x) Calderón-Zygmund singüler integrali hemen her x 2 Rn için vard¬r

ve [b;K] ; Mp;'1 uzay¬ndan Mp;'2 uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.
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4. GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ A¼GIRLIKLIMORREYUZAYLARINDAALT-

L·INEER OPERATÖRLER VE KOMÜTATÖRLER·I

Bu bölümde, genelleştirilmi̧s Morrey uzaylar¬nda Guliyev�in (2009) ortaya koydu¼gu

maksimal, potansiyel ve singüler integral operatörlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n ispat¬metodu

yard¬m¬yla genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzaylar¬nda altlineer operatörlerin ve on-

lar¬n komütatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬elde edece¼giz.

Genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzaylar¬n¬n tan¬m¬n¬vererek başlayal¬m.

Tan¬m 4.1 '(x; r); Rn � (0;1) üzerinde bir pozitif ölçülebilir fonksiyon ve w; Rn

üzerinde negatif olmayan ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Mp;'(w) � Mp;'(Rn; w);

1 � p <1; genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzay¬

kfkMp;'(w) � kfkMp;'(Rn;w)

= sup
x2Rn;r>0

'(x; r)�1w(B(x; r))�1=pkfkLp;w(B(x;r)) <1

olmak üzere bütün f 2 Llocp;w(Rn) fonksiyonlar¬n¬n uzay¬olarak tan¬mlan¬r.

Ayr¬ca, WMp;'(w) � WMp;'(Rn; w) zay¬f genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzay¬

kfkWMp;'(w) � kfkWMp;'(Rn;w)

= sup
x2Rn;r>0

'(x; r)�1w(B(x; r))�1=pkfkWLp;w(B(x;r)) <1

olmak üzere bütün f 2 WLlocp;w(Rn) fonksiyonlar¬n¬n uzay¬olarak tan¬mlan¬r.

Uyar¬4.2 (1) E¼ger w � 1 ise bu durumda Mp;'(1) = Mp;' genelleştirilmi̧s Morrey

uzay¬d¬r.

(2) E¼ger '(x; r) � w(B(x; r))
��1
p ; 0 < � < 1 ise bu durumda Mp;'(w) = Lp;�(w)

a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzay¬d¬r.

(3) E¼ger w � 1 ve 0 < � < n olmak üzere '(x; r) = r
��n
p ise bu durumda
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Mp;'(1) =Mp;� klasik Morrey uzay¬ve WMp;'(1) = WMp;� zay¬f Morrey uzay¬d¬r.

(4) E¼ger '(x; r) � w(B(x; r))�1=p ise bu durumdaMp;'(w) = Lp(w) a¼g¬rl¬kl¬Lebesgue

uzay¬d¬r.

4.1 Genelleştirilmi̧s A¼g¬rl¬kl¬Morrey Uzaylar¬nda Altlineer Operatörlerin

S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Bu kesimde genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzaylar¬nda elde edilen altlineer ope-

ratörlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ifade edece¼giz.

Teorem 4.1.1 1 � p < 1, w 2 Ap, T; (3.1.1) koşulunu sa¼glayan bir altlineer

operatör ve p > 1 için Lp(w) üzerinde ve L1(w) uzay¬ndan WL1(w) uzay¬na s¬n¬rl¬

olsun. Bu durumda 1 < p <1 için

kTfkLp;w(B) . w(B)1=p
Z 1

2r

kfkLp;w(B(x0;t))


w�1=p



Lp0 (B(x0;t))

dt

tn+1

eşitsizli¼gi herhangi bir B = B(x0; r) yuvar¬ve her f 2 Llocp;w(Rn) için sa¼glan¬r.

Ayr¬ca p = 1 için

kTfkWL1;w(B) . w(B)

Z 1

2r

kfkL1;w(B(x0;t))


w�1



L1(B(x0;t))

dt

tn+1
(4.1.1)

eşitsizli¼gi herhangi bir B = B(x0; r) yuvar¬ve her f 2 Lloc1;w(Rn) için sa¼glan¬r.

·Ispat: p 2 (1;1) ve w 2 Ap olsun. Key�bir x0 2 Rn için B = B(x0; r); x0 merkezli

r yar¬çapl¬yuvar olsun. f fonksiyonunu

f = f1 + f2; f1(y) = f(y)�2B(y); f2(y) = f(y)�c(2B)(y); r > 0

biçiminde ifade edelim. Bu durumda

kTfkLp;w(B) � kTf1kLp;w(B) + kTf2kLp;w(B)
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elde ederiz. f1 2 Lp(w) oldu¼gundan Tf1 2 Lp(w) olur ve T nin Lp(w) üzerindeki

s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan

kTf1kLp;w(B) � kTf1kLp;w � C kf1kLp;w = C kfkLp;w(2B)

elde edilir, burada C > 0; f den ba¼g¬ms¬zd¬r.

x 2 B için

jTf2(x)j � 2nc0
Z
c(2B)

jf(y)j
jx0 � yjndy

elde ederiz. Fubini teoreminden

Z
c(2B)

jf(y)j
jx0 � yjndy �

Z
c(2B)

jf(y)j
Z 1

jx0�yj

dt

tn+1
dy

�
Z 1

2r

Z
2r�jx0�yj<t

jf(y)j dy dt

tn+1

.
Z 1

2r

Z
B(x0;t)

jf(y)j dy dt

tn+1

elde ederiz. Hölder eşitsizli¼ginin uygulanmas¬yla

Z
c(2B)

jf(y)j
jx0 � yjndy .

Z 1

2r

kfkLp;w(B(x0;t))


w�1=p



Lp0 (B(x0;t))

dt

tn+1
(4.1.2)

elde ederiz. Ayr¬ca, her p 2 [1;1) için

kTf2kLp;w(B) . w(B)1=p
Z 1

2r

kfkLp;w(B(x0;t))


w�1=p



Lp0 (B(x0;t))

dt

tn+1
(4.1.3)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Böylece

kTfkLp;w(B) . kfkLp;w(2B) + w(B)1=p
Z 1

2r

kfkLp;w(B(x0;t))


w�1=p



Lp0 (B(x0;t))

dt

tn+1
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olur. Di¼ger taraftan

kfkLp;w(2B) � jBj kfkLp;w(2B)
Z 1

2r

dt

tn+1

. jBj
Z 1

2r

kfkLp;w(B(x0;t))
dt

tn+1

� w(B)1=p


w�1=p



Lp0 (B)

Z 1

2r

kfkLp;w(B(x0;t))
dt

tn+1

. w(B)1=p
Z 1

2r

kfkLp;w(B(x0;t))


w�1=p



Lp0 (B(x0;t))

dt

tn+1
(4.1.4)

sa¼glan¬r. Böylece

kTfkLp;w(B) . w(B)1=p
Z 1

2r

kfkLp;w(B(x0;t))


w�1=p



Lp0 (B(x0;t))

dt

tn+1

elde ederiz.

p = 1 olsun. T nin zay¬f (1; 1) s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan

kTf1kWL1;w(B)
� kTf1kWL1;w

. kf1kL1;w = kfkL1;w(2B)

� jBj kfkL1;w(2B)
Z 1

2r

dt

tn+1

� w(B)

Z 1

2r

kfkL1;w(B(x0;t))


w�1



L1(B(x0;t))

dt

tn+1
(4.1.5)

oldu¼gu görülür. Bu durumda (4.1.3) ve (4.1.5) ten (4.1.1) eşitsizli¼gini elde ederiz.

Teorem 4.1.2 1 � p <1; w 2 Ap ve ('1; '2)

Z 1

r

ess inf
t<s<1

'1(x; s)s
n

tn+1
dt � C'2(x; r) (4.1.6)

koşulunu sa¼glas¬n, burada C, x ve r ye ba¼gl¬de¼gildir. T; (3.1.1) koşulunu sa¼glas¬n

ve p > 1 için Lp(w) üzerinde ve L1(w) uzay¬ndan WL1(w) uzay¬na s¬n¬rl¬olsun. Bu

durumda T , p > 1 içinMp;'1(w) uzay¬ndanMp;'2(w) uzay¬na veM1;'1(w) uzay¬ndan
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WM1;'2(w) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r. Yani p > 1 için

kTfkMp;'2 (w)
. kfkMp;'1 (w)

ve p = 1 için

kTfkWM1;'2 (w)
. kfkM1;'1 (w)

sa¼glan¬r.

·Ispat: Teorem 3.1.2 ve Teorem 4.1.1 den p > 1 için

kTfkMp;'2 (w)
. sup

x2Rn;r>0
'2(x; r)

�1
Z 1

r

kfkLp;w(B(x;t))


w�1=p



Lp0 (B(x;t))

dt

tn+1

� sup
x2Rn;r>0

'2(x; r)
�1
Z r�n

0

kfk
Lp;w(B(x;t

� 1
n ))



w�1=p


Lp0 (B(x;t

� 1
n ))

dt

= sup
x2Rn;r>0

'2(x; r
� 1
n )�1

Z r

0

kfk
Lp;w(B(x;t

� 1
n ))



w�1=p


Lp0 (B(x;t

� 1
n ))

dt

. sup
x2Rn;r>0

'1(x; r
� 1
n )�1w(B(x; r�

1
n ))�1=p kfk

Lp;w(B(x;r
� 1
n ))

= kfkMp;'1 (w)

elde ederiz.

p = 1 için benzer şekilde

kTfkWM1;'2 (w)
. sup

x2Rn;r>0
'2(x; r)

�1
Z 1

r

kfkL1;w(B(x;t))


w�1



L1(B(x;t))

dt

tn+1

� sup
x2Rn;r>0

'2(x; r)
�1
Z r�n

0

kfk
L1;w(B(x;t

� 1
n ))



w�1


L1(B(x;t

� 1
n ))

dt

= sup
x2Rn;r>0

'2(x; r
� 1
n )�1

Z r

0

kfk
L1;w(B(x;t

� 1
n ))



w�1


L1(B(x;t

� 1
n ))

dt

. sup
x2Rn;r>0

'1(x; r
� 1
n )�1w(B(x; r�

1
n ))�1 kfk

L1;w(B(x;r
� 1
n ))

= kfkM1;'1 (w)

elde edilir.
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Sonuç 4.1.3 1 � p <1; w 2 Ap ve ('1; '2); (4.1.6) koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda

M ve K operatörleri p > 1 için Mp;'1(w) uzay¬ndan Mp;'2(w) uzay¬na ve M1;'1(w)

uzay¬ndan WM1;'2(w) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

'1(x; r) = '2(x; r) � w(B(x; r))
��1
p durumunda Teorem 4.1.2 den aşa¼g¬daki yeni

sonucu elde ederiz.

Sonuç 4.1.4 1 � p < 1; 0 < � < 1; w 2 Ap olsun. Ayr¬ca T , (3.1.1) koşulunu

sa¼glayan ve p > 1 için Lp(w) üzerinde ve L1(w) uzay¬ndan WL1(w) uzay¬na s¬n¬rl¬

olan bir altlineer operatör olsun. Bu durumda T; p > 1 için Lp;�(w) a¼g¬rl¬kl¬Morrey

uzay¬nda ve L1;�(w) uzay¬ndan WL1;�(w) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

Sonuç 4.1.4 ten Teorem 2.3.8 ve Teorem 2.3.9 elde edilir.

4.2 Genelleştirilmi̧s A¼g¬rl¬kl¬Morrey Uzaylar¬nda Altlineer Komütatör

Operatörlerin S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Bu kesimde genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzaylar¬nda elde edilen altlineer komü-

tatör operatörlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ifade edece¼giz.

Önce teoremlerin ispatlar¬nda kullanaca¼g¬m¬z aşa¼g¬daki lemmalar¬verece¼giz.

Lemma 4.2.1 w 2 A1 olsun. Bu durumda BMO(w) uzay¬n¬n normu BMO(Rn)

uzay¬n¬n normuna eşde¼gerdir, burada

BMO(w) =

�
b : kbk�;w = sup

x2Rn;r>0

1

w (B(x; r))

Z
B(x;r)

��b(y)� bB(x;r);w
��w(y)dy <1�

ve

bB(x;r);w =
1

w (B(x; r))

Z
B(x;r)

b(y)w(y)dy

biçimindedir (Muckenhoupt ve Wheeden 1976).
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Uyar¬4.2.2 John-Nirenberg eşitsizli¼gi 1 � p <1 ve w 2 A1 için

kbk� t sup
B

�
1

w(B)

Z
B

jb(y)� bBjpw(y)dy
�1=p

(4.2.1)

olmas¬n¬gerektirir.

Gerçekten John-Nirenberg eşitsizli¼ginden ve Lemma 2.1.4 (4) ün kullan¬lmas¬yla her-

hangi bir B yuvar¬ve t > 0; � > 0 için

w(fx 2 B : jb(x)� bBj > tg) � Cw(B)e�C2t�=kbk�

elde ederiz. Dolay¬s¬yla bu eşitsizlik

Z
B

jb(y)� bBjpw(y)dy = p

Z 1

0

tp�1w(fx 2 B : jb(x)� bBj > tg)dt

� Cw(B)

Z 1

0

tp�1e�C2t�=kbk�dt

= Cw(B) kbkp�

olmas¬n¬gerektirir. Bu durumda (4.2.1) ifadesini elde ederiz. w � 1 durumunda

(4.2.1) ifadesinden (2.2.2) elde edilir.

Lemma 4.2.3 w 2 A1 ve b; BMO(Rn) de bir fonksiyon olsun. Ayr¬ca 1 � p <1;

x 2 Rn ve r1; r2 > 0 olsun. Bu durumda

�
1

w(B(x; r1))

Z
B(x;r1)

��b(y)� bB(x;r2);w
��pw(y)dy�1=p � C [w]2

n

A1

�
1 +

����ln r1r2
����� kbk�

sa¼glan¬r, burada C > 0; f; w; x; r1 ve r2 den ba¼g¬ms¬zd¬r.

·Ispat: Sadece 0 < r1 � r2 durumunu göz önüne alaca¼g¬z. Benzer yöntem 0 < r2 < r1

durumu için de geçerlidir.

0 < r1 � r2 için 2k1�1 < r1 � 2k1 ve 2k2�1 < r2 � 2k2 olacak şekilde k1; k2 2 Z vard¬r.
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Bu durumda k1 � k2 ve

(k2 � k1 � 1) ln 2 < ln
r2
r1
< (k2 � k1 + 1) ln 2

elde ederiz.

(4.2.1), Lemma 2.1.4 (2) ve Lemma 4.2.1 kullan¬l¬rsa

�
1

w(B(x; r1))

Z
B(x;r1)

��b(y)� bB(x;r2);w
��pw(y)dy�1=p

�
�

1

w(B(x; r1))

Z
B(x;r1)

��b(y)� bB(x;2k1 )
��pw(y)dy�1=p

+
��bB(x;2k1 );w � bB(x;r2);w

��+ ��bB(x;2k1 ) � bB(x;2k1 );w
��

�
�

1

w(B(x; r1))

Z
B(x;r1)

��b(y)� bB(x;2k1 )
��pw(y)dy�1=p

+
��bB(x;r2);w � bB(x;2k2 );w

��+ k2�1X
j=k1

��bB(x;2j+1);w � bB(x;2j);w
��

+
��bB(x;2k1 ) � bB(x;2k1 );w

��
�

�
1

w(B(x; r1))

Z
B(x;r1)

��b(y)� bB(x;2k1 )
��pw(y)dy�1=p

+
1

w(B(x; r2))

Z
B(x;r2)

��b(y)� bB(x;2k2 );w
��w(y)dy

+

k2�1X
j=k1

1

w(B(x; 2j))

Z
B(x;2j)

��b(y)� bB(x;2j+1);w
��w(y)dy

+
1

w(B(x; 2k1))

Z
B(x;2k1 )

��b(y)� bB(x;2k1 )
��w(y)dy

�
 

22
n
[w]2

n

A1

w(B(x; 2k1))

Z
B(x;2k1 )

��b(y)� bB(x;2k1 )
��pw(y)dy!1=p

+
22

n
[w]2

n

A1

w(B(x; 2k2))

Z
B(x;2k2 )

��b(y)� bB(x;2k2 );w
��w(y)dy

+

k2�1X
j=k1

22
n
[w]2

n

A1

w(B(x; 2j+1))

Z
B(x;2j+1)

��b(y)� bB(x;2j+1);w
��w(y)dy

+
1

w(B(x; 2k1))

Z
B(x;2k1 )

��b(y)� bB(x;2k1 )
��w(y)dy

� 22
n

[w]2
n

A1
(C + k2 � k1) kbk� � C [w]2

n

A1
(1 + ln

r2
r1
) kbk�
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elde ederiz. Böylece lemma ispatlanm¬̧s olur.

Lemma 4.2.3 ten w � 1 için Lin ve Lu (2008) taraf¬ndan ispatlanm¬̧s olan aşa¼g¬daki

sonucu elde ederiz.

Sonuç 4.2.4 b; BMO(Rn) de bir fonksiyon olsun. Ayr¬ca 1 � p < 1; x 2 Rn ve

r1; r2 > 0 olsun. Bu durumda

�
1

jB(x; r1)j

Z
B(x;r1)

��b(y)� bB(x;r2)
��p dy�1=p � C

�
1 +

����ln r1r2
����� kbk�

elde edilir, burada C > 0; f; x; r1 ve r2 den ba¼g¬ms¬zd¬r.

Lemma 4.2.5 w 2 Ap ve b; BMO(Rn) de bir fonksiyon olsun. Ayr¬ca 1 < p < 1;

x 2 Rn ve r1; r2 > 0 olsun. Bu durumda

�
1

w1�p0(B(x; r1))

Z
B(x;r1)

��b(y)� bB(x;r2);w
��p0 w(y)1�p0dy�1=p0 � C [w]

1=p
Ap

�
1 +

����ln r1r2
����� kbk�

elde edilir, burada C > 0; f; w; x; r1 ve r2 den ba¼g¬ms¬zd¬r.

·Ispat: Sadece 0 < r1 � r2 durumunu göz önüne alaca¼g¬z. Benzer yöntem 0 < r2 < r1

durumu için de geçerlidir.

0 < r1 � r2 için 2k1�1 < r1 � 2k1 ve 2k2�1 < r2 � 2k2 olacak şekilde k1; k2 2 Z vard¬r.

Bu durumda k1 � k2 ve

(k2 � k1 � 1) ln 2 < ln
r2
r1
< (k2 � k1 + 1) ln 2
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elde ederiz.

�
1

w1�p0(B(x; r1))

Z
B(x;r1)

��b(y)� bB(x;r2);w
��p0 w(y)1�p0dy�1=p0

�
�

1

w1�p0(B(x; r1))

Z
B(x;r1)

n���b(y)� bB(x;2k1 );w1�p0
���

+
���bB(x;2k1 );w1�p0 � bB(x;r2);w

���op0 w(y)1�p0dy�1=p0
�

�
1

w1�p0(B(x; r1))

Z
B(x;r1)

���b(y)� bB(x;2k1 );w1�p0
���p0 w(y)1�p0dy�1=p0

+
���bB(x;2k1 );w1�p0 � bB(x;r2);w

���
= J1 + J2

sa¼glan¬r. E¼ger 1 � p < 1 için w 2 Ap ise bu durumda w1�p
0 2 Ap0 � A1 oldu¼gu

bilinmektedir. Buradan ve Lemma 2.1.4 (1) ve Lemma 4.2.3 ten

J1 �

0@ 2np
0 �
w1�p

0�
Ap0

w1�p0(B(x; 2k1))

Z
B(x;2k1 )

���b(y)� bB(x;2k1 );w1�p0
���p0 w(y)1�p0dy

1A1=p0

� C
h
w1�p

0
i1=p0
Ap0
kbk� = C [w]

1=p
Ap
kbk�

elde ederiz. Şimdi J2 ifadesini hesaplayal¬m:

J2 =
���bB(x;2k1 );w1�p0 � bB(x;r2);w

���
�

���bB(x;2k1 );w1�p0 � bB(x;2k1 )

���+ ��bB(x;2k1 ) � bB(x;r2)
��+ ��bB(x;r2) � bB(x;r2);w

��
= J21 + J22 + J23:

(4.2.1) ifadesinden

J21 =
���bB(x;2k1 );w1�p0 � bB(x;2k1 )

���
� 1

w1�p0(B(x; 2k1))

Z
B(x;2k1 )

��b(y)� bB(x;2k1 )
��w(y)1�p0dy

� C kbk�
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elde ederiz. Sonuç 4.2.4 ten

J22 =
��bB(x;2k1 ) � bB(x;r2)

��
� 1

jB(x; 2k1)j

Z
B(x;2k1 )

��b(y)� bB(x;r2)
�� dy

� C

�
1 +

����ln 2k1r2
����� kbk�

elde ederiz. (4.2.1) ifadesinden

J23 =
��bB(x;r2) � bB(x;r2);w

��
� 1

w(B(x; r2))

Z
B(x;r2)

��b(y)� bB(x;r2)
��w(y)dy

� C kbk�

elde ederiz. Bu durumda

J1 + J2 � C [w]
1=p
Ap

�
1 +

����ln r2r1
����� kbk�

olur. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 4.2.6 1 < p <1, w 2 Ap, b 2 BMO(Rn) ve Tb; (3.2.1) koşulunu sa¼glayan

bir altlineer operatör olsun ve

kTbfkLp;w . kbk� kfkLp;w (4.2.2)

sa¼glans¬n. Bu durumda

kTbfkLp;w(B) . kbk�w(B)1=p
Z 1

2r

ln

�
e+

t

r

�
kfkLp;w(B(x0;t))



w�1=p


Lp0 (B(x0;t))

dt

tn+1

eşitsizli¼gi herhangi bir B = B(x0; r) yuvar¬ve her f 2 Llocp;w(Rn) için sa¼glan¬r.

·Ispat: p 2 (1;1) ve w 2 Ap olsun. Key�bir x0 2 Rn için B = B(x0; r); x0 merkezli
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r yar¬çapl¬yuvar olsun. f fonksiyonunu

f = f1 + f2; f1(y) = f(y)�2B(y); f2(y) = f(y)�c(2B)(y); r > 0

biçiminde ifade edelim. Bu durumda

kTbfkLp;w(B) � kTbf1kLp;w(B) + kTbf2kLp;w(B)

elde ederiz. (4.2.2) ifadesinden

kTbf1kLp;w(B) � kTbf1kLp;w . kbk� kf1kLp;w = kbk� kfkLp;w(2B)

elde edilir. x 2 B için

jTbf2(x)j .
Z
Rn

jb (y)� b (x)j
jx� yjn jf2(y)j dy

�
Z
c(2B)

jb (y)� b (x)j
jx0 � yjn jf(y)j dy

elde ederiz. Buradan

kTbf2kLp;w(B) .
�Z

B

�Z
c(2B)

jb (y)� b (x)j
jx0 � yjn jf(y)j dy

�p
w (x) dx

�1=p
.

�Z
B

�Z
c(2B)

jb (y)� bB;wj
jx0 � yjn jf(y)j dy

�p
w (x) dx

�1=p
+

�Z
B

�Z
c(2B)

jb (x)� bB;wj
jx0 � yjn jf(y)j dy

�p
w (x) dx

�1=p
= I1 + I2
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elde ederiz. I1 ifadesini hesaplayal¬m:

I1 = w (B)1=p
Z
c(2B)

jb (y)� bB;wj
jx0 � yjn jf(y)j dy

� w (B)1=p
Z
c(2B)

jb (y)� bB;wj jf(y)j
Z 1

jx0�yj

dt

tn+1
dy

� w (B)1=p
Z 1

2r

Z
2r�jx0�yj<t

jb (y)� bB;wj jf(y)j dy
dt

tn+1

. w (B)1=p
Z 1

2r

Z
B(x0;t)

jb (y)� bB;wj jf(y)j dy
dt

tn+1
:

Hölder eşitsizli¼ginin uygulanmas¬yla ve Lemma 4.2.5 ten

I1 . w (B)1=p
Z 1

2r

�Z
B(x0;t)

��b (y)� bB(x0;r);w
��p0 w(y)1�p0dy�1=p0 kfkLp;w(B(x0;t)) dt

tn+1

. [w]
1=p
Ap
kbk�w (B)

1=p

Z 1

2r

�
1 + ln

t

r

�

w�1=p


Lp0 (B(x0;t))

kfkLp;w(B(x0;t))
dt

tn+1

elde ederiz.

I2 ifadesini hesaplamak için

I2 =

�Z
B

jb (x)� bB;wjpw (x) dx
�1=p Z

c(2B)

jf(y)j
jx0 � yjndy

oldu¼guna dikkat edelim. Lemma 4.2.3 ten

I2 . kbk�w (B)
1=p

Z
c(2B)

jf(y)j
jx0 � yjndy

elde ederiz. Böylece (4.1.2) den

I2 . kbk�w (B)
1=p

Z 1

2r

kfkLp;w(B(x0;t))


w�1=p



Lp0 (B(x0;t))

dt

tn+1

elde edilir. I1 ve I2 ifadelerinin toplanmas¬yla

kTbf2kLp;w(B) . kbk�w (B)
1=p

Z 1

2r

ln

�
e+

t

r

�
kfkLp;w(B(x0;t))



w�1=p


Lp0 (B(x0;t))

dt

tn+1
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elde ederiz. Son olarak,

kTbfkLp;w(B) . kbk� kfkLp;w(2B)

+ kbk�w (B)
1=p

Z 1

2r

ln

�
e+

t

r

�
kfkLp;w(B(x0;t))



w�1=p


Lp0 (B(x0;t))

dt

tn+1

elde ederiz ve Teorem 4.2.6 n¬n ifadesi (4.1.4) ten görülür.

Teorem 4.2.7 1 < p <1; w 2 Ap; b 2 BMO (Rn) ve ('1; '2)

Z 1

r

ess inf
t<s<1

'1(x; s)s
n

tn+1
dt � C'2(x; r)

koşulunu sa¼glas¬n, burada C, x ve r ye ba¼gl¬de¼gildir. Tb, (3.2.1) ve (4.2.2) koşullar¬n¬

sa¼glayan bir altlineer operatör olsun. Bu durumda Tb operatörüMp;'1(w) uzay¬ndan

Mp;'2(w) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r. Yani

kTbfkMp;'2 (w)
. kbk� kfkMp;'1 (w)

sa¼glan¬r.

·Ispat: Teorem 3.1.2 ve Teorem 4.2.6 dan

kTbfkMp;'2 (w)
. sup

x2Rn;r>0
'2(x; r)

�1 kbk�

�
Z 1

r

ln

�
e+

t

r

�
kfkLp;w(B(x;t))



w�1=p


Lp0 (B(x;t))

dt

tn+1

� kbk� sup
x2Rn;r>0

'2(x; r)
�1

�
Z r�n

0

ln

�
e+

1

t1=nr

�
kfk

Lp;w(B(x;t
� 1
n ))



w�1=p


Lp0 (B(x;t

�1=n))
dt

= kbk� sup
x2Rn;r>0

'2(x; r
�1=n)�1

�
Z r

0

ln

�
e+

r1=n

t1=n

�
kfkLp;w(B(x;t�1=n))



w�1=p


Lp0 (B(x;t

�1=n))
dt

. kbk� sup
x2Rn;r>0

'1(x; r
�1=n)�1w(B(x; r�1=n))�1=p kfkLp;w(B(x;r�1=n))

= kbk� kfkMp;'1 (w)
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elde ederiz.

Sonuç 4.2.8 1 < p < 1; w 2 Ap; b 2 BMO(Rn) ve ('1; '2); (4.1.6) koşulunu

sa¼glas¬n. Bu durumda Mb ve [b;K] operatörleri Mp;'1(w) uzay¬ndan Mp;'2(w) uza-

y¬na s¬n¬rl¬d¬r.

'1(x; r) = '2(x; r) � w(B(x; r))
��1
p durumunda Teorem 4.2.7 den aşa¼g¬daki yeni

sonucu elde ederiz.

Sonuç 4.2.9 1 < p < 1; 0 < � < 1; w 2 Ap; b 2 BMO(Rn) olsun. Ayr¬ca Tb,

(3.2.1) ve (4.2.2) koşullar¬n¬sa¼glayan bir altlineer operatör ve Lp(w) üzerinde s¬n¬rl¬

olsun. Bu durumda Tb; Lp;�(w) a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.

Komori ve Shirai (2009) [b;K] operatörü için a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzaylar¬nda s¬n¬rl¬l¬k

elde etmi̧slerdir. Bu sonucu ve ayr¬caMb operatörünün de s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬içeren aşa¼g¬daki

yeni sonucu elde ederiz.

Sonuç 4.2.10 1 < p < 1; 0 < � < 1; w 2 Ap; b 2 BMO(Rn) olsun. Bu durumda

Mb ve [b;K] operatörleri Lp;�(w) üzerinde s¬n¬rl¬d¬r.
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5. BAZI UYGULAMALAR

Bu bölümde Teorem 4.1.2 ve Teorem 4.2.7 yi pseudo-diferensiyel, Littlewood-Paley,

Marcinkiewicz ve Bochner-Riesz operatörü gibi birkaç özel operatöre uygulayaca¼g¬z.

5.1 Pseudo-diferensiyel Operatörler

Bu kesimde pseudo-diferensiyel operatörleri tan¬t¬p, bu operatörler için elde edilen

sonuçlar¬ifade edece¼giz.

Bir u fonksiyonunun Fourier dönüşümü ve ters Fourier formülü s¬ras¬yla

bu(�) = Z
Rn
u(x)e�2�ix��dx

ve

u(x) =

Z
Rn
bu(�)e2�ix��d�

ile verilsin.

Fourier dönüşümünün temel özellikleri ' 2 S için

[D�'(�) = (2�i�)�b'(�)
yaz¬lmas¬na imkan verir. Bu durumda ters Fourier formülünden

D�'(x) =

Z
Rn
e2�ix��(2�i�)�b'(�)d�

elde edilir. a�(x); Rn de tan¬ml¬fonksiyonlar olmak üzere bir a(x;D) =
P

j�j�m a�(x)D
�

lineer k¬smi diferensiyel operatörü için bu formüller ' 2 S olmak üzere aşa¼g¬daki

ifadeyi verir:

a(x;D)'(x) =

Z
Rn
e2�ix��a(x; �)b'(�)d�

burada a(x;D) operatörünün a(x; �) sembolü a(x; �) =
P

j�j�m a�(x)(2�i�)
� polino-
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mudur.

m 2 R; 0 � � < 1 ve 0 � � < 1 olsun. a(x; �) 2 C1(Rn�Rn) fonksiyonu her � ve �

katl¬-indisi için ���D�
xD

�
� a(x; �)

��� � C��(1 + j�j)m��j�j+�j�j

eşitsizli¼gini sa¼glarsa Sm�;� s¬n¬f¬na ait bir sembol olarak adland¬r¬l¬r. S
�1
�;� s¬n¬f¬na ait

bir sembol yukar¬daki eşitsizli¼gi her m reel say¬s¬için sa¼glar. E¼ger a(x; �) 2 Sm�;� ise

bu durumda

Au(x) =

Z
Rn
a(x; �)bu(�)e2�ix��d�

formülü ile bir A pseudo-diferensiyel operatörü tan¬mlan¬r. Sembolü Sm�;� s¬n¬f¬na ait

pseudo-diferensiyel operatörlerin s¬n¬f¬Lm�;� ile gösterilir.

Pseudo-diferensiyel operatörler diferensiyel operatörlerin ve singüler integrallerin genel-

leştirmesidir. Miller (1982) pseudo-diferensiyel operatörlerin a¼g¬rl¬kl¬Lebesgue uzay-

lar¬ndaki s¬n¬rl¬l¬¼g¬hakk¬nda aşa¼g¬daki teoremi ispatlam¬̧st¬r.

Teorem 5.1.1 E¼ger 1 < p <1; w 2 Ap veA; L01;0 Hörmander s¬n¬f¬na ait bir pseudo-

diferensiyel operatör ise bu durumda A; Lp(w) üzerinde s¬n¬rl¬d¬r (Miller 1982).

Coifman ve Meyer (1978) taraf¬ndan L01;0 Hörmander s¬n¬f¬na ait pseudo-diferensiyel

operatörlerin Calderón-Zygmund operatörleri oldu¼gu gösterilmi̧stir. Bu durumda

Sonuç 4.1.3 ve 4.2.8 den aşa¼g¬daki yeni sonuçlar¬elde ederiz.

Sonuç 5.1.2 1 < p <1; w 2 Ap ve ('1; '2) (4.1.6) koşulunu sa¼glas¬n. E¼ger A; L01;0
Hörmander s¬n¬f¬ndan bir pseudo-diferensiyel operatör ise bu durumda A operatörü

Mp;'1(w) uzay¬ndan Mp;'2(w) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

Sonuç 5.1.3 1 < p < 1; w 2 Ap olsun. ('1; '2) (4.1.6) koşulunu sa¼glas¬n ve b 2

BMO(Rn) olsun. E¼ger A; L01;0 Hörmander s¬n¬f¬ndan bir pseudo-diferensiyel operatör

ise bu durumda [b; A] operatörü Mp;'1(w) uzay¬ndan Mp;'2(w) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.
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Sonuç 4.1.4 ve 4.2.9 dan aşa¼g¬daki sonuçlar¬elde ederiz.

Sonuç 5.1.4 1 < p <1; 0 < � < 1; w 2 Ap olsun. E¼ger A; L01;0 Hörmander s¬n¬f¬n-

dan bir pseudo-diferensiyel operatör ise bu durumda A operatörü Lp;�(w) üzerinde

s¬n¬rl¬d¬r.

Sonuç 5.1.5 1 < p < 1; 0 < � < 1; w 2 Ap ve b 2 BMO(Rn) olsun. E¼ger

A; L01;0 Hörmander s¬n¬f¬ndan bir pseudo-diferensiyel operatör ise bu durumda [b; A]

operatörü Lp;�(w) üzerinde s¬n¬rl¬d¬r.

5.2 Littlewood-Paley Operatörü

Littlewood-Paley fonksiyonlar¬ klasik harmonik analiz, kompleks analiz ve k¬smi

diferensiyel denklemler teorisinde önemli rol oynamaktad¬r. Bunlara örnek olarak

Fatou tipinden te¼getsel olmayan yak¬nsakl¬k, Riesz dönüşümü ve çarpanlar¬n s¬n¬r-

l¬l¬¼g¬çal¬̧smalar¬n¬verebiliriz (Stein 1958, Stein 1970, Stein 1993).

Littlewood-Paley g fonksiyonu bir boyutlu durumda ilk olarak Littlewood ve Paley

(1931) taraf¬ndan Fourier serileri üzerindeki çal¬̧smalar¬nda

g(f)(�) =

�Z 1

0

(1� �)
���0(�ei�)��2 d��1=2

biçiminde tan¬mlanm¬̧st¬r, burada �(z); jzj < 1 de analitiktir ve reel k¬sm¬f(�) s¬n¬r

de¼gerine sahip olacak şekilde bir fonksiyondur. Bu teori, Stein (1958) taraf¬ndan

yüksek boyutlu uzaylara geni̧sletilmi̧stir. A¼g¬rl¬kl¬Littlewood-Paley teorisi ilk olarak

Kurtz (1980) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

f 2 Lp(Rn); 1 < p <1 için f nin Poisson integrali

u(x; t) =

Z
Rn
Pt(y)f(x� y)dy
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ile verilir, burada

Pt(y) = cn
t

(t2 + jyj2)n+12
; cn =

�(n+1
2
)

�(n+1)=2

biçimindedir. �; Rn+1+ de

� =
@2

@t2
+
Xn

j=1

@2

@x2j

olacak şekilde Laplace operatörünü göstersin. Burada Rn+1+ ;

f(x; t) 2 Rn+1 : x 2 Rn; t > 0g olacak şekildeki üst yar¬-uzayd¬r. Kaŗs¬l¬k gelen gradi-

yent

jru(x; t)j2 =
����@u@t

����2 +Xn

j=1

���� @u@xj
����2

biçimindedir. Bu durumda f nin Littlewood-Paley g fonksiyonu

g(f)(x) =

�Z 1

0

jru(x; t)j2 tdt
�1=2

ile tan¬mlan¬r.

Stein g fonksiyonunun Lp(Rn); 1 < p <1 uzay¬n¬karakterize etti¼gini göstermi̧stir.

Teorem 5.2.1 f 2 Lp(Rn); 1 < p <1 olsun. Bu durumda g(f)(x) 2 Lp(Rn) ve

A
0

p kfkLp(Rn) � kg(f)kLp(Rn) � Ap kfkLp(Rn)

sa¼glan¬r (Stein 1970).

Tan¬m 5.2.2  2 L1(Rn) için Z
Rn
 (x)dx = 0 (5.2.1)

sa¼glans¬n. Bu durumda g genelleştirilmi̧s Littlewood-Paley g fonksiyonu

g (f)(x) =

�Z 1

0

jFt(f)(x)j2
dt

t

�1=2
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ile tan¬mlan¬r, burada Ft(f) =  t � f ve t > 0 için  t(x) = t�n (x=t) biçimindedir.

g operatörünün altlineer komütatörü

[b; g ](f)(x) =

�Z 1

0

��F b
t (f)(x)

��2 dt
t

�1=2
ile tan¬mlan¬r, burada

F b
t (f)(x) =

Z
Rn
[b(x)� b(y)] t(x� y)f(y)dy

ile verilir.

g Littlewood-Paley operatörü için aşa¼g¬daki teorem sa¼glan¬r.

Teorem 5.2.3  2 L1(Rn) için (5.2.1) ve aşa¼g¬daki özellikler sa¼glans¬n:

j (x)j � C

(1 + jxj)n+1 (5.2.2)

jr (x)j � C

(1 + jxj)n+2 (5.2.3)

burada C > 0 say¬s¬ x ten ba¼g¬ms¬zd¬r. E¼ger w 2 Ap ise bu durumda g ; her

1 < p <1 için Lp(w) üzerinde s¬n¬rl¬d¬r (Lu vd. 2007).

H =
n
h : khk =

�R1
0
jh(t)j2 dt=t

�1=2
<1

o
uzay¬n¬tan¬mlayal¬m. Bu durumda her

bir sabitlenmi̧s x 2 Rn için Ft(f)(x); [0;1) dan H uzay¬na bir dönüşüm olarak

düşünülebilir. O halde g (f)(x) = kFt(f)(x)k oldu¼gu aç¬kt¬r. Minkowski eşitsizli¼gi

ve  üzerindeki koşuldan

g (f)(x) �
Z
Rn
jf(y)j

�Z 1

0

j t(x� y)j2 dt
t

�1=2
dy

� C

Z
Rn
jf(y)j

 Z 1

0

t�2n

(1 + jx� yj =t)2(n+1)
dt

t

!1=2
dy

= C

Z
Rn

jf(y)j
jx� yjndy
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elde edilir. Bu durumda g için (3.1.1) koşulu sa¼glan¬r.

Böylece Teorem 4.1.2 ve 4.2.7 den aşa¼g¬daki yeni sonuçlar¬elde ederiz.

Sonuç 5.2.4 1 < p < 1; w 2 Ap olsun. ('1; '2) (4.1.6) koşulunu ve  2 L1(Rn)

(5.2.1)-(5.2.3) koşullar¬n¬sa¼glas¬n. Bu durumda g operatörü Mp;'1(w) uzay¬ndan

Mp;'2(w) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

Sonuç 5.2.5 1 < p < 1; w 2 Ap; b 2 BMO(Rn) olsun. ('1; '2) (4.1.6) koşulunu

ve  2 L1(Rn) (5.2.1)-(5.2.3) koşullar¬n¬ sa¼glas¬n. Bu durumda [b; g ]; Mp;'1(w)

uzay¬ndan Mp;'2(w) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

Sonuç 4.1.4 ve Sonuç 4.2.9 dan aşa¼g¬daki sonuçlar¬elde ederiz.

Sonuç 5.2.6 1 < p <1; 0 < � < 1; w 2 Ap;  2 L1(Rn) (5.2.1)-(5.2.3) koşullar¬n¬

sa¼glas¬n. Bu durumda g operatörü Lp;�(w) üzerinde s¬n¬rl¬d¬r.

Sonuç 5.2.7 1 < p < 1; 0 < � < 1; w 2 Ap; b 2 BMO(Rn) ve  2 L1(Rn)

(5.2.1)-(5.2.3) koşullar¬n¬sa¼glas¬n. Bu durumda [b; g ] operatörü Lp;�(w) üzerinde

s¬n¬rl¬d¬r.

5.3 Marcinkiewicz Operatörü

Marcinkiewicz (1938)

�(f)(x) =

 Z 2�

0

jF (x+ t) + F (x� t)� 2F (x)j2

t3
dt

!1=2
, x 2 [0; 2�]

ifadesini tan¬mlam¬̧st¬r, burada F (x) =
R x
0
f(t)dt biçimindedir.

Sn�1 = fx 2 Rn : jxj = 1g ; Rn de d� Lebesgue ölçüsü ile donat¬lm¬̧s birim küre olsun.


 aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glas¬n:
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(a) 
; Rn n f0g üzerinde s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen bir fonksiyon, yani herhangi bir

t > 0; x 2 Rn n f0g için


(tx) = 
(x)

olsun.

(b) 
; Sn�1 üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine sahip, yani

Z
Sn�1


(x0)d�(x0) = 0

olsun.

(c) 
 2 Lip
(Sn�1); 0 < 
 � 1; yani herhangi bir x0; y0 2 Sn�1 için

j
(x0)� 
(y0)j � C jx0 � y0j


olacak şekilde C > 0 vard¬r.

1958�de Stein �
 yüksek boyutlu Marcinkiewicz integralini

�
(f)(x) =

�Z 1

0

jF
;t(f)(x)j2
dt

t3

�1=2
olarak tan¬mlam¬̧st¬r, burada

F
;t(f)(x) =

Z
jx�yj�t


(x� y)

jx� yjn�1
f(y)dy

biçimindedir.

Stein, Zygmund�un 1944�te elde etti¼gi sonuçlar¬n benzerini aşa¼g¬daki teoremde elde

etmi̧stir.

Teorem 5.3.1 f 2 Lp(Rn); 1 � p � 2 ve 
 (a)-(c) koşullar¬n¬sa¼glas¬n. Bu durumda

(i) �
(f) hemen her yerde sonludur.

(ii) E¼ger 1 < p � 2 ise k�
(f)kLp(Rn) � Ap kfkLp(Rn) sa¼glan¬r.

(iii) E¼ger p = 1 ise her � > 0 için � jfx 2 Rn : �
(f)(x) > �gj � C kfkL1(Rn) sa¼glan¬r

60



(Stein 1958).

Benedek vd. (1962), 
; x 6= 0 da sürekli diferensiyellenebilir oldu¼gunda yukar¬daki

teoremin (ii) durumunun 1 < p <1 için sa¼gland¬¼g¬n¬göstermi̧slerdir.

�
 operatörünün altlineer komütatörü

[b; �
](f)(x) =

�Z 1

0

jF
;t;b(f)(x)j2
dt

t3

�1=2
ile tan¬mlan¬r, burada

F
;t;b(f)(x) =

Z
jx�yj�t


(x� y)

jx� yjn�1
[b(x)� b(y)]f(y)dy

biçimindedir.

H; H =
n
h : khk =

�R1
0
jh(t)j2 dt=t3

�1=2
<1

o
uzay¬ olsun, bu durumda her bir

sabitlenmi̧s x 2 Rn için F
;t(f)(x); [0;1) dan H uzay¬na bir dönüşüm olarak

düşünülebilir. Bu durumda �
(f)(x) = kF
;t(f)(x)k oldu¼gu aç¬kt¬r. Minkowski

eşitsizli¼gi ve 
 üzerindeki koşuldan

�
(f)(x) �
Z
Rn

j
(x� y)j
jx� yjn�1

jf(y)j
�Z 1

jx�yj

dt

t3

�1=2
dy

� C

Z
Rn

jf(y)j
jx� yjndy

elde ederiz. Böylece �
 (3.1.1) koşulunu sa¼glar. Torchinsky ve Wang (1990) 1 <

p < 1 olmak üzere w 2 Ap için �
 ve [b; �
] n¬n Lp(w) üzerinde s¬n¬rl¬oldu¼gunu

göstermi̧slerdir. Bu durumda Teorem 4.1.2 ve 4.2.7 den aşa¼g¬daki yeni sonuçlar¬elde

ederiz.

Sonuç 5.3.2 1 < p < 1; w 2 Ap olsun. ('1; '2) (4.1.6) koşulunu ve 
 (a)-

(c) koşullar¬n¬ sa¼glas¬n. Bu durumda �
; Mp;'1(w) uzay¬ndan Mp;'2(w) uzay¬na

s¬n¬rl¬d¬r.
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Sonuç 5.3.3 1 < p < 1; w 2 Ap; b 2 BMO(Rn) olsun. ('1; '2) (4.1.6) koşulunu

ve 
 (a)-(c) koşullar¬n¬sa¼glas¬n. Bu durumda [b; �
]; Mp;'1(w) uzay¬ndan Mp;'2(w)

uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

Sonuç 4.1.4 ve 4.2.9 dan aşa¼g¬daki sonuçlar¬elde ederiz.

Sonuç 5.3.4 1 < p <1; 0 < � < 1; w 2 Ap olsun ve 
 (a)-(c) koşullar¬n¬sa¼glas¬n.

Bu durumda �
 operatörü Lp;�(w) üzerinde s¬n¬rl¬d¬r.

Sonuç 5.3.5 1 < p < 1; 0 < � < 1; w 2 Ap; b 2 BMO(Rn) olsun ve 
 (a)-(c)

koşullar¬n¬sa¼glas¬n. Bu durumda [b; �
]; Lp;�(w) üzerinde s¬n¬rl¬d¬r.

5.4 Bochner-Riesz Operatörü

Bochner-Riesz ortalamas¬ilk olarak Bochner (1936) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu çal¬̧s-

mada � > (n � 1)=2 için Lp s¬n¬rl¬l¬¼g¬elde edilmi̧stir. Burada � = (n � 1)=2 kritik

indis olarak adland¬r¬l¬r. � 2 Rn olmak üzere

m�(�) = (1� j�j2)�+

fonksiyonunu göz önüne alal¬m. Bu durumda

(m�)
_(x) = B�(x) =

�(� + 1)

��
Jn
2
+�(2� jxj)
jxj

n
2
+�

oldu¼gu bilinmektedir, burada J�

J�(t) =

�
t
2

��
�(�+ 1

2
)�(1

2
)

Z 1

�1
eits
�
1� s2

��� 1
2 ds

Bessel fonksiyonudur. Böylece

��B�(x)
�� � Cn;�(1 + jxj)�n�(��

n�1
2
) (5.4.1)
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elde edilir (Grafakos 2004).

B�
t (f)

^(�) = (1 � t2 j�j2)�+ bf(�) ve t > 0 için B�
t (x) = t�nB�(x=t) olsun, burada

A+ = max (A; 0) d¬r. Maksimal Bochner-Riesz operatörü

B�;�(f)(x) = sup
t>0

��B�
t (f)(x)

��
ile tan¬mlan¬r (Liu ve Lu 2003, Liu ve Chen 2008).

H; H = fh : khk = supt>0 jh(t)j <1g uzay¬olsun, bu durumda

B�;�(f)(x) =


B�

t (f)(x)


 oldu¼gu aç¬kt¬r. (5.4.1) eşitsizli¼ginden

��B�
r(x� y)

�� � Cr�n(1 + jx� yj =r)�(�+(n+1)=2)

= C

�
r

r + jx� yj

���(n�1)=2
1

(r + jx� yj)n

� C jx� yj�n

oldu¼gu görülür. Buradan

B�;�(f)(x) � C

Z
Rn

jf(y)j
jx� yjndy

elde ederiz. Böylece B�;�; (3.1.1) koşulunu sa¼glar. w 2 Ap olmak üzere B�;� ope-

ratörünün p > 1 için Lp(w) üzerinde ve L1(w) uzay¬ndan WL1(w) uzay¬na s¬n¬rl¬

oldu¼gu bilinmektedir (Shi ve Sun 1992, Vargas 1996). Bu durumda Teorem 4.1.2 ve

4.2.7 den aşa¼g¬daki yeni sonuçlar¬elde ederiz.

Sonuç 5.4.1 1 � p < 1; w 2 Ap olsun. ('1; '2) (4.1.6) koşulunu sa¼glas¬n ve

� � (n � 1)=2 olsun. Bu durumda B�;� operatörü p > 1 için Mp;'1(w) uzay¬ndan

Mp;'2(w) uzay¬na ve M1;'1(w) uzay¬ndan WM1;'2(w) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

Sonuç 5.4.2 1 < p < 1; w 2 Ap; b 2 BMO(Rn) olsun. ('1; '2) (4.1.6) koşulunu

sa¼glas¬n ve � � (n� 1)=2 olsun. Bu durumda [b; B�;�] operatörü Mp;'1(w) uzay¬ndan

Mp;'2(w) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.
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Uyar¬5.4.3 (3.1.2) ve (3.1.3) koşullar¬n¬sa¼glayan '(x; r) üzerindeki şartlar alt¬nda

Sonuç 5.4.1 ve 5.4.2 (Liu ve Chen 2008) çal¬̧smas¬nda ispatlanm¬̧st¬r.

Sonuç 4.1.4 ve 4.2.9 dan aşa¼g¬daki sonuçlar¬elde ederiz.

Sonuç 5.4.4 1 � p <1; 0 < � < 1; w 2 Ap; ve � � (n� 1)=2 olsun. Bu durumda

B�;� operatörü p > 1 için Lp;�(w) üzerinde ve L1;�(w) uzay¬ndan WL1;�(w) uzay¬na

s¬n¬rl¬d¬r.

Sonuç 5.4.5 1 < p <1; 0 < � < 1; w 2 Ap; b 2 BMO(Rn) ve � � (n� 1)=2 olsun.

Bu durumda [b; B�;�] operatörü Lp;�(w) üzerinde s¬n¬rl¬d¬r.
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