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SIMGELER DiZiNi

n-boyutlu Oklid uzayi

E kiimesinin tiimleyeni

E kiimesinin karakteristik fonksiyonu
X merkezli r yarigaph yuvar

Birim yuvarm hacmi

f ile g fonksiyonlarinin konvoliisyonu

f fonksiyonunun destegi

f nin Fourier dontistimii

|a| mertebeden diferensiyel operatorii

Muckenhoupt sinifi

Kendisi ve biitiin tiirevleri siirekli olan fonksiyonlarin sinifi
R" de kompakt destekli biitiin C* fonsiyonlarinin sinifi

p-inci kuvveti integrallenebilen fonksiyonlar uzay1
R" de lokal integrallenebilen fonksiyonlar uzayi

Morrey uzay1

Agirliklt Morrey uzayi
Genellestirilmis Morrey uzay1

Zayif genellestirilmis Morrey uzay1
Genellestirilmis agirlikli Morrey uzay1

Zayif genellestirilmis agirlikli Morrey uzay1



1. GIRIS

Harmonik analizde klasik operatorlerin gegitli fonksiyon uzaylarindaki agirlikh esitsiz-
liklerinin ¢aligmalar: ¢ok 6nemli bir yer tutmaktadir. Klasik Morrey uzaylari, ikinci
mertebeden eliptik kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin lokal davraniglarini
aragtirma c¢aligmalarimda Morrey (1938) tarafindan ortaya konulmugtur. Chiarenza
ve Frasca (1987) Hardy-Littlewood maksimal operatorii, kesirli integral operatorii
ve singiiler integral operatorlerinin Morrey uzaylarindaki sinirliligini gostermistir.
Kesirli integral operatoriin sinirlilign Adams (1975) tarafindan da ¢ahigilmigtir. Agir-
likli Lebesgue uzaylarinda yukarida bahsedilen operatorlerin simirlilign Muckenhoupt
(1972), Muckenhoupt ve Wheeden (1974), ve ayrica Coifman ve Fefferman (1974)
tarafindan elde edilmigtir. Bu sonuglar daha sonra cesitli uzaylara genisletilmistir.
Bununla beraber agirlikli Morrey uzaylar: yeni ¢alisilmaya baglanmis olup Komori ve
Shirai (2009) tarafindan bu uzaylarda maksimal, kesirli integral, Calderén-Zygmund
operatorlerin ve komiitator operatoriiniin sinirliligy elde edilmistir. Genellegtirilmis
Morrey uzaylarinda Nakai ve Mizuhara gibi aragtirmacilar Riesz potansiyeli, mak-
simal ve singiiler integral operatorlerinin sinirliligini elde etmislerdir. Bu uzay-
larda Ding vd. (1998) tarafindan altlineer ve komiitatér operatorlerin sinirhligr elde

edilmigtir.

Guliyev (1994, 1999) doktora tezinde ortaya koydugu yeni bir metot ile Lie grup-
larinda ve R™ de harmonik analizin klasik integral operatorleri i¢in sinirhilik sonuclar:
elde etmigtir. Daha sonra Guliyev (2009) ortaya koydugu yeni metotlar1 kullanarak
genellegtirilmis Morrey uzaylarinda maksimal, potansiyel ve singiiler integral gibi
operatorlerin simirliligini elde etmigtir. Son yillarda Guliyev ile birlikte Burenkov,
Samko, Serbetgi, Tararykova, Gogotashvili, Mustafayev ve Hasanov gibi aragtir-
macilar, Morrey-tipli uzaylar bagta olmak iizere diger fonksiyon uzaylarinda yeni

sonuclar elde etmislerdir.

Bu calismada, Guliyev tarafindan verilen ispat yontemi kullanilarak genellegtirilmis

Morrey ve genellestirilmis agirlikli Morrey uzaylarinda altlineer operatorlerin ve altli-



neer komiitator operatoriiniin sinirlihgl hakkinda yeni sonuclar elde edilmistir. Ozet

olarak p > 1 i¢in M, , genellestirilmis Morrey uzaymdan bir diger M,

o, enellegti-

rilmig Morrey uzayma ve M, uzaymdan WM, ,, zayif uzayna T altlineer opera-
toriiniin siuirhihgmin saglanmasi igin (¢, ) fonksiyon cifti tizerinde yeterlik sart-
lar1 elde edilmistir. Ayrica b € BMO(R") olmak iizere 1 < p < oo iken M,

genellestirilmis Morrey uzayindan bir diger M,

b, genellestirilmis Morrey uzayina

T, altlineer komiitator operatoriiniin simirhiliginin saglanmasi igin (¢4, ¢,) Gifti iize-
rinde yeterlik sartlari elde edilmistir. Benzer sekilde agirlikli durumda p > 1 i¢in
M, , (w) genellestirilmis agirhikli Morrey uzaymdan bir diger M, ,, (w) genellesti-
rilmis agirhikli Morrey uzayma ve M, , (w) uzaymdan WM, ,, (w) zayif uzayma T
operatoriiniin simirhliginin saglanmasi icin (¢, p,) ¢ifti iizerinde yeterlilik sartlar
elde edilmistir. Ayrica b € BMO(R"™) olmak tizere 1 < p < oo iken M, (w)

genellestirilmis agirhikli Morrey uzaymdan bir diger M,

oy (W) genellestirilmis agir-

likli Morrey uzayina 7Tj altlineer komiitatér operatoriiniin sinmirliliginin saglanmasi
icin (¢, p5) Gifti iizerinde yeterlik sartlar: elde edilmistir. Biitiin durumlarda 7" ve
T}, nin smirhilik kogullarinda ¢;ve ¢, nin monotonlugu tizerinde herhangi bir kabul
yapilmamug sadece (¢, ) nin Zygmund-tipi bir integral esitsizligini sagladigi kabul
edilmistir. Analizin bir ¢ok onemli operatorleri bu teoremlerde belirlenen sartlari
saglamaktadir, 6rnegin pseudo-diferensiyel operatorler, Littlewood-Paley operatorii,
Marcinkiewicz operatorii ve Bochner-Riesz operatorii bu tiirden operatorlerdir. Son
olarak, elde etmig oldugumuz sonuclarin bir uygulamasi olarak, bu operatorler icin

sinirhilik sonuclar elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

R" n-boyutlu Oklid uzay1 = -y = > j—1 T;y; i¢ carpimu ve buna karsilik gelen |z| =
1
(Z?Zl x?) * pormu ile tim z = (21, ..., ) noktalarmin kiimesidir. j = 1,2,...,n

olmak iizere negatif olmayan «; tamsayilarmin o = (aq, ..., a,,) n-lisine kath-indis
denir. Eger a ve f iki kath-indis ise bu durumda || = a3 + ... + @, ve a + [ =
(1 + By, ..., an + B,,) ile tammlamr. Eger her 1 < j < n igin §; < a; ise § < «
denir ve bu durumda o — 3 bir kath-indistir ve | — S| + | 5| = |a| saglanmir. Ayrica,

l.a

= 2% ...2% bicimindedir. D; = ;2 olmak iizere
1 n J Ox;
olal

D* =
0x{*0x5?...0xon

_ a1 M2 [e 7%
= D{DS2.. DO

operatorii || mertebeden bir diferensiyel operatordiir. Ozel olarak D0 f = f

olur. Bir-boyutlu durumda D¢, % ifadesine indirgenir.

Tanmim 2.1 X bir kiime olsun. X in alt kiimelerinin bir 9 sinifi agagidaki sartlar
saglarsa X {izerinde bir o-cebir olarak adlandirilir:

i) X em

(ii) Hr Ac Micin“A=X—-AecM

(iii) n =1,2,...i¢cin A, e Mise (J -, A, € M

Bu durumda (X, 90) ikilisine bir ¢lgiilebilir uzay, 9t deki her bir kiimeye 6l¢iilebilir

kiime ad1 verilir.

Tanim 2.2 (X, 9) bir ol¢iilebilir uzay olsun. Bir p : 9t — [0, co] fonksiyonu

(i) (@) =0

(ii) Eger (A,), M nin ayrik bir dizisi ise p (U, —; An) =D ey 1 (An)

ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyona 9t iizerinde (veya 9t anlagildiginda X {izerinde)
bir 6lgiidiir denir. Eger her A € 9 i¢in p (A) < oo ise p ye sonlu dlgii ad1 verilir.

Ayrica (X, 9, p) olgii uzayr olarak adlandirilir.



Tanmim 2.3 (X, ) bir olgiilebilir uzay ve f : X — R U {—o00, +o0} bir fonksiyon
olsun. Eger V¢t € Rigin {x € X : f (x) > t} € M oluyorsa f fonksiyonu 6lgiilebilirdir
denir. Olgiilebilir fonksiyonlarmn ailesi M (X, M) ile gosterilir.

Teorem 2.4 Asagidaki 6zelliklere sahip R™ nin alt kiimelerinin bir 9 o-cebiri ve 9
iizerinde bir pozitif p 6lgiisii vardar:

(i) R™ nin her acik kiimesi 90t ye aittir.

(ii)) Eger A C B, B € M ve u(B) = 0 ise bu durumda A € 9 ve p (A) = 0 saglanir.
(iii) Eger A = {zr € R":a; <z; <bj, j=1,2,...,n} ise bu durumda A € M ve
1 (A) =[T-, (bj — a;) saglamr.

(iv) p oteleme degismezdir: Eger z € R" ve A € 9 ise bu durumda =z + A =
{r4+y:ye A e Mve pu(x+ A) = u(A) (Adams ve Fournier 2003).

M nin elemanlar1 R” nin (Lebesgue) olciilebilir altkiimeleri olarak adlandirilir ve ,
R" de (Lebesgue) olcii olarak adlandirilir. Lebesgue 6lgiisii R? teki hacmin dogal
bir geniglemesi oldugundan A € 9 i¢in p(A), A nmin 6lgiisii veya hacmi olarak

adlandirilir.

Tamim 2.5 (X, 9, 1) bir 6lgii uzayr olsun. Eger bir ¢nerme 6lgiisii sifir olan bir

kiime disinda dogru ise, o 6nerme hemen her yerde dogrudur denir.

Tamim 2.6 (X, 901, i) bir 6lgii uzay1 olsun. 0 < p < oo olmak iizere

Ly(X) = {f emxm): [ I dn < oo}

kiimesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir. L,(X) uzaymda

bir f fonksiyonunun normu

([ [fPdu)? , 1<p<oo

esssup|f (z)| , p=o0
zeX

||f||Lp(X) -

ile tanimlanir. Burada ess sup,cy |f ()| =inf {C > 0: p({z : |f(x)] > C}) =0} ile



verilir.

Tamm 2.7 WL,(X) zayif L, uzay1, 1 <p < oo olmak iizere

I fllwe,x) = Stugtu({y €X:|f(y)>tHh"" <o
>

quasi-normuna sahip f 6lgiilebilir fonksiyonlarinin uzayidir. 1 < p < oo igin L,(X) C

W L,(X) saglanir. W Lo (X) uzaymin tanim L., (X) ile verilir.

Onerme 2.8 f € L,(X), 0 < p < oo igin
11 ) =P / (e € X - |f(x)] > 1)) dt

saglanir (Grafakos 2004).

Tamm 2.9 p > 1 ve 1/p+1/q = 1 olmak tizere f € L,(X), g € L,(X) olsun. Bu

durumda

HngLl(X) < ”fHLp(X) Hg“Lq(X)

esitsizligine Holder Esitsizligi denir.

Tanim 2.10 p > 1 igin eger f, g € L,(X) ise bu durumda
1f+9llz,c0 < W0+ M9l

esitsizligine Minkowski Esitsizligi denir.

R™ {izerinde dx = dx; - - - dx, ile Lebesgue olciisiinii gosterecegiz. R™ tam uzayi

tizerinde f fonksiyonunun (Lebesgue) integrali

do = [ - ey ) day - - - day,
Rnf<$) €z / /f(mla 7x) Z1 €T

ile gosterilir.



B = B(z,r) ={y € R": |z — y| < r} merkezi x, yarigap uzunlugu r olan acik yuvar
ve °B(z,r) onun tiimleyenini gostersin. |B(xz,r)|, B(x,r) agik yuvarmin Lebesgue
olgiisii ve v, = |B(0,1)| olmak tizere

2/ 2 1

|B(x,r)| = vy = ———= =

n—1| .n
nl'(n/2) n 5"

bigimindedir, burada |S"~!| = 27™/2/I'(n/2), R" de yaricap1 1 olan S™! kiiresinin
yiizey alamdir. T'(z) gamma fonksiyonudur ve bir z kompleks sayisi igin Rez > 0
olmak tizere I'(z) = [;°t*Le~'dt ile tammlamr. Q = Q(zo,7) ile o merkezli ve
kenar uzunlugu r olan kiipii gosterecegiz. Verilen bir @ kiipii ve A > 0 i¢in AQ ile )
nun merkezine sahip ve kenar uzunlugu () nun kenar uzunlugunun A kati olan kiipii

gosterecegiz.

A < B gosterimini A < CB, C > 0 esitsizliginin yerine kullanacagiz. Eger A < B
ve B < Aise A = B yazilir ve A, B ye esdegerdir denir. Bu g¢aligma boyunca C

farkli sabitleri gosterecektir.

Teorem 2.11 (Fubini Teoremi) f, R™™ {izerinde 6lgiilebilir bir fonksiyon ve

I :/ \f (2)| dady
Rnt+m

b= [ ([ i)
ho= [ ([ i)

integrallerinden en az biri mevcut ve sonlu olsun. Bununla 7, i¢in R" tizerinde bir
g integrallenebilen fonksiyonunun var oldugu ve hemen her y icin ¢ (y) nin igteki
integrale esit oldugu kastedilmektedir. I3 icin de aymis1 gegerlidir. Bu durumda

(i) hemen her y € R™ igin f (-,y) € Ly (R™) olur.

(ii) Hemen her x € R™ igin f (z,-) € Ly (R™) olur.

(i) fom f (1y) dy € Ly (R").

(iv) fgu f(z,-)dz € Ly (R™).

V)L =L=1I



elde edilir (Adams ve Fournier 2003).

1 < p < oo olmak iizere, R™ nin her bir kompakt altkiimesinde p-inci kuvveti in-
tegrallenebilen tiim olgiilebilir fonksiyonlarin uzay1 Lﬁ;’c(R”) ile gosterilir. Bu uzay
p=1igin Li*¢(R") = L'*°(R") seklinde gosterilen lokal integrallenebilir fonksiyonlar
stmifim gosterir. L'°¢(R") uzay1 1 < p < oo igin biitiin L,(R") uzaylarimn birlegim-

lerini icerir. Daha genel olarak 0 < p < g < oo igin
L,(R") € L (R") C L (R")
elde edilir (Grafakos 2004).

Teorem 2.12 (Lebesgue Diferensiyelleme Teoremi) Eger f € L'°(R") ise bu du-

rumda hemen her z € R" igin

1 -
li o /B Wy = )

saglanir (Grafakos 2004).

Tanim 2.13 Bir f fonksiyonunun destegi

suppf = {z € R": f (2) # 0}

ile tanimlanir. Eger suppf sinirli bir kiime ise f kompakt destege sahiptir denir.

Tanim 2.14 Schwartz uzay: sonsuzda hizla azalan C*°(R") fonksiyonlarinin uzay:
olarak adlandirihr ve S(R™) ile gosterilir. Daha agik olarak her «, § kath-indisi ve
r € R" i¢in

S(R™) = {f € C=(R") : sup [+ D ()] < o0}

zeR™

biciminde tanimlanir.



Tanim 2.15 A C R” olsun.

1, z€eA
0, z¢A

XA =

ile tanimlanan y 4 fonksiyonu A nin karakteristik fonksiyonu olarak adlandirilir.

Tanim 2.16 f,g € L;(R") ise hemen her x € R™ igin f * g konvoliisyonu

(fxg9)(x)= [ fly)g(z—y)dy

Rn
ile tanimlanir.
Tanim 2.17 f € L; (R™) olmak iizere
Fo) = e [ fleva
T)= 5 \n y)e Y
(2m)" Jgn

ile tamimlanan ]?, f fonksiyonunun Fourier doniigiimii olarak adlandirilir. Bu doniisiim

flxy=2n"2 [ f(y)e™dy

Rn

veya esdeger olarak

-~

fla)= [ fly) ey
R
alimabilir. Eger n =1 ve f € L; (R) ise bu durumda

1 +o00

Fay=o- | Fweay

olur.

Tanim 2.18 f € L; (R") ve

-~

Fly)= | flz)e ™ Vdx
R™



f nin Fourier doniigiimii ise bu durumda

f)y=[ Fly) e =vdy

Rn

ifadesine ters Fourier formiilii denir. Ayrica

fla)= [ fly)e™dy

Rn

doniigiimii ters Fourier doniisiimii olarak adlandirilir.

1 <p,qg<oo, (X,pn) ve (Y,v) iki ol¢ii uzayr ve T, L, (X, p) uzaymdan tanim ve
goriintii kiimeleri sirasiyla Y ve C olan o6lgiilebilir fonksiyonlarin uzayina bir operator

olsun. Eger ¢ < oo olmak iizere

v({y €Y [Tfy)l > A}) < (%)

ise T zayif (p, ¢) tipinden ve eger ¢ = oo iken L, (X, 1) uzayindan L., (Y, v) uzayna

siurh bir operator ise zayif (p, oo) tipindendir denir.

Eger T, L, (X, ) uzaymndan L, (Y, v) uzayma sinirh ise kuvvetli (p, ¢) tiplidir denir.
Yani, her f € L, (X, ) igin

1Tz, < ClAL, )

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti vardir. Buradan ¢ = oo olmasi durumunda zayif ve

kuvvetli tip cakigmaktadir.

Eger T, kuvvetli (p,q) tipli ise ayn1 zamanda zayif (p,q) tiplidir: Gergekten, eger
Ex={y €Y :|Tf(y)| > A} olarak alimirsa, bu durumda

q T q C q
I/(E)\) = / dv S / dv S || f”;q(X) g ||fHLp(X)
Ex Ex A b\

Tf(x)
A




olur.

Eger (X, u) = (Y,v) ve T 6zdeslik operatorii olarak alinirsa bu durumda zayif (p, p)
klasik Chebyshev esitsizligi olur.

Tanmim 2.19 7', reel degerli 6lgiilebilir fonksiyonlarin bir (X, u1) 6l¢ii uzaymdan komp-
leks degerli, hemen her yerde sonlu, 6l¢iilebilir fonksiyonlarin bir (Y, v) 6lgii uzayina

tanimlanan bir operator olsun. Bu durumda her f, g ve her A € C i¢in

T(f+9)=T()+T(g) ve TAf)=AT(f)

ise T' ye lineer operator,

T+ <[TNI+T(] ve [T = AT

ise T' ye altlineer operator, bir C' > 0 sabiti i¢in

T+ <CUTDHI+ T ve  [TAS = AT

ise T ye quasilineer operator denir. Altlineerlik quasilineerligin ¢zel bir durumudur.

Teorem 2.20 (Marcinkiewicz interpolasyon teoremi) (X, i) ve (Y,v) olcii uzaylar
olsunlar. 1 < py < p; < oo olmak tizere T, Ly, (X, u) + L,, (X, 1) uzaymdan Y
tizerindeki olgiilebilir fonksiyonlara giden ve zayif (po,po) ve zayif (p1,p1) tipli bir
altlineer operator olsun. Bu durumda 7', py < p < p; i¢in kuvvetli (p,p) tiplidir
(Duoandikoetxea 2001).

Tamim 2.21 f € L°(R") olsun. Bu durumda M f Hardy-Littlewood maksimal

fonksiyonu

Mf(z) = sup| Bz, r)| " / iy

r>0

ile tanumlanir.
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Dikkat edilirse M maksimal operatorii altlineer ve homojendir, yani her f,g €

L'¢(R™) igin
M(f+g)<Mf+Mg ve MOf)=AMF), YA>0

saglanir.

Teorem 2.22 f, R" iizerinde tanimlanmis bir fonksiyon olsun.
(i) f € L,(R"), 1 < p < oo ise bu durumda M f fonksiyonu hemen her yerde
sonludur.

(ii) f € L1(R") ise bu durumda her A > 0 i¢in

C
{o: M (@) > A} < Sl

saglanir, burada C sabiti sadece n boyutuna baghdir.

(iii) f € Ly(R™), 1 < p < oo ise bu durumda M f € L,(R™) ve

M fllz,@ny < CIlflle, @

saglanir, burada C' sadece p ve n boyutuna baghdir (Stein 1970).

feL,(R"),1<p< oo olsun. Bu durumda f fonksiyonunun H f Hilbert doniigtimii

Hf(z) = p.V.% /R Ly)ydy = liml/| Mdy

- OT Jjz—y|>e T =Y

ile tamimlanir. Hilbert doniistimii singiiler integrallerin ilk 6rnegi olup tist yari-
diizlemde eslenik harmonik fonksiyonlarin sinir degerlerinin aragtirmalarinda kul-
lamlmaktadir. Eger f € L,(R"), 1 < p < oo ise bu durumda f fonksiyonunun Riesz
doniistimii

N '
R;f(z) = p'V-Cn/ ”—z”ﬂf(y)dy, 1<j<n
e |z =y

biciminde tanimlanir. Riesz doniisiimii Hilbert doniistimiiniin bir boyuttan n boyuta

genellestirmesidir. Riesz doniigtimii ikinci mertebeden eliptik denklemlerin ¢oziim-
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lerinin diizgiinliigii calismalarinda ortaya ¢ikmaktadir.

() fonksiyonu asagidaki kogullar1 saglasin:
(i) Q(Ay) =Q(y), VA>0

(i) [guor QY )do(y') =0,y =y/ |yl
(ifi) Q € L;(S"L).

Bu durumda f € L,(R"), 1 < p < oo igin Ty, integral operatorii

Tof(e) = pov. | U =9) piay

w|x—yW

bi¢iminde tamimlansin. Q(z) = % olarak alimirsa bu durumda Tg, R;, j = 1,...,n

Riesz doniigiimii olur. Eger n = 1 ve Q(z) = sgn(x) olarak almirsa bu durumda Tg

Hilbert doniisiimii olur.

Simdi K Calderén-Zygmund singiiler integral operatoriinii tanimlayalim:
K : C°(R™) — Ll¢(R™) siirekli lineer operatorii Ly(R™) uzaymndan Ly(R") uzayma

siirli olan bir operatordiir ve

Kf(z)= /nk(x,y)f(y)dy, x ¢ suppf

ile tamimlanir. Burada k(z,y), {(z,y) € R" x R" : 2 = y} disinda siirekli bir fonksiyon-

dur ve standart esitsizlikleri saglar: her z,y € R", ve x # y igin
|k(z,y)] < Clo—y[ ™"

olacak gekilde C' > 0 vardir ve 2 |z — 2’| < |z — y| iken

k(e,y) — k(@' g)| + k(g 2) — ky.2')] < C ('”“" - "”") P

|z —y|

olacak gekilde 0 < ¢ < 1 vardir.
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Calderén-Zygmund operatorii L,(R™), 1 < p < oo iizerinde simirhdir ve zayif (1, 1)

tiplidir.

2.1 A, Muckenhoupt Siifi

Agirlikh egitsizlikler Fourier analizinde 6nemli bir yere sahip olup ¢ok cesitli uygula-
malara sahiptir. Ozellikle, agirlik teorisi Lipschitz bolgeleri iizerinde Laplace denk-
lemi icin sinir deger problemleri ¢alismalarinda énemli bir rol oynamaktadir. Agirlikli
esitsizliklerin diger uygulamalar1 extrapolasyon teorisi, vektor degerli esitsizlikler ve
lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin bazi siniflar1 i¢in hesaplamalar: igerir.
Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin L,(R™, w(x)dz) agirhkh L, uzayim kendi
tizerine doniistiiren Muckenhoupt karakterizasyonu, A, smifinin tanimlanmasina ve

agirlikh egitsizliklerin gelismesine yardimer olmustur.

Bir agirlik fonksiyonu, hemen her yerde (0,00) daki degerleri alan ve R™ {izerinde
negatif olmayan lokal integrallenebilir bir fonksiyondur. Buradan agirliklarin sadece
sifir Lebesgue 6l¢iilii bir kiime tizerinde sifir veya sonsuz oldugu anlagilir. Eger w bir

agirlik ve 1/w lokal integrallenebilir ise bu durumda 1/w fonksiyonu da bir agirliktir.

Verilen bir w agirhig: ve bir F olciilebilir kiimesi i¢in

notasyonunu F kiimesinin w-ol¢iisiinii gostermek i¢in kullanacagiz. Agirliklar lokal
integrallenebilir fonksiyonlar olduklarindan bir yuvar tarafindan igerilen biitiin E

kiimeleri i¢in w(F) < oo olur.
Verilen bir w agirlik fonksiyonu igin B herhangi bir yuvar olmak iizere eger w(2B) <

Cw(B) olacak sekilde bir C' > 0 sabiti varsa w doubling sartin1 saglar denir. w bu

sart1 sagladiginda kisalik i¢in w € Ay bigiminde yazilir.
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Tanmim 2.1.1 1 < p < oo olmak {izere herhangi bir B yuvar i¢in

(w]a, = Slép[w]Ap(B)

_ sup<|}9|/ (x)dx) (é/}gw(:@)l—p'dx)p_l oo (211)

ise w agirhk fonksiyonu A, Muckenhoupt sinifindandir denir. Burada supremum

biitiin B yuvarlar iizerinden alinmaktadir ve 1/p + 1/p’ = 1 bigimindedir.
p = 1 iken, hemen her z icin

Muw(z) < Cw(x) (2.1.2)
olacak sekilde C' > 1 varsa w € A; dir ve (2.1.2) esitsizligini saglayan C' nin infimumu

[w] 4, ile gosterilir.

p ve p' iisleri ile Holder esitsizligi kullanilirsa

Y R
l=— [ dz VWew(x) YPde < [w]{”
Bl Jz" 1Bl A

elde edilir.

(2.1.1) ifadesinde p — oo iken limite gegilirse

|B|/ 2)dz < Cexp <|119| / logw(z)dm)

elde edilir. Bu esitsizligin saglanmasi durumunda w € A, denir. Ayrica, p = oo iken
Ao = <peoo Ap 1le tammlamr. A igin verilen bu iki tamm egdegerdir (Garcia-

Cuerva ve Rubio de Francia 1985).
A, smufi 1972 de Muckenhoupt tarafindan agirhikh Lie“(R", w(z)dz) uzay: tizerinde

tanimh Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin sinirhlik ¢alismalarinda tanimlan-

mugtir.
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w € A,, 1 <p < oo Muckenhoupt agirliklarinin en énemli 6rneklerinden biri w(z) =
|x]t fonksiyonudur, burada —n < ¢t < n(p — 1) bigiminde olup —n < t < 0 olarak
alinirsa w € A; elde edilir. Bundan bagka eger 0 < § < 1 ise bu durumda w(z) =

2|7 e Ay ve ayrica w(x) = |x —np=D070) 2 4 elde edilir.
p
Muckenhoupt (1972) bir € > 0 igin
A, CA,_.

oldugunu gostermistir. Coifman ve Fefferman (1974) agagidaki lemmay: ispatlamis-

lardar.

Lemma 2.1.2 Eger w € A, ise bu durumda w € A,_. saglanir ve

[w]a,_. < Clwla

P

olacak gekilde bir C sabiti vardir, burada ¢ ~ [w];:j bigimindedir.

Lemma 2.1.3 Eger w € Ay ise bu durumda

w(2Q) > Cw(Q)

olacak gekilde bir C' > 1 sabiti vardir (Komori ve Shirai 2009).

Lemma 2.1.41 < p < oo, w € A, olsun. Bu durumda

(1) w € Ag saglanir. Ayrica her A > 1 i¢in
w(AB) < A" [w], w(B)

elde edilir.

(2) Eger w € Ay ise bu durumda w € A, saglanir. Ayrica her A > 1 i¢in

w(AB) < 2V [w]y_ w(B)
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elde edilir.

(3)
Mf(z) < [w]z/pp My (IfP)(z)/?

saglanir, burada

M, f(z) = supw(B)~" /B F@)lw(y)dy

B>z
bicimindedir.

(4) Her B yuvar: ve bir S C B &l¢iilebilir kiimesi igin

w(S) [ERY
w(B) = ° (\B|) (2.1.3)

olacak gekilde C' > 0 ve § > 0 vardir (Grafakos 2004).

Bir agirlik (2.1.3) esitsizligini saglarsa bu durumda w € A, oldugunu Muckenhoupt
(1974) ve Coifman ve Fefferman (1974) ispatlamiglardar.

A, smifinin baz1 ozellikleri asagidaki énermede verilmektedir:

Onerme 2.1.5
(i) 1 < p < q olmak tizere A, C A, saglanir.

(ii) 1 < p < oo olmak tizere A, = J,_, 4, saglanir.

(iii) 1/p 4+ 1/p' = 1 olmak iizere w € A, ancak ve ancak w'™? € A,.

(iv) wp, wy € A; ise bu durumda wow}_p € A, saglanir.

(v) w € Ay, 1 < p < oo ise bu durumda w'™ € A, olacak sekilde ¢ > 0 vardir
(Duoandikoetxea 2001).

Tanim 2.1.6 Eger 1 < p < oo ve w bir agirlik fonksiyonu ise, L,(w) = L,(R", w) ile

1/p
£l = W liser = ([ 11@P0@)n) <o

normuna sahip biitiin 6lgiilebilir f fonksiyonlarinin olugturdugu agirlikli Lebesgue

uzay1 gosterilir.
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Teorem 2.1.7 1 < p < oo ise M, L,(w) tizerinde sinirhdir ancak ve ancak w € A,,.

Eger p =1 ise
N C
w({z €R": Mf(z) > A}) < + | |f(2)]w(z)dz
R
zayif (1,1) esitsizligi saglanir ancak ve ancak w € A; (Duoandikoetxea 2001).

Teorem 2.1.8 1 < p < oo ve w € A, ise K Calderén-Zygmund operatorii L, (w)

tizerinde simirhdir. Eger p =1 ve w € A; ise her A > 0 i¢in

w{z e R": |Kf(x)] > \}) <

> Q

11 2 )

saglanir (Duoandikoetxea 2001, Grafakos 2004).
2.2 BMO Uzay1 ve Komiitatér Operatorii

Bu kesimde John ve Nirenberg (1961) tarafindan kismi diferensiyel denklemlerin
caligmalar sirasinda ortaya konan BMO (Bounded Mean Oscillation) uzayimin ve
komiitator operatoriiniin tanimini ve bazi ozelliklerini verecegiz. BMO uzayl Lo,
uzay1 ile benzer ozelliklere sahiptir ve siklikla L., yerine kullanilir. Klasik singiiler
integral operatorler L., uzaymdan L., uzayma siirh degildir, fakat L., uzayindan
BMO uzayma smirhdir. Cogu kez L, ve BMO arasindaki interpolasyon L, ile L,
arasindakinden daha uygun olmaktadir. Fakat BMO uzaymin rolii bundan daha
kapsamli ve derindir. Bu uzay standart gekirdekli konvoliisyon tipli olmayan singiiler
integral operatorlerin Lo simirliliginin karakterizasyonunda oldugu gibi analizde pek
cok durumda dnemli bir role sahiptir. 1971’de Fefferman BM O uzaymin H' uzayma

dual oldugunu géstermistir, burada H' Hardy uzayidir.

f € L'¢(R"™) fonksiyonu ve bir B(z,r) yuvari icin

1

fB(a:,T) = W

J(y)dy
ZE’T)| B(z,r) ( )
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ifadesine f fonksiyonunun B(x,r) iizerindeki ortalamasi denir. Bu durumda

\f — [B(z,n| fonksiyonuna f fonksiyonunun salinimi ve

1
W/B(:cr) ‘f(y) - fB(m)’ dy

ifadesine B(x,r) iizerinde f fonksiyonunun ortalama salinimi denir.
Tamim 2.2.1 f € L°(R") igin

1
fll,= sup ————
|| ” zER” >0 |B<x)7n)| B(z,r)

olsun. Eger || f||, < oo ise f fonksiyonu ortalama salinima sahiptir denir ve || f||, < oo

olmak tizere f € L'°¢(R") fonksiyonlarimin kiimesi BMO(R") ile gosterilir.

BMO(R"™) bir lineer uzaydir. Bundan bagka f,g € BMO(R™) ve A skaler olmak

lizere

1f+gll. < IIfIL A+ llgll.

AL = AT

saglanir. Fakat ||-||, bir norm degildir. Ciinkii || f||, = 0 olmas: f = 0 olmasin gerek-
tirmeyip f nin sabit olmasini gerektirmektedir. Bundan bagka her ¢ sabit fonksiyonu
icin ||c[|, = 0 saglamr. ||-||, bir yari-norm olmasma ragmen karigikhigin s6z konusu
olmadigi durumlarda bir norm olarak adlandirilir. ¢ bir sabit iken f ve f+c fonksiyon-
lar1 ayn1 BM O normuna sahip olup, farklar: bir sabit olan BM O uzayimin elemanlari

ozdegtir.

1fll, < 2|fll,, oldugundan L. (R™) € BMO(R") saglanir. Her sirh (olgiilebilir)
fonksiyon BM O uzaymndadir. Sinirli olmayan BM O fonksiyonlar: da vardir. BMO(R")
uzayma ait olan fakat L., (R") uzaymma ait olmayan tipik bir 6rnek log |z| fonksiyo-
nudur. Simdi BMO fonksiyonlarinin bir ¢ok 6érnegini vermeyi saglayan bir sonucu

verelim.
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Teorem 2.2.2 Eger w bir A; agirhg ise bu durumda sadece [w] 4, € bagl bir norm

ile logw € BMO saglanir (Garcia-Cuerva ve Rubio de Francia 1985).

Simdi BM O uzayina ait olmayan bir fonksiyon 6rnegi verelim. Bu 6rnek bir fonksiyo-
nun mutlak degeri BM O sinifina ait iken bu fonksiyonun bir BM O fonksiyonu ol-

masini gerektirmeyecegini gosterir.

Ornek 2.2.3 g(z) = sgn(z) logﬁ fonksiyonu BMO ([—1,1]) uzayma ait degildir.
Gergekten 0 < h < 1 ve I =[—h, h] igin g; =0 ve

1 1 [ 1 /1
- —qgilde = — der = =~ [ log =d
|]|/I|9(x) g1l dx o), T h/o og —dx

1
= 1+log%—>oo, h — 0 iken

1
log m

elde edelir.

(John ve Nirenberg 1961) de ispatlanan ve John-Nirenberg esitsizligi olarak bilinen

ifade agagidaki teoremde verilmigtir.

Teorem 2.2.4 Her f € BMO(R™) ve t > 0 igin
{z € B:|f(x) — fz| > t}| < Cy|B|e /Il VB C R" (2.2.1)

olacak sekilde C7, Cy > 0 sabitleri vardir.
Uyar: 2.2.5 (1) John-Nirenberg esitsizligi 1 < p < oo igin

1/p
I~ sup (ﬁ <f<y>—fB(x,r>|pdy) (2.22)

zER™,r>0 Z, T)| B(z,r)

olmasini gerektirir.

(2) f € BMO(R"™) olsun. Bu durumda 0 < 2r < t i¢in

t
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olacak sekilde bir C' > 0 vardir, burada C' sabiti b, z,r ve t den bagimsizdir.
f € L'¢(R") ise bu durumda M# f(x) sharp maksimal fonksiyonu

M*f(z) =sup—: [ |f(y) — f5ldy

ile tamimlanir, burada supremum x noktasini igeren biitiin B yuvarlar iizerinden alin-
maktadir. BMO(R™) uzaymnin tamimindan f € L¢(R") olmak iizere f € BMO(R") <
M# f(z) € Loo(R") yazilabilir.

Simdi BMO(R™) uzaymin baz ozelliklerini verelim.

Uyar1 2.2.6
(i) Eger f € BMO(R") ve h € R" ise bu durumda f(- — h) € BMO(R™) ve

1 ¢ = paro = [1Flsaro

saglanir.

(ii) Eger f € BMO(R"), h € R" ve A > 0 ise bu durumda f(\x) € BMO(R"™) ve

“f()")HBMO = ||f||BMO

saglanir.

(iii) Eger f € BMO(R™) ise bu durumda
171 nf o [ 15(e) ~ cld
~ sup inf — x) — c|dx
BMOTTTo e Q1 Jg
saglanir (Lu vd. 2007).
Olciilebilir fonksiyonlar kiimesi iizerinde tanmmli bir lineer 7' operatorii ve bir b
fonksiyonu icin [b,7] komiitatorii [b,7] f(x) = b(x)Tf(x) — T(bf)(x) ile tanim-

lanir. Calderén-Zygmund operatorlerinin komiitatorleri ikinci mertebeden eliptik

kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin diizgiinliigii ¢alismalarinda ¢nemli bir
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rol oynamaktadir. Agk olarak b € Lo (R™) ise bu durumda [b, K], L,(R"),1 < p < o0
tizerinde siirhdir. Coifman vd. (1976) b € BMO(R") iken [b, K| komiitatoriintin
L,(R"),1 < p < oo smurhihgim gostermislerdir. Daha sonra Janson (1978) [b, K],
L,(R"),1 < p < oo iizerinde siirh iken b € BAMO(R") oldugunu gostermistir. K
operatorii zayif (1, 1) egitsizligini saglamasina ragmen [b, K] komiitatorii bu esitsizligi

saglamaz. Buna karsilik agagidaki zayif sonug dogrudur.

Teorem 2.2.7 K Calderén-Zygmund operatorii ve b € BMO(R™) olsun. Bu du-

rumda her f € C§° ve her A > 0 i¢in

v € B < |10 K] )| > A < bl | ol (1 +log” (M)) W

saglanir, burada log* ¢ = max (logt, 0) biciminde verilir (Pérez 1995).

Teorem 2.2.8 b € BMO(R") ve K Calder6n-Zygmund operatorii olsun. Eger

1 <p<oovew € A, ise bu durumda [b, K|, L,(w) iizerinde smirhdir (Segovia ve

Torrea 1991).
2.3 Morrey Uzay1

Klasik Morrey uzaylar1 1938’de Morrey tarafindan eliptik kismi diferensiyel denk-
lemlerin ¢oziimlerinin lokal davraniglarinin galismalarinda tanmimlanmigtir. Daha
sonra Morrey uzaylarinin énemli uygulamalar1 Navier-Stokes ve Schrodinger denk-
lemlerinde, siireksiz katsayili eliptik problemlerde ve potansiyel teoride ortaya c¢ik-

migtir.

Simdi klasik Morrey uzaylarinin tanimini verelim.

Tanim 2.3.1 1 <p<oo,0< A< n, f€ LLOC(R”) olmak tizere M, = M, \(R")
Morrey uzayi

My x = {f : [1flla,, < o0}
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bi¢iminde tanmmlanir, burada || f||as, ,

_A
[ fllat,n = I fllaga@y = sup 77 || fllo,(B@r) < 00
z€R™,r>0

biciminde verilir.

A = 0icin M, o = L,(R") olur. Eger A < 0 veya A > n ise bu durumda M, , = © olur,

burada O, R" iizerinde 0 a denk olan biitiin fonksiyonlarin kiimesini gostermektedir.

Ayrica WM, = WM, ,(R") ile biitin f € WLI*(R") fonksiyonlarmimn uzay1 olan

zay1lf Morrey uzayini gosterecegiz 6yle ki burada

_A
[ fllwar, s = [ fllwa, @y = sup 777 || fllwr,(Bar) < 00
zeR™,r>0

bicimindedir.
Simdi iyi bilinen iki sonucun ispatlarini verelim:

Lemma 2.3.2 1 < p < oo olsun. Bu durumda M, ,, = Lo.(R") ve

||f||Mp,n = Vrlz/p ||f||Loo(R”)

saglanir, burada v,, = |B(0,1)| dir.
Ispat: f € Lo.(R") olsun. Bu durumda,

1/p
r (/B( )|f(y)!pdy> < /P11l iy

oldugu gortiliir. Buradan f € M,,, ve

HfHMW < V}/p HfHLOO(R")
saglanir.
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f € M, olsun. Lebesgue diferensiyelleme teoreminden

r—0

lim | B(z, )" /B @y =P

olur. Bu durumda

1

1/p
@l = (s [ rrd) < 1y,

B(z,r)

elde edilir. Buradan f € Lo (R") ve

1y < Va1 F g,

oldugu gortiliir.

Lemma 2.3.31 <p < oo, 0 <X <n olsun. Bu durumda t = "p%’\ icin

/
1Fllary,, . < " W fllag,

ve buradan M, C M, ,,_; saglanir, burada 1/p + 1/p’ = 1 dir.

Ispat: f € M,,1<p<o0,0<A<nvetp=mn—\olsun. Holder esitsizliginden

1/p 1/p’
d Pq d
/ el < ( / ) y) ( / y y)

= ") LB

elde edilir. Bundan bagka

rt_n/( )|f(y)|dy < v Fll )
B(x,r

= /PP ey < vl N Flla

oldugu goriiliir. Buradan f € M ,,_; ve

/
Wl < 27 1
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elde edilir.

Chiarenza ve Frasca maksimal operatoriin Morrey uzayinda sinirliligini aragtirmiglardir.

Bu sonug asagidaki gibi 6zetlenebilir:

Teorem 2.3.4 1 <p < o0, 0 <\ <nolsun. Bu durumda p > 1 igin

1M fllag, » < CllFllag, o

ve p =1 icin

IM fllwar, x < Cllfllar

saglanir, burada C', f den bagimsiz bir sabittir (Chiarenza ve Frasca 1987).

Ayrical <p <oo0,0 <A <nvef e M,,icin R*" de M f hemen her yerde sonludur.

Fazio ve Ragusa, Calderén-Zygmund operatoriiniin Morrey uzayinda sinirliligini aragtir-

miglardir. Bu sonug asagidaki gibi ¢zetlenebilir:
Teorem 2.3.5 1 < p < 00, 0 < A < n olsun. Bu durumda 1 < p < o0 i¢in K
Calderon-Zygmund operatorii M), , tizerinde ve p = 1 icin M » uzaymdan WM \

uzayina simirhdir (Fazio ve Ragusa 1993).

Teorem 2.3.5 Peetre (1969) tarafindan klasik Calderén-Zygmund singiiler integral

operatorler icin ispatlanmigtir.

Simdi agirlikli Morrey uzaylarinin tanimini vererek bu uzayda elde edilen sonuglar

ifade edelim.

Tanim 2.3.6 1 < p < 00, 0 < kK < 1 ve w bir agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda
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L,.(w) = L, ,.(R", w) agirhikh Morrey uzay1

[z = sup w(B(x, 7)) 7| fllz,.w(B@r) < 00
z€R™,r>0

ile biitiin f € ij’c(w) fonksiyonlarin uzay1 olarak tammlanmir. Ayrica WL, . (w) =

WL, .(R" w) ile

I fllwey ) = sup w(B(x, 7)) 7 || fllweLy. (B < 00
z€R™,r>0

olmak tizere biitiin f € WL;,OC(w) fonksiyonlarin zayif agirhikli Morrey uzayi goste-

rilir.

Uyar: 2.3.7 (1) Eger w = 1 ve 0 < A < n olmak iizere kK = A\/n ise bu durumda
Ly x/m(1) = M, (R™) klasik Morrey uzaylaridir.

(2) w € Ay olsun. Eger x = 0 ise bu durumda L, o(w) = L,(w) olur. Eger r =1
ise, bu durumda w ye gore Lebesgue diferensiyelleme teoreminden L, 1 (w) = Lo (w)

elde edilir (Torchinsky 1986).

Komori ve Shirai 2009 yilinda, agirlikli Morrey uzaylarinda M, K ve [b, K| operator-

leri i¢in agagidaki teoremleri ispatlamiglardir:

Teorem 2.3.8 1 < p < 00,0 < Kk < 1vew € A, ise bu durumda M Hardy-
Littlewood maksimal operatorii L, ,(w) iizerinde sinirhdir.

Eger p=1,0< Kk <1 vew € A; ise bu durumda her ¢ > 0 ve herhangi bir @) kiipii
icin

¢
t

w{reQ: Mf(x) >1}) < —[fllLrcww(@)”

saglanir (Komori ve Shirai 2009).
Teorem 2.3.9 1 <p < 00,0 <k <1vew € A, ise bu durumda K Calderén-

Zygmund operatorii Ly, ,(w) tizerinde siirhdir.

Eger p=1,0< Kk <1 vew € Aj ise bu durumda her ¢ > 0 ve herhangi bir @) kiipii
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icin
C
t

w{z e Q:[Kf(@)] > 1)) < | fllecww(@)"

saglanir (Komori ve Shirai 2009).

Teorem 2.3.10 b € BMO(R") ve K Calderén-Zygmund operatérii olsun. 1 < p <
00, 0 < k <1vew € A,ise bu durumda [b, K], L, .(w) tizerinde simirhdir (Komori

ve Shirai 2009).
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3. GENELLESTIRILMIiS MORREY UZAYLARINDA ALTLINEER O-
PERATORLERIN VE KOMUTATORUN SINIRLILIGI

Bu boliimde ilk olarak genellegtirilmis Morrey uzaylarimin tanimi verilip (Guliyev
2009) caligmasinda ispatlanan maksimal ve Calderén-Zygmund operatoérlerinin sinir-
lilig1 ifade edilecektir. Daha sonra altlineer ve altlineer komiitator operatorleri icin

bu uzayda elde edilen sonucglar verilecektir.
Genellestirilmis Morrey uzaylar1 asagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 3.1 ¢(x,r), R" x (0, 00) iizerinde pozitif 6lgiilebilir bir fonksiyon ve 1 < p <

oo olsun.

— - -1
1718t = 1ty = 500 o(o,1) ™ 1B )™ [ iy cotary < o0

olmak tizere biitiin f € LLOC(R”) fonksiyonlarinin uzay1 genellestirilmis Morrey uzay1

olarak tanimlamr ve M, , = M, ,(R") ile gosterilir.

Ayrica

- - -1
1A llwnty, = | fllwag, @) = E;gpww(w,r) YB@, )P fllw sy < 00

olmak tizere biitin f € WLI“(R") fonksiyonlarmmn uzayr WM, , = WM, ,(R") ile

gosterilir ve zayif genellegtirilmis Morrey uzay: olarak tanimlanir.

Tanmimdan ¢(z,7) = rA=m/P gecilmesiyle M, oc-nyp = Mpx ve WM, 6-nyp =

WM, » oldugu goriiliir.

(Guliyev 2009), (Mizuhara 1991) ve (Nakai 1994) caligmalarinda 1 < p < oo ol-
mak tizere M, , uzaymdan M, ., uzayma ve M; , uzaymdan WM, ,, uzayma M
maksimal operatorii ve K Calderén-Zygmund operatoriiniin sinirliligr igin ¢, ve ¢,

iizerinde yeterlilik kogullar1 elde edilmistir.
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Mizuhara (1991) p(z,7) = ®(r) igin M maksimal operatoriiniin simirhiligini genellesti-
rilmis Morrey uzaylarinda gostermistir, burada ® artan ve herhangi bir » > 0 ve 1 <
C < 2" bigimindeki bir C' sabiti i¢in ®(2r) < C®(r) olacak sekilde bir fonksiyondur.

Nakai'nin (1994) elde ettigi sonu¢ bunun genellegtirmesidir.

(Mizuhara 1991) ve (Nakai 1994) galismalarindaki sonuglari igeren agagidaki teorem-

ler Guliyev tarafindan ispatlanmistir.

Teorem 3.2 1 < p < oo ve (S01, 902)

| et < Contan (3.)

kogulunu saglasin, burada C', x ve t ye bagh degildir. Bu durumda M maksimal
operatorii p > 1 i¢in M, , uzaymdan M, , uzayma ve M; , uzaymdan WM,

uzayina sinirhdir (Guliyev 2009).

Teorem 3.3 1 < p < o0 ve (¢y,9,), (3.1) kogulunu saglasin. Bu durumda K
Calderén-Zygmund operatorii p > 1 icin M, , uzaymdan M, ,, uzayma ve M,

uzaymdan WM, ., uzayma smrhdir (Guliyev 2009).
3.1 Genellestirilmis Morrey Uzaylarinda Altlineer Operatorlerin Sinirlilig:
T herhangi bir kompakt destekli f € L;(R") igin

|f(y)||ndy, x ¢ suppf (3.1.1)

ITf(2)] < co /

R |x—y

ozelligini saglayan bir altlineer operator olsun, burada cq, f ve x ten bagimsizdir.

(3.1.1) kosulu ilk olarak Soria ve Weiss (1994) tarafindan tanimlanmigtir. (3.1.1)
kogulu harmonik analizde pek gok operator igin saglanir, érnegin Calderén-Zygmund
operatorii, Carleson maksimal operatorii, Hardy-Littlewood maksimal operatorii, C.

Fefferman singiiler ¢arpanlari, R. Fefferman singiiler integralleri, Ricci-Stein salinimli
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singiiler integralleri, Bochner-Riesz ortalamasi ve digerleri (Lu vd. 2002, Soria ve

Weiss 1994).

(Ding vd. 1998) caligmasinda (3.1.1) kogulunu saglayan 7' altlineer operatérii i¢in

@(x,r) tlizerinde agagidaki kogullar uygulanmigtir: » < ¢ < 2r olmak iizere
Cro(z,r) < oz, t) < Col(z,7r) (3.1.2)

ayrica

/ h go(x,t)f’% < Cop(a, 1) (3.1.3)

burada C'(> 0), t,7 ve x € R™ ye bagh degildir.

Dikkat edilirse Teorem 3.2 ve 3.3, (3.1.2) noktasal doubling sartin1 gerektirmemek-
tedir.

(Mizuhara 1991) ve (Nakai 1994) ¢aligmalarindaki sonuglar igeren agagidaki ifade
(3.1.1) kogulunu saglayan bir T" altlineer operatorii igin Ding vd. (1998)’de ispatlan-

migtir.

Teorem 3.1.1 ¢(z,7), (3.1.2)-(3.1.3) sartlarini saglasm. 7', (3.1.1) kogulunu saglayan
ve L,(R™), 1 < p < oo tizerinde sinirh olan bir altlineer operatér olsun. Bu durumda

T operatorii M, , iizerinde smirhdir (Ding vd. 1998).

Bu boliimde

1

¢
Hg(t)-;/og(r)dr, 0<t<oo

Hardy operatoriiniin sinirlilign hakkindaki agagidaki sonucu kullanacagiz.

Teorem 3.1.2

esssupu(t)Hg(t) < ¢ esssupv(t)g(t)
>0 >0

esitsizligi biitiin negatif olmayan ve (0,00) iizerinde artmayan ¢ fonksiyonlar: i¢in
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saglanir ancak ve ancak

t)y [+ d
A = sup u(t) / T < o0
>0 t Jo esssupu(s)

0<s<r

ve ¢ & A (Carro vd. 2001).

Teorem 3.1.3 1 < p < oo olmak iizere T, (3.1.1) kogulunu saglayan ve p > 1
i¢in L,(R™) tizerinde ve L;(R"™) uzayindan W L, (R™) uzayima siirh olan bir altlineer

operator olsun. Bu durumda 1 < p < oo i¢in

[e.9]

n _n_1
ITF e S 75 [ 5t

2r

herhangi bir B = B(, ) yuvari ve her f € LI*(R") i¢in saglanir.

Ayrica p =1 i¢in

ITf iy S 7””/2 T N (B 91 (3.14)

T

herhangi bir B = B(zg,7) yuvar1 ve her f € L'(R") i¢in saglanir.

Ispat: p € (1,00) olsun. Keyfi bir 2y € R i¢in B = B(xg, 1), ¥y merkezli r yaricaph

yuvar ve 2B = B(xg,2r) olsun. f fonksiyonunu

f=h+f hHY)=FfWxsW), L) =FfYxesy), >0

bi¢ciminde ifade edelim. Bu durumda

1T f ) < 1T AL, @ + 1T, m

elde ederiz. f; € L,(R") oldugundan T'f; € L,(R") olur ve T nin L,(R") deki

sinirliligindan

||Tf1||Lp(B) < ||Tf1||Lp(Rn) <C ||f1||Lp(Rn) =C ||f||Lp(2B)
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elde edilir, burada C' > 0, f den bagimsizdir.

x € B,y € ¢(2B) olmas ;|9 —y| < |z —y| < 2|z — y| olmasim gerektirir. Bu-

radan

\mmm%%

°(2B) |z —

elde ederiz. Fubini teoreminden

Lmﬁ¥%ww/ ()]

Q

elde ederiz. Holder egitsizliginin uygulanmasiyla

|f ()l /°°
T mdy S f
[(23) |0 — ¥ 2r | HLP(B(

elde ederiz. Ayrica, her p € [1,00) igin

7 hllyi S 77 [

2r
esitsizligi saglanir. Boylece

o0

177y S Wy + 7 [

2r

oldugu goriiliir. Diger taraftan

1flz,0m = /r.n/prHLp(2B)/2 tn/p+1
-~ T
SWﬁnmw
2

T

saglanir. Boylece
o

IWMwﬁw/

2r
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yl"

< dt

y
o~ y|75"+1

L/q J/ y)ldy

2r J2r<|zo— y|<t

s [ [
2r J B(xzo,t)

fly Idytn+1

dt

dt

112, B oty s

dt

dt

(z0,)) 4n/p+1

dt

||f||Lp(B(CCO,t)) tn/p+l

@0,t)) tn/p+1

1Nz, B oty n/ptl

dt
tntl
(3.1.5)
(3.1.6)
dt
(3.1.7)



elde ederiz.

p =1 olsun. T nin zayif (1,1) smurhlig ve (3.1.7) ifadesinin kullanilmasiyla

||Tf1||WL1(B) < ||Tf1||WL1(R")
N ||f1”L1(R") = ||fHL1(2B)
A dt
S [ W hatstensy o (318)

oldugu goriiliir. Bu durumda (3.1.6) ve (3.1.8) ifadelerini birlegtirerek (3.1.4) esitsiz-

ligini elde ederiz.

Teorem 3.1.4 1 < p < oo ve (¢4, p,)

t<s<oot§+1 dt < Coy(x,r) (3.1.9)

/oo essinfy, (,s)sr

kosulunu saglasin, burada C, = ve r ye bagh degildir. T, (3.1.1) kogulunu saglayan,
p > 1 igin L,(R") tizerinde ve p = 1 icin L;(R™) uzaymmdan WL;(R") uzayma
sinirli olan bir altlineer operatér olsun. Bu durumda 7' operatorii p > 1 igin M, .
uzaymdan M, ., uzayma ve M; , uzaymdan WM, ,, uzayma smirhdir. Yani p > 1
icin

1Tl SISl
ve p = 1 icin

1T f s,y S 1 Flas

saglanir.
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Ispat: Teorem 3.1.2 ve Teorem 3.1.3 ten p > 1 icin

. dt
ITflly, < sup <p2(g;,7~)1/ 1Al w0y fyprr

P2 z€R™,r>0

Q

sup (7)) / 112, (o) At
0

zeR™,r>0
= su x,r p/" / o At
S @ 1Nz, (Bei-vmy)
< osup 901(x7r_p/n) 7“||fHLp(B(x,r*p/n))
z€R™,r>0
~ flly
elde ederiz.
Benzer sekilde p = 1 igin
ITf) < swogen [ a
WMiey  ~ xER"£>U 72 r L(B(D) tn+1
~ s @) [ s d
zeR™,r>0 0
= sup  po(z, 7 l/n / ||f||L1(B(xt 1/n))d
zeR™,r>0
S osup gg(x, T 1/n) THfHLl(B(a:,rfl/n))
zeR™,r>0
~ | fllan

elde ederiz.

Sonug 3.1.5 1 < p < o0 ve (¢, ¥,), (3.1.9) sartim saglasin. Bu durumda M ve K

uzayimndan M,

operatorleri p > 1 icin M, D03

D01 uzaymna ve M, uzaymdan WM ,,

uzayina sinirhdir.

Yukaridaki teorem Guliyev’in (2009) elde ettigi sonucun bir genellegtirmesidir.
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(3.1.9) sartmin (3.1) sartindan daha zayif olduguna dikkat edilmelidir. Gergekten

o essinfep, (s)sv o0 dt
t<s<oo
/T t%+1 dt < /T 901(t>?a T e (07 OO)

oldugundan eger (3.1) sart1 saglanirsa bu durumda (3.1.9) saglanir.

Diger taraftan

n
= ’]"57;

sin (max{l,z}ﬂ, oy (r) =127, 0<6<£
r

@1 () %

fonksiyonlar: i¢in (3.1.9) sart1 saglamir: ~ € (0,1) durumunda ess info, (s)sr = 0 ve
r<s<oo

o essinfe, (s)s» 0 re (0.1
/ %dt” . 0.0 S ea(r), 1 €(0,00)
r e Py e (1,00)

olur, fakat (3.1) saglanmaz.

Ikinci bir 6rnek asagidaki gibidir:

1

_n n
p() = —————, ) =1 (1417), 0<p<®
X(1,00) ()77 p

fonksiyonlar: igin (3.1.9) sart1 saglanir, fakat (3.1) sart1 saglanmaz.

3.2 Genellestirilmis Morrey Uzaylarinda Altlineer Komiitatér Operator-

lerin Sinirliligy

Bir b fonksiyonu icin 7, komiitatorii bir lineer veya altlineer operatorii gostersin ve

kompakt destekli herhangi bir f € L;(R™) fonksiyonu i¢in

Tl <o [ o) =blle =l " If@l v, o gswpf  (321)

saglansin, burada cy, f ve x ten bagimsizdir.
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Teorem 3.2.1 p(z,7), (3.1.2)-(3.1.3) sartlarim saglasin ve b € BMO(R"™) olsun.
T, (3.1.1) kogulunu saglayan bir lineer operatdr olsun ve [b, 7] komiitatér operatorii
L,(R"), 1 < p < oo tizerinde smirh olsun. Bu durumda [b, 7| operatorii M, , de

sirhdir (Ding vd. 1998).

Teorem 3.2.2 1 < p < o0, b € BMO(R"™) ve Tp, (3.2.1) kosulunu saglayan bir

altlineer operator olsun ve

| T f L, @y S 1Ol NNl e (3.2.2)

saglansin. Bu durumda

n e t _n_
173y S 1075 [ (14108) €570 maopct

2r

herhangi bir B = B(z,7) yuvari ve her f € LLOC(R”) igin saglanir.

Ispat: p € (1,00), b € BMO(R") olsun. Keyfi bir zy € R" i¢cin B = B(xo,7), 20

merkezli r yaricaplh yuvar olsun. f fonksiyonunu

f=h+f [ = Wxs®), L) = Yxesy), >0

bi¢iminde ifade edelim. Bu durumda
1T f N2, 5y < W Tofillz, ) + 1 T2l m)
elde ederiz. (3.2.2) ifadesinden

1Tofill, 5y < 1 Tofillp,ny S 0N 2l 2, ey = (101 117, 2)

elde edilir.
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x € Bigin

e i

z —yl"

~ [ B

‘1'0 3J|

elde ederiz. Buradan

s < (f,([, " m PO =200 1 a) dx)””
</B < |x0 _yl,)B| He )’dy>pdx)1/p
</B< <(2B) \:co _yTB| £ (y )Idy)pdx>1/p

= L+ 1

AN

elde ederiz. I; ifadesini hesaplayalim:

n b —b
I / o) =5l ay
¢(2B)

‘330 - y!

Q

n > dt
re —bpll|f dy
/(23' = bells6) [ o

dt

) —bpl||f Y
Lr /27'<x0 y\<t B|| ( )| g+l
< TP/ / b(y)—bs||f(y dy—.
. B(xo,t)| (y) = bsl|f(y)] o

Holder esitsizligi ve (2.2.2), (2.2.3) ifadelerinden

Q

Q

dt
s / / ¥) = boon| 1F()| dy
B(wo t) o) e+l
e ‘b } y)| d dt
2r Bleo.r) = PB(ro.) B(zo, t) ytn+1
n o0 p, 1/p/ dt
S e b(y) — baaes|” d _at
<[/ ) o) y) i P

n [ dt
+re /2 ‘bB(wo,r) - bB(:vo,t)} HfHLp(B(:po,t)) $n/p1

n [ dt
||b||*rp/2 <1~|—ln )Hf”Lp(B(xot)) /p il

T

AN
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elde ederiz.

15 ifadesini hesaplamak icgin

1/p
b (@ -wrar) " [ o

olduguna dikkat edelim. (2.2.2) ifadesinden

L < o], v / WL,
¢(2B) |0 — ¥

elde ederiz. Boylece (3.1.5) ifadesinden

W [ dt
L <o, re /2 Hf”Lp(B(zo,t)) tn/p+1

r

elde edilir. I; ve I, ifadelerinin toplanmasiyla

n [ t dt
IT3felor 10075 [ (140 5) Ul oty

2r

elde ederiz. Son olarak,

n [ t dt
738y S 100 1Ly 1007 [ (10 5) Uyt

2r

yazariz ve teoremin ifadesini (3.1.7) ifadesinden elde ederiz.

Teorem 3.2.3 1 < p < 00, b € BMO(R") ve (¢;, ¢,)

t<s<oo
<s< o dt < Cop,(x,7)

/oo essinfo, (z,s)sr

kosulunu saglasin, burada C, x ve r ye bagh degildir. Ty, (3.2.1) ve (3.2.2) kosullarini
saglayan bir altlineer operator olsun. Bu durumda T; operatorii M, ,, uzaymdan

M,

i, Uzayina smurhdir. Yani

1T, .., < 011 £ . (3.2.3)
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saglanir.

Ispat: Teorem 3.1.2 ve Teorem 3.2.2 den

Tiflly.. 5 sw ealer ol [ (14108 51l

zeR™,r>0

tp/n

r—n/p
~ bl swp pa(z,r) ! / (mn
0

zeR™ r>0

) T{P——"

p
= oll_swp o) [ (1 ) U
0

z€R™ r>0 tp/n

S Olbll. sup ¢y (x T_p/n)_ 7"||f||Lp(B(x,r—p/n))
z€R”,r>0

~ bl A

elde ederiz.

Maksimal operatoriin

t>0

My(f)(x) —SuplB(x,t)l_l/B( t)lb(x)—b(y)llf(y)!dy

altlineer komiitator operatorii ve [b, K] Calderén-Zygmund operatoriiniin lineer komii-

tatorii igin Teorem 3.2.3 ten agagidaki yeni sonuglar: elde ederiz.

Sonug 3.2.4 1 < p < oo, b € BMO(R"™) ve (¢,¢,) (3.1.9) sartim saglasin. Bu

durumda M, altlineer komiitator operatorii M, ,, uzaymdan M, ,, uzayma simirhdir.
Sonug 3.2.5 1 < p < oo, b € BMO(R™) ve (p,¢,) (3.1.9) sartim saglasin. Bu

durumda K f(z) Calderén-Zygmund singiiler integrali hemen her z € R" igin vardir

ve [b, K], M, uzaymdan M, ,, uzayma smirhdir.

38



4. GENELLESTIRILMIiS AGIRLIKLI MORREY UZAYLARINDA ALT-
LINEER OPERATORLER VE KOMUTATORLERI

Bu boliimde, genellegtirilmis Morrey uzaylarinda Guliyev’in (2009) ortaya koydugu
maksimal, potansiyel ve singiiler integral operatorlerin sinirhiliginin ispati metodu
yardimiyla genellestirilmis agirlikli Morrey uzaylarinda altlineer operatorlerin ve on-

larin komiitatoriiniin sinirliligini elde edecegiz.
Genellestirilmig agirhikli Morrey uzaylarinin tanimini vererek basglayalim.
Tanim 4.1 ¢(z,r), R" x (0,00) iizerinde bir pozitif 6lgiilebilir fonksiyon ve w, R"

tizerinde negatif olmayan olgiilebilir bir fonksiyon olsun. M, ,(w) = M, ,(R", w),

1 < p < 00, genellegtirilmis agirlikli Morrey uzay:

1 £1 2 () £, (R7 )

= sup o, ) w(B(@, 1) P fllLw ) < 00
zeR™,r>0

olmak tizere biitiin f € Lé‘?fu(R”) fonksiyonlarmin uzay: olarak tanimlanir.
Ayrica, WM, ,(w) = WM, ,(R", w) zayif genellestirilmis agirhkli Morrey uzay1

[flwaty o) = N fllwn, @)

= sup (e, ) (B, ) PN e, < o0
z€R™ r>0

olmak tizere biitiin f € WLé‘jfu(R”) fonksiyonlarmin uzay: olarak tanimlanir.

Uyar1 4.2 (1) Eger w = 1 ise bu durumda M, ,(1) = M, , genellestirilmig Morrey
uzayidir.

(2) Eger p(z,1) = w(B(x,T))%, 0 < k < 1 ise bu durumda M, ,(w) = L, .(w)
agirliklh Morrey uzayidir.

(3) Eger w = 1 ve 0 < A < n olmak iizere p(z,r) = r7" ise bu durumda

39



M, ,(1) = M,  klasik Morrey uzay1 ve WM, (1) = WM, , zayif Morrey uzayidir.

(4) Eger p(z,7) = w(B(z,r))"Y? ise bu durumda M, ,(w) = L,(w) agirlikli Lebesgue

uzayidir.

4.1 Genellestirilmis Agirlikhh Morrey Uzaylarinda Altlineer Operatérlerin

Simirlilig:

Bu kesimde genellegtirilmis agirlikli Morrey uzaylarinda elde edilen altlineer ope-

ratorlerin simirliligini ifade edecegiz.

Teorem 4.1.1 1 < p < o0, w € A,, T, (3.1.1) kosulunu saglayan bir altlineer
operator ve p > 1 i¢in L,(w) tizerinde ve L;(w) uzaymdan W L;(w) uzayma siirh

olsun. Bu durumda 1 < p < oo igin

< _ dt
171z, 0m) S w(B) / 10y zon [0 e mieosy e

2r

esitsizligi herhangi bir B = B(wo,r) yuvar1 ve her f € L (R") i¢in saglanir.
Ayrica p =1 igin

> dt
1
”TfHWL1,w(B) S w<B)/2 ||fHL1,w(B(:c0,t)) HU} HLoo(B(zo,t)) fnt1 (411)

r

esitsizligi herhangi bir B = B(xo, r) yuvarl ve her f € L (R") icin saglanir.

Ispat: p € (1,00) ve w € A, olsun. Keyfi bir 75 € R" i¢in B = B(wo, ), x¢ merkezli

r yaricapl yuvar olsun. f fonksiyonunu

f=h+fe HW)=fWxs®), L) =fWxesy), r>0

bi¢iminde ifade edelim. Bu durumda

ITfNz, .80 S NTfillz, o) + 1T L2z, 08
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elde ederiz. f, € L,(w) oldugundan T'f; € L,(w) olur ve T nin L,(w) iizerindeki

sinirhiligindan

HTleL,,,w(B) < HTfluLp,w <C HflﬂLp,w =C Hf”L,,,w(zB)

elde edilir, burada C' > 0, f den bagimsizdir.

x € B igin

Th) <2 [ ( g,

c(2B) lzo —y|"

elde ederiz. Fubini teoreminden

[y o dt
[ gy s o[
c@2B) |10 — Y| lzo—y| U
/ / W) d dt
Yy
2r  J2r<|zo— y|<t ¢t
S [y dy
/2r /B(zo,t) | ( )| tn+1

elde ederiz. Holder egitsizliginin uygulanmasiyla

Q

|f(y)] > . dt
/( y|ndy 5 ) ||f||Lp7w(B(xo,t)) H’LU /pHLp/(B(xo,t)) tn-i—]. (412)

<(2B) |z —
elde ederiz. Ayrica, her p € [1,00) igin

* dt
1 —1
ITfally, 5 < w (B / 10y iteony 1™ oy g (4:13)

2r
esitsizligi saglanir. Boylece

o _ dt
HTf“L,,,w(B) S HfHL,,,w(QB) + w(B)l/p/2 HfHLp,w(B(xo,t)) Hw l/pHLp/(B(xo,t)) e+l

T

41



olur. Diger taraftan

> dt
tn+1

iniemy = 1By 0m [
2

T

o dt

S |B| i A1z, (B0 Frrt
> dt
1 -1
< w(B) /P Hw /pHLp/(B) /2T “f”Lp,w(B(zo,t)) pras )
= dt
1 —1
< w(B) /p/2 HfHLp,w(B(fEO’t)) Hw /p”Lp/(B(xo,t)) sy (4.1.4)
saglanir. Boylece
= dt
1 -1
||TfHLp,u,(B) S w(B) /;;/2 ||f||L,,,w(B(x0,t)) Hw /p”Lp/(B(zo,t)) e+l

elde ederiz.

p =1 olsun. T nin zayif (1,1) simirhligindan

ITAllwe, e < 1TAlwe,,

< Ml = 10y om
o dt
S Bl | e
< w(B h -1 dt 4
< 0l [ Wit 197 gy 57 G19)

oldugu goriiliir. Bu durumda (4.1.3) ve (4.1.5) ten (4.1.1) esitsizligini elde ederiz.

Teorem 4.1.2 1 < p < 0o, w € A, ve (¢, P5)

t<s<oo
tn—i—l

~ essinfo, (x, s)s™
/ dt < Copy(z,7) (4.1.6)

kosulunu saglasin, burada C, = ve r ye bagh degildir. T, (3.1.1) kogulunu saglasin
ve p > 1 i¢in L,(w) tizerinde ve L;(w) uzaymdan W L;(w) uzayma sinirh olsun. Bu

durumda T, p > 1 i¢in M, , (w) uzaymdan M, ., (w) uzayma ve M; , (w) uzayimdan
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WM, ,,(w) uzayma smirhdir. Yani p > 1 icin

) S Il

P‘Pl )

1T 11

o (

ve p =1 icin
1T Flwan gy S W lar, o, )

saglanir.

Ispat: Teorem 3.1.2 ve Teorem 4.1.1 den p > 1 icin

[e.e]
||Tf||MW2(w) S osup @2(%7“)_1/ 115, (B Hw_l/p”Lp,(B(a:,t))W

zeR™,r>0 r

Q

dt

-1 . -1/p
sup x,r f 1 |lw 1 dt
R 902( ) /0 || ||L w(B(z,t™n) H ||Lp/(B(:E,t 7))

= sup py(z,rm) / HfHpr(B(:pt ) ||w_1/pHLp,(B(m,f%)) dt

zeR™,r>0

1
< swp gy (w ) w(Bla, )TV If)L
zeR™,r>0

= 1, )

elde ederiz.

p = 1 i¢in benzer sekilde

||Tf||WM1,<,,2(w) S osup 902(1’77‘)_1/ ||f||L1,w(B(m,t)) ||w_1||Loo(B(m,t))tnT

zeR™,r>0

—n

Q

zeR™,r>0

= s e Ay o

zeR™,r>0

< s eyler ) w(Bla,r ) 1||f|IL1
zeR™,r>0

= sy, @)

elde edilir.
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Sonug 4.1.3 1 < p < oo, w € A, ve (¢, ¥,), (4.1.6) kogulunu saglasin. Bu durumda
M ve K operatorleri p > 1 i¢in M, , (w) uzaymdan M, ,, (w) uzayma ve M, (w)

uzayindan WM, ,, (w) uzayma smirhdir.

o1(x, 1) = oz, 1) = w(B(:v,r))KT?l durumunda Teorem 4.1.2 den agagidaki yeni

sonucu elde ederiz.

Sonug 4.1.4 1 < p < o0, 0 <k <1, we A, olsun. Ayrica T, (3.1.1) kogulunu
saglayan ve p > 1 i¢in L,(w) tizerinde ve L;(w) uzaymdan W L;(w) uzayma simirh
olan bir altlineer operator olsun. Bu durumda 7', p > 1 i¢in L,, ,(w) agirhkli Morrey

uzayinda ve Lj ,(w) uzaymdan WL, ,(w) uzayma simrhdir.
Sonug 4.1.4 ten Teorem 2.3.8 ve Teorem 2.3.9 elde edilir.

4.2 Genellestirilmis Agirlikli Morrey Uzaylarinda Altlineer Komiitator

Operatorlerin Sinirhihig:

Bu kesimde genellestirilmis agirhklhh Morrey uzaylarinda elde edilen altlineer komii-

tator operatorlerin sinirliligini ifade edecegiz.
Once teoremlerin ispatlarmda kullanacagimiz asagidaki lemmalar1 verecegiz.

Lemma 4.2.1 w € Ay olsun. Bu durumda BMO(w) uzaymin normu BMO(R™)

uzayinin normuna esdegerdir, burada

1
BMO(w) = {b: ol,., = sup

w(Blr 1)) b -b z,r)w| W dy < oo
veRn >0 W (B(x, 7)) /B(x,r)| (¥) = bae.n, ‘ (y)dy }

ve
1

bB(ar)w = w(B@.r) /B . b(y)w(y)dy

bigimindedir (Muckenhoupt ve Wheeden 1976).
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Uyar1 4.2.2 John-Nirenberg esitsizligi 1 < p < oo ve w € A, igin

1/p
Il sup (5 [ 10060 = baP oty (421

olmasini gerektirir.

Gergekten John-Nirenberg esitsizliginden ve Lemma 2.1.4 (4) iin kullanilmasiyla her-

hangi bir B yuvari ve t > 0, > 0 i¢in
w({z € B : |b(x) — bp| > t}) < Cw(B)e~ 2/ IV
elde ederiz. Dolayisiyla bu esitsizlik

/B b(y) — bslP w(y)dy = p / T lw({a € B [b(x) — bs| > 1))t

0

= Cuw(B) bl

olmasini gerektirir. Bu durumda (4.2.1) ifadesini elde ederiz. w = 1 durumunda

(4.2.1) ifadesinden (2.2.2) elde edilir.

Lemma 4.2.3 w € A, ve b, BMO(R™) de bir fonksiyon olsun. Ayrica 1 < p < oo,

) 1ol

x € R" ve 1,79 > 0 olsun. Bu durumda

1

(W /B(x,rl) o) - bB(wmzxw}pw(y)dy) " <ot (1 +

1
In —
(]

saglanir, burada C' > 0, f,w,z,r; ve ry den bagimsizdir.

Ispat: Sadece 0 < r; < 75 durumunu goz 6niine alacagiz. Benzer yontem 0 < ro < 74

durumu i¢in de gecerlidir.

0 <7 <ryigin 2Pt < rp <28 ve 2k271 < 1y < 2F2 olacak sekilde &y, ky € Z vardr.
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Bu durumda k; < ks ve

(ks — k1 —1)In2 <In'2 < (hy — ky + 1) In2
1

elde ederiz.

(4.2.1), Lemma 2.1.4 (2) ve Lemma 4.2.1 kullanilirsa

(e [ o P ugdy)
VYRR by _bB:v,rg W wydy)
'UJ(B(.’L',T'l)) B(z,r1) ( )
1/p
< (oo [ 1000 = bl wlihay
N U}(B(l', 7“1)) B(z,r1) B(=2)
+ ‘bB(a;,zkl),w - bB(:JC,Tz),w| + |bB(z,2k1) - bB(x,le),w‘

1 / ( p ( 1/p
- - b Yy)— b 2.2k1 w\y dy)
<w(B(,r7r1)) Blw1) | ) B(x,2% )| )
ko—1

+ ‘bB:crg)w — YB(x,2k2) w| + Z |bB z, 20t ) w T B($72j)7w|
Jj=k1

IN

+ ‘bB(z,Z’“l) - bB(:Jc,2kl),w‘

(57 e W0~ )

1
T wBzr) b(y) — bp(s2k2) 0| wW(Y)d
w(B(z,72)) /B(wz)| (Y) = Dp(a2r),0] w(Y)dy

ko—1

1
e b(y) — bp(r.2i+1) w d
" Z 'IU(B(J,’, 2J)) \/B(:E,QJ') { (y) B(z271), ‘ U)(y) Yy

Jj=k1

1
T Bl ok b -b z.2k1y| W d
w(B(z,2)) /B(x,gklﬂ () = bpamn) | w(y)dy

22'n [w]Q” 1/p
A p
— = b(y) — bg(porm| w(y)dy
<w<B(x72k1)) /B(mkl)‘ ( ) B(z,2 )} ( ) )

2" [wly, o )
+W /B(x}QkQ) | (y) B B($’2k2)’w| w(y) Y
k2 1 22n[ ] n
b(y) — bp(ea1)w| w(y)d
+ Z JJ 23+1 /B(szﬂ) } (y) B(z,29+1), |w(y) y

1
v L) — b ]
w(B(z,2k)) /B(x,2k1)| () 3(1’2’“1)‘ w(y)dy

n n n T’
27wy (C+ ke — k1) o]l < O'[w]i (1+ lnr—j) 1],

IA

IN

+

IN
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elde ederiz. Boylece lemma ispatlanmig olur.

Lemma 4.2.3 ten w = 1 igin Lin ve Lu (2008) tarafindan ispatlanmig olan agagidaki

sonucu elde ederiz.

Sonug 4.2.4 b, BMO(R™) de bir fonksiyon olsun. Ayrica 1 < p < oo,z € R" ve

)bl

r1,79 > 0 olsun. Bu durumda

(&
In —
T

1 » 1/p

€, 7ﬁl)| B(z,r1)

elde edilir, burada C' > 0, f,x,r, ve ry den bagimsizdir.

Lemma 4.2.5 w € A, ve b, BMO(R") de bir fonksiyon olsun. Ayrica 1 < p < oo,

) ol

x € R" ve 1,79 > 0 olsun. Bu durumda

1
In —
)

1 ’ , l/p'
, b(y) — bBery)w|” W 1—pd) <cw1/p<1+
(wlp (B(z,71)) /B(w,n)‘ (¥) = b, ‘ (y) Y < Clwly,

elde edilir, burada C' > 0, f,w,z,r, ve ro den bagimsizdir.

Ispat: Sadece 0 < 1 < 75 durumunu goz éniine alacagiz. Benzer yontem 0 < o < 77

durumu i¢in de gecerlidir.

0 <7 <ryigin 2P <y < 28 ve 2k2~1 < 1y < 2F2 olacak sekilde &y, ky € Z vardr.

Bu durumda k; < kg ve

(kg—k1—1)1n2<ln2 < (kQ—k1+1)ln2
1
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elde ederiz.

L ¥ () v
/ b —b T,7r2),Ww w d
(BT S 10 = sl it~ a)
1
< b(y) — b L
= (wlp/(B($,r1)) /B(:E’Tl) {‘ (y) B(.Z‘,Zkl)ﬂul

P’ 1—p' 1/13/
+ ‘b3(172k1)7w1—p’ - bB(a:,m),w } w<y) r dy)

1 v o\
< , b(Y) — by iy wn | w(y)7d
< (BT g 10 =Btz |t )

+ ‘bB(CC72k1)7’u)1_P/ - bB(z,rg),w‘

= Ji+Jy

saglanir. Eger 1 < p < oo i¢in w € A, ise bu durumda w'? € A, C Ay oldugu

bilinmektedir. Buradan ve Lemma 2.1.4 (1) ve Lemma 4.2.3 ten

1/p'

2np/ [wlfp'} N o ,
J < d b(y) — b . g
2 | TIBETN [0 e | w0

IN

! 1/p’
C ] " bl = € w2 ol
elde ederiz. Simdi Js ifadesini hesaplayalim:

J2 = }bB(x,le),’wl*pl - bB(mﬂ"Q):w)

IN

+ ‘bB(zgkl) - bB(aﬁ,'f‘2)| + }bB(x,rz) - bB(x,Tg),w

‘ bB(m,le )wl=p" T bB(x,Z’“l)

= Jog + Jag + Jos.

(4.2.1) ifadesinden

J21 = bB(x’2k1)’u)1_P, - bB(x,2k1)
1 /
b(y) —b 1=rq
wi=P'(B(x,2%)) /B(x,gkl) ‘ (v) B(wkl)} () Y
< Col.
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elde ederiz. Sonug 4.2.4 ten

J22 - {bB(x le) - x?“g)}
< / bB(J?T‘Q) dy
| (z 2k1)
< C (1 ln— ) 1|61,
elde ederiz. (4.2.1) ifadesinden
J23 = ‘bB(m,rg) - bB(r,rg),w‘
e
S b y) - bB z,r w(y dy
B T2) ey ") ™ Poter| 2 0)
< Clpll,

elde ederiz. Bu durumda

J1+J2 SC[U}]}A/PP (1+ ’l —

1) e

olur. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 4.2.6 1 < p < oo, w € A,, b € BMO(R"™) ve T3, (3.2.1) kogulunu saglayan

bir altlineer operator olsun ve

saglansin. Bu durumda

[e o]

t -1/ —dt
In (e + ;) L il PP e

1 S L w (B [

2r

esitsizligi herhangi bir B = B(w, ) yuvari ve her f € LI (R") i¢in saglanir.

Ispat: p € (1,00) ve w € A, olsun. Keyfi bir x5 € R" i¢in B = B(xo, ), xo merkezli
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r yaricaph yuvar olsun. f fonksiyonunu

f=h+f [y =fwxs®), L) =FYxesy), r>0

bi¢ciminde ifade edelim. Bu durumda

||be||Lp,w(B) < ||be1||Lp,w(B) + ||be2||Lp7,w(B)

elde ederiz. (4.2.2) ifadesinden

1Tt o < ITofilly, . S 0l A, . = B0 1], o om

elde edilir. x € B igin

e e T

~ [ P

‘xo y|

elde ederiz. Buradan

!mﬁMMm;g<L< >mm f”VHWQZM@mf”
</B ( ¢(2B) |:co — sz £y )!dy>pw(x) dx) v
(é<(m mrjﬁﬁﬂwmgﬁummym

= h+1

AN

20



elde ederiz. I ifadesini hesaplayalim:

- w 1/p ’b() bBw‘
o= e [ R )y

dt
| ntl dy

Q

w(BWP/ )~ bl 56 |

dt
B[ / v) — bl 1y >|dytn+1
2r  J2r<|zo— y|<t
1/7’// b(y) — bpw| |f(y)|d
w Y
. B(m)l 1/ ()] W

Holder egitsizliginin uygulanmasiyla ve Lemma 4.2.5 ten

Q

AN

o0 / o dt
1 o
Il f§ w (B) /P/ (/ |b (y) - bB(xo,r),w‘p w(y)l P dy) ||fHLp’w(B(z0,t)) fn+1
2 B(Z‘O t)

1/ 1 - dt
S Wl Ielw @ [ (Hln )Hw L P b

elde ederiz.

15 ifadesini hesaplamak igin

1/p
_ b P @l
1, (/B b() bB,w|w<x>dx) [@B) oy

olduguna dikkat edelim. Lemma 4.2.3 ten

B S bl @) @,

c(2B) |0 — ¥
elde ederiz. Boylece (4.1.2) den

o0 dt
1/ -1
I S [bll, w (B / 11y oy 10771 ooy i

elde edilir. I; ve I, ifadelerinin toplanmasiyla

1 > t _ dt
Y R Y (R T PR (T PR
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elde ederiz. Son olarak,

ITeflz, . < N0, @8
dt

o t
1/ ~1
R Y (R N PR U PR

elde ederiz ve Teorem 4.2.6 nmin ifadesi (4.1.4) ten goriiliir.

Teorem 4.2.7 1 <p < oo, w € Ay, b € BMO (R") ve (¢4, p,)

t<s<ootn+1 dt < Coy(x,r)

/oo essinfp, (z, s)s"

kosulunu saglasin, burada C, x ve r ye bagh degildir. T}, (3.2.1) ve (4.2.2) kosullarim

saglayan bir altlineer operator olsun. Bu durumda T}, operatorii M,

i, (W) uzayindan

M, ,,(w) uzayma siirhdir. Yani

1T as, .y S B0 S L, o

saglanir.
Ispat: Teorem 3.1.2 ve Teorem 4.2.6 dan

T < su z,r) " b
| beMpm(w) N meR",Ij>0S02( )~ ol

= t Y dt
X /r In <€ + ;) 1L, B Jw p”Lp/(B(:p,t)) 1

o[l sup o2, )"

z€R™,r>0

Q

—n

T 1 71/
X /0 In (e + tl/nr) HfHLp,w(B(z,f%)) Jw pHLp,(B(m,tfl/n)) dt

= [oll, sup  py(a, )
z€R™ r>0

r Tl/n 1
o -1/
X /0 In (6 + tl/”> HfHLp,w(B(x,rl/")) Hw pHLp,(B(x,tfl/")) dt
~ * 1\ - - ’ M) Lpw(B(z,r—1/m
< bll, sup oy (z,r 1/") Yw(B(z,r 1/ ) 1/‘D||f|| (B )

z€R™ r>0

= Mol 1l as, .,
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elde ederiz.

Sonug 4.2.8 1 < p < o0, w € A,, b € BMO(R") ve (¢1,¢,), (4.1.6) kogulunu
saglasin. Bu durumda M, ve [b, K| operatorleri M, , (w) uzaymdan M, (w) uza-

yina sinirhdir.

o1(x, 1) = oz, 1) = w(B(:lc,r))ﬁT?1 durumunda Teorem 4.2.7 den agagidaki yeni

sonucu elde ederiz.

Sonug 4291 <p<o0,0< k<1 weA,bec BMOR") olsun. Ayrica Ty,
(3.2.1) ve (4.2.2) kogullarim saglayan bir altlineer operator ve L,(w) iizerinde smirh

olsun. Bu durumda 7}, L, .(w) agirhkh Morrey uzaymnda siirhdir.

Komori ve Shirai (2009) [b, K| operatorii i¢in agirliklhh Morrey uzaylarinda sinirliik
elde etmiglerdir. Bu sonucu ve ayrica M, operatoriiniin de sinirliligini iceren asagidaki

yeni sonucu elde ederiz.

Sonug 4.2.10 1 < p<o0,0 <k <1, we A, b€ BMO(R") olsun. Bu durumda

M, ve [b, K] operatorleri L, . (w) tizerinde smirhdir.
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5. BAZI UYGULAMALAR

Bu boliimde Teorem 4.1.2 ve Teorem 4.2.7 yi pseudo-diferensiyel, Littlewood-Paley,

Marcinkiewicz ve Bochner-Riesz operatorii gibi birkag 6zel operatore uygulayacagiz.
5.1 Pseudo-diferensiyel Operatorler

Bu kesimde pseudo-diferensiyel operatorleri tanitip, bu operatorler icin elde edilen

sonuglar: ifade edecegiz.

Bir u fonksiyonunun Fourier doniisiimii ve ters Fourier formiilii sirasiyla

ae) = / Cul@)e T da

ve

ulw) = [ a@eag

ile verilsin.

Fourier doniistimiiniin temel ozellikleri ¢ € S icin

—_—

Dep(§) = (2mig) "o (€)

yazilmasina imkan verir. Bu durumda ters Fourier formiiliinden

Dopla) = [ ¥me<(amic) B¢ dg

elde edilir. aq(z), R" de tammb fonksiyonlar olmak tizere bir a(z, D) = 3, <, @a(z)D®
lineer kismi diferensiyel operatorii i¢in bu formiiller ¢ € S olmak iizere asagidaki

ifadeyi verir:

n

a(z, D)p(x) = / T 0, €)P(€)de

burada a(z, D) operatériiniin a(z, §) sembolii a(z,{) = 7, <, @a(2)(27mi&)* polino-
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mudur.

meR, 0<d<1ve0<p<1olsun. a(x,&) € C°(R™ x R") fonksiyonu her o ve [
kath-indisi i¢in

D2Dla(x,£)| < Cap(1 + €)ool

esitsizligini saglarsa 575 siufina ait bir sembol olarak adlandirilir. S;go sinifina ait
bir sembol yukaridaki esitsizligi her m reel sayisi igin saglar. Eger a(z,§) € ST ise

bu durumda

Autz) = [ ala )"

formiilii ile bir A pseudo-diferensiyel operatorii tamimlanir. Sembolii 57 sinifina ait

pseudo-diferensiyel operatorlerin siufi L7’ ile gosterilir.

Pseudo-diferensiyel operatorler diferensiyel operatorlerin ve singiiler integrallerin genel-
lestirmesidir. Miller (1982) pseudo-diferensiyel operatorlerin agirlikli Lebesgue uzay-

larindaki simirhiligr hakkinda asagidaki teoremi ispatlamigtir.

Teorem 5.1.1 Eger 1 < p < oo, w € A, ve A, LY ; Hormander siifina ait bir pseudo-

diferensiyel operator ise bu durumda A, L,(w) tizerinde sinirhdir (Miller 1982).

Coifman ve Meyer (1978) tarafindan LY, Hormander simfina ait pseudo-diferensiyel
operatorlerin Calderén-Zygmund operatorleri oldugu gosterilmistir. Bu durumda

Sonug 4.1.3 ve 4.2.8 den agagidaki yeni sonuglari elde ederiz.

Sonug 5.1.2 1 < p < 00, w € A4, ve (¢, p,) (4.1.6) kosulunu saglasm. Eger A, LY,
Hoérmander sinifindan bir pseudo-diferensiyel operator ise bu durumda A operatorii

M, .. (w) uzaymdan M, , (w) uzayma simrhdir.

Sonug 5.1.3 1 < p < oo, w € A, olsun. (¢y,¢,) (4.1.6) kosulunu saglasin ve b €
BMO(R") olsun. Eger A, L} ; Hérmander simfindan bir pseudo-diferensiyel operator

ise bu durumda [b, A] operatorii M,

s (w) uzayma smirhdir.

(w) uzaymdan M, ,,
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Sonug 4.1.4 ve 4.2.9 dan agagidaki sonuclar: elde ederiz.

Sonug 5.1.4 1 <p<o0,0< k<1, we A, olsun. Eger A, L(f,o Hormander simifin-
dan bir pseudo-diferensiyel operator ise bu durumda A operatorii L, . (w) tizerinde

sinirhdir.

Sonug 5.1.51 < p <00, 0< Kk <1, we A vebe BMO(R") olsun. Eger
A, LY ; Hormander siifindan bir pseudo-diferensiyel operator ise bu durumda [b, A]

operatorii L, ,(w) iizerinde smirhdir.
5.2 Littlewood-Paley Operatorii

Littlewood-Paley fonksiyonlar1 klasik harmonik analiz, kompleks analiz ve kismi
diferensiyel denklemler teorisinde énemli rol oynamaktadir. Bunlara ¢rnek olarak
Fatou tipinden tegetsel olmayan yakinsaklik, Riesz doniisiimii ve ¢arpanlarin sinir-

lilig1 galigmalarini verebiliriz (Stein 1958, Stein 1970, Stein 1993).

Littlewood-Paley g fonksiyonu bir boyutlu durumda ilk olarak Littlewood ve Paley

(1931) tarafindan Fourier serileri tizerindeki galigmalarinda

1/2

90 = ([ a= 00 i)

bigiminde tanimlanmigtir, burada ®(z), |z| < 1 de analitiktir ve reel kismi f(6) smir
degerine sahip olacak gekilde bir fonksiyondur. Bu teori, Stein (1958) tarafindan
yiiksek boyutlu uzaylara genigletilmistir. Agirhikli Littlewood-Paley teorisi ilk olarak
Kurtz (1980) tarafindan gahigilmigtir.

feL,(R"), 1< p<ooigin f nin Poisson integrali

uet) = [ Pl = )y
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ile verilir, burada

t L("3)
Fi(y) = PR T ae

bigimindedir. A, R de
0? n o 02
A=— —
o " ijl O3
olacak sekilde Laplace operatoriinii gostersin. Burada R’}rﬂ,

{(z,t) € R"™ : 2z € R" ¢ > 0} olacak gekildeki iist yar-uzaydir. Kargilik gelen gradi-

t
yen )

+ Z:Zl

bi¢imindedir. Bu durumda f nin Littlewood-Paley g fonksiyonu

o)) = [ Futa o at) "

2

ou

u ou
ot

2 —

ile tanimlanir.
Stein g fonksiyonunun L,(R"), 1 < p < oo uzaym karakterize ettigini gostermistir.
Teorem 5.2.1 f € L,(R"), 1 < p < oo olsun. Bu durumda ¢(f)(x) € L,(R") ve

Al S N9y < Ap 11z, ey
saglanir (Stein 1970).
Tanim 5.2.2 ¢ € L;(R") icin
Y(z)dz =0 (5.2.1)
R

saglansm. Bu durumda g, genellestirilmis Littlewood-Paley g fonksiyonu

w(@) = ([ 1En@EY) "

t

57



ile tanimlanir, burada F;(f) = v, * f ve t > 0 igin ¢,(z) =t~ "¢ (x/t) bi¢imindedir.

gy operatoriiniin altlineer komiitatori

b, 94](f)(x) = </Ooo ‘Ftb(f)<l’) 9 @) 1/2

ile tanimlanir, burada

ile verilir.
gy Littlewood-Paley operatorii icin agagidaki teorem saglanir.

Teorem 5.2.3 ¢ € L;(R") i¢in (5.2.1) ve agagidaki ozellikler saglansin:

C

()] < W (5.2.2)
|V¢@M§a:%$ﬁg (5.2.3)

burada C' > 0 sayis1 x ten bagimsizdir. Eger w € A, ise bu durumda gy, her

1 < p < oo igin L,(w) tizerinde siirhdir (Lu vd. 2007).

H = {h Al = (7 |h(t)[? dt/t) V2 - oo} uzaymi tammlayalim. Bu durumda her
bir sabitlenmis x € R™ i¢in F(f)(x), [0,00) dan H uzayma bir doniigiim olarak
diistintilebilir. O halde gy (f)(x) = ||F:(f)(x)] oldugu agiktir. Minkowski esitsizligi

ve 1) {izerindeki koguldan

94 (f) (@)

IN

[ ([T )

t

1/2
- 4—2n dt
< CA;V@”<A (Lﬂﬁ_yugmwn7> dy

|f(y)]
— d
Cﬁnu—mny
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elde edilir. Bu durumda gy, icin (3.1.1) kosulu saglanir.
Boylece Teorem 4.1.2 ve 4.2.7 den agagidaki yeni sonuglar: elde ederiz.

Sonug 5.2.4 1 < p < 00, w € A, olsun. (¢y,¢,) (4.1.6) kosulunu ve ¢ € L;(R")

(5.2.1)-(5.2.3) kosullarin saglasimn. Bu durumda g, operatorii 1/,

b, (W) uzaymdan

M, ,,(w) uzayma siirhdir.

Sonug 5.2.5 1 < p < oo, w € A,, b € BMO(R"™) olsun. (¢, p,) (4.1.6) kosulunu
ve ¥ € Li(R") (5.2.1)-(5.2.3) kosullarim saglasin. Bu durumda [b, g4|, M, (w)

uzaymndan M, , (w) uzayma smirhdir.
Sonug 4.1.4 ve Sonug 4.2.9 dan agagidaki sonuglari elde ederiz.

Sonug 5.2.6 1 <p<oo,0<k <1, we Ay, e Li(R") (5.2.1)-(5.2.3) kogullarim

saglasin. Bu durumda g, operatorii L, ,(w) tizerinde smirhdur.

Sonug 5271 < p<o0,0< k<1l weA,be BMOR") ve ¢y € Li(R")
(5.2.1)-(5.2.3) kosullarim saglasmn. Bu durumda [b, g,] operatorii L, .(w) itizerinde

siirhdir.
5.3 Marcinkiewicz Operatorii

Marcinkiewicz (1938)

or oy )2 1/2
u(f)(x)z(/o [Flett)+ Fle—t) = 2F () dt) .z €0,27]

t3

ifadesini tammlamgtir, burada F(z) = [ f(¢)dt bigimindedir.

Sl ={z € R": |z| = 1}, R" de do Lebesgue olg¢iisii ile donatilmig birim kiire olsun.

() agagidaki kogullar1 saglasin:
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(a) 2, R™\ {0} iizerinde sifirinc1 dereceden homojen bir fonksiyon, yani herhangi bir
t>0,zeR"\ {0} icin
Qtz) = Q(x)

olsun.

(b) ©, S"! iizerinde sifir ortalama degerine sahip, yani

- Q2 )do (') =0

olsun.
(c) 2 € Lip,(S™1), 0 < v < 1, yani herhangi bir 2,y € S"! igin
Q") = Q)| < Cle’ =y

olacak sekilde C' > 0 vardir.

1958’de Stein p, yiiksek boyutlu Marcinkiewicz integralini

o) = ([P @)m

t3
olarak tanimlamistir, burada

Q(z —y)

Fou(f)(x) = / Y) f(y)dy

z—y|<t ’33 - 3/’

bicimindedir.

Stein, Zygmund’un 1944’te elde ettigi sonuclarin benzerini agagidaki teoremde elde

etmistir.

Teorem 5.3.1 f € L,(R"), 1 <p < 2ve (a)-(c) kosullarim saglasin. Bu durumda
(i) pg(f) hemen her yerde sonludur.

(ii) Eger 1 <p < 2ise [luo(f)ll, @y < Ap [, @n) saglanir.
(iii) Eger p = 1ise her A > 0 i¢in A [{z € R" : uo(f)(x) > A} < O fl,, gn) saglamr
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(Stein 1958).

Benedek vd. (1962), ©, z # 0 da siirekli diferensiyellenebilir oldugunda yukaridaki

teoremin (ii) durumunun 1 < p < oo i¢in saglandigim gostermiglerdir.

liq operatoriiniin altlineer komiitatorii

el = ([ 1raner &)

t3

ile tanimlanir, burada

Fau(f) (@) = /| =) 1) — b))y

n—1
e—yl<t [T — Y|
bicimindedir.
H, H = {h: Ih]l = (J3~ ’h(t)|2dt/t3)1/2 < oo} uzay1 olsun, bu durumda her bir
sabitlenmis = € R" igin Fo.(f)(x), [0,00) dan H uzayma bir doniigiim olarak

diistintilebilir.  Bu durumda pg(f)(x) = ||Fa.(f)(x)] oldugu agiktir. Minkowski

egitsizligi ve € tizerindeki kosuldan

2z — y)| ( * @)Wd
\/R" |:L__y|n71 |f(y)| Ay t3 y
|f(y)]
C d
= /R o — g

elde ederiz. Boylece pg (3.1.1) kogulunu saglar. Torchinsky ve Wang (1990) 1 <

pa(f)(x)

IN

p < oo olmak iizere w € A, icin pg ve [b, o] mn L,(w) tizerinde smirli oldugunu
gostermislerdir. Bu durumda Teorem 4.1.2 ve 4.2.7 den asagidaki yeni sonuglar: elde

ederiz.

Sonug 5.3.2 1 < p < oo, w € A, olsun. (g, p,) (4.1.6) kosulunu ve Q (a)-

(¢) kogullarim saglasm. Bu durumda pg, M,

oy (W) uzayindan M, (w) uzayma

PP

sinirhdir.
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Sonug 5.3.31 < p < oo, w € A,, b € BMO(R") olsun. (¢, ®,) (4.1.6) kosulunu

ve  (a)-(c) kogullarimi saglasin. Bu durumda [b, u1q], M,

i, (W) uzaymdan M, (w)

uzayina siirhdir.
Sonug 4.1.4 ve 4.2.9 dan agagidaki sonuclar: elde ederiz.

Sonug 5.3.4 1< p<oo,0<k <1 we A, olsun ve § (a)-(c) kosullarin saglasin.

Bu durumda g, operatorii L, ,(w) tizerinde simirhdur.

Sonug 5.3.51 <p<oo,0< k<1l weA,bec BMO(R") olsun ve Q (a)-(c)

kosullarmi saglasin. Bu durumda [b, pq], L, .(w) tizerinde simirhdir.
5.4 Bochner-Riesz Operatorii

Bochner-Riesz ortalamast ilk olarak Bochner (1936) tarafindan ¢aligilmigtir. Bu galisg-
mada § > (n — 1)/2 icin L, simirlihg elde edilmistir. Burada 6 = (n — 1)/2 kritik

indis olarak adlandirilir. £ € R™ olmak {izere

ms(€) = (1 —[¢)5

fonksiyonunu goz oniine alalim. Bu durumda

54 1) o2 2]
7T6 |x|%+5

(ms)*(2) = Bi(z) = 1

oldugu bilinmektedir, burada Jy

Bessel fonksiyonudur. Boylece

| B ()] < Crus(1 + |z]) ") (5.4.1)
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elde edilir (Grafakos 2004).

BY(f)MNE) = (1 — ¢2 |§|2)if(§) ve t > 0 icin BY(z) = ¢t "B°(z/t) olsun, burada

A, = max (A4,0) dir. Maksimal Bochner-Riesz operatorii

Bs«(f)(z) = sup | B} (f)(x)|

t>0

ile tanimlanir (Liu ve Lu 2003, Liu ve Chen 2008).

H, H = {h : ||h]| = sup;~¢ |h(t)] < oo} uzay1 olsun, bu durumda
Bs.(f)(x) = ||Bf(f)(m)|| oldugu agiktir. (5.4.1) egitsizliginden

Bz —y)| < Cr"(1+ | —y|/r)”CTOTOR

B C< r )5—(71—1)/2 1
r+lz—yl (r+]z—yl)"

< Cle—yl™

oldugu goriiliir. Buradan

Br@ <o [ W0,
re [T =]
elde ederiz. Boylece B, (3.1.1) kosulunu saglar. w € A, olmak iizere Bs . ope-
ratoriintin p > 1 igin L,(w) tizerinde ve L;(w) uzaymdan W L;(w) uzayma simirh
oldugu bilinmektedir (Shi ve Sun 1992, Vargas 1996). Bu durumda Teorem 4.1.2 ve

4.2.7 den agagidaki yeni sonuglari elde ederiz.

Sonug 5.4.1 1 < p < oo, w € A, olsun. (¢y,¢,) (4.1.6) kosulunu saglasin ve
§ > (n —1)/2 olsun. Bu durumda Bjs, operatorii p > 1 igin M, , (w) uzaymdan
M,

oo (W) uzayma ve My, (w) uzaymdan WAl o, (w) uzayma smirhdir.

Sonug 5.4.2 1 < p < oo, w € A,, b € BMO(R") olsun. (¢4, ¢,) (4.1.6) kogulunu
saglasin ve 6 > (n —1)/2 olsun. Bu durumda [b, B;.] operatorii M,
M

Y212

(w) uzaymmdan

(w) uzayma smurhdir.
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Uyar: 5.4.3 (3.1.2) ve (3.1.3) kogullari saglayan ¢(z, ) tizerindeki sartlar altinda
Sonug 5.4.1 ve 5.4.2 (Liu ve Chen 2008) ¢aligmasinda ispatlanmigtir.

Sonug 4.1.4 ve 4.2.9 dan agagidaki sonuclar: elde ederiz.
Sonug 544 1<p<o0,0<k<1l weA,ved>(n—1)/2olsun. Bu durumda
Bs. . operatorii p > 1 icin Ly, ,(w) tizerinde ve L; ,(w) uzaymdan WL, ,(w) uzaymna

simrhdir.

Sonug 5.4.51 <p<o0,0<k<l,we A, be BMO(R") ved > (n—1)/2 olsun.

Bu durumda [b, B; .| operatorii L, (w) tizerinde siirhdir.
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