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ile ilgili bilgiler verilmiştir. Ardından tez çalışmasında kullanılan materyal ve yöntem 
açıklanmıştır. 
 
İkinci bölümde, pseudo-Hermitik kuantum mekaniğinin temelleri bazı ispatlar da verilmekle 
kısaca sunulmuştur. Hermitik olmayan ancak reel spektruma sahip Hamiltonyen’i Hermitik 
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I. G·IR·IŞ

Eski zamanlardan beri diskrit denklemlerin ( fark denklemlerinin ) incelenmesine

�zikçiler ve matematikçiler taraf¬ndan büyük ilgi duyulmaktat¬r. Diskrit denklemler

bir tarafdan diferensiyel denklemleri diskritleştirerek yaklaş¬k çözerken, di¼ger taraf-

dan da bir çok pratik olay¬n matematiksel modelleri olarak kendi baş¬na ortaya ç¬kar-

lar. Diskrit denklemler kolayl¬kla algoritmalaşt¬r¬larak, bilgisayarda çözmek için çok

uygundurlar. Diskrit denklemler (fark denklemleri) konusunda çok say¬da makale ve

kitap yaz¬lm¬̧st¬r ve halen de böyle çal¬̧smalar sürmektedir (Atkinson 1964, Kelly and

Peterson 1991, Agarwal 1992).

Matematiksel �zi¼gin baz¬ problemleri Hermitik olmayan (selfadjoint olmayan) o-

peratörlerin kullan¬lmas¬n¬gerektiriyor (Dolph 1961, Davies 2002). Son on y¬l içinde

Hermitik olmayan Hamiltonyen�lerin incelenmesine ve kuantum mekani¼ginin kom-

leks (karmaş¬k) geni̧sletilmesine dikkat önemli ölçüde artm¬̧st¬r; özellikle de spekt-

rumu (özde¼gerleri) reel olan Hermitik olmayan operatölerin daha çok �ziksel anlam

taş¬yabilece¼gi anlaş¬lm¬̧st¬r (Bender 2007, Mostafazadeh 2008 derleme niteli¼gindeki

makalelere bak¬n¬z). Bu durum, spectrumu reel olan Hermitik olmayan Hamiltonyen-

lerin yap¬lmas¬n¬ve incelenmesini teşvik etmektedir.

1.1. Çal¬̧sman¬n Kapsam¬

Bu tez çal¬̧smas¬nda, M � 1 ve N � 2 pozitif tam say¬lar olmak üzere

��2yn�1 + qnyn = ��nyn; n 2 
 = f�M; : : : ;�2;�1g [ f2; 3; : : : ; Ng; (1.1)

y�1 = y1; �y�1 = e2i��y1; (1.2)

y�M�1 = yN+1 = 0; (1.3)

biçimindeki diskrit kuantum sistem incelenmektedir. Burada fyngN+1n=�M�1 aran¬lan

çözüm, i =
p
�1 imajiner birim, � kompleks parametre ("enerji" veya spektral

parametre), � operatörü �yn = yn+1 � yn formülü ile tan¬ml¬ileriye fark operatörü

(dolay¬s¬yla �2yn�1 = yn�1 � 2yn + yn+1), qn katsay¬lar¬ reel, � 2 [0; �=2) ve �n
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katsay¬lar¬

�n =

8<: e2i�; n � �1;

e�2i�; n � 2;
(1.4)

şeklindedir.

(1.1)�(1.3) probleminin esas farkl¬yanlar¬denklemde (1.4) şeklinde kompleks �n kat-

say¬s¬n¬n mevcut olmas¬ve bu problemde (1.2) şeklinde kompleks katsay¬içeren geçi̧s

("impulse") koşulunun mevcut olmas¬d¬r. (1.1)�(1.3) şeklindeki diskrit problemin

sürekli benzeri daha önce Mostafazadeh 2005 makalesinde ele al¬nm¬̧st¬r.

E¼ger bir Hermitik olmayan H Hamiltonyeninin özde¼gerleri reel ise, bir sonraki prob-

lem bu Hamiltonyeni Hermitik yapan bir yeni iç çarp¬m¬n yap¬lmas¬d¬r. Böyle iç

çarp¬m¬n yap¬lmas¬için genel yöntemMostafazadeh 2002a, 2002b, 2002c makalelerinde

verilmi̧stir. Bu yöntem ayr¬nt¬l¬biçimde incelenmi̧s ve yöntemin ana hatlar¬baz¬is-

patlarda verilmekle tezin 2. bölümünde sunulmuştur.

Tez çal¬̧smas¬n¬n 3. bölümünde (1.1)�(1.3) problemi sonlu boyutlu birH Hilbert uza-

y¬nda bir A lineer operatörünün yard¬m¬yla Ay = �y; y 2 H özde¼ger problemi şek-

linde ifade edilmi̧stir. Bu A operatörü Hamiltonyen rolünü oynar. A operatörünün

yaln¬z ve ancak � = 0 halinde Hermitik oldu¼gu gösterilmi̧stir. Bu operatör sonlu

boyutlu bir kompleks Jacobi matrisi ("üç-köşegen" matris) şeklinde ifade edilebilir

ve (1.1)�(1.3) özde¼ger problemi bu matrisin özde¼gerlerinin ve özvektörlerinin ince-

lenmesine indirgeniyor. � 6= 0 için A matrisi Hermitik de¼gildir. Buna ra¼gmen bu

matrisin özde¼gerlerinin reel olmas¬mümkündür. Tez çal¬̧smas¬n¬n 3. bölümünde

M = 1 ve N = 2 halinde (A matrisinin 2 � 2 boyutlu oldu¼gu halde), M = 1 ve

N = 3 halinde (A matrisinin 3�3 boyutlu oldu¼gu halde) ve hem deM = 2 ve N = 3

halinde (A matrisinin 4� 4 boyutlu oldu¼gu halde) (1.1)�(1.3) probleminin özde¼ger-

lerinin reel olmas¬için � ve qn say¬lar¬üzerine gerek ve yeter koşullar bulunmuştur.

Özellikle de M = 1 ve N = 2 (iki boyutlu matris) halinde bu koşullar daha aç¬k

şekilde ifade edilmi̧s ve bu halde A matrisinin özde¼gerleri ve özvektörleri aç¬k şekilde

hesaplanm¬̧st¬r.

Tez çal¬̧smas¬n¬n 4. son bölümünde, M = 1 ve N = 2 (iki boyutlu matris) halinde A
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matrisinin Hermitik olmay¬p ancak reel özde¼gerlere sahip oldu¼gu durumda bu mat-

risi Hermitik yapan iç çarp¬mMostafazadeh yöntemi uygulanarak inşa edilmi̧stir. Bu

yeni iç çarp¬mmetrik operatör (metrik matris) denilen bir pozitif operatörün arac¬l¬¼g¬

ile gerçekleştirilmektedir. Ard¬ndanda bu metrik operatör kullan¬larak kuantum sis-

temin gözlenebilirleri (observables) yap¬lm¬̧st¬r.

1.2. Çal¬̧sman¬n Önemi

Kuantum mekani¼ginde, bir kuantum sistemin (yani çok küçük parçac¬klardan oluşan

bir objenin) her durumu bir H Hilbert uzay¬n¬n bir  vektörü (eleman¬) ile be-

lirlenir. H�ye kuantum sistemin (veya �ziksel sistemin) durumlar uzay¬ denir,  

vektörlerine de durum vektörleri denir. Deneysel olarak belirlenen �ziksel büyük-

lüklere gözlenebilirler denir. H uzay¬nda verilmi̧s pozitif-belirli iç çarp¬m¬h� j �i ile

gösterelim. Her a �ziksel büyüklü¼güne belirli bir kural üzere H uzay¬nda Hermitik

bir A operatörü kaŗs¬koyuluyor: A�n¬n tan¬m bölgesine ait her  ve ' elemanlar¬

için

h j A'i = hA j 'i :

Kuantum sistemin  durumunda a �ziksel büyüklü¼günün ortalama de¼geri (beklenen

de¼geri) h j A i say¬s¬ olarak kabul edilir. A operatörünün Hermitik olmas¬ndan

bu say¬n¬n reel oldu¼gu ç¬kar. H uzay¬ndaki tüm Hermitik operatörlere kuantum sis-

temin gözlenebilirleri denir (bu operatörler gözlenebilir �ziksel büyüklüklere kaŗs¬l¬k

gelmektedirler). E¼ger a �ziksel büyüklü¼gü sistemin enerjisini gösteriyor ise a�ya

kaŗs¬l¬k gelen operatöre sistemin Hamiltonyen�i denir ve H ile gösterilir. Hermitik

olmas¬ndan dolay¬H�nin özde¼gerleri En reel olup bunlara kaŗs¬l¬k gelen özvektörleri

 n (H n = En n) de iki̧ser ortogonal olur. Kuantum sistemin evrimi (dinami¼gi)

ih
d

dt
	(t) = H	(t)

Schrödinger denklemi ile belirlenir. Bu denklemin 	(0) =  0 başlang¬ç koşulunu

sa¼glayan çözümü

	(t) = U(t) 0 = e�
i
h tH 0
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şeklindedir ve H�nin Hermitik olmas¬U(t)�nin her t için üniter olmas¬n¬sa¼glar:

hU(t)f j U(t)gi = hf j gi ; 8f; g 2 H:

Son zamanlara kadar kuantum mekani¼ginde kullan¬lan Hamiltonyen�lerin (kuantum

sistemin enerji seviyelerini ve zaman içinde evrimini belirleyen operatörlerin) Hermi-

tik (selfadjoint) olmas¬istenmekteydi çünkü, Hermitiklik, enerji spektrumunun reel

olmas¬n¬ ve sistemin zaman evriminin de üniter olmas¬n¬ (olas¬l¬¼g¬n-korunmas¬�n¬)

sa¼glar. Ancak son y¬llarda Hermitik olmayan fakat reel özde¼gerlere (spektruma)

sahip Hamiltonyen�lerin (operatörlerin) de kuantum mekani¼ginde kullan¬labilece¼gi

anlaş¬lm¬̧st¬r (Scholtz, Geyer and Hahne 1992, Bender and Boettcher 1998, Bender,

Boettcher and Meisinger 1999, Bender 2007, Mostafazadeh 2002a, 2002b, 2002c,

2008, Mostafazadeh and Batal 2004). Bu amaçla, H Hilbert uzay¬n¬n ilk başta

verilmi̧s h� j �i iç çarp¬m¬na göre Hermitik olmayan Hamiltonyen�i Hermitik yapan

yeni bir iç çarp¬m¬n yap¬lmas¬ esas problem olarak ortaya ç¬km¬̧st¬r. Bu problem

Mostafazadeh�in makalelerinde incelenmi̧s olup sonuçta kendisinin "pseudo-Hermitik

kuantum mekani¼gi" adland¬rd¬¼g¬ bir teorinin ortaya ç¬kmas¬na neden olmuştur

(Mostafazadeh 2008).

1.3. Materyal ve Yöntem

Pseudo-Hermitik kuantummekani¼ginin ana hatlar¬n¬,H Hilbert uzay¬n¬n sonlu boyutlu

oldu¼gu halde (bizim tez çal¬̧smam¬zda ortaya ç¬kan Hilbert uzay¬sonlu boyutludur)

k¬saca verelim. H iç çarp¬m¬ h� j �i olan N -boyutlu bir Hilbert uzay¬ olsun, H :

H ! H de genelde Hermitik olmayan bir lineer operatör olsun. Aşa¼g¬daki koşullar¬n

sa¼gland¬¼g¬n¬varsayal¬m:

(K1) H köşegenleştirilebilir (diagonalizable) olsun, yani H�nin tam N tane lineer

ba¼g¬ms¬z  1;  2; : : : ;  N özvektörleri (H n = En n; n = 1; 2; : : : ; N) var olsun.

(Bu durumda  1;  2; : : : ;  N vektörleri H uzay¬n¬n bir baz¬n¬oluşturacakt¬r.)

(K2) H operatörünün E1; E2; : : : ; EN özde¼gerleri reel olsun (bu özde¼gerlerin iki̧ser

farkl¬olmas¬istenmiyor).
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O halde, E1; E2; : : : ; EN say¬lar¬Hy Hermitik eşlenik operatörü için de özde¼gerler

olacakt¬r ve bu özde¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen '1; '2; : : : ; 'N özvektörleri (H
y'n = En'n;

n = 1; 2; : : : ; N) öyle seçilebilir ki

f 1;  2; : : : ;  Ng ve f'1; '2; : : : ; 'Ng

sistemleri ikili-ortonormal (bi-orthonormal) olsun:

h n j 'mi =

8<: 1; n = m;

0; n 6= m:

Bu durumda öyle pozitif �+ : H ! H operatörü vard¬r ki

Hy = �+H�
�1
+

eşitli¼gi do¼grudur, yani H operatörü pseudo-Hermitiktir. E¼ger �+ operatörünü kulla-

narak yeni

h j 'i+ =


 j �+'

�
;  ; ' 2 H

iç çarp¬m¬tan¬mlarsak H operatörü bu yeni iç çarp¬ma göre Hermitik olacakt¬r:

h j H'i+ = hH j 'i+ ; 8 ; ' 2 H:

Varl¬¼g¬n¬söyledi¼gimiz �+ operatörü (bu operatöre metrik operatör denir)

�+ =

NX
n=1

h'n j  i'n; 8 2 H

formülü ve ��1+ ters operatörü de

��1+  =
NX
n=1

h n j  i n; 8 2 H

formülü ile bulunur.

H uzay¬ h� j �i+ iç çarp¬m¬ile Hphys (�ziksel Hilbert uzay¬) olarak gösterilir. E¼ger

5



� =
p
�+ operatörü tan¬mlarsak,

� : Hphys ! H

bir üniter operatör olacakt¬r,

h�f j �gi = hf j gi+ ; 8f; g 2 H;

ve

h = �H��1

de H içinde bir Hermitik operatör olacakt¬r. Böylece, H içinde Hermitik olmayan

fakat (K1) ve (K2) koşullar¬n¬sa¼glayan H operatörünün H içinde Hermitik olan bir

h operatörüne üniter-denk oldu¼gu anlaş¬lm¬̧s olur. Bundan dolay¬pseudo-Hermitik

kuantum mekani¼ginde �ziksel sistemin gözlenebilirleri şöyle yap¬l¬yor: tüm Hermitik

o� : H ! H operatöleri al¬n¬r ve

O� = ��1o��

formülü ile elde edilen O� : Hphys ! Hphys Hermitik operatörleri kuantum sistemin

gözlenebilirleri olarak kabul edilir.

6



2. PSEUDO-HERM·IT·IK KUANTUM MEKAN·I¼G·I�N·IN TEMELLER·I

E¼ger bir Hermitik olmayan H Hamiltonyen�inin özde¼gerleri reel ise, bir sonraki prob-

lem bu Hamiltonyeni Hermitik yapan bir yeni iç çarp¬m¬n (metrik operatörün) yap¬l-

mas¬d¬r. Böyle iç çarp¬m¬n yap¬lmas¬için genel yöntem Mostafazadeh 2002a, 2002b,

2002c makalelerinde verilmi̧s ve kendisinin "pseudo-Hermitik kuantum mekani¼gi"

adland¬rd¬¼g¬bir teori ortaya ç¬km¬̧st¬r (Mostafazadeh 2008). Bu bölümde pseudo-

Hermitik kuantum mekani¼ginin ana hatlar¬ baz¬ ispatlar da verilmekle H Hilbert

uzay¬n¬n sonlu boyutlu oldu¼gu halde (bizim tez çal¬̧smam¬zda ortaya ç¬kan Hilbert

uzay¬sonlu boyutludur) k¬saca sunulmuştur.

2.1. Vektör Uzaylar¬, ·Iç Çarp¬m Uzaylar¬

Tan¬m 2.1.1. Bir V kümesinin  , ' gibi herhangi elemanlar¬için  +' toplam¬ve

her  2 V eleman¬ve her a 2 C kompleks say¬s¬için de a çarp¬m¬tan¬ml¬ise V �ye

kompleks vektör uzay¬ (veya kompleks lineer uzay) denir.

Örnek 2.1.1. V = CN = f = (a1; a2; : : : ; aN) : a1; a2; : : : ; aN 2 Cg bir (kompleks)

vektör uzay¬d¬r. ·Iki

 = (a1; a2; : : : ; aN); ' = (b1; b2; : : : ; bN) 2 CN

elemanlar¬n¬n (vektörlerinin) toplam¬

 + ' = (a1 + b1; a2 + b2; : : : ; aN + bN)

olarak ve  2 CN eleman¬ile a 2 C say¬s¬n¬n çarp¬m¬da

a = (aa1; aa2; : : : ; aaN)

olarak tan¬mlan¬r.

Örnek 2.1.2. V = L2(�1;1) =
n
 : (�1;1) �! C

���R1�1 dx j (x)j2 <1o bir
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vektör uzay¬d¬r. ·Iki  ; ' 2 L2(�1;1) fonksiyonlar¬n¬n toplam¬

( + ')(x) =  (x) + '(x)

olarak ve  2 L2(�1;1) fonksiyonu ile a 2 C say¬s¬n¬n çap¬m¬da

(a )(x) = a (x)

olarak tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.1.2. E¼ger V vektör uzay¬nda N tane lineer ba¼g¬ms¬z  1;  2; : : : ;  N ele-

manlar¬(vektörleri) mevcut ve her  2 V eleman¬da a1; a2; : : : ; aN 2 C belirli say¬lar

olmak üzere bu elemanlar¬n

 = a1 1 + a2 2+; :::;+aN N

lineer birleşimi şeklinde yaz¬labiliyor ise V �ye N boyutlu uzay denir.

Tan¬m 2.1.3. V bir vektör uzay¬olsun. Aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan bir h� j �i :

V � V �! C fonksiyonu verilmi̧s ise V �ye iç çarp¬m uzay¬denir.

(i) Her  2 V için

h j  i � 0 ve h j  i = 0()  = 0 (s¬f¬r vektör).

(ii) 8 ; ' 2 V için

h j 'i� = h' j  i (� simgesi kompleks eşleni¼gi gösterir).

(iii) 8 ; '; � 2 V ve 8a; b 2 C için

h j a'+ b�i = a h j 'i+ b h j �i :

h j 'i kompleks say¬s¬na  ve ' elemanlar¬n¬n iç çarp¬m¬denir.

8



Örnek 2.1.3. Örnek 2.1.1�deki CN uzay¬nda iç çarp¬m  = (a1; a2; :::; aN); ' =

(b1; b2; :::; bN) 2 CN olmak üzere

h j 'i =
NX
n=1

a�nbn

olarak tan¬mlanabilir.

Örnek 2.1.4. Örnek 2.1.2�deki L2(�1;1) uzay¬nda  (x) ve '(x) fonksiyonlar¬n¬n

iç çarp¬m¬

h j 'i =
Z 1

�1
dx (x)�'(x)

olarak tan¬mlanabilir.

2.2. Lineer Operatörler, Hermitik Operatörler, Özde¼gerler ve Özvektörler

Tan¬m 2.2.1. V bir lineer uzay (vektör uzay¬) olsun. Bir A : D � V ! V operatörü

aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glad¬¼g¬nda ona lineer operatör denir.

(i) D tan¬m bölgesi lineer alt küme olsun, yani

 ; ' 2 D =)  + ' 2 D ve  2 D; a 2 C =) a 2 D;

(ii) 8 ; ' 2 D için

A( + ') = A + A';

(iii) 8 2 D ve 8a 2 C için

A(a ) = aA 

olsun.

Örnek 2.2.1. Bir

eA =
26666664
a11 a12 � � � a1N

a21 a22 � � � a2N
...

...
. . .

...

aN1 aN2 � � � aNN

37777775
9



kompleks matrisi verildi¼ginde bu matrisin yard¬m¬yla A : CN �! CN operatörü

 = (x1; x2; : : : ; xN) olmak üzere

A =

26666664
a11 a12 � � � a1N

a21 a22 � � � a2N
...

...
. . .

...

aN1 aN2 � � � aNN

37777775

26666664
x1

x2
...

xN

37777775 =
26666664

a11x1 + a12x2 + : : :+ a1NxN

a21x1 + a22x2 + : : :+ a2NxN
...

aN1x1 + aN2x2 + : : :+ aNNxN

37777775
olarak tan¬mlanabilir. Bu operatör lineer operatör olacakt¬r.

Örnek 2.2.2. A : D � L2(�1;1) �! L2(�1;1) operatörünü D tan¬m bölgesi

D = f 2 L2(�1;1) j 9 00(x) ve �  00(x) + V (x) (x) 2 L2(�1;1)g

olmak üzere

A (x) = � 00(x) + V (x) (x);  2 D

formülü ile tan¬mlayal¬m, burada V (x) verilen bir kompleks de¼gerli fonksiyondur. Bu

operatör lineer operatördür.

Bundan sonra her yerde H�nin N boyutlu bir Hilbert uzay¬oldu¼gunu varsayaca¼g¬z.

Teorem 2.2.1 (bkz. Ho¤man and Kunze 1971). Her A : H �! H lineer operatörü

için

hA j 'i =


 j Ay'

�
; 8 ; ' 2 H

eşitli¼gini sa¼glayan ve tek türlü belirlenen bir Ay lineer operatörü vard¬r. Bu Ay

operatörüne A operatörünün Hermitik eşleni¼gi (adjointi) denir.

Tan¬m 2.2.2. A : H �! H bir lineer operatör ve Ay : H �! H da onun Hermitik

eşleni¼gi (adjointi) olsun. E¼ger A = Ay ise A�ya kendisine eşlenik (self-adjoint veya

Hermitik) operatör denir. Başka sözle, A operatörünün Hermitik olmas¬

hA j 'i = h j A'i ; 8 ; ' 2 H

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬demektir.
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Tan¬m 2.2.3. B : H �! H bir lineer operatör olsun. E¼ger her  2 H;  6= 0 için

hB j  i > 0

ise B�ye pozitif operatör (veya pozitif-belirli operatör) denir.

Her lineer pozitif B operatörü mutlaka Hermitiktir, B�1 tersi vard¬r ve B�1 de po-

zitiftir.

Tan¬m 2.2.4. A : H �! H bir lineer operatör olsun. E¼ger bir � 2 C kompleks

say¬s¬için

A = � ;  2 H;  6= 0

olacak şekilde  eleman¬(vektörü) varsa ��ya A operatörünün bir özde¼geri ve  �ye

de A�n¬n � özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen özvektörü denir.

Teorem 2.2.2. A : H �! H operatörü Hermitik (yaniAy = A) ise A�n¬n özde¼gerleri

reeldir ve A�n¬n farkl¬özde¼gerlerine karş¬l¬k gelen özvektörleri de birbirine ortogo-

nald¬r.

·Ispat. (i) � 2 C say¬s¬A�n¬n bir özde¼geri olsun. O halde öyle  2 H;  6= 0 vektörü

var ki

A = � :

Bu eşitli¼gin her iki taraf¬n¬soldan  ile iç çarpal¬m:

h j A i = h j � i =) h j A i = � h j  i :

 6= 0 oldu¼gundan h j  i > 0 d¬r. O halde son eşitlikten

� =
h j A i
h j  i :

Bu eşitli¼gin sa¼g taraf¬nda payda reel say¬d¬r çünkü h j  i > 0 d¬r. Sa¼g taraftaki

pay¬n reel oldu¼gunu gösterirsek ��n¬n reel oldu¼gu ç¬kar. h j A i kompleks say¬s¬n¬n

reel oldu¼gunu göstermek için bu say¬n¬n kompleks eşleni¼ginin kendisine eşit oldu¼gunu
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göstermek yeter.

h j A i� = hA j  i =


 j Ay 

�
=

Ay=A
h j A i :

(ii)

A 1 = �1 1;

A 2 = �2 2;

ve �1 6= �2 olsun. h 1 j  2i = 0 oldu¼gunu gösterelim. Teoremin birinci k¬sm¬na göre

�1 ve �2�nin reel oldu¼gunu biliyoruz. Birinci eşitli¼gi sa¼gdan  2 ile ve ikinciyi soldan

 1 ile iç içarpal¬m:

hA 1 j  2i = h�1 1 j  2i = ��1 h 1 j  2i = �1 h 1 j  2i ;

h 1 j A 2i = h 1 j �2 2i = �2 h 1 j  2i :

A Hermitik oldu¼gundan sol tara�ar birbirine eşittir:

hA 1 j  2i = h 1 j A 2i :

O halde sa¼g tara�ar da birbirine eşit olmal¬d¬r:

�1 h 1 j  2i = �2 h 1 j  2i =) (�1 � �2) h 1 j  2i = 0

�1 6=�2
=)

h 1 j  2i = 0: �

Tan¬m 2.2.5. H : H �! H bir lineer (genelde Hermitik olmayan) operatör ve H

de N boyutlu Hilbert uzay¬olsun. E¼ger H�nin N tane lineer ba¼g¬ms¬z  1;  2; : : : ;  N

özvektörleri (H n = En n; n = 1; 2; : : : ; N) varsa H�ye köşegenleştirilebilir (diago-

nalizable) operatör denir. (Bu durumda  1;  2; : : : ;  N özvektörleri H uzay¬n¬n bir

baz¬n¬oluşturur.)

12



Teorem 2.2.3. H : H �! H bir lineer (genelde Hermitik olmayan) köşegenleşti-

rilebilir operatör olsun ve  1;  2; : : : ;  N de bu operatörün lineer ba¼g¬ms¬z özvektörleri

olsun

H n = En n; n = 1; 2; :::; N:

Bu durumda, E�1 ; E
�
2 ; : : : ; E

�
N say¬lar¬H

y
Hermitik eşlenik operatörü için özde¼gerler

olacakt¬r ve bu özde¼gerlere karş¬l¬k gelen '1; '2; : : : ; 'N özvektörleri (H
y'n = E�n'n;

n = 1; 2; :::; N) öyle seçilebilir ki

f 1;  2; :::;  Ng ve f'1; '2; :::; 'Ng

sistemleri ikili-ortonormal (bi-orthonormal) olsun:

h n j 'mi =

8<: 1; n = m;

0; n 6= m:

(Bu durumda, hem  1;  2; : : : ;  N ve hemde '1; '2; : : : ; 'N vektörleri H uzay¬n¬n

bir baz¬n¬oluşturur.)

·Ispat.

H n = En n; En 2 C; n = 1; 2; : : : ; N (2.2.1)

ve  1;  2; : : : ;  N vektörlerinin lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gu yani H uzay¬nda baz oluştur-

du¼gu verilmi̧stir. Her m 2 f1; 2; :::; Ng için bir 'm vektörünü

'm?L( 1;  2; : : : ;  m�1;  m+1; : : : ;  N); h m j 'mi = 1 (2.2.2)

olacak şekilde seçelim, burada L( 1;  2; : : : ;  m�1;  m+1; : : : ;  N) ile

 1;  2; : : : ;  m�1;  m+1; : : : ;  N

vektörlerinin tüm lineer kombinasyonlar¬ kümesi, yani �1; : : : ; �m�1; �m+1; :::; �N

key� kompleks say¬lar olmak üzere

�1 1 + : : :+ �m�1 m�1 + �m+1 m+1 + : : :+ �N N
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şeklindeki vektörlerin kümesi gösterilmi̧stir. Şimdi her m 2 f1; 2; : : : ; Ng için

Hy'm = E�m'm (2.2.3)

oldu¼gunu gösterelim. Bu amaçla 8 2 H vektörünü alal¬m.  1;  2; : : : ;  N vektörleri

H�de baz oluşturdu¼gundan

 =
NX
n=1

cn n (2.2.4)

olacak şekilde cn kompleks say¬lar¬vard¬r. Buna göre



 j Hy'm

�
= hH j 'mi

(2:2:4)
=

*
H(

NX
n=1

cn n) j 'm

+
=

*
NX
n=1

cnH n j 'm

+

(2:2:1)
=

*
NX
n=1

cnEn n j 'm

+
=

NX
n=1

hcnEn n j 'mi =
NX
n=1

c�nE
�
n h n j 'mi

(2:2:2)
= c�mE

�
m h m j 'mi = c�mE

�
m: (2.2.5)

Öte yandan

h j E�m'mi = E�m h j 'mi
(2:2:4)
= E�m

*
NX
n=1

cn n j 'm

+
= E�m

NX
n=1

hcn n j 'mi

= E�m

NX
n=1

c�n h n j 'mi
(2:2:2)
= E�mc

�
m h m j 'mi = E�mc

�
m: (2.2.6)

(2.2.5) ve (2.2.6)�n¬n sa¼g tara�ar¬ayn¬; o halde sol tara�ar¬da ayn¬olmal¬:



 j Hy'm

�
= h j E�m'mi :

Bu eşitlikte  key� oldu¼gundan Hy'm = E�m'm olarak bulunur. �

2.3. Pseudo-Hermitik Operatörler, Özde¼gerlerin Reel Olmas¬·Için Gerek

ve Yeter Koşul, Metrik Operatör

Tan¬m 2.3.1. A : H �! H bir lineer operatör ve Ay de onun Hermitik eşleni¼gi
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(adjointi) olsun. E¼ger

Ay = BAB�1 (2.3.1)

olacak şekilde bir B pozitif operatörü varsa A�ya pseudo-Hermitik operatör denir.

Teorem 2.3.1. A : H �! H bir pseudo-Hermitik operatör olsun, dolay¬s¬yla

Ay = BAB�1 (() AyB = BA)

olacak şekilde bir B pozitif operatörü var olsun. Bu durumda A operatörü yeni

h j 'iB
tan
= h j B'i ; 8 ; ' 2 H (2.3.2)

iç çarp¬m¬na göre Hermitiktir, yani

hA j 'iB = h j A'iB ; 8 ; ' 2 H: (2.3.3)

·Ispat. Gerçekten, 8 ; ' 2 H için

hA j 'iB
(2:3:2)
= hA j B'i =



 j AyB'

�
= h j BA'i = h j A'iB

bulunur. �

Teorem 2.3.2. H : H �! H bir köşegenleştirilebilir (genelde Hermitik olmayan)

operatör olsun ve özde¼gerleri de reel olsun. Bu durumda, H operatörü pseudo-

Hermitiktir. Yani, öyle pozitif �+ : H �! H operatörü vard¬r ki

Hy = �+H�
�1
+

eşitli¼gi do¼grudur. Di¼ger bir de¼gişle (bkz.Teorem 2.3.1) H operatörü

h j 'i+
tan
=


 j �+'

�
;  ; ' 2 H
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iç çarp¬m¬na göre Hermitiktir. Ayr¬ca,

H n = En n; Hy'n = En'n; n = 1; 2; : : : ; N; (2.3.4)

E1; E2; : : : ; EN reel, (2.3.5)

h n j 'mi =

8<: 1; n = m;

0; n 6= m;
(2.3.6)

olmak üzere �+ operatörü

�+ =

NX
n=1

h'n j  i'n; 8 2 H

formülü ile ve ��1+ ters operatörü de

��1+  =
NX
n=1

h n j  i n; 8 2 H

formülü ile tan¬mlanabilir.

·Ispat. Teorem 2.2.3�ü uygularsak veH�nin özde¼gerlerinin reel olma koşulunu dikkate

al¬rsak (2.3.4), (2.3.5) ve (2.3.6) hükümlerini yazabiliriz. Şimdi

�+ n = 'n; n = 1; 2; :::; N (2.3.7)

olmak koşuluyla lineer �+ : H �! H operatörünü tan¬mlayal¬m. (2.3.7) eşitli¼gi

kullan¬larak �+ operatörü lineerlik özelli¼gine göre tüm H uzay¬na tektürlü olarak

geni̧sletilir. Yani herhangi  2 H al¬rsak bu  vektörünü

 =

NX
n=1

cn n; cn = h'n j  i (2.3.8)

şeklinde yazabiliriz. Buna göre

�+ = �+

 
NX
n=1

cn n

!
=

NX
n=1

cn�+ n
(2:3:7)
=

NX
n=1

cn'n =
NX
n=1

h'n j  i'n:
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�+ pozitiftir, çünkü 8 2 H,  6= 0 için



�+ j  

�
=

*
NX
n=1

h'n j  i'n j  
+

=
NX
n=1

h'n j  i
� h'n j  i =

NX
n=1

jh'n j  ij
2 > 0

(2.3.7) eşitli¼ginden ��1+ : H �! H ters operatörü için

��1+ 'n =  n; n = 1; 2; :::; N (2.3.9)

olur. Buna göre key� 2 H vektörünü

 =
NX
n=1

dn'n; dn = h n j  i (2.3.10)

şeklinde yazarak

��1+  = ��1+

 
NX
n=1

dn'n

!
=

NX
n=1

dn�
�1
+ 'n =

NX
n=1

dn n =
NX
n=1

h n j  i n

formülünü buluruz. Şimdi

Hy�+ = �+H (yani Hy = �+H�
�1
+ )

oldu¼gunu gösterelim. Her n 2 f1; 2; : : : ; Ng için

Hy�+ n
(2:3:7)
= Hy'n = En'n;

�+H n = �+(En n) = En�+ n
(2:3:7)
= En'n.

=)

Hy�+ n = �+H n; 8n 2 f1; 2; : : : ; Ng =) H+�+ = �+H. �
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2.4. Pseudo-Hermitik Kuantum Mekani¼gin Gözlenebilirleri

H uzay¬h� j �i+ iç çarp¬m¬ile Hphys (�ziksel Hilbert uzay¬) olarak gösterilir. Şimdi

� =
p
�+ ve h = �H��1

operatörlerini tan¬mlarsak, şu teorem do¼gru olacakt¬r.

Theorem 2.4.1. � : Hphys ! H operatörü üniterdir ve h : H ! H operatörü

Hermitiktir, yani 8f; g 2 H için

h�f j �gi = hf j gi+ ; hf j hgi = hhf j gi :

·Ispat. Gerçekten, 8f; g 2 H için

h�f j �gi =

p

�+f j
p
�+g

�
=


f j p�+

p
�+g

�
=


f j �+g

�
= hf j gi+ ;

ve H operatörünün h� j �i+ iç çarp¬m¬na göre Hermitik oldu¼gunu (Teorem 2.3.2 ve

Teorem 2.3.1) dikkate al¬rsak,

hf j hgi =


f j �H��1g

�
=


���1f j �H��1g

�
=


��1f j H��1g

�
+

=


H��1f j ��1g

�
+
=


�H��1f j ���1g

�
=


�H��1f j g

�
= hhf j gi

buluruz. �

Böylece, H içinde Hermitik olmayan fakat (K1) ve (K2) koşullar¬n¬sa¼glayan (bkz.

Giri̧s, 1.3. alt bölüm) H operatörünün H içinde Hermitik olan bir h operatörüne

üniter-denk oldu¼gu anlaş¬lm¬̧s olur. Bundan dolay¬ pseudo - Hermitik kuantum

mekani¼ginde �ziksel sistemin gözlenebilirleri şöyle yap¬l¬yor: tüm Hermitik o� :

H ! H operatörleri al¬n¬yor ve O� = ��1o�� formülü ile elde edilen O� : Hphys !

Hphys Hermitik operatörleri kuantum sistemin gözlenebilirleri olarak kabul edilir.

18



3. HERM·IT·IK OLMAYAND·ISKR·ITMODEL·IN SPEKTRAL ANAL·IZ·I

Bu bölümde, M � 1 ve N � 2 pozitif tam say¬lar, olmak üzere

��2yn�1 + qnyn = ��nyn; n 2 
 = f�M; : : : ;�2;�1g [ f2; 3; : : : ; Ng; (3.1)

y�1 = y1; �y�1 = e2i��y1; (3.2)

y�M�1 = yN+1 = 0; (3.3)

biçimindeki diskrit kuantum sistem incelenmektedir. Burada fyngN+1n=�M�1 aran¬lan

çözüm, i =
p
�1 imajiner birim, � kompleks parametre ("enerji" veya spektral

parametre), � operatörü �yn = yn+1 � yn formülü ile tan¬ml¬ileriye fark operatörü

(dolay¬s¬yla �2yn�1 = yn�1 � 2yn + yn+1), qn katsay¬lar¬ reel, � 2 [0; �=2) ve �n

katsay¬lar¬

�n =

8<: e2i�; n � �1;

e�2i�; n � 2;
(3.4)

şeklindedir.

3.1. Fark Operatörleri

Z ile tüm tam say¬lar¬n kümesini gösterelim ve (fk) da k 2 Z olmak üzere verilen

kompleks dizi olsun. ·Ileriye ve geriye fark operatörleri � ve r; s¬ras¬yla,

�fk = fk+1 � fk ve rfk = fk � fk�1

formülleri ile tan¬mlan¬r. Kolayca

rfk = �fk�1;

�2fk = �(�fk) = fk+2 � 2fk+1 + fk;

r2fk = r(rfk) = fk � 2fk�1 + fk�2;

�rfk = fk+1 � 2fk + fk�1 = r�fk = �2fk�1 = r2fk+1:
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oldu¼gu görülebilir. a < b olmak üzere herhangi a; b 2 Z tam say¬lar¬için şu k¬smi

toplama formülleri do¼grudur:

bX
k=a

(�fk)gk = fk+1gk jba�1 �
bX

k=a

fk(rgk)

= fb+1gb � faga�1 �
bX

k=a

fk(rgk); (3.1.1)

bX
k=a

(rfk)gk = fkgk+1 jba�1 �
bX

k=a

fk(�gk)

= fbgb+1 � fa�1ga �
bX

k=a

fk(�gk); (3.1.2)

bX
k=a

(�rfk)gk = (�fk)gk jba�1 �
bX

k=a

(rfk)(rgk); (3.1.3)

bX
k=a

(�rfk)gk = (�fk)gk+1 jba�1 �
bX

k=a

(�fk)(�gk); (3.1.4)

bX
k=a

[(�rfk)gk � fk(�rgk)] = [(�fk)gk � fk(�gk)]
b
a�1

= [(�fb)gb � fb(�gb)]� [(�fa�1)ga�1 � fa�1(�ga�1)]: (3.1.5)

(3.1)�(3.3) problemi ile ilgili operatörleri belirlemek için


 = f�M; : : : ;�2;�1g [ f2; 3; : : : ; Ng

olmak üzere y = (yn)n2
 kompleks (sonlu) dizilerin H Hilbert uzay¬n¬alal¬m ve iç

çarp¬m¬n¬da

hy; zi =
X
n2


ynzn

formülü ile tan¬mlayal¬m; say¬üzerindeki çizgi kompleks eşleni¼gi gösteriyor. Ard¬n-
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dan S : H ! H lineer operatörünü

(Sy)n = ��2yn�1 + qnyn (3.1.6)

= ��ryn + qnyn; n 2 
;

formülü ile tan¬mlayal¬m, burada y0 ve y1 de¼gerleri

y�1 = y1; �y�1 = e2i��y1 (3.1.7)

denklemlerinden bulunur ve (Sy)�M ; (Sy)N de¼gerlerini hesaplarken

y�M�1 = 0; yN+1 = 0 (3.1.8)

al¬n¬r. Başka sözle, herhangi y = (yn)n2
 2 H eleman¬nda n 2 
 için verilmi̧s

yn terimini n = 0 ve n = 1 de¼gerleri için (3.1.7)�yi kullanarak, n = �M � 1 ve

n = N + 1 de¼gerleri için de (3.1.8)�i kullanarak geni̧sletiyoruz. Belirtelim ki y0 ve y1

de¼gerleri (Sy)n ifadesini n = �1 ve n = 2 için hesaplarken gerekiyor:

(Sy)�1 = ��2y�2 + q�1y�1

= (y0 � 2y�1 + y�2) + q�1y�1;

(Sy)2 = ��2y1 + q2y2

= (y3 � 2y2 + y1) + q2y2

ifadelerinde y1; y0 için (3.1.7)�den elde edilen

y1 = y�1;

y0 = y�1 + e2i�(y2 � y1)

= (1� e2i�)y�1 + e2i�y2:

ifadelerini kullan¬yoruz.
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Teorem 3.1.1. � 2 [0; �=2) olsun. E¼ger � = 0 ise S operatörü Hermitiktir:

hSy; zi = hy; Szi ; y; z 2 H:

Ancak � 6= 0 ise S operatörü Hermitik de¼gildir.

·Ispat. (3.1.5) k¬smi toplama formülünü ve y; z 2 H elemanlar¬için (3.1.7), (3.1.8)

denklemlerini kullan¬rsak tüm y; z 2 H elemanlar¬için şunu yazabiliriz:

hSy; zi � hy; Szi = �
X
n2


[(�ryn)zn � yn(�rzn)]

= �
�1X

n=�M
[(�ryn)zn � yn(�rzn)]�

NX
n=2

[(�ryn)zn � yn(�rzn)]

= �[(�y�1)z�1 � y�1(�z�1)] + [(�y1)z1 � y1(�z1)]

= �[(�y�1)z�1 � y�1(�z�1)] + [e
�2i�(�y�1)z�1 � y�1e

2i�(�z�1)]

= (e�2i� � 1)(�y�1)z�1 � (e2i� � 1)y�1(�z�1):

Böylece, tüm y; z 2 H için

hSy; zi � hy; Szi = (e�2i� � 1)(�y�1)z�1 � (e2i� � 1)y�1(�z�1); (3.1.9)

bulunur. (3.1.9) eşitli¼ginde görülüyor ki e¼ger � = 0 ise S operatörü Hermitiktir:

hSy; zi = hy; Szi ; y; z 2 H:

Ayn¬ formülden ç¬k¬yor ki e¼ger � 6= 0 (� 2 [0; �=2) oldu¼gunu hat¬rlayal¬m) ise S

operatörü Hermitik de¼gildir:

hSy; zi 6= hy; Szi ; baz¬ y; z 2 H için. �
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S operatörünün yan¬nda her y = (yn)n2
 2 H için

(�y)n = �nyn; n 2 
;

formülü ile � : H ! H lineer operatörünü de tan¬mlayal¬m. Aç¬kt¬r ki � ope-

ratörünün �y Hermitik eşleni¼gi (adjoint�i)

(�yy)n = �nyn; n 2 
;

formülü ile bulunacakt¬r ve j�nj = 1 oldu¼gundan � bir üniter operatör olacakt¬r:

��y = �y� = I;

burada y simgesi operatörün Hermitik eşleni¼gini ve I da birim operatörü gösteriyor.

Dolay¬s¬yla (3.1)�(3.3) problemini

Sy = ��y; y 2 H;

veya

��1Sy = �y; y 2 H

şeklinde yazabiliriz.

Şimdi

A = ��1S:

operatörünü gözönüne alal¬m.

Teorem 3.1.2. � 2 [0; �=2) olsun. E¼ger � = 0 ise A operatörü Hermitiktir:

hAy; zi = hy; Azi ; y; z 2 H:

Ancak, e¼ger � 6= 0 ise A operatörü Hermitik de¼gildir:
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·Ispat. Her y; z 2 H için

hAy; zi � hy; Azi =


��1Sy; z

�
�


y;��1Sz

�
= hSy;�zi � h�y; Szi

=
X
n2

[�(�ryn) + qnyn]�nzn �

X
n2


�nyn[�(�rzn) + qnzn]

= �
X
n2

[(�ryn)�nzn � �nyn(�rzn)] +

X
n2

(�n � �n)qnynzn

yazabiliriz. Di¼ger yandan

�n =

8<: e2i� e¼ger n � �1;

e�2i� e¼ger n � 2;
ve �n =

8<: e�2i� e¼ger n � �1;

e2i� e¼ger n � 2;

oldu¼gundan

�n � �n =

8<: �2i sin 2� e¼ger n � �1;

2i sin 2� e¼ger n � 2;

bulunur. Dolay¬s¬yla

X
n2

(�n � �n)qnynzn = �2i sin 2�

�1X
n=�M

qnynzn + 2i sin 2�
NX
n=2

qnynzn:

Ayr¬ca, (3.1.3) k¬smi toplama formülünü ve (3.1.7), (3.1.8) koşullar¬n¬kullan¬rsak

�
X
n2

[(�ryn)�nzn � �nyn(�rzn)]

= �e�2i�
�1X

n=�M
(�ryn)zn � e2i�

NX
n=2

(�ryn)zn

+e2i�
�1X

n=�M
yn(�rzn) + e�2i�

NX
n=2

yn(�rzn)

= �e�2i�(�y�1)z�1 + e�2i�
�1X

n=�M
(ryn)(rzn)

+e2i�(�y1)z1 + e2i�
NX
n=2

(ryn)(rzn)
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+e2i�y�1(�z�1)� e2i�
�1X

n=�M
(ryn)(rzn)

�e�2i�y1(�z1)� e�2i�
NX
n=2

(ryn)(rzn)

= (1� e�2i�)(�y�1)z�1 � (1� e2i�)y�1(�z�1)

�2i sin 2�
�1X

n=�M
(ryn)(rzn) + 2i sin 2�

NX
n=2

(ryn)(rzn)

buluruz. Böylece,

hAy; zi � hy; Azi = (1� e�2i�)(�y�1)z�1 � (1� e2i�)y�1(�z�1)

�2i sin 2�
�1X

n=�M
[(ryn)(rzn) + qnynzn]

+2i sin 2�
NX
n=2

[(ryn)(rzn) + qnynzn] (3.1.10)

elde edildi. (3.1.10) eşitli¼gi � = 0 ise A operatörünün Hermitik oldu¼gunu ve � 6= 0

ise A operatörünün Hermitik olmad¬¼g¬n¬gösteriyor. �

Not. � = 0 halinde A = S olur.

3.2. M = 1 ve N = 2 Hali

(3.1) denkleminde �2yn�1 = yn�1 � 2yn + yn+1 yazal¬m ve (3.1.7)�nin ikinci koşulu

y0 � y�1 = e2i�(y2 � y1)

gere¼gi (y1 = y�1 koşulu dikkate al¬narak)

y0 = y�1 + e2i�(y2 � y1) = (1� e2i�)y�1 + e2i�y2

buluruz ki buna göre (3.1)�(3.3) problemi

�yn�1+vnyn�yn+1 = ��nyn; n 2 
 = f�M; : : : ;�2;�1g[f2; 3; : : : ; Ng; (3.2.1)
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y0 = (1� e2i�)y�1 + e2i�y2; y1 = y�1; (3.2.2)

y�M�1 = yN+1 = 0; (3.2.3)

şeklinde yaz¬l¬r, burada

vn = 2 + qn; n 2 
: (3.2.4)

M = 1 ve N = 2 halinde (3.2.1)�(3.2.3) problemi

�yn�1 + vnyn � yn+1 = ��nyn; n 2 f�1; 2g;

y0 = (1� e2i�)y�1 + e2i�y2; y1 = y�1;

y�2 = y3 = 0

şeklini al¬r. Bunu da

�y�2 + v�1y�1 � y0 = ���1y�1

�y1 + v2y2 � y3 = ��2y2

9=; (3.2.5)

y0 = (1� e2i�)y�1 + e2i�y2; y1 = y�1 (3.2.6)

y�2 = y3 = 0 (3.2.7)

şeklinde yazabiliriz.

(3.2.6) ve (3.2.7)�yi (3.2.5)�de yerine koyarsak ve �n�nin (3.4) ifadesini kullan¬rsak

(v�1 � 1 + e2i�)y�1 � e2i�y2 = �e2i�y�1;

�y�1 + v2y2 = �e�2i�y2;

veya

[1 + (v�1 � 1)e�2i�]y�1 � y2 = �y�1;

�e2i�y�1 + v2e
2i�y2 = �y2:
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elde ederiz. Böylece

v�1 = a; v2 = b;

A =

24 1 + (a� 1)e�2i� �1

�e2i� be2i�

35 ; y =

24 y�1

y2

35 (3.2.8)

i̧saretlersek

Ay = �y (3.2.9)

denklemini yazabiliriz. Dolay¬s¬yla, M = 1 ve N = 2 halinde (3.2.1)�(3.2.3) prob-

leminin özde¼gerleri (3.2.8) de belirtilmi̧s olan A matrisinin özde¼gerleri ile çak¬̧s¬r ve

A matrisindeki a ve b say¬lar¬

a = v�1 = 2 + q�1; b = v2 = 2 + q2: (3.2.10)

eşitlikleri ile tan¬ml¬d¬r.

Elemanlar¬kompleks say¬lar olan bir

A =

24 a11 a12

a21 a22

35
matrisinin Hermitik eşleni¼gi (adjoint�i)

Ay =

24 a�11 a�21

a�12 a�22

35
olarak tan¬mlan¬r: say¬üzerindeki y¬ld¬z kompleks eşleni¼gi göstermektedir. E¼ger

A = Ay

ise A�ya Hermitik matris denir.

(3.2.8) deki A matrisinin Hermitik eşleni¼gi

Ay =

24 1 + (a� 1)e2i� �e�2i�

�1 be�2i�

35
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dir. Burada görülüyor ki

A = Ay

olmas¬

e�2i� = 1 (3.2.11)

eşitli¼gine denktir. (3.2.11) eşitli¼gi � 2 [0; �=2) iken sadece � = 0 de¼geri için sa¼glan¬r.

Böylece � = 0 halinde A matrisi Hermitik olup

A =

24 a �1

�1 b

35
şeklindedir. Her Hermitik matrisin özde¼gerlerinin reel oldu¼gu lineer cebirden bilin-

mektedir.

Teorem 3.2.1. M = 1, N = 2 ve � = 0 halinde (3.2.1)�(3.2.3) probleminin

özde¼gerleri

A =

24 2 + q�1 �1

�1 2 + q2

35 (3.2.12)

reel Hermitik matrisinin özde¼gerleri ile çak¬̧s¬k olup reeldirler ve

�1 =
4 + q�1 + q2 +

p
(q�1 � q2)2 + 4

2
(3.2.13)

�2 =
4 + q�1 + q2 �

p
(q�1 � q2)2 + 4

2

formülleri ile bulunabilirler. Ayr¬ca, �1 6= �2 olup bu özde¼gerlere karş¬l¬k gelen

özvektörler olarak

y(1) =

24 1

2 + q�1 � �1

35 ; y(2) =

24 1

2 + q�1 � �2

35
vektörleri al¬nabilir.

·Ispat. Yukar¬da M = 1, N = 2 ve � = 0 halinde (3.2.1)�(3.2.3) probleminin

özde¼gerlerinin

a = 2 + q�1; b = 2 + q2
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olmak üzere

A =

24 a �1

�1 b

35
matrisinin özde¼gerleri ile çak¬̧st¬¼g¬söylenmi̧sti. A matrisinin özde¼gerleri

det(A� �I2) = 0

karakteristik denkleminin kökleri olarak bulunur. Bu denklem������ a� � �1

�1 b� �

������ = 0
veya

(a� �)(b� �)� 1 = 0

şeklinde yaz¬labilir. Bu sonuncu denklemide

�2 � (a+ b)�+ ab� 1 = 0

şeklinde yazabiliriz. Bu denklemin kökleri

� =
a+ b�

p
(a+ b)2 � 4(ab� 1)

2
=
a+ b�

p
(a� b)2 + 4

2

=
4 + q�1 + q2 �

p
(q�1 � q2)2 + 4

2

olarak bulunur. Dolay¬s¬yla �1; �2 özde¼gerleri (3.2.13) formülleri ile bulunur ve bu

formüllerden �1 ve �2�nin reel ve �1 6= �2 oldu¼gu aç¬kt¬r.

�1 ve �2 özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen özvektörleri bulmak için

Ay = �y; A =

24 a �1

�1 b

35 ; y =

24 y�1

y2

35 ;
denklemini � = �1 ve � = �2 için çözerek y vektörünü bulmal¬y¬z. Ay = �1y
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denklemini

ay�1 � y2 = �1y�1

�y�1 + by2 = �1y2

veya

(a� �1)y�1 � y2 = 0

�y�1 + (b� �1)y2 = 0

şeklinde yazabiliriz. Bu sistemin determinant¬������ a� �1 �1

�1 b� �1

������ = 0
oldu¼gundan sistemin ikinci denklemi birinci denkleminin sonucu olacakt¬r. Dolay¬s¬yla

sadece

(a� �1)y�1 � y2 = 0

denklemini çözmek yetecektir. Buradan

y2 = (a� �1)y�1

ve 24 y�1

y2

35 =
24 y�1

(a� �1)y�1

35 = y�1

24 1

a� �1

35 :
Bu ise �1�e kaŗs¬l¬k gelen özvektör olarak24 1

a� �1

35 =
24 1

2 + q�1 � �1

35
vektörünün al¬nabilece¼gini gösterir.

Benzer şekilde �2�ye kaŗs¬l¬k gelen özvektör olarak24 1

a� �2

35 =
24 1

2 + q�1 � �2

35
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vektörünün al¬nabilece¼gi gösterilebilir. �

� 2 (0; �=2) için (3.2.8) formülü ile tan¬ml¬Amatrisi Hermitik de¼gildir. Buna ra¼gmen

A�n¬n özde¼gerleri reel olabilir. Amac¬m¬z bunun için hangi koşullar¬n (a; b ve �

üzerine) gerekti¼gini belirlemektir.

Teorem 3.2.2. M = 1, N = 2 ve � 2 (0; �=2) olsun. O halde (3.2.1)�(3.2.3)

probleminin özde¼gerleri kompleks Hermitik olmayan

A =

24 1 + (1 + q�1)e
�2i� �1

�e2i� (2 + q2)e
2i�

35 (3.2.14)

matrisinin özde¼gerleri ile çak¬̧s¬k olup bu özde¼gerlerin reel olmas¬için gerek ve yeter

koşul

q�1 = 0; q2 = �1 ve � 2
�
0;
�

6

i
(3.2.15)

olmas¬d¬r. Bu koşullar alt¬nda (3.2.1)�(3.2.3) probleminin özde¼gerleri

A =

24 1 + e�2i� �1

�e2i� e2i�

35 (3.2.16)

matrisinin özde¼gerleri ile çak¬̧s¬k olup

�1 =
1 + 2 cos 2� +

p
(1 + 2 cos 2�)2 � 4
2

(3.2.17)

�2 =
1 + 2 cos 2� �

p
(1 + 2 cos 2�)2 � 4
2

formülleri ile bulunabilirler. Bu durumda �1 > 0; �2 > 0 olup � 2 (0; �=6) ise

�1 6= �2 ve � = �=6 ise �1 = �2 = 1 dir. q�1 = 0; q2 = �1 ve � 2 (0; �=6)

durumunda �1; �2 özde¼gerlerine karş¬l¬k gelen özvektörler olarak

y(1) =

24 1

1� �1 + e�2i�

35 ; y(2) =

24 1

1� �2 + e�2i�

35
vektörleri al¬nabilir.
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·Ispat. M = 1, N = 2 ve � 2 (0; �=2) halinde (3.2.1)�(3.2.3) probleminin özde¼ger-

lerinin

a = 2 + q�1; b = 2 + q2

olmak üzere

A =

24 1 + (a� 1)e�2i� �1

�e2i� be2i�

35
matrisinin özde¼gerleri ile çak¬̧st¬¼g¬gösterilmi̧sti. Şimdi A matrisinin özde¼gerlerinin

reel olmas¬için a; b ve � say¬lar¬üzerine gerek ve yeter koşullar¬bulmak istiyoruz.

A matrisinin özde¼gerleri

det(A� �I2) = 0

karakteristik denkleminin kökleri olarak bulunur. Bu denklem������ 1 + (a� 1)e
�2i� � � �1

�e2i� be2i� � �

������ = 0
veya �

1 + (a� 1)e�2i� � �
� �
be2i� � �

�
� e2i� = 0

şeklinde yaz¬labilir. Bu sonuncu denklemide

�2 �
�
1 + (a� 1)e�2i� + be2i�

�
�+ (b� 1)e2i� + (a� 1)b = 0 (3.2.18)

şeklinde yazabiliriz. (3.2.18) ikinci derece denkleminin köklerini �1 ve �2 ile göstere-

lim. O halde

�1 + �2 = 1 + (a� 1)e�2i� + be2i�;

�1�2 = (b� 1)e2i� + (a� 1)b; (3.2.19)

eşitliklerini yaz¬l¬r.

E¼ger �1 ve �2 özde¼gerleri reel ise (3.2.19)�deki eşitliklerin sol tara�ar¬reel say¬lar ola-

cakt¬r. Bu durumda (3.2.19) deki eşitliklerin sa¼g tara�ar¬da reel olmak zorundad¬r.
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Bu da a ve b say¬lar¬reel ve

e2i� = cos 2� + i sin 2�; e�2i� = cos 2� � i sin 2�

oldu¼gundan

(b� a+ 1) sin 2� = 0; (b� 1) sin 2� = 0

olmas¬n¬gerektirir. � 2 (0; �=2) için sin 2� 6= 0 oldu¼gundan son eşitliklerden

b = 1; a = 2 (3.2.20)

bulunur.

Böylece (3.2.20)�deki koşullar, A matrisinin özde¼gerlerinin reel olmas¬ için gerek

koşullard¬r.

Şimdi (3.2.20)�deki koşullar¬n yeter olup olmad¬¼g¬n¬ belirlemek için bu koşullar¬n

sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim ve bu durumda A matrisinin özde¼gerlerinin reel olup ol-

mayaca¼g¬n¬inceleyelim.

(3.2.20)�deki koşullar alt¬nda (3.2.18) denklemi

�2 � (1 + 2 cos 2�)�+ 1 = 0

şeklini al¬r. Buradan

�1 =
1 + 2 cos 2� +

p
(1 + 2 cos 2�)2 � 4
2

;

�2 =
1 + 2 cos 2� �

p
(1 + 2 cos 2�)2 � 4
2

(3.2.21)

bulunur.

(3.2.21) formülleri ile tan¬ml¬�1 ve �2 özde¼gerlerinin reel olmas¬için

(1 + 2 cos 2�)2 � 4; yani j1 + 2 cos 2�j � 2
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olmas¬hem gerek hem de yeterdir. Sonuncu eşitsizlik

1 + 2 cos 2� � �2 (3.2.22)

veya

1 + 2 cos 2� � 2 (3.2.23)

halinde gerçekleşecektir.

(3.2.22) eşitsizli¼gi

cos 2� � �3
2

şeklinde yaz¬labilir ki bu da mümkün de¼gildir, çünkü her x için �1 � cosx � 1 dir.

O halde sadece (3.2.23)�e bakmam¬z gerekiyor. (3.2.23) eşitsizli¼gini

cos 2� � 1

2

şeklinde yazabilirizki bu da

0 � 2� � �

3
; yani 0 � � � �

6

durumunda sa¼glanacakt¬r.

Böylece, � 2 (0; �=2) durumunda A matrisinin özde¼gerleri yaln¬z ve ancak

a = 2; b = 1 ve � 2 (0; �=6]

koşullar¬alt¬nda reel olacakt¬r. a = 2; b = 1 koşullar¬(3.2.10)�dan dolay¬q�1 = 0;

q2 = �1 demektir.

Ayr¬ca � 2 (0; �=6) durumunda

(1 + 2 cos 2�)2 > 4

olaca¼g¬ndan (3.2.21) formüllerinden �1 > 0; �2 > 0 ve �1 6= �2 oldu¼gu ç¬kar. � = �=6
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durumunda

1 + 2 cos 2� = 2

olaca¼g¬ndan �1 = �2 = 1 bulunur.

Şimdi q�1 = 0; q2 = �1 ve � 2 (0; �=6) durumunda �1; �2 özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k

gelen özvektörleri bulal¬m. Bunun için

Ay = �y; A =

24 1 + e�2i� �1

�e2i� e2i�

35 ; y =
24 y�1

y2

35 ;
denklemini � = �1 ve � = �2 için çözerek y vektörünü bulmal¬y¬z. Ay = �1y

denklemini

(1 + e�2i�)y�1 � y2 = �1y�1

�e2i�y�1 + e2i�y2 = �1y2

veya

(1� �1 + e�2i�)y�1 � y2 = 0

�e2i�y�1 + (e2i� � �1)y2 = 0

şeklinde yazabiliriz. Bu sistemin determinant¬������ 1� �1 + e�2i� �1

�e2i� e2i� � �1

������ = 0
oldu¼gundan sistemin ikinci denklemi birinci denkleminin sonucu olacakt¬r. Dolay¬s¬yla

sadece

(1� �1 + e�2i�)y�1 � y2 = 0

denklemini çözmek yetecektir. Buradan

y2 = (1� �1 + e�2i�)y�1
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ve 24 y�1

y2

35 =
24 y�1

(1� �1 + e�2i�)y�1

35 = y�1

24 1

1� �1 + e�2i�

35 :
Bu ise �1�e kaŗs¬l¬k gelen özvektör olarak24 1

1� �1 + e�2i�

35
vektörünün al¬nabilece¼gini gösterir.

Benzer şekilde �2�ye kaŗs¬l¬k gelen özvektör olarak24 1

1� �2 + e�2i�

35
vektörünün al¬nabilece¼gi gösterilebilir. �

3.3. M = 1 ve N = 3 Hali

M = 1 ve N = 3 halinde (3.2.1)�(3.2.3) problemi

�y�2 + v�1y�1 � y0 = ���1y�1

�y1 + v2y2 � y3 = ��2y2

�y2 + v3y3 � y4 = ��3y3

9>>>=>>>; ; (3.3.1)

y0 = (1� e2i�)y�1 + e2i�y2; y1 = y�1; (3.3.2)

y�2 = y4 = 0: (3.3.3)

şeklini al¬r. (3.3.2) ve (3.3.3)�ü (3.3.1)�de yerine koyarsak ve �n�in (3.4) ifadesini

kullan¬rsak
[1 + (v�1 � 1)e�2i�]y�1 � y2 = �y�1

�e2i�y�1 + v2e
2i�y2 � e2i�y3 = �y2

�e2i�y2 + v3e
2i�y3 = �y3:

9>>>=>>>; : (3.3.4)

elde ederiz. Böylece

v�1 = a; v2 = b; v3 = c;
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A =

26664
1 + (a� 1)e�2i� �1 0

�e2i� be2i� �e2i�

0 �e2i� ce2i�

37775 ; y =

26664
y�1

y2

y3

37775 ; (3.3.5)

i̧saretlersek, (3.3.4)�ü

Ay = �y:

şeklinde yazabiliriz. Dolay¬s¬yla, M = 1 ve N = 3 halinde (3.2.1)�(3.2.3) prob-

leminin özde¼gerleri (3.3.5)�de belirtilmi̧s olan A matrisinin özde¼gerleri ile çak¬̧s¬r ve

A matrisindeki a; b ve c say¬lar¬

a = v�1 = 2 + q�1; b = v2 = 2 + q2; c = v3 = 2 + q3

eşitlikleri ile tan¬ml¬d¬r.

A matrisinin özde¼gerleri

det(A� �I3) = 0

karakteristik denkleminin kökleri olarak bulunur. Bu denklem

�3 � [1 + (a� 1)e�2i� + (b+ c)e2i�]�2

+[(a� 1)(b+ c) + (b+ c� 1)e2i� + (bc� 1)e4i�]�

�(a� 1)(bc� 1)e2i� � (bc� c� 1)e4i� = 0 (3.3.6)

şeklinde yaz¬labilir. (3.3.6) üçüncü derece denkleminin köklerini �1; �2 ve �3 ile

gösterelim. O halde, bir polinomun kökleri ile katsay¬lar¬aras¬ndaki bilinen ba¼g¬n-

t¬lardan dolay¬

�1 + �2 + �3 = 1 + (a� 1)e�2i� + (b+ c)e2i�;

�1�2 + �1�3 + �2�3 = (a� 1)(b+ c) + (b+ c� 1)e2i� + (bc� 1)e4i�;

�1�2�3 = (a� 1)(bc� 1)e2i� + (bc� c� 1)e4i�

eşitliklerini yazabiliriz. E¼ger �1; �2 ve �3 kökleri reel ise son yazd¬¼g¬m¬z eşitliklerin

sol tara�ar¬reeldir. Bu durumda sa¼g tara�ar da reel olmak zorundalar. Bu da, a; b
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ve c say¬lar¬n¬n reel olmas¬ndan dolay¬

(1� a+ b+ c) sin 2� = 0; (3.3.7)

(b+ c� 1) sin 2� + (bc� 1) sin 4� = 0; (3.3.8)

(a� 1)(bc� 1) sin 2� + (bc� c� 1) sin 4� = 0 (3.3.9)

olmas¬n¬gerektirir. � 2 (0; �=2) için sin 2� 6= 0 ve sin 4� = 2 sin 2� cos 2� oldu¼gundan

(3.3.7)�(3.3.9)�dan

1� a+ b+ c = 0;

b+ c� 1 + 2(bc� 1) cos 2� = 0;

(a� 1)(bc� 1) + 2(bc� c� 1) cos 2� = 0

bulunur. Böylece şu hükmü (özde¼gerlerin reel olmas¬için gerek koşullar) elde ettik:

Teorem 3.3.1. E¼ger (3.3.5)�de verilmiş A matrisinin özde¼gerleri hepsi reel ise

a� 1 = b+ c; (3.3.10)

b+ c� 1 + 2(bc� 1) cos 2� = 0; (3.3.11)

(b+ c)(bc� 1) + 2(bc� c� 1) cos 2� = 0 (3.3.12)

koşullar¬sa¼glanmak zorundad¬r.

Başka sözle, e¼ger (3.3.10)�(3.3.12) koşullar¬ndan en az biri sa¼glanmazsa A matrisinin

özde¼gerlerinin hepsi reel olamaz.

Şu teorem özde¼gerlerin reel olmas¬için daha kolay gerek koşullar vermektedir.

Teorem 3.3.2. E¼ger A matrisnin özde¼gerleri hepsi reel ise

(i) � 6= �
4

(, cos 2� 6= 0);

(ii) bc� 1 6= 0;
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(iii) bc� c� 1 6= 0;

(iv) a 6= 1 (, b+ c 6= 0);

(v) a 6= 2 (, b+ c 6= 1)

koşullar¬ndan herbirisi sa¼glanmak zorundad¬r.

·Ispat. (i)�yi ispatlamak için

� =
�

4
; yani cos 2� = 0 (3.3.13)

oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda çeli̧ski elde etmek istiyoruz. E¼ger (3.3.13) sa¼glan¬yor

ise (3.3.11) ve (3.3.12)�den s¬ras¬yla

b+ c� 1 = 0 ve (b+ c)(bc� 1) = 0

buluruz. Buradan da

b+ c = 1 ve bc = 1

bulunur. Bu durumda b ve c say¬lar¬n¬n

x2 � x+ 1 = 0

ikinci derece denkleminin kökleri olmas¬gerekiyor. Bu denklemin

x =
1� i

p
3

2

kökleri reel de¼gildir. Böylece çeli̧ski elde ettik ve (i) ispatlanm¬̧s oldu.

(ii)�yi göstermek için tersini kabul edelim:

bc� 1 = 0 yani bc = 1

39



olsun. O halde (3.3.11)�den

b+ c� 1 = 0 yani b+ c = 1

buluruz. Bu durumda, (i)�nin ispat¬nda oldu¼gu gibi, bc = 1 ve b + c = 1�den çeli̧ski

elde ederiz.

(iii)�yi göstermek için tersini kabul edelim:

bc� c� 1 = 0 (3.3.14)

olsun. O halde (3.3.12)�den

(b+ c)(bc� 1) = 0

buluruz. Bu durumda

b+ c = 0 veya bc = 1

olacakt¬r. E¼ger bc = 1 ise biz (ii)�den dolay¬çeli̧ski elde ederiz. O halde sadece

b+ c = 0 ve bc� 1 6= 0 (3.3.15)

haline bakmam¬z gerekiyor. (3.3.15)�in birinci denkleminden b = �c buluruz. Bunu

(3.3.14)�de yerine koyarsak

c2 + c+ 1 = 0

elde ederiz. Buradan da

c =
�1� i

p
3

2

bulunur ki bu c�nin reel olmas¬ile çeli̧siyor. Böylece (iii) ispatland¬.

(iv)�yi göstermek için tersini kabul edelim: a = 1 olsun. O halde (3.3.10)�dan b+c = 0

yani b = �c buluruz. Bunu (3.3.12)�de yerine koyarsak

2(�c2 � c� 1) cos 2� = 0

elde ederiz. (i)�den dolay¬cos 2� 6= 0 d¬r. O halde c2 + c + 1 = 0 bulunur ki bu da
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c�nin reel olmas¬ndan dolay¬mümkün de¼gildir.

(v)�yi göstermek için tersini kabul edelim: a = 2 olsun. O halde (3.3.10)�dan b+c = 1

buluruz ve (3.3.11)�den de

2(bc� 1) cos 2� = 0

bulunur ki bu da (i) ve (ii)�den dolay¬mümkün de¼gildir. �

·Ileride şu bilinen hükümden yararlanaca¼g¬z (bkz. Kurosh 1975).

Teorem 3.3.3. Reel p ve q katsay¬l¬şu üçüncü dereceden denklemi gözönüne alal¬m:

�3 + p�+ q = 0: (3.3.16)

Ayr¬ca

D = �4p3 � 27q2 (3.3.17)

de bu denklemin diskriminant¬olsun. Bu durumda:

(i) E¼ger D < 0 ise (3.3.16) denklemi bir reel köke ve iki reel olmayan kompleks

eşlenik köke sahiptir.

(ii) E¼ger D = 0 ise (3.3.16) denkleminin her üç kökü reeldir ve köklerden ikisi

birbiriyle çak¬̧s¬r.

(iii) E¼ger D > 0 ise (3.3.16) denklemi her üç kökü reeldir ve ikişer farkl¬d¬r.

Şimdi özde¼gerlerin hepsinin reel olmas¬için gerek ve yeter koşullar verelim.

Teorem 3.3.4. (3.3.5)�de belirtilen A matrisinin özde¼gerlerinin hepsinin reel olmas¬

için gerek ve yeter kosul aşa¼g¬dakilerin sa¼glanmas¬d¬r:

a� 1 = b+ c; (3.3.18)

b+ c� 1 + 2(bc� 1) cos 2� = 0; (3.3.19)

(b+ c)(bc� 1) + 2(bc� c� 1) cos 2� = 0; (3.3.20)
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�2�2 � 4�3 � 272 � 4�3 + 18�� � 0; (3.3.21)

burada

� = �1� 2(b+ c) cos 2�; (3.3.22)

� = (b+ c)2 � bc+ 1;  = bc� c� 1: (3.3.23)

·Ispat. E¼ger A matrisinin özde¼gerlerinin hepsi reel ise Teorem 3.3.1 gere¼gi (3.3.10)�

(3.3.12) koşullar¬, yani (3.3.18)�(3.3.20) koşullar¬, sa¼glanacakt¬r. Bu durumda (3.3.6)

denklemi

�3 � [1 + (a+ b+ c� 1) cos 2�]�2

+[(a� 1)(b+ c) + (b+ c� 1) cos 2� + (bc� 1) cos 4�]�

�(a� 1)(bc� 1) cos 2� � (bc� c� 1) cos 4� = 0

şeklini alacakt¬r. Bu denklemi de cos 4� = 2 cos2 2� � 1 eşitli¼gini kullan¬rsak

�3 � [1 + (a+ b+ c� 1) cos 2�]�2

+f(a� 1)(b+ c)� bc+ 1 + [b+ c� 1 + 2(bc� 1) cos 2�] cos 2�g�

+bc� c� 1� [(a� 1)(bc� 1) + 2(bc� c� 1) cos 2�] cos 2� = 0

şeklinde yazabiliriz. Buradan da, (3.3.18)�(3.3.20) dikkata al¬n¬rsa,

�3 � [1 + 2(b+ c) cos 2�]�2 + [(b+ c)2 � bc+ 1]�+ bc� c� 1 = 0 (3.3.24)

denklemi elde edilir. Böylece, e¼ger (3.3.5)�de belirtilen A matrisinin özde¼gerleri hepsi

reel ise, a; b; c ve � say¬lar¬(3.3.18)�(3.3.20) koşullar¬n¬sa¼glamak zorundalar ve bu

durumdaA�n¬n özde¼gerleri (3.3.24) denkleminin kökleri ile çak¬̧s¬r. Şimdi biz (3.3.22),

(3.3.23) formülleri üzere �; � ve  say¬lar¬n¬tan¬mlarsak (3.3.24) denklemini

�3 + ��2 + ��+  = 0 (3.3.25)
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şeklinde yazabiliriz. E¼ger (3.3.25)�de � yerine

� = �� �

3
(3.3.26)

koyarsak �2�yi içerimeyen

�3 + p�+ q = 0 (3.3.27)

denklemini elde ederiz, burada

p = �1
3
�2 + �; (3.3.28)

q =
2

27
�3 � 1

3
�� + : (3.3.29)

Belirtelimki, a; b; c ve cos 2� say¬lar¬reel oldu¼gundan (3.3.22), (3.3.23) formülleri ile

tan¬ml¬�; � ve  say¬lar¬ve dolay¬s¬yla da (3.3.28), (3.3.29) formülleri ile tan¬ml¬p ve

q say¬lar¬reeldir. (3.3.25) ve (3.3.27) denklemlerinin kökleri birbiriyle (3.3.26) eşitli¼gi

ile ba¼gl¬d¬rlar. Buna göre (3.3.25) denkleminin köklerinin reel olmas¬(3.3.27) denk-

leminin köklerinin reel olmas¬na denktir. Teorem 3.3.3 gere¼gi (3.3.27) denkleminin

kökleri yaln¬z ve ancak bu denklemin D diskriminant¬n¬n negatif olmad¬¼g¬durumda

reeldir. Di¼ger yandan, bu denklem için

D = �4p3 � 27q2

= �4
�
�1
3
�2 + �

�3
� 27

�
2

27
�3 � 1

3
�� + 

�2
= �2�2 � 4�3 � 272 � 4�3 + 18��:

Buna göre (3.3.21) koşulunun da gereklili¼gi ispatlanm¬̧s oldu.

Şimdi de teoremin koşullar¬n¬n yeter oldu¼gunu gösterelim. Böylece (3.3.18)�(3.3.21)

koşullar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim. Bu durumda A matrisinin özde¼gerlerinin hep-

sinin reel oldu¼gunu ispatlamam¬z gerekiyor. A�n¬n özde¼gerleri (3.3.6) denkleminin

kökleri ile çak¬̧s¬yor. (3.3.18)�(3.3.20) koşullar¬alt¬nda (3.3.6) denklemi (3.3.24) den-

klemine indirgeniyor. Di¼ger yandan, Teorem 3.3.3 gere¼gi, �; � ve  say¬lar¬(3.3.22),

(3.3.23) formülleri ile tan¬mlanmak üzere, (3.3.21) koşulu alt¬nda (3.3.24) denklemi-
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nin kökleri reeldir. �

Örnek 3.3.1. (3.3.18)�(3.3.20) koşullar¬, genelde, A matrisnin özde¼gerlerinin reel

olmas¬için yeter de¼gildir. Gerçekten,

a =
3

2
; b =

1

2
; c = 0; cos 2� = �1

4

say¬lar¬ (3.3.18)�(3.3.20) koşullar¬n¬ sa¼gl¬yorlar. Ayr¬ca, bu say¬lar için (3.3.22),

(3.3.23) üzere

� = �3
4
; � =

5

4
;  = �1

bulunur. Buna göre (3.3.28) ve (3.3.29)�dan

p =
17

16
; q = �23

32

buluruz. O halde

D = �4p3 � 27q2 < 0

ve Teorem 3.3.3 gere¼gi (3.3.27) denkleminin köklerinin ve dolay¬s¬yla A matrisinin

özde¼gerlerinin hepsi reel de¼gildir.

3.4. M = 2 ve N = 3 Hali

M = 2 ve N = 3 halinde (3.2.1)�(3.2.3) problemi

�yn�1 + vnyn � yn+1 = ��nyn; n 2 f�2;�1; 2; 3g;

y0 = (1� e2i�)y�1 + e2i�y2; y1 = y�1;

y�3 = y4 = 0
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şeklini al¬r. Bunu da

�y�3 + v�2y�2 � y�1 = ���2y�2

�y�2 + v�1y�1 � y0 = ���1y�1

�y1 + v2y2 � y3 = ��2y2

�y2 + v3y3 � y4 = ��3y3

9>>>>>>=>>>>>>;
; (3.4.1)

y0 = (1� e2i�)y�1 + e2i�y2; y1 = y�1; (3.4.2)

y�3 = y4 = 0 (3.4.3)

şeklinde yazabiliriz. (3.4.2) ve (3.4.3)�ü (3.4.1)�de yerine koyarsak ve �n�nin (3.4)

ifadesini kullan¬rsak

v�2e
�2i�y�2 � e�2i�y�1 = �y�2

�e�2i�y�2 + [1 + (v�1 � 1)e�2i�]y�1 � y2 = �y�1

�e2i�y�1 + v2e
2i�y2 � e2i�y3 = �y2

�e2i�y2 + v3e
2i�y3 = �y3

9>>>>>>=>>>>>>;
(3.4.4)

elde ederiz. Böylece

v�2 = d; v�1 = a; v2 = b; v3 = c;

A =

26666664
de�2i� �e�2i� 0 0

�e�2i� 1 + (a� 1)e�2i� �1 0

0 �e2i� be2i� �e2i�

0 0 �e2i� ce2i�

37777775 ; y =

26666664
y�2

y�1

y2

y3

37777775 ; (3.4.5)

i̧saretlersek, (3.4.4)�ü

Ay = �y

şeklinde yazabiliriz. Dolay¬s¬yla, M = 2 ve N = 3 halinde (3.2.1) �(3.2.3) prob-

leminin özde¼gerleri (3.4.5)�de belirtilmi̧s olan A matrsinin özde¼gerleri ile çak¬̧s¬r ve A

matrisindeki d; a; b ve c say¬lar¬

d = v�2 = 2 + q�2; a = v�1 = 2 + q�1;
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b = v2 = 2 + q2; c = v3 = 2 + q3

eşitlikleri ile tan¬ml¬d¬r.

A matrisinin özde¼gerleri

det(A� �I4) = 0

karakteristik denkleminin kökleri olarak bulunur. Bu denklem

�4 + ��3 + ��2 + �+ � = 0 (3.4.6)

olarak yaz¬labilir, burada

� = �1� (a� d� 1)e�2i� � (b+ c)e2i�;

� = de�2i� + (ad� d� 1)e�4i� + d(b+ c) + (a� 1)(b+ c)

+(b+ c� 1)e2i� + (bc� 1)e4i�;

 = [�d(a� 1)(bc� 1) + b+ c]e�2i� � d(b+ c� 1)

�(a+ d� 1)(bc� 1)e2i� � (bc� c� 1)e4i�;

� = (ad� d� 1)(bc� 1) + d(bc� c� 1)e2i�:

E¼ger (3.4.6) denkleminin köklerinin hepsi reel ise, o halde polinomun kökleri ile kat-

say¬lar¬aras¬ndaki bilinen ba¼g¬nt¬lardan dolay¬, (3.4.6) denkleminin katsay¬lar¬reel

olmal¬d¬r. Bu da A�n¬n özde¼gerlerinin reel olmas¬için şu gerek koşullar¬verir:

(a� b� c� d� 1) sin 2� = 0;

(b+ c� d� 1) sin 2� + (bc� ad+ d) sin 4� = 0;

[�d(a� 1)(bc� 1) + b+ c+ (a+ d� 1)(bc� 1)] sin 2�

+(bc� c� 1) sin 4� = 0;
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d(bc� c� 1) sin 2� = 0:

� 2 (0; �=2) için sin 2� 6= 0 ve sin 4� = 2 sin 2� cos 2� oldu¼gundan, bu son eşitliklerden

a� b� c� d� 1 = 0;

b+ c� d� 1 + 2(bc� ad+ d) cos 2� = 0;

�d(a� 1)(bc� 1) + b+ c+ (a+ d� 1)(bc� 1) + 2(bc� c� 1) cos 2� = 0;

d(bc� c� 1) = 0

bulunur. Bu durumda �; �; ; � say¬lar¬

� = �1� (a+ b+ c� d� 1) cos 2�; (3.4.7)

� = d(b+ c)+ (a� 1)(b+ c)+ (b+ c+ d� 1) cos 2�+(ad+ bc� d� 2) cos 4�; (3.4.8)

 = �d(b+ c� 1)� [d(a� 1)(bc� 1) + (a+ d� 1)(bc� 1)� b� c] cos 2�

�(bc� c� 1) cos 4�; (3.4.9)

� = (ad� d� 1)(bc� 1) + d(bc� c� 1) cos 2� (3.4.10)

şeklini al¬r. Böylece, katsay¬lar¬ (3.4.7)�(3.4.10) formülleri ile verilen reel say¬lar

olan dördüncü dereceden (3.4.6) polinom denkleminin köklerinin hepsinin reel olma

koşullar¬n¬aramal¬y¬z. Bu problem aşa¼g¬daki yol ile üçüncü dereceden polinom denk-

lem haline indirgenebilir. Önce (3.4.6)�da

� = �� �

4

formülü üzere de¼gi̧sken de¼gi̧stirirsek, �3�ü içerimeyen

�4 + p�2 + q�+ r = 0 (3.4.11)

şeklinde reel p; q; r katsay¬l¬polinom denklemi elde ederiz. Şimdi yard¬mc¬t para-
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metresi kullanarak bu denklemin sol taraf¬n¬şöyle de¼gi̧stirelim:

�4 + p�2 + q�+ r

=
�
�2 +

p

2
+ t
�2
+ q�+ r � p2

4
� t2 � 2t�2 � pt

=
�
�2 +

p

2
+ t
�2
�
�
2t�2 � q�+

�
t2 + pt� r +

p2

4

��
: (3.4.12)

t parametresini öyle seçelimki köşeli parantez içinde bulunan ��nün ikinci derece

polinomu tam kare şeklinde yaz¬labilsin. Bunun için bu polinomun iki katl¬ köke

sahip olmas¬, dolay¬s¬yla diskriminant¬n¬n s¬f¬ra eşit olmas¬gerekiyor:

q2 � 4 � 2t
�
t2 + pt� r +

p2

4

�
= 0: (3.4.13)

(3.4.13) denklemi katsay¬lar¬reel olup t�ye göre üçüncü dereceden bir denklemdir.

t0 bu denklemin bir reel kökü olsun. t = t0 için (3.4.12)�de köşeli parantez içindeki

polinom q=(4t0) iki katl¬köküne sahip olacakt¬r ve bu nedenle (3.4.11) denklemi

�
�2 +

p

2
+ t0

�2
� 2t0

�
�� q

4t0

�2
= 0

şeklini alacakt¬r ve bu sonuncu denklem de iki tane

�2 �
p
2t0�+

�
p

2
+ t0 +

q

2
p
2t0

�
= 0; (3.4.14)

�2 +
p
2t0�+

�
p

2
+ t0 �

q

2
p
2t0

�
= 0 (3.4.15)

ikinci derece denklemlerine ayr¬lacakt¬r. Böylece, (3.4.11) denkleminin kökleri (3.4.14),

(3.4.15) ikinci derece denklemlerinin kökleri ile çak¬̧sacakt¬r.
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4. D·ISKR·ITMODEL·IN PSEUDO-HERM·IT·IKKUANTUMMEKAN·I¼G·I

E¼ger bir Hermitik olmayan H Hamiltonyeninin özde¼gerleri reel ise, bir sonraki prob-

lem bu Hamiltonyeni Hermitik yapan bir yeni iç çarp¬m¬n yap¬lmas¬d¬r. Böyle iç

çarp¬m¬n yap¬lmas¬için genel yöntem 2. bölümde sunuldu. Bu bölümde, sözü edilen

yöntem,M = 1 ve N = 2 (iki boyutlu matris) halinde Amatrisinin Hermitik olmay¬p

ancak reel özde¼gerlere sahip oldu¼gu durumda bu matrisi Hermitik yapan iç çarp¬m¬n

oluşturulmas¬için kullan¬lm¬̧st¬r. Bu yeni iç çarp¬m, metrik operatör (metrik matris)

denilen bir pozitif operatörün arac¬l¬¼g¬ile gerçekleştirilmi̧stir. Ard¬ndanda bu metrik

operatör kullan¬larak kuantum sistemin gözlenebilirleri (observables) yap¬lm¬̧st¬r.

4.1. M = 1 ve N = 2 Halinde (1:1)� (1:3) Probleminin Özeti

Yukar¬da 3. bölümün 3.2. alt bölümünde şu sonuçlar¬n do¼gru oldu¼gu ispatland¬.

M = 1; N = 2 ve � 2 (0; �=2) olsun. O halde (1.1)�(1.3) probleminin özde¼gerleri

kompleks Hermitik olmayan

A =

24 1 + (1 + q�1)e
�2i� �1

�e2i� (2 + q2)e
2i�

35
matrisinin özde¼gerleri ile çak¬̧s¬k olup bu özde¼gerlerin reel olmas¬için gerek ve yeter

koşul

q�1 = 0; q2 = �1 ve � 2
�
0;
�

6

i
:

olmas¬d¬r. Bu koşullar alt¬nda (1.1)�(1.3) probleminin özde¼gerleri

A =

24 1 + e�2i� �1

�e2i� e2i�

35 (4.1.1)

matrisinin özde¼gerleri ile çak¬̧s¬k olup

�2 � (1 + 2 cos 2�)�+ 1 = 0 (4.1.2)
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ikinci derece denkleminin

�1 =
1

2
f1 + 2 cos 2� +

p
(1 + 2 cos 2�)2 � 4g;

�2 =
1

2
f1 + 2 cos 2� �

p
(1 + 2 cos 2�)2 � 4g; (4.1.3)

kökleri olarak bulunur. Ayr¬ca, �1 > 0; �2 > 0 olup, e¼ger � 2 (0; �=6) ise �1 6= �2 dir

ve e¼ger � = �=6 ise �1 = �2 = 1 dir. q�1 = 0; q2 = �1 ve � 2 (0; �=6) durumunda

�1; �2 özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen özvektörler olarak

y(1) =

24 1

1� �1 + e�2i�

35 ; y(2) =

24 1

1� �2 + e�2i�

35 (4.1.4)

vektörleri al¬nabilir.

4.2. Metrik Operatörün ve Gözlenebilirlerin Yap¬lmas¬Yönteminin Özeti

Hermitik olmayan fakat reel özde¼gerlere (spektruma) sahip Hamiltonyen�lerin (ope-

ratörlerin), kuantum mekani¼ginde kullan¬labilmesi için H Hilbert uzay¬n¬n ilk başta

verilmi̧s h� j �i iç çarp¬m¬na göre Hermitik olmayan Hamiltonyen�i Hermitik yapan

yeni bir iç çarp¬m¬n yap¬lmas¬esas problem olarak ortaya ç¬km¬̧st¬r. Bu problem A.

Mostafazadeh�in 2002a, 2002b, 2002c ve 2008 makalelerinde incelenmi̧s olup sonuçta

kendisinin "pseudo-Hermitik kuantum mekani¼gi" adland¬rd¬¼g¬bir teorinin ortaya ç¬k-

mas¬na neden olmuştur.

Sözünü etti¼gimiz yeni iç çarp¬m¬ belirleyen operatöre metrik operatör denir. H

Hilbert uzay¬n¬n sonlu boyutlu oldu¼gu halde (bizim tez çal¬̧smas¬nda ortaya ç¬kan

Hilbert uzay¬sonlu boyutludur) metrik operatörün yap¬lmas¬yöntemi ayr¬nt¬l¬biçimde

2. bölümde verildi. Burada, kolayl¬k için, bu yötemin ana hatlar¬n¬k¬saca ifade ede-

lim (bir sonraki bölümde bu yöntem uygulanacakt¬r). Böylece, H iç çarp¬m¬h� j �i

olan N -boyutlu bir Hilbert uzay¬olsun, H : H ! H de genelde Hermitik olmayan

bir lineer operatör olsun. Aşa¼g¬daki koşullar¬n sa¼gland¬¼g¬n¬varsayal¬m:

(K1) H köşegenleştirilebilir (diagonalizable) olsun, yani H�nin tam N tane lineer

ba¼g¬ms¬z  1;  2; : : : ;  N özvektörleri (H n = En n; n = 1; 2; : : : ; N) var olsun.
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(Bu durumda  1;  2; : : : ;  N vektörleri H uzay¬n¬n bir baz¬n¬oluşturacakt¬r).

(K2) H operatörünün E1; E2; : : : ; EN özde¼gerleri reel olsun (bu özde¼gerlerin iki̧ser

farkl¬olmas¬istenmiyor).

O halde, E1; E2; : : : ; EN say¬lar¬Hy Hermitik eşlenik operatörü için de özde¼gerler

olacakt¬r ve bu özde¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen '1; '2; : : : ; 'N özvektörleri (H
y'n = En'n;

n = 1; 2; : : : ; N) öyle seçilebilir ki f 1;  2; : : : ;  Ng ve f'1; '2; : : : ; 'Ng sistemleri

ikili-ortonormal (bi-orthonormal) olsun:

h n j 'mi =

8<: 1; n = m;

0; n 6= m:

Bu durumda öyle pozitif �+ : H ! H operatörü vard¬r ki Hy = �+H�
�1
+ eşitli¼gi

do¼grudur, yani H operatörü pseudo-Hermitiktir. E¼ger �+ operatörünü kullanarak

yeni

h j 'i+ =


 j �+'

�
;  ; ' 2 H

iç çarp¬m¬tan¬mlarsak H operatörü bu yeni iç çarp¬ma göre Hermitik olacakt¬r:

h j H'i+ = hH j 'i+ ; 8 ; ' 2 H:

Varl¬¼g¬n¬söyledi¼gimiz �+ operatörü (metrik operatör)

�+ =

NX
n=1

h'n j  i'n; 8 2 H (4.2.1)

formülü ve ��1+ ters operatörü de

��1+  =
NX
n=1

h n j  i n; 8 2 H

formülü ile bulunur.

H uzay¬ h� j �i+ iç çarp¬m¬ile Hphys (�ziksel Hilbert uzay¬) olarak gösterilir. E¼ger
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� =
p
�+ operatörü tan¬mlarsak, � : Hphys ! H bir üniter operatör olacakt¬r,

h�f j �gi = hf j gi+ ; 8f; g 2 H;

ve h = �H��1 de H içinde bir Hermitik operatör olacakt¬r. Böylece, H içinde Hermi-

tik olmayan fakat (K1) ve (K2) koşullar¬n¬sa¼glayanH operatörününH içinde Hermi-

tik olan bir h operatörüne üniter-denk oldu¼gu anlaş¬lm¬̧s olur. Bundan dolay¬pseudo-

Hermitik kuantum mekani¼ginde �ziksel sistemin gözlenebilirleri şöyle yap¬l¬yor: tüm

Hermitik o� : H ! H operatöleri al¬n¬r ve O� = ��1o�� formülü ile elde edilen

O� : Hphys ! Hphys Hermitik operatörleri kuantum sistemin gözlenebilirleri olarak

kabul edilir.

4.3. M = 1 ve N = 2 Halinde Metri¼gin ve Gözlenebilirlerin Hesaplanmas¬

Bu kesimde, � 2 (0; �=6) olmak üzere, (4.1.1) eşitli¼gi ile tan¬ml¬Hermitik olmayan

A matrisi için pseudo�Hermitik kuantum mekani¼gi yapaca¼g¬z. Hilbert uzay¬olarak

H = C2 =
�
 = (a1; a2)

T : a1; a2 2 C
	

kompleks vektör uzay¬n¬alaca¼g¬z (T harf¬transpoz i̧slemini gösteriyor) ve iki

 = (a1; a2)
T ; ' = (b1; b2)

T 2 H

vektörlerinin iç çarp¬m¬n¬

h j 'i = a�1b1 + a�2b2

olarak tan¬mlayaca¼g¬z.

A matrisinin yard¬m¬yla A : H ! H operatörü tan¬mlayal¬m: her  = (a1; a2)T 2 H

için

A =

24 1 + e�2i� �1

�e2i� e2i�

3524 a1

a2

35 =
24 (1 + e�2i�)a1 � a2

�e2i�a1 + e2i�a2

35 (4.3.1)

olarak kabul edelim. Dolay¬s¬yla, (4.1.1) ile tan¬ml¬A matrisi (4.3.1) ile tan¬ml¬A

operatörünün e1 = (1; 0)T ; e2 = (0; 1)T baz¬ndaki matrisidir.
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Şimdi A�n¬n Hermitik eşleni¼gi

A
y
=

24 1 + e2i� �e�2i�

�1 e�2i�

35
matrisinin özde¼gerlerini ve özvektörlerini bulal¬m.

A
y
matrisinin özde¼gerleri det(A

y � �I2) = 0 karakteristik denklemin kökleri olarak

bulunur. Bu denklem ������ 1 + e
2i� � � �e�2i�

�1 e�2i� � �

������ = 0
veya

(1 + e2i� � �)(e�2i� � �)� e�2i� = 0

şeklinde yaz¬labilir. Bu sonuncu denklem de

�2 � (1 + 2 cos 2�)�+ 1 = 0

şeklinde yaz¬labilir ki buda det(A��I2) = 0 denkleminin ayn¬s¬d¬r. Dolay¬s¬yla A ve

A
y
�in özde¼gerleri çak¬̧smaktad¬r, yani (4.1.3) formülleri ile tan¬ml¬�1 ve �2 say¬lar¬

A
y
matrisinin de özde¼gerleridir.

A
y
matrisinin �1 ve �2 özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen özvektörlerini bulal¬m. Bunun için

A
y
z = �z; A

y
=

24 1 + e2i� �e�2i�

�1 e�2i�

35 ; z =

24 z�1

z2

35 ;
denklemini � = �1 ve � = �2 için çözerek z vektörünü bulmal¬y¬z. A

y
z = �1z

denklemini
(1 + e2i�)z�1 � e�2i�z2 = �1z�1

�z�1 + e�2i�z2 = �1z2

9=;
veya

(1 + e2i� � �1)z�1 � e�2i�z2 = 0

�z�1 + (e�2i� � �1)z2 = 0

9=;
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şeklinde yazabiliriz. Bu sistemin determinant¬������ 1 + e
2i� � �1 �e�2i�

�1 e�2i� � �1

������ = 0
oldu¼gundan sistemin birinci denklemi ikinci denkleminin sonucu olacakt¬r. Dolay¬s¬yla

sadece

�z�1 + (e�2i� � �1)z2 = 0

denklemini çözmek yetecektir. Buradan

z�1 = (e
�2i� � �1)z2

ve 24 z�1

z2

35 =
24 (e�2i� � �1)z2

z2

35 = z2

24 e�2i� � �1

1

35 :
Bu ise A

y
matrisinin �1 özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen özvektörü olarak24 e�2i� � �1

1

35
vektörünün al¬nabilece¼gini gösterir.

Benzer şekilde, A
y
matrisinin �2 özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen özvektörü olarak24 e�2i� � �2

1

35
vektörünün al¬nabilece¼gi görülebilir.

�1; �2 ve �1; �2 s¬f¬rdan farkl¬key� sabitler olmak üzere

y(1) = �1

24 1

1� �1 + e�2i�

35 ; y(2) = �2

24 1

1� �2 + e�2i�

35
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vektörleri A matrisinin s¬ras¬yla �1; �2 özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen özvektörleri ve

z(1) = �1

24 e�2i� � �1

1

35 ; z(2) = �2

24 e�2i� � �2

1

35
vektörleri de A

y
matrisinin s¬ras¬yla ayni �1; �2 özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen özvektör-

leri olacakt¬r. Ayr¬ca, (4.1.3) formüllerini dikkate al¬rsak,



y(1) j z(1)

�
= ��1�1(e

�2i� � �1 + 1� �1 + e2i�)

= ��1�1(1� 2�1 + 2 cos 2�) = ���1�1
p
(1 + 2 cos 2�)2 � 4;



y(1) j z(2)

�
= ��1�2(e

�2i� � �2 + 1� �1 + e2i�)

= ��1�2[1� (�1 + �2) + 2 cos 2�] = 0;



y(2) j z(1)

�
= ��2�1(e

�2i� � �1 + 1� �2 + e2i�)

= ��2�1[1� (�1 + �2) + 2 cos 2�] = 0;



y(2) j z(2)

�
= ��2�2(e

�2i� � �2 + 1� �2 + e2i�)

= ��2�2(1� 2�2 + 2 cos 2�) = ��2�2
p
(1 + 2 cos 2�)2 � 4

bulunur. �1; �2 ve �1; �2 sabitlerini

���1�1
p
(1 + 2 cos 2�)2 � 4 = 1; ��2�2

p
(1 + 2 cos 2�)2 � 4 = 1

olacak şekilde seçelim. Somut olarak

�1 = �2 = 1; �1 = �
1p

(1 + 2 cos 2�)2 � 4
; �2 =

1p
(1 + 2 cos 2�)2 � 4

alal¬m. O halde

� =
1p

(1 + 2 cos 2�)2 � 4
(4.3.2)
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olmak üzere A matrisinin

 (1) = ��

24 1

1� �1 + e�2i�

35 ;  (2) = �

24 1

1� �2 + e�2i�

35 (4.3.3)

özvektörleri ile Ay matrisinin

'(1) =

24 e�2i� � �1

1

35 ; '(2) =

24 e�2i� � �2

1

35 (4.3.4)

özvektörleri ikili-ortonormal (bi-orthonormal) sistem oluşturacakt¬r:

D
 (1) j '(1)

E
= 1;

D
 (1) j '(2)

E
= 0;

D
 (2) j '(1)

E
= 0;

D
 (2) j '(2)

E
= 1:

O halde (4.2.1) formülü gere¼giAmatrisini Hermitik yapan �+ operatörü  = (a1; a2)
T 2

H = C2 herhangi vektör olmak üzere

�+ =


'(1) j  

�
'(1) +



'(2) j  

�
'(2)

formülü ile belirlenecektir. Buradan da (4.3.4)�ü ve



'(1) j  

�
= (e2i� � �1)a1 + a2;



'(2) j  

�
= (e2i� � �2)a1 + a2

eşitliklerini dikkate al¬rsak

�+ =

24 (e�2i� � �1)(e
2i� � �1)a1 + (e

�2i� � �1)a2

(e2i� � �1)a1 + a2

35
+

24 (e�2i� � �2)(e
2i� � �2)a1 + (e

�2i� � �2)a2

(e2i� � �2)a1 + a2

35
buluruz. Di¼ger yandan, �1 ve �2�nin (4.1.2) denklemini sa¼glad¬¼g¬n¬ve (4.1.3) formül-

leri ile belirlendi¼gini dikkate al¬rsak,

(e�2i� � �1)(e
2i� � �1) + (e

�2i� � �2)(e
2i� � �2)
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= 1� �1(e
�2i� + e2i�) + �21 + 1� �2(e

�2i� + e2i�) + �22

= 1� �1 � 2 cos 2� + �21 + 1� �2 � 2 cos 2� + �22

= �1 + �2 = 1 + 2 cos 2�;

(e�2i� � �1) + (e
�2i� � �2) = 2e

�2i� � (�1 + �2)

= 2 cos 2� � (�1 + �2)� i2 sin 2� = �1� i2 sin 2�;

(e2i� � �1) + (e
2i� � �2) = 2e

2i� � (�1 + �2)

= 2 cos 2� � (�1 + �2) + i2 sin 2� = �1 + i2 sin 2�

bulunur. Buna göre

�+ =

24 (1 + 2 cos 2�)a1 + (�1� i2 sin 2�)a2

(�1 + i2 sin 2�)a1 + 2a2

35

=

24 1 + 2 cos 2� �1� i2 sin 2�

�1 + i2 sin 2� 2

3524 a1

a2

35 :
Böylece

�+ =

24 1 + 2 cos 2� �1� i2 sin 2�

�1 + i2 sin 2� 2

35
olarak bulundu.

H uzay¬ h� j �i+ =


� j �+�

�
iç çarp¬m¬ ile Hphys ( �ziksel Hilbert uzay¬ ) olarak

gösterilir. E¼ger � =
p
�+ operatörü tan¬mlarsak, � : Hphys ! H bir üniter operatör

olacakt¬r,

h�f j �gi = hf j gi+ ; 8f; g 2 H;

ve a = �A��1 de H içinde bir Hermitik operatör olacakt¬r. Böylece, H içinde Her-

mitik olmayan ve (4.3.1) ile tan¬ml¬A operatörünün H içinde Hermitik olan bir

a operatörüne üniter-denk oldu¼gu anlaş¬lm¬̧s olur. Bundan dolay¬pseudo-Hermitik

kuantum mekani¼ginde �ziksel sistemin gözlenebilirleri şöyle yap¬l¬yor: tüm Hermitik
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o� : H ! H operatöleri al¬n¬r ve

O� = ��1o�� (4.3.5)

formülü ile elde edilen O� : Hphys ! Hphys Hermitik operatörleri kuantum sistemin

gözlenebilirleri olarak kabul edilir. 2�2 boyutlu kompleks matrisler uzay¬nda 4 tane

Hermitik

�0 =

24 1 0

0 1

35 ; �1 =

24 0 1

1 0

35 ; �2 =

24 0 �i

i 0

35 ; �3 =

24 1 0

0 �1

35
matrisleri (Pauli matrisleri) baz oluşturur. Herhangi 2�2 boyutlu o� hermitik matrisi

o� =
3X
l=0

!l�l; !l 2 R

şeklinde yaz¬labilir. Buna göre, (4.3.5) gere¼gi �ziksel gözlenebilirler (h� j �i+ iç çarp¬m¬na

göre Hermitik 2� 2 boyutlu matrisler)

O� = ��1o�� = ��1

 
3X
l=0

!l�l

!
� ==

3X
l=0

!l�
�1�l� =

3X
l=0

!l�l

şeklinde olacakt¬r, burada

�0 = �0 =

24 1 0

0 1

35 ; �1 = ��1�1�; �2 = ��1�2�; �3 = ��1�3�

olarak hesaplan¬r.
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5. SONUÇ

Son zamanlara kadar kuantum mekani¼ginde kullan¬lan Hamiltonyen�lerin (kuantum

sistemin enerji seviyelerini ve zaman içinde evrimini belirleyen operatörlerin) Hermi-

tik (selfadjoint) olmas¬istenmekteydi çünkü, Hermitiklik, enerji spektrumunun reel

olmas¬n¬ ve sistemin zaman evriminin de üniter olmas¬n¬ (olas¬l¬¼g¬n-korunmas¬�n¬)

sa¼glar. Ancak son y¬llarda Hermitik olmayan fakat reel özde¼gerlere (spektruma)

sahip Hamiltonyen�lerin (operatörlerin) de kuantum mekani¼ginde kullan¬labilece¼gi

anlaş¬lm¬̧st¬r. Bu tez çal¬̧smas¬nda Hermitik olmayan bir diskrit modelin spektral

analizi yap¬lm¬̧s ve bu modelin özde¼gerlerinin reel olmas¬n¬ sa¼glayan koşullar bu-

lunmuştur. Diskrit modelin Hermitik olmay¬p ancak reel özde¼gerlere sahip oldu¼gu

durumda bu modeli Hermitik yapan iç çarp¬m oluşturulmuştur. Sözü edilen yeni iç

çarp¬m metrik operatör denilen bir pozitif operatörün arac¬l¬¼g¬ile gerçekleştirilmi̧stir.

Ard¬ndanda bu metrik operatör kullan¬larak diskrit kuantum sistemin gözlenebilirleri

yap¬lm¬̧st¬r.
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