ANKARA UNIiVERSITESI
FEN BILiIMLERIi ENSTITUSU

DOKTORA TEZi

HERMIiTiK OLMAYAN DiSKRIiT SCHRODINGER DENKLEMI iCiN
OZDEGER PROBLEMLERI VE UYGULAMALARI

Ebru ERGUN HUSEYNOV

FiZiK ANABILIM DALI

ANKARA
2010

Her hakki sakhdir



OZET

Doktora Tezi

HERMITIK OLMAYAN DISKRIT SCHRODINGER DENKLEMI ICIN
OZDEGER PROBLEMLERI VE UYGULAMALARI

Ebru ERGUN HUSEYNOV

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Fizik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Mesude SAGLAM

Bu tez galigmasi bes boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. Bu boliimde, 6nce tez g¢aligmasinin kapsami ve 6nemi
ile ilgili bilgiler verilmistir. Ardindan tez ¢alismasinda kullanilan materyal ve yontem
aciklanmugtir.

Ikinci boliimde, pseudo-Hermitik kuantum mekaniginin temelleri bazi ispatlar da verilmekle
kisaca sunulmustur. Hermitik olmayan ancak reel spektruma sahip Hamiltonyen’i Hermitik
yapan i¢ c¢arpimin ingasi yontemi agiklanmis ve pseudo-Hermitik kuantum mekaniginde
gozlenebilirlerin yapilmasi yolu belirtilmistir.

Uglincii bélimde, tez ¢aligmasinin esas problemi olan diskrit modelin spektral analizi
yapilmistir. Hermitik olmayan bu modelin 6zdegerlerinin reel olmasini saglayan
kosullar bulunmustur. Iki boyutlu halde modelin 6zdegerleri ve 6zvektdrleri acik sekilde
hesaplanmistir.

Dérdiincii boliimde, iki boyutlu halde diskrit modelin Hermitik olmayip ancak reel 6zdegerlere
sahip oldugu durumda bu modeli Hermitik yapan i¢ ¢arpim olusturulmustur. Bu yeni i¢ ¢arpim
metrik operatdr (metrik matris) denilen bir pozitif operatoriin araciligi ile gerceklestirilmistir.
Ardindanda bu metrik operator kullanilarak kuantum sistemin gozlenebilirleri yapilmistir.

Besinci boliim, sonug kismindan olugmaktadir.

Temmuz 2010, 62 sayfa

Anahtar Kelimeler: Hermitik olmayan diskrit Hamiltonyen, Ozdeger, Ozvektdr, Metrik
operatdr, Gozlenebilirler.



ABSTRACT

Ph.D. Thesis

EIGENVALUE PROBLEMS FOR NON-HERMITIAN DISCRETE
SCHRODINGER EQUATION AND APPLICATIONS

Ebru ERGUN HUSEYNOV

Ankara University
Graduate School of Natural And Applied Sciences
Department of Physics

Supervisor: Prof. Dr. Mesude SAGLAM

This thesis consists of five chapters.

In the first chapter being introduction, the contents of the thesis are described and the methods
used in the thesis are explained.

In the second chapter, basics of the pseudo-Hermitian quantum mechanics are presented briefly
providing also some key proofs. For non-Hermitian Hamiltonians having a real spectrum the
method for constructing a new inner product with respect to which the non-Hermitian
Hamiltonian becomes Hermitian is explained. Also a way for constructing observables in the
pseudo-Hermitik quantum mechanics is shown.

In the third chapter, spectral analysis of a discrete model being the main subject of the thesis is
provided. Conditions that ensure reality of the eigenvalues of this non-Hermitian model are
found. The eigenvalues and eigenvectors are explicitly computed for the two-dimensional
model.

In the fourth chapter, when the two-dimensional model is non-Hermitan but has real eigenvalues
a new inner product with respect to which the model becomes Hermitian is constructed. This
new inner product is realized by means of a positive-definite operator (matrix) called a metric
operator. Then this metric operator is used to construct the observables of the corresponding
quantum system.

The fifth chapter consists of conclusion.

July 2010, 62 pages

Key Words: Non-Hermitian discrete Hamiltonian, Eigenvalue, Eigenvector, Metric operator,
Observables.

i



TESEKKUR

Bu tez konusunda calismalarimin her sathasinda yakin ilgi ve Onerileriyle beni
yonlendiren danisman hocam, Sayin Prof. Dr. Mesude SAGLAM (Ankara Universitesi
Fen Fakiiltesi)’a, calismalarim esnasinda yardimlarini esirgemeyen degerli hocalarim
Saymn Prof. Dr. Abbas Kenan CIFTCI (Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi)’ye, Saym
Prof. Dr. Elgiz BAYRAM (Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi)’a, bana her konuda

destek olan esime en igten saygi ve tesekkiirlerimi sunarim.

Ebru ERGUN HUSEYNOV
Ankara, Temmuz 2010

11



ICINDEKILER

OZET couiriincincinssissssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss i
ABSTRACT .uuiiiiiiiiinicsiisnensnissessnisssessssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssssssssss ii
TESEKKUR....ccuivuiiiiiiiiereriererererererersessessessessessessessessessessessennes iii
SIMGELER DIZINT oceeeeiieenenesccnesesiscnsenssnsesensensnstssessessssssssssnsesssssssssessensas v
L GIRIS werinninininncanciscissinssisssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1
1.1 Calismanin KapSaml...oc.ooieeiiiniiiniiiieiiiniiieiisstcsnsssssssssssssssnsssnssssosnnses 1
1.2 CaliISMANIN ONEM.cuirnirninninninnieneneeenenieniereeseeseeseeseeseeseessesssssnssnmms 3
1.3 Materyal ve YONtemM....ooueiueiieiiuiiiiiierieeiierieeineeieciacceciascascsssssccnssscnce 4
2. PSEUDO-HERMITIK KUANTUM MEKANIGININ TEMELLERI............... 7
2.1 Vektor Uzaylary, I¢ Carpim Uzaylari........cc.eueeveneenneennnernneenneereeesneernnenn 7

2.2 Lneer Operatorler, Hermitik Operatorler, Ozdegerler ve Ozvektérler............9

2.3 Pseudo-Hermitik Operatorler, Ozdegerlerin Reel Olmasi I¢cin Gerek ve

Yeter Kosul, Metrik Operator......ccccevveiiiniiiiiiiiniiiiiiiiniiiimieisieesrcenscennns 14
2.4 Pseudo-Hermitik Kuantum Mekaniginin Gozlenebilirleri............ccceeeeennnn. 18
3. HERMITIK OLMAYAN DiSKRIT MODELIN SPEKTRAL ANALIZi ......... 19
3.1 Fark Operatorleric...cccoeeeieeieiiiiiiiiiiiiiiiieiiiiieiiieiiieiriieciecieccesncnecenn 19
32 M=1ve N=2Haliccic.ieoteiuiiuiiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiieiiiiiiiecieciictiecnecac 25
33 M =1ve N=3Halicc.c.ieoietuiiiieiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiieiiiiiiietieciiciiecnecac 36
34 M =2 ve N =3 Halicc...ocoeortiuiiuiiuiiiiiiiuiieiiiriiieiieriesnisnseeseesnssnssssassnns 44
4. DISKRIT MODELIN PSEUDO-HERMITiK KUANTUM MEKANIGi.......... 49
4.1. M =1 ve N =2 Halinde (1.1) — (1.3) Probleminin Ozeti...............cccvvveu.... 49
4.2. Metrik Operatoriin ve Gozlenebilirlerin Yapilmasi Yonteminin Ozeti......... 50
4.3. M =1 ve N =2 Halinde Metrigin ve Gozlenebilirlerin Hesaplanmasi.......... 52
5. SONUGC . e itiitiitiiiiiiiiiiiiiititietitttttattettetttatsssescecssssssnscnsenssssnssnsans 59
KAYNAKLAR ucooutiiiitictininstisssisesssissssssssssesssssssssssssssssessstsssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 60
OZGECMIS cuucereeeereereeesssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 62

v



SIMGELER DiZiNi

Komplex sayilar kiimesi

Tam sayilar kiimesi

Hilbert uzay1

Fiziksel Hilbert uzay1
Hamiltonyen

H operatoriiniin tanim kiimesi
H operatoriiniin Hermitik eslenigi
Ozdeger

I¢ carpim

Kompleks eslenik

Metrik operator
Gozlenebilirler

Ileriye fark operatorii

Geriye fark operatorii
Spektral parametre



I. GIRIS

Eski zamanlardan beri diskrit denklemlerin ( fark denklemlerinin ) incelenmesine
fizikciler ve matematikciler tarafindan biiyiik ilgi duyulmaktatir. Diskrit denklemler
bir tarafdan diferensiyel denklemleri diskritlestirerek yaklagik cozerken, diger taraf-
dan da bir ¢ok pratik olayin matematiksel modelleri olarak kendi bagina ortaya ¢ikar-
lar. Diskrit denklemler kolaylikla algoritmalagtirilarak, bilgisayarda ¢ozmek icin ¢ok
uygundurlar. Diskrit denklemler (fark denklemleri) konusunda ¢ok sayida makale ve
kitap yazilmigtir ve halen de boyle galigmalar siirmektedir (Atkinson 1964, Kelly and
Peterson 1991, Agarwal 1992).

Matematiksel fizigin bazi problemleri Hermitik olmayan (selfadjoint olmayan) o-
peratorlerin kullanilmasini gerektiriyor (Dolph 1961, Davies 2002). Son on yil iginde
Hermitik olmayan Hamiltonyen’lerin incelenmesine ve kuantum mekaniginin kom-
leks (karmagik) genisletilmesine dikkat ¢nemli 6lciide artmugtir; 6zellikle de spekt-
rumu (6zdegerleri) reel olan Hermitik olmayan operatolerin daha ¢ok fiziksel anlam
tagiyabilecegi anlagilmigtir (Bender 2007, Mostafazadeh 2008 derleme niteligindeki
makalelere bakiniz). Bu durum, spectrumu reel olan Hermitik olmayan Hamiltonyen-

lerin yapilmasini ve incelenmesini tesvik etmektedir.
1.1. Calismanin Kapsam

Bu tez calismasinda, M > 1 ve N > 2 pozitif tam sayilar olmak iizere

— A% 1 ¥ QY = Mppyn, nEQ={-M,...,—2 -1}U{2,3,....N}, (L.1)
Yy-1 = "Y1, Ay—l = 6%6Ayl, (1-2)
Y-m—-1=Yn+1 =0, (1.3)

bigimindeki diskrit kuantum sistem incelenmektedir. Burada {y,} "', | aranilan

¢oziim, i = +/—1 imajiner birim, A kompleks parametre ("enerji" veya spektral
parametre), A operatoriit Ay, = Y11 — Y, formiilii ile taniml ileriye fark operatorii

(dolayisiyla A%y, 1 = Yp_1 — 2Yn + Yni1), @n Katsayilar reel, § € [0,7/2) ve p,



katsayilari
Pn = (1.4)
seklindedir.

(1.1)—(1.3) probleminin esas farkli yanlar1 denklemde (1.4) seklinde kompleks p,, kat-
sayisinin mevcut olmasi ve bu problemde (1.2) seklinde kompleks katsay1 igeren gegis
("impulse") kosulunun mevcut olmasidir. (1.1)-(1.3) seklindeki diskrit problemin

siirekli benzeri daha énce Mostafazadeh 2005 makalesinde ele alinmigtir.

Eger bir Hermitik olmayan A Hamiltonyeninin ¢zdegerleri reel ise, bir sonraki prob-
lem bu Hamiltonyeni Hermitik yapan bir yeni i¢ carpimin yapilmasidir. Boyle i¢
carpimin yapilmasi i¢in genel yontem Mostafazadeh 2002a, 2002b, 2002¢ makalelerinde
verilmistir. Bu yontem ayrintili bicimde incelenmis ve yontemin ana hatlar: baz is-

patlarda verilmekle tezin 2. boliimiinde sunulmustur.

Tez ¢aligmasinin 3. boliimiinde (1.1)—(1.3) problemi sonlu boyutlu bir H Hilbert uza-
yinda bir A lineer operatoriiniin yardimiyla Ay = Ay, y € ‘H ozdeger problemi sek-
linde ifade edilmistir. Bu A operatorii Hamiltonyen roliinii oynar. A operatoriiniin
yalniz ve ancak 6 = 0 halinde Hermitik oldugu gosterilmigtir. Bu operator sonlu
boyutlu bir kompleks Jacobi matrisi ("ii¢-ktgegen" matris) seklinde ifade edilebilir
ve (1.1)—(1.3) ozdeger problemi bu matrisin 6zdegerlerinin ve dzvektorlerinin ince-
lenmesine indirgeniyor. ¢ # 0 icin A matrisi Hermitik degildir. Buna ragmen bu
matrisin 6zdegerlerinin reel olmasi miimkiindiir. Tez caligmasinin 3. boliimiinde
M =1ve N =2 halinde (A matrisinin 2 x 2 boyutlu oldugu halde), M = 1 ve
N = 3 halinde (A matrisinin 3 x 3 boyutlu oldugu halde) ve hem de M =2 ve N =3
halinde (A matrisinin 4 x 4 boyutlu oldugu halde) (1.1)—(1.3) probleminin 6zdeger-
lerinin reel olmasi i¢in § ve g, sayilari iizerine gerek ve yeter kosullar bulunmustur.
Ozellikle de M = 1 ve N = 2 (iki boyutlu matris) halinde bu kosullar daha acik
sekilde ifade edilmis ve bu halde A matrisinin 6zdegerleri ve 6zvektorleri agik sekilde

hesaplanmigtir.

Tez ¢aligmasimin 4. son boliimiinde, M =1 ve N = 2 (iki boyutlu matris) halinde A



matrisinin Hermitik olmayip ancak reel dzdegerlere sahip oldugu durumda bu mat-
risi Hermitik yapan i¢ ¢carpim Mostafazadeh yontemi uygulanarak insa edilmigtir. Bu
yeni ig garpim metrik operator (metrik matris) denilen bir pozitif operatériin araciligy
ile gerceklestirilmektedir. Ardindanda bu metrik operator kullanilarak kuantum sis-

temin gozlenebilirleri (observables) yapilmigtir.
1.2. Calismanm Onemi

Kuantum mekaniginde, bir kuantum sistemin (yani ¢ok kiigiik pargaciklardan olugsan
bir objenin) her durumu bir H Hilbert uzaymnin bir ¢ vektorii (elemani) ile be-
lirlenir. H’ye kuantum sistemin (veya fiziksel sistemin) durumlar uzay: denir, v
vektorlerine de durum vektérleri denir. Deneysel olarak belirlenen fiziksel biiyiik-
likklere gozlenebilirler denir. H uzayinda verilmis pozitif-belirli i¢ ¢arpim (- | ) ile
gosterelim. Her a fiziksel biiyiikliigiine belirli bir kural iizere ‘H uzayinda Hermitik
bir A operatorii kargi koyuluyor: A’nin tamim bolgesine ait her ¥ ve ¢ elemanlar
icin

(| Ap) = (AY | ).

Kuantum sistemin ¢) durumunda « fiziksel biiyiikliigiiniin ortalama degeri (beklenen
degeri) (¢ | Ay) sayisi olarak kabul edilir. A operatoriiniin Hermitik olmasindan
bu sayimin reel oldugu cikar. ‘H uzayimmdaki tiim Hermitik operatorlere kuantum sis-
temin gozlenebilirleri denir (bu operatorler gozlenebilir fiziksel biiyiikliiklere kargilik
gelmektedirler). Eger a fiziksel biiyiikliigii sistemin enerjisini gosteriyor ise a’ya
karsilik gelen operatore sistemin Hamiltonyen’i denir ve H ile gosterilir. Hermitik

olmasindan dolay1 H’nin 6zdegerleri F,, reel olup bunlara karsilik gelen ¢zvektorleri

Y, (Hy, = E,,) de ikiser ortogonal olur. Kuantum sistemin evrimi (dinamigi)
nLw() = HU )
n— =
dt

Schrodinger denklemi ile belirlenir. Bu denklemin W(0) = 1, baslangi¢ kosulunu
saglayan ¢oziimii

U(t) = Uty = e iy,



seklindedir ve H’nin Hermitik olmasi U(¢)’nin her ¢ i¢in iiniter olmasini saglar:

O fl1ut)g) =<flg, VfgeH.

Son zamanlara kadar kuantum mekaniginde kullanilan Hamiltonyen’lerin (kuantum
sistemin enerji seviyelerini ve zaman iginde evrimini belirleyen operatérlerin) Hermi-
tik (selfadjoint) olmasi istenmekteydi ¢iinkii, Hermitiklik, enerji spektrumunun reel
olmasini ve sistemin zaman evriminin de iiniter olmasimi (olasiligin-korunmasi’ni)
saglar. Ancak son yillarda Hermitik olmayan fakat reel tzdegerlere (spektruma)
sahip Hamiltonyen’lerin (operatorlerin) de kuantum mekaniginde kullamlabilecegi
anlagilmigtir (Scholtz, Geyer and Hahne 1992, Bender and Boettcher 1998, Bender,
Boettcher and Meisinger 1999, Bender 2007, Mostafazadeh 2002a, 2002b, 2002c,
2008, Mostafazadeh and Batal 2004). Bu amagla, H Hilbert uzaymn ilk basta
verilmig (- | -) i¢ ¢arpimina gére Hermitik olmayan Hamiltonyen’i Hermitik yapan
yeni bir i¢ ¢arpimin yapilmasi esas problem olarak ortaya cikmigtir. Bu problem
Mostafazadeh’in makalelerinde incelenmis olup sonucta kendisinin "pseudo-Hermitik
kuantum mekanigi" adlandirdigi bir teorinin ortaya ¢ikmasina neden olmustur

(Mostafazadeh 2008).
1.3. Materyal ve Yontem

Pseudo-Hermitik kuantum mekaniginin ana hatlarini, H Hilbert uzayinin sonlu boyutlu
oldugu halde (bizim tez ¢aligmamizda ortaya ¢ikan Hilbert uzay:r sonlu boyutludur)
kisaca verelim. H i¢ ¢arpimi (- | -) olan N-boyutlu bir Hilbert uzay1 olsun, H :
‘H — 'H de genelde Hermitik olmayan bir lineer operator olsun. Asagidaki kogullarin

saglandigini varsayalim:

(K1) H kosegenlestirilebilir (diagonalizable) olsun, yani H’nin tam N tane lineer
bagimsiz v, 1y, . .., 6zvektorleri (Hy,, = E,,,, n=1,2,..., N) var olsun.

(Bu durumda 1y, 9,, . .., 1y vektorleri H uzaymin bir bazini olugturacaktir.)

(K2) H operatoriiniin Ey, Es, ..., Ey 6zdegerleri reel olsun (bu 6zdegerlerin ikiger

farkl olmasi istenmiyor).



O halde, Ey, E,, ..., Ey sayllar1 H' Hermitik eslenik operatorii icin de 6zdegerler
olacaktir ve bu dzdegerlere karsilik gelen ¢y, ¢y, .. ., @y Ozvektorleri (H'yp, = E,¢,,

n=1,2,..., N) oyle secilebilir ki

{¢17¢27"'7¢N} ve {@17@27"'7%0]\7}

sistemleri ikili-ortonormal (bi-orthonormal) olsun:

, n=m

(U | Q) =

0, n#m.
Bu durumda &yle pozitif n, : H — H operatorii vardir ki

HY =, Hy !

esitligi dogrudur, yani H operatorii pseudo-Hermitiktir. Eger n, operatoriinii kulla-
narak yeni

(W), =@|ne), vpeH

i¢ carpim1 tamimlarsak H operatorii bu yeni i¢ carpima gore Hermitik olacaktir:

(V[ Hp), = (HY @), YY,p€eH.

Varlhigin soyledigimiz 7, operatérii (bu operatore metrik operator denir)

N
i => (e |v) @, VeH
n=1

formiilii ve 1, ters operatorii de

N
=Y (W [0, Y EH

n=1

formiilii ile bulunur.

H uzay1 (- | -), i¢ carpmmu ile H,p,s (fiziksel Hilbert uzayi) olarak gosterilir. Eger



p = /7, operatorii tanimlarsak,
P Hphys — H
bir iiniter operator olacaktir,

(of lpg)=(flag,, VfgeMH,

ve

h=pHp*

de H iginde bir Hermitik operator olacaktir. Boylece, H icinde Hermitik olmayan
fakat (K1) ve (K2) kosullarim saglayan H operatoriiniin H i¢inde Hermitik olan bir
h operatoriine iiniter-denk oldugu anlagilmig olur. Bundan dolay1 pseudo-Hermitik
kuantum mekaniginde fiziksel sistemin gozlenebilirleri soyle yapiliyor: tiim Hermitik

0 : H — 'H operatoleri alinir ve

Oa = p L0ap

formiilii ile elde edilen O, : Hpnys — Hprys Hermitik operatorleri kuantum sistemin

gozlenebilirleri olarak kabul edilir.



2. PSEUDO-HERMITIiK KUANTUM MEKANIGI’NIN TEMELLERI

Eger bir Hermitik olmayan A Hamiltonyen’inin 6zdegerleri reel ise, bir sonraki prob-
lem bu Hamiltonyeni Hermitik yapan bir yeni i¢ carpimin (metrik operatoriin) yapil-
masidir. Boyle i¢ ¢carpimin yapilmasi i¢cin genel yontem Mostafazadeh 2002a, 2002b,
2002c makalelerinde verilmis ve kendisinin "pseudo-Hermitik kuantum mekanigi"
adlandirdig1 bir teori ortaya gikmugtir (Mostafazadeh 2008). Bu béliimde pseudo-
Hermitik kuantum mekaniginin ana hatlar1 baz ispatlar da verilmekle H Hilbert
uzaymin sonlu boyutlu oldugu halde (bizim tez galigmamizda ortaya ¢ikan Hilbert

uzay1 sonlu boyutludur) kisaca sunulmugtur.
2.1. Vektor Uzaylari, I¢ Carpim Uzaylar:

Tanim 2.1.1. Bir V kiimesinin 1, ¢ gibi herhangi elemanlar1 icin 1) 4+ ¢ toplami ve
her ¢ € V elemani ve her a € C kompleks sayisi i¢in de ai) ¢carpimi taniml ise V’ye

kompleks vektor uzay (veya kompleks lineer uzay) denir.

Ornek 2.1.1. V. =CV = {{) = (ay,ay,...,ayn) : ai,as,...,ay € C} bir (kompleks)

vektor uzayidir. Iki
Y = (a1,aq,...,ay), ¢ = (b, by, ..., by) € CN
elemanlarimin (vektorlerinin) toplami
Y4+ @ = (a1 +b,a3+ by, ...,an +by)
olarak ve ¢ € CV eleman ile a € C sayisiin carpimi da
ay) = (aay,aag, ..., aay)

olarak tamimlanir.

Ornek 2.1.2. V = [3(~00,00) = {v: (~00,00) — C (ffgo dz ()| < oo } bir



vektor uzayidir. Iki ¢, ¢ € L?*(—o00,00) fonksiyonlarmm toplami

(¥ + @) () = ¥(z) + ¢(z)
olarak ve ¢ € L?(—o00, 00) fonksiyonu ile a € C sayisinin ¢apim da
(a)(z) = ay(x)

olarak tamimlanir.

Tamim 2.1.2. Eger V' vektor uzayinda N tane lineer bagimsiz ¢, ¥,, ..., %Yy ele-
manlar1 (vektorleri) mevecut ve her i) € V elemani da aq, as, ..., ay € C belirli sayilar

olmak iizere bu elemanlarin

P = alwl + a2¢2+a e ‘|‘(IN7/JN

lineer birlesimi seklinde yazilabiliyor ise V’ye N boyutlu uzay denir.

Tanim 2.1.3. V bir vektoér uzay: olsun. Asagidaki kosullar saglayan bir (- | -) :

V x V — C fonksiyonu verilmis ise V’ye i¢ carpim uzay: denir.

(i) Her ¢ € V igin

(W|Y)>0 ve (W|)=0<=1=0 (sifir vektor).

(i) V¢, € V igin

(W) =(p|v) (* simgesi kompleks eglenigi gisterir).

(iii) V¢, ¢, x € V ve Va,b € C igin

(W |ap+bx) =a@|e)+b{Y|x).

(1 | p) kompleks sayisina 1) ve ¢ elemanlarinin i¢ ¢arpime denir.
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Ornek 2.1.3. Ornek 2.1.1°deki CV uzaymnda i¢c carpmm ) = (a1, as,...,an), ¢ =

(b1, by, ...,by) € CN olmak {izere

N
(W] @) =) anbn
n=1

olarak tamimlanabilir.

Ornek 2.1.4. Ornek 2.1.2'deki L?(—o0, 00) uzaymda 1 (x) ve ¢(z) fonksiyonlarmim
i¢ carpimi

W) ¢) = / " de (o) o)

[e.e]

olarak tanimlanabilir.
2.2. Lineer Operatorler, Hermitik Operatorler, Ozdegerler ve Ozvektorler

Tanim 2.2.1. V bir lineer uzay (vektor uzay1) olsun. Bir A: D C V — V operatorii

asagidaki kosullar sagladiginda ona lineer operator denir.

(i) D tanim bolgesi lineer alt kiime olsun, yani

vVpoeD=v+peD ve veEDacC= aeD,

(i) Vi, € D i¢in
AW + ) = AP + Ag,

(iii) Vo € D ve Ya € C igin

Alay) = aAy
olsun.
Ornek 2.2.1. Bir ~ _
aip a2 -+ GIN
A Qg1 Q2 -+ G2N
| ANt GN2 ctr ANN




kompleks matrisi verildiginde bu matrisin yardimyla A : CN¥ — C¥ operatorii

Y = (21, 29,...,2xy) olmak iizere
ail AP a1N il a11T1 + 199 4+ ...+ aA1NTN
Q21 G2 - Q2N T2 2171 + G222 + ... + AaNT N
A’[p = =
any1 an2 -+ QNN N aN1x1+aN2m2+...+aNNxN

olarak tanimlanabilir. Bu operator lineer operator olacaktir.

Ornek 2.2.2. A: D C L?(—o0,00) — L*(—00, 00) operatériinii D tanim bolgesi
D = {¢ € L*(~00,00) | 3" () ve —"(x) + V(2)y(x) € L*(~00,00)}

olmak tizere

AY(x) = =" (x) + V(2)ip(x), ¢ €D

formiilii ile tanimlayalim, burada V' (x) verilen bir kompleks degerli fonksiyondur. Bu

operator lineer operatordiir.
Bundan sonra her yerde H'nin N boyutlu bir Hilbert uzay: oldugunu varsayacagiz.

Teorem 2.2.1 (bkz. Hoffman and Kunze 1971). Her A : H — H lineer operatiri
1¢in

(Av | ) = (¥ | Alp), Vo,peH

esitligini saglayan ve tek tirli belirlenen bir AT lineer operatérii vardwr. Bu Al

operatorine A operatéorinin Hermitik eslenigi (adjointi) denir.

Tamm 2.2.2. A : H — H bir lineer operator ve Af : H — H da onun Hermitik
eslenigi (adjointi) olsun. Eger A = AT ise A’ya kendisine eslenik (self-adjoint veya

Hermitik) operator denir. Bagka sozle, A operatoriiniin Hermitik olmasi

(A | o) = (| Ap), Y, p€H

esitliginin saglanmasi demektir.
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Tanim 2.2.3. B : H — 'H bir lineer operator olsun. Eger her v € H, 1 # 0 igin

(B [ ¢) >0

ise B’ye pozitif operator (veya pozitif-belirli operator) denir.
Her lineer pozitif B operatorii mutlaka Hermitiktir, B~ tersi vardir ve B~! de po-
zitiftir.

Tanim 2.2.4. A : 'H — H bir lineer operator olsun. Eger bir A € C kompleks
say1sl i¢in

Ap =M, Y eH, #0

olacak sekilde 1) elemam (vektorii) varsa A'ya A operatoriiniin bir dzdegeri ve 1)’ye

de A'min \ 6zdegerine karsilik gelen ozvektori denir.

Teorem 2.2.2. A : H — H operatérii Hermitik (yani AT = A) ise A’min ézdegerleri
reeldir ve A’nan farkl 6zdegerlerine karsilik gelen ézvektorleri de birbirine ortogo-

naldar.

Ispat. (i) A € C sayis1 A’nin bir 6zdegeri olsun. O halde 6yle 1) € H, ¢ # 0 vektorii

var ki

A = M.

Bu esitligin her iki tarafim1 soldan v ile i¢ ¢arpalim:

W AY) =W | M) = @AY) = A [).

1 # 0 oldugundan (¢ | ¢) > 0 dir. O halde son esitlikten

] A)

CEKON

Bu esitligin sag tarafinda payda reel sayidir ¢iinkii (¢ | ) > 0 dir. Sag taraftaki
payin reel oldugunu gosterirsek A'nin reel oldugu ¢ikar. (¢ | Av) kompleks sayisinin

reel oldugunu gostermek i¢in bu sayinin kompleks esleniginin kendisine esit oldugunu
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gostermek yeter.

W 4)" = (4 [¢) = (| A) = (] 4y).

A@Z)l = /\1¢1>
Aqu)Q = )‘2¢27

ve A1 # Ay olsun. (¢ | ¥5) = 0 oldugunu gosterelim. Teoremin birinci kismina gore
A1 ve A2'nin reel oldugunu biliyoruz. Birinci esitligi sagdan 1, ile ve ikinciyi soldan

1, ile i¢ icarpalim:
(Ay [ hg) = (Mg [ hy) = AT (Vg [ ¥) = Ai (¥ | ¥9)

<¢1 ‘ A%) = <¢1 ’ )\2w2> = A <¢1 ’ w2>'

A Hermitik oldugundan sol taraflar birbirine egittir:

<A¢1 | ¢2> = <7/11 | A@bz) .

O halde sag taraflar da birbirine egit olmalidir:

ALYy [ g) = XAy [y) = (A1 —A2) (¥ [ y) =0

<¢1 ’ ¢2> =0.0

Tanim 2.2.5. H : H — H bir lineer (genelde Hermitik olmayan) operatér ve H
de N boyutlu Hilbert uzay: olsun. Eger H’nin N tane lineer bagimsiz ¢, 1o, ..., ¥ n
ozvektorleri (Hv,, = E,,, n=1,2,..., N) varsa H’ye kdsegenlestirilebilir (diago-
nalizable) operatér denir. (Bu durumda 1, s, ..., ¥, 0zvektorleri H uzaymin bir

bazimi olugturur.)
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Teorem 2.2.3. H : H — H bir lineer (genelde Hermitik olmayan) késegenlesti-
rilebilir operator olsun ve 11,1, ...,y de bu operatérin lineer bagimsiz 6zvektorler:

olsun

Hy, = Ez,, n=12 . N.

Bu durumda, E, E5, ..., EY sayplars H " Hermitik eslentk operatori i¢in 6zdegerler
olacaktur ve bu 6zdegerlere karsilk gelen @y, @, ..., 0N 6zvektorleri (H o, = E*p,
n=1,2 .. N) dyle segilebilir ki

{¢17¢2a"'7¢N} ve {¢17S027"'7S0N}

sistemleri ikili-ortonormal (bi-orthonormal) olsun:

1, n=m,

0, n#m.

(U | o) =

(Bu durumda, hem y,1%q, ...,y ve hemde @1, s, ..., o5 vektorleri H uzayimn

bir baziny olusturur.)

ispat.
HyY, =Fx2,, E,eC, n=12... N (2.2.1)

ve Y1, 1,, ...,y vektorlerinin lineer bagimsiz oldugu yani ‘H uzayinda baz olustur-

dugu verilmigtir. Her m € {1,2,..., N} i¢in bir ¢,, vektoriinii

SDmJ-‘C(wlaw%'"7wm—lvwm+17"-71/}N)7 <wm | ()Om> = 1 (222)

olacak sekilde secelim, burada L£(¢1, Vs, ..., Y 1, Vi1, .-, Py) ile

wlawb cee 7wm—17wm+17 s 7¢N

vektorlerinin tiim lineer kombinasyonlar1 kiimesi, yani «q, ..., Qn_1, Qmit, -oey QN

keyfi kompleks sayilar olmak iizere

0611/11 + ...+ am—1¢m—1 + Oém-i-ll/}m-i—l 4+ ...+ QN¢N
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seklindeki vektorlerin kiimesi gosterilmigtir. Simdi her m € {1,2,..., N} i¢in

H'g, = Eip,, (2:23)
oldugunu gosterelim. Bu amagla Vi) € ‘H vektoriinii alalim. 14,1, ..., 19y vektorleri
‘H’de baz olusturdugundan

N
b= cath, (2.2.4)
n=1
olacak sekilde c,, kompleks sayilar1 vardir. Buna gore
(2.2.4) a al
n=1 n=1

(2.2.1) al a =
= <chEn77/)n | Q0m> Z cnBnty, | ©m) = ZCTLE:L< U | o)

n=1 n=1 n=1

C22 o g |, ) =k B (2.2.5)

m—m

Ote yandan

N N
<WQ%»EMW%W@@«ZMM%>J%Z@wwm
n=1

n=1

N

* * (2.2.2) 4 « . %

n=1

(2.2.5) ve (2.2.6)" nin sag taraflar1 ayni; o halde sol taraflar1 da ayni olmali:

(V| H'p) = (| Efepn) .

Bu esitlikte 1 keyfi oldugundan H'yp,, = E¥ ,, olarak bulunur. [J

2.3. Pseudo-Hermitik Operatorler, Ozdegerlerin Reel Olmas: Icin Gerek
ve Yeter Kosul, Metrik Operator

Tamm 2.3.1. A : H — H bir lineer operatoér ve A de onun Hermitik eslenigi
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(adjointi) olsun. Eger
A" = BAB™ (2.3.1)

olacak sekilde bir B pozitif operatorii varsa A’ya pseudo-Hermitik operatér denir.

Teorem 2.3.1. A : H — 'H bir pseudo-Hermitik operatér olsun, dolaysiyla
A" = BAB™! (+<= A'B = BA)
olacak sekilde bir B pozitif operatérii var olsun. Bu durumda A operatéri yeni

W )p Z (| By), Y,peH (2.3.2)

1¢ carpymana gore Hermatiktir, yani

(AV [ )= W | Ay, VU, 0 €H. (2.3.3)

Ispat. Gercekten, Yo, ¢ € H icin

(A | o) P27 (A0 | Bo) = (4 | ATBpY = (| BAg) = (4 | Ap),,

bulunur. O

Teorem 2.3.2. H : H — H bir kisegenlestirilebilir (genelde Hermitik olmayan)
operator olsun ve 6zdegerleri de reel olsun. Bu durumda, H operatori pseudo-

Hermitiktir. Yani, oyle pozitif n, : H — H operatori vardir ki
H' =1p H 77;1
egitligi dogrudur. Diger bir degigle (bkz.Teorem 2.8.1) H operatori

W), E(b|ne), veeH
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i¢c carprmana gore Hermitiktir. Ayrica,

Hy, = Ezp,, H'o, =E,,, n=12_...,N, (2.3.4)
El, EQ, e ,EN 7"661, (235)

1, n=m,
(U | om) = (2.3.6)

0, n#m,

olmak tizere 1, operatirii

N
N =Y (e, | ), VW EH

n=1

formyilii ile ve 77;1 ters operatori de

N
=Y (W, | )Y, VEH
n=1

formiilii ile tamamlanabilir.

Ispat. Teorem 2.2.3’ii uygularsak ve H’nin tzdegerlerinin reel olma kosulunu dikkate

alirsak (2.3.4), (2.3.5) ve (2.3.6) hiikiimlerini yazabiliriz. $imdi

N, =@, n=12..N (2.3.7)

olmak kosuluyla lineer n, : H — H operatoriinii tammlayalim. (2.3.7) esitligi
kullanilarak 7, operatorii lineerlik ¢zelligine gore tiim H uzayma tektiirlii olarak

genigletilir. Yani herhangi ¢ € H alirsak bu ¢ vektoriinii

N
Y= chwm Cn = <90n ’ w> (2'3'8)

seklinde yazabiliriz. Buna gore

N N . N N
N =mn, (Z ann) = Z Cal 1, = ch% = Z (¢n ’ V) @,
n=1 n=1 n=1 n=1
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1, pozitiftir, ¢tinkii Vi € H, ¢ # 0 icin

<n+w|w>=<2<¢n|w>wn|¢>

= (o [ 0) (o ) =D (@, [0 >0

(2.3.7) esitliginden n;' : H — H ters operatorii igin
-1 o .
/’7—‘,— @n - 1/}n7 n = ]-7 27 (RS N (239)

olur. Buna gore keyfi v € ‘H vektoriinii

)= Zdnwm n =ty | ) (2.3.10)

seklinde yazarak

N N
e (zdn%):zdnmn deﬂ S 0 0
n=1 n=1

n=1

formiiliinii buluruz. Simdi
HTUJr =n,H (yani H = 77+H77jrl)

oldugunu gosterelim. Her n € {1,2,..., N} i¢in

237)
H'n b, H'p, = E,p,,

2.3.7)

(
n,Hy, = 77+(En¢n) =En, v, =" Eypo,.

Hn o, =n Hi,, VYne{l,2,... N} = H'n, =n_H. O
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2.4. Pseudo-Hermitik Kuantum Mekanigin Go6zlenebilirleri

H uzayi (- | -), i¢ carpimu ile Hypys (fiziksel Hilbert uzayi) olarak gosterilir. Simdi

p=+\/my ve h=pHp'
operatorlerini tanimlarsak, su teorem dogru olacaktir.

Theorem 2.4.1. p : Hypys — H operatori tniterdir ve h : 'H — H operatori

Hermatiktir, yani Vf, g € 'H i¢in

(pflpg)=(flg, (flhg)=(nflg).

Ispat. Gercekten, Yf, ¢ € H icin

(of | pgy = (if | gy = (F L yievieg) = (f lneg) = (F 1 a)y s

ve H operatoriiniin (- | -), i¢ carpimina gore Hermitik oldugunu (Teorem 2.3.2 ve

Teorem 2.3.1) dikkate alirsak,
o —1 _ -1 —1 _ —1 —1
(f I hgy=(f1pHpg) = pp™ " f 1 pHp g) = (p ' f | Hp""g),

= (Hp ' f 1 prg), = (pHp ' [ pp~ g) = (pHp™'f | g) = (hf | 9)

buluruz. O

Boylece, H iginde Hermitik olmayan fakat (K1) ve (K2) kosullarim saglayan (bkz.
Girig, 1.3. alt boliim) H operatoriiniin ‘H i¢inde Hermitik olan bir h operatoriine
iiniter-denk oldugu anlagilmig olur. Bundan dolay1 pseudo - Hermitik kuantum
mekaniginde fiziksel sistemin gozlenebilirleri soyle yapiliyor: tiim Hermitik o, :
H — H operatorleri aliniyor ve O, = p~'o,p formiilii ile elde edilen O, : Hppys —

Hphys Hermitik operatorleri kuantum sistemin gozlenebilirleri olarak kabul edilir.
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3. HERMITiK OLMAYAN DiSKRIT MODELIN SPEKTRAL ANALIiZi

Bu boliimde, M > 1 ve N > 2 porzitif tam sayilar, olmak iizere

~A*Yp 1+ QY = Appyn, NEQ={-M,..., -2, -1}U{2,3,....N}, (3.1)
ya =1, Ay = Ay, (3.2)

Y-m-1=Ynt1 =0, (3.3)

bigimindeki diskrit kuantum sistem incelenmektedir. Burada {y,} "', | aramlan

¢oziim, ¢ = +/—1 imajiner birim, A kompleks parametre ("enerji" veya spektral
parametre), A operatorii Ay, = Yn11 — Yp formiilii ile taniml ileriye fark operatorii
(dolaywsiyla A2y, 1 = Yp_1 — 2Yn + Ynt1), o Katsayilar reel, § € [0,7/2) ve p,

katsayilar:

Pn = | (3.4)
6—226 n Z 92
seklindedir.
3.1. Fark Operatorleri

Z ile tiim tam sayilarin kiimesini gosterelim ve (fy) da k € Z olmak {izere verilen

kompleks dizi olsun. Ileriye ve geriye fark operatorleri A ve V, sirasiyla,

Afy=frr1—fe ve Vife=fi— fia
formiilleri ile tanimlanir. Kolayca
Vi =Afk-1,

A’ fr. = AAf) = frrz — 2fer1 + fas
V2=V (Vi) = fi — 2fie1 + fioas

AVfe = fir1 — 2fu + fro1 = VA, = A% fi 1 = Vi
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oldugu goriilebilir. a < b olmak iizere herhangi a,b € Z tam sayilar icin su kismi

toplama formiilleri dogrudur:
b b
S (Afge = feage by = (V)

k=a k=a

b
= Jo+19 — faGa—1 — Z Te(Var), (3.1.1)
k=a

b
Z(ka)gk = fegria loy — ka(Agk)
k=a

k=a
b
= fogbr1 = fa19a — > fe(Dgr), (3.1.2)
k=a

b b

D (AVA)g = (Afi)g by =D (Vi) (Var), (3.1.3)
k=a k=a

b b
S AV g = (Af)gr by =D (Afu)(Agy), (3.1.4)
k=a k=a

b

> [(AVfi)ge — fe(AVG)] = [(Afi)ge — fe(Agi)])-s

k=a

= [(Afo)g — fo(Ag)] = [(Afa-1)ga-1 = fa-1(Aga-1)]. (3.1.5)
(3.1)—(3.3) problemi ile ilgili operatorleri belirlemek igin
Q={-M,...,—2, -1} U{2,3,...,N}

olmak iizere y = (y,) kompleks (sonlu) dizilerin H Hilbert uzayim alahm ve ig

neqQ

carpimini da

(y,2) = Z YnZn

ne

formiilii ile tanimlayalim; say1 tizerindeki ¢izgi kompleks eslenigi gosteriyor. Ardin-
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dan S : 'H — H lineer operatoriinii

(SY), = —A%n 1+ guin (3.1.6)

formiilii ile tanimlayalim, burada yo ve y; degerleri
y-1 =191, Ay = Ay (3.1.7)

denklemlerinden bulunur ve (Sy)_as, (Sy)n degerlerini hesaplarken

Y-m-1=0, yny1 =0 (3.1.8)
almir. Bagka sozle, herhangi y = (yn),cq € H elemaninda n € § i¢in verilmig
Y, terimini n = 0 ve n = 1 degerleri i¢in (3.1.7)’yi kullanarak, n = —M — 1 ve

n = N + 1 degerleri i¢in de (3.1.8)’i kullanarak genisletiyoruz. Belirtelim ki yy ve y;

degerleri (Sy),, ifadesini n = —1 ve n = 2 icin hesaplarken gerekiyor:

(Sy)-1 = —A2y_2+q_1y_1

= (Yo —2y-1+Yy—2)+q-1y-1,
(Sy)s = — A%y + 2ys

= (y3 —2y2 + 1) + @212

ifadelerinde y1, yo igin (3.1.7)’den elde edilen

yl — y—17
Yo = Y1+ (ya—uy1)

— (1 . €2i5>y,1 _|_€2z'6y2.

ifadelerini kullaniyoruz.
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Teorem 3.1.1. ¢ € [0,7/2) olsun. Eger § =0 ise S operatori Hermitiktir:
<Sy7z> :<yaSZ>7 Y,z € 'H.

Ancak 6 # 0 ise S operatori Hermitik degildir.

Ispat. (3.1.5) kismi toplama formiiliinii ve y, 2 € H elemanlar icin (3.1.7), (3.1.8)

denklemlerini kullanirsak tiim y, z € 'H elemanlar i¢in sunu yazabiliriz:

(Sy,2) = (y,92) = = > [(AVY)Z0 — ya(AVZ,)]

nesd

-1

N
= — Z [(AVY,)Zn, — yn(AVZ,)] Z (AVY,)Zn — yn(AVZ,)]
n=2

n=—M

—[(Ay-1)z-1 = y1(AZ0)] + [(Ayr)Z1 — 11 (A7)
~[(Ay_1)z1 = yoa(Az)] + [ (Ay—1)zo1 — y-1€** (A7)
= (e = 1)(Ay_1)z1 — (¢ = D)y-1(AZ).
Boylece, tiim y, 2 € H igin

(Sy,z) — (y,Sz) = (e — 1)(Ay_1)Z_1 — (e*® — 1)y_1(AZ_,), (3.1.9)

bulunur. (3.1.9) esitliginde goriiliiyor ki eger § = 0 ise S operatorii Hermitiktir:
<Sy7z> :<y,Sz>, y,ZGH.

Ayni formiilden ¢ikiyor ki eger 6 # 0 (6 € [0,7/2) oldugunu hatirlayalim) ise S

operatorii Hermitik degildir:

(Sy,z) # (y,Sz), bam y,z€H igin. O
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S operatériiniin yaninda her y = (y,),,co € H i¢in

(AY)n = Pptn, 1 €L,

formiilii ile A : 'H — “H lineer operatoriinii de tanmimlayalim. Acgiktir ki A ope-

ratoriiniin AT Hermitik eglenigi (adjoint’i)
(A'Y)n =P, n€Q,
formiilii ile bulunacaktir ve |p,| = 1 oldugundan A bir {initer operator olacaktir:
AAT = ATA =1,

burada T simgesi operatoriin Hermitik eglenigini ve I da birim operatorii gosteriyor.

Dolayisiyla (3.1)—(3.3) problemini
Sy=MMy, yeH,

veya

A'Sy=X\y, yeH
seklinde yazabiliriz.

Simdi
A=A'S.

operatoriinii gozoniine alalim.

Teorem 3.1.2. ¢ € [0,7/2) olsun. Eger § =0 ise A operatori Hermitiktir:
(Ay, z) = (y, Az), vy,z € H.

Ancak, eger § # 0 ise A operatoric Hermitik degildir:
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Ispat. Her y, z € H icin
(Ay,z) — (y, Az) = (A'Sy,z) — (y,A™'Sz) = (Sy,Az) — (Ay, Sz)

=D [~(AVY) + @utlBuZn = D [~ (AVZ,) + 4,70

ne nes)
= - Z[(Avyn)pnzn - pnyn(szn)] + Z(ﬁn - pn)QnynEn
nes) nef)

yazabiliriz. Diger yandan

e?® eger n < —1, 3 e 20 eger n < —1
Pn = vis o ve  pp = 0is 5
e eger n > 2, e’ eger n > 2,

oldugundan
_ —2isin20 eger n < -1

Pn = Pn =
2isin20 eger n > 2

bulunur. Dolayisiyla

~1 N
Z(ﬁn — Pp)nYnZn = —2isin 28 Z (nYnZn + 21 8in 20 Z nYnZn.-
nesd n=—M n=2

Ayrica, (3.1.3) kismi toplama formiiliinii ve (3.1.7), (3.1.8) kosullarin kullanirsak

= (AVY)PZn — puyn(AVZ,)]

neQ

-1 N
= —¢ % Z (AVy,)Z, — Z(AVyn)Zn
——M

n=2

-1

2@5 Z yn szn 2z6zyn szn)

n=—M n=2

-1

= —e_2i6(Ay_1)§_1 + e~ 20 Z (Vyn)(VEn)

n=—M

N
+e* (Ay)Z + €Y (Vi) (VZn)

n=2
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-1
+e Qzéy 1<AZ 1 216 Z Vyn VZn)

n=—M

yi(Azy) — e Z V) (VZ)

n=2

= (1= e ") (Ay-1)zo1 — (1= e*)y_1(AZ)

—2i sin 20 Z (Vy,)(VZ,) + 2isin 2§ Z V) (VZ,)

n=—M n=2

buluruz. Boylece,

(Ay,z) — (y, Az) = (1-— 2"3)(Ay 7o — (1= e*)y_1(Az)

—2isin 26 Z [(Vyn)(VZ) + @nynZn)
n=—M
N

+2i5in26 Y "[(Vyn)(VZ) + GuinZa) (3.1.10)

n=2

elde edildi. (3.1.10) esitligi 06 = 0 ise A operatoriiniin Hermitik oldugunu ve § # 0

ise A operatoriiniin Hermitik olmadigin1 gosteriyor. [
Not. 6 =0 halinde A = S olur.
3.2. M =1ve N =2 Hali

(3.1) denkleminde A%y, 1 = Y1 — 2Yn + Yny1 yazalim ve (3.1.7)’nin ikinci kogulu
Yo —Y-1 = €2i6(?/2 — Y1)
geregi (y; = y_1 kosulu dikkate alinarak)
Yo =y-1+ e (ya—y1) = (1 =)y 1 +e*yy
buluruz ki buna gore (3.1)—(3.3) problemi

“Yn-1+VnYn —Yns1 = AopYn, ne€Q={-M,...,—2,—-1}U{2,3,..., N}, (3.2.1)
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yo=(1—€)y_1 4y, y=y, (3.2.2)
Y-m-1=Yns1 =0, (3.2.3)

seklinde yazilir, burada

Up=24¢q,, ne€f. (3.2.4)

M =1 ve N = 2 halinde (3.2.1)—(3.2.3) problemi

—Yn—-1+ UnYn — Ynt1 = )‘pnym ne {_17 2}7

Yo = (1 — )y + Py, yy = y_1,
Yy2=y3=20

seklini alir. Bunu da

—Y_oFV_Y-1 — Yo = APp_1Y-1

(3.2.5)

—Y1 + V2Y2 — Yz = ApaYe
Yo =(1—e)y_1+ ey, y1 =y (3.2.6)
Yy-2=y3=0 (3.2.7)

seklinde yazabiliriz.
(3.2.6) ve (3.2.7)’yi (3.2.5)’de yerine koyarsak ve p,,'nin (3.4) ifadesini kullanirsak
(01— 1+ By | — 2oy, = AP0y |

—Y_1+ VY2 = /\6_%@2,

veya

(14 (v — De ®Jy_1 —yo = \y_1,

—6216?/71 + U2€2i6y2 = A\ya.
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elde ederiz. Boylece

1+ (a—1)e 20 -1 -
PR R o= (3.2.8)
_6216 b€2z§ Ys
isaretlersek
Ay =Ny (3.2.9)

denklemini yazabiliriz. Dolayisiyla, M = 1 ve N = 2 halinde (3.2.1)—(3.2.3) prob-
leminin 6zdegerleri (3.2.8) de belirtilmis olan A matrisinin 6zdegerleri ile gakisir ve

A matrisindeki a ve b sayilar

a=v_1=24+q_1, b=vy=2+4 . (3.2.10)

esitlikleri ile tanimhdir.

Elemanlar: kompleks sayilar olan bir

a11 Qa2
A=
Q21 Q22
matrisinin Hermitik eglenigi (adjoint’i)
ay, as
At — 11 @21
* *
A1y Qoo

olarak tanimlanir: say1 iizerindeki yildiz kompleks eglenigi gostermektedir. Eger
A=Al

ise A’ ya Hermitik matris denir.

(3.2.8) deki A matrisinin Hermitik eslenigi

14+ ((I o 1)621'6 _6721‘6

-1 be 20

Al =
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dir. Burada goriiliiyor ki

A=Al

olmasi

e =1 (3.2.11)

esitligine denktir. (3.2.11) esitligi § € [0, 7/2) iken sadece § = 0 degeri i¢in saglanir.
Boylece 0 = 0 halinde A matrisi Hermitik olup

seklindedir. Her Hermitik matrisin 6zdegerlerinin reel oldugu lineer cebirden bilin-

mektedir.

Teorem 3.2.1. M = 1, N = 2 ve 6 = 0 halinde (3.2.1)—(3.2.3) probleminin

ozdegerleri

2+q, -1
A= i (3.2.12)

-1 2+ qo

reel Hermitik matrisinin ozdegerleri ile ¢akisik olup reeldirler ve

d+gai+tae+/(g1—g)?+4

o= Y (3.2.13)
N = A+ q1+q@—(E1—@)?+4
, =

2

formiilleri ile bulunabilirler. Ayrica, Ay # Ao olup bu ozdegerlere kargilik gelen

ozvektorler olarak

1) — y(2) —
2—|—q,1—)\1 2+q71—)\2

vektorleri alinabilir.

Ispat. Yukarida M = 1, N = 2 ve § = 0 halinde (3.2.1)-(3.2.3) probleminin
ozdegerlerinin

a=2+4+q-1, b=2+4¢
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olmak iizere

A:
-1 b

matrisinin 6zdegerleri ile ¢akistigi sdylenmisti. A matrisinin 6zdegerleri
det(A — A;) =0

karakteristik denkleminin kokleri olarak bulunur. Bu denklem

veya

(@a—A)b-N)—1=0

seklinde yazilabilir. Bu sonuncu denklemide
M —(a+bA+ab—1=0

seklinde yazabiliriz. Bu denklemin kokleri

v a+bty/(a+b)?—4ab—1) a+b+/(a—0b)?+4
N 2 B 2
44+q 1+ gLt \/(g1—q@)?+4
2

olarak bulunur. Dolayisiyla A1, Ao 6zdegerleri (3.2.13) formiilleri ile bulunur ve bu

formiillerden A\; ve A2’nin reel ve \; # Ay oldugu agiktir.

A1 ve Ay Ozdegerlerine karsilik gelen 6zvektorleri bulmak icin

a —1 _
Ay= 2y, A= ;Y= o ,
-1 b Y2

denklemini A = Ay ve A = Ay icin cozerek y vektoriinii bulmaliyiz. Ay = Ay
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denklemini

ay—1 — Y2 = MY—_1
—yY—_1+by2 = My

veya

(a — >\1)y—1 -y =0
—y-1+ (b= A)y2 =0

seklinde yazabiliriz. Bu sistemin determinanti

a—)\1 -1
-1 b=\

=0

oldugundan sistemin ikinci denklemi birinci denkleminin sonucu olacaktir. Dolayisiyla

sadece

(a=A)y-1—1y2=0
denklemini ¢ozmek yetecektir. Buradan
Y2 = (a — A1)y

ve

Bu ise Ai’e karsilik gelen 6zvektor olarak

1 1
CL—)\l 2‘|‘C]—1_)\1

vektoriiniin alinabilecegini gosterir.

Benzer sekilde )\’ ye kargilik gelen ¢zvektor olarak

CL—>\2 2—|—(]_1—)\2
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vektoriiniin alinabilecegi gosterilebilir. []

d € (0,7/2) igin (3.2.8) formiilii ile tanimhi A matrisi Hermitik degildir. Buna ragmen
A’'min 6zdegerleri reel olabilir. Amacimiz bunun i¢in hangi kogullarin (a, b ve 0

tizerine) gerektigini belirlemektir.

Teorem 3.2.2. M =1, N = 2 ve 6 € (0,7/2) olsun. O halde (3.2.1)-(3.2.3)
probleminin é6zdegerleri kompleks Hermatik olmayan

1+ (14 qq)e % —1
A= (1+4-1) (3.2.14)

_p2ib (2 + go)e%
matrisinin 6zdegerleri ile ¢cakisik olup bu ézdegerlerin reel olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul

G1=0, g=—1 ve ¢ (0, %] (3.2.15)

olmasidir. Bu kosullar altinda (3.2.1)—(3.2.8) probleminin ézdegerleri

1 _‘_6721'5 -1
A= e s (3.2.16)
—e™ e

matrisinin 6zdegerleri ile ¢akisik olup

14 2cos2d 1+2cos20)?2—4
I + 20820 + /(1 + 2 cos 20) (3.2.17)

—~

\V)

1+ 2cos26 — \/

—~

14+2cos20)2—4
)\2 -

\V]

formiilleri ile bulunabilirler. Bu durumda Ay > 0, Ay > 0 olup 6 € (0,7/6) ise
)\1 % /\2 ve 0 = 7T/6 1se )\1 = )\2 =1 dir. q_1 = 0, Qa2 = —1 ve 0 € <0,7T/6)

durumunda A1, Ao Ozdegerlerine karsilik gelen ozvektorler olarak

vektorleri alinabilir.
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Ispat. M =1, N =2 ve § € (0,7/2) halinde (3.2.1)~(3.2.3) probleminin zdeger-
lerinin
a:2+q717 b:2+Q2
olmak {izere
1+ (a—1)e % -1

_ 20 pe2id

matrisinin 6zdegerleri ile cakigtigi gosterilmigti. Simdi A matrisinin 6zdegerlerinin

reel olmasi icin a, b ve § sayilar: iizerine gerek ve yeter kosullar1 bulmak istiyoruz.

A matrisinin 6zdegerleri

det(A — A;) =0
karakteristik denkleminin kokleri olarak bulunur. Bu denklem

I+(a—1)e 2 - X -1 0

_€2i6 be?i& -\

veya

seklinde yazilabilir. Bu sonuncu denklemide
N =1+ (a—-1e +be® ] A+ (b—1)e* + (a—1)b=0 (3.2.18)

seklinde yazabiliriz. (3.2.18) ikinci derece denkleminin koklerini Ay ve )\, ile gostere-

lim. O halde

M+ = 1+ (a—1)e 2 4 bpe

MAy = (b—1)e* + (a —1)b, (3.2.19)

egitliklerini yazilir.

Eger A1 ve \y dzdegerleri reel ise (3.2.19)’deki esitliklerin sol taraflari reel sayilar ola-

caktir. Bu durumda (3.2.19) deki esitliklerin sag taraflar1 da reel olmak zorundadur.
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Bu da a ve b sayilari reel ve
e? = cos20 +isin20, e % = cos2§ — isin 20

oldugundan

(b—a+1)sin2d =0, (b—1)sin2§d =0

olmasini gerektirir. 6 € (0,7/2) igin sin 2§ # 0 oldugundan son egitliklerden
b=1, a=2 (3.2.20)

bulunur.

Boylece (3.2.20)’deki kosullar, A matrisinin 6zdegerlerinin reel olmasi igin gerek

kosullardir.

Simdi (3.2.20)’deki kosullarin yeter olup olmadigini belirlemek i¢in bu kosullarin
saglandigini kabul edelim ve bu durumda A matrisinin 6zdegerlerinin reel olup ol-

mayacagini inceleyelim.

(3.2.20)’deki kogullar altinda (3.2.18) denklemi
A —(1+2c0s20)A+1=0

seklini alir. Buradan

1+2c0828 + /(14 2cos25)2 —4

)\1 = 92 )
14 2cos2d — 14 2cos2§)2—4
N = + 2 cos \/(2 + 2 c0s20) (3.2.21)

bulunur.

(3.2.21) formiilleri ile tanimli A\; ve Ay 6zdegerlerinin reel olmasi igin

(1+2cos20)* >4, yani |1+ 2cos20| > 2
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olmasi hem gerek hem de yeterdir. Sonuncu esitsizlik

14+ 2cos26 < —2 (3.2.22)
veya
14+ 2cos20 > 2 (3.2.23)
halinde gerceklesecektir.
(3.2.22) esitsizligi
cos 26 < —§
2

seklinde yazilabilir ki bu da miimkiin degildir, ¢iinkii her z i¢in —1 < cosx < 1 dir.

O halde sadece (3.2.23)’e bakmamiz gerekiyor. (3.2.23) esitsizligini

cos 26 >

N | =

seklinde yazabilirizki bu da

durumunda saglanacaktir.

Boylece, § € (0,7/2) durumunda A matrisinin 6zdegerleri yalniz ve ancak
a=2,b=1ved e (0,7/6]

kosullar1 altinda reel olacaktir. a = 2, b = 1 kogullar1 (3.2.10)’dan dolay1 ¢_; = 0,
g2 = —1 demektir.

Ayrica § € (0,7/6) durumunda
(1+2cos20)? > 4

olacagindan (3.2.21) formiillerinden A\; > 0, Ay > 0 ve A\; # Ay oldugu gikar. 6 = 7/6
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durumunda

14+2cos26 =2
olacagindan A\; = Ay = 1 bulunur.

Simdi g1 = 0, g = —1 ve § € (0,7/6) durumunda Ay, Ay 6zdegerlerine kargilik

gelen 6zvektorleri bulalim. Bunun igin

1+e20 1 _
Ay=Xy, A= sy = o ,

denklemini A = A\ ve A = )y icin ¢ozerek y vektoriinii bulmaliyiz. Ay = Ay
denklemini

(1+ e_%)y_l — Yo = NY-1
—e*y_1 + eyy = Ay

veya

(11— + 6_2i5)y—1 — 42 =0
—e®y_y 4 (€% = A)ya = 0

seklinde yazabiliriz. Bu sistemin determinanti

1— A +e 2 —1

_2i6 20 _ ),

=0

oldugundan sistemin ikinci denklemi birinci denkleminin sonucu olacaktir. Dolayisiyla
sadece

(T=A+e )y 1 —y=0

denklemini ¢ozmek yetecektir. Buradan

Yo = (1= A\ +e )y,
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ve

Y-1 Y1 1

. Y A
Y2 (1 — )\1 + 6_226)?;_1 1-— )\1 —+ 6_215

Bu ise \i’e karsilik gelen 6zvektor olarak

1
1-— )\1 + 6721’6

vektoriiniin alinabilecegini gosterir.

Benzer sekilde \y’ye karsilik gelen 6zvektor olarak

1
1-— )\2 + 6722’6

vektoriiniin alinabilecegi gosterilebilir. [
3.3. M=1ve N =3 Hali

M =1 ve N = 3 halinde (3.2.1)—(3.2.3) problemi

—Y2+ V1Y 1 — Yo = Ap_1Y-1
—Y1 + V2Y2 — Yz = ApaYe ) (3.3.1)
—Y2 + V3Y3 — Y4 = Ap3y3

yo=(1—e)y_1 4y, y1 =y, (3.3.2)
Y-2 =ys = 0. (3.3.3)

seklini alir. (3.3.2) ve (3.3.3)%i (3.3.1)’de yerine koyarsak ve p,’in (3.4) ifadesini

kullanirsak
(14 (vo1 = 1)e ®]y_y —yo = Ay_1

20y | 4 ey, — 20y — Ny b (3.3.4)
—e?Pyy + v3e0y3 = Ays.
elde ederiz. Boylece

v_1=a, vy=0b w3=c,
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1+ (a—1)e 2 —1 0 Yo
A= —e%0 be?®  —e? | y=| y |, (3.3.5)
0 _ Q20 20 Ys
isaretlersek, (3.3.4)i
Ay = \y.

seklinde yazabiliriz. Dolayisiyla, M = 1 ve N = 3 halinde (3.2.1)—(3.2.3) prob-
leminin 6zdegerleri (3.3.5)’de belirtilmis olan A matrisinin dzdegerleri ile cakigir ve

A matrisindeki a, b ve ¢ sayilari
a=v1=2+4+q1, b=10=2+q@, c=v3=2+¢

esitlikleri ile tanimhdir.

A matrisinin 6zdegerleri

det(A — AT3) = 0

karakteristik denkleminin kokleri olarak bulunur. Bu denklem
)\3 o [1 + (CL . 1)6—21‘6 + (b+ 0)621‘5])\2

+(a—1)(b+c)+ (b+c—1)e* + (be — 1)e*]\
—(a —1)(bc — 1)e*® — (bc — ¢ — 1)e*® = 0 (3.3.6)

seklinde yazilabilir. (3.3.6) iigiincii derece denkleminin koklerini A, Ay ve A3 ile
gosterelim. O halde, bir polinomun kokleri ile katsayilar1 arasindaki bilinen bagin-
tilardan dolay1

MAX+ A =1+ (a—1)e 2 + (b+c)e*,

M2+ Mz + Xz = (a— 1) (b+¢) + (b+c—1)e* + (be — 1)e*,
MAgAs = (a — 1)(be — 1)e* + (be — ¢ — 1)e*®

esitliklerini yazabiliriz. Eger A, Ay ve A3 kokleri reel ise son yazdigimiz esitliklerin

sol taraflari reeldir. Bu durumda sag taraflar da reel olmak zorundalar. Bu da, a, b
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ve ¢ sayilarinin reel olmasindan dolay1

(1—a+b+c)sin2d =0, (3.3.7)
(b+c—1)sin2d + (bc — 1)sin4d = 0, (3.3.8)
(a—1)(bc —1)s8in26 + (bc — ¢ — 1)sin40 =0 (3.3.9)

olmasini gerektirir. § € (0,7/2) i¢in sin 2§ # 0 ve sin40 = 2sin 2J cos 20 oldugundan

(3.3.7)—(3.3.9)’dan
l—a+b+c=0,

b+c—1+2(bc—1)cos20 =0,
(@ —1)(bc — 1) 4+ 2(bc — ¢ — 1) cos2d =0
bulunur. Boylece su hitkmii (6zdegerlerin reel olmasi igin gerek kogullar) elde ettik:

Teorem 3.3.1. Eger (3.3.5)’de verilmis A matrisinin ozdegerleri hepsi reel ise

a—1=b+c, (3.3.10)
b+c—1+2(bc—1)cos20 =0, (3.3.11)
(b+c¢)(bc — 1) 4+ 2(bc — ¢ —1)cos20 =0 (3.3.12)

kosullary saglanmak zorundadar.

Bagka sozle, eger (3.3.10)—(3.3.12) kosullarindan en az biri saglanmazsa A matrisinin

ozdegerlerinin hepsi reel olamaz.

Su teorem ozdegerlerin reel olmasi i¢in daha kolay gerek kosullar vermektedir.
Teorem 3.3.2. Eger A matrisnin dzdegerleri hepsi reel ise

(i) 6 #% (& cos20 #0);

(ii) be — 1  0;
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(iii) bc — c — 1 # 0;

(w)a#1 (& b+c#0);

(v)a#£2 (&b+c#1)

kosullarindan herbirisi saglanmak zorundadar.
Ispat. (i)’yi ispatlamak icin

5= %, yani  cos26 = 0 (3.3.13)

oldugunu varsayalim. Bu durumda geligki elde etmek istiyoruz. Eger (3.3.13) saglaniyor

ise (3.3.11) ve (3.3.12)’den sirasiyla
b+c—1=0 ve (b+c)(bc—1)=0

buluruz. Buradan da

b+c=1 ve bec=1

bulunur. Bu durumda b ve ¢ sayilarinin
2’ —z+1=0

ikinci derece denkleminin kokleri olmasi gerekiyor. Bu denklemin

_1+iV3
2

X

kokleri reel degildir. Boylece ¢eligki elde ettik ve (i) ispatlanmig oldu.

(ii)’yi gostermek igin tersini kabul edelim:

bc—1=0 yani bc=1
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olsun. O halde (3.3.11)’den

b+c—1=0 yani b+c=1

buluruz. Bu durumda, (i)’nin ispatinda oldugu gibi, bc = 1 ve b+ ¢ = 1’den ¢eligki

elde ederiz.

(iii)’yi gostermek igin tersini kabul edelim:

bc—c—1=0 (3.3.14)

olsun. O halde (3.3.12)’den
(b+c)(bc—1)=0

buluruz. Bu durumda

b+c=0 veya bc=1

olacaktir. Eger bc = 1 ise biz (ii)’den dolay1 celigki elde ederiz. O halde sadece

b+c=0 ve bc—1#0 (3.3.15)
haline bakmamiz gerekiyor. (3.3.15)’in birinci denkleminden b = —c¢ buluruz. Bunu
(3.3.14)’de yerine koyarsak

+c+1=0

elde ederiz. Buradan da
1443

¢ 2

bulunur ki bu ¢’nin reel olmas ile gelisiyor. Boylece (iii) ispatlanda.

(iv)’yi gostermek igin tersini kabul edelim: @ = 1 olsun. O halde (3.3.10)’dan b+c = 0
yani b = —c buluruz. Bunu (3.3.12)’de yerine koyarsak

2(—c* —c—1)cos26 =0

elde ederiz. (i)’den dolay1 cos2d # 0 dir. O halde ¢* + ¢ + 1 = 0 bulunur ki bu da
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c’nin reel olmasindan dolayr miimkiin degildir.

(v)’yi gostermek igin tersini kabul edelim: a = 2 olsun. O halde (3.3.10)’dan b+c = 1
buluruz ve (3.3.11)’den de
2(bc —1)cos20 =0

bulunur ki bu da (i) ve (ii)’den dolay1 miimkiin degildir. [J
Tleride su bilinen hiikiimden yararlanacagiz (bkz. Kurosh 1975).

Teorem 3.3.3. Reel p ve q katsayils su ti¢iincii dereceden denklemi gézoniine alalvm:

1+ pu+q=0. (3.3.16)

Ayrica
D = —4p® — 27¢* (3.3.17)

de bu denklemin diskriminant: olsun. Bu durumda:

(i) Eger D < 0 ise (3.3.16) denklemi bir reel kike ve iki reel olmayan kompleks
eslenik koke sahiptir.

(ii) Eger D = 0 ise (3.3.16) denkleminin her ii¢ koki reeldir ve kioklerden ikisi
birbiriyle cakigur.

(11i) Eger D > 0 ise (3.3.16) denklemi her ii¢ koki reeldir ve ikiger farkldur.
Simdi 6zdegerlerin hepsinin reel olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar verelim.

Teorem 3.3.4. (3.3.5)de belirtilen A matrisinin ozdegerlerinin hepsinin reel olmast

1¢in gerek ve yeter kosul asagidakilerin saglanmasidur:

a—1=b+ec, (3.3.18)
b+c¢—1+2(bc—1)cos20 =0, (3.3.19)
(b+c¢)(bc — 1) 4+ 2(bc — ¢ — 1) cos 20 = 0, (3.3.20)
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o?B? —4B% — 277% — 4oy + 18afy > 0, (3.3.21)

burada

a=—1—2(b+ c)cos 26, (3.3.22)
B=(b+c)—bc+1l, ~y=bc—c—1. (3.3.23)

Ispat. Eger A matrisinin 6zdegerlerinin hepsi reel ise Teorem 3.3.1 geregi (3.3.10)—
(3.3.12) kosullari, yani (3.3.18)—(3.3.20) kogullar1, saglanacaktir. Bu durumda (3.3.6)
denklemi

AN —[1+ (a+b+c—1)cos 25| \?
+Ha—=1(b+c)+ (b+c—1)cos2d + (be — 1) cos 4]\
—(a—1)(bc — 1) cos2§ — (bc —c— 1) cos4d =0

seklini alacaktir. Bu denklemi de cos 46 = 2 cos? 20 — 1 esitligini kullanmirsak
N —[1+ (a+b+c—1)cos 20| \?

+H{(a—=1)(b+¢)—bc+ 14 [b+c—1+2(bc — 1) cos2d] cos 20} A
+bc—c—1—[(a—1)(bc — 1)+ 2(bc — ¢ — 1) cos 26| cos 20 = 0
seklinde yazabiliriz. Buradan da, (3.3.18)—(3.3.20) dikkata alinirsa,

N —[1+20b+c)cos20]A* + [(b+¢c)> —bc+1J]A+bc—c—1=0 (3.3.24)

denklemi elde edilir. Boylece, eger (3.3.5)’de belirtilen A matrisinin 6zdegerleri hepsi
reel ise, a, b, ¢ ve ¢ sayilar (3.3.18)(3.3.20) kogullarim saglamak zorundalar ve bu
durumda A’nin 6zdegerleri (3.3.24) denkleminin kokleri ile gakigir. Simdi biz (3.3.22),

(3.3.23) formiilleri iizere «, § ve «y sayilarini tanimlarsak (3.3.24) denklemini

NM4+aN+B8A+y=0 (3.3.25)
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seklinde yazabiliriz. Eger (3.3.25)’de A yerine

koyarsak p?’yi icerimeyen
w4 pu+q=0 (3.3.27)
denklemini elde ederiz, burada
L,
p=—za + 3, (3.3.28)
2 4, 1
=—a’— = . 3.2
q= 50 3a6+7 (3.3.29)

Belirtelimki, a, b, ¢ ve cos2d sayilar: reel oldugundan (3.3.22), (3.3.23) formiilleri ile
tanimli o, 3 ve v sayilar1 ve dolayisiyla da (3.3.28), (3.3.29) formiilleri ile tanimh p ve
q sayilari reeldir. (3.3.25) ve (3.3.27) denklemlerinin kokleri birbiriyle (3.3.26) esitligi
ile baghdirlar. Buna gore (3.3.25) denkleminin koklerinin reel olmasi (3.3.27) denk-
leminin koklerinin reel olmasina denktir. Teorem 3.3.3 geregi (3.3.27) denkleminin
kokleri yalniz ve ancak bu denklemin D diskriminantinin negatif olmadigi durumda

reeldir. Diger yandan, bu denklem igin

D = —4p® — 27¢°

412+B3272315+2

=—4|—c-a — —a — -«

3 o7 T3
= a?B? — 46° — 2792 — 4’y + 18a 7.

Buna gore (3.3.21) kogulunun da gerekliligi ispatlanmig oldu.

Simdi de teoremin kogullarmin yeter oldugunu gosterelim. Boylece (3.3.18)—(3.3.21)
kosullariin saglandigini kabul edelim. Bu durumda A matrisinin 6zdegerlerinin hep-
sinin reel oldugunu ispatlamamiz gerekiyor. A’min 6zdegerleri (3.3.6) denkleminin
kokleri ile gakigiyor. (3.3.18)—(3.3.20) kosullar1 altinda (3.3.6) denklemi (3.3.24) den-
klemine indirgeniyor. Diger yandan, Teorem 3.3.3 geregi, «, 3 ve 7y sayilar1 (3.3.22),
(3.3.23) formiilleri ile tanimlanmak iizere, (3.3.21) kogulu altinda (3.3.24) denklemi-
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nin kokleri reeldir. [

Ornek 3.3.1. (3.3.18)-(3.3.20) kosullar1, genelde, A matrisnin 6zdegerlerinin reel

olmasi i¢in yeter degildir. Gergekten,
3 1
=2 b= =0 25 = —
a=g, , ¢=0, cos 1

sayilar1 (3.3.18)—(3.3.20) kosullarim saghyorlar. Ayrica, bu sayilar igin (3.3.22),

(3.3.23) iizere

3 5
= — — = — :_1
o} , B TR

4
bulunur. Buna gore (3.3.28) ve (3.3.29)’dan

17 23

9=—95

P= 16 32

buluruz. O halde
D=—4p>—274* <0

ve Teorem 3.3.3 geregi (3.3.27) denkleminin koklerinin ve dolayisiyla A matrisinin

ozdegerlerinin hepsi reel degildir.
3.4. M =2ve N =3 Hali

M =2 ve N = 3 halinde (3.2.1)—(3.2.3) problemi
—Yn—1 T UnYn — Ynt1 = )‘;Onyrw n e {_27 —-1,2, 3}7

Yo = (1 — 6%)971 + €2i5y2> 1 =Y-1,

Yy3=ys=20
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seklini alir. Bunu da

3\

—Y-3+V2yY-2—Y-1=Ap_oY-2
—Y-2+V-1Y-1— Yo = AP_1¥Y-1

: (3.4.1)

—Y1 + V22 — Y3 = APl

—Y2 + U3Y3 — Ya = ApP3y3
yo=(1—€)y_1+ ey, y=y, (3.4.2)
Y-3=1ys =0 (3.4.3)

seklinde yazabiliriz. (3.4.2) ve (3.4.3)’ii (3.4.1)’de yerine koyarsak ve p,'nin (3.4)

ifadesini kullanirsak

—2id —2i0
Vg Y 9 — e Y 1 = Ay o

—e 20y o+ [T+ (vog — Ve ™)y —yp = Ay

. ' . (3.4.4)
—62153/71 + U2€2Z6y2 — 62@53/3 = A\y2
—e?Pyy + v3e?Py3 = Ay3 )
elde ederiz. Boylece
v_o=d, v_1=a, wvs=0b  wv3=c,
d672i6 _6721'5 0 0 Y_g
—e % 14 (a—1)e 2 -1 0 _
A= ( ,> | Loy (3.4.5)
0 _6216 66216 _6215 o
0 0 _622'6 6627;5 Ys

isaretlersek, (3.4.4)%i
Ay = Ay

seklinde yazabiliriz. Dolayisiyla, M = 2 ve N = 3 halinde (3.2.1) — (3.2.3) prob-
leminin 6zdegerleri (3.4.5)’de belirtilmis olan A matrsinin 6zdegerleri ile ¢akisir ve A

matrisindeki d, a, b ve ¢ sayilar

d=v 9=24+qo a=v1=2+q_1,
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b=vy=24¢q, c=v3=24q3
esitlikleri ile tanimhdir.

A matrisinin 6zdegerleri

det(A — AI;) = 0

karakteristik denkleminin kokleri olarak bulunur. Bu denklem
M+ aNl +8 2 +91+0=0 (3.4.6)
olarak yazilabilir, burada

a=—1—(a—d—1)e? — (b4 c)e*®,

B = de* +(ad—d—1)e* +db+c)+(a—1)(b+c)

+(b+c—1)e* + (be — 1)e*?,

v = [~da—1)(bc —1)+b+cle ™ —d(b+c—1)
—(a+d—1)(bc —1)e*® — (bc — ¢ — 1)e*?,
0 = (ad —d—1)(bc — 1) + d(bc — c — 1)e**.

Eger (3.4.6) denkleminin koklerinin hepsi reel ise, o halde polinomun kokleri ile kat-
sayilar1 arasindaki bilinen bagntilardan dolay1, (3.4.6) denkleminin katsayilari reel

olmahdir. Bu da A’nin 6zdegerlerinin reel olmasi icin su gerek kosullar1 verir:
(a—b—c—d—1)sin2j =0,

(b4+c—d—1)sin2§ + (bc — ad + d) sin4d = 0,
[—d(a—1)(bc —=1)+b+c+ (a+d—1)(bc—1)]sin26
+(bc — ¢ —1)sin4d = 0,
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d(bc —c—1)sin20 = 0.

d € (0,7/2) igin sin 20 # 0 ve sin 4§ = 2sin 20 cos 29 oldugundan, bu son esitliklerden

a—b—c—d—1=0,

b+c—d—1+2(bc—ad+d)cos26 =0,
—d(a—1)(bc=1)+b+c+(a+d—1)(bc—1)+2(bc —c—1)cos2 =0,
dlbc —c—1)=0

bulunur. Bu durumda «, 3,7, 6 sayilar

a=—-1—(a+b+c—d—1)cos2d, (3.4.7)

B=db+c)+(a—1)(b+c)+ (b+c+d—1)cos2d+ (ad+bc—d —2) cos 46, (3.4.8)

v = —db+c—1)—=[dla—1)(bc—1)+ (a+d—1)(bc — 1) — b — ] cos 20
—(bc — ¢ — 1) cos 46, (3.4.9)
0= (ad—d—1)(bc—1)+d(bc—c—1)cos26 (3.4.10)

seklini alir. Boylece, katsayilari (3.4.7)—(3.4.10) formiilleri ile verilen reel sayilar
olan dordiincii dereceden (3.4.6) polinom denkleminin koklerinin hepsinin reel olma
kosullarin1 aramaliy1z. Bu problem agagidaki yol ile ti¢iincii dereceden polinom denk-

lem haline indirgenebilir. Once (3.4.6)’da
A=pu——
ey
formiilii tizere degisken degistirirsek, p’1i icerimeyen
pt+p 4+ qut+r=0 (3.4.11)

seklinde reel p, ¢, r katsayil polinom denklemi elde ederiz. Simdi yardimeci ¢ para-
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metresi kullanarak bu denklemin sol tarafini goyle degistirelim:

pttp® gt

2

(2, P 2 p 2 2
= ,u+§+t +qu+r—z—t — 2tp” — pt

_ 4 2 2 2 PZ
=|u +§—|—t — | 2tp” —qu+ |t —I—pt—r—l—z . (3.4.12)

t parametresini Oyle segelimki koseli parantez icinde bulunan p’niin ikinci derece
polinomu tam kare seklinde yazilabilsin. Bunun ic¢in bu polinomun iki kath koke

sahip olmasi, dolayisiyla diskriminantinin sifira egit olmasi gerekiyor:

2
¢ —4-2 <t2+pt—r+%) — 0. (3.4.13)

(3.4.13) denklemi katsayilari reel olup t’ye gore iigiincii dereceden bir denklemdir.
to bu denklemin bir reel kokii olsun. t = ¢, igin (3.4.12)’de koseli parantez i¢indeki
polinom ¢/ (4to) iki kath kokiine sahip olacaktir ve bu nedenle (3.4.11) denklemi

2
2, D )2 q o
— 4+t — 2t - — =0
(12 + 5 +10 O(M 4t0)

seklini alacaktir ve bu sonuncu denklem de iki tane

1 —/2top + ( ) 0, (3.4.14)

2\/275

12+ /2top + ( ity — (3.4.15)

2\/q2_t0) -

ikinci derece denklemlerine ayrilacaktir. Boylece, (3.4.11) denkleminin kokleri (3.4.14),

2

(3.4.15) ikinci derece denklemlerinin kokleri ile ¢akigacaktir.
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4. DISKRIT MODELIN PSEUDO-HERMITIiK KUANTUM MEKANIGI

Eger bir Hermitik olmayan A Hamiltonyeninin ¢zdegerleri reel ise, bir sonraki prob-
lem bu Hamiltonyeni Hermitik yapan bir yeni i¢ carpimin yapilmasidir. Boyle ic
carpimin yapilmasi i¢in genel yontem 2. boliimde sunuldu. Bu boliimde, sozii edilen
yontem, M =1 ve N = 2 (iki boyutlu matris) halinde A matrisinin Hermitik olmayip
ancak reel ozdegerlere sahip oldugu durumda bu matrisi Hermitik yapan i¢ ¢carpimin
olugturulmasi i¢in kullamlmigtir. Bu yeni i¢ garpim, metrik operator (metrik matris)
denilen bir pozitif operatoriin araciligi ile gerceklestirilmistir. Ardindanda bu metrik

operator kullanilarak kuantum sistemin gozlenebilirleri (observables) yapilmigtir.
4.1. M =1 ve N = 2 Halinde (1.1) — (1.3) Probleminin Ozeti
Yukarida 3. boliimiin 3.2. alt boliimiinde su sonuclarin dogru oldugu ispatlandi.

M =1, N =2ved € (0,7/2) olsun. O halde (1.1)—(1.3) probleminin 6zdegerleri

kompleks Hermitik olmayan

L4 (1+q)e ™ -1
_p2id (2 + q2)€2i5

A:

matrisinin 6zdegerleri ile cakigik olup bu 6zdegerlerin reel olmasi icin gerek ve yeter

kosul

g-1=0, g=-1 ve 56(0,%].

olmasidir. Bu kogullar altinda (1.1)—(1.3) probleminin 6zdegerleri

14+e20 1
A= (4.1.1)
_ 26 206

matrisinin 6zdegerleri ile cakigik olup

N — (14+2c0s20)A+1=0 (4.1.2)
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ikinci derece denkleminin

1
A= §{l+260825+ V(1 +2c0s26)2 — 4},

Ay = %{1 +2¢0820 — /(1 + 2cos 20)% — 4}, (4.1.3)

kokleri olarak bulunur. Ayrica, Ay > 0, A2 > 0 olup, eger § € (0,7/6) ise A\; # Ay dir
veeger 6 =m/6ise A\ = Ao =1dir. ¢4 =0, ¢ = -1 ve d € (0,7/6) durumunda

A1, A9 Ozdegerlerine karsilik gelen 6zvektorler olarak

1 1
Y = |, = | (4.1.4)
1— A +e 20 1— g e 290

vektorleri alinabilir.
4.2. Metrik Operatériin ve Gozlenebilirlerin Yapilmas: Yonteminin Ozeti

Hermitik olmayan fakat reel 6zdegerlere (spektruma) sahip Hamiltonyen’lerin (ope-
ratorlerin), kuantum mekaniginde kullanilabilmesi igin ‘H Hilbert uzayimn ilk bagta
verilmig (- | -) i¢ carpimina gore Hermitik olmayan Hamiltonyen’i Hermitik yapan
yeni bir i¢ carpimin yapilmasi esas problem olarak ortaya ¢ikmigtir. Bu problem A.
Mostafazadeh’in 2002a, 2002b, 2002c ve 2008 makalelerinde incelenmis olup sonucta
kendisinin "pseudo-Hermitik kuantum mekanigi" adlandirdig: bir teorinin ortaya ¢ik-

masina neden olmustur.

Soziinii ettigimiz yeni i¢ ¢arpimi belirleyen operatore metrik operatér denir. H
Hilbert uzaymin sonlu boyutlu oldugu halde (bizim tez ¢aligmasinda ortaya gikan
Hilbert uzayi sonlu boyutludur) metrik operatoriin yapilmasi yontemi ayrintih bigimde
2. boliimde verildi. Burada, kolaylik i¢in, bu yétemin ana hatlarimi kisaca ifade ede-
lim (bir sonraki boliimde bu yoéntem uygulanacaktir). Boylece, H i¢ ¢arpim (- | -)
olan N-boyutlu bir Hilbert uzay: olsun, H : H — H de genelde Hermitik olmayan

bir lineer operator olsun. Asagidaki kogullarin saglandigini varsayalim:

(K1) H kosegenlestirilebilir (diagonalizable) olsun, yani H'nin tam N tane lineer

bagimsiz ¢, s, . . ., 1y 6zvektorleri (Hy, = E,,,,n=1,2,..., N) var olsun.
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(Bu durumda )y, s, . .., 1y vektorleri H uzaymin bir bazin olugturacaktir).

(K2) H operatoriiniin Eq, Es, ..., Ey 6zdegerleri reel olsun (bu 6zdegerlerin ikiger

farkl olmasi istenmiyor).

O halde, E\, E,, ..., Ey sayllar1 H Hermitik eslenik operatorii icin de 6zdegerler
olacaktir ve bu tzdegerlere karsilik gelen o, ¢y, .. ., @y Ozvektorleri (H'p, = E,¢,,
n = 1,2,...,N) oyle secilebilir ki {1, %q,..., %5} ve {@1,¢9,...,x} sistemleri

ikili-ortonormal (bi-orthonormal) olsun:

1, n=m,
(U | o) =

0, n#m.

Bu durumda 6yle pozitif n, : H — H operatorii vardir ki H' = n, H 7711 esitligi
dogrudur, yani H operatorii pseudo-Hermatiktir. Eger 1, operatoriinii kullanarak
yeni

(Wloy,=lIne), v,oeH

i¢ carpim1 tamimlarsak H operatorii bu yeni i¢ carpima gore Hermitik olacaktir:

(W[ Hp), = (HY ), , Y, p€H.

Varhigim soyledigimiz 7, operatorii (metrik operator)

N
Nt =Y (e, | )¢, VY EH (4.2.1)
n=1

formiilii ve 1} ters operatorii de

N
=Y (W [0, Y EH
n=1

formiilii ile bulunur.

H uzay1 (- | -), i¢ carpmu ile H,p,s (fiziksel Hilbert uzayi) olarak gosterilir. Eger
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p = /7, operatorii tanimlarsak, p : Hppys — H bir tiniter operator olacaktir,

(of lpg)=(flg,., VfgeMH,

ve h = pHp~! de H icinde bir Hermitik operator olacaktir. Boylece, H icinde Hermi-
tik olmayan fakat (K1) ve (K2) kogullarim saglayan H operatoriiniin H i¢inde Hermi-
tik olan bir h operatoriine iiniter-denk oldugu anlagilmig olur. Bundan dolay1 pseudo-
Hermitik kuantum mekaniginde fiziksel sistemin gozlenebilirleri sdyle yapiliyor: tiim
Hermitik o, : H — H operatoleri alimir ve O, = p lo,p formiilii ile elde edilen

Ou + Hphys — Hpnys Hermitik operatorleri kuantum sistemin gozlenebilirleri olarak

kabul edilir.
4.3. M =1 ve N = 2 Halinde Metrigin ve Gozlenebilirlerin Hesaplanmasi

Bu kesimde, 0 € (0,7/6) olmak tizere, (4.1.1) esitligi ile tanimh Hermitik olmayan

A matrisi i¢in pseudo-Hermitik kuantum mekanigi yapacagiz. Hilbert uzay1 olarak
H=C?= {zb = (ay,a3)" 1 ay,ay € C}
kompleks vektor uzaym alacagiz (1" harfi transpoz iglemini gosteriyor) ve iki
¥ = (a1, a2)", @ = (b, ba)" € H

vektorlerinin i¢ ¢arpimini

(¥ ] ¢) = aiby + azby

olarak tanimlayacagiz.

A matrisinin yardimiyla A : H — H operatorii tamimlayalim: her ¢ = (ay, a2)" € H
icin
1+e 20 1 a 14+ e 2)a; —a
Aty = vl | Jar —az (4.3.1)

_€2z5 6216 sy _621,6&1 + 6216 sy

olarak kabul edelim. Dolayisiyla, (4.1.1) ile tamimhi A matrisi (4.3.1) ile tamimh A

operatoriiniin e; = (1,0)7, e5 = (0,1)T bazindaki matrisidir.
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Simdi A’'min Hermitik eslenigi

14 28 _p—2i

matrisinin 6zdegerlerini ve 6zvektorlerini bulalim.

A" matrisinin 6zdegerleri det(A' — AI,) = 0 karakteristik denklemin kokleri olarak

bulunur. Bu denklem
1+ e2i0 _ _ 26

-1 =20 _ )

=0

veya

(1 + €2i6 . )\)(6—21'6 o )\) . e—2i6 =0

seklinde yazilabilir. Bu sonuncu denklem de
N — (14+2c0s20)A+1=0

seklinde yazilabilir ki buda det(A — Al5) = 0 denkleminin aynisidir. Dolayisiyla A ve
A"in ozdegerleri gakigmaktadir, yani (4.1.3) formiilleri ile tanimli A; ve Ay sayilar

T e e . .. v . 7.
A’ matrisinin de 6zdegerleridir.

A" matrisinin A; ve A ozdegerlerine karsilik gelen 6zvektorlerini bulalim. Bunun i¢in

1 + 6215 _6721(5 z
ATz:)\z, Al = ‘ , Z= ' ,
-1 87216 29
denklemini A = A\, ve A = X, icin ¢ozerek z vektoriinii bulmaliyiz. A’z = Az

denklemini
(1 + €2i6)2_1 - 6721’622 = /\12_1

—z 14 e %05 = A\ 29

veya
(1 + 621'6 _ )\1)2’71 _ 6—27;622 =0
—Z_1+ (6_%6 — )\1)22 =0
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seklinde yazabiliriz. Bu sistemin determinanti

1420 _ ), _ o2

-1 6721'5 _ /\1

=0

oldugundan sistemin birinci denklemi ikinci denkleminin sonucu olacaktir. Dolayisiyla
sadece

—Z_1 + (6_%6 — /\1)22 =0

denklemini ¢ozmek yetecektir. Buradan

Z_1 = (6721’6 — )\1)22

24 (672&5 _ )\1)22 6721‘6 _ )\1
= = 2’2
29 29 1

Bu ise A" matrisinin ozdegerine kargilik gelen 6zvektorii olarak

6721'6 o )\1

1
vektoriiniin alinabilecegini gosterir.

Benzer sekilde, A" matrisinin A ozdegerine karsilik gelen 6zvektorii olarak

e—2i(5 o )\2

1
vektoriintin alinabilecegi goriilebilir.

a1, ag ve 3y, By sifirdan farkh keyfi sabitler olmak iizere

yV =, ! |, P = ! .
1— X +e 20 1— Ay + e 29
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vektorleri A matrisinin sirasiyla \;, A\s 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorleri ve

6—21’6 Y 6—21'6 Y
P B ' ) 2% = By i

1 1

vektorleri de A" matrisinin sirasiyla ayni A\;, Ao 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektor-

leri olacaktir. Ayrica, (4.1.3) formiillerini dikkate alirsak,

<y(1) | z(l)> = aifB (e — N\ +1— )\ + %)

= B, (1 =2\ + 2c0820) = —al B/ (1 + 2c0s26)2 — 4,

<y(1) | z(2)> = a{,@z(e_m — X +1—=X+ em)

= aifs[l — (M + A2) +2cos26] =0,

<y(2) ] z(1)> = azﬁl(e’m — M +1—=I+ e2i5)

= a58;[1 — (A + Ag) +2cos20] =0,

<y(2) | z(2)> 04362(6_%5 — X +1— X+ e%)

= a3By(1 — 2Xy 4+ 208 26) = alfyr/ (1 +2c0s26)2 — 4

bulunur. aq, ay ve 3, B, sabitlerini

—at /(1 +2c0820)2 —4 =1, a}fy/(1+2c0s20)2—4=1

olacak sekilde secelim. Somut olarak

1 1
ﬁ1:52:17 ap = — ) Qg =
V(1 +2cos26)2 — 4 V(1 +2c0s26)2 — 4

alalim. O halde

1
= 4.3.2
“ V(1 +2cos26)2 — 4 ( )
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olmak iizere A matrisinin

1 1
w(l) = —« ' , ¢(2) = ) (4.3.3)
1— A +e 20 1— Xy +e 20

ozvektorleri ile AT matrisinin
oM = , o® = (4.3.4)

ozvektorleri ikili-ortonormal (bi-orthonormal) sistem olugturacaktir:
<¢(1> | so(”> _ 1, <¢<1> | w(2)> _0, <¢<2> | s0(1)> —0, <¢<2> | 90(2>> — 1.

O halde (4.2.1) formiilii geregi A matrisini Hermitik yapan n, operatorii ¢ = (a1, a2)” €

H = C? herhangi vektor olmak {izere

n: = (W [ 1) o + (o | ) o

formiilii ile belirlenecektir. Buradan da (4.3.4)i ve

<%0(1) | ¢> = (e*® — Ay)as + as, <§0(2) ’ w> = (e*® — Xo)as + as
esitliklerini dikkate alirsak

) w B (6721'5 _ )\1)(6%5 _ )\1)G1 + (G—Zié _ )\1)a2
+ - .
<6226 — )\1)@1 + a2
(6720 — X) (¥ = Ag)ay + (€72 — Xp)ay

(€2i6 — )\2)611 “+ asg

+

buluruz. Diger yandan, A\; ve Ag'nin (4.1.2) denklemini sagladigimi ve (4.1.3) formiil-
leri ile belirlendigini dikkate alirsak,

(6—2i6 _ )\1>(62z’6 _ /\1) + (6—2i5 _ )\2)(6%6 _ )\2)
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1= A (e B0 eP0) 102 1= Mo B 4 20) 4 \2
=1—XA1-2c0826 + A\] + 1 — Ay -2c0s25 + A\
= A+ X =1+ 2cos 29,
(€720 — M) 4 (6720 — ) = 2620 — (A, + \o)
= 2c0820 — (A1 + A2) —i2sin20 = —1 — i25sin 26,
(€20 —X) + (€20 — Ag) = 2620 — (A + Ao)
=2c082) — (A1 + A2) +i2sin2§ = —1 +i2sin 24

bulunur. Buna gore

(14+2cos2d)a; + (—1 —i2sin20)ay

nyw =
(=1 +42sin20)a; + 2a
14+2cos20 —1-—1i2sin20 ay
—1 +142sin 26 2 a9
Boylece
1+2cos20 —1—142sin26
Ny =

—1+142sin26 2

olarak bulundu.

H uzayr (-|-), = (-|n,) i¢ carpmm ile H,p,s ( fiziksel Hilbert uzayr ) olarak

gosterilir. Eger p = /7, operatorii tammlarsak, p : H,pys — H bir {initer operator

olacaktir,

oflpg)y={flg,, YfgeH,

ve a = pAp~t de H iginde bir Hermitik operator olacaktir. Boylece, H icinde Her-

mitik olmayan ve (4.3.1) ile tamml A operatoriiniin H iginde Hermitik olan bir

a operatoriine iiniter-denk oldugu anlagilmig olur. Bundan dolay1 pseudo-Hermitik

kuantum mekaniginde fiziksel sistemin gozlenebilirleri soyle yapiliyor: tiim Hermitik
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0o : H — 'H operatoleri alinir ve
On = p oup (4.3.5)

formiilii ile elde edilen O, : Hpnys — Hprys Hermitik operatorleri kuantum sistemin
gozlenebilirleri olarak kabul edilir. 2 x 2 boyutlu kompleks matrisler uzayinda 4 tane

Hermitik

10 01 0 — 1 0
O’O: 5 0'1: 5 0'2: ; 0'3:
01 10 ¢t 0 0 -1

matrisleri (Pauli matrisleri) baz olugturur. Herhangi 2x2 boyutlu o, hermitik matrisi

3
0y = E wio, w €R
1=0

seklinde yazilabilir. Buna gore, (4.3.5) geregi fiziksel gozlenebilirler ({- | -), i¢ carpimina

gore Hermitik 2 x 2 boyutlu matrisler)

3 3 3
Oa=p loap=p~" (Z w101> == Zwlpilalp = Zwlzl
1=0 1=0 1=0

seklinde olacaktir, burada
0 —1 —1 -1
Yo =00 = , Xa=p oo1p, Ne=p op, Xz=p 03p

olarak hesaplanir.
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5. SONUC

Son zamanlara kadar kuantum mekaniginde kullanmilan Hamiltonyen’lerin (kuantum
sistemin enerji seviyelerini ve zaman iginde evrimini belirleyen operatérlerin) Hermi-
tik (selfadjoint) olmasi istenmekteydi ¢iinkii, Hermitiklik, enerji spektrumunun reel
olmasini ve sistemin zaman evriminin de iiniter olmasimi (olasiigin-korunmasi’ni)
saglar. Ancak son yillarda Hermitik olmayan fakat reel tzdegerlere (spektruma)
sahip Hamiltonyen’lerin (operatorlerin) de kuantum mekaniginde kullamlabilecegi
anlagilmigtir. Bu tez caligmasinda Hermitik olmayan bir diskrit modelin spektral
analizi yapilmis ve bu modelin 6zdegerlerinin reel olmasimi saglayan kosullar bu-
lunmustur. Diskrit modelin Hermitik olmayip ancak reel 6zdegerlere sahip oldugu
durumda bu modeli Hermitik yapan i¢ ¢carpim olusturulmustur. Sozii edilen yeni ig
carpim metrik operator denilen bir pozitif operatoriin araciligi ile gerceklestirilmistir.
Ardindanda bu metrik operator kullanilarak diskrit kuantum sistemin gozlenebilirleri

yapilmigtir.
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