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Doktora Tezi 
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Ankara Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Prof. Dr. Hüseyin BEREKETOĞLU 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. 

İkinci bölüm iki kısımdan oluşmaktadır. İlk kısmında fark denklemleri ile ilgili temel 

kavramlardan bahsedilmektedir. İkinci kısımda ise neutral gecikmeli denklemler 

hakkında genel bilgiler verilmektedir. Bu kısımda öncelikle neutral gecikmeli 

diferensiyel denklemlerden sözedilmiş ardından bu denklemlerin ayrık benzeri olan ve 

tezin temelini oluşturan neutral gecikmeli fark denklemleri tanıtılmıştır. 

Bu tezin orjinal kısımları üçüncü ve dördüncü bölümlerde yer almaktadır. Üçüncü 

bölümde Riccati dönüşümü yardımıyla ikinci basamaktan neutral gecikmeli bir fark 

denkleminin çözümlerinin salınımlılığı araştırılmıştır. 

Dördüncü bölüm kendi içinde iki kısma ayrılmaktadır. İlk kısımda Bihari eşitsizliğinin 

ayrık benzeri kullanılarak ikinci basamaktan neutral gecikmeli bir fark denkleminin 

çözümlerinin asimptotik davranışları üzerinde durulmuştur. Son kısımda ise ayrık 

Lyapunov fonksiyonlarından yararlanılarak birinci basamaktan neutral gecikmeli bir 

fark denkleminin çözümlerinin sınırlılık ve asimptotik davranışları incelenmiştir. Söz 

konusu tüm incelemeler yapılırken konunun daha iyi anlaşılabilmesi adına tez 

örneklerle desteklenmiştir. 

Beşinci bölüm ise tartışma ve sonuç kısmına ayrılmıştır. 
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Anahtar Kelimeler: Asimptotik sabitlik, ayrık Bihari eşitsizliği, ayrık Lyapunov 

fonksiyonu, fark denklemi, neutral gecikmeli fark denklemi, Riccati dönüşümü, 

salınımlılık, sınırlılık                                      



iii 
 

 

ABSTRACT 

Ph.D. Thesis 

ON NEUTRAL DELAY DIFFERENCE EQUATIONS 

Vildan KUTAY BOZKURT 

Ankara University 

Graduate School of Natural And Applied Sciences 

Department of Mathematic 

 

Supervisor: Prof. Dr. Hüseyin BEREKETOĞLU 

This thesis consists of five chapters. 

The first chapter is devoted to the introduction.  

The second chapter consists of two section. In the first section, basic concepts of 

difference equations are mentioned. In the second section, general information about 

neutral delay equations are given. In this section, firstly, neutral delay differential 

equations are stated and then neutral difference equations which are discrete analogues 

of these equations and form the basis of thesis are introduced.  

Original results are contained in the third and fourth chapters. In the third chapter, with 

the help of the Riccati transformations, oscillations of the solutions of a second order 

neutral delay difference equation are investigated.  

The fourth chapter is divided into two section in itself. In the first section, by using the 

discrete analogues of Bihari inequality, asymptotic behavior of the solutions of a second 

order neutral delay difference are focused on. In the last section, boundedness and 

asymptotic behavior of the solutions of a first order neutral delay difference equation 

are investigated by using discrete Lyapunov functions. In order to better understanding 

of the issue, thesis is supported by examples.  

Finally, the last chapter is devoted to analysis of the results obtained. 
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1. GİRİŞ

Fark denklemlerine sadece diferensiyel denklemlerin nümerik çözümlerinde değil, aynı

zamanda biyoloji, mühendislik, ekonomi, savunma, demografi ve benzeri alanlarda

ortaya çıkan matematiksel modellerde doğrudan ya da dolaylı olarak rastlanmak-

tadır. Fark denklemlerinde bağımsız deği̧skenin tamsayılar üzerinde tanımlanması

nedeniyle diferensiyel denklemlerdeki türev terimleri yerine bilinmeyen fonksiyonun

farklarıbulunmaktadır. Dolayısıyla, fark denklemleri sürekli olmayan problemleri

karakterize etmektedir. Örneğin; genetik alanda genetik özellikler kuşaklar arasında

deği̧sim göstermektedir. Bu nedenle kuşağıgösteren deği̧sken bağımsız deği̧sken olup

ayrık bir deği̧skendir. Ekonomide fiyat deği̧simleri ele alındı̆gıtakdirde deği̧simler

yıllık, aylık, haftalık veya günlük olarak hesaplanmaktadır. Bu durumda zaman

deği̧skeni bağımsız deği̧sken olup ayrık bir deği̧skendir. Popülasyon dinamiklerinde

yaş grupları arasındaki nüfus deği̧sim problemlerinde ise yaş gruplarını gösteren

deği̧sken ayrık bir bağımsız deği̧sken olarak kaŗsımıza çıkmaktadır.

Uygulama alanının geni̧s olmasıfark denklemlerine duyulan ilgiyi artırmı̧s ve sadece

matematikçilerin değil aynı zamanda fen, mühendislik, sağlık ve sosyal bilimlerde

çalı̧san araştırmacıların da dikkatini çekmi̧stir. Böylece son 35 yıl içerisinde hatırı

sayılır bir literatür oluşmuştur. Bu konuyla ilgili olarak Miller (1968), Goldberg

(1986), Lakshmikantham ve Trigiante (1988), Mickens (1990), Agarwal ve Wong

(1997), Elaydi (1999), Agarwal (2000), Kelley ve Peterson (2001), Cheng (2003) ve

Cull vd. (2005) kitaplarından söz edilebilir. Fark denklemleri alanında ortaya çıkan

bu geli̧smelere paralel olarak Akın ve Bulgak (1998) yılında, Bereketoğlu ve Kutay

ise (2012) yılında yayınladıklarıTürkçe kitaplarla konu hakkında araştırma yapmak

isteyenlere katkıda bulunmuşlardır. Ayrıca, çok sayıda makale literatürdeki yerini

almı̧stır.

Bilindiği üzere fizik, mekanik ve mühendislikteki teknik alanlarla ilgili somut prob-

lemlerin matematiksel olarak modellenmesinde çoğu zaman fark denklemleri ortaya

çıkmaktadır. Dolayısıyla, söz konusu problemlerin aydınlatılması heŗseyden önce
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kaŗsılık gelen fark denklemlerinin tanımlanmasına bağlı kalmaktadır. Fark denk-

lemleri için cevaplanmasıgereken başlıca soru çözümün mevcut olup olmamasıdır.

Çözümün mevcut olmasıdurumunda çözümün analitik olarak hesaplanmasıve ir-

delenmesi süreci başlar. Fakat analitik çözümleri bulmak çok zor hatta bulundukları

zaman da irdelenmeleri güçlüklerle dolu olabilir. Bu nedenle denklemleri çözmeden

çözümlerin yapısı hakkında bilgi sahibi olmak son derece önemlidir. Bu gibi du-

rumlarda fark denklemlerinin kalitatif olarak incelenmesi devreye girer. Çözümleri

bulmaksızın onların sınırlılık, salınımlılık ve yakınsaklık gibi durumlarının incelen-

mesi kalitatif analizin başlıca araştırma konularınıoluşturmaktadır.

Bu tez çalı̧smasında fark denklemlerinin önemli sınıflarından biri olan neutral gecik-

meli fark denklemlerin çözümlerinin kalitatif incelenmesi yapılacaktır. Neutral gecik-

meli fark denklemleri, deği̧sme hızıgeçmi̧s değerlere bağlıolan biyolojik ve fiziksel

sistemler için bir matematiksel model oluşturur. Bu tip denklemler popülasyon di-

namikleri, kararlılık teorisi, gecikmeli ağ sistemlerinin dinamik davranı̧slarıgibi bir

çok alanda uygulama bulabilmektedir. Bu yüzden, son yıllarda konuyla ilgili çok

sayıda çalı̧sma ortaya çıkmı̧stır.

Neutral gecikmeli fark denklemlerinin salınımlılı̆gıiçin Georgiou vd. (1989), Geor-

giou vd. (1991), Thandapani (1994), Thandapani ve Lallı(1994), Chen vd. (1995),

Li (1998), Wei (1999), Jiang (2003), Saker (2003), Sun ve Saker (2005), Hung (2008),

Kutay ve Bereketoğlu (2014); kararlılı̆gıiçin Yu ve Cheng (1994), Chen ve Liu (1996),

Tang (2002), Li vd. (2003), Migda ve Migda (2005), Hung (2008), Rath ve Barık

(2010), Chatzarakis ve Miliaras (2011); sınırlılı̆gıiçin Lallıve Zhang (1992), Chen ve

Liu (1993), Zhang ve Saker (2003), Wang (2006), Raja (2011), Chatzarakis ve Mil-

iaras (2011), He vd. (2012), Galewski vd. (2014) çalı̧smalarına bakılabilir. Neutral

gecikmeli fark denklemleri için yapılan kalitatif çalı̧smalara bakıldı̆gında ortaya çıkan

literatürün normal fark denklemleri kadar zengin olmadı̆gıve bu alanda çözümlerin

salınımlılık, sınırlılık ve asimptotik davranı̧sıgibi bazıönemli boşlukların olduğu göz-

lenmi̧stir. Söz konusu boşluklarıdoldurabilmek adına bu tez çalı̧smasıyapılmı̧stır.
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Beş bölümden oluşan bu tezin ikinci bölümü fark denklemlerinin daha kolay anlaşıla-

bilmesi adına bazı temel kavramlara ve neutral gecikmeli denklemlere ayrılmı̧stır.

Neutral gecikmeli denklemlerden bahsedilirken, teorilerinin benzerliği nedeniyle, neu-

tral gecikmeli fark denklemleri ve neutral gecikmeli diferensiyel denklemler birlikte ele

alınmı̧stır. Böylece neutral fark denklemleri hakkında yapılan çalı̧smalarıanaloglarıyla

kaŗsılaştırma imkanı sunulmaktadır. Üçüncü ve dördüncü bölümler tezin özgün

kısımlarınıoluşturmaktadır.

Üçüncü bölümde; ikinci basamaktan neutral gecikmeli

∆ [p(n) (∆ (x(n) + q(n)x(n− τ) + h(n)x(n− σ)))γ]

+f(n, x(n− σ)) = g(n, x(n− σ), x(n− τ)), n ≥ 0

fark denkleminin çözümlerinin salınımlılı̆gı Riccati dönüşümü yardımıyla incelen-

mi̧stir; burada γ =
k

l
; k ve l iki tek pozitif tam sayı, {p(n)} pozitif reel dizi, {q(n)}

ve {h(n)} negatif olmayan reel diziler, τ ve σ negatif olmayan tamsayılar; f(n, x) ve

g(n, x, y) her n ∈ N = {0, 1, 2, ...} ve x, y ∈ R için tanımlıfonksiyonlardır.

Dördüncü bölüm iki kısma ayrılmaktadır. İlk kısımda Bihari eşitsizliğinin ayrık

benzeri kullanılarak ikinci basamaktan neutral gecikmeli

∆2 (x(n) + px(n− τ) + qx(n− σ)) + f(n, x(n)) = 0

fark denkleminin asimptotik davranı̧sları irdelenmi̧stir. İkinci kısımda ise birinci

basamaktan lineer olmayan neutral gecikmeli

∆ [x(n)− p(n)f(x(n− τ(n)))] + q(n)g(x(n− θ)) = 0, n ∈ N(n0)

fark denkleminin çözümlerinin sınırlılı̆gıve asimptotik davranı̧slarıayrık Lyapunov

fonksiyonu yardımıyla ortaya konulmuştur; burada, θ > 0 tamsayı, τ(n) > 0 tamsayı

dizisi, q(n) artmayan olmak üzere q(n) ve p(n) birer pozitif reel sayıdizisi, n0 negatif

olmayan tamsayıve N(n0) = {n0, n0 + 1, n0 + 2, ...} dir.
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Üçüncü ve dördüncü bölüm boyunca sadece söz konusu üç ana denklem değil denk-

lemlerin özel durumları da ele alınarak çeşitli sonuçlardan söz edilmi̧stir. Konu

hakkında önceden yapılmı̧s olan çalı̧smalara da yer verilerek literatür hakkında bil-

gilendirme yapılmı̧stır. İlaveten tez örneklerle desteklenerek verilen teorem ve sonuçla-

rın daha kolay anlaşılabilmesi sağlanmı̧stır.
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2. FARK DENKLEMLERİ

Bu bölümde fark denklemleri ile ilgili temel kavramlar verilmekte ve neutral gecik-

meli fark denklemler tanıtılmaktadır. Neutral gecikmeli fark denklemleri tanıtılırken

beraberinde neutral gecikmeli diferensiyel denklemlerden bahsedilmektedir. Zira,

fark denklemler teorisi genel olarak diferensiyel denklem teorisinin ayrık benzeri

çalı̧smalardan oluşmaktadır. Konu ile ilgili yapılan çalı̧smalardan da bahsedilerek

literatür incelemesi yapılmı̧stır.

2.1 Temel Kavramlar

Tanım 2.1.1. Bir x : N → R fonksiyonu için ∆ fark operatörü veya diğer bir

deyi̧sle x in birinci basamaktan farkı

∆x(n) = x(n+ 1)− x(n)

şeklinde tanımlanmaktadır; burada N = {0, 1, 2, ...} doğal sayılar cümlesi ve R reel

sayılar cümlesidir.

Buradan x in ikinci basamaktan farkı

∆2x(n) = ∆(∆x(n))

= x(n+ 2)− 2x(n+ 1) + x(n)

ve k yıncı basamaktan farkı

∆kx(n) =
k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
x(n+ k − j) (2.1)

şeklinde hesaplanır; burada k ≥ j olmak üzere
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(
k

j

)
=
k(k − 1)...(k − j + 1)

j !

dir.

Tanım 2.1.2. E öteleme operatörü

Ex(n) = x(n+ 1)

şeklinde tanımlanmaktadır.

Bu tanıma göre k yıncıbasamaktan öteleme operatörü

Ekx(n) = x(n+ k) (2.2)

şeklinde ifade edilebilmektedir.

∆ ve E operatörleri arasında

∆ = E − I

ili̧skisi vardır; burada I özdeşlik operatörüdür; yani Ix(n) = x(n).

Binom formülü yardımıyla, k yıncıbasamaktan fark ve öteleme operatörleri, sırasıyla,

∆k = (E − I)k

=

k∑
j=0

(
k

j

)
(−1)j Ek−j

ve

Ek = (∆ + I)k

=
k∑
j=0

(
k

j

)
∆k−j

şeklinde verilebilirler.
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∆ ve E operatörleri ile ilgili bazıtemel özellikler:

(1) Her k, l ∈ Z+ = {1, 2, ...} için

∆k∆l = ∆l∆k = ∆k+l, EkEl = ElEk = Ek+l ve ∆kEl = El∆k;

(2) ∆(ax(n) + by(n)) = a∆x(n) + b∆y(n),

E(ax(n) + by(n)) = aEx(n) + bEy(n),

burada a ve b sabitler;

(3) ∆(x(n)y(n)) = y(n)∆x(n) + x(n+ 1)∆y(n);

(4) ∆

 x(n)

y(n)

 =
y(n)∆x(n)− x(n)∆y(n)

y(n)y(n+ 1)

dir.

Tanım 2.1.3. n > n0 için ∆F (n) = f(n) verilsin. Bu durumda n > n0 için

∆−1f(n) = F (n) + c,

şeklinde ifade edilen ∆−1 operatörüne ters fark operatörü ve F (n) fonksiyonuna da

f(n) nin ters farkı denir; burada c bir keyfi sabittir.

Lemma 2.1.1. ∆ fark operatörü için

(i)
n−1∑
i=n0

∆x(i) = x(n)−x(n0); (2.3)

(ii) ∆n

(
n−1∑
i=n0

x(i)

)
= x(n) (2.4)

dir.

Bu Lemmanın bir sonucu Sonuç 2.1.1’de verilmektedir.
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Sonuç 2.1.1. n > 0 için tanımlıbir f(n) fonksiyonu için

∆−1f(n) =
n−1∑
i=0

f(i) + c (2.5)

dir; burada c bir keyfi sabittir.

Buna göre ∆−1 ters fark operatörü

∆−1 =

n−1∑
i=0

şeklinde bir belirsiz toplam olarak da ifade edilebilir.

Ters fark operatörü ile ilgili bazısonuçlar:

(1) ∆−1(ax(n) + by(n)) = a∆−1x(n) + b∆−1y(n),

burada a ve b sabitler;

(2) ∆∆−1 = I ve ∆−1∆ 6= I;

(3) ∆−2f(n) =
n−1∑
m=0

m−1∑
i=0

f(i) + c1n+ c2 ve

∆−3f(n) =
n−1∑
l=0

l−1∑
m=0

m−1∑
i=0

f(i) + c1n
2 + c2n+ c3; burada c1, c2 ve c3 keyfi sabitler;

(4) ∆F (n) = f(n) ve a, b (b ≥ a) tamsayılar olarak verilsin. Bu durumda
b∑
i=a

f(i) = F (b+ 1)− F (a);

(5)
n−1∑
i=0

y(i)∆x(i) = x(n)y(n)−
n−1∑
i=0

x(i+ 1)∆y(i) + c; burada c keyfi sabit;

(6)
n−1∑
i=0

y(i)∆x(i) = [x(i)y(i)]n0 −
n−1∑
i=0

x(i+ 1)∆y(i);

(7) m < n için
n−1∑
i=m

y(i)∆x(i) = [x(i)y(i)]nm −
n−1∑
i=m

x(i+ 1)∆y(i)

dır.
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Diferensiyel denklemler teorisi ile bu denklemlerin ayrık benzeri olarak isimlendirilen

fark denklemleri teorisi arasında birtakım benzerlikler bulunmaktadır. Söz konusu

benzerlikler çizelge 2.1’de özetlenmektedir:

Çizelge 2.1 Fark denklemleri teorisi ve diferensiyel denklemler teorisi arasındaki

benzerlikler

Fark Analizi Diferensiyel Analiz

∆x(n) = x(n+ ε)− x(n) Dx(t) = lim
ε→0

∆x(t)

ε

∆cx =c∆x Dcx =cDx

∆x(k) = kεx(k−1) Dxk = kxk−1

∆kx = ∆(∆k−1x) Dkx = D(Dk−1x)

∆(c1x1+c2x2) =c1∆x1+c2∆x2 D(c1x1+c2x2) =c1Dx1+c2Dx2

x(n), k yıncıdereceden bir

polinom ise, ∆kx = sabit

ve l > k + 1 için ∆lx = 0 dır.

x(t), k yıncıdereceden bir

polinom ise, Dkx = sabit ve

l > k + 1 için Dlx = 0 dır.

∆(xy) = y∆x+ (Ex)∆y D(xy) = yDx+ xDy

∆
x

y
=
y∆x− x∆y

yEy
D
x

y
=
yDx− xDy

y2

∆F = f ise, ∆−1f = F + c DF = f ise,
∫
f = F + c

Bu benzerliklere rağmen bir diferensiyel denklem ile onun analoğu olan fark denk-

leminin çözümleri arasında niteliksel farklar olabilir. Örneğin;

x′(t) + a(t)x(t) = 0 (2.6)

diferensiyel denklemi ele alınsın. Bu denklemin fark denklemlerindeki analogu

∆x(n) + a(n)x(n) = 0, n = 0, 1, 2, ..., (2.7)
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biçiminde ifade edilebilir. (2.6) denklemi

x(t) = x(t0) exp

− t∫
t0

a(s)ds


şeklinde bir çözüme sahiptir ve bu çözüm ya daima pozitiftir ya da daima negatiftir;

yani salınımlıdeğildir. Halbuki (2.7) fark denkleminin

x(n) = x(n0)

(
n−1∏
i=n0

(1− a(i))

)

çözümü i ≥ n0 için {1− a(i)} < 0 olduğu sürece salınımlıdır.

Tanım 2.1.4. k. basamaktan

∆kx(n) + f(n, x(n),∆x(n),∆2x(n), ...,∆k−1x(n)) = 0 (2.8)

adi fark denklemi ve

x(n0 + i) = αi, 0 ≤ i ≤ k − 1

başlangıç koşullarından meydana gelen probleme bir başlangıç değer problemi denir;

burada n0 ∈ N ve α0, α1, ..., αk−1 reel sabitlerdir.

Teorem 2.1.1. k yıncıbasamaktan

x(n+ k) = f(n, x(n), x(n+ 1), ..., x(n+ k − 1)), n = 0, 1, 2, ..., (2.9)

fark denklemi ve

x(0) = α0, x(1) = α1, ..., x(k − 1) = αk−1 (2.10)

başlangıç koşullarıverilsin.

f fonksiyonu bağlıolduğu deği̧skenlerin bütün değerlerine göre tanımlıise, o zaman

(2.9)-(2.10) başlangıç değer probleminin çözümü vardır ve tektir.
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2.2 Neutral Gecikmeli Denklemler

Bilindiği üzere adi diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun türevleri

sadece t anında hesaplanmaktadır. Gerçekte durum biraz daha komplikedir. Pek

çok olay sadece şimdiki duruma değil, onun geçmi̧s ve gelecekteki durumuna da bağlı

olabilmektedir. Bu gibi olaylarıformüle eden diferensiyel denklemlerde bilinmeyen

fonksiyon ve onun türevleri t−σ(t) ve/veya t+σ(t) argümentlerine bağlıolarak hesap-

lanmaktadır; burada σ(t) > 0 dır. Böylesi argümentlerden oluşan denklemler genel

olarak fonksiyonel diferensiyel denklemler olarak adlandırılmaktadır. Fonksiyonel

diferensiyel denklemler kendi aralarında gecikmeli, ileri, karma ve neutral şeklinde

dört gruba ayrılabilir.

Birinci basamaktan gecikmeli bir diferensiyel denklem

x
′
(t) = f(t, x(t), x(t− σ(t))), σ(t) > 0

ve birinci basamaktan ileri bir diferensiyel denklem

x
′
(t) = f(t, x(t), x(t+ σ(t))), σ(t) > 0

şeklinde tanımlanmaktadır.

Karma diferensiyel denklemler ise içerisinde hem gecikmeli hem de ileri terimlerin

yer aldı̆gıdenklemlerdir.

Birinci basamaktan bir neutral diferensiyel denklem ise

x
′
(t) = f(t, x(t), x(t+ σ(t)), x

′
(t+ σ(t)))

şeklinde ifade edilmektedir. ile verilmektedir. Bu tür denklemler; türevin bağlı

olduğu terimler ileri formda (σ(t) > 0) ise neutral ileri diferensiyel denklem, gecik-

meli formda (σ(t) < 0) ise neutral gecikmeli diferensiyel denklem olarak adlandırılır-

lar. Neutral gecikmeli diferensiyel denklemler fonksiyonel diferensiyel denklemler
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teorisinde önemli bir yere sahiptir. Son yıllarda bu konuda yapılan yoğun çalı̧smalar

sayesinde hatırısayılır bir literatür ortaya çıkmı̧stır.

Gecikmeli bir diferensiyel denkleme literatürde ilk defa onsekizinci yüzyılın ikinci

yarısında rastlanmı̧stır. Fakat bu konudaki çalı̧smalar 1950 yılından sonra Myshkis,

Wright ve Bellman, tarafından sistematik olarak yapılmı̧stır. Uygulama alanlarının

çokluğu sayesinde hızla geli̧smi̧s ve zengin bir literatür oluşmuştur. Konu hakkında

yazılan kitaplardan bazılarıGyöri ve Ladas (1991), Kuang (1993), Erneux (2009) ve

Smith (2011) olarak verilebilir.

Neutral diferensiyel denklemler ile ilgili çalı̧smalar ise gecikmeli diferensiyel denklem-

lerden daha sonra başlamı̧stır. Neutral diferensiyel denklemlerin salınımıyla ilgili ilk

çalı̧sma Zahariev ve Bainov (1980)’de yapılmı̧stır. Neutral diferensiyel denklemlerin

salınımıyla ilgili sistematik geli̧smeler ise Ladas ve Sficas (1986) ile başlamı̧stır. Ladas

ve Schults (1989) yılında neutral gecikmeli

x
p
(t) + cx

p
(t− τ) + qx(t− σ) = 0

diferensiyel denkleminin tüm çözümlerinin salınımlıolmasıiçin gerek ve yeter koşulları

ortaya koymuşlardır; burada c, q, τ ve σ reel sayılardır. Konu hakkında yazılan kitap-

lara örnek olarak Bainov ve Mishev (1991), Hale ve Lunel (1993), Agarwal vd. (2012)

ve Gil (2014) verilebilir.

Literatürde kaŗsılaşılan bir diğer gecikmeli diferensiyel denklem tipi impulse gecik-

meli diferensiyel denklemlerdir. İmpulsive diferensiyel denklemler için çözümler sonlu

ya da sonsuz sayıdaki noktada parçalısürekli olup diğer yerlerde sürekli fonksiyon-

lardır. Söz konusu süreksizlik noktalarına impulse nokta denir ve t1, t2, t3, ... ile

gösterilir. Bu tür denklemlere ilk defa 1937 yılında ortaya konan bir saat modelinde

rastlanmı̧s olup bu alandaki sistematik çalı̧smalar 1980’li yıllarda başlamı̧s ve uygu-

lama alanlarının geni̧sliği sayesinde günümüze kadar bir çok araştırmacının dikkatini

çekerek literatürdeki yerini almı̧stır. İmpulsive gecikmeli diferensiyel denklemlerin

salınımlılı̆gıile ilgili ilk çalı̧sma Gopalsamy ve Zhang (1989)’da yayınlanmı̧stır. Bu

12



makalede
x
p
(t) + p(t)x(t− τ) = 0 t 6= ti

x(t+i )− x(t−i ) = bix(t−i )

j →∞ iken 0 < t1 < t2 < ... < tj →∞

impulsive sistemi incelenmi̧s ve salınımlılıkla ilgili sonuçlar verilmi̧stir; burada τ pozi-

tif reel sayıdır.

Neutral impulsive gecikmeli diferensiyel denklemlerin salınımlılı̆gı ile yapılan çalı̧s-

malar ise impulsive gecikmeli diferensiyel denklemlerle kaŗsılaştırıldı̆gında daha sonra

ilgi çekici hale gelmi̧stir. Zhang ve Dang (1998)’de yayınladıklarımakalede neutral

impulsive gecikmeli

[y(t) + Py(t− τ)]
p
+Q(t)y(t− σ) = 0, t ≥ 0, t 6= ti

y(t+i )− y(t−i ) = biy(ti), i = 1, 2, ...

diferensiyel denkleminin tüm çözümlerinin salınımlıolmasıiçin yeterli koşullarıver-

mi̧slerdir; burada τ > 0, σ > 0 ve P sabitler, Q(t) ∈ C ([0,∞] , R+) ve i = 1, 2, ...

için bi > 0 dır.

Bu denklemlerin sınırlılı̆gı, kararlılı̆gıve asimptotik davranı̧slarıda son yıllarda bu

konuda çalı̧sanlar için araştırma konularıolmuştur. Shen vd. (2007) yılında yaptık-

larıçalı̧smada

[x(t) + C(t)x(t− τ)]
p
+ P (t)f (x(t− δ)) = 0, t ≥ t0, t 6= ti

x(ti) = bix(t−i ) + (1− bi)
ti∫

ti−δ

P (s+ δ)f (x (s)) ds, i = 1, 2, ...

denklemini ele almı̧slar ve tüm çözümlerin t → ∞ halinde bir sabite gitmesi için

yeterli koşullarıortaya koymuşlardır; burada τ > 0, δ > 0, C(t), P (t) ∈ PC ([t0,∞] , R)

ve P (t) ≥ 0, f ∈ C (R,R) , 0 < ti < ti+1 olmak üzere limi→∞ ti = ∞ ve i = 1, 2, ...

için bi ler sabitlerdir.
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Daha önceden belirtildiği üzere fark denklemleri teorisinde elde edilen pek çok sonuç

kaŗsılık gelen diferensiyel denklemler teorisinin ayrık benzeridir. Benzer olarak, neu-

tral gecikmeli fark denklemler teorisi de neutral gecikmeli diferensiyel denklemler

için var olan çalı̧smaların analoglarından oluşmaktadır. Neutral gecikmeli fark den-

klemlerinin en önemli özelliği en yüksek basamaktan farkın bilinmeyen fonksiyonun

sadece n bağımsız deği̧skenine değil, aynızamanda σ kadar önceki argümentlere bağlı

olmasıdır. Genel olarak, en yüksek basamaktan fark bilinmeyen fonksiyonun n anın-

daki ve n−σ1, n−σ2 ve n−σ3, ... gibi gecikmelere bağlıolarak ifade edilmi̧s ise, bu

tür fark denklemler neutral gecikmeli fark denklemleri olarak adlandırılır.

Genel olarak, k. basamaktan bir adi fark denklemi

∆kx(n) + f(n, x(n),∆x(n),∆2x(n), ...,∆k−1x(n)) = 0,

k. basamaktan bir gecikmeli fark denklemi

∆kx(n) + f(n, x(n− σ1),∆x(n− σ2),∆2x(n− σ3), ...,∆k−1x(n− σk)) = 0

ve k. basamaktan bir neutral gecikmeli fark denklemi

∆k(x(n)+a(n)x(n−σ))+f(n, x(n−σ1),∆x(n−σ2),∆2x(n−σ3), ...,∆k−1x(n−σk)) = 0

şeklinde ifade edilebilir; burada n ∈ N, σ, σ1, σ2,...,σk lar pozitif tamsayılardır.

Neutral fark denklemlerinin kapalı formda çözümlerini bulmak genellikle zordur.

Çözümler bulunamadı̆gı zaman fark denklemlerinin çözümlerinin kalitatif bakım-

dan incelemesi büyük önem taşır. Neutral gecikmeli fark denklemlerinin kalitatif

teorisinde daha çok çözümlerin salınımlılık, sınırlılık ve asimptotiksel davranı̧sları

incelenmektedir. Neutral gecikmeli fark denklemleri çatallanma analizi, populasyon

dinamiği, kararlılık teorisi, gecikmeli ağ sistemlerinin dinamiği gibi bir çok konuda

kendine uygulama alanıbulmaktadır.
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Adi fark denklemleri ile matematiksel modeller kurulurken gerçekte mevcut olan

gecikmeler göz ardıedilerek analizler yapılmaktadır. Gecikmeli ve neutral gecikmeli

denklemler ise sistemin gelecekteki davranı̧slarınıbelirlerken fonksiyonun ve onun

farklarının hem şimdiki hem de geçmi̧steki hareketlerini göz önünde bulundurmak-

tadır. Bu durum da modelin başarısınıartırmaktadır. Fakat gecikmeli ve neutral

gecikmeli fark denklemlerinin kalitatif teorisi adi fark denklemleri kadar kolay ol-

mayıp bazızorluklarıiçermektedir. Adi fark denklemleri için geçerli olan sonuçlar

neutral gecikmeli denklemler için sağlanmayabilir. Teorinin zorluğuna rağmen bu

denklemlerin uygulama alanlarının oldukça geni̧s olması yapılan çalı̧smaların hız

kazanmasınısağlamı̧stır.

1885 yılında Poincare ile doğrusal fark denklem teorisi çalı̧sılmaya başlanmı̧s ve bu

alanda ilk kalitatif çalı̧smaların temeli atılmı̧stır. Fakat Hartman tarafından 1978

yılında yayınlanan makale bir çok araştırmacının fark denklemlerine ve onun kalitatif

teorisine olan ilgisini artırmı̧stır. Hooker ve Patula (1983)’de ayrık

∆2x(n− 1) + q(n)xα(n) = 0, n ∈ N0

Emden-Fowler denklemini ele alarak tüm çözümlerin salınımlıolmasıiçin gerek ve

yeter koşulları ortaya koymuşlardır; burada α iki tek pozitif tam sayının bölümü

şeklinde yazılmaktadır. Söz konusu denklem astrofizik, nükleer fizik ve kimyasal

reaksiyonlar konularında uygulama alanı bulmaktadır. Bu çalı̧smada elde edilen

sonuçlar daha sonra Kulenovic ve Budincevic (1984), Thandapani vd. (1994) ve

Zhang ve Chen (1996)’da

∆ (a(n)∆x(n)) + q(n+ 1)f (x(n+ 1)) = 0, n ∈ N0

denklemine genelleştirilmi̧stir.

Gecikmeli fark denklemlerinin çözümlerinin salınımlılı̆gı ile ilgili ilk çalı̧smalardan

15



biri Ladas vd. (1989)’da yapılmı̧stır. Söz konusu çalı̧smada

x(n+ 1)− x(n) + p(n)x(n− k) = 0, n = 0, 1, 2, ...

gecikmeli fark denkleminin tüm çözümlerinin salınımlı olması için yeterli koşullar

ortaya konulmuştur.

Erbe ve Zhang (1989)’da gecikmeli

x(n+ 1)− x(n) + p(n)x(n− k) = 0, n ∈ N0

ve

x(n+ 1)− x(n) + p(n)x(n− k) = f(n), n ∈ N0

fark denklemlerini ele alarak bu denklemlerin çözümlerinin salınımlılık ve asimptotik

davranı̧slarınıincelemi̧slerdir.

Gao ve Zhang (2001) ile Tang ve Liu (2001)’de lineer olmayan gecikmeli

x(n+ 1)− x(n) + q(n)xα(n− k) = 0, n ∈ N0

fark denklemini ele almı̧slar ve tüm çözümlerin salınımlıolmasıiçin gerekli koşulları

elde etmi̧slerdir.

Georgiou vd. (1991) yılında neutral gecikmeli

∆ (x(n) + px(n− k)) + qx(n− l) = 0, n ∈ N0

fark denkleminin tüm çözümlerinin salınımlıolmasıiçin gerekli koşullarıelde etmi̧sler

ve benzer sonuçlarıdaha genel bir form olan neutral gecikmeli

∆ (x(n) + p(n)x(n− k)) + q(n)x(n− l) = 0, n ∈ N0

fark denklemi için de ortaya koymuşlardır. Lallı vd. (1991)’de tüm çözümlerin
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salınımlılı̆gınısağlayan kriterleri kaŗsılaştırma teoremleri yardımıyla ortaya koyarken

bu denklemin salınımsız çözümlerinin varlı̆gını ise sabit nokta teoremi sayesinde

kanıtlamı̧stır.

Thandapani (1994) yılında, Thandapani ve Sundaram ise (1996) yılında yayınlamı̧s

olduklarımakalelerde neutral gecikmeli

∆ (x(n) + p(n)x(σ(n)))± f (n, x(σ1(n)), ..., x(σm(n))) = 0, n ∈ N0

denklemini incelemi̧sler ve tüm çözümlerin salınımlıolması için yeterli koşullar ile

sınırlısalınımsız çözüme sahip olmasıiçin gerekli kriterleri ortaya koymuşlardır. Yine

Thandapani (1994), aynımakalesinde neutral gecikmeli

∆ (x(n) + p(n)x(n− k)) +
m∑
j=1

qj(n)fj(x(n− σj)) = 0, n ∈ N0

fark denkleminin salınımsız çözümlerinin asimptotik davranı̧slarınıincelemi̧stir.

Sternal vd. (1998) ve Thandapani (1992)’de ikinci basamaktan neutral gecikmeli

∆2 (x(n) + p(n)x(n− k))− q(n)f (x(n− l)) = 0, n ∈ N0

fark denklemini ele almı̧slardır. Bu makalelerde salınımsız çözümlerin asimptotik

davranı̧slarıile sınırlıve sınırsız salınımlıçözümlerin varlı̆gıile ilgili sonuçlar ortaya

konmuştur.

Sternal ve Szmanda (1996)’da neutral gecikmeli

∆ (a(n)∆ (x(n) + p(n)x(n− k))) + q(n)f (x(n+ 1− l)) = 0, n ∈ N0

fark denkleminin çözümlerinin salınımlılık durumlarınıincelemi̧slerdir.
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Yine Sternal ve Szmanda (1996)’da ikinci basamaktan neutral gecikmeli

∆ (a(n)∆ (x(n) + p(n)x(n− k))) + q(n)f(x(n− l)) = 0

fark denklemi ele alınmı̧s ve tüm çözümlerin salınımlıolmasıiçin yeterli koşullardan

bahsedilmi̧stir. Ayrıca çalı̧smalarında çözümlerin asimptotiklik durumları ile ilgili

sonuçlar da ifade edilmektedir.

Thandapani vd. (2002)’de neutral gecikmeli

∆2 (x(n)− px(n− k))− q(n)f(x(n− l)) = 0

fark denkleminin asimptotik ve salınımlılık durumlarınıincelemi̧stir. Thandapani ve

Mohankumar (2007) yılında bu denklemin daha genelleştirilmi̧s hali olan

∆2 (x(n)− p(n)x(n− k))− q(n)f(x(n− l)) = 0

denklemini ele alarak çözümlerin salınımlılık ve salınımsızlık durumlarıile ilgili yeni

sonuçlar ortaya koymuşlardır.

Diferensiyel denklemlerde de bahsedildiği gibi gecikme içeren ve kendine çalı̧sma alanı

bulan bir diğer gecikmeli fark denklemi tipi impulsive gecikmeli fark denklemleridir.

İmpulsive gecikmeli fark denklemleri ile ilgili yapılan çalı̧smalardan biri Wei ve Zou

(1999)’da yapılmı̧stır. Bu çalı̧smada

x(n+ 1)− x(n) + p(n)x(n− l) = 0, n > 0, n 6= nk,

x(nk + 1)− x(nk) = bkx(nk), k = 1, 2, 3, ...

impulsive fark denkleminin tüm çözümlerinin salınımlıolması için yeterli sonuçlar

verilmi̧stir; burada p(n) ≥ 0, l pozitif tamsayı, n1 < n2 < ... < nk < ... ve

limk→∞ nk = ∞ olmak üzere {nk} doğal sayıların bir alt kümesi ve k = 1, 2, 3, ...

için bk > −1 dir. Aynıdenklem Wei (1999)’da yeniden ele alınmı̧s ve ilave olarak
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salınımsızlıkla ilgili sonuçlardan da bahsedilmi̧stir. Wei (2000)’de ise birden fazla

gecikmeye sahip olan impulsive gecikmeli

x(n+ 1)− x(n) +

m∑
i=1

pi(n)x(n− li) = 0, n > 0, n 6= nk,

x(nk + 1)− x(nk) = bkx(nk), k = 1, 2, 3, ...

fark denklemi ele alınmı̧s ve çözümlerin salınımlılı̆gı ve salınımsızlı̆gı için yeterli

sonuçlar elde edilmi̧stir. Bu denklem Tang ve Yu (2001)’da incelenerek yine çözüm-

lerin salınımlılı̆gıile ilgili bir takım ilave sonuçlar ortaya konulmuştur. Bu çalı̧smada

söz konusu denklemin kararlılık özelliklerinden de bahsedilmi̧stir. İmpulsive gecikmeli

fark denklemleri için yapılan benzer çalı̧smalara örnek olarak Peng (2003), Zhang ve

Chen (2006), Li ve Xi (2009) ile Wu ve Ding (2011) makaleleri verilebilir.

İmpulsive neutral gecikmeli fark denklemleri ile ilgili yapılan çalı̧smalar incelendiğinde

ise gecikmeli fark denklemleri kadar yoğun ilgi görmediği ortaya çıkmaktadır. Bu

çalı̧smalardan bazıları; Wei (1999), Wei (2001) ve Peng (2002) dir.

Bu tez çalı̧smasında da uygulama açısından bahsedildiği üzere zengin bir yapıya

sahip olan neutral gecikmeli fark denklemlerinin çözümlerinin salınımlılık, sınırlılık

ve asimptotik davranı̧slarıele alınmı̧stır. Yapılan literatür çalı̧smasıve örneklerle tez

desteklenmi̧stir.

Diferensiyel denklemler ve fark denklemlerinde denkleme eklenen gecikme terimi

çözümlerin salınımlılık özelliklerinde bir takım deği̧sikliklere neden olabilmektedir.

Örneğin; birinci basamaktan gecikmeli

x
p
(t) + x(t− π

2
) = 0

diferensiyel denklemi ele alındı̆gıtakdirde denklem x(t) = sin t şeklinde salınımlıbir

çözüme sahiptir. Bu denklemden gecikme kaldırıldı̆gıtakdirde birinci basamaktan

x
p
(t) + x(t) = 0
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diferensiyel denklemi x(t) = e−t şeklinde salınımsız bir çözüme sahiptir. Buradan

anlaşılmaktadır ki salınım τ =
π

2
gecikmesi sayesinde ortaya çıkmaktadır.

Söz konusu durum fark denklemleri için de geçerlidir. Birinci basamaktan neutral

gecikmeli

∆ (x(n)− 10x(n− 4)) + 18x(n− 4) = 0

fark denklemi x(n) = (−2)n şeklinde bir salınımlı çözüme sahiptir. Denklemden

gecikmeler kaldırılırsa ortaya çıkan

∆x(n)− 2x(n) = 0

denklemi ise x(n) = 3n şeklinde salınımsız bir çözüme sahiptir. Burada yine τ = 4

gecikme sabiti çözümlerin salınımlıolmasınısağlamaktadır.
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3. İKİNCİ BASAMAKTANNEUTRALGECİKMELİ BİR FARKDENK-

LEMİNİN ÇÖZÜMLERİNİN SALINIMLILIĞI

Adi fark denklemleri ile ilgili yapılan kalitatif çalı̧smalar incelendiği takdirde salınım-

lılık ile ilgili olanların literatürde önemli bir yer kapladı̆gıgörülmektedir. Neutral

gecikmeli fark denklemlerini kapsayan salınımlılık çalı̧smalarının adi fark denklem-

leri kadar yoğun olmadı̆gı, ama uygulama alanının geni̧s olmasından dolayıkonunun

son yıllarda daha çok dikkat çekmeye başladı̆gıgörülmektedir. Bu alandaki ilgi ve

sı̆glık bu tez çalı̧smasının ortaya çıkmasına neden olmuştur.

Bu bölümde ikinci basamaktan neutral gecikmeli

∆ [p(n) (∆ (x(n) + q(n)x(n− τ) + h(n)x(n− σ)))γ]

+f(n, x(n− σ)) = g(n, x(n− σ), x(n− τ)), n ≥ 0 (3.1)

denklemi ele alınacak ve bu denklemin çözümlerinin salınımlılık durumları ince-

lenecektir; burada γ =
k

l
; k ve l iki tek pozitif tam sayı, {p(n)} pozitif reel dizi,

{q(n)} ve {h(n)} negatif olmayan reel diziler, τ ve σ negatif olmayan tamsayılar;

f(n, x) ve g(n, x, y) her n ∈ N = {0, 1, 2, ...} ve x, y ∈ R için tanımlıfonksiyonlardır.

Birinci basamaktan neutral fark denklemlerinin salınımlılık davranı̧slarıüzerine yapı-

lan ilk çalı̧sma Georgiou vd. (1991) yılında yayınlanan makalede yer almaktadır.

Bu makalede tüm çözümlerin salınımlıolmasıiçin gerekli koşullar ortaya konulmuş-

tur. Ardından bir çok yazar ikinci basamaktan neutral gecikmeli fark denklemlerini

ele almı̧s ve çözümlerin salınımlılı̆gınıortaya koyabilmek adına sabit nokta teoremi,

fark eşitsizlikleri ve Riccati dönüşüm teknikleri gibi yöntemlerden yararlanmı̧slardır.

Tezin bu bölümünde de ikinci basamaktan neutral gecikmeli bir fark denkleminin

salınımlılık durumları ile ilgili incelemeler yapılırken Riccati dönüşüm tekniğinden

yararlanılacaktır.

Neutral gecikmeli fark denklemlerinin çözümlerinin salınımlılı̆gının incelenmesi prob-
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lemlerinde Riccati dönüşüm tekniğiyle sıklıkla kaŗsılaşılmaktadır. Bu konu ile ilgili

yapılmı̧s çalı̧smalardan bazılarıSaker (2003a), Sun vd. (2005) ve Saker vd. (2007)

olarak verilebilir. Söz konusu çalı̧smalara ek olarak Cheng (2007), ikinci basamaktan

neutral gecikmeli

∆ (p(n) (∆ (x(n) + c(n)x(n− τ)))γ) + q(n)xβ(n− σ) = 0

fark denkleminin salınımlılık durumlarınıincelemek için Riccati dönüşümü tekniğin-

den yararlanmı̧stır.

Thandapani vd. (2010), yine Riccati dönüşüm tekniğini kullanarak üçüncü basamak-

tan neutral gecikmeli

∆
(
a(n)

(
∆2 (x(n) + p(n)x(n− δ)

))α
) + q(n)xα(n− τ) = 0

fark denkleminin çözümlerinin salınımlılık durumlarınıele almı̧slardır.

Saker (2003c), Riccati dönüşümü yardımıyla ikinci basamaktan lineer olmayan neu-

tral gecikmeli

∆(a(n) (∆ (x(n) + p(n)x(n− τ)))γ) + f(n, x(n− σ)) = 0, n = 0, 1, 2, ... (3.2)

fark denkleminin çözümlerinin salınımlılı̆gıiçin bazısonuçlar elde etmi̧stir. Bu tez

çalı̧smasında da Riccati dönüşümü yardımıyla (3.1) denklemi için benzer sonuçlar

ortaya konulmuştur.

Tezin bu bölümünde öncelikle incelemeler boyunca yararlanılacak bazıtanımlardan

bahsedilecektir. Ardından asıl teorem ve sonuçlara yer verilerek sonuçların destek-

lenebilmesi adına yapılan örneklerle bölüm tamamlanacaktır.

Tanım 3.1. n ≥ −L için tanımlıaşikar olmayan bir {x(n)} dizisine (3.1)

denkleminin bir çözümü denir; burada L = max {τ , σ} ve n = 0, 1, 2, ... için (3.1)

denklemi sağlanmaktadır.
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Tanım 3.2. {x(n)} dizisi (3.1) in bir çözümü olsun. Her n ≥ n1 için x(n)x(n+1) ≤ 0

olacak şekilde bir n1 > 0 varsa, {x(n)} çözümüne salınımlı, aksi halde salınımsızdır

denir. (3.1)’in tüm çözümleri salınımlıise bu denkleme salınımlıdenklem adıverilir.

Esas sonuçlara geçmeden önce (3.1) denklemi ve x(n) = ϕ(n) başlangıç fonksiyonun-

dan oluşan başlangıç değer probleminin bir tek çözüme sahip olduğunu kabul edelim;

burada ϕ(n) başlangıç fonksiyonu n = −L, ...,−1, 0 için tanımlıdır.

Teorem 3.1. ∆p(n) ≥ 0 olsun. Aşağıdaki koşulların sağlandı̆gınıkabul edelim:

(H1)

∞∑
n=n0

(
1

p(n)

) 1
γ

=∞, 0 ≤ q(n) + h(n) < 1,

(H2) a(n)− b(n) ≥ 0 ve yeterince büyük bir n0 için

lim
n→∞

inf
n∑

i=n0

(a(i)− b(i)) ≥ 0 (3.3)

ve
f(n, u)

uγ
≥ a(n) ve

g(n, u, v)

uγ
≤ b(n), u 6= 0 (3.4)

olacak biçimde {a(n)} ve {b(n)} reel dizileri mevcut olsun.
n+σ∑
i=n+1

M(i) > 0 ve

∞∑
n=n0

M(n)

( n+σ∑
i=n+1

M(i)

) 1
1+σ

(σ + 1)− σ

 =∞ (3.5)

ise bu durumda (3.1) denkleminin tüm çözümleri salınımlıdır; burada

M(n) = (a(n)− b(n))
(1− q(n− σ)− h(n− σ))γ

p(n− σ)

(
n− σ

2

)γ
dır.

İspat. {x(n)}, (3.1) denkleminin nihai pozitif bir çözümü olsun. Buradan her n ≥

n0 > 0 için x(n) > 0 ve x(n − L) > 0 olacak biçimde yeterince büyük bir n0 > 0
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tamsayısıvardır.

z(n) = x(n) + q(n)x(n− τ) + h(n)x(n− σ) (3.6)

olarak tanımlansın. Buradan n ≥ n0 için, z(n) > 0 dır. (3.1) ve (3.4)’den,

∆ [p(n) (∆z(n))γ] ≤ − (a(n)− b(n)) (x (n− σ))γ ≤ 0, n ≥ n0 (3.7)

elde edilir. Böylece {p(n) (∆z(n))γ} nihai artmayan bir dizidir. Önce, n ≥ n0 için

∆z(n) ≥ 0 iddiasında bulunalım. Aksi halde, p(n1) (∆z(n1))
γ = β < 0 olacak şekilde

bir n1 ≥ n0 tam sayısıvardır ve buradan n ≥ n1 için p(n) (∆z(n))γ ≤ β olur. Böylece

∆z(n) ≤
(

β

p(n)

) 1
γ

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizliğin iki yanın1 den n− 1 e toplanırsa, n→∞ iken

z(n) ≤ z(n1) + β
1
γ

n−1∑
i=n1

(
1

p(i)

) 1
γ

→ −∞

elde edilir. Fakat bu durum n ≥ n0 için z(n) > 0 olmasıile çeli̧sir. Böylece n ≥ n0

için ∆z(n) ≥ 0 dır. Buradan ve (3.6)’dan (1− q(n)− h(n)) z(n) ≤ x(n) bulunur.

Sonuç olarak,

(1− q(n− σ)− h(n− σ)) z(n− σ) ≤ x(n− σ), n ≥ n1 = n0 + σ (3.8)

eşitsizliğine ulaşılır. (3.1), (3.4) ve (3.8)’den n ≥ n1 için

∆ [p(n) (∆z(n))γ] + (a(n)− b(n)) (1− q(n− σ)− h(n− σ))γ (z(n− σ))γ ≤ 0 (3.9)

elde edilir .
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Şimdi, n ≥ n0 için ∆2z(n) ≤ 0 olduğu iddia edilsin. Aksi halde, ∆2z(n) > 0 olacak

biçimde bir n = n1 ≥ n0 tam sayısıvardır. Böylece ∆z(n + 1) > ∆z(n) sağlanır.

∆p(n) ≥ 0 olduğundan,

p(n+ 1)(∆z(n+ 1))γ > p(n+ 1)(∆z(n))γ ≥ p(n)(∆z(n))γ

elde edilir ve bu bir çeli̧skidir. Böylece, ∆2z(n) ≤ 0 dir. Yani, {∆z(n)} artmayan

bir dizidir. Buradan

z(n)− z(n1) =

n−1∑
k=n1

∆z(k) ≥ (n− n1) ∆z(n)

ve n ≥ n1 ≥ 2n0 + 1 için z(n) ≥ n

2
∆z(n) elde edilir. Böylece

z(n− σ) ≥ n− σ
2

∆z(n− σ), n ≥ n2 = n1 + σ (3.10)

eşitsizliği yazılabilir. (3.9) ve (3.10)’dan

∆ [p(n) (∆z(n))γ] + (a(n)− b(n)) (1− q(n− σ)− h(n− σ))γ

×
(
n− σ

2

)γ
(∆z(n− σ))γ ≤ 0, n ≥ n2

(3.11)

bulunur. y(n) = p(n) (∆z(n))γ olsun. Böylece y(n) > 0 ve

∆y(n) +M(n)y(n− σ) ≤ 0, n ≥ n2 (3.12)

elde edilir.

δ(n) = −∆y(n)

y(n)
(3.13)

olarak tanımlansın. {y(n)} artmayan dizi olduğundan, yeterince büyük n için

0 ≤ δ(n) < 1 dir. (3.13)’den

y(n+ 1)

y(n)
= 1− δ(n)
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ve
y(n− σ)

y(n)
=

n−1∏
i=n−σ

(1− δ(i))−1

elde edilir. (3.12) ve (3.13) den,

δ(n) ≥M(n)
n−1∏
i=n−σ

(1− δ(i))−1 ≥M(n)

(
1− 1

σ

n−1∑
i=n−σ

δ(i)

)−σ
(3.14)

bulunur. s(n) =
n+σ∑
i=n+1

M(i) olsun. (3.14)’den,

δ(n) ≥M(n)

(
1− 1

σs(n)
s(n)

n−1∑
i=n−σ

δ(i)

)−σ
(3.15)

yazılabilir. (3.15) ve

(
1− 1

σ
rx

)−σ
≥ x+

(
r

1
1+σ (σ + 1)− σ

)
r

, r > 0 ve x <
σ

r
,

eşitsizliğinden,

δ(n) ≥M(n)

[
1

s(n)

n−1∑
i=n−σ

δ(i) +
1

s(n)

(
(s(n))

1
1+σ (σ + 1)− σ

)]
(3.16)

elde edilir. (3.16) yeniden düzenlenirse

δ(n)s(n)−M(n)

n−1∑
i=n−σ

δ(i) ≥M(n)

( n+σ∑
i=n+1

M(i)

) 1
1+σ

(σ + 1)− σ


ve N > n2 için

N∑
n=n2

δ(n)s(n)−
N∑

n=n2

M(n)
n−1∑
i=n−σ

δ(i) ≥
N∑

n=n2

M(n)

( n+σ∑
i=n+1

M(i)

) 1
1+σ

(σ + 1)− σ


(3.17)
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bulunur. Toplamın sınırlarıdeği̧stirilirse,

N∑
n=n2

M(n)

n−1∑
i=n−σ

δ(i) ≥
N−σ−1∑
i=n2

i+σ∑
n=i+1

δ(i)M(n) =

N−σ−1∑
i=n2

δ(i)
i+σ∑
n=i+1

M(n)

=

N−σ−1∑
n=n2

δ(n)
n+σ∑
i=n+1

M(i)

(3.18)

elde edilir. (3.17) ve (3.18) kullanılırsa eşitsizlik

N∑
n=N−σ

δ(n)

n+σ∑
i=n+1

M(i) ≥
N∑

n=n2

M(n)

( n+σ∑
i=n+1

M(i)

) 1
1+σ

(σ + 1)− σ

 (3.19)

halini alır. {y(n)} pozitif ve artmayan olduğundan,

n+σ∑
i=n+1

M(i) ≤ 1 (3.20)

dir. Böylece (3.5), (3.19) ve (3.20)’den n→∞ iken,

N∑
n=N−σ

δ(n) ≥
N∑

n=n2

M(n)

( n+σ∑
i=n+1

M(i)

) 1
1+σ

(σ + 1)− σ

→∞
elde edilir. δ(n)’nin tanımından,

N∑
n=N−σ

δ(n) =
N∑

n=N−σ

(
1− y(n+ 1)

y(n)

)
< σ + 1

bulunur. Bu da (3.19) ile çeli̧sir. {x(n)}’in (3.1) denkleminin nihai bir negatif çözümü

olması durumunda (3.1) denkleminde y(n) = −x(n) alınarak benzer çeli̧ski elde

edilir. Böylece (3.1)’in tüm çözümleri salınımlıdır.

Teorem 3.2. γ ≥ 1 ve ∆p(n) ≥ 0 olsun. (H1) ile (H2) sağlansın.

lim
n→∞

sup
n∑
k=0

[
ρ(k)M(k)− p(k − σ) (∆ρ(k))2

4γ
(
k−σ
2

)γ−1
ρ(k)

]
=∞ (3.21)

olacak şekilde bir {ρ(n)} pozitif dizisi mevcut ise bu durumda (3.1)’in tüm çözümleri
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salınımlıdır; burada M(n) = (a(n)− b(n))(1− q(n− σ)− h(n− σ))γ dir.

İspat. {x(n)} , (3.1)’in nihai pozitif bir çözümü olsun. Yani, her n ≥ n0 için

x(n) > 0 ve x(n − σ) > 0 olacak şekilde yeterince büyük bir n0 > 0 sayısıvardır.

Teorem 3.1’in ispatına benzer yöntem izlenirse, (3.9) elde edilir. Ardından Riccati

w(n) = ρ(n)
p(n) (∆z(n))γ

(z(n− σ))γ
(3.22)

dönüşümü uygulansın; burada z(n), (3.6) eşitliği ile ifade edilmektedir. Buradan

w(n) > 0 ve

∆w(n) = p(n+ 1) (∆z(n+ 1))γ ∆

[
ρ(n)

(z(n− σ))γ

]
+ ρ(n)

∆ (p(n) (∆z(n))γ)

(z(n− σ))γ
(3.23)

bulunur. (3.9) ve (3.23) kullanılırsa,

∆w(n) ≤ −ρ(n)M(n) +
∆ρ(n)

ρ(n+ 1)
w(n+ 1)

− ρ(n)
p(n+ 1) (∆z(n+ 1))γ ∆ ((z(n− σ))γ)

(z(n+ 1− σ))γ(z(n− σ))γ
(3.24)

elde edilir. (3.9) ve ∆z(n) ≥ 0 dan,

p(n− σ)∆ (z(n− σ))γ ≥ p(n+ 1) (∆z(n+ 1))γ ve z(n+ 1− σ) ≥ z(n− σ) (3.25)

dır. (3.24) ve (3.25)’den,

∆w(n) ≤ −ρ(n)M(n) +
∆ρ(n)

ρ(n+ 1)
w(n+ 1)

− ρ(n)
p(n+ 1) (∆z(n+ 1))γ ∆ (zγ(n− σ))

(zγ(n+ 1− σ))2

eşitsizliği elde edilir. Her x 6= y > 0 ve γ ≥ 1

xγ − yγ ≥ γyγ−1(x− y)
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olduğu gerçeği kullanılırsa,

∆w(n) ≤ −ρ(n)M(n) +
∆ρ(n)

ρ(n+ 1)
w(n+ 1)

− ρ(n)
p(n+ 1)γ (z(n− σ))γ−1 ∆ (z(n− σ)) (∆z(n+ 1))γ

(zγ(n+ 1− σ))2

(3.26)

bulunur. (3.10), (3.25) ve (3.26)’dan, n ≥ n2 için

∆w(n) ≤ −ρ(n)M(n) +
∆ρ(n)

ρ(n+ 1)
w(n+ 1)− γ

(
n− σ

2

)γ−1
×

ρ(n)

(ρ(n+ 1))2 p(n− σ)

(p(n+ 1))2 (ρ(n+ 1))2 (∆z(n+ 1))2γ

(zγ(n+ 1− σ))2

(3.27)

elde edilir. Böylece

∆w(n) ≤ −ρ(n)M(n) +
∆ρ(n)

ρ(n+ 1)
w(n+ 1)

−γ
(
n− σ

2

)γ−1
ρ(n)

(ρ(n+ 1))2 p(n− σ)
w2(n+ 1)

= −ρ(n)M(n) +
p(n− σ)(∆ρ(n))2

4γ
(
n−σ
2

)γ−1
ρ(n)

−


√
γ
(
n−σ
2

)γ−1
ρ(n)

ρ(n+ 1)
√
p(n− σ)

w(n+ 1)−
√
p(n− σ)∆ρ(n)

2
√
γ
(
n−σ
2

)γ−1
ρ(n)

2

< −
[
ρ(n)M(n)− p(n− σ)(∆ρ(n))2

4γ
(
n−σ
2

)γ−1
ρ(n)

]
(3.28)

bulunur. (3.28)’in her iki yanın2 den n ye toplanırsa,

−w(n2) < w(n+ 1)− w(n2) < −
n∑

k=n2

[
ρ(k)M(k)− p(k − σ)(∆ρ(k))2

4γ
(
k−σ
2

)γ−1
ρ(k)

]

elde edilir. Buradan

n∑
k=n2

[
ρ(k)M(k)− p(k − σ)(∆ρ(k))2

4γ
(
k−σ
2

)γ−1
ρ(k)

]
< c

olacak biçimde c > 0 sonlu sabiti mevcuttur. Bu eşitsizlik ise (3.21) ile çeli̧smekte-

dir. {x(n)}’nin nihai negatif olma durumu da benzer şekilde ispatlanabilir. Böylece
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(3.1)’in tüm çözümleri salınımlıdır.

Sonuç 3.1. Teorem 3.2 için q(n) = h(n) = g(n, x(n− σ), x(n− τ)) = 0 ve

f(n, x(n− σ)) = η(n)(x(n− σ))γ ise, (3.21) koşulu

lim
n→∞

sup
n∑
k=0

[
ρ(k)η(k)− p(k − σ) (∆ρ(k))2

4γ
(
k−σ
2

)γ−1
ρ(k)

]
=∞

halini alır.

Sonuç 3.2. (3.1) denkleminin özel bir durumu olan

∆2x(n) + µ(n)x(n− σ) = 0, n ≥ 0

denklemi ele alınırsa, (3.21) koşulu

lim
n→∞

sup
n∑
k=0

ρ(k)

[
µ(k)− 1

4

(
∆ρ(k)

ρ(k)

)2]
=∞

haline indirgenir.

Teorem 3.3. 0 < γ < 1, q(n) = h(n) = 0, ∆p(n) ≥ 0 ve

∞∑
n=n0

(
1

p(n)

) 1
γ

<∞ (3.29)

olsun. Ayrıca, (3.21) sağlanacak şekilde bir {ρ(n)} pozitif dizisi ve n0 > 0 için

∆θ(n) ≥ 0,

∞∑
n=n0

θ(n+ 1) [a(n)− b(n)] =∞

ve
∞∑

n=n0

(
1

p(n)θ(n)

n−1∑
i=n0

θ(i+ 1) [a(i)− b(i)]
) 1

γ

=∞ (3.30)

olacak biçimde bir {θ(n)} pozitif dizisi mevcut olsun ve (H2) sağlansın. Bu durumda
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∆ [p(n) (∆x(n))γ] + f(n, x(n− σ)) = g(n, x(n− σ), x(n− τ)) (3.31)

denkleminin her çözümü salınımlıdır veya sıfıra yakınsar.

İspat. {x(n)}, (3.31) denkleminin nihai pozitif bir çözümü olsun. Yani, n0 yeterince

büyük olmak üzere her n ≥ n0 için x(n) > 0 ve x(n−σ) > 0. (3.31)’den, n ≥ n0 için

∆ [p(n) (∆x(n))γ] ≤ 0 (3.32)

elde edilir. Böylece, {p(n) (∆x(n))γ} nihai artmayan bir dizidir. p(n) pozitif olduğun-

dan ∆x(n) nihai pozitif ya da nihai negatiftir. Buradan ∆x(n) < 0 ya da ∆x(n) > 0

dır. n ≥ n1 > n0 için ∆x(n) < 0 ise, lim
n→∞

x(n) = α ≥ 0 dır. Şimdi α = 0 olduğu

iddia edilsin. Aksi takdirde, n → ∞ iken (x(n − σ))γ → αγ > 0 dır. Buradan

(x(n− σ))γ ≥ αγ olacak biçimde n2 ≥ n1 mevcuttur. Böylece (3.4)’den,

∆ [p(n) (∆x(n))γ] ≤ − (a(n)− b(n))αγ

bulunur. n ≥ n2 için υ(n) = θ(n)p(n) (∆x(n))γ olsun. Buradan

∆υ(n) ≤ −αγθ(n+ 1) (a(n)− b(n)) + p(n) (∆x(n))γ ∆θ(n)

yazılabilir. Son eşitsizliğin her iki yanın2 den n− 1’e toplanırsa

υ(n) ≤ υ(n2)− αγ
n−1∑
i=n2

θ(i+ 1) (a(i)− b(i)) +
n−1∑
i=n2

p(i) (∆x(i))γ ∆θ(i)

elde edilir. (3.30)’dan,

υ(n) ≤ υ(n2)− αγ
n−1∑
i=n2

θ(i+ 1) (a(i)− b(i))

bulunur. (3.30)’dan,
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∞∑
n=n0

θ(n+ 1) [a(n)− b(n)] =∞ olduğundan, her n ≥ n3 için

υ(n) ≤ −α
γ

2

n−1∑
i=n2

θ(i+ 1) (a(i)− b(i))

olacak şekilde yeterince büyük bir n3 tam sayısıalınabilir. Eşitsizliğin her iki yanı

n3 den n’ye toplanırsa

x(n+ 1) ≤ x(n3)−
(
αγ

2

) 1
γ

n∑
s=n3

(
1

p(s)θ(s)

s−1∑
i=n2

θ(i+ 1) [a(i)− b(i)]
) 1

γ

elde edilir. (3.30) koşulu sayesinde {x(n)} nihai negatiftir. Böylece bir çeli̧ski elde

edilmi̧s olur. Buradan {x(n)} sıfıra yakınsamaktadır.

Diğer taraftan, ∆x(n) > 0 olmasıdurumunda benzer çeli̧ski elde edilecektir. Bu

nedenle, x(n) nihai pozitif değildir. Benzer şekilde {x(n)}’in nihai negatif bir çözüm

olmasıdurumu da benzer şekilde ispatlanabilir. Böylece, ispat tamamlanmı̧s olur.

Örnek 3.1. İkinci basamaktan neutral gecikmeli

∆

[
n

(
∆

(
x(n) +

1

n2
x(n− 4) +

1

n3
x(n− 3)

)) 9
7

]
+

(
5

4
+

7n

2
+

3−6n

n2 + 4

)
(x (n− 3))

9
7

=
1

n2

(
(x(n− 3))

23
7

1 + (x(n− 3))2
× (x(n− 4))4

1 + (x(n− 4))4

)
, n ≥ 4.

(3.33)

denklemini ele alalım.

f(n, x(n− 3))

(x(n− 3))
9
7

=

(
5

4
+

7n

2
+

3−6n

n2 + 4

)
≥
(

5

4
+

7n

2

)
ve

g(n, x(n− 3), x(n− 4))

(x(n− 3))
9
7

=
1

n2

(
(x(n− 3))2

1 + (x(n− 3))2
× (x(n− 4))4

1 + (x(n− 4))4

)
≤ 1

n2

olur ve Teorem 3.1’in tüm hipotezleri sağlanır. Böylece (3.33)’ün tüm çözümleri

salınımlıdır.
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Örnek 3.2. İkinci basamaktan neutral gecikmeli

∆
[
(n+ 1)2 (∆(x(n))

1
9

]
+

(
6(n+ 1)

7
3 +

n2 + 5

n2 + 4n+ 6

)
(x(n− 2))

1
9

=
1

8

(
(x(n− 2))

19
9

1 + (x(n− 2))2
× (x(n− 3))4

1 + (x(n− 3))4

)
, n ≥ 2.

(3.34)

denklemi ele alınsın.

f(n, x(n− 2))

(x(n− 2))
1
9

=

(
6(n+ 1)

7
3 +

n2 + 5

n2 + 4n+ 6

)
≥ 6(n+ 1)

7
3 ve

g(n, x(n− 2), x(n− 3))

(x(n− 2))
1
9

=
1

8

(
(x(n− 2))2

1 + (x(n− 2))2
× (x(n− 3))4

1 + (x(n− 3))4

)
≤ 1

8

olur ve θ(n) = n alınırsa, Teorem 3.3’ün tüm hipotezleri sağlanır. Böylece (3.34)’ün

tüm çözümleri salınımlıdır veya sıfıra yakınsar.
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4. NEUTRALGECİKMELİ FARKDENKLEMLERİNİN ÇÖZÜMLERİ-

NİN SINIRLILIK VE ASİMPTOTİK DAVRANIŞLARI

Bu bölümde neutral gecikmeli fark denklemlerinin sınırlılık ve asimptotik davranı̧sları

üzerinde durulmuştur. İki kısımdan oluşan bu bölümün ilk kısmında Bihari eşitsiz-

liği yardımıyla incelemeler yapılırken ikinci kısımda Lyapunov fonksiyonlarından

yararlanılmaktadır.

4.1 İkinci Basamaktan Neutral Gecikmeli Bir Fark Denkleminin Çözüm-

lerinin Asimptotik Davranı̧sları

Bu kısımda Bihari eşitsizliğinin ayrık benzeri ele alınarak ikinci basamaktan neutral

gecikmeli

∆2 (x(n) + px(n− τ) + qx(n− σ)) + f(n, x(n)) = 0 (4.1)

fark denkleminin çözümlerinin asimptotik davranı̧sları incelenecektir. Benzer in-

celemeler ikinci basamaktan

∆2 (x(n) + px(n− τ) + qx(n− σ)) + f(n, x(n),∆x(n)) = 0 (4.2)

ve üçüncü basamaktan neutral gecikmeli

∆3 (x(n) + px(n− τ) + qx(n− σ)) + f
(
n, x(n),∆x(n),∆2x(n)

)
= 0 (4.3)

fark denklemleri için de yapılacaktır.

Gronwall eşitsizliğinin lineer olmayan genelleştirilmesi olan Bihari eşitsizliği Macar

matematikçi İmre Bihari tarafından ispatlanmı̧stır. Bu eşitsizlik yardımıyla neutral

gecikmeli diferensiyel denklemlerin çözümlerinin asimptotik davranı̧slarınıinceleyen

bir çok araştırma yayınlanmı̧stır. Rogovchenko (1998)’de lineer olmayan

x
′′

+ f(t, x(t), x
′
(t)) = 0
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diferensiyel denklemini ele alarak bu denklemin çözümlerinin asimptotik davranı̧slarını

Bihari eşitsizliği yardımıyla incelemi̧stir. Buradan hareketle Dzurina (2002)’de, yine

Bihari eşitsizliğini kullanarak ikinci basamaktan lineer olmayan neutral gecikmeli

(x(t) + px(t− τ))q + f(t, x(t)) = 0

diferensiyel denklemi için çözümlerin asimptotik davranı̧slarını irdelemi̧stir. Söz

konusu makalede salınımsız çözümlerin t → ∞ halinde hangi şartlar altında asimp-

totik olarak at+ b’ye yakınsadı̆gıbulunmuştur; burada a, b ∈ R.

Fark denklemleri için düşünüldüğünde ayrık Bihari eşitsizliğini kullanarak yapılan

çalı̧smalar diferensiyel denklemlerdeki kadar fazla değilse de son yıllarda hız kazandı̆gı

gözlemlenmektedir.

Pachpatte (2000)’de, ikinci basamaktan

∆2x(n) + f(n, x(n),∆x(n)) = 0

fark denklemi için ayrık Bihari eşitsizliğini kullanarak çözümlerin sınırlılık durum-

larınıaraştırmı̧stır.

Venkatesan (2008)’de, yine ayrık Bihari eşitsizliği yardımıyla ikinci basamaktan li-

neer olmayan neutral gecikmeli

∆2(x(n) + c(n)x(n− k)) + f(n, x(n), x(n−m),∆x(n),∆x(n− l)) = 0

fark denkleminin salınımlıolmayan çözümlerinin asimptotik davranı̧slarınıincelemi̧stir.

Migda (2005)’de ikinci basamaktan neutral gecikmeli

∆2(x(n) + px(n− k)) + f(n, x(n)) = 0

fark denkleminin salınımsız çözümlerinin n → ∞ halinde asimptotik olarak an +
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b’ye yakınsadı̆gını garanti eden koşulları ortaya koymuştur; burada a, b ∈ R. Bu

kısımda da benzer yöntemler kullanılarak (4.1), (4.2) ve (4.3) denklemlerinin salınım-

sız çözümlerinin asimptotik davranı̧slarıhakkında sonuçlar verilmeye çalı̧sılacaktır.

Öncelikle, bu bölüm boyunca (4.1) denklemi ve x(n) = ϕ(n) başlangıç fonksiyo-

nundan oluşan başlangıç değer probleminin bir tek çözüme sahip olduğunu kabul

ettiğimizi belirtelim; burada ϕ(n), n = −L, ...,−1, 0 için tanımlıdır.

Tanım 4.1.1. n ≥ −L için tanımlıaşikar olmayan bir {x(n)} dizisi (4.1) denklemi-

ni sağlarsa, o zaman {x(n)} dizisine (4.1) denkleminin bir çözümü denir; burada

L = max {τ , σ} ve n = 0, 1, 2, ...

Tanım 4.1.2. {x(n)} dizisi (4.1) denkleminin bir çözümü olsun. Her n ≥ n1 > 0

için x(n)x(n + 1) ≤ 0 olacak şekilde bir n1 > 0 tamsayısıvarsa, {x(n)} çözümüne

salınımlı, aksi halde salınımsızdır denir. (4.1)’in tüm çözümleri salınımlıise, o zaman

salınımlıdenklem adınıalır.

Esas sonuçlara geçmeden aşağıdaki lemmalarıgöz önüne alalım.

Lemma 4.1.1. r(n) ve t(n), n = 0, 1, 2, ... için tanımlanmı̧s reel değerli negatif

olmayan fonksiyonlar ve g, x0 > 0 bir sabit olmak üzere I = [x0,∞] aralı̆gında

tanımlanmı̧s sürekli pozitif ve azalmayan bir fonsiyon olsun. İlaveten k negatif ol-

mayan bir sabit olmak üzere her n = 0, 1, 2, ... için

r(n) ≤ k +
n−1∑
i=0

t(i)g(r(i))

eşitsizliği sağlansın. Bu durumda

r(n) ≤ G−1

[
G(k) +

n−1∑
i=0

t(i)

]
, 0 ≤ n ≤ α
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yazılabilir; burada

G(x) =

x∫
x0

ds

g(s)
, x ≥ x0 > 0,

G−1, G’nin tersi ve

α = sup

{
n : G(k) +

n−1∑
i=0

t(i) ∈ Dom
(
G−1

)}

dir.

Bu lemma T.E Hull ve W.A.J Luxemburg tarafından Bihari eşitsizliğinin ayrık ben-

zeri olarak ortaya konulmuştur.

Lemma 4.1.2. Nihai olarak y(n) > 0 (y(n) < 0) ve

w(n) = y(n) + p
n− τ
n

y(n− τ) + q
n− σ
n

y(n− σ) (4.4)

olsun; burada 0 ≤ p+ q < 1 ve p, q, τ , σ > 0 dır. lim
n→∞

w(n) = c ise,

lim
n→∞

y(n) =
c

1 + p+ q
elde edilir.

İspat. y(n) > 0 olsun. Buradan c ≥ 0 olmak üzere

lim
n→∞

sup y(n) ≥ c

1 + p+ q

ve

lim
n→∞

inf y(n) ≤ c

1 + p+ q

elde edilir. y(n)’nin y (n̄i) ve y (n
¯ i

) alt dizileri alınsın. Varsayalım ki

lim
n→∞

sup y(n) = lim
i→∞

y(n̄i) =
c+ η1

1 + p+ q

ve

lim
n→∞

inf y(n) = lim
i→∞

y(n
¯ i

) =
c− η2

1 + p+ q

olsun; burada η1, η2 ≥ 0 dır. Şimdi η1 = η2 = 0 olduğu gösterilsin.
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a) η1 ≥ η2 ≥ 0 ve η1 > 0 olsun. (4.4)’den, herhangi bir ε > 0 için

w(n) ≥ y(n) + p
n− τ
n

c− η2 − ε
1 + p+ q

+ q
n− σ
n

c− η2 − ε
1 + p+ q

dir. i→∞ iken, n = n̄i alınırsa,

c ≥ c+ η1
1 + p+ q

+ p
c− η2 − ε
1 + p+ q

+ q
c− η2 − ε
1 + p+ q

elde edilir. Buradan

η1 ≤ η2(p+ q) + ε(p+ q)

bulunur. ε =
[(1− p− q)η2]

2(p+ q)
alınırsa,

η1 ≤ (p+ q)(2η2 − η1) ≤ (p+ q)η2 < η2

elde edilir ve bu da bir çeli̧skidir.

b) η2 ≥ η1 ≥ 0 ve η2 > 0 olsun. herhangi bir ε > 0 için

w(n) ≤ y(n) + p
c+ η1 + ε

1 + p+ q
+ q

c+ η1 + ε

1 + p+ q

elde edilir. i→∞ iken, n =n
¯ i
alınırsa,

c ≤ c− η2
1 + p+ q

+ p
c+ η1 + ε

1 + p+ q
+ q

c+ η1 + ε

1 + p+ q

bulunur. Son eşitsizlik düzenlenirse

η2 ≤ η1(p+ q) + ε(p+ q)

yazılabilir. ε =
[(1− p− q)η2]

2(p+ q)
alınırsa, eşitsizlik

η2 ≤ (p+ q)(2η1 − η2) ≤ (p+ q)η1 < η1

halini alır ve bu da bir çeli̧skidir. Böylece ispat tamamlanmı̧s olur.
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Teorem 4.1.1. 0 ≤ p+ q < 1, τ , σ > 0 olsun ve f(n, u) aşağıdaki koşullarısağlasın:

H3) f(n, u), u ya göre sürekli,

H4) n = 1, 2, ...için

|f(n, u)| ≤ h(n)g

(
|u|
n

)
(4.5)

olacak biçimde sürekli g : R+ → R+ fonksiyonu ve h : N→ R+ dizisi mevcut olsun;

burada s > 0 için , g(s) pozitif ve azalmayan bir fonksiyon,

∞∑
s=n0

h(s) <∞, n0 ≥ 1 (4.6)

ve x→∞ iken,

G(x) =

x∫
n0

ds

g(s)
→∞

dur. Bu durumda (4.1)’in bütün salınımsız x(n) çözümleri asimptotik olarak an+b’ye

veya a’ya yakınsar; burada a ve b reel sabitlerdir.

İspat. x(n), (4.1)’in salınımsız bir çözümü olsun.

ω(n) = x(n) + px(n− τ) + qx(n− σ) (4.7)

alınırsa, |ω(n)| > |x(n)| ve (4.1)’den

∆2 (ω(n)) = −f(n, x(n)) (4.8)

elde edilir. ω(n0) = c1 ve ∆ω(n0) = c2 alınarak (4.8)’in her iki yanın0 ’dan n− 1 ’e

toplanırsa,

∆ω(n) = c2 −
n−1∑
s=n0

f(s, x(s)) (4.9)

ve

ω(n) = c1 + (n− n0)c2 −
n−1∑
s=n0

(n− s− 1)f(s, x(s)) (4.10)
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bulunur. (4.10)’dan

|ω(n)| ≤ (|c1|+ |c2|)n+ n
n−1∑
s=n0

|f(s, x(s))| (4.11)

dir. (4.5) den

|f(n, x(n))| ≤ h(n)g

(
|x(n)|
n

)
≤ h(n)g

(
|ω(n)|
n

)

yazılabilir. Buradan

|ω(n)|
n
≤ |c1|+ |c2|+

n−1∑
s=n0

h(s)g

(
|ω(s)|
s

)

elde edilir. Bihari eşitsizliğinin ayrık hali kullanılırsa (Lemma 4.1.1)

|ω(n)|
n
≤ G−1

(
G (|c1|+ |c2|) +

n−1∑
s=n0

h(s)

)

bulunur.

k1 = G (|c1|+ |c2|) +
∞∑

s=n0

h(s) <∞

alınsın. G−1(x) azalmayan olduğundan,

|ω(n)|
n
≤ k2 = G−1(k1) <∞

elde edilir. İlaveten (H4)’den

n−1∑
s=n0

|f(s, x(s))| ≤
n−1∑
s=n0

h(s)g

(
|x(s)|
s

)

≤
n−1∑
s=n0

h(s)g

(
|ω(s)|
s

)

≤ g(k2)

∞∑
s=n0

h(s) < k3
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yazılabilir. Böylece
∞∑

s=n0

|f(s, x(s))| = L mevcuttur ve

lim
n→∞

∆ω(n) = c2 − L

dir. Buradan iki durum söz konusudur:

(a) c2 = L ise, lim
n→∞

∆ω(n) = 0 ve lim
n→∞

ω(n)

n
= 0 dir.

w(n) =
ω(n)

n
alınırsa,

w(n) = y(n) + p
n− τ
n

y(n− τ) + q
n− σ
n

y(n− σ)

bulunur; burada y(n) = x(n)
n
dir. Lemma 4.1.2’den

lim
n→∞

x(n)

n
= 0

elde edilir.

(b) c2 6= L ise, lim
n→∞

∆ω(n) = a1 ve lim
n→∞

ω(n)

n
= a1 dir; burada a1 bir sabittir. (a)

şıkkına benzer şekilde,

lim
n→∞

x(n)

n
=

a1
1 + p+ q

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.1.2. 0 ≤ p + q < 1, τ , σ > 0 olsun ve f(n, u, v) aşağıdaki koşulları

sağlasın:

H5) f(n, u, v); u ve v ye göre sürekli

H6) n = 1, 2, ..., için

|f(n, u, v)| ≤ h(n)g

(
|u|
n

)
|v|

olacak biçimde sürekli g : R+ → R+ fonksiyonu ve h : N→ R+ dizisi mevcut olsun;

burada s > 0 için, g(s) pozitif ve azalmayan bir fonksiyon, h, (4.6) ile aynıözelliklere
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sahip ve x→∞ halinde

G(x) =

x∫
n0

ds

sg(s)
→∞

dur. Bu durumda (4.2)’nin bütün salınımsız x(n) çözümleri asimptotik olarak an+

b’ye veya a’ya yakınsar; burada a ve b reel sabitlerdir.

İspat. Teorem 4.1.1’e benzer şekilde ispat yapılacaktır. Aynıyöntem uygulanırsa,

|∆ω(n)| ≤ |c2|+
n−1∑
s=n0

h(s)g

(
|ω(s)|
s

)
|∆ω(s)| (4.12)

ve
|ω(n)|
n
≤ |c1|+ |c2|+

n−1∑
s=n0

h(s)g

(
|ω(s)|
s

)
|∆ω(s)| (4.13)

elde edilir. Böylece |∆ω(s)| ≤ |ω(s)|
s

’dir. Bu eşitsizlik (4.13)’de yerine konulursa,

|ω(n)|
n
≤ |c1|+ |c2|+

n−1∑
s=n0

h(s)g

(
|ω(s)|
s

)
|ω(s)|
s

bulunur. Buradan Teorem 4.1.1’e benzer şekilde ispat tamamlanabilir.

Teorem 4.1.3. İkinci basamaktan neutral gecikmeli

∆2 (x(n) + px(n− τ) + qx(n− σ)) + r(n)x(n) = 0 (4.14)

fark denklemi ele alınsın. 0 ≤ p+ q < 1, τ , σ > 0 ve

∞∑
s=n0

s |r(s)| <∞

olsun. Bu durumda (4.14)’ün her x(n) salınımsız çözümü asimptotik olarak an+b’ye

veya a’ya yakınsar; burada a ve b reel sabitlerdir.

İspat. x(n), (4.14)’ün salınımsız bir çözümü olsun. Teorem 4.1.1’deki yöntem uygu-
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lanırsa,

∆ω(n) = c2 −
n−1∑
s=n0

r(s)x(s)

ve

ω(n) = c1 + (n− n0)c2 −
n−1∑
s=n0

(n− s− 1)r(s)x(s)

elde edilir. Buradan

|ω(n)| ≤ (|c1|+ |c2|)n+ n
n−1∑
s=n0

|r(s)| |x(s)|

ve
|ω(n)|
n
≤ |c1|+ |c2|+

n−1∑
s=n0

s |r(s)| |ω(s)|
s

bulunur. Ayrık Gronwall eşitsizliğinden

|ω(n)|
n
≤ (|c1|+ |c2|) exp

(
n−1∑
s=n0

s |r(s)|
)
≤ k4 (4.15)

halini alır. (4.15)’den

n−1∑
s=n0

|r(s)| |x(s)| ≤ k4

n−1∑
s=n0

s |r(s)| <∞

yazılabilir. Böylece
∞∑

s=n0

|r(s)| |x(s)| = A mevcuttur. İspat Teorem 4.1.1’e benzer

şekilde devam ettirilebilir.

Teorem 4.1.4. 0 ≤ p + q < 1, τ , σ > 0 olsun ve f(n, u, v, ω) aşağıdaki koşulları

sağlasın:

H7) f(n, u, v, ω); u, v ve ω ya göre sürekli

H8) n = 1, 2, ... için

|f(n, u, v, ω)| ≤ h(n)g

(
|v|
n

)
|ω| (4.16)

olacak biçimde sürekli g : R+ → R+ fonksiyonu ve h : N→ R+ dizisi mevcut olsun;

burada s > 0 için , g(s) pozitif ve azalmayan bir fonksiyon, h, (4.6) ile aynıözelliklere
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sahip ve x→∞ halinde

G(x) =

x∫
n0

ds

sg(s)
→∞

dur. Bu durumda (4.3)’ün bütün salınımsız x(n) çözümleri asimptotik olarak an2 +

bn+ c’ye veya an+ b’ye yakınsar; burada a, b ve c reel sabitlerdir.

İspat. x(n), (4.3)’ün salınımsız bir çözümü olsun. (4.3)’den,

∆3ω(n) = −f
(
n, x(n),∆x(n),∆2x(n)

)
elde edilir. ω(n0) = c1, ∆ω(n0) = c2, ∆2ω(n0) = c3 ve ϕ(n) = ∆ω(n) alınırsa

∆2ϕ(n) = −f
(
n, x(n),∆x(n),∆2x(n)

)
,

∆ϕ(n) = c3 −
n−1∑
s=n0

f
(
s, x(s),∆x(s),∆2x(s)

)
ve

ϕ(n) = c2 + (n− n0)c3 −
n−1∑
s=n0

(n− s− 1)f(s, x(s),∆x(s),∆2x(s)

bulunur. Teorem 4.1.1’e benzer i̧slemler yapılırsa,

|ϕ(n)|
n

≤ |c2|+ |c3|+
n−1∑
s=n0

h(s)g

(
|∆x(s)|

s

) ∣∣∆2x(s)
∣∣

≤ |c2|+ |c3|+
n−1∑
s=n0

h(s)g

(
|∆ω(s)|

s

) ∣∣∆2ω(s)
∣∣

≤ |c2|+ |c3|+
n−1∑
s=n0

h(s)g

(
|ϕ(s)|
s

)
|∆ϕ(s)|

≤ |c2|+ |c3|+
n−1∑
s=n0

h(s)g

(
|ϕ(s)|
s

)
|ϕ(s)|
s
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elde edilir. Bihari eşitsizliğinin ayrık benzeri kullanılırsa,

|ϕ(n)|
n
≤ G−1

(
G (|c2|+ |c3|) +

n−1∑
s=n0

h(s)

)

elde edilir.

k5 = G (|c2|+ |c3|) +

∞∑
s=n0

h(s) <∞

alınırsa, G−1(x) azalmayan olduğundan

|ϕ(n)|
n
≤ k6 = G−1(k5) <∞

bulunur. İlaveten, (4.16)’dan

n−1∑
s=n0

∣∣f(s, x(s),∆x(s),∆2x(s))
∣∣ ≤ n−1∑

s=n0

h(s)g

(
|∆x(s)|

s

) ∣∣∆2x(s)
∣∣

≤
n−1∑
s=n0

h(s)g

(
|∆ω(s)|

s

) ∣∣∆2ω(s)
∣∣

≤ g(k6)k6

∞∑
s=n0

h(s) < k7

elde edilir. Böylece
∞∑

s=n0

|f(s, x(s),∆x(s),∆2x(s))| = B mevcuttır ve

lim
n→∞

∆ϕ(n) = c3 −B

dir. Burada iki durum söz konusudur:

(a) c3 = B ise, lim
n→∞

∆ϕ(n) = 0. Böylece lim
n→∞

∆2ω(n) = lim
n→∞

∆ω(n)

n
= lim

n→∞

2ω(n)

n(n− 1)
=

0 ve lim
n→∞

ω(n)

n(n− 1)
= 0 elde edilir. µ(n) =

ω(n)

n(n− 1)
alınırsa

µ(n) = y(n) + p
(n− τ)(n− τ − 1)

n(n− 1)
y(n− τ) + q

(n− σ)(n− σ − 1)

n(n− 1)
y(n− σ),
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bulunur; burada y(n) = x(n)
n(n−1) . Lemma 4.1.2’den

lim
n→∞

x(n)

n(n− 1)
= 0.

(b) c3 6= B ise, lim
n→∞

∆ϕ(n) = a2. Buradan lim
n→∞

∆2ω(n) = lim
n→∞

∆ω(n)

n
= lim

n→∞

2ω(n)

n(n− 1)
=

a2 ve lim
n→∞

ω(n)

n(n− 1)
=
a2
2
. (a)’ya benzer şekilde,

lim
n→∞

x(n)

n(n− 1)
=

a2
2(1 + p+ q)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Örnek 4.1.1. İkinci basamaktan neutral gecikmeli

∆2
(
x(n) + 1

3
x(n− 2) + 1

4
x(n− 3)

)
+
(

2n+1
n2(n+1)2

)(
2 + n2

(n+1)2

)
x2(n)

x2(n)+4n2
= 0

,n ≥ 3

(4.17)

fark denklemi ele alınsın.

g(u) =
u2

u2 + 4
ve h(n) = 4

(
2n+ 1

n2(n+ 1)2

)
olduğundan, Teorem 4.1.1’in tüm hipote-

zleri sağlanır. Bu durumda (4.17)’nin bütün salınımsız x(n) çözümleri asimptotik

olarak an+ b’ye veya a’ya yakınsar; burada a ve b reel sabitlerdir.

Örnek 4.1.2. İkinci basamaktan neutral gecikmeli

∆2

(
x(n) +

1

3
x(n− 2) +

1

4
x(n− 3)

)
+

1

n2(n+ 2)
x(n) = 0. n ≥ 2 (4.18)

fark denklemi ele alınsın.

r(n) =
1

n2(n+ 2)
olduğundan Teorem 4.1.3’ün tüm hipotezleri sağlanır. Bu du-

rumda (4.18)’in bütün salınımsız x(n) çözümleri asimptotik olarak an + b’ye veya

a’ya yakınsar; burada a ve b reel sabitlerdir.

46



4.2 Birinci Basamaktan Neutral Gecikmeli Bir Fark Denkleminin Çözüm-

lerinin Sınırlılık ve Asimptotik Davranı̧sları

Bu kısımda birinci basamaktan lineer olmayan neutral gecikmeli

∆ [x(n)− p(n)f(x(n− τ(n)))] + q(n)g(x(n− θ)) = 0, n ∈ N(n0) (4.19)

fark denkleminin tüm çözümlerinin sınırlıolmasıiçin yeter koşullar elde edilecektir;

burada, θ > 0 tamsayı, τ(n) > 0 tamsayıdizisi, q(n) artmayan olmak üzere q(n) ve

p(n) birer pozitif reel sayıdizisi, n0 negatif olmayan tamsayıve N(n0) = {n0, n0 + 1,

n0 + 2, ...}’dir. İlaveten (4.19) denkleminin özel bir durumu için tüm çözümlerin

sınırlıve n → ∞ halinde bir sabite yakınsadı̆gıgösterilecektir. Konunun daha iyi

anlaşılabilmesi için verilecek olan örneklerle sonuçlar desteklenecektir.

Bu kısımda ele alınan (4.19) denkleminin kalitatif özellikleri incelenirken ayrık Lya-

punov fonksiyonlarından yararlanılacaktır. Lyapunov fonksiyonlarının gecikmeli dife-

rensiyel denklemlerin kararlılık ve sınırlılık incelemelerinde kullanılmasıyeni bir du-

rum değildir. Bu alanda yapılan bir çok çalı̧sma bulunmaktadır (Wei (2006), Shen

(2007), Jiang (2012), Wei (2014)). Ancak, neutral gecikmeli fark denklemleri için

Lyapunov fonksiyonunun kullanımıhenüz çok yenidir:

Wei (2011)’de, birinci basamaktan lineer olmayan neutral gecikmeli

∆ [x(n)− c(n)x(n−m)] + p(n)f(x(n− k)) = 0, n ∈ N(n0) (4.20)

fark denkleminin asimptotik davranı̧slarıincelenmi̧stir; burada m ve k pozitif tam-

sayılar, {c(n)} reel sayıdizisi, {p(n)} pozitif dizi, f ∈ C (R,R) , n0 negatif olmayan

bir tamsayıve N(n0) = {n0, n0 + 1, n0 + 2, ...} dir.

Yine Wei (2014)’de, birinci basamaktan pozitif ve negatif katsayılıneutral gecikmeli

∆ [x(n)− c(n)x(n−m)] + p(n)f(x(n− k))− q(n)f(x(n− l)) = 0, n ∈ N(n0)
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fark denkleminin sınırlılık ve asimptotik davranı̧slarıele alınmı̧stır. Bu kesimde ben-

zer sonuçlar (4.19) denklemi için de elde edilmektedir.

Tanım 4.2.1. ρ = max {τ(n0), θ} olsun. Her n ∈ N(n0 − ρ) = {n0 − ρ, n0 − ρ+ 1,

n0 − ρ + 2,...} için tanımlıve her n ∈ N(n0) için (4.19) denklemini sağlayan bir

{x(n)} reel sayıdizisine (4.19)’un bir çözümü denir.

Herhangi bir n0 ve x(n0 + j) = aj, j = −ρ, −ρ + 1, −ρ + 2,... başlangıç koşulu için

(4.19) denkleminin, her n ∈ N(n0 − ρ) için tanımlanmı̧s bir tek {x(n)} çözümüne

sahip olduğu kabul edilmektedir.

Teorem 4.2.1. Aşağıdaki koşullar sağlansın:

(H9)

|x| ≤ |f(x)| ≤ |g(x)| ≤ L |x| , x ∈ R

olacak biçimde bir L > 1 sabiti mevcut ve x 6= 0 için xf(x) > 0 ve xg(x) > 0,

(H10) lim
n→∞

p(n) = α <
1

L
,

(H11) lim
n→∞

sup

[
2α +

n+θ∑
i=n−θ

q (i+ θ)

]
<

2

L
.

Bu durumda (4.19)’un tüm çözümleri sınırlıdır.

İspat. x(n), (4.19)’un bir çözümü olsun. (4.19) denklemi yeniden

∆

[
x(n)− p(n)f(x(n− τ(n)))−

n−1∑
i=n−θ

q(i+ θ)g(x(i))

]
+q(n+θ)g(x(n)) = 0 (4.21)

şeklinde yazılabilir. α < 1 olduğundan, α+ ε < 1 olacak biçimde yeterince küçük bir

ε > 0 seçilebilir ve (H11)’den

lim
n→∞

sup

[
2(α + ε) +

n+θ∑
i=n−θ

q (i+ θ)

]
<

2

L
(4.22)
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dir. İlaveten, (H10)’dan n > n1 için

p(n) ≤ α + ε (4.23)

olacak biçimde yeterince büyük n1 > n0 seçilebilir.

g2(x(n− τ(n)))

f 2(x(n− τ(n)))
> 1 > p(n)

α + ε
, n > n1,

olduğundan

p(n)f 2(x(n− τ(n))) ≤ (α + ε) g2(x(n− τ(n))), n > n1 (4.24)

eşitsizliği sağlanır. Şimdi

V1(n) =

[
x(n)− p(n)f(x(n− τ(n)))−

n−1∑
i=n−θ

q(i+ θ)g(x(i))

]2

ve

V2(n) =
n−1∑
i=n−θ

q(i+ 2θ)
n−1∑
j=i

q(j + θ)g2(x(j))

+ (α + ε)
n−1∑

i=n−τ(n)

q(i+ θ)g2(x(i))

olacak biçimde V (n) = V1(n) + V2(n) seçilsin. (4.19)’un çözümleri boyunca ∆V1(n)

ve ∆V2(n) hesaplanırsa
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∆V1(n) = ∆

[
x(n)− p(n)f(x(n− τ(n)))−

n−1∑
i=n−θ

q(i+ θ)g(x(i))

]
.[

x(n+ 1)− p(n+ 1)f(x(n+ 1− τ(n+ 1)))−
n∑

i=n+1−θ

q(i+ θ)g(x(i))

+x(n)− p(n)f(x(n− τ(n)))−
n−1∑
i=n−θ

q(i+ θ)g(x(i))

]
= −q(n+ θ) [2x(n)g (x(n))− 2p(n)f(x(n− τ(n)))g (x(n))

−
n−1∑
i=n−θ

q(i+ θ)2g(x(i))g (x(n))− q(n+ θ)g2 (x(n))

]
≤ −q(n+ θ)

[
2x(n)g (x(n))− p(n)f 2(x(n− τ(n)))− p(n)g2 (x(n))

− g2 (x(n))

n∑
i=n−θ

q(i+ θ)−
n−1∑
i=n−θ

q(i+ θ)g2(x(i))

]

ve

∆V2(n) = −q(n+ θ)
n−1∑
j=n−θ

q(j + θ)g2(x(j))

+q(n+ θ)g2 (x(n))
n∑

i=n+1−θ

q(i+ 2θ)

+ (α + ε) q(n+ θ)g2 (x(n))− (α + ε) q(n− τ(n) + θ)g2 (x(n− τ(n)))

elde edilir. q(n) artmayan ve n−τ(n) < n olduğundan, q(n−τ(n)) > q(n) yazılabilir.

Böylece ∆V2(n) yeniden düzenlenirse

∆V2(n) ≤ −q(n+ θ)
n−1∑
j=n−θ

q(j + θ)g2(x(j))

+q(n+ θ)g2 (x(n))

n∑
i=n+1−θ

q(i+ 2θ)

+ (α + ε) q(n+ θ)g2 (x(n))− (α + ε) q(n+ θ)g2 (x(n− τ(n)))
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bulunur. (4.24) kullanılırsa,

∆V (n) = ∆V1(n) + ∆V2(n)

≤ −q(n+ θ)
[
2x(n)g (x(n))− p(n)f 2 (x(n− τ(n)))− p(n)g2 (x(n))

−
n∑

i=n−θ

q(i+ θ)g2 (x(n))

]
+ q(n+ θ)g2 (x(n))

n∑
i=n+1−θ

q(i+ 2θ)

+(α + ε)q(n+ θ)g2 (x(n))− (α + ε)q(n+ θ)g2 (x(n− τ(n)))

= −q(n+ θ)g2 (x(n))

[
2x(n)

g (x(n))
− p(n)−

n+θ∑
i=n−θ

q(i+ θ)− (α + ε)

]

≤ −q(n+ θ)g2 (x(n))

[
2

L
− 2 (α + ε)−

n+θ∑
i=n−θ

q(i+ θ)

]

= −q(n+ θ)g2 (x(n))

[
2

L
−

n+θ∑
i=n−θ

q(i+ θ)− 2 (α + ε)

]
(4.25)

elde edilir. (4.22)’den ∆V (n) 6 0 elde edilir. V (n) > 0 olduğundan, lim
n→∞

V (n) = δ

mevcuttur.

(4.22) ve (4.25)’den,
∞∑

n=n0

q(n+ θ)g2 (x(n)) <∞ (4.26)

dur. Herhangi pozitif bir m tamsayısıiçin

lim
n→∞

n−1∑
i=n−m

q(i+ θ)g2 (x(i)) = 0

yazılabilir. Şimdi lim
n→∞

V2(n) = 0 olduğunu gösterelim.

(4.22)’den, n ≥ n2 + θ olacak biçimde yeterince büyük pozitif n2 ≥ n0 tamsayısı
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vardır ve

0 ≤ V2(n) =

n−1∑
i=n−θ

q(i+ 2θ)
n−1∑
j=i

q(j + θ)g2(x(j))

+ (α + ε)

n−1∑
i=n−τ(n)

q(i+ θ)g2(x(i))

≤
n−1∑
i=n−θ

q(i+ 2θ)

n−1∑
j=n−θ

q(j + θ)g2(x(j)) +
2

L

n−1∑
i=n−τ(n)

q(i+ θ)g2(x(i))

≤ 2

L

 n−1∑
j=n−θ

q(j + θ)g2(x(j)) +
n−1∑

i=n−τ(n)

q(i+ θ)g2(x(i))


dir. Buradan lim

n→∞
V2(n) = 0 dır.

Böylece lim
n→∞

V (n) = lim
n→∞

V1(n) = δ eşitliği gerçeklenir. Yani,

lim
n→∞

[
x(n)− p(n)f(x(n− τ(n)))−

n−1∑
i=n−θ

q(i+ θ)g(x(i))

]2
= δ (4.27)

dır. y(n) = x(n)− p(n)f(x(n− τ(n)))−
n−1∑
i=n−θ

q(i+ θ)g(x(i)) alınırsa,

lim
n→∞

y2(n) = δ

ve

lim
n→∞

|y(n)| = δ
1
2

elde edilir. Simdi {y(n)} dizisinin yakınsak olduğu gösterilsin. δ = 0 ise bu durum

aşikardır. δ > 0 ise, {y(n)} ’nin nihai pozitif veya nihai negatif olduğunu göstermek

yeterlidir. Eğer değilse, 0 < ε < δ
1
2 olacak biçimde ε sayısımevcuttur.

δ
1
2 − ε < |y(n)| < δ

1
2 + ε, n ≥ N, (4.28)

ve

A = {n ≥ N : y(n) < 0} , B = {n ≥ N : y(n) > 0}
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olacak biçimde N pozitif tamsayısıalınsın. {y(n)} nihai negatif ya da nihai pozitif

olmadı̆gından, A ve B sınırsızdır. Böylece N ≤ n1 < n2 < ...< nj < ... , nj ∈ B,

nj + 1 ∈ A olacak biçimde ıraksak bir {nj} tamsayılar dizisi alınabilir. Buradan

y(nj + 1) < 0 ve y(nj) > 0. İlaveten (4.28) den,

2
(
−δ 12 − ε

)
< y(nj + 1)− y(nj) < 2

(
−δ 12 + ε

)
, j ≥ 1

sağlanır ve (4.21) den,

0 < 2
(
δ
1
2 − ε

)
< q(nj + θ)g(x(nj)) < 2

(
δ
1
2 + ε

)
, j ≥ 1 (4.29)

dir.

Diğer taraftan, (4.26) ve (4.29)’dan, {g (x (nj))}’nin sıfıra yakınsak olduğu söylenebilir.

(H11)’den, {q(n)} sınırlıdır. Böylece j →∞ iken

q(nj + θ)g (x (nj))→ 0

bulunur ve bu da (4.29) ile çeli̧sir. Buradan {y(n)} dizisi

lim
n→∞

y(n) = lim
n→∞

[
x(n)− p(n)f(x(n− τ(n)))−

n−1∑
i=n−θ

q(i+ θ)g(x(i))

]
= β (4.30)

olacak biçimde yakınsak olmalıdır; burada β =
√
δ veya β = −

√
δ sonludur. İlaveten,

(4.21) ve y(n)’nin tanımından

n−1∑
i=n−θ

q(i+ θ)g(x(i)) = −
n−1∑
i=n−θ

∆y(i)

= y(n− θ)− y(n)

elde edilir. n→∞ halinde limit alınırsa,

lim
n→∞

n−1∑
i=n−θ

q(i+ θ)g(x(i)) = 0
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bulunur. Böylece (4.30)’dan,

lim
n→∞

[x(n)− p(n)f(x(n− τ(n)))] = β (4.31)

olduğu açıktır. Şimdi {|x(n)|}’in sınırlı olduğu gösterilsin. Eğer {|x(n)|} sınırlı

değilse, l→∞ halinde |x(nl)| → ∞ ve

|x(nl)| = sup
n0−τ(n0)≤ n ≤ nl

|x(n)|

olacak biçimde ıraksak {nl} tam sayıdizisi mevcuttur. Buradan l→∞ halinde

|x(nl)− p(nl)f(x(nl − τ(nl)))| > |x(nl)| − p(nl) |f(x(nl − τ(nl)))|

> |x(nl)| (1− (α + ε)L)→∞

elde edilir ve bu da (4.31) ile çeli̧sir. Böylece {|x(n)|} sınırlıdır.

Teorem 4.2.2. Aşağıdaki koşullar sağlansın:

(H12) lim
n→∞

p(n) = α < 1,

(H13) lim
n→∞

sup

[
2α +

n+θ∑
i=n−θ

q (i+ θ)

]
< 2.

Bu durumda

∆ [x(n)− p(n)x(n− τ(n))] + q(n)x(n− θ) = 0 (4.32)

denkleminin her çözümü sınırlıdır ve n→∞ halinde bir sabite yakınsar.

İspat. Teorem 4.2.1’deki yol izlenirse, {|x(n)|} ’nin sınırlıolduğu bulunur. Şimdi,

lim
n→∞

x(n) mevcut ve sonlu olduğu gösterilsin. (H12)’den, n > n3 için p(n) < 1 olacak

biçimde yeterince büyük bir n3 bulunabilir.

λ1 = lim
n→∞

supx(n), λ2 = lim
n→∞

inf x(n)
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alınsın ve i→∞ halinde ui →∞ ve vi →∞ ve

λ1 = lim
i→∞

x(ui), λ2 = lim
i→∞

x(vi)

olacak biçimde {ui} ve {vi} tamsayıdizileri seçilsin. n > n3 için,

λ1 = lim
i→∞

x(ui) = lim
i→∞

[x(ui)− p(ui)x(ui − τ(ui)) + p(ui)x(ui − τ(ui))]

= β + αlim
i→∞

x(ui − τ(ui)) ≤ β + αλ1

ve

λ2 = lim
i→∞

x(vi) = lim
i→∞

[x(vi)− p(vi)x(vi − τ(vi)) + p(vi)x(vi − τ(vi))]

= β + αlim
i→∞

x(vi − τ(vi)) ≥ β + αλ2

dir. Buradan

λ1 ≤
β

1− α ≤ λ2

elde edilir ve λ1 ≥ λ2 olduğundan

λ1 =
β

1− α = λ2

bulunur. Böylece ispat tamamlanmı̧s olur.

Teorem 4.2.3. (H12) ve (H13) sağlansın. Bu durumda (4.32)’nin her salınımlı

çözümü sınırlıdır ve n→∞ halinde sıfıra yakınsar.

İspat. x(n), (4.32)’nin salınımlıbir çözümü olsun. Teorem 4.2.2’den x(n) sınırlıdır

ve n→∞ halinde µ gibi bir sabite yakınsar.

µ1 = lim
n→∞

supx(n), µ2 = lim
n→∞

inf x(n)

alınırsa µ1 = µ2 = µ yazılabilir. İlaveten x(n) salınımlı olduğundan, µ1 ≥ 0 ve

µ2 ≤ 0 dır. Böylece
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µ1 = µ2 = µ = 0

elde edilir.

Sonuç 4.2.1.

lim
n→∞

sup

[
n+θ∑
i=n−θ

q (i+ θ)

]
< 2

ise bu durumda

∆x(n) + q(n)x(n− θ) = 0

denkleminin her çözümü n→∞ halinde bir sabite yakınsar.

Örnek 4.2.1. Deği̧sken gecikmeli neutral

∆ [x(n)− e−nx(n− 2n)] + (n− 2)

(
1

n(n+ 1)
+ e−n

(
n− ne−1 + 1

n(n+ 1)

))
x(n− 2) = 0,

n ≥ 5

(4.33)

fark denklemi ele alınsın. Burada p(n) = (e−n) ve

q(n) = (n− 2)

(
1

n(n+ 1)
+ e−n

(
n− ne−1 + 1

n(n+ 1)

))
’dir. Teorem 4.2.2’nin tüm koşulları

sağlanır. Böylece (4.33)’ün tüm çözümleri n → ∞ halinde bir sabite yakınsar.

x(n) =
1

n
bu özellikleri sağlayan bir çözümdür.

Örnek 4.2.2. Neutral gecikmeli

∆x(n) +

(
n− 1

ne
− n− 1

(n+ 1)e2

)
x(n− 1) = 0, n ≥ 2 (4.34)

denklemi ele alınsın. Sonuç 4.2.1’in tüm koşullarısağlanmaktadır. Böylece

n → ∞ halinde (4.34)’ün tüm çözümleri bir sabite yakınsar. x(n) =
e−n

n
böyle bir

çözümdür.
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Örnek 4.2.3. Deği̧sken gecikmeli neutral

∆

[
x(n)− n− 2

8n
(1 + cos2 x(n− (2)n))x(n− (2)n)

]
+

1

n
(2 + sin2 x(n− 2))x(n− 2) = 0, n ≥ 3.

(4.35)

denklemi ele alınsın. (4.35) ile (4.19) denklemi kaŗsılaştırılırsa,

p(n) =
n− 2

8n
, f(x) = (1 + cos2 x)x, g(x) = (2 + sin2 x)x ve q(n) =

1

n

olduğu görülür. Buradan lim
n→∞

p(n) =
1

8
<

1

3
,

|x| ≤ |(1 + cos2 x)x| ≤
∣∣(2 + sin2 x)x

∣∣ ≤ 3 |x|,

x 6= 0 için, x2(2 + sin2 x) > 0, x2(1 + cos2 x) > 0 ve lim sup
n→∞

[
1

4
+

n+2∑
i=n−2

1

i+ 2

]
<

2

3

dir. Böylece Teorem 4.2.1’in tüm koşullarısağlanır ve (4.35) denkleminin her çözümü

sınırlıdır.
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5. TARTIŞMA ve SONUÇ

Bu tez çalı̧smasında fark denklemleri ile ilgili temel kavramlardan bahsedilmi̧stir.

Ardından neutral gecikmeli denklemlerin daha iyi anlaşılabilmesi adına bu tür denk-

lemlerin yapıları tanıtılmaya çalı̧sılmı̧stır. Fark denklemleri teorisinin diferensiyel

denklemler teorisinin ayrık benzeri olduğu gerçeğine dikkat çekebilmek adına tanım-

lar verilirken diferensiyel denklem teorisiyle kaŗsılaştırmalar yapılmı̧stır. Ardından

tezin özgün kısmına geçilmi̧stir.

Tezin özgün kısmıolan üçüncü ve dördüncü bölümlerde üç ana neutral gecikmeli

fark denklemi ele alınarak bu denklemlerin çözümlerinin salınımlılık, sınırlılık ve

asimptotik davranı̧sları hakkında teoremler verilmi̧stir. Üçüncü bölümde Riccati

dönüşümü kullanılarak ikinci basamaktan neutral gecikmeli bir fark denkleminin

çözümlerinin salınımlılı̆gıüzerinde durulmuştur. Konu ile ilgili önceden yapılan çalı̧s-

malardan bahsedilmi̧s ve ele alınan denklemin özel durumlarına dair sonuçlar verile-

rek örneklerle desteklenmi̧stir. Dördüncü bölüm ele alınan denklem tipi ve inceleme

durumuna göre kendi içinde iki kısma ayrılmı̧stır. Birinci kısımda ikinci basamaktan

neutral gecikmeli bir fark denkleminin çözümlerinin asimptotik davranı̧slarıBihari

eşitsizliğinin ayrık benzeri yardımıyla incelenmi̧stir. Ayrıca incelenen denklemin özel

halleri ele alınmı̧s ve üçüncü basamaktan neutral gecikmeli bir fark denkleminin

çözümlerinin asimptotik davranı̧sları için bir teorem verilmi̧stir. Son kısımda ise

birinci basamaktan neutral gecikmeli bir fark denkleminin çözümlerinin sınırlılık du-

rumları ayrık Lyapunov fonksiyonları yardımıyla araştırılmı̧stır. Tez çalı̧smasının

daha iyi anlaşılabilmesi adına konu ile ilgili örnekler verilmi̧stir.

Neutral fark denklemleri alanında yapılan bu tez çalı̧smasının konu hakkında in-

celeme yapmak isteyen ki̧silere yardımcı olacağı ve bundan sonra yapılacak olan

çalı̧smalara da ı̧sık tutacağıdüşünülmektedir. Bu alanda ortaya çıkan Türkçe kay-

nak sıkıntısının da bu tez yardımıyla aşılabileceği umulmaktadır. Bu çalı̧smada ele

alınan denklemlerin farklılaştırılarak konu ile ilgili yeni çalı̧smaların da yapılabileceği

ve konunun geli̧stirilebileceği beklenmektedir.
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Bereketoğlu, H. and Karakoç, F. 2005. Some results on boundedness and stability

of a third order differential equations with delay. Anaele Stiintifice Ale

Univ. Al. I. Cuzalasi, 51(2), 245-258.
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Bereketoğlu, H. ve Kutay, V. 2012. Fark denklemleri, 304 s., Gazi Kitabevi.

Cermak, J. 2000. Asymptotic behaviour of solutions of some differential equations

with an unbounded delay. Electronic Journal of Qualitative Theory of Dif-

ferential Equations, 2, 1-8.

Chatzarakis, G. E. and Miliaras, G. N. 2011. Convergence and divergence of the

solutions of a neutral difference equation. Journal of Applied Mathematics,

60



vol 2011, Article ID 262316, 18.

Chen, S. and Erbe, L.H. 1989. Riccati techniques and discrete oscillation. Journal

of Mathematics and Applications, 142, 468-487.

Chen, S.Z. and Erbe, L. 1994. Oscillation results for second order scalar and matrix

difference equation. Computers and Mathematics with Applications, 28,

55-69.

Chen, M.P., Lalli, B.S. and Yu, J.S. 1995. Oscillation in neutral delay difference

equations with variable coeffi cients. Computers andMathematics with App-

lications, 29(3), 5—11.

Chen, M.P. and Liu, B. 1996. Asymptotic behaviour of solutions of first order

nonlinear delay difference equations. Computers and Mathematics with

Applications, 32(4), 9-13.

Chen, M.P. and Zhang, B. G. 1993. The existence of bounded positive solutions

of delay difference equations. Pan American Mathematical Journal, 3(1),

79-94.

Cheng, J. 2007. Kamenev type oscillation criteria for delay difference equations.

Acta Mathematica Scientica, 27(3), 574-580.

Cohen, D.S. 1967. The asymptotic behavior of a class of nonlinear differential equa-

tions. Proceedings of the American Mathematical Society, 18, 607-609.

Diblik, J. 1998. Behaviour of solutions of linear differential equations with delay.

Archivum Mathematicum (Brno), 34, 31-37.

Diblik, J. 1999. A criterion for convergence of solutions of homogeneous delay linear

differential equations. Annales Polonici Mathematici, LXXII.2, 115-130.

Dzurina, J. 2002. Asymptotic behavior of solutions of neutral nonlinear differential

equations. Archıvum Mathematıcum, 38, 319-325.

61



Elaydi, S. 1999. An Introduction to Difference Equations. Springer-Verlag, 540 p.,

NewYork.

Erbe, L.H. and Zhang, B.G. 1989. Oscillation of discrete analogues of delay equa-

tions. Differential and Integral Equations, 2, 300-309.

Erneux, T. 2009. Applied Delay Differential Equations. Springer, 204 p., London.

Gao, Y. and Zhang, G. 2001. Oscillation of nonlinear first order difference equations.

Applied Mathematics E-Notes, 1, 5-10.

Gao, Q.L. 2004. A class of discrete type Bellman-Bihari inequalities and their appli-

cation. Journal of Mathematical Research and Exposition, 24(3), 493-499.

Georgiou, D.A., Grove, E.A. and Ladas, G. 1989. Oscillation of neutral difference

equations. Applied Analysis, 33, 243-253.

Georgiou, D.A., Grove, E.A. and Ladas, G. 1991. Oscillation of neutral difference

equations with variable coeffi cients. Lecture Notes in Pure Applications,

Math. Dekker, New York, 127, 165-173.

Gil, I.M. 2014. Stability of Neutral Functional Differential Equations. Atlantis Press,

310 p., Israel.

Goldberg, S. 1986. Introduction to Difference equations with Illustrative examples

from Economics, Psychology and Sociology, 288 p., New York.

Gopalsamy, K. 1992. Stability and oscillations in delay differential equations of

population dynamics. Kluwer Academic, 501 p., Dordrecht.

Gopalsamy, K. and Zhang, B.G. 1989. On the delay differential equations with

impulses. Journal of Mathematical Analysis and Applications, 139(1), 110-

122.

Graef, J.R., Shen, J. H. and Stavroulakis, I. P. 2002. Oscillation of impulsive neutral

delay differential equations. Journal of Mathematical Analysis and Appli-

62



cations, 268, 310-333.

Györi, I. and Ladas, G. 1991. Oscillation Theory of Delay Difference Equation with

Applications, 368 p., Oxford.
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