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OZET

Doktora Tezi
NEUTRAL GECIKMELI FARK DENKLEMLERI UZERINE

Vildan KUTAY BOZKURT

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Anabilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Hiiseyin BEREKETOGLU

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.
Birinci boliim giris kismina ayrilmstir.

Ikinci boliim iki kisimdan olusmaktadir. ilk kisminda fark denklemleri ile ilgili temel
kavramlardan bahsedilmektedir. ikinci kistmda ise neutral gecikmeli denklemler
hakkinda genel bilgiler verilmektedir. Bu kisimda Oncelikle neutral gecikmeli
diferensiyel denklemlerden sdzedilmis ardindan bu denklemlerin ayrik benzeri olan ve
tezin temelini olusturan neutral gecikmeli fark denklemleri tanitilmistir.

Bu tezin orjinal kisimlari iigiincii ve dordiincii boliimlerde yer almaktadir. Ugiincii
boliimde Riccati doniisiimii yardimiyla ikinci basamaktan neutral gecikmeli bir fark
denkleminin ¢ézlimlerinin salinimlilig1 arastirilmistir.

Dérdiincii boliim kendi iginde iki kisma ayrilmaktadir. ik kisimda Bihari esitsizliginin
ayrik benzeri kullanilarak ikinci basamaktan neutral gecikmeli bir fark denkleminin
¢Oziimlerinin asimptotik davraniglar1 iizerinde durulmustur. Son kisimda ise ayrik
Lyapunov fonksiyonlarindan yararlanilarak birinci basamaktan neutral gecikmeli bir
fark denkleminin ¢oziimlerinin simirlilik ve asimptotik davranislar1 incelenmistir. S6z
konusu tiim incelemeler yapilirken konunun daha iyi anlagilabilmesi admna tez
orneklerle desteklenmistir.

Besinci boliim ise tartisma ve sonug kismina ayrilmistir.
Ocak 2016, 73 sayfa

Anahtar Kelimeler: Asimptotik sabitlik, ayrik Bihari esitsizligi, ayrik Lyapunov
fonksiyonu, fark denklemi, neutral gecikmeli fark denklemi, Riccati doniisiimi,
salmimlilik, smirlilik



ABSTRACT

Ph.D. Thesis

ON NEUTRAL DELAY DIFFERENCE EQUATIONS

Vildan KUTAY BOZKURT
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Supervisor: Prof. Dr. Hiiseyin BEREKETOGLU

This thesis consists of five chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter consists of two section. In the first section, basic concepts of
difference equations are mentioned. In the second section, general information about
neutral delay equations are given. In this section, firstly, neutral delay differential
equations are stated and then neutral difference equations which are discrete analogues
of these equations and form the basis of thesis are introduced.

Original results are contained in the third and fourth chapters. In the third chapter, with
the help of the Riccati transformations, oscillations of the solutions of a second order
neutral delay difference equation are investigated.

The fourth chapter is divided into two section in itself. In the first section, by using the
discrete analogues of Bihari inequality, asymptotic behavior of the solutions of a second
order neutral delay difference are focused on. In the last section, boundedness and
asymptotic behavior of the solutions of a first order neutral delay difference equation
are investigated by using discrete Lyapunov functions. In order to better understanding
of the issue, thesis is supported by examples.

Finally, the last chapter is devoted to analysis of the results obtained.
January 2016, 73 pages

Key Words: Asymptotic constancy, boundedness, difference equations, discrete Bihari
inequality, discrete Lyapunov functions, Neutral delay difference equation, Riccati
transformation, oscillation
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1. GIRIS

Fark denklemlerine sadece diferensiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerinde degil, ayni
zamanda biyoloji, miihendislik, ekonomi, savunma, demografi ve benzeri alanlarda
ortaya cikan matematiksel modellerde dogrudan ya da dolayli olarak rastlanmak-
tadir. Fark denklemlerinde bagimsiz degiskenin tamsayilar iizerinde tanimlanmasi
nedeniyle diferensiyel denklemlerdeki tiirev terimleri yerine bilinmeyen fonksiyonun
farklar1 bulunmaktadir. Dolayisiyla, fark denklemleri siirekli olmayan problemleri
karakterize etmektedir. Ornegin; genetik alanda genetik 6zellikler kusaklar arasinda
degisim gostermektedir. Bu nedenle kusagi gosteren degisken bagimsiz degisken olup
ayrik bir degiskendir. Ekonomide fiyat degisimleri ele alindigi takdirde degisimler
yillik, aylk, haftalik veya giinliik olarak hesaplanmaktadir. Bu durumda zaman
degiskeni bagimsiz degisken olup ayrik bir degiskendir. Popiilasyon dinamiklerinde
yas gruplari arasindaki niifus degisim problemlerinde ise yasg gruplarini gosteren

degisken ayrik bir bagimsiz degisken olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Uygulama alaninin genis olmasi fark denklemlerine duyulan ilgiyi artirmis ve sadece
matematikcilerin degil ayni1 zamanda fen, miihendislik, saglik ve sosyal bilimlerde
calisan arastirmacilarin da dikkatini ¢ekmistir. Boylece son 35 yil igerisinde hatir:
sayilir bir literatiir olusmustur. Bu konuyla ilgili olarak Miller (1968), Goldberg
(1986), Lakshmikantham ve Trigiante (1988), Mickens (1990), Agarwal ve Wong
(1997), Elaydi (1999), Agarwal (2000), Kelley ve Peterson (2001), Cheng (2003) ve
Cull vd. (2005) kitaplarindan s6z edilebilir. Fark denklemleri alaninda ortaya ¢ikan
bu gelismelere paralel olarak Akin ve Bulgak (1998) yilinda, Bereketoglu ve Kutay
ise (2012) yilinda yaymladiklar1 Tiirkge kitaplarla konu hakkinda aragtirma yapmak
isteyenlere katkida bulunmuslardir. Ayrica, cok sayida makale literatiirdeki yerini

almigtir.

Bilindigi tizere fizik, mekanik ve miihendislikteki teknik alanlarla ilgili somut prob-
lemlerin matematiksel olarak modellenmesinde ¢ogu zaman fark denklemleri ortaya

gikmaktadir. Dolayisiyla, s6z konusu problemlerin aydinlatilmasi hergeyden 6nce



karsilik gelen fark denklemlerinin tamimlanmasina bagh kalmaktadir. Fark denk-
lemleri igin cevaplanmasi gereken baslica soru ¢oziimiin mevcut olup olmamasidir.
Coziimiin mevcut olmasi durumunda ¢oziimiin analitik olarak hesaplanmasi ve ir-
delenmesi siireci baglar. Fakat analitik ¢oziimleri bulmak cok zor hatta bulunduklar:
zaman da irdelenmeleri giicliiklerle dolu olabilir. Bu nedenle denklemleri ¢ozmeden
¢oziimlerin yapist hakkinda bilgi sahibi olmak son derece onemlidir. Bu gibi du-
rumlarda fark denklemlerinin kalitatif olarak incelenmesi devreye girer. Coziimleri
bulmaksizin onlarin smirlilik, salinimhilik ve yakinsaklik gibi durumlarinin incelen-

mesi kalitatif analizin baglica aragtirma konularini olugturmaktadir.

Bu tez calismasinda fark denklemlerinin énemli siniflarindan biri olan neutral gecik-
meli fark denklemlerin ¢oziimlerinin kalitatif incelenmesi yapilacaktir. Neutral gecik-
meli fark denklemleri, degisme hiz1 ge¢mis degerlere bagl olan biyolojik ve fiziksel
sistemler icin bir matematiksel model olusturur. Bu tip denklemler popiilasyon di-
namikleri, kararlilik teorisi, gecikmeli ag sistemlerinin dinamik davraniglari gibi bir
¢ok alanda uygulama bulabilmektedir. Bu yiizden, son yillarda konuyla ilgili ¢ok

sayida caligma ortaya ¢ikmigtir.

Neutral gecikmeli fark denklemlerinin salimmhligi i¢in Georgiou vd. (1989), Geor-
giou vd. (1991), Thandapani (1994), Thandapani ve Lalli (1994), Chen vd. (1995),
Li (1998), Wei (1999), Jiang (2003), Saker (2003), Sun ve Saker (2005), Hung (2008),
Kutay ve Bereketoglu (2014); kararhilig: i¢in Yu ve Cheng (1994), Chen ve Liu (1996),
Tang (2002), Li vd. (2003), Migda ve Migda (2005), Hung (2008), Rath ve Barik
(2010), Chatzarakis ve Miliaras (2011); sinirliligs i¢in Lalli ve Zhang (1992), Chen ve
Liu (1993), Zhang ve Saker (2003), Wang (2006), Raja (2011), Chatzarakis ve Mil-
iaras (2011), He vd. (2012), Galewski vd. (2014) caligmalarina bakilabilir. Neutral
gecikmeli fark denklemleri i¢in yapilan kalitatif calismalara bakildiginda ortaya ¢ikan
literatiiriin normal fark denklemleri kadar zengin olmadig1 ve bu alanda ¢oziimlerin
salimmhlik, simirlilik ve asimptotik davranisi gibi bazi 6nemli bogluklarin oldugu goz-

lenmistir. S6z konusu bosluklar: doldurabilmek adina bu tez caligmasi yapilmigtir.



Beg boliimden olusan bu tezin ikinci boliimii fark denklemlerinin daha kolay anlasila-
bilmesi adina baz1 temel kavramlara ve neutral gecikmeli denklemlere ayrilmigtir.
Neutral gecikmeli denklemlerden bahsedilirken, teorilerinin benzerligi nedeniyle, neu-
tral gecikmeli fark denklemleri ve neutral gecikmeli diferensiyel denklemler birlikte ele
alinmistir. Boylece neutral fark denklemleri hakkinda yapilan ¢aligmalar: analoglariyla
kargilagtirma imkanmi sunulmaktadir. Uctincii ve dérdiincii boliimler tezin 6zgiin

kistmlarini olugturmaktadir.

Uctincii boliimde; ikinci basamaktan neutral gecikmeli

Alp(n) (A (z(n) +q(n)z(n — 7) + h(n)z(n — 0)))"]
+f(n,x(n—0)) =gn,z(n—0),z(n—"7)), n>0

fark denkleminin ¢oziimlerinin salinimliligi Riccati doniigiimii yardimiyla incelen-
k

migtir; burada v = 7 k ve [ iki tek pozitif tam say1, {p(n)} pozitif reel dizi, {q(n)}

ve {h(n)} negatif olmayan reel diziler, 7 ve o negatif olmayan tamsayilar; f(n,z) ve

g(n,z,y) hern e N=1{0,1,2,...} ve z,y € R i¢in tammh fonksiyonlardir.

Dordiincii boliim iki kisma ayrilmaktadir. Ik kisimda Bihari esitsizliginin ayrik

benzeri kullanilarak ikinci basamaktan neutral gecikmeli
A? (z(n) + pr(n — 1) + qz(n — 0)) + f(n,z(n)) =0

fark denkleminin asimptotik davramslari irdelenmistir. Ikinci kisimda ise birinci

basamaktan lineer olmayan neutral gecikmeli

Alx(n) —p(n)f(z(n —7(n))] +q(n)g(z(n —0)) =0, n € N(no)

fark denkleminin ¢oziimlerinin sinirhiligi ve asimptotik davraniglar: ayrik Lyapunov
fonksiyonu yardimiyla ortaya konulmugtur; burada, § > 0 tamsay1, 7(n) > 0 tamsay1
dizisi, ¢(n) artmayan olmak iizere g(n) ve p(n) birer pozitif reel say1 dizisi, ny negatif

olmayan tamsay1 ve N(ng) = {ng,no + 1,n0 + 2, ...} dir.

3



Uciincii ve dordiincii boliim boyunca sadece soz konusu iic ana denklem degil denk-
lemlerin 6zel durumlar1 da ele alinarak cegitli sonuglardan stz edilmistir. Konu
hakkinda 6nceden yapilmig olan caligmalara da yer verilerek literatiir hakkinda bil-
gilendirme yapilmstir. Tlaveten tez orneklerle desteklenerek verilen teorem ve sonucla-

rin daha kolay anlagilabilmesi saglanmistir.



2. FARK DENKLEMLERI

Bu boliimde fark denklemleri ile ilgili temel kavramlar verilmekte ve neutral gecik-
meli fark denklemler tanitilmaktadir. Neutral gecikmeli fark denklemleri tanitilirken
beraberinde neutral gecikmeli diferensiyel denklemlerden bahsedilmektedir. Zira,
fark denklemler teorisi genel olarak diferensiyel denklem teorisinin ayrik benzeri
calismalardan olugmaktadir. Konu ile ilgili yapilan ¢alismalardan da bahsedilerek

literatiir incelemesi yapilmigtar.
2.1 Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1. Bir x : N — R fonksiyonu i¢in A fark operatorii veya diger bir

deyisle x in birinci basamaktan fark:
Az(n) =z(n+1) —z(n)

seklinde tanimlanmaktadir; burada N = {0,1,2,...} dogal sayilar ciimlesi ve R reel

sayilar ciimlesidir.

Buradan z in ikinci basamaktan fark:

A’z(n) = A(Ax(n))

= z(n+2)—2x(n+1)+ z(n)

ve k yinc basamaktan farka

Afz(n) = (-1) ("?>x(n +k—3) (2.1)

=0 J

seklinde hesaplanir; burada k£ > j olmak iizere



dir.

Tamim 2.1.2. E dteleme operatori

Ez(n) =x(n+1)

seklinde tanimlanmaktadir.

Bu tamima gore k£ yinc1 basamaktan 6teleme operatorii
E*z(n) = x(n + k) (2.2)

seklinde ifade edilebilmektedir.

A ve FE operatorleri arasinda

A=F—-1

iligkisi vardir; burada I 6zdeslik operatoridiir; yani Ix(n) = z(n).

Binom formiilii yardimiyla, k& yinc1 basamaktan fark ve tteleme operatorleri, sirasiyla,

ve

EfF = (A+1)F
= ]Ek;(j')Ak_]

seklinde verilebilirler.



A ve E operatorleri ile ilgili baz1 temel 6zellikler:

(1) Her k,l € ZT = {1,2, ...} i¢in
AFAl = ALAR = AR BREL = BUER = EFH ve AFE! = EIAk;
(2) A(az(n) + by(n)) = aAz(n) + bAy(n),
E(az(n) + by(n)) = aEBx(n) + bEy(n),
burada a ve b sabitler;
y(n)Azx(n) + z(n + 1)Ay(n);
(n) y(n)Az(n) — x(n)Ay(n)
y(n) y(n)y(n+1)

w
~—
s
8
—
S
=
S
~—
~—
I

dir.

Tanim 2.1.3. n > ng igin AF(n) = f(n) verilsin. Bu durumda n > ng igin
A f(n) = F(n) +c,

seklinde ifade edilen A™! operatoriine ters fark operatérii ve F(n) fonksiyonuna da

f(n) nin ters fark: denir; burada ¢ bir keyfi sabittir.

Lemma 2.1.1. A fark operatorii igin

(1) Y Ar(i) = () ~a(no): (2.3

1=ng

(17) A, (2_: x(z)) = z(n) (2.4)

Bu Lemmanin bir sonucu Sonug 2.1.1’de verilmektedir.



Sonug 2.1.1. n > 0 i¢in tanimh bir f(n) fonksiyonu igin

A7l f(n) = Zf(i) +e (2.5)

dir; burada c¢ bir keyfi sabittir.

Buna gore A~! ters fark operatorii

[aary

A=Y

7

I
o

seklinde bir belirsiz toplam olarak da ifade edilebilir.

Ters fark operatorii ile ilgili baz1 sonuclar:

(1) A Y (ax(n) + by(n)) = aA~tz(n) + DA™ y(n),
burada a ve b sabitler;

(2) AA™ =T ve ATTA £ T

n—1 m—1

(3) A™2f(n) = Z Zf(z) +cn+cy ve

m=0 =0
n—1 [—1 m—1

A73f(n) = Z Z Z f(i) + e1n® + can + ¢3; burada ¢, co ve c3 keyfi sabitler;

1=0 m=0 i=0
(4) AF(n) = f(n) ve a, b (b > a) tamsayilar olarak verilsin. Bu durumda
b

> 1) = Fo+1) = Fla)

(5) nioly(z)Ax(z) = z(n)y(n) — Ti: z(i + 1)Ay(i) + ¢; burada c keyfi sabit;
(6) ’;;;y(z'mx(i) — (i@l Zw( 1) AY():
(7) m < n igin ﬁly(z’)m(i) = (D), — zm< 1) Ay(i)

dir.



Diferensiyel denklemler teorisi ile bu denklemlerin ayrik benzeri olarak isimlendirilen
fark denklemleri teorisi arasinda birtakim benzerlikler bulunmaktadir. S6z konusu

benzerlikler cizelge 2.1’de 6zetlenmektedir:

(izelge 2.1 Fark denklemleri teorisi ve diferensiyel denklemler teorisi arasindaki

benzerlikler

Fark Analizi

Diferensiyel Analiz

Az(n) =xz(n+¢) — z(n)

Dz(t) = lim Az(t)

e—0 £

Acx =cAzx

Dcx =cDx

Ax®) = kep*-1

Dzt = kak1

Akz = A(AF 1)

Dtz = D(D*'z)

A(clxl +C2£132> :ClAQIl +C2A1}2

D<01$1+C2$2) :C1D$1+02D:E2

x(n), k ymct dereceden bir
polinom ise, A*x = sabit

ve l > k+ 1 icin Alz = 0 dur.

x(t), k ymer dereceden bir
polinom ise, D*z = sabit ve

[ > k+1icin D'z = 0 dir.

D(zy) = yDx + xDy

A(zy) = yAz + (Ex)Ay
AT yAxr — zAy p% _ yDx —2ny
y yEy y y

AF = fise, A™'f =F +¢ DF:fise,/f:F+c

Bu benzerliklere ragmen bir diferensiyel denklem ile onun analogu olan fark denk-

leminin coziimleri arasimda niteliksel farklar olabilir. Ornegin;

() +a(t)x(t) =0 (2.6)

diferensiyel denklemi ele alinsin. Bu denklemin fark denklemlerindeki analogu

Az(n)+a(n)x(n) =0, n=0,1,2,.., (2.7)



bi¢iminde ifade edilebilir. (2.6) denklemi

t

x(t) = x(to) exp —/a(s)ds

to

seklinde bir ¢oziime sahiptir ve bu ¢oziim ya daima pozitiftir ya da daima negatiftir;

yani salimimh degildir. Halbuki (2.7) fark denkleminin

£(n) = 2(no) (H (- a(z‘)))

1=ng

¢oziimii 7 > ny i¢in {1 — a(7)} < 0 oldugu siirece salmimhidir.

Tamm 2.1.4. k. basamaktan
Afz(n) + f(n,z(n), Azx(n), A%z(n), ..., A z(n)) =0 (2.8)

adi fark denklemi ve
z(ng+i)=a; 0<i<k-—1
baslangic kosullarindan meydana gelen probleme bir baslang:c deger problemi denir;

burada ng € N ve «q, aq, ..., a_1 reel sabitlerdir.

Teorem 2.1.1. k ymnc1 basamaktan
z(n+ k)= f(n,z(n),z(n+1),...,2(n+k—-1)), n=0,1,2,.., (2.9)

fark denklemi ve

z(0) = ap, (1) =aq,...,z(k—1) = ag_1 (2.10)

baslangic kosullar1 verilsin.
f fonksiyonu bagl oldugu degiskenlerin biitiin degerlerine gére taniml ise, o zaman

(2.9)-(2.10) baglangic deger probleminin ¢oziimii vardir ve tektir.
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2.2 Neutral Gecikmeli Denklemler

Bilindigi tizere adi diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri
sadece t aminda hesaplanmaktadir. Gercekte durum biraz daha komplikedir. Pek
¢ok olay sadece gimdiki duruma degil, onun ge¢mis ve gelecekteki durumuna da bagh
olabilmektedir. Bu gibi olaylar1 formiile eden diferensiyel denklemlerde bilinmeyen
fonksiyon ve onun tiirevleri t—o(t) ve/veya t+o(t) argiimentlerine bagh olarak hesap-
lanmaktadir; burada o(t) > 0 dir. Boylesi argiimentlerden olugsan denklemler genel
olarak fonksiyonel diferensiyel denklemler olarak adlandirilmaktadir. Fonksiyonel
diferensiyel denklemler kendi aralarinda gecikmeli, ileri, karma ve neutral seklinde

dort gruba ayrilabilir.

Birinci basamaktan gecikmeli bir diferensiyel denklem

!

x (t) = f(t,x(t),z(t —o(t))), o(t) >0

ve birinci basamaktan ileri bir diferensiyel denklem

!’

xz (t) = f(t,x(t),z(t+0o(t))), o(t)>0
seklinde tanimlanmaktadir.

Karma diferensiyel denklemler ise igerisinde hem gecikmeli hem de ileri terimlerin

yer aldigr denklemlerdir.

Birinci basamaktan bir neutral diferensiyel denklem ise

(1) = (b 2(t). 2(t + o(1). 2 (1 40 (1))

seklinde ifade edilmektedir. ile verilmektedir. Bu tiir denklemler; tiirevin bagh
oldugu terimler ileri formda (o(t) > 0) ise neutral ileri diferensiyel denklem, gecik-
meli formda (o(t) < 0) ise neutral gecikmeli diferensiyel denklem olarak adlandirilir-

lar. Neutral gecikmeli diferensiyel denklemler fonksiyonel diferensiyel denklemler
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teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Son yillarda bu konuda yapilan yogun caligmalar

sayesinde hatir1 sayilir bir literatiir ortaya ¢ikmigtir.

Gecikmeli bir diferensiyel denkleme literatiirde ilk defa onsekizinci yiizyilin ikinci
yarisinda rastlanmigtir. Fakat bu konudaki ¢aligmalar 1950 yilindan sonra Myshkis,
Wright ve Bellman, tarafindan sistematik olarak yapilmistir. Uygulama alanlarinin
coklugu sayesinde hizla geligmis ve zengin bir literatiir olusmustur. Konu hakkinda
yazilan kitaplardan bazilar1 Gyori ve Ladas (1991), Kuang (1993), Erneux (2009) ve
Smith (2011) olarak verilebilir.

Neutral diferensiyel denklemler ile ilgili ¢caligmalar ise gecikmeli diferensiyel denklem-
lerden daha sonra baglamistir. Neutral diferensiyel denklemlerin salinimiyla ilgili ilk
galigma Zahariev ve Bainov (1980)’de yapilmigtir. Neutral diferensiyel denklemlerin
salinimuyla ilgili sistematik geligsmeler ise Ladas ve Sficas (1986) ile baglamigtir. Ladas

ve Schults (1989) yilinda neutral gecikmeli

z({t)+cx(t—7)+qz(t—0)=0

diferensiyel denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimli olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar:
ortaya koymuslardir; burada ¢, ¢, 7 ve o reel sayilardir. Konu hakkinda yazilan kitap-

lara 6rnek olarak Bainov ve Mishev (1991), Hale ve Lunel (1993), Agarwal vd. (2012)

ve Gil (2014) verilebilir.

Literatiirde karsilasilan bir diger gecikmeli diferensiyel denklem tipi impulse gecik-
meli diferensiyel denklemlerdir. Impulsive diferensiyel denklemler icin ¢éziimler sonlu
ya da sonsuz sayidaki noktada pargali siirekli olup diger yerlerde siirekli fonksiyon-
lardir. S6z konusu siireksizlik noktalarima impulse nokta denir ve tq, to,t3,... ile
gosterilir. Bu tiir denklemlere ilk defa 1937 yilinda ortaya konan bir saat modelinde
rastlanmig olup bu alandaki sistematik caligmalar 1980’li yillarda baglamis ve uygu-
lama alanlarinin genigligi sayesinde giiniimiize kadar bir ¢ok arastirmacinin dikkatini
cekerek literatiirdeki yerini almistir. Impulsive gecikmeli diferensiyel denklemlerin

salmimlhiligr ile ilgili ilk ¢aligma Gopalsamy ve Zhang (1989)’da yaymlanmigtir. Bu

12



makalede
() +pt)zt—7)=0 t#t
a(t) —x(t;) = ba(t;)

Jj—oo iken 0<t; <ty <..<t; =00

impulsive sistemi incelenmis ve salinimlilikla ilgili sonuglar verilmistir; burada 7 pozi-

tif reel sayidir.

Neutral impulsive gecikmeli diferensiyel denklemlerin salinimliligr ile yapilan calig-
malar ise impulsive gecikmeli diferensiyel denklemlerle karsilagtirildiginda daha sonra
ilgi gekici hale gelmigtir. Zhang ve Dang (1998)’de yayinladiklar1 makalede neutral

impulsive gecikmeli

y(t)+ Pyt —7)] +Qt)y(t —0o) =0, t>0, t#t
y(t) —y(t;y) = biy(t:), i=1,2, ...

diferensiyel denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimli olmasi igin yeterli kosullar: ver-
miglerdir; burada 7 > 0, ¢ > 0 ve P sabitler, Q(t) € C ([0,00],RT) ve i = 1,2, ...

igin b; > 0 dir.

Bu denklemlerin simirliligi, kararliligl ve asimptotik davraniglar1 da son yillarda bu
konuda calisanlar igin arastirma konular1 olmusgtur. Shen vd. (2007) yilinda yaptik-

lar1 caligmada

[z(t) + C()x(t — 7)] + P(t)f (x(t —0)) =0, t>ty, tH#1L

t;

() :bix(ti)Jr(l—bi)/P(s+6)f(x (s))ds, i=1.2,..

t;—0

denklemini ele almiglar ve tiim coziimlerin ¢ — oo halinde bir sabite gitmesi i¢in
yeterli kogullar: ortaya koymuglardir; burada > 0, > 0, C(t), P(t) € PC ([ty, 0], R)
ve P(t) >0, f € C(R,R), 0 <t; <ty olmak iizere lim; . t; = co ve i = 1,2, ...

icin b; ler sabitlerdir.
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Daha 6nceden belirtildigi iizere fark denklemleri teorisinde elde edilen pek ¢ok sonug
karsilik gelen diferensiyel denklemler teorisinin ayrik benzeridir. Benzer olarak, neu-
tral gecikmeli fark denklemler teorisi de neutral gecikmeli diferensiyel denklemler
icin var olan calismalarin analoglarindan olugsmaktadir. Neutral gecikmeli fark den-
klemlerinin en 6nemli 6zelligi en yiiksek basamaktan farkin bilinmeyen fonksiyonun
sadece n bagimsiz degiskenine degil, ayn1 zamanda o kadar ¢nceki argiimentlere bagh
olmasidir. Genel olarak, en yiiksek basamaktan fark bilinmeyen fonksiyonun n anin-
daki ve n — oy, n — 09 ve n — o3, ... gibi gecikmelere bagh olarak ifade edilmis ise, bu

tiir fark denklemler neutral gecikmeli fark denklemleri olarak adlandirilir.

Genel olarak, k. basamaktan bir adi fark denklemai
AFz(n) + f(n,z(n), Ax(n), A%z(n), ..., A¥2(n)) =0,
k. basamaktan bir gecikmeli fark denklemi
AFz(n) + f(n,x(n — 01), Ax(n — 03), A%2(n — 03), ..., AFz(n — o)) = 0
ve k. basamaktan bir neutral gecikmeli fark denklemi
AF(z(n)+a(n)z(n—0c))+f(n,z(n—0cy), Ax(n—oy), A’x(n—03), ..., AF tz(n—0p)) = 0

seklinde ifade edilebilir; burada n € N, o, 01, 09,...,04 lar pozitif tamsayilardir.

Neutral fark denklemlerinin kapali formda ¢oziimlerini bulmak genellikle zordur.
Coziimler bulunamadigi zaman fark denklemlerinin ¢oziimlerinin kalitatif bakim-
dan incelemesi biiyiik 6nem tagir. Neutral gecikmeli fark denklemlerinin kalitatif
teorisinde daha ¢ok ¢oziimlerin salimmmlilik, simirlilik ve asimptotiksel davraniglari
incelenmektedir. Neutral gecikmeli fark denklemleri catallanma analizi, populasyon
dinamigi, kararlilik teorisi, gecikmeli ag sistemlerinin dinamigi gibi bir ¢cok konuda

kendine uygulama alan1 bulmaktadir.
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Adi fark denklemleri ile matematiksel modeller kurulurken gercekte mevcut olan
gecikmeler goz ardi edilerek analizler yapilmaktadir. Gecikmeli ve neutral gecikmeli
denklemler ise sistemin gelecekteki davraniglarini belirlerken fonksiyonun ve onun
farklarimin hem simdiki hem de ge¢misteki hareketlerini géz oniinde bulundurmak-
tadir. Bu durum da modelin bagarisini artirmaktadir. Fakat gecikmeli ve neutral
gecikmeli fark denklemlerinin kalitatif teorisi adi fark denklemleri kadar kolay ol-
may1p bazi zorluklar1 icermektedir. Adi fark denklemleri i¢in gegerli olan sonuclar
neutral gecikmeli denklemler icin saglanmayabilir. Teorinin zorluguna ragmen bu
denklemlerin uygulama alanlarinin oldukca genis olmasi yapilan ¢aligmalarin hiz

kazanmasin saglamigtir.

1885 yilinda Poincare ile dogrusal fark denklem teorisi ¢aligilmaya baglanmig ve bu
alanda ilk kalitatif caligmalarin temeli atilmigtir. Fakat Hartman tarafindan 1978
yilinda yayinlanan makale bir ¢ok aragtirmacinin fark denklemlerine ve onun kalitatif

teorisine olan ilgisini artirmigtir. Hooker ve Patula (1983)’de ayrik

A?z(n — 1)+ q(n)x*(n) =0, n € Ny

Emden-Fowler denklemini ele alarak tiim coziimlerin salinimhi olmasi i¢in gerek ve
yeter kosullar1 ortaya koymuslardir; burada « iki tek pozitif tam sayimin boliimii
seklinde yazilmaktadir. So6z konusu denklem astrofizik, niikleer fizik ve kimyasal
reaksiyonlar konularinda uygulama alani bulmaktadir. Bu calismada elde edilen
sonuglar daha sonra Kulenovic ve Budincevic (1984), Thandapani vd. (1994) ve
Zhang ve Chen (1996)’da

A (a(n)Az(n)) +qgn+1)f(x(n+1)) =0, neNy

denklemine genellestirilmigtir.

Gecikmeli fark denklemlerinin ¢oziimlerinin salimimliligr ile ilgili ilk caligmalardan
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biri Ladas vd. (1989)’da yapilmigtir. Stz konusu ¢aligmada

z(n+1)—z(n)+pn)zn—k) =0, n=01,2,..

gecikmeli fark denkleminin tiim c¢oziimlerinin salimimli olmasi i¢in yeterli kosullar

ortaya konulmustur.

Erbe ve Zhang (1989)’da gecikmeli

z(n+1) —az(n) +pn)z(n —k) =0, ne Ny

ve

z(n+1) —xz(n) + p(n)z(n — k) = f(n), neN

fark denklemlerini ele alarak bu denklemlerin ¢oziimlerinin salinimlilik ve asimptotik

davraniglarini incelemislerdir.

Gao ve Zhang (2001) ile Tang ve Liu (2001)’de lineer olmayan gecikmeli

r(n+1) —xz(n)+q(n)z*(n—k) =0, neN

fark denklemini ele almiglar ve tiim ¢oziimlerin salinimli olmas: icin gerekli kogsullar

elde etmislerdir.

Georgiou vd. (1991) yilinda neutral gecikmeli

A (z(n) +px(n—k))+qr(n—1)=0, neNy

fark denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimli olmasi icin gerekli kosullar: elde etmisler

ve benzer sonuclar: daha genel bir form olan neutral gecikmeli

A(z(n) +pn)z(n —k)) +q(n)z(n—-1)=0, neN

fark denklemi icin de ortaya koymuslardir. Lalli vd. (1991)’de tiim ¢oziimlerin
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salinimliligini saglayan kriterleri kargilagtirma teoremleri yardimiyla ortaya koyarken
bu denklemin salinimsiz ¢oziimlerinin varhigini ise sabit nokta teoremi sayesinde

kanmitlamigtir.

Thandapani (1994) yihinda, Thandapani ve Sundaram ise (1996) yihinda yayinlamig

olduklar1 makalelerde neutral gecikmeli
A (z(n)+p(n)z(o(n))) £ f (n,x(o1(n)),...,x(0m(n))) =0, n €Ny

denklemini incelemisler ve tiim ¢oziimlerin salimimli olmasi i¢in yeterli kosullar ile
sinirl salinimsiz ¢oziime sahip olmasi igin gerekli kriterleri ortaya koymuslardir. Yine

Thandapani (1994), ayn1 makalesinde neutral gecikmeli
A (z(n) +p(n)z(n — k)) + i q;(n)fi(z(n —0;)) =0, n €Ny
j=1
fark denkleminin salinimsiz ¢oziimlerinin asimptotik davraniglarini incelemistir.
Sternal vd. (1998) ve Thandapani (1992)’de ikinci basamaktan neutral gecikmeli
A2 (a(n) + p(n)a(n — k) — g(n)f (z(n — 1)) =0, n €N,

fark denklemini ele almiglardir. Bu makalelerde salinimsiz c¢oziimlerin asimptotik
davraniglari ile siirl ve siirsiz salimimh ¢oziimlerin varlig: ile ilgili sonuglar ortaya

konmustur.

Sternal ve Szmanda (1996)’da neutral gecikmeli
Afa(n)A (x(n) + pn)z(n —k))) +q(n)f (z(n+1-1)) =0, neN

fark denkleminin ¢oziimlerinin salinimlilik durumlarini incelemisglerdir.
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Yine Sternal ve Szmanda (1996)’da ikinci basamaktan neutral gecikmeli

A(a(n)A (z(n) + p(n)z(n —k))) + q(n)f(z(n = 1)) =0

fark denklemi ele alinmig ve tiim ¢oziimlerin salinimhi olmasi i¢in yeterli kosullardan
bahsedilmistir. Ayrica calismalarinda ¢oziimlerin asimptotiklik durumlar ile ilgili

sonuclar da ifade edilmektedir.

Thandapani vd. (2002)’de neutral gecikmeli

A (x(n) — pr(n — k) — q(n) f(z(n — 1)) = 0

fark denkleminin asimptotik ve salinimlilik durumlarini incelemistir. Thandapani ve

Mohankumar (2007) yilinda bu denklemin daha genellegtirilmig hali olan

A (x(n) — p(n)z(n — k) —q(n) f(z(n — 1)) =0

denklemini ele alarak c¢oztimlerin salinimlilik ve salimimsizlik durumlari ile ilgili yeni

sonuglar ortaya koymuglardir.

Diferensiyel denklemlerde de bahsedildigi gibi gecikme igeren ve kendine ¢aligma alam
bulan bir diger gecikmeli fark denklemi tipi impulsive gecikmeli fark denklemleridir.
Impulsive gecikmeli fark denklemleri ile ilgili yapilan ¢alismalardan biri Wei ve Zou

(1999)’da yapilmigtir. Bu ¢alismada
z(n+1)—z(n)+pn)z(n—-10)=0, n>0, n#n,

x(ng + 1) —x(ng) = bx(ng), k=1,2,3,..

impulsive fark denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimli olmasi igin yeterli sonuglar
verilmigtir; burada p(n) > 0, [ pozitif tamsayi, n; < ng < ... < nx < ... ve
limg .o nx = 00 olmak iizere {n;} dogal sayilarin bir alt kiimesi ve k& = 1,2,3, ...

icin by > —1 dir. Aym denklem Wei (1999)’da yeniden ele alinmig ve ilave olarak
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salmimsizlikla ilgili sonuglardan da bahsedilmistir. Wei (2000)’de ise birden fazla

gecikmeye sahip olan impulsive gecikmeli

m

z(n+1) —x(n)+ Zpl(n)x(n —1;)=0, n>0, n#ny,

i=1
x(ng + 1) —x(ng) = bpr(ng), k=1,2,3,..

fark denklemi ele alinmig ve c¢oziimlerin salimmliligi ve salimimsizligr icin yeterli
sonuglar elde edilmistir. Bu denklem Tang ve Yu (2001)’da incelenerek yine ¢oziim-
lerin salimimlilig ile ilgili bir takim ilave sonuclar ortaya konulmustur. Bu caligmada
s6z konusu denklemin kararlilik 6zelliklerinden de bahsedilmistir. Impulsive gecikmeli
fark denklemleri igin yapilan benzer ¢aligmalara 6rnek olarak Peng (2003), Zhang ve

Chen (2006), Li ve Xi (2009) ile Wu ve Ding (2011) makaleleri verilebilir.

Impulsive neutral gecikmeli fark denklemleri ile ilgili yapilan calismalar incelendiginde
ise gecikmeli fark denklemleri kadar yogun ilgi gormedigi ortaya cikmaktadir. Bu

caligmalardan bazilari; Wei (1999), Wei (2001) ve Peng (2002) dir.

Bu tez calismasinda da uygulama agisindan bahsedildigi iizere zengin bir yapiya
sahip olan neutral gecikmeli fark denklemlerinin ¢oziimlerinin salinimlilik, sinirhilik
ve asimptotik davraniglar ele alinmigtir. Yapilan literatiir caligmasi ve drneklerle tez

desteklenmigtir.

Diferensiyel denklemler ve fark denklemlerinde denkleme eklenen gecikme terimi
¢oziimlerin salimimlilik 6zelliklerinde bir takim degigikliklere neden olabilmektedir.

Ornegin; birinci basamaktan gecikmeli

x‘(t)m(t—g)zo

diferensiyel denklemi ele alindig1 takdirde denklem z(t) = sint geklinde salimimli bir

¢oziime sahiptir. Bu denklemden gecikme kaldirildig: takdirde birinci basamaktan

r(t)+x(t)=0
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t

diferensiyel denklemi z(t) = e~* geklinde salinimsiz bir ¢oziime sahiptir. Buradan

™
anlagilmaktadir ki salinim 7 = 5 gecikmesi sayesinde ortaya ¢ikmaktadir.

Soz konusu durum fark denklemleri i¢in de gecerlidir. Birinci basamaktan neutral
gecikmeli

A (z(n) —10x(n —4)) +18z(n—4) =0

fark denklemi xz(n) = (—2)" seklinde bir salimml ¢oziime sahiptir. Denklemden

gecikmeler kaldirilirsa ortaya cikan
Az(n) —2x(n) =0

denklemi ise x(n) = 3" geklinde salinimsiz bir ¢ziime sahiptir. Burada yine 7 = 4

gecikme sabiti ¢oziimlerin salinimli olmasini saglamaktadir.
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3. iIKINCi BASAMAKTAN NEUTRAL GECIiKMELI BiR FARK DENK-
LEMININ COZUMLERININ SALINIMLILIGI

Adi fark denklemleri ile ilgili yapilan kalitatif ¢alismalar incelendigi takdirde salinim-
lilik ile ilgili olanlarin literatiirde onemli bir yer kapladigi goriilmektedir. Neutral
gecikmeli fark denklemlerini kapsayan salinimlilik ¢aligmalarinin adi fark denklem-
leri kadar yogun olmadigl, ama uygulama alaninin genis olmasindan dolay1 konunun
son yillarda daha c¢ok dikkat cekmeye basladigi goriilmektedir. Bu alandaki ilgi ve

siglik bu tez galismasinin ortaya ¢ikmasina neden olmustur.

Bu boliimde ikinci basamaktan neutral gecikmeli

Alp(n) (A (z(n) + q(n)z(n — 1) + h(n)z(n — 0)))"]
+f(n,x(n—0)) =gn,z(n—0),z(n—"7)), n>0 (3.1)

denklemi ele alinacak ve bu denklemin ¢oziimlerinin salimmlilik durumlar: ince-
k

lenecektir; burada v = 7 k ve | iki tek pozitif tam sayi, {p(n)} pozitif reel dizi,

{q(n)} ve {h(n)} negatif olmayan reel diziler, 7 ve ¢ negatif olmayan tamsayilar;

f(n,z) ve g(n,z,y) hern € N=1{0,1,2,...} ve x,y € R i¢in tamimh fonksiyonlardur.

Birinci basamaktan neutral fark denklemlerinin salinimhilik davraniglar iizerine yapi-
lan ilk galigma Georgiou vd. (1991) yilinda yayinlanan makalede yer almaktadir.
Bu makalede tiim ¢oziimlerin salinimli olmasi icin gerekli kosullar ortaya konulmus-
tur. Ardindan bir ¢ok yazar ikinci basamaktan neutral gecikmeli fark denklemlerini
ele almig ve ¢oziimlerin salinimliligini ortaya koyabilmek adina sabit nokta teoremi,
fark esitsizlikleri ve Riccati doniigiim teknikleri gibi yontemlerden yararlanmiglardir.
Tezin bu boliimiinde de ikinci basamaktan neutral gecikmeli bir fark denkleminin
salimmlhilik durumlar ile ilgili incelemeler yapilirken Riccati doniigiim tekniginden

yararlanilacaktir.

Neutral gecikmeli fark denklemlerinin ¢oziimlerinin salinimliliginin incelenmesi prob-
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lemlerinde Riccati doniisiim teknigiyle siklikla kargilagilmaktadir. Bu konu ile ilgili
yapilmig ¢aligmalardan bazilar1 Saker (2003a), Sun vd. (2005) ve Saker vd. (2007)
olarak verilebilir. Stz konusu ¢aligmalara ek olarak Cheng (2007), ikinci basamaktan

neutral gecikmeli
A (p(n) (A (x(n) + c(n) 2(n — 7)))7) + g(n)a”(n — o) = 0

fark denkleminin salinimlilik durumlarini incelemek igin Riccati doniigiimii teknigin-

den yararlanmigtir.

Thandapani vd. (2010), yine Riccati doniigiim teknigini kullanarak tigiincii basamak-

tan neutral gecikmeli
A (a(n) (A% (z(n) + p(n) z(n — 6)))") + q¢(n)z*(n — 1) = 0
fark denkleminin ¢oziimlerinin salinmimlilik durumlarini ele almiglardir.

Saker (2003c), Riccati doniigiimii yardimiyla ikinci basamaktan lineer olmayan neu-

tral gecikmeli
Aa(n) (A(xz(n) +p(n)x(n —7)))") + f(n,z(n—0)) =0, n=0,1,2,... (3.2)

fark denkleminin ¢oziimlerinin salimimliligr i¢in baz sonuclar elde etmistir. Bu tez
caligmasinda da Riccati doniigiimii yardimiyla (3.1) denklemi igin benzer sonuglar

ortaya konulmustur.

Tezin bu boliimiinde 6ncelikle incelemeler boyunca yararlanilacak bazi tanimlardan
bahsedilecektir. Ardindan asil teorem ve sonuclara yer verilerek sonuglarin destek-

lenebilmesi adina yapilan 6rneklerle boliim tamamlanacaktir.

Tanim 3.1. n > —L igin tamml agikar olmayan bir {z(n)} dizisine (3.1)
denkleminin bir ¢oziimii denir; burada L = max{r,0} ve n = 0,1,2,... i¢gin (3.1)

denklemi saglanmaktadir.
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Tanim 3.2. {x(n)} dizisi (3.1) in bir ¢ztimii olsun. Her n > n; i¢in z(n)z(n+1) <0
olacak sekilde bir ny > 0 varsa, {z(n)} ¢oziimiine salinimh, aksi halde salinimsizdir

denir. (3.1)’in tiim ¢oziimleri salinimh ise bu denkleme salinimhi denklem adi verilir.

Esas sonuglara gegmeden 6nce (3.1) denklemi ve x(n) = ¢(n) baglangi¢ fonksiyonun-
dan olusan basglangi¢ deger probleminin bir tek ¢oziime sahip oldugunu kabul edelim;

burada ¢(n) baslangi¢ fonksiyonu n = —L, ..., —1,0 i¢in tanimlidir.

Teorem 3.1. Ap(n) > 0 olsun. Asagidaki kosgullarin saglandiginmi kabul edelim:

(H1) Z (Zﬁ)7 =00, 0<¢q(n)+h(n) <1,

(H2) a(n) — b(n) > 0 ve yeterince biiyiik bir ng igin

lim inf > (ali) = b(i)) = 0 (3.3)

i=ng

ve

F00) S o) ve 27 <y w0 (3.4)

uY uY

olacak bigimde {a(n)} ve {b(n)} reel dizileri mevcut olsun.
n+o

> M(i) >0 ve

i=n+1

> M(n) < > M(z’)) ! (c4+1)—0| =00 (3.5)

n=ng 1=n+1

ise bu durumda (3.1) denkleminin tiim ¢tziimleri salinimhdir; burada

M) = o)ty L= M (0’

p(n —o) 2

dir.

Ispat. {z(n)}, (3.1) denkleminin nihai pozitif bir ¢oziimii olsun. Buradan her n >

ng > 0 igin z(n) > 0 ve x(n — L) > 0 olacak bigimde yeterince biiyiik bir ng > 0
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tamsay1s1 vardir.
2(n) = 2(n) + q(n)z(n — 7) + h(n)z(n — o) (3.6)

olarak tammlansin. Buradan n > ng igin, 2(n) > 0 dur. (3.1) ve (3.4)'den,
Alp(n) (Az(n))'] < = (a(n) = b(n)) (x(n —0))" <0, n=ng (3.7)

elde edilir. Boylece {p(n) (Az(n))”} nihai artmayan bir dizidir. Once, n > ny igin
Az(n) > 0 iddiasinda bulunalim. Aksi halde, p(n;) (Az(n;))” = 5 < 0 olacak sekilde

bir ny > ng tam sayisi vardir ve buradan n > ny icin p(n) (Az(n))” < § olur. Boylece

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin iki yan1 n; den n — 1 e toplanirsa, n — oo iken

2(n) < 2(n) + B° ni (ﬁ) e

i=n1

elde edilir. Fakat bu durum n > ng igin z(n) > 0 olmasi ile celigir. Boylece n > ny
icin Az(n) > 0 dwr. Buradan ve (3.6)’dan (1 — g(n) — h(n)) 2(n) < z(n) bulunur.

Sonug olarak,
(1—gn—0)—h(n—0))2(n—0) <az(n—0), n>n =ng+o (3.8)
esitsizligine ulagilir. (3.1), (3.4) ve (3.8)'den n > ny igin
Alp(n) (Az(n))"] + (a(n) = b(n)) (1 = g(n — 0) = h(n = 0))" (2(n = 0))” < 0 (3.9)

elde edilir .
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Simdi, n > ng igin A%z(n) < 0 oldugu iddia edilsin. Aksi halde, A%z(n) > 0 olacak
bigimde bir n = n; > ny tam sayisi vardir. Boylece Az(n 4+ 1) > Az(n) saglanir.

Ap(n) > 0 oldugundan,
p(n+1)(Az(n +1))" > p(n +1)(Az(n))” = p(n)(Az(n))’

elde edilir ve bu bir celiskidir. Boylece, A%z(n) < 0 dir. Yani, {Az(n)} artmayan

bir dizidir. Buradan

z(n) — z(ny) = z_: Az(k) > (n —nq) Az(n)

k=n1
ven >mny > 2ng + 1 igin z(n) > gAz(n) elde edilir. Boylece

z(n—a)zn_a

Az(n—o0), n>ny=n1+o0 (3.10)

esitsizligi yazilabilir. (3.9) ve (3.10)’dan

Alp(n) (Az(n))"] + (a(n) = b(n)) (1 — q(n — 0) = h(n —0))"

x (” . (’)W (Az(n—0))" <0, n>n (&1
bulunur. y(n) = p(n) (Az(n))" olsun. Boylece y(n) > 0 ve
Ay(n) + M(n)y(n — o) <0, n>n (3.12)
elde edilir.
(n) = — Ay%f:;) (3.13)

olarak tammmlansin. {y(n)} artmayan dizi oldugundan, yeterince biiyiik n i¢in

0 <d(n) < 1dir. (3.13)’den
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ve

) = M) [T (1=6)" = M) (1 - % > 5(2)) (3.14)
n+o
bulunur. s(n) = Z M (@) olsun. (3.14)’den,
d(n) > M(n) (1 - U;n)s(n) Z 5(2)) (3.15)

yazilabilir. (3.15) ve

1 —o (rl%v(a +1)— O'>
(1 — —rx) > x4+
o

o
,r>0vexr < —,
r r

esitsizliginden,
1 1 1
§(n) > M(n) [m i;ﬂ;ﬂa(z) 50 ((S(n)) (0+1)— a)] (3.16)

elde edilir. (3.16) yeniden diizenlenirse

1

§5(n)s(n) — M(n) | ; 5(i) > M(n) (( > M(z’)) ) (0+1) - o—>

ve N > ny icin

> b(n)s(n) = > M(n) i 5(i) = Y M(n) ((Z M(z’)) U (641) -0
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bulunur. Toplamin smirlar1 degistirilirse,

N n—1 N—o—-1 i+o N—o—-1 i+o
S Mmn) > sy = Yo > siMmn) = Y 66 > M(n)
n=ng i=n—o i=ng n=i+1 i=ng n=i+1
N—o—1 n+o (318)
= > 6(n) Y M)
n=nso i=n+1
elde edilir. (3.17) ve (3.18) kullamlirsa esitsizlik
N n+o N n+o H%
> 6(n) Y M@ =Y M(n) (Z M(i)) (641) -0 (3.19)
n=N-—o i=n+1 n=ng i=n-+1
halini alir. {y(n)} pozitif ve artmayan oldugundan,
n—+o
> M) <1 (3.20)
i=n-+1

dir. Boylece (3.5), (3.19) ve (3.20)’den n — oo iken,

> )= > M(n) (Z M(z‘)) g(0+1)—0 — 00

n o n=ns i=n+1

elde edilir. 6(n)nin tanimindan,
N N
y(n+1)
=Y (1= <o
2 2 U

bulunur. Buda (3.19) ile gelisir. {z(n)}’in (3.1) denkleminin nihai bir negatif ¢oztimii
olmasi durumunda (3.1) denkleminde y(n) = —x(n) almarak benzer geliski elde

edilir. Boylece (3.1)’in tiim ¢oziimleri salimmhidir.

Teorem 3.2. 7 > 1 ve Ap(n) > 0 olsun. (H1) ile (H2) saglansin.

bk~ o) (Ap(h))*
17 (57) ™ ol

nh_)rgo supz p(k)M (k) — =00 (3.21)

olacak gekilde bir {p(n)} pozitif dizisi mevcut ise bu durumda (3.1)’in tiim ¢oziimleri
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salimimhdir; burada M (n) = (a(n) — b(n))(1 — g(n — o) — h(n — o)) dir.

Ispat. {z(n)}, (3.1)’in nihai pozitif bir ¢oziimii olsun. Yani, her n > ng icin
z(n) > 0 ve z(n — o) > 0 olacak sekilde yeterince biiyiik bir ny > 0 sayis1 vardir.

Teorem 3.1'in ispatina benzer yontem izlenirse, (3.9) elde edilir. Ardindan Riccati
(3.22)

doéniigiimii uygulansin; burada z(n), (3.6) esitligi ile ifade edilmektedir. Buradan

w(n) > 0 ve
Aw(n) = p(n + 1) (Az(n + 1)) A [%] ()2 (7(3 (7(2 (_Aj)(;?m (3.23)
bulunur. (3.9) ve (3.23) kullanilrsa,
Auln) < =pm)M(n) + Ao + 1)
P DB s DA —a)) g

(2(n+1—-0))(2(n - 0))

elde edilir. (3.9) ve Az(n) > 0 dan,
pn—0)A(z(n—0))" > pn+1)(Az(n+1)) ve z(n+1—0) > 2z(n—0) (3.25)

dir. (3.24) ve (3.25)’den,

Ap(n)
Aw(n) < —p(n)M(n)er(nH)

pn+1)(Az(n+1)"A(z7(n — o))
(z7(n+1— 0))2

w(n +1)

— p(n)

esitsizligi elde edilir. Her x 2y > 0ve vy > 1

7 =y >y (2 —y)
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oldugu gercegi kullanilirsa,

Au(n) < =pmM(n) + A w(n -+ 1)
P D Gl ) A = o) st 1y
(27(n+1—0))°
bulunur. (3.10), (3.25) ve (3.26)’dan, n > ny igin
Butn) < —plar) + LM+ 1) (157) s
p(n) (p(n+1))* (p(n +1))* (Az(n +1))*
(p(n +1))* p(n — o) (z7(n+1~0))"
(3.27)
elde edilir. Boylece
Aw(n) < —p(n)M(n) + pﬁlpinl w(n +1)
~(n—o\"" p(n) w2 (n
) e
= —pn)M(n pr—9 '10 n
p(n)M(n) + b (=2) pln) 2
B v(%52)" lp(”) win+1) — Vp(n —o)Ap(n)
p(n+1)y/p(n—o) 2\/7 (ng_gy—l o(n)
R P a><Ap<n>>2]
< [P( )M (n) 4 (ngo.)'y—l o(n)
(3.28)

bulunur. (3.28)’in her iki yan1 ny den n ye toplanirsa,

n

—w(ne w(n +1) —w(neg - k)M (k —p(k_a)(A'f<k))2]
(n2) <w(n+1) —w(ng) < Z[p() (k) 1 (52)7 (k)

k=no

elde edilir. Buradan

n

. _p(k—a><Ap<k>>2] .
Z[pm (k) 1 (=) ity |

k=no

olacak bigimde ¢ > 0 sonlu sabiti mevcuttur. Bu egitsizlik ise (3.21) ile ¢elismekte-

dir. {z(n)}'nin nihai negatif olma durumu da benzer gekilde ispatlanabilir. Boylece
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(3.1)’in tiim ¢oziimleri salimmhdir.

Sonug 3.1. Teorem 3.2 i¢in ¢(n) = h(n) = g(n,z(n — o), z(n — 7)) =0 ve
f(n,z(n—o0)) =n(n)(x(n — o)) ise, (3.21) kosulu

plk — o) (Ap(k))*
o (f52)

2

lim sup Y | p(k)n(k) —
k=0
halini alir.

Sonug 3.2. (3.1) denkleminin &zel bir durumu olan
Ax(n) + p(n)x(n —o) =0, n>0

denklemi ele alinirsa, (3.21) kogulu
, . 1 (Ap(k)\*
lim sup p(k uk——(—) = 00
s 3t )~ (221

haline indirgenir.

Teorem 3.3. 0 <y <1, ¢(n) = h(n) =0, Ap(n) >0 ve
> <$> " < oo (3.29)

n=ng

olsun. Ayrica, (3.21) saglanacak sekilde bir {p(n)} pozitif dizisi ve ny > 0 i¢in

Af(n) >0, > O(n+1)[a(n) —bn)] = oo

; (W ;e(z’ +1) [a(i) - b(z’)}) . (3.30)

olacak bicimde bir {#(n)} pozitif dizisi mevcut olsun ve (H2) saglansin. Bu durumda
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Alp(n) (Az(n))'] + f(n,x(n — 0)) = g(n,z(n — o), z(n — 7)) (3.31)

denkleminin her ¢oziimii salimimhdir veya sifira yakinsar.

Ispat. {z(n)}, (3.31) denkleminin nihai pozitif bir ¢éziimii olsun. Yani, nq yeterince

biiyiik olmak iizere her n > ng igin (n) > 0 ve z(n—0o) > 0. (3.31)’den, n > ng igin
Alp(n) (Az(n))"] <0 (3.32)

elde edilir. Boylece, {p(n) (Ax(n))”} nihai artmayan bir dizidir. p(n) pozitif oldugun-
dan Az(n) nihai pozitif ya da nihai negatiftir. Buradan Axz(n) < 0 ya da Az(n) >0
dir. n > ny > ng igin Az(n) < 0 ise, T}Lr{)lox(n) =a > 0 dir. Simdi @ = 0 oldugu
iddia edilsin. Aksi takdirde, n — oo iken (z(n — 0))” — o > 0 dir. Buradan

(z(n — 0))" > a” olacak bigimde ny > ny meveuttur. Boylece (3.4)'den,
A [p(n) (Az(n))"] < — (a(n) — b(n)) "
bulunur. n > ny igin v(n) = H(n)p(n) (Az(n))” olsun. Buradan
Av(n) < —a"0(n + 1) (a(n) — b(n)) + p(n) (Az(n))" Ab(n)

yazilabilir. Son esitsizligin her iki yan1 n, den n — 1’e toplanirsa

v(n) <v(ng) —a” Z 0(i+1)(a(i) —b(7)) + Z p(1) (Az(i))” A6(7)
elde edilir. (3.30)’dan,
o) < vlm) 07 Y6+ 1) (ali) — (D)

bulunur. (3.30)’dan,
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Z O(n+ 1) [a(n) — b(n)] = co oldugundan, her n > ny icin

n=ng

n—1
o . . .
() € =5 > 00+ 1) (ali) = ()
olacak sekilde yeterince biiyiik bir ng tam sayisi alinabilir. Esitsizligin her iki yani

ng den n’ye toplanirsa

~

1 pn s—1
o\ 1
z(n+1) <zn —(—) —_ 0(i+1)la(i) — b(e
(n+1) < alng) — (% FZﬂg(pW(S)i:Zm (i+1) [ali) <>])
elde edilir. (3.30) kosulu sayesinde {z(n)} nihai negatiftir. Boylece bir celigki elde
edilmis olur. Buradan {z(n)} sifira yakinsamaktadir.

Diger taraftan, Az(n) > 0 olmasi durumunda benzer geligki elde edilecektir. Bu
nedenle, z(n) nihai pozitif degildir. Benzer sekilde {z(n)}’in nihai negatif bir ¢oziim

olmasi durumu da benzer sekilde ispatlanabilir. Boylece, ispat tamamlanmig olur.

Ornek 3.1. Ikinci basamaktan neutral gecikmeli

n <A (x(n) + %x(n _a)+ %az(n - 3)))?]

F(G+E ) - (339

A

n2

denklemini ele alalim.
. —6n
f(n,z(n 3;))_(§+7_n+ 3 > > (§+7n> e
(x(n —3))7 4 2 n?24+4

snsln=olo=t) L ( Glo9r el g) ) L
(o(n ~3))7 G )

olur ve Teorem 3.1’in tiim hipotezleri saglanir. Boylece (3.33)’iin tiim ¢oziimleri

salinimhdar.
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Ornek 3.2. Ikinci basamaktan neutral gecikmeli

A [+ 12 (Aem)?]
+<an+n +E£j%%%)@@fﬁﬂé (3.34)

(z(n —2))7 (2(n — 3))*
<1+(x(n—2))2 X T+ (w31 ) n>2.

W~

ool —

denklemi ele alinsin.

% = (6(n+ 1)3 —i—%) > 6(n+1)7 ve
mem—ﬂ%ﬂn—a)_l( (z(n —2))* (z(n —3))* )S

@m—2)F  8\I+(e(n—2) " 1+ (a(n—23))

olur ve §(n) = n alinirsa, Teorem 3.3’iin tiim hipotezleri saglanir. Boylece (3.34)’tin

tiim ¢oziimleri salimmhidir veya sifira yakinsar.
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4. NEUTRAL GECIKMELi FARK DENKLEMLERININ COZUMLERI-
NIN SINIRLILIK VE ASIMPTOTIK DAVRANISLARI

Bu boliimde neutral gecikmeli fark denklemlerinin sinirlilik ve asimptotik davranislar
tizerinde durulmustur. Iki kisstmdan olusan bu béliimiin ilk kisminda Bihari esitsiz-
ligi yardimiyla incelemeler yapilirken ikinci kisimda Lyapunov fonksiyonlarindan

yararlanilmaktadir.

4.1 Tkinci Basamaktan Neutral Gecikmeli Bir Fark Denkleminin Céziim-

lerinin Asimptotik Davraniglari

Bu kisimda Bihari esitsizliginin ayrik benzeri ele alinarak ikinci basamaktan neutral
gecikmeli

A? (z(n) + pr(n — 7) + qz(n — 0)) + f(n,2(n)) = 0 (4.1)

fark denkleminin coziimlerinin asimptotik davraniglari incelenecektir. Benzer in-

celemeler ikinci basamaktan
A? (z(n) 4+ pz(n —7) + qe(n — o)) + f(n,z(n), Az(n)) =0 (4.2)
ve ii¢lincii basamaktan neutral gecikmeli
A® (z(n) 4+ pr(n — 1) + qz(n — o)) + f (n,z(n), Az(n), A’z(n)) = 0 (4.3)

fark denklemleri i¢in de yapilacaktir.

Gronwall esitsizliginin lineer olmayan genellegtirilmesi olan Bihari esitsizligi Macar
matematikci Imre Bihari tarafindan ispatlanmistir. Bu esitsizlik yardimiyla neutral
gecikmeli diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin asimptotik davraniglarini inceleyen

bir ¢ok aragtirma yaymlanmigtir. Rogovchenko (1998)’de lineer olmayan
4 f(t,x(t),x () =0
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diferensiyel denklemini ele alarak bu denklemin ¢oziimlerinin asimptotik davraniglarini
Bihari egitsizligi yardimiyla incelemistir. Buradan hareketle Dzurina (2002)’de, yine

Bihari egitsizligini kullanarak ikinci basamaktan lineer olmayan neutral gecikmeli

(@(t) + pa(t — 7)) + f(t, (1) = 0

diferensiyel denklemi i¢in ¢oziimlerin asimptotik davramiglarini irdelemisgtir. Soz
konusu makalede salinimsiz ¢oziimlerin ¢ — oo halinde hangi sartlar altinda asimp-

totik olarak at + b’ye yakinsadigi bulunmustur; burada a,b € R.

Fark denklemleri icin diisiiniildiigiinde ayrik Bihari esitsizligini kullanarak yapilan
caligmalar diferensiyel denklemlerdeki kadar fazla degilse de son yillarda hiz kazandigi

gozlemlenmektedir.

Pachpatte (2000)’de, ikinci basamaktan
A?z(n) + f(n,x(n), Az(n)) =0

fark denklemi icin ayrik Bihari egitsizligini kullanarak ¢oziimlerin sinirlilik durum-

lari aragtirmigtir.

Venkatesan (2008)’de, yine ayrik Bihari egitsizligi yardimiyla ikinci basamaktan li-

neer olmayan neutral gecikmeli

A?(z(n) + c(n)x(n — k) + f(n,z(n), z(n —m), Azx(n), Az(n —1)) =0

fark denkleminin salinimli olmayan ¢oziimlerinin asimptotik davraniglarini incelemistir.

Migda (2005)’de ikinci basamaktan neutral gecikmeli

A?(z(n) +px(n — k) + f(n,z(n)) =0

fark denkleminin salinimsiz ¢oziimlerinin n — oo halinde asimptotik olarak an +
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b’ye yakinsadigini garanti eden kosullar1 ortaya koymustur; burada a,b € R. Bu
kisimda da benzer yontemler kullanilarak (4.1), (4.2) ve (4.3) denklemlerinin salinim-

siz ¢ozlimlerinin asimptotik davraniglar: hakkinda sonucglar verilmeye ¢alisilacaktir.

Oncelikle, bu boliim boyunca (4.1) denklemi ve x(n) = ¢(n) baslangic fonksiyo-
nundan olusan baslangic deger probleminin bir tek c¢oziime sahip oldugunu kabul

ettigimizi belirtelim; burada ¢(n), n = —L, ..., —1,0 i¢in tanimhdir.

Tanim 4.1.1. n > —L i¢in tammh agikar olmayan bir {x(n)} dizisi (4.1) denklemi-
ni saglarsa, o zaman {x(n)} dizisine (4.1) denkleminin bir ¢oziimii denir; burada

L =max{r,0} ve n=0,1,2,...

Tanim 4.1.2. {z(n)} dizisi (4.1) denkleminin bir ¢oziimii olsun. Her n > ny > 0
icin z(n)x(n + 1) < 0 olacak gekilde bir ny > 0 tamsayis: varsa, {z(n)} ¢oziimiine
salimml, aksi halde salimimsizdir denir. (4.1)’in tiim ¢oziimleri salimiml ise, o zaman

salinimli denklem adini alir.

Esas sonuclara gecmeden asagidaki lemmalar1 goz oniine alalim.

Lemma 4.1.1. r(n) ve t(n), n = 0,1,2,... i¢cin tamimlanmig reel degerli negatif
olmayan fonksiyonlar ve g, o > 0 bir sabit olmak iizere I = [x¢, 0] araliginda
tanimlanmis siirekli pozitif ve azalmayan bir fonsiyon olsun. Ilaveten %k negatif ol-

mayan bir sabit olmak iizere her n = 0,1,2, ... i¢cin

n—1
r(n) < k+ Y t(i)g(r(i))
i=0
esitsizligi saglansin. Bu durumda
n—1
r(n) <G |G(k) + t(z)] , 0<n<a
1=0
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yazilabilir; burada

G, G'nin tersi ve

dir.

Bu lemma T.E Hull ve W.A.J Luxemburg tarafindan Bihari esitsizliginin ayrik ben-

zeri olarak ortaya konulmustur.

Lemma 4.1.2. Nihai olarak y(n) > 0 (y(n) < 0) ve

n—rT n—o

" y(n—171)+q -

w(n) =y(n) +p y(n — o) (4.4)

olsun; burada 0 < p+¢ < 1vep,q, 7,0 >0 dir. lim w(n) = c ise,

n—oo

lim y(n) = ﬁ elde edilir.

Ispat. y(n) > 0 olsun. Buradan ¢ > 0 olmak iizere

lim su n)y> ———
Tim. py()_1+p+q

ve

lim infy(n) < ——
JMim infy(n) < 77— =

elde edilir. y(n)'nin y (72;) ve y (n;) alt dizileri alinsin. Varsayalim ki

. ) _ c+m
lim supy(n) = limy(n;) = ————
Jim supy(n) = limy(ni) = ===
ve
L . C—1s
lim infy(n) = limy(n,) = ———=—
i infy(n) = Ty () = "2

olsun; burada n,,n, > 0 dir. Simdi n; = 7, = 0 oldugu gosterilsin.
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a) n; > 1ny > 0ven, >0 olsun. (4.4)’den, herhangi bir € > 0 igin

N—TC—1y—¢ nNn—oc—1"Ny—¢€
n l4+p+gq 4 n 1+p+gq

w(n) = y(n) +p

dir. ¢ — oo iken, n = n; alinirsa,

c ct+m C—Mpy—¢ C—Tp—¢
“Txp+q Pl4p+q T5prg

elde edilir. Buradan
m < my(p+q) +elp+q)

(1 —p—q)n,]
2(p +q)

bulunur. € = aliirsa,

m<(+q)2ny—mn) < (P+q@ny <y

elde edilir ve bu da bir celigkidir.
b) ny > 1, > 0 ve 1, > 0 olsun. herhangi bir £ > 0 igin

c+n +e ct+n +¢

wn) <yln) +
(n) <y(n) PTrpia T ITipia

elde edilir. ¢ — oo iken, n =n; alinirsa,

C—1 c+mn+e c+mn+e
c< p q
1+p+gq 14+p+gq 14+p+gq

bulunur. Son esitsizlik diizenlenirse

Ny <mp+q)+elp+q)

[(1—p—q)n,]

aliirsa, egitsizlik
2(p+q)

yazilabilir. € =

Ny < (P +q) (20 —1m2) < (p+ @) <my

halini alir ve bu da bir celigkidir. Boylece ispat tamamlanmais olur.
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Teorem 4.1.1. 0 < p+g¢g <1, 7,0 > 0 olsun ve f(n,u) agagidaki kogullar1 saglasin:
H3) f(n,u), u ya gore siirekli,

H4) n=1,2,..i¢in

] < niag (1) (45)

n

olacak bicimde siirekli g : Ry — R, fonksiyonu ve h : N — R, dizisi mevcut olsun;

burada s > 0 i¢in , g(s) pozitif ve azalmayan bir fonksiyon,
Z h(s) < o0, ng=>1 (4.6)
s=nyg

ve r — oo iken,

dur. Bu durumda (4.1)’in biitiin salimmsiz x(n) ¢oztimleri asimptotik olarak an+b’ye

veya a’ya yakinsar; burada a ve b reel sabitlerdir.

Ispat. z(n), (4.1)’in salinimsiz bir ¢oziimii olsun.
w(n) =z(n) +pr(n —7) 4+ qx(n — o) (4.7)
alinirsa, |w(n)| > |z(n)| ve (4.1)’den

A (w(n)) = = f(n,z(n)) (4.8)

elde edilir. w(ng) = ¢; ve Aw(ng) = co alinarak (4.8)’in her iki yam ny 'dan n — 1 ’e
toplanirsa,

Aw(n) = cg — z_: f(s,x(s)) (4.9)

sS=ng

ve
n—1

win) =c+ (n—mno)ea— Y (n—s—1)f(s,2(s)) (4.10)

s=ng
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bulunur. (4.10)’dan

n—1

wn)| < (| +leal)m+n Y |f(s,2(5))]

s=ng

dir. (4.5) den

ot < bty (P20 < i (21

yazilabilir. Buradan

O <l el + 3 g (20

s=no

elde edilir. Bihari esitsizliginin ayrik hali kullanilirsa (Lemma 4.1.1)

win)l o g1 (G(\cll + |ea|) + nz h(s))

n
s=ng

bulunur.

ki =G (lea] + leal) + D h(s) < o0

s=ng

almsin. G~!(z) azalmayan oldugundan,

IA

3
M1
>
—

V)
S—r
Q
—

&
® |
Dt
N———

IA
Ne)
—
™
(3]
N—
IM
>
—
o
N—
AN
T
w
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yazilabilir. Boylece Z |f(s,2(s))| = L mevcuttur ve

s=ng

lim Aw(n) = ¢y — L

n—oo

dir. Buradan iki durum soz konusudur:

(a) co = L ise, lim Aw(n) =0 ve lim w(n) = 0 dir.
n—oo n—oo M
w(n) = win) alinirsa,
n

n—T n—o

w(n) =y(n) +p——yn —7) +¢——yn - o)

bulunur; burada y(n) = @ dir. Lemma 4.1.2’den
tim 2 _
n—oo n

elde edilir.

. . . w(n) . ) L
(b) co # L ise, lim Aw(n) = a; ve lim ——= = a; dir; burada a; bir sabittir. (a)
n—oo n—oo N

sikkina benzer sekilde,

x(n) a

lim =
n—eo 1 L+p+gq

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.2. 0 < p+qg < 1, 7,0 > 0 olsun ve f(n,u,v) asagidaki kogullari

saglasin:
H5) f(n,u,v); u ve v ye gore siirekli

H6) n=1,2,..., igin
u
o) < Hohg (1) o
olacak bicimde siirekli g : R, — R, fonksiyonu ve h : N — R, dizisi mevcut olsun;

burada s > 0 igin, g(s) pozitif ve azalmayan bir fonksiyon, h, (4.6) ile aym 6zelliklere
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sahip ve x — oo halinde

G(x):/ s

s9(s)

no
dur. Bu durumda (4.2)’nin biitiin salimimsiz z(n) ¢oziimleri asimptotik olarak an +

b’ye veya a’ya yakinsar; burada a ve b reel sabitlerdir.

Ispat. Teorem 4.1.1’ benzer sekilde ispat yapilacaktir. Aym yontem uygulanirsa,

jwis)l

S

Bw(m)] < Jeol + 3 h(s)g(

s=no

) |Aw(s)] (4.12)

ve

U<l ol 3 sl (1) 1) (413)

wis)|

elde edilir. Boylece |Aw(s)| < —— ’dir. Bu esitsizlik (4.13)’de yerine konulursa,
s

|w§1n)| < el + leo] + i h(s)g (Iw(SSH) |w(88)|

s=ng

bulunur. Buradan Teorem 4.1.1°e benzer sekilde ispat tamamlanabilir.

Teorem 4.1.3. Ikinci basamaktan neutral gecikmeli
A? (x(n) + pr(n —7) + qz(n — o)) + r(n)z(n) =0 (4.14)

fark denklemi ele alinsin. 0 < p+¢ <1, 7,0 >0 ve

Z slr(s)| < oo

s=ng

olsun. Bu durumda (4.14)’tin her x(n) salinimsiz ¢oziimii asimptotik olarak an+b’ye

veya a’ya yakinsar; burada a ve b reel sabitlerdir.

Ispat. x(n), (4.14)’tin salinimsiz bir ¢oziimii olsun. Teorem 4.1.1’deki yontem uygu-
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lanirsa,

ve

elde edilir. Buradan

n—1

W) < (el +lealym+n Y |r(s)la(s)]

s=ng

ve

n—1
|w(n)|
<
- < el + el + > slr(s

s=ng

bulunur. Ayrik Gronwall egitsizliginden

n—1
win
| EL)I < (lex] + |ea]) exp (Zs]r(sﬂ) < ky (4.15)
s=ngo
halini alir. (4.15)’den
n—1
Z| Wa(s)| < ks Y slr(s)] < oo
s=ngo $=no

yazilabilir. Boylece Z I7(s)| |#(s)] = A mevcuttur. Ispat Teorem 4.1.1’¢ benzer

s=ng
sekilde devam ettirilebilir.

Teorem 4.1.4. 0 < p+¢q < 1, 7,0 > 0 olsun ve f(n,u,v,w) agagidaki kogullari

saglasin:
HT7) f(n,u,v,w); u,v ve w ya gore siirekli

H8) n=1,2,...i¢cin
F(n 1, 0,0)] < h(n)g (' ‘) " (4.16)

olacak bicimde siirekli g : R, — R, fonksiyonu ve h : N — R, dizisi mevcut olsun;

burada s > 0 igin , g(s) pozitif ve azalmayan bir fonksiyon, h, (4.6) ile ayn1 6zelliklere

43



sahip ve x — oo halinde

xT

G(x):/ L

s9(s)

no
dur. Bu durumda (4.3)’iin biitiin sahmmsiz x(n) ¢oziimleri asimptotik olarak an? +

bn + c’ye veya an + b’ye yakinsar; burada a, b ve c reel sabitlerdir.

Ispat. z(n), (4.3)’iin salmimsiz bir ¢oziimii olsun. (4.3)’den,
A’w(n) = —f (n,z(n), Az(n), A%z (n))
elde edilir. w(ng) = c1, Aw(ng) = ¢z, A%w(ng) = c3 ve p(n) = Aw(n) alimirsa

A2p(n) = —f (n,x(n), Ax(n), A%(n)) ,

Ap(n) =c3 — i f (s, 2(s), Ax(s), A%x(s))

s=ng

ve
n—1

o(n) =co+ (n —ng)cs — Z(n —s5—1)f(s,2(s), Az(s), A%z(s)

s=ng

bulunur. Teorem 4.1.1°e benzer iglemler yapilirsa,

PO < e o) + Z nistg (S [a%a(s)
< Jeal +lesl + Z g (SN 2%
< ool lesl + Z el (2 120t
< ol +lesl + 3 o)y (1) et

s=ng
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elde edilir. Bihari egitsizliginin ayrik benzeri kullanilirsa,

|90§1n)| <G! (G(\02| + |es]) + nz h(3)>

s=no

elde edilir.
=G (|ca| + les]) + D h(s) < o0

s=ng

alimirsa, G~!(z) azalmayan oldugundan

bulunur. Ilaveten, (4.16)’dan

S 11ts.at9. 20060 8%060| < 5 ntoa (20 o)

< }:h CAW >L¥ )
< g(ke)ke Z h(s) < kr

s=ng

elde edilir. Boylece Z |f(s,2(s), Ax(s), A%x(s))| = B mevcuttir ve

S=ng

lim Ap(n) =c3 — B

n—oo

dir. Burada iki durum stz konusudur:

A 2
(a) c3 = Bise, lim Ap(n) = 0. Boylece lim A%w(n) = lim w(n) = lim _2w(n) =
n—00 n—00 n—00 n n—>00n(n - 1)
0 ve lim _wln) = 0 elde edilir. pu(n) = w(n) alinirsa
n—oon(n — 1) n(n—1)

n—71)(n—71-1)
n(n —1)

(n—o)(n—0-—1)
n(n —1)

p(n) =y(n) +p y(n—7) +4q y(n —o),
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bulunur; burada y(n) = n(i@l). Lemma 4.1.2°den

lim ()

———=0.
n—oon(n — 1)

A
(b) c3 # Bise, lim Ap(n) = ay. Buradan lim A?w(n) = lim Aw(n) = lim
as ve lim _win) _ (a)’ya benzer sekilde,
n—oon(n —1) 2

) x(n) as
lim =
n—oon(n—1)  2(1+p—+q)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 4.1.1. Ikinci basamaktan neutral gecikmeli

2 z2(n
A% (x(n) + go(n — 2) + gz(n = 3)) + (%) (2 + (n11)2> oyt = 0

n >3
(4.17)
fark denklemi ele alinsin.

2 2n + 1

9(u) u?+4 ve h(n) <n2(n +1)2
zleri saglanir. Bu durumda (4.17)’nin biitiin salinimsiz z(n) ¢oztimleri asimptotik

) oldugundan, Teorem 4.1.1’in tiim hipote-
olarak an + b’ye veya a’ya yakinsar; burada a ve b reel sabitlerdir.

Ornek 4.1.2. Ikinci basamaktan neutral gecikmeli

A? <:U(n) - %x(n —2)+ ;la:(n — 3)> + mx(n) =0. n>2 (4.18)

fark denklemi ele alinsin.

() = o
r(n) =

n?(n + 2)
rumda (4.18)’in biitiin salimmsiz x(n) ¢oziimleri asimptotik olarak an + b’ye veya

oldugundan Teorem 4.1.3’tin tiim hipotezleri saglanir. Bu du-

a’ya yakinsar; burada a ve b reel sabitlerdir.
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4.2 Birinci Basamaktan Neutral Gecikmeli Bir Fark Denkleminin C6ziim-

lerinin Smirhlik ve Asimptotik Davraniglar:

Bu kisimda birinci basamaktan lineer olmayan neutral gecikmeli

Alz(n) = p(n)f(z(n —7(n)))] +q(n)g(z(n —0)) =0,  n € N(no) (4.19)

fark denkleminin tiim ¢oziimlerinin sinirli olmast i¢in yeter kosullar elde edilecektir;
burada, # > 0 tamsay1, 7(n) > 0 tamsay1 dizisi, ¢(n) artmayan olmak iizere q(n) ve
p(n) birer pozitif reel say1 dizisi, ny negatif olmayan tamsay1 ve N(ng) = {ng,no + 1,
ng + 2, ...}'dir. Ilaveten (4.19) denkleminin 6zel bir durumu igin tiim ¢oziimlerin
sinirli ve n — oo halinde bir sabite yakinsadigi gosterilecektir. Konunun daha iyi

anlagilabilmesi icin verilecek olan ¢rneklerle sonuclar desteklenecektir.

Bu kisimda ele alinan (4.19) denkleminin kalitatif ¢zellikleri incelenirken ayrik Lya-
punov fonksiyonlarindan yararlanilacaktir. Lyapunov fonksiyonlarinin gecikmeli dife-
rensiyel denklemlerin kararlilik ve simirhilik incelemelerinde kullanilmasi yeni bir du-
rum degildir. Bu alanda yapilan bir ¢ok galigma bulunmaktadir (Wei (2006), Shen
(2007), Jiang (2012), Wei (2014)). Ancak, neutral gecikmeli fark denklemleri igin

Lyapunov fonksiyonunun kullanimi heniiz ¢ok yenidir:

Wei (2011)’de, birinci basamaktan lineer olmayan neutral gecikmeli

Alz(n) —c(n)x(n —m)| 4+ p(n)f(x(n —k)) =0, n € N(ng) (4.20)

fark denkleminin asimptotik davraniglar: incelenmistir; burada m ve k pozitif tam-
sayllar, {c¢(n)} reel say1 dizisi, {p(n)} pozitif dizi, f € C (R,R), ng negatif olmayan
bir tamsay1 ve N(ng) = {ng,no + 1,10 + 2, ...} dir.

Yine Wei (2014)’de, birinci basamaktan pozitif ve negatif katsayili neutral gecikmeli

Alr(n) = c(n)z(n —m)] + p(n) f(z(n — k) = q(n)f(z(n = 1)) =0, n € N(n)
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fark denkleminin simirlilik ve asimptotik davraniglar: ele alimmistir. Bu kesimde ben-

zer sonuglar (4.19) denklemi i¢in de elde edilmektedir.

Tanim 4.2.1. p = max {7(nyg), 0} olsun. Her n € N(ng — p) = {no — p, no — p + 1,
ng — p + 2,...} i¢in tammh ve her n € N(ng) igin (4.19) denklemini saglayan bir

{z(n)} reel say1 dizisine (4.19)’un bir ¢oziimii denir.

Herhangi bir ny ve z(ng + j) = a;, j = —p, —p+ 1, —p + 2,... baslangic¢ kosulu icin
(4.19) denkleminin, her n € N(ng — p) igin tamimlanmig bir tek {z(n)} ¢vziimiine

sahip oldugu kabul edilmektedir.

Teorem 4.2.1. Asagidaki kogullar saglansin:

(H9)
2] < [f(2)] < lg(2)] < Lfz[, zeR

olacak bigimde bir L > 1 sabiti mevcut ve x # 0 i¢in = f(z) > 0 ve xg(x) > 0,

1
(H10) lim p(n) =a < T

n+0 9
H11) I 2  + 0 —.
(H11) lim sup a+i§QQ(z+> 7

Bu durumda (4.19)’un tiim ¢oziimleri sinirhdir.

Ispat. 2(n), (4.19)’un bir ¢oziimii olsun. (4.19) denklemi yeniden

n—1

w(n) = p(n)f(z(n —7(n)) = Y ali+0)g(x(i))

i=n—=~0

A +q(n+60)g(x(n)) =0 (4.21)

seklinde yazilabilir. @ < 1 oldugundan, o+ € < 1 olacak bigimde yeterince kiigiik bir
€ > 0 segilebilir ve (H11)’den

n+0
2
li 2 +0)| <= 4.22
lim sup | 2(a + €) +¢§n_eq<z+ )| <7 (4.22)
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dir. Tlaveten, (H10)’dan n > n; igin

p(n) <a+e (4.23)

olacak bicimde yeterince biiyiik n; > ng secilebilir.

g*(x(n —7(n))) p(n)
f2(xz(n—7(n 2120&4‘6’ n 2 ny,
oldugundan
p(n) f2(x(n—7(n)) < (a+€) g*(x(n —71(n))), n=m (4.24)
egitsizligi saglanir. Simdi
Viln) = |2(n) = p()f el — 7)) = 3 ali + 0)g(a()
i=n—0
) = 3 qi+20)3 q( + 08 ())
i—n—0 =i
fa+d S qli+0))
i=n—r(n)

olacak bi¢gimde V(n) = Vi(n) + Va(n) segilsin. (4.19)™un ¢oziimleri boyunca AV;(n)
ve AV;(n) hesaplanirsa
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n—1

z(n) = p(n) f((n —r(n) = Y ai +0)g(x(0))| -

i=n—0

AVi(n) = A

n

r(n+1)—pn+1)fln+1l—rn+1))— Y qli+0)g(x(i)

+a(n) —pn)f(z(n —7(n))) - i q(i + 0)g(x (1))
= —q(n+0)2z(n)g (z(n)) = 2p(n) f(z(n —7(n)))g (x_-(n))

n—1

= 2 ali+0)29(x(0))g (x(n)) — aln + 0)g® (x(n))

< —q(n+0) [22(n)g (x(n)) — (n)fQ(ac(n—T(n»)—é(n)g2 (z(n))
-9 (x(n))Z (1+0) (i +0)g"(2(7))
AVa(n) = —q(n+6) E: (G + 0)g%(z(5))

n

+a(n+0)g% (x(n)) Y ali+26)

i=n+1—6

+(a+e)q(n+0)g* (x(n)) — (a + ) g(n — 7(n) + 0)g” (x(n — 7(n)))

elde edilir. ¢(n) artmayan ve n—7(n) < n oldugundan, ¢(n—7(n)) > q(n) yazlabilir.

Boylece AV;y(n) yeniden diizenlenirse

n—1
AVa(n) < —q(n+0) qu+9 (4))

n

Taln+0)g> (@(n) > qli+26)

i=n+1—0

+(a+€) q(n+0)g” (2(n) — (a+€) g(n+0)g* (z(n — 7(n)))

20



bulunur. (4.24) kullanilirsa,

AV(n) = AVi(n)+ AVa(n)
< —Q<n+9)[ z(n)g (z(n)) — p(n) f* (x(n — 7(n))) — p(n)g* (x(n))
— Z (i +0)g ))] +q(n+0)g* (z(n)) Y qli+20)
1=n—=0 i=n+1—0
+a +e)q(n+0)g* (@(n)) = (@ + €)g(n + 0)g” (w(n — 7(n)))
= —q(n 2(x(n 2$—<m_n_"+9i —(a+e€
= o+ 00 o) | T vl = 3 a4 = (a9
- - ]
< —aln+ 0P @) |3 20t~ 3 ali+0)
L i=n—0 |
S .
— _g(n+0)¢ (x(n)) %— (i +0)—2(a+e) (4.25)

elde edilir. (4.22)’den AV'(n) < 0 elde edilir. V(n) > 0 oldugundan, lim V(n) =§

mevcuttur.
(4.22) ve (4.25)’den,
> a(n+0)g* (x(n)) < oo (4.26)

dur. Herhangi pozitif bir m tamsayisi i¢in

n—1

Lim > ali+0)g’ (x(i) =0

yazilabilir. Simdi lim V5(n) = 0 oldugunu gosterelim.

n—oo

(4.22)’den, n > ns + 6 olacak bigimde yeterince biiyiik pozitif ny > ng tamsayisi

o1



vardir ve

0 < V= 3 i +20) S0 + 0P ()
i=n—0 j=i

n—1

+tlate) > qli+0)g’(x(i)

i=n—7(n)

S gfi+20) Z Wi+ 0P+ S ali+ g )

i=n—~0 i=n—7(n)

IN

n—1 n—1
2

7 Z Q(j+9)92(33(j))+' Y ali+0)g* (i)

IN

dir. Buradan lim Va(n) =0 dir.

n—oo

Boylece lim V(n) = lim Vi(n) = § esitligi gerceklenir. Yani,

752—@0 x(n) —p(n)f(x(n —71(n Z q(i +0)g(z(i))| =9 (4.27)
i=n—~0
dir. y(n) =x(n) — p(n)f(x(n —7(n))) — i q(i 4+ 0)g(z(7)) alnirsa,
i=n—=0
limPn) =
lim y(n)| = o

elde edilir. Simdi {y(n)} dizisinin yakinsak oldugu gosterilsin. § = 0 ise bu durum
agikardir. 0 > 0 ise, {y(n)} 'nin nihai pozitif veya nihai negatif oldugunu gostermek

yeterlidir. Eger degilse, 0 < e < § 2 olacak bigimde € sayis1 mevcuttur.
5%—e<|y(n)|<5%—l—e, n > N, (4.28)

ve

A={n>N:y(n) <0}, B={n>N:y(n) >0}
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olacak bi¢imde N pozitif tamsayis1 alimsin. {y(n)} nihai negatif ya da nihai pozitif
olmadigindan, A ve B smursizdir. Boylece N < n; <ny < ..<n; < .. ,n; € B,
nj + 1 € A olacak bicimde wraksak bir {n;} tamsayilar dizisi alinabilir. Buradan

y(n; +1) < 0 ve y(n;) > 0. llaveten (4.28) den,
2(—ﬁ—f><ymf+n—ymg<2<—ﬁ+f),jz1

saglanir ve (4.21) den,
0<2(8% —€) < qln; +O)g((ny) <2 (05 +¢), j=>1 (4.29)

dir.
Diger taraftan, (4.26) ve (4.29)’dan, {g (z (n;))} nin sifira yakinsak oldugu sylenebilir.
(H11)’den, {q(n)} smirhdir. Boylece j — oo iken

q(nj +0)g (z (n;)) — 0

bulunur ve bu da (4.29) ile ¢eligir. Buradan {y(n)} dizisi

[y

n—

Limy(n) = lim | 2(n) = p(n)f(x(n ~ 7(n))) = D ali+O)gla(i))| =4 (430)

olacak bicimde yakimsak olmalidir; burada 3 = v/§ veya 3 = —v/d sonludur. Ilaveten,

(4.21) ve y(n)’'nin tamimindan

n—1 n—1
> ali+0)g(a(@) = — Y Ay(i)
i=n—~0 i=n—0
= y(n—0)—yn)
elde edilir. n — oo halinde limit alinirsa,
n—1
lim Y q(i+0)g(x(i)) =0
i=n—0
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bulunur. Boylece (4.30)’dan,

lim [z(n) — p(n) f(z(n —7(n)))] = S (4.31)

oldugu aciktir. Simdi {|z(n)|}in simirh oldugu gosterilsin. Eger {|z(n)|} sirh

degilse, [ — oo halinde |z(n;)| — oo ve

|z ()| = Sup ()|
no—7(no)< n < ny

olacak bigimde raksak {n;} tam say1 dizisi mevcuttur. Buradan [ — oo halinde

[2(r) — p(m) f(x(ru — ()| = |z(m)] — p(a) [ £z — 7(m1)))]
> Jz(n)|(1—(a+e€) L) — 0

elde edilir ve bu da (4.31) ile gelisir. Boylece {|z(n)|} smirhdir.

Teorem 4.2.2. Asagidaki kosullar saglansin:

(H12) lim p(n) =a <1,

n—oo

n+60
(H13) girgosup 20+ Z q(i+0)]| <2
1=n—=0
Bu durumda
Alz(n) = p(n)z(n — 7(n))] + ¢(n)z(n — 0) =0 (4.32)

denkleminin her ¢6ziimii sinirlidir ve n — oo halinde bir sabite yakinsar.

Ispat. Teorem 4.2.1’deki yol izlenirse, {|z(n)|} 'nin smrh oldugu bulunur. Simdi,
lim x(n) mevcut ve sonlu oldugu gosterilsin. (H12)’den, n > ng igin p(n) < 1 olacak

bicimde yeterince biiyiik bir ng bulunabilir.

A1 = lim sup z(n), Ay = lim inf z(n)

n—oo n—oo
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alinsin ve ¢ — oo halinde u; — 0o ve v; — o0 ve

A1 = limx(u;), Ao = limx(v;)

olacak bigimde {u;} ve {v;} tamsay1 dizileri segilsin. n > ng3 igin,

A= limax(u) = lim [x(u;) — p(ug)z(u; — 7(w;)) + pug)x(u; — 7(u;))]

1—00 1—00

= B+ alimz(u; — 7(w;)) < B+ a)

i—00

ve

Ao = limx(v;) = zlirgé [z(v;) — p(vi)z(v; — 7(v;)) + p(vi)x(v; — T(v;))]

1—00

= [+ alimz(v; —7(v;)) > B+ ads

1— 00

dir. Buradan

B

l1—«

A1 < < Ao

elde edilir ve \; > A\ oldugundan

bulunur. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 4.2.3. (H12) ve (H13) saglansimn. Bu durumda (4.32)’nin her salinimh

¢oziimii sinirhdir ve n — oo halinde sifira yakinsar.

Ispat. z(n), (4.32)’nin salimml bir ¢oziimii olsun. Teorem 4.2.2’den z(n) smrhdir

ve n — oo halinde yu gibi bir sabite yakinsar.

py = lim sup x(n), e = lim inf z(n)

n—oo

almirsa g, = u, = p yazlabilir. Ilaveten z(n) salimml oldugundan, g, > 0 ve

o < 0 dir. Boylece
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elde edilir.

Sonug 4.2.1.

n+0
lim sup [Z qi+06)] <2

i=n—0

ise bu durumda

Az(n) 4+ g(n)zx(n—0) =0

denkleminin her ¢ziimii n — oo halinde bir sabite yakinsar.

Ornek 4.2.1. Degisken gecikmeli neutral

Alw(n) — e="z(n — 2n)] + (n — 2) (; e (Llﬂ)) 2(n—2) =0,

n(n+1) n(n+1)
n>>5
(4.33)

fark denklemi ele alinsin. Burada p(n) = (e™") ve

1 —ne t+1
gn)=n-2) ——=+e™" u "dir. Teorem 4.2.2’nin tiim kosullari
n(n+1) n(n+1)

saglanir.  Boylece (4.33)%iin tiim ¢oziimleri n — oo halinde bir sabite yakinsar.

1
z(n) = — bu ozellikleri saglayan bir ¢oziimdiir.
n

Ornek 4.2.2. Neutral gecikmeli

n—1 n—1
ne (n+1)

Az(n) + ( e2> zn—1)=0,n>2 (4.34)

denklemi ele alinsin. Sonug 4.2.1%in tiim kosgullar1 saglanmaktadir. Boylece
n — oo halinde (4.34)’tin tiim ¢oziimleri bir sabite yakinsar. z(n) = - béyle bir
n

¢ozumdiir.

26



Ornek 4.2.3. Degisken gecikmeli neutral

n—2
A |z(n) — cos?z(n — (2)")) x(n — (2)"
(n) 81n (1+ (n—(2)")z(n—(2)") (4.35)

+=(2+sin?z(n —2))z(n—2) =0, n > 3.
n

denklemi ele alinsin. (4.35) ile (4.19) denklemi kargilagtirilirsa,

-2 1

p(n) = n8 , f(@) = (1 +cos’x)z, g(v)=(2+sin’x)z ve q(n)=—

n n
o . 1 1
oldugu goriiliir. Buradan lim p(n) = 3 < 3

2| < [(1+ cos?z)z| < [(2+ sin’z)z| < 3]z],
n+2 1

1
ral ZQH—Q

t=n—

2

<
3

dir. Boylece Teorem 4.2.1’in tiim kogullar1 saglanir ve (4.35) denkleminin her ¢ziimii

r # 0 icin, 2%(2 + sin®x) > 0, 22(1 + cos?x) > 0 ve limsup

n—o0

simarlhidir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu tez caligmasinda fark denklemleri ile ilgili temel kavramlardan bahsedilmistir.
Ardindan neutral gecikmeli denklemlerin daha iyi anlasilabilmesi adina bu tiir denk-
lemlerin yapilar1 tanmitilmaya calisilmigtir. Fark denklemleri teorisinin diferensiyel
denklemler teorisinin ayrik benzeri oldugu gercegine dikkat ¢ekebilmek adina tanim-
lar verilirken diferensiyel denklem teorisiyle kargilagtirmalar yapilmigtir. Ardindan

tezin 6zgiin kismina gecilmigtir.

Tezin 6zgiin kismi olan iigiincii ve dordiincii boliimlerde ii¢ ana neutral gecikmeli
fark denklemi ele alinarak bu denklemlerin ¢oziimlerinin salinimlilik, siirlilik ve
asimptotik davramslar1 hakkinda teoremler verilmistir. Uciincii boliimde Riccati
doniisiimii kullanilarak ikinci basamaktan neutral gecikmeli bir fark denkleminin
¢oziimlerinin salinimhiligr tizerinde durulmustur. Konu ile ilgili 6nceden yapilan ¢alig-
malardan bahsedilmis ve ele alinan denklemin 6zel durumlarina dair sonuclar verile-
rek orneklerle desteklenmistir. Dordiincii boliim ele alinan denklem tipi ve inceleme
durumuna gore kendi iginde iki kisma ayrilmistir. Birinci kisimda ikinci basamaktan
neutral gecikmeli bir fark denkleminin ¢oziimlerinin asimptotik davraniglar1 Bihari
egitsizliginin ayrik benzeri yardimiyla incelenmistir. Ayrica incelenen denklemin 6zel
halleri ele alinmig ve iiciincii basamaktan neutral gecikmeli bir fark denkleminin
¢oziimlerinin asimptotik davraniglari i¢in bir teorem verilmistir. Son kisimda ise
birinci basamaktan neutral gecikmeli bir fark denkleminin ¢oziimlerinin sinirlilik du-
rumlar1 ayrik Lyapunov fonksiyonlari yardimiyla aragtirilmigtir. Tez caligmasinin

daha iyi anlagilabilmesi adina konu ile ilgili 6rnekler verilmistir.

Neutral fark denklemleri alaninda yapilan bu tez c¢alismasinin konu hakkinda in-
celeme yapmak isteyen Kkisilere yardimci olacagi ve bundan sonra yapilacak olan
caligmalara da 1s1k tutacagi diistiniilmektedir. Bu alanda ortaya c¢ikan Tiirkce kay-
nak sikintisinin da bu tez yardimiyla agilabilecegi umulmaktadir. Bu calismada ele
alinan denklemlerin farklilagtirilarak konu ile ilgili yeni ¢alismalarin da yapilabilecegi

ve konunun geligtirilebilecegi beklenmektedir.
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