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Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismima ayrilmistir. Ik-
inci boliimde, temel tanim ve teoremler verilmistir. Ayrica, M,y Morrey uzaylari
ve M, genellestirilmis Morrey uzaylar1 tamtilarak temel ozellikler yer almigtir.
Bununla birlikte, Riesz potansiyelinin ve genellestirilmis kesirli integral operator-
lerinin genellestirilmis Morrey uzaylarinda simirhiligi ile ilgili calismalar incelenmigtir.
Ugtincii boliimde, p fonksiyonu tizerine uygun kosullar konularak I, genellestirilmis
kesirli integral operatoriiniin Morrey uzaylarinda Spanne-Guliyev tipi ve Adams-
Guliyev tipi sinirliligi ispatlanmistir. Dordiincii boliimde, p ve ¢ fonksiyonlar: tizerine
uygun kosullar konularak I, genellestirilmis kesirli integral operatoriiniin genellestir-
ilmis Morrey uzaylarinda Spanne-Guliyev tipi ve Adams-Guliyev tipi sinirliligi ispat-

lanmigtir. Besinci boliimde tartisma ve sonug yer almaktadir.
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Morrey spaces and M,, , generalized Morrey spaces are introduced and their funda-
mental properties are given. Additionally, the study on the boundedness of Riesz
potential and generalized fractional integral operators on generalized Morrey spaces
are investigated. In the third chapter, putting appropriate conditions on the function
p the Spanne-Guliyev type and Adams-Guliyev type boundedness of the generalized
fractional integral operator I, on Morrey spaces are proved. In the fourth chapter,
putting appropriate conditions on the functions p and ¢ the Spanne-Guliyev type
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tor on generalized Morrey spaces are proved. The fifth chapter is devoted to the

discussion and conclusion.
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1. GIRIiS

Harmonik analizin klasik operatorlerinden maksimal operator, Riesz potansiyeli ve
singiiler integral operatorlerinin Lebesgue ve Morrey uzaylarindaki simirlilig ile ilgili
bugiine kadar bir¢ok ¢aligma yapilmigtir. Bu caligmalarin kismi tiirevli diferensiyel
denklemler teorisinde birgok uygulamalari vardir. 0 < A < n,1 < p < o0 ve

loc n b
f € Ly (R") olmak iizere

_2
1710 = 1Lt ey = S0 67 1 0
t>0

olacak bi¢gimdeki tiim fonksiyonlarin sinifina Morrey uzay: denir ve bu fonksiyonlarin
siifi M, \ (R") ile gosterilir. Morrey uzaylari, 1938 yilinda Morrey tarafindan ikinci
dereceden eliptik kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin lokal davraniglarini aragtir-
mak ve lokal diizgiinliigiin Lebesgue uzaylarindan daha kesin oldugunu agiklamak
amactyla tanimlanmistir. Morrey uzaylarinin Navier-Stokes denklemleri, Schrédinger

denklemleri ve potansiyel teorisinde de genis uygulamalar1 vardir.

r € R" ve r > 0 olmak iizere B (x,r), x merkezli r yarigaph yuvar olsun. f €
LP¢(R") olmak tizere M, kesirli maksimal operator ve I, Riesz potansiyeli sirasiyla

Akﬂ@—&m@@wﬁ“?/(JﬂM@, 0<a<n,
B(z,r

r>0

Iaf(x):/RM O<a<n

n |z — gyl
olarak tamimlanir. o = 0 alimirsa M = M, Hardy-Littlewood maksimal operatorii

elde edilir. Burada |B(z,r)|, B(x,r) yuvarmin Lebesgue dl¢iisiidiir.

p : (0,00) — (0,00) pozitif dlgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere R" de uygun f

fonksiyonlar: i¢in /, genellegtirilmis kesirli integral operatorii (genellestirilmis Riesz

potansiyeli)
pllz —yl)
I f(x) = / o JWdy
P ( ) .- | T — y|n ( )
olarak tammlanir. p(f) = t* alimrsa ;o = I, Riesz potansiyel operatorii elde

edilir. I, genellestirilmis kesirli integral operatorii ilk olarak Guliyev (1999, 2001)
1



ve Nakai (2001) tarafindan caligilmigtir. Son zamanlarda o6zellikle Morrey uzay-
larinda bir¢ok matematik¢i tarafindan /, genellestirilmis kesirli integral operatorii
ile ilgili cahsmalar yapilmaktadir. Nakai, I, genellestirilmis kesirli integral oper-
atortiniin M, ,, genellestirilmis Morrey uzaymdan M, ye simurhhgm uygun ¢ ve
1 fonksiyonlar1 alarak ispatlamistir. I, genellestirilmis kesirli integral operatériiniin
M, genellestirilmis Morrey uzaymdan M, , ye smurhhg ile ilgili Nakai (2002),
Eridani (2002), Gunawan (2003), Eridani, Gunawan ve Nakai (2004), Gunawan ve
Eridani (2009), Sawano (2010), Eridani, Gunawan, Nakai ve Sawano (2014) gibi

bir¢cok matematikci tarafindan caligmalar yapilmistir.

Yukarida bahsedilen ¢aligmalarda ¢, ve ¢, fonksiyonlar: iizerine gesitli monotonluk

kosullar1 konularak ispatlar yapilmigtir.

Guliyev (2009) ¢, ve ¢, fonksiyonlarinin monotonlugu ile ilgili kogullar1 kullanmadan
lokal Guliyev esitsizligi

oo

n _n_q
oSz, By St /7" Nl By 9
t

ve noktasal Guliyev esitsizligi

o0

Lo f(2)] < M () + / R T

r

adim verdigimiz esitsizlikleri kullanarak I, Riesz potansiyel operatoriiniin M,
genellestirilmis Morrey uzaymdan M, ., genellestirilmis Morrey uzayina Spanne ve

Adams tipi sinirliliklarini ispatlamigtir.

Bu ¢alismanin amaci, I, genellestirilmis kesirli integral operatoriiniin M, , Mor-
rey uzaylarinda ve M, , genellestirilmis Morrey uzaylarinda Spanne ve Adams tipi

sinirlihigini Guliyev metodu ile ispatlamaktir.

Bu amagcla, Spanne-Guliyev tipi sinirlilik igin lokal Guliyev esitsizligi

n _n_q
HIprLq(B(x,t)) < ||f||Lp(B(g;,2t)) + 9 /T »p(r) ||f||Lp(B(z,r)) dr
2t

2



ve Adams-Guliyev tipi sinirlilik icin noktasal Guliyev esitsizligi

o0

11, f ()] Sp(t)Mf(ﬂfH/?“zlp(T) 1A, By @7

t
genellestirilerek ispatlanmigtir. Elde edilen bu esitsizlikler kullanilarak asagidaki

orjinal sonuclar ispatlanmigtir:

i) (Spanne-Guliyev) 1 < p < ¢ < oo, olsun. Bu durumda I, operatorii, p > 1 icin
M, » Morrey uzayindan M, , Morrey uzayma ve p = 1 i¢in M, y Morrey uzaymdan

WM, zayif Morrey uzayima siirhdir.

it) (Adams-Guliyev) 1 < ¢ < oo olsun. Bu durumda I, operatorii, p > 1 igin M,, \
Morrey uzaymdan M, Morrey uzaymma ve p = 1 icin M; ), Morrey uzayindan

WM, » zayif Morrey uzayima smirhdir.

ii1) (Spanne-Guliyev) 1 < p < oo olsun. Bu durumda I, operatérii, p > 1 icin M, .
genellestirilmis Morrey uzaymdan M, genellestirilmis Morrey uzayma ve p = 1
icin My, genellestirilmis Morrey uzaymdan WM, .. genellestirilmis zayif Morrey

uzayina sinirhdir.

iv) (Adams-Guliyev) 1 < p < 00, ¢ > p olsun. Bu durumda I, operatorii, p > 1 igin
M 1 genellestirilmis Morrey uzayindan M 1 genellestirilmis Morrey uzayina ve
X a.p

p = 1 i¢gin M, genellestirilmis Morrey uzayindan WM genellestirilmiy zayif
q’%o

1
q

Morrey uzayma siirhidir.

Tezde elde edilen bu sonuclar, bu giine kadar I, ve I, operatorleri i¢in elde edilmis
olan sonuglar1 birer 6zel hal olarak kapsamaktadir. Dolayisiyla, bu tezde elde edilen

sonuclar 6nceki tiim sonuclarin bir genellestirilmesidir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci béliim giris kismina ayrilmistir. Tkinci
boliimiin ilk kisminda, konu ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir. Ikinci
ve {iclincii kisminda Morrey uzaylar1 ve genellestirilmis Morrey uzaylar: tanitilarak
temel ozellikleri incelenmistir. Daha sonra, Riesz potansiyelinin ve genellegtirilmig
kesirli integral operatorlerinin genellestirilmis Morrey uzaylarinda simirhiligr ile ilgili

calismalara yer verilmistir.



Uciincii ve dordiincii boliimler tezin orjinal kisimlaridir. Ugiincii boliimde, 1 ,» genellestir-
ilmig kesirli integral operatorlerinin M, y Morrey uzaylarinda Spanne ve Adams tipi

sinirliligy p tizerine uygun kosullar konularak Guliyev metodu ile ispatlanmigtir.

Dordiincti boltimde, p ve ¢ fonksiyonlar: tizerine uygun kosullar konularak I, genellestir-
ilmis kesirli integral operatorlerinin M, , genellestirilmis Morrey uzaylarinda Spanne

ve Adams tipi sinirlihigr Guliyev metodu ile ispatlanmigtir.
Beginci boliimde, tartisma ve sonug yer almaktadir.

Calismamizda, C' > 0 bir sabit olmak iizere A < C'B saglamyorsa A < B gosterimi

kullanilacaktir. Ayrica A < B ve B < A saglanmiyorsa A =~ B ile gosterilecektir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1 Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1 (Topolojik Vektér Uzayi) X bir topolojik Hausdorff uzay: olsun.

X x X ve C x X topolojik ¢arpim uzaylarindan X uzayima olan
(wy) =2 +y ve (63)—ex

doniisiimleri siirekli ise bu durumda X uzayma bir topolojik vektor uzayidir denir.
Burada C, Oklidyen metrigi tarafindan belirlenmis olan alisilmis topolojiye sahiptir

(Adams ve Fournier 2003).

Tanim 2.1.2 (Fonksiyonel) Bir X vektor uzayi iizerinde tanimlanan skaler degerli

bir fonksiyona fonksiyonel adi verilir. Eger z, y € X ve a, b € C olmak iizere

flax +by) = af (x) +bf (y)

ise f lineerdir denir. X bir topolojik vektor uzay:r olsun. Eger bir fonksiyonel X

uzayindan C ye siirekli ise X iizerinde siireklidir denir (Grafakos 2008).

Tanim 2.1.3 (Dual Uzay) Bir X topolojik vektor uzay iizerindeki biitiin siirekli,
lineer fonksiyonellerin kiimesi X in duali olarak adlandirilir ve X' ile gosterilir.
Noktasal toplama ve skalerle carpma altinda X' bir vektor uzayidir: f, g € X',

x € X, ¢ € C olmak iizere

(f+9) (@) =f@)+g(=),  (cf)(@)=cf(2)

tanimlanir (Grafakos 2008).
X' i¢in uygun bir topoloji belirlenirse bu durumda X' bir topolojik vektor uzay

yapilabilir.
Tanim 2.1.4 (Normlu Uzay) X bir K cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. Eger

X =Rz —
5



doniistimii Vo, y € X ve Va € K icin

(N1) ||z|]| >0 ve ||z]| =0 x=4,

(N2) [laz|| = |a] [[=]],

(N3) [l +yll < [lzll + [yl

ozelliklerini sagliyorsa bu doniigsiime X iizerinde norm adi verilir. (X, ||.||) ikilisine

bir normlu vektor uzay1 denir. (X, |.]|) normlu uzay: kisaca X ile gosterilir.

Tamm 2.1.5 (N3) esitsizliginde ||z +y|| < C(||z]| +||y]|), C > 0 olmasi duru-

munda bu doniisiime quasi-norm adi verilir.

Tamim 2.1.6 (Banach Uzayi1) Eger X normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X te
bir limite yakinsiyorsa X uzayma bir Banach uzayidir denir (Grafakos 2008).

Tanim 2.1.7 (Pseudo-metrik) p : X x X — [0,00) bir fonksiyon olsun. p
fonksiyonu

(1) plz,y) =0 &z =y,

(i) p(z,y) = p(y,2),

(12i) C' > 0 dyle ki p (z,2) < C(p(z,y) + p(y,2))

ozelliklerini sagliyorsa p ya pseudo-metrik denir.

Tanim 2.1.8 (Operatér) Fonksiyonlar kiimesini fonksiyonlar kiimesine doniigtiiren

bir doniisiime operator denir.

Tanmim 2.1.9 Bir T operatorii agagidaki ozellikleri gerceklerse 1" ye lineerdir denir:
(7) T nin D (T) tamm bolgesi bir vektor uzayr olup R (T") deger bolgesi, ayni cisim
iizerinde bir vektor uzayidir.

(77) Her z,y € D (T) ve « skaleri igin,
T(x+y) = Te+Ty
T(ax) = oTx
gerceklenir.

Tanim 2.1.10 X, Y normlu uzaylar ve D (T) C X olmak iizere, T : D(T) — Y
lineer operator olsun. Eger her x € D (T) igin, ||Tz|| < A||z|| olacak sekilde bir

A > 0 reel sayis1 varsa, T operatoriine sinirhidir denir.
6



Bir T' operatoriiniin normu || 7] = sup 122 ile tanimlamr (Kreyszig 1989).

sen(r) 7
2£0
Tanim 2.1.11 XY normlu uzaylar, D (T') C X olmak iizere, T : D (T) — Y bir
operator ve xg € D (T) olsun. Eger verilen her € > 0 sayisina karsilik, ||z — z¢]| < 6
kosulunu gergekleyen her x € D (T) igin, ||Tz — T'zo|| < e olacak sekilde bir 6 > 0

sayis1 varsa 1" ye xg da siireklidir denir.

Teorem 2.1.12 X ve Y normlu uzaylar ve D (T') C X olmak tizere, T': D (T') = Y
lineer operator olsun. Bu durumda 7" nin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul T’

nin sinirh olmasidir (Kreyszig 1989).

Tanim 2.1.13 (Cebir) X bir kiime olsun. Eger X in alt kiimelerinin bir ¥ simfi
icin agagidaki ozellikler saglaniyorsa bu durumda ¥ sinifina X iizerinde bir cebirdir
denir:

(1) X € &,

(i7) Her E € ¥ igin B¢ = X\F € &,

(iid) k= 1,2, ...,n icin Ej, € T ise kLiJlEk ey

Eger (iii) sart1 yerine “Her n € N igin F, € ¥ = n(EJ:lEn € X7 gart1 konulursa 3

cebirine bir o— cebir ad1 verilir.

Tanim 2.1.14 (R* Oklid uzay1) z = (21,....2,) ve ¥y = (Y1, ..., ¥n), R” de

vektorler olmak iizere R™, n—boyutlu Oklidyen uzay1 (v,y) = > x;y; i¢ ¢arpim
j=1

ile donatilmig R™, n—boyutlu reel uzayidir. Burada x vektoriiniin mutlak degeri

" 3
|z| = (Z ZB?) ile tanimlanir.

j=1
Tanm 2.1.15 (Olgiilebilir uzay) X bir kiime ve ¥, X ftizerinde bir o—cebiri

olsun. Bu durumda (X, ) ikilisine bir sl¢iilebilir uzay, > daki her bir kiimeye de

Y-olgiilebilir kiime veya kisaca olciilebilir kiime ad1 verilir.

Tanim 2.1.16 (Olgii) (X, %) bir slciilebilir uzay olsun. ¥ iizerinde tanimh
genigletil-mis reel degerli bir ;1 fonksiyonu

(1) (D) =0,
(i7) Her A € ¥ igin p (A) > 0,



(7ii) Her ayrik (A,) dizisi i¢in u ( U An) = > u(4,)
n=1 n=1
ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyona 6l¢ii denir. Eger her A € 3 icin u (A) < oo ise

1 ye sonlu 6lcii adi verilir.

Tanim 2.1.17 (Dig 6lgii) X bir kiime ve P (X) de X in kuvvet kiimesi olsun.

P (X) iizerinde tanimli, genisletilmis reel degerli bir p* fonksiyonu
() p= (@) =0,

(i7) Her A € P (X) igin p* (A) > 0,

(1) A C B C X igin pu* (A) < pu* (B),

(iv) Her bir n € N igin A,, € P (X) ise u* ( Ejl An) < il ¥ (Ap)

sartlarini saglarsa p* fonksiyonuna X iizerinde bir dig 6l¢iidiir denir.

Tanim 2.1.18 (/;), R nin siurh ve agik alt araliklarimin bir dizisi ve

Ta= {([k) AC U[k}

olsun. P (R) iizerinde

m*(A) = inf{Zl(Ik) (L) € TA}

olarak tamimlanan m* bir dig ¢lgiidiir. Bu dig olgiiye Lebesgue dig 6lciisii denir.
Lebesgue dig olgiisti R nin her bir alt araligina onun uzunlugunu karsilik getirir.

n—boyutlu R™ uzayinda Lebesgue dig 6lciisiinii tanimlamak igin
I={zr:a;<x;<0b;, i=1,..,n}

n—boyutlu kapali araliklarin1 goz 6niine alalim. Bu araliklarin hacimleri

v ([) :H(bl-—ai)

=1

bi¢imindedir. Keyfi bir £ C R" kiimesinin Lebesgue dig 6lgiisii

m* (E) = inf {Zv (Ix) : E C U Iy, I bir arahk}
k=1 k=1

ile tamimlanir. VA C R” igin eger

m* (A) =m* (AN E) +m* (AN (R" — E))
8



ise I/ kiimesine Lebesgue ¢lgiilebilirdir denir.

Tanim 2.1.19 M (R, m*), m* dis dlgiisiine gore dlgiilebilen R nin alt kiimelerinin
smifi olsun. m* Lebesgue dig 6lgiisiiniin M (R, m*) simfina da B (R) Borel sinifina

olan kisitlanmasina Lebesgue olgiisii denir, m ile gosterilir.

Tanim 2.1.20 (Olgiilebilir fonksiyon) (X, %) bir slciilebilir uzay ve f: X — R

bir fonksiyon olsun. Eger Va € R igin
fa,+c])={zecX:f(z) >al e X

oluyorsa f ye olciilebilir fonksiyon denir. X iizerindeki olgiilebilir fonksiyonlarin
ailesi M (X, Y) ile gosterilir. Ayrica (X, X)) bir ol¢iilebilir uzay olmak tizere X deki

negatif olmayan olgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi M™ (X, X)) ile gosterilir.

Tanim 2.1.21 (X, 3, ) bir 6lgii uzay1 olsun. Eger bir énerme 6lgiisii sifir olan bir

kiime digsinda dogru ise, o 6nerme hemen her yerde dogrudur denir.

Tanim 2.1.22 (Destek) f () # 0 sartim saglayan = noktalarimin kiimesinin ka-

panigina f fonksiyonunun destegi denir ve

suppf = {x: f(z) # 0}
ile gosterilir.

Tanim 2.1.23 (Diizgiin Fonksiyon) Bir bolge iizerinde her mertebeden siirekli

tiirevlere sahip olan bir f fonksiyonuna diizgiin fonksiyon denir.

Tanim 2.1.24 (Karakteristik Fonksiyon) A C R” olsun.

1, z€eA
0, z¢ A

XA =

ile tammlanan x , fonksiyona A nin karakteristik fonksiyonu denir (Grafakos 2008).

Tamm 2.1.25 (L, Uzay1) (X, X, p) bir 6l¢ii uzay: olsun. 0 < p < oo olmak tizere

L,= f€M(X,E):/|f|pd,u<oo
X

9



kiimesine p-inci kuvvetten mutlak integrallenebilen fonksiyonlar smifina L, uzayi

denir. L, uzaymda bir f fonksiyonunun normu

Qlflpdu>p , 1<p<oo

esssup|f (z)] , p=o0
zeX

I1F1l, =

ile tanmimlanir (Grafakos 2008).

Tamim 2.1.26 f olciilebilir bir fonksiyon olmak iizere her kompakt K kiimesi

tizerinde

K/|f|du<oo

ise f fonksiyonuna lokal integrallenebilirdir denir (Grafakos 2008).

Lemma 2.1.27 (Holder esitsizligi) p > 1 ve % + % = 1 olmak tizere f € L,,

g € L, olsun. Bu durumda fg € L; ve

IFglly < A1, gl

saglanir. Bu egitsizlige Holder esitsizligi denir (Sadosky 1979).

Lemma 2.1.28 (Minkowski esitsizligi) p > 1 igineger f, g € L, ise (f +¢g) € L,

ve

1F+gll, <1171, + llgll,

dir. Bu egitsizlige Minkowski esitsizligi denir (Sadosky 1979).

Lemma 2.1.29 (Genellestirilmis Minkowski Esitsizligi) 1 < p < oo, (X, u) ve
(Y, v) olgiilebilir uzaylar olsun. f, (X, ) x (Y, v) garpim uzay: iizerinde olgiilebilir
bir fonksiyon olmak {izere

P\ :

[ [ 1etan ) aw)| < [ [ueoraw) aww

Y X X Y

esitsizligi saglanir (Grafakos 2008).
10



Teorem 2.1.30 (Fubini) n > 0, v > 0 olmak iizere (X, 7n) ve (Y, v) 6lgii uzaylar
ven®@uv, X XY iizerinde tamimh garpim 6l¢iisii olsun. Bu durumda F(z,y), n ® v-

integrallenebilir ise

//F(m,y)dn@v = / /F(w,y)dn dv
_ / /F(x,y)dv i

egitligi saglanir. Burada X =Y = R ise n = v Lebesgue 6l¢iisiidiir. Bu durumda
R? de n ® v = dz1dz,y dir (Sadosky 1979).

Tanim 2.1.31 (Konvoliisyon) f ile g dlgiilebilir fonksiyonlar olsun. R™ de f ile

¢ nin konvoliisyonu

(f * 9)(z) = / F)g(e — y)dy

bi¢iminde tanmimhidir (Neri 1971).
Teorem 2.1.32 (Young) Eger f, g € L; ise bu durumda h = f % g hemen her

yerde vardir ve L, e aittir. Ayrica

1Al < 11 £1l Nlglly

saglanir (Neri 1971).
Teorem 2.1.33 (Young) 1 < p < oo olsun. Eger f € L, ve g € L, ise bu durumda

h = f * g hemen her yerde vardir ve L, uzayina aittir. Ayrica

120, < W F1l, Nlglly

esitsizligi gerceklenir (Neri 1971).
Teorem 2.1.34 (Young) f € L, ve g € L, olsun. Eger h = f * g ise bu durumda
h e L, ve
120l < [1£11, Tl
saglanir. Burada % + é > 1 ve % = % + é — 1 dir (Neri 1971).
R™ iizerinde dx = dx;...dz, ile Lebesgue olgiisiinii gosterecegiz. R™ uzay iizerinde

bir f fonksiyonunun Lebesgue integrali

/f(x)d$=/---/f(xl,...,xn)dxl...dxn
11



ile gosterilir. Cok kath integrali kutupsal koordinatlarda ifade etmek ¢ogu kez kul-
lanigh olmaktadir. r = |z| olsun ve S"™' = {z : |z| = 1} ile birim kiirenin yiizeyini
gosterelim.

[ f (|z]) dz integralinin hesab igin;

%ng r<oo, 0<6q,..,0, o<m 0<60,_1 <27 olmak iizere

r1 = rcos by

Ty = 1 8in #; cos O

T3 = rsin #; sin 05 cos 05

Ty, =rsinf;sinb,...sinb,,_

doniistimii yapilir. Bu doniistimiin Jakobiyeni

n—1
J(r, 01, .., 0p_1) =11 H (sin Gj)"flfj
j=1
olarak hesaplanir. Bu durumda
o 7 T 2
/f(|x|)dx _ ///.../f(r)J(r,&)dﬁl...dé’n_ldr
Rn 000 0
0 o 2w
= /r”lf (r) dr/// (sin6,)" " db;...d6,
0 oo o J7t

= wpo1 | f(r)r"dr
/

elde edilir. Burada w,,_1, birim kiirenin yiizey alanidir. Genel olarak

/f(|a:|)dx = //f(rsin@l,...,rsin@l...sinen1)7""ldrdﬁl...d9n1
Rn

0 gn-—1
= / / f(r,0)r" *dodr
0 gn-—1
olarak yazilir. dz hacim elemani, dzv = r" ‘drdo dir. Burada do, S"! {izerinde dz

tarafindan belirlenen yiizey ol¢iisiidiir.

Teorem 2.1.35 £ C R", |E| < oo olsun. Eger r < s ise bu durumda L, (E) C

L, (F) saglanir (Neri 1971).
12



Tanim 2.1.36 Bir s fonksiyonunun goriintii kiimesi sonlu elemandan meydana geli-

yorsa s ye bir basit fonksiyondur denir.

Teorem 2.1.37 Eger 1 < p < oo ise L, deki basit fonksiyonlarn kiimesi L, de

yogundur (Adams ve Fournier 2003).
Tanim 2.1.38 1 < p, ¢ < oo olmak iizere
T:L,R")— L, (R")
bir operatér olsun. Eger Vf € L, (R") icin
ITfll, < Al

olacak bi¢imde f den bagimsiz bir A > 0 sabiti varsa T operatoriine kuvvetli (p, q)
tipindendir denir.

i bir olgii olmak {izere eger Va > 0 igin

A q
wie s ITF ()] > ) < ( ”j”ﬁ) g <00

olacak bigimde a ve f den bagimsiz bir A sabiti varsa 7' doniigiimiine zayif (p, q)

tipindendir denir (Sadosky 1979).

Teorem 2.1.39 (Riesz-Thorin) 1 < pg, p1, G, @1 < 0o olmak iizere T, (po, qo) ve

(p1,q1) tipli bir operator olsun. Bu durumda

1 1-6 46

1 1-6 0
, - = +— (0<6<1)
b Do 1 q qo0 qQ1

olmak iizere T, (p, q) tipli bir operatordiir (Sadosky 1979).

Teorem 2.1.40 (Marcinkiewicz) T alttoplamsal operatér ve py < qo, p1 < q1 ve
qo # ¢ olsun. Ayrica T operatorii zayif (po, qo) ve zayif (p1, 1) tipli operator olsun

ve p ile q

1 1—-6 0 1 1-6 4

- = +—, -—-= +—,(0<0<1)
p Po p1 q do q1

bigiminde tamimlansin. Bu durumda 7" operatérii (p, ¢) tipli operatordiir (Sadosky

1979).
13



Lemma 2.1.41 (Hardy Esitsizligi) 1 < p < ¢ < o0, v ve w 0lgiilebilir, (0, c0)
tizerinde pozitif ve azalan iki fonksiyon olsun. Bu durumda C| ¢ fonksiyonundan

bagimsiz bir sabit olmak iizere

[ee) t q % o] %
/ /gp(s) ds | w(t)dt] <C /gp(t)pu(t) dt (2.1)
0 \o 0
esitsizliginin saglanmasi icin gerek ve yeter kosul
K = sup /w(t) dt /V(t)lpl dt < 0 (2.2)
r>0
r 0

olmasidir. Burada p 4+ p’ = pp’ dir. Ayrica (2.1) i saglayan en iyi C' sabiti

K<C<k(pqK (2.3)
bi¢imindedir.

(2.3) deki k (p, q) sabiti

k) =0t )7 k(a) = b (d)7 veyak(p,q>=(1+§) (1+%)

gibi farkli bigimlerde verilebilir (Mazya 1985).

Lemma 2.1.42 (Hardy Esitsizligi) 1 < p < ¢ < o0, v ve w 0lgiilebilir, (0, c0)
tizerinde pozitif ve azalan iki fonksiyon olsun. Bu durumda C, ¢ fonksiyonundan

bagimsiz bir sabit olmak iizere

J(Joore) com) <c(Jowvma) e

esitsizliginin saglanmasi icin gerek ve yeter kosul

T q o0 p’

K; = sup /w(t) dt /y(t)l_p/ dt | <oo
r>0
0 r

olmasidir. (2.4) ii saglayan en iyi C sabiti K; < C < k(p, q) K esitsizligini saglar

(Mazya 1985).
14



Teorem 2.1.43 (Lebesgue yakinsaklhik) (X, X, i) bir 6l¢ii uzayi, g : X — [0, o0
integrallenebilen bir fonksiyon ve f, fi, fo ... X iizerinde Y —ol¢iilebilir reel degerli

fonksiyonlar olsun. Eger h.h.x icin

lim f, () = f ()

n—oo

ve

Vn € Nicin|f, ()] < g(x)

ise bu durumda f ve f, integrallenebilirdir ve

im | fde = [ £
X b
dir (Grafakos 2008).

Teorem 2.1.44 (Monoton Yakinsaklik Teoremi) (X, u) bir olgii uzay1 ve
(fn) de M (X, Y) daki fonksiyonlarin monoton artan bir dizisi olsun. (f,,) dizisi f

X/ fdy = lim X/ Fudp

Simdi Morrey uzaylarim tanitip baz temel 6zelliklerini verelim.

fonksiyonuna yakinsar ise

dir (Grafakos 2008).

2.2 M, » Morrey Uzaylar:

Bu kisimda, Morrey uzaylar: tanitilacak ve bu uzayin bazi cebirsel 6zelliklerine yer

verilecektir.

Tanim 2.2.1 0< A <n, 1 <p<oove f € Llffc (R™) olmak iizere

A
”f”/\/tpyA = Hf”Mp,A(Rn) = fgﬂgf r ||fHLp(B(x,t)) <00
t>0

olan tiim f fonksiyonlarin sinifina Morrey uzayi denir ve bu fonksiyonlarinin sinifi
M, (R™) ile gosterilir (Morrey 1938).

Yukaridaki kosullarla tanmimlanan norm ile M,y (R™) uzay1 bir Banach uzayidir.
M, (R™) uzaylarimin cebirsel 6zellikleri hakkinda bazi temel sonuglar agagida ver-
ilmigtir.

15



(1) A =0 oldugunda
Mo (R") = L, (R")

bilinen Lebesgue uzayidir. Gergekten,

_0
sup t » .
S &7 e, s
t>0

11|ty o )
= ms;llgl Hf“Lp(B(r,t))
>0

= fllz,@m

elde edilir.
(77) A = n oldugunda
Mpn (R") = Loo (R")

WL, (R") zayif L, (R") uzayidir ve

_1
1Al =wn” £,

esitligi gergeklenir. Gergekten, f € Lo, (R") olsun. Bu durumda,

S =

1
/ F@Pdy | <wb 1],
B(z,r)

elde edilir. Buradan f € M, , (R") bulunur ve

1
AT

saglanir. f € M, ,, (R") olsun. Temel Lebesgue Teoremi’ ne gore

: 1 P du = | f ()P
fin s [ @)y = 1f (@)

B(z,r)

dir. Bu durumda,

D=

: 1 P 7%
F@) = |t s [ Py | <wi Il
B(

z,r)

elde edilir. Boylece f € Lo (R™) dir.
16



(i7i) A < 0 veya A > n iken M, 5 (R") = O olup burada ©, R" de 0 a denk olan
fonksiyonlarin kiimesini belirtmektedir (Stein 1970).
Ayrica 1 < p < oo, f € WLK(R") olmak tizere zayif Morrey uzayr WM, 5 (R")

2
HJCHW/\/l;,,A = Hf”WMP,)\(R") = Sélﬂgt P ||fHWLp(B(z,t)) <00
X
>0

olacak bi¢imdeki fonksiyonlari kiimesini belirtmektedir. Burada WM,, \ (B (x, 7)),

”fHWLp(B(x,r)) = HfXB(I»T)HWL,,(Rn)
= supt|{y € B(z,7): [f(y)] >t}

zeR™

kosulunu saglayan zayif L, uzayinda olciilebilir fonksiyonlarin uzayidir. Ayrica,
WL, (R") = WM, (R")
esitligi de saglamir. || fllyyr , < [fllag,, ve bSylece My (R™) C WM, (R)

saglanir.

Teorem 2.2.2 1 <p<qg<oo,\,u>0ve2=2 < E2 olsun. Bu durumda,

My — Mpa

gémiﬂmesi gergeklenir.

Ispat. o7 ile 7 / eslenik olmak tizere Holder esitsizliginden

1-2 B

[ rwra = | [ [ 1rwrray
B(z,r) B(z,r) B(z,r)
< (o)t f (y)|" dy
B(z,r)
< (o) TE R L [ ) dy
B(z,r)

yazilabilir. Ayrica,

N\ — _
1 < £—n @)\<n<1—]—))+ug
p q q q
(f)”(1_5)+“5 - <1)A
d — \d
o (=)l < (=) +uE-A
17



elde edilir. Bu ifadeler yerine yazilirsa

B =
_

[l S| [ irwra
B(z,r) B(z,r)
bulunur. Boylece || f|| Myy S 1/l s, gerceklenir.
Bu caligmanin temel esitsizliklerinden biri olan Hardy-Littlewood-Sobolev esitsizligi

(1930) asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 2.2.3 1 < p < ¢ < oo olsun. [, operatoriiniin L,(R") den L, (R") ye smirh

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a = 2 — % olmasidir. Ayrica,

n
p
oSz, S I,

esitsizligi gergeklenir. Bununla birlikte p = 1 < ¢ < oo igin [, operatorii L, (R™)
den W L, (R") ye smirhdir.

Spanne ve Adams I, Riesz potansiyelinin M,y Morrey uzaylarinda simirhihgim is-

patladi. Bu sonugclar1 agagidaki gibi ¢zetleyebiliriz:

Teorem 2.2.4 (Spanne) 0 < a < n,1 < p < 2,0 <A < n—apolsun. Ayrica

_nA_ B loc (o
2,5 ="Lve fe Ly (R") olsun. Bu durumda,
Mo fllmg e S Wl ag
esitsizligi gergeklenir, buna gore I, operatorii M,,  den M, , ye sinirhdir (Spanne 1969).

Teorem 2.2.5 (Adams) 0 < a<n,1<p<20<A<n—apvea=2—"2o0lsun.

o >
Bu durumda f € LI*° (R") olmak iizere

s}

Mafllar, , S 1L,

esitsizligi gergeklenir, buna gore I, operatorii M, y den M, » ye stmirhdir (Adams 1975).

Simdi 7, Riesz potansiyel operatorii ile M, kesirli maksimal operatorii arasindaki

iligskiyi ifade eden asagidaki teoremi yazabiliriz.
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Teorem 2.2.6 0 < a < n olmak iizere

C]
Mo f(x) <wvi Lo ([f]) (2)
esitsizligi gergeklenir. Burada v,, R™ de birim yuvarin hacmini belirtmektedir.

Teorem 2.2.4 ve Teorem 2.2.5 dan M, kesirli maksimal operatoriin M, y Morrey
uzaylarinda smirli oldugunu soyleyebiliriz. Simdi M maksimal operatoriin ve I,
operatoriiniin Morrey uzaylarinda simirhiligr i¢in daha giiglii bir sonucu ifade eden

teoremi verelim.

Teorem 2.2.7 1 <p < 00,0 <X <nve fe L (R") olmak iizere

1M Sy, S 1

esitsizligi gerceklenir. Yani M operatorii M, x Morrey uzayinda sinirhdir (Chiarenza

ve Frasca 1987).

Teorem 2.2.8 1 <p<oo,0<A<n—apve f € Llff‘: (R™) olmak iizere

Mt N, S 1L,

esitsizligi gerceklenir. Buna gore I, operatorii M, \ den M, 5 ye sinirhidir (Chiarenza

ve Frasca 1987).

Simdi, M, , genellestirilmis Morrey uzaylarmi tanitalim.

2.3 M, , Genellestirilmis Morrey Uzaylar:

Tanmim 2.3.1 1 < p < oo ve ¢ : R" x (0,00) — (0,00) de porzitif dlgiilebilir bir

fonksiyon olsun. f € LY (R") olmak iizere

_ _ -1 -
1, = 1L, oy = fgﬂg@(xar) 1B, )| 7 [ fllr, B <
r>0

olacak bigimde sonlu quasinormu ile tanimh f fonksiyonlarinin sinifina genellestir-

ilmig Morrey uzay1 denir ve M, , (R") ile gosterilir (Guliyev ve Shukurov 2013).
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Ayrica f € LI (R™) olmak iizere WM,,, (R") genellestirlimis zayif Morrey uzay1

_ — -1 -3
||f||w/\/1,w = ||f||WMp,¢(Rn) = Iseuéi e(@,r)"" |Blz,r)|" ||f||WLp(B(q;,r)) < 00
r>0

olacak bigimde tiim fonksiyonlarin uzayidir. Bu tanima gore ¢(x,r) = ro secilirse

Mpr = My, (R") | A—n

p(ar)=r"P

WMPA = WMIW‘ A-n

p(zr)=r P

sirasiyla M, y Morrey uzay1 ve WM, 5 zayif Morrey uzay1 elde edilir.

Lemma 2.3.2 ¢ : (0,00) — (0,00) pozitif dlgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere
asagidaki kosullar gergeklenir:
) @ h.h. azalandir, buna gore ¢ < r = o(r) < Cip(t) dir.
i) @ h.h. azalan ise Cop(2r) < f W gt < Cyp(r); Cy, C > 0 dir.
m) ( )P h.h. artandir, buna gore t<r=t"(t)? < Cyr™o(r)P dir.

tn

©

(

(

v ) h.h. azalandir, buna gore t < r = ‘P T) < C’ 2@ qir.
(iv) £ g

v fonksiyonu Dini kosulunu saglar, buna ore ‘p t) dt < oo dur.
(v) @ y g g

(

vi) ¢ fonksiyonu doubling kogulunu saglar, buna gore 3 L <t F<2= § w((i)) < Cs

tiir.

(vii) ¢ fonksiyonu doubling kogulunu saglar ise ¢(r) < C7 [ “DTdt Vr > 0 dir.
0

(viii) ¢ fonksiyonu doubling kogulunu saglar ise Csp(r) < % < Cop(r) dir.

%%%M

ok+1y
. . . o . (t) k .
(iz) ¢ fonksiyonu doubling kosulunu saglar ise [ £2dt = ¢(2r),Vk € Z dir.
2k

(z) ¢ fonksiyonu integral kogulunu saglar buna gore [ @dt < Chop(r),Vr > 0 dir.

(z1) ¢ fonksiyonu integral kosulunu saglar, buna gére [ ¢(t)P% < Cyyp(r)? dir.
(alismamiz boyunca, yukarida ¢ fonksiyonu igin saglanan tiim kosullarin negatif

olmayan olciilebilir p fonksiyonu i¢in de saglandigini kabul edecegiz.
Teorem 2.3.3 1 < p < oo,r <t < 2r olmak tizere ¢(x,r) i¢in

Cro(z,r) < o(z,t) < Co(z,7) (2.5)
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doubling kosulu saglanir. Burada C' > 1;¢,r ve x € R" den bagimsizdir. Ayrica ¢

fonksiyonu icin

/to‘pgo(x,t)p% < Cr*Po(x,r)? (2.6)
ve o
dt
[ ety < cotwry (27

r

esitsizlikleri saglanir. Burada C' > 0;¢,r ve x € R" den bagimsizdir.
2.4 M, , Uzaylarinda /, Riesz Potansiyel Operatériiniin Simirhilig:

Bu kisimda, I, Riesz potansiyel operatoriiniin M, , (R™) genellestirilmis Morrey

uzaylarinda Spanne ve Adams tipi sinirhiligi ile ilgili yapilan ¢aligmalar incelenmistir.
2.4.1 Spanne tipi smirhilik

Asagidaki teoremde, I, Riesz potansiyel operatériiniin M, , (R") genellestirilmis
Morrey uzaylarinda Spanne tipi sinirhiligini gostermek i¢in Guliyev tarafindan elde

edilmis esitsizlikler verilmektedir.

Lemma 2.4.1.1 (I, i¢in lokal Guliyev esitsizligi)1 < p < 00,0 < o < a=2—u
ve [ € Li¢(R") olsun. Bu durumda p > 1 i¢in
n _n_q
oy oteay S 85 [ 775 Ul ot (28)
t
ve p = 1 igin
n _n_q
Mo lryoton S 65 [ 175 18 ooy dr 29)

t

esitsizlikleri gergeklenir (Guliyev 2009).

Ispat. 1 < p < coolsun. f fonksiyonu f = fi+fo, f1 (v) = f (v) XB@a2r (Y), f2(y) =
F (W) XBe@an (), t > 0 olarak tammlanirsa

Iof (x) = Laf1 (2) + Lo fa (z)

yazilabilir.
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1l <p <ol <ac< %, — = olmak tizere I, operatoriintin L, den L, ye

Q=
D=

sinirhiligindan

Hafillo, @y < Hafillp,@n

< ClAllL,@n

ClA N, B2

elde edilir. Burada C, f den bagimsiz bir sabittir. Ayrica

o)
n _n_q
1 stmey < CFF [ 175 1 ey
2t

oldugu goz oniine alinirsa

o0

_n_q

o il otesy < CFF [ 1787 1l ot 210

2t

olur.

|z — 2| <t,|z —y| > 2t oldugundan |z — 2| <t < |Z;2y‘ yazilabilir. Dolayisiyla

lz -yl = |[v—2z+2—1y
< =zl +|z—y
< t+lz -y
< Sy
_Z_
< 5 y
ve
lz—yl = |z—z+x—y
< lz—al+ |z -y
< t+ |-y
|z —y|
< _
< 5 + |z -y
|z =y
= < |z —
5 < |z —y

elde edilir. Sonug olarak

eyl <l -yl <3l

— |z = T — — |z =

5 Y= =3 Yy
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yazilabilir. Boylece

I < a
Hafollp, (@) < / |z —y|" /
<(x,2t) Lq(B(z,t))
1/ (y)]
< _ Y
< C / p— dy || X (B0 HLQ(R”)
Be(z,2t)

bulunur. g > % secilerek, Holder esitsizliginin uygulanmasiyla

[e.e]

[y a—n e
[ R = s [ i | [ a
Be(x,2t) Y Be(x,2t) z—y|
_ 3 / P / z =y (y) dy | ds
2t JyER™:2t<|z—y|<s}
< € [P iy flo =" as
J a(B(z,5))
1
= o [ Ly ds
Lp(B(z,s)) | _ |n—a—6 q
ot st<la—yl<s \I7 Y
1
o0 S pn—l q
_ -B-1 k. !
- C/S ||f||Lp(B(x,s)) / /p(n—oz—ﬁ)qdpd'r ds
2t n—1 2¢
1
< C/S_ﬁ_l ||fHLp(B(x,s)) (Sn_(n_a_ﬁ)q)qu
2t
e / SASE N FL sy 45
2t
o0
= € [ ey o @2.11)
2t

n _
p

elde edilir. Diger yandan ; =

3Ie

ise & =
q

23
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yazilirsa

[e.o]

a—(2+a)-1
Moty < € [5Gl g0 ds
2t
e / SN L ey 45
2t
o0

< o / S AN ey 4 (2.12)

2t

olur. Boylece (2.10) ve (2.12) nin gdzoniine alinmasiyla (2.8) ispatlanmig olur.

p =11ise r > 0 olmak iizere her B(z,r) yuvar: i¢in norm egitsizliginden

||]af||wL1(B(I7T)) < ||]Otf1||WL1(B(IYT)) + ||Iaf2||wL1(B(zyT>>

yazilabilir. I, operatoriiniin Lygrn) den WLy ye simrhhigindan

Mafilwegse ) < C 1l (2.13)

esitsizligi elde edilir. Burada C, x ve t den bagimsiz bir sabittir. Bu durumda (2.12)
esitsizligi p = 1 igin de gergeklenir. Buradan (2.9) esitsizligi ispatlanmig olur.

Simdi, bu esitsizlik yardimiyla Spanne tipi sinirhiligr verelim.

Teorem 2.4.1.2 1 < p < 00,0 < a < 2,0 = & — 2 olsun ve ¢y (z,7), py(z,7)
fonksiyonlar: icin

N dt

t 901<33‘,t)? < C(,OQ(.CE,’I“) (214)

r

kosulu saglansin. Bu durumda p > 1 i¢in

Hofllamy,, < C Il

ve p =1 icin
Vafllwae, ., < ClFllper

egitsizliklerini saglayan x ve r den bagimsiz bir C' > 0 sabiti vardir. Buna gore
I, operatorii p > 1 igin M, , rny den My, rn) ye ve p = 1 icin M o () den

WM e, @ ye smirhdir (Guliyev ve Shukurov 2013).
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Ispat. 1 < p < oo olmak iizere f € M, o@ny olsun. Teorem 2.4.1.1 ve (2.14) ten

(e o]

1 _n_q
||Iaf||Mw2 < C’stg%) 902(%25)/7“ a ||f||Lp(B(x,7’)) dr
T€R™

IN

t
1 T dr
C su —/ra xr,r)—
Hf”,/\/lp#,l t>g (,02<l’,t) Spl( ) r
rcR? t
1

IN

Cllfll ., Sup Po(z,1)

t
welé)” P2 (l’, )

< Clflly,.

yazilabilir. Ayrica p = 1 olmak tizere f € M, ,wn) olsun. Bu durumda Teorem

2.4.1.1 den ve (2.10) dan

1 _n
”Iozfvavlw2 = Stgg mt ? H[af”WLq(B(x,t))
xeRn )
_n_q
< o o |7 Mluwny
reR™ t
< dr

1
C su —/ra r,r)—
”fHML«pl tgﬂg @2(x’t) SOI( ) r
reR"™ t

1
< C sup ———py(x, t
< COlfll,,, 590 (e
z€R™
< Cllfly .

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
Nakai agagidaki teoremde M maksimal operatoriin M, , genellestirilmis Morrey

uzaylarinda sinirliligini ispatlamigtir.

Teorem 2.4.1.3 1 < p < oo olmak iizere ¢ igin (2.7) kosulu saglansin. Bu durumda

IM fllp,, < Cpg lfllpa,,

olacak sekilde bir C}, , > 0 vardir. Buna gore M maksimal operatorii M, , uzayinda

siirhidir (Nakai 1994).

Nakai, Spanne tipi sinirhiliginin bir sonucunu Teorem 2.4.1.3 ii kullanarak [, Riesz

potansiyel operatorii i¢in agagidaki teoremi elde etmistir.
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Teorem 2.4.1.4 1 <p < 3,0 <<% a=2— 2 olsun ve ¢(x,r) fonksiyonu igin

(2.5) ve (2.6) kosullar1 saglansin. Bu durumda

Mafllar,,, < Cllflly,

esitsizligi saglanir. Buna gore I, operatorii M, , z») den M, , rr) e smurhdir

(Nakai 1994).

A—n
Burada 0 <A <n—ap,a =72 — 7 ic¢in ¢ (r) =7 7 segilirse Spanne teoremi bir

sonug olarak elde edilir.

Asagidaki teorem [, operatorii igin Adams ve Chiarenza-Frascanin bir genellestir-

ilmesidir.

Teorem 2.4.1.5 1 < p < 2 olmak tizere ¢ icin (2.5) ve (2.7) kosullar1 saglansm.

Ayrica —2 < § < —a igin ¢(r) < Cr? olsun. Bu durumda q = OCBT% i¢in
Hafllp ) < Cllfllag,,
q,p 9
esitsizligi saglamir. Buna gore I, operatorii M, ,grn) den ./\/lq SEmn © sinirhidir

(Gunawan ve Eridani 2009).
2.4.2 Adams tipi simirhihik

Asagidaki teorem I, Riesz potansiyel operatoriiniin M,, , (R™) genellegtirilmis Mor-

rey uzaylarinda Adams tipi stmirhihigini ifade etmektedir.

Teorem 2.4.2.1 1 < p < 00,0 < o < § ve ¢ > p olsun. ©(x,r) i¢in doubling

kosuluyla beraber

sup lr,r) < Copla, 1 (2.15)
t<r<oo
ve o
A
/ (e, ) < it (2.16)

r

kosullar1 saglansin. Burada C,z € R™ ve r > 0 dan bagimsizdir. Bu durumda p > 1
icin
afllp < ClUlum
q P,

26

Sl

1
e d ®



ve p = 1 igin

Hafllwrre = Clliflla,

1
q,¢1

egitsizlikleri saglanir. Buna gore p > 1 i¢in [, operatorii M 1 den ./\/l o ye ve
PP

p=1igin M;, den WM 1 ye simirhdir (Guliyev ve Shukurov 2013).
g, 1

Ispat. 1 <p<o00,0<ac< —,q > p olmak iizere f € M iolsun. f fonksiyonu

1
P

Pyp
f=h+f hr (y):f(?/)Xszt ), f2(y) = f(y )XBCz2t)( ) st > 0 olarak almirsa
Inf (2) = Infi () + Lo fo ()

yazilabilir.

|I.f1(x)] S t*M f (x) esitsizligi Hedberg (1972) tarafindan gosterilmistir. I, f> icin

Fubini teoremi ve Holder esitsizliginden

Lfa (2)] < / 2~y £ ()] dy

Be(z,2r)
N / f (v)] dy / et
Be(z,2r) |z—y|

[ [ ity |ea

2r  r<jz—yl<t

1
q

< / T / 1y | rar

r<lz—y|<t
1
o] r q
:/HfHL,,(B(x,t)) / /pn_ldpdy et
r n—1 ¢
n(1-1) a—n—
§/||f||Lp(B(;p,t))t( o)t tdt

— [ oty (2.17)

T
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elde edilir. (2.16) ve (2.17) den

o0

Lf@)| < rMf(z)+ / 5 L ey

T
o0

o o 1dt
S 1ME @)+ [l [ 0ln T
S rMF@ Tl
p,pP

M1 Tag
tad secilerek

yazilabilir. Boylece her x € R" i¢in r = ( i)

L f (@) S (Mf @)E £

p,¥

D=

bulunur. Sonug olarak teoremin ifadesi, (2.15) kosuluyla saglanan M maksimal

operatoriin M deki sinirhhigr goz oniine alindiginda 1 < p < ¢ < 0o igin

1
p,pP

||Iaf||/vl = sup  p(z,t)” qt g [ f||L +(B(,1))

1
e d z€R™ t>0

S Ufllw® . swp (e ) IMEE b
p,oP TER™ >0

_ 1 n
s ( s p(at) pHMfHL,,(B(x,t)))

pP

SRS

'U

v

o7 PP
S ||f||M N
pypP
ve 1 < g < oo ise
Maflbore = s o@D 5 [Laflhyrmen
0l TER™ >0
N ||f||/v7 sup (1)t d ||Mf||WLp(B(wt))

1
pP TERME>0

1
1-1 1ym q
L, (s et 1

1—1 1
= Nl 1M fll A,

S M,

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmig olur.
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Teorem 2.4.2.1 de 6zel olarak 0 < A\ < n olmak iizere ¢(x,t) = #*%" alirsa Teorem
2.2.5 (Adams) elde edilir. Asagidaki teorem Adams-Chiarenza-Frasca tipi sinir-

liliginin bir genellestirilmesi olarak diisiiniilebilir.

Teorem 2.4.2.21 <p< 2 —2 < B < —a olmak iizere ¢ fonksiyonu igin (2.5) ve

— Bp

(2.7) kosullariyla beraber ¢(t) < Ct? esitsizligi de saglansm. Bu durumda q i

icin

< CP,B

FAlyve

p
q

a1l aa

P

olacak sekilde Cy, 3 > 0 vardir. Buna gore I, operatort M,,, den M » ye simrhdir
q9,¥

(Gunawan ve Eridani 2009).
2.5 M, , Uzaylarinda /, Operatoriiniin Siirlihg ile Tlgili Calismalar

Bu kisimda, I, genellestirilmis kesirli integral operatérlerinin M, ., (R™) genellestir-
ilmis Morrey uzaylarinda Spanne ve Adams tipi sinirhilig ile ilgili yapilan ¢alismalar

incelenmigtir.

1 < p < q < oo olmak tizere I, operatoriiniin L, den L, ye sinirl olmasi icin gerek

ve yeter kosul o = 2 — % olmasidir. Bu sonug Hardy-Littlewood-Sobolev esitsizligi

n
p

olarak bilinir.

Spanne bu sonucu genellestirerek 0 < A < n — ap,u = % icin I, operatoriiniin

M, \ den M, , ye sinirh olmasi igin gerek ve yeter kosul olarak ov = 2 — % oldugunu

n
p

gostermistir.

Spanne olarak bilinen bu sonu¢ Adams tarafindan yeniden ispatlanmigtir. Buna gore
0 < A <n—apigin I, operatoriiniin M, , den M, ye smurh olmas igin gerek ve

yeter kogul « = & — % oldugunu gostermistir.

n
p

Chiarenza ve Frasca, Adams i¢in daha giiclii bir sonug elde etmistir. Buna gore

0 < A <n—apigin I, operatoriiniin M, , den M, ye siurh olmas i¢in gerek ve

n—A __ n—A>\A

7 oldugunu ispatlamigtir. Spanne bunun bir sonucudur.

yeter kosul a =

Daha onceki ilgili teoremler ise A = 0 durumu icin elde edilir. Ciinkii L,y = L, dir.
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Yukaridaki sonuclar ilk defa Nakai tarafindan M, , genellestirilmis Morrey uzay-
larinda ispatlanmistir. Buna gore 0 < A < n — ap olmak iizere uygun ¢, 1 fonksiy-

onlar i¢in /, operatoriiniin M, , den M, ,, ye sinirli olmas: icin gerek ve yeter kosul

»(r) = r%p(r) olmast gerektigini gostermistir. Burada 0 < A < n ve a = "Tj’\ — "T_’\
A—n

icin p(r) =r » secilirse Spanne bir sonug olarak elde edilir.

Genellestirilmis kesirli integral operatorlerle ilgili ilk ¢alismalar Guliyev (1999) ve
Nakai (2001) tarafindan yapilmigtir. Nakai uygun ¢, v fonksiyonlar1 ve her r > 0
icin

s [e.e]

@(T)/@dt—l—/wdtgcw(r)

0 T
kosulu altinda I, operatoriiniin M; , den M 4 ye sirh oldugunu gostermistir.

Eridani (2002) 1 < p < 00, p, ¢ ve ¢ i¢in benzer kosullarla I, operatoriiniin M, , den
M ye smirhihigim ispatlamugtir. Fakat Nakai ve Eridani tarafindan I, operatorii
i¢in bulunan bu sonuclar 7, operatoriiniin bir genellestirilmesi olarak diisiiniildiigiinde

1, operatorii icin bilinen sonuclarla ortiistiigiinii soyleyemeyiz.

Son zamanlarda Eridani ve Gunawan 1 < p < ¢ < 00, p ve ¢ i¢in uygun kosullar
altinda I, operatoriiniin M, , den Mq,ﬁ ye siirlihigini ispatlamigtir. Bu sonuglar
Chiarenza ve Frasca’nin bir genellegtirilmesidir.

Asagidaki teorem Hardy-Littlewood-Sobolev egitsizliginin bir genellestirilmesini ver-

mektedir.

Teorem 2.5.1 ¢ fonksiyonu 6rten olsun ve ¢ igin (2.5) ve (2.7) kosullar1 saglansin.

Ayrica p fonksiyonu igin doubling kosulu ve 1 < p < ¢ < o0 igin
f t p=q r t)p(t P
/ ?dt < Co(r) T ve / %dt < Cp(r)
0 r

kosullar saglansin. Bu durumda

Hpfllae ) < Cog 1 Fllag,,
4,04

P
olacak sekilde C), , > 0 vardir. Buna gore, I, operatorii M, , den /\/lq LB ve siurhdir

(Gunawan 2003).
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Teorem 2.5.2 p fonksiyonu érten olsun ve bu fonksiyon i¢in doubling kosulu saglan-

si. Ayrica ¢ fonksiyonu igin her r > 0 igin (2.7) ve

T o0

[Pt pryets [ 228 < i

kosullar: saglansin. Bu durumda 1 < p < ¢ < oo i¢in

1ofle , < Coallflla,
g,

P

olacak sekilde C, , > 0 vardir. Buna gore, I, operatorii M,, ,, den /\/lq L2 e sinirhdir

(Gunawan ve Eridani 2009).

Agagidaki teorem Adams-Chiarenza-Frascanin bir genellestirilmesini ifade etmek-

tedir.

Teorem 2.5.3 0 < a < n i¢in p(t) olsun ve p fonksiyonu igin (2.5) ve (2.7)

< Ct~
< B < —a olmak iizere p(t) < Ct° olsun. Bu

kogullar saglansin. 1 < p < 2, —2
durumda q = aﬁ—fﬁ icin

Hofllp < Coglf 1y,

q,09

olacak sekilde C), , > 0 vardir. Buna gore, I, operatorii M,, , den M e ye sinirhdir
q780

(Gunawan ve Eridani 2009).

Agagidaki teorem Nakai ile Eridani ve Gunawan’in elde ettigi sonuclar arasindaki

iligkiyi ifade etmektedir.

Teorem 2.5.4 p ve ¢ fonksiyonlar: i¢in doubling kosulu saglansin. Ayrica ¢ orten

olsun ve bu fonksiyon igin, her r > 0 igin (2.7) ve

T [e.9]

o(r) / @dw / UL <t>;0(t)dt < Cy(r)i

kosullar: saglansin. Bu durumda 1 < p < ¢ < oo olmak {izere

1ofle , < Coallflla,
g,

.
olacak sekilde C, , > 0 vardir. Buna gore, I, operatorii M,, , den /\/lq L2 e sinirhdir

(Gunawan ve Eridani 2009).
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Teorem 2.5.4 i agagidaki lemma yardimiyla ispatlayacagiz.

Lemma 2.5.5 p fonksiyonu igin doubling kogulu saglansin. Bu durumda her k

tamsayisi ve r > 0 i¢in
ok+1y

/ @dt ~ p(2Fr)

2k

iki yonlii esitsizligi saglanir ve doubling kosulundan p icin, her » > 0 i¢in
t
p(r) < C / #dt
0

esitsizligi gecerlidir (Gunawan vd. 2014).

Teorem 2.5.4 iin ispati. Her x € R” ve r > 0 i¢in

niw= | p('_—‘yf” i+ [ HEZE gy = @)+ b @

|z z—y|"
lz—y|<r |z—y|>r

yazilabilir. I; (z) i¢in Lemma 2.5.5 ten

()] < / Pl =Dy ay

INA
=
=

HE
=

—~

S

N

Tk < g —y| <21y

ey n [ i

k=—o00

IN

|z—y|<2k+1r
1
CMf(x) Y p(2*r)
k=—o00
2k+1y

CMf(x) ) /@dt

IN

IN

k=—o00

T

= oMf(x)/@dt

0
p—=q

CM f(a)p(r) +
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elde edilir. Benzer sekilde I (z) i¢in Lemma 2.5.5 ten

el < [ AR

|z—y|>r

> P =) )1y

= T

IN

2kr<|z—y|<2k+ir

c % [ 1wl

IN

|z—y|<2k+1r

S =

IN

) Ppac [ uwra

z—y|<2k+1p

Z p(2k‘+17,)g0(2k‘+17,)
k=0

2k+1p

A
2
=
£

A
2
=
<

= 2kp

= Clfll, [ 2200

r

< Clflly,, o)

r
q

bulunur. Her iki ifade taraf tarafa toplanirsa

pP—q p
q

[ f ()] = C M f(x)e(r) © +|[fllp,, o)

elde edilir. f nin 6zdes olarak 0 olmadigim1 ve M f nin her yerde sonlu oldugunu
varsayarak, ¢ fonksiyonu orten oldugundan her r > 0 igin ¢(r) = M f(z) || f HX,}W
olarak secebiliriz. Boylece her x € R" icin M maksimal operatoriin M, , uzayinda

sinirliligindan

[Lf (@)* < CMf@)P(fll%e,
< Clflf,., 1A%,
Cllfll, .

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Ornek 2.5.6 1 < p < g < o0, p(r) = r*I(r)? olsun. Burada o = 5= 4B >0ve

1
logr

p fonksiyonunun doubling kogulunu saglamasi igin kiigiik r ler icin I(r) = —
33
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bityiik 7 ler igin I(r) = log secelim. Bu durumda [ @dt ~ p(r) elde ederiz. Simdi
0

o(r) = rfgl(r)ffqu secelim. Bu durumda gp(r)% = p(r) olur ve p ile ¢ fonksiy-

onlarmin teoremdeki kogullar sagladigini goriirtiz. Boylece I, operatorii M, , den

M » ye simirhdir.
0,p

Teorem 2.5.7 1 < p < ¢ < oo olmak iizere ¢ fonksiyonu h.h azalan olsun. Ayrica
C' > 0 icin
t)p(t
/—p( )f( Lit < Co(t)o(r). v >0

r

esitsizligi saglansin. Bu durumda,

ol < C Uy,

q,¢

olacak gekilde bir C' > 0 sabiti vardir. Buna gore, I, operatoriiniin M, , den ./\/lq R

ye sinirli olmasi icin gerek ve yeter kosul

olmasidir. Burada p(t) := [ % dt dir (Sawano 2010).
0

Teorem 2.5.8 1 < p < g < oo olmak tizere ¢ fonksiyonu h.h azalan ve go(t)t%

fonksiyonu h.h. artan olsun. Ayrica C' > 0 i¢in

/@dt < Co(r)tr, r>0

T

esitsizligi saglansin. Bu durumda,

1ol < C Ul

a,¥

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti vardir. Buna gore I, operatoriiniin M, , den M p
q7(p

ye sinirli olmast igin gerek ve yeter kogul

T o0

cp(r)/@dt—k/wdtg Co(r)a

0 T

olmasidir (Sawano 2010).
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Teorem 2.5.9 ¢, 1) fonksiyonlar: h.h azalan ve p(t)t™ fonksiyonu h.h. artan olsun.

Ayrica C' > 0 igin

/ t)t"
/%dt < Co(r)t", r>0
0

esitsizligi saglansin. Bu durumda,

Vo llng,, < C 1 FlLper

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti vardir. Buna gore, I, operatori M, , den M, ye
sinirl olmast igin gerek ve yeter kosgul
t t)p(t
o(r) / PO gy 4 / %dt < C(r)

t
0 r

olmasidir (Sawano 2010).
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3. Mpy UZAYLARINDA [/, OPERATORUNUN SINIRLILIGININ
GULIYEV METODU ILE ARASTIRILMASI

Bu boliimde, Morrey uzaylarinda I, genellestirilmis kesirli integral operatorlerinin
Spanne ve Adams tipi sinirhligi p fonksiyonu iizerine uygun kogullar konularak
Guliyev metodu ile ispatlanmigtir. p : (0, 00) — (0, 00) fonksiyonu

limp(r) =0, lim p(r) = oo

T—0

kogullarim saglayan pozitif 6l¢iilebilir bir fonksiyon olmak {izere I, genellestirilmis

kesirli integral operatorii

L) = [ S

R"

bi¢iminde tanimhdir. Yukarida ¢ fonksiyonu i¢in verilen tiim kosullar p fonksiyonu

i¢cin de gegerlidir.

Agagidaki teorem, [, operatoriiniin L,(R") uzaylarinda smirlihgini ifade eden temel

bir esitsizliktir.

Teorem 3.1 (i) 1 < p < g < oo olsun. Bu durumda [, operatoriiniin L,(R") den

L,(R™) e simurh olmasi igin gerek ve yeter kogul her > 0 icin

n

p(r) < Crv
esitsizligini saglayan bir C' > 0 sabitinin olmasidir.

(i) 1 < ¢ < oo olsun. Bu durumda I, operatorii L (R") den WL,(R") ye simurh

olmasi icin gerek ve yeter kosul her r» > 0 icin

p(r) < Cr™a.
kogulunu saglayan bir C' > 0 sabitinin olmasidir (Nakai vd. 2014).

Agagidaki lemma gegerlidir.
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Lemma 3.2 Her » > 0 icin p fonksiyonu

t T t) dt
sup p()fi/p()_<oo
te(r,2r) tr ot

esitsizligini saglar.

Bu kosul % fonksiyonu i¢in bilinen doubling kosulundan daha genel bir kosuldur.

3.1 Spanne-Guliyev Tipi Simirhihik

Bu kisimda, I, genellestirilmis kesirli integral operatorlerinin M, Morrey uzay-

larinda Spanne tipi sinirliligi Guliyev metodu ile ispatlanacaktir.

Asagidaki teorem I, genellestirilmis kesirli integral operatorlerin Morrey uzaylarinda
Spanne tipi sinirliligini Guliyev metodu ile ispatlamak igin elde ettigimiz genellegtir-

ilmis lokal Guliyev esitsizligidir.

Teorem 3.1.1 (I, i¢in lokal Guliyev esitsizligi) 1 < p < g < oo olmak {izere p

fonksiyonu i¢in

n

plt) Stvs (3.1)

ve

t Vi t)dt
sup 0] 5/&— (3.2)
te(r,2r) " ot

kogullar1 saglansin. Bu durumda, r > 0 olmak iizere p > 1 ise her f € L]l;’C (R™) igin

n _n_q
oSNz, ey < W, Baany e [ r 2 () 11, B 4
¢(B(z,1)) » »
5
ve p =1 ise her f € Ll (R") igin

oS e, By < 110y +1° /T_n_lp(r) 112, () dr (3.3)

2t

esitsizlikleri saglanir.

Ispat. 1 < p < coolsun. f fonksiyonu f = fi+fa, f1 (y) = f (%) XB(z,2) (y), f2 (y) =
f(Y) XBe,ar) (y) ,t > 0 olarak alhmirsa

]pf (I) = pfl (I) + ]pf2 (515)
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i¢in norm egitsizliginden

o f @) < Hpfr (@) + [ Lpf2 ()]

yazilabilir.

l<p<oo,0<a< %,oz =2_ % olmak tizere Teorem 2.2.4 ten I, f; icin

n
p

ofill oy seey < Iofills @
S Al @

= ||f||Lp(B(x,2t)) (3.4)

elde edilir. Diger taraftan

z € Bzt)=|r—z <t
y € BY(z,2t)=|r—y|>2t
< t+|y— 2|
[z =yl =t < ly—2|
2t <z -yl

_x_
=5 Yy

1
|x—m—§u—m < ly—2|

Ye—yl < y—-
—|r — —Z
) Yy o> Y
ly—z < |o—z|+|z—2|
< t+|r—y
1
< yx—m+m—m

31z -yl
= — T —
5 Yy

olur ve buradan

eyl <ly—2<2le—yl
—|r - -z < —|v—
5 Y=y =5 Y

elde edilir. Buna gore

N | —
~
(VAN
<
(VAN

DN W
~
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yazilabilir. Ayrica I,f, igin

ply — 2|)
||[pf2||Lq(B(x7t)) = / ——-f (W)dy

IN

p(ly = 2])
/ /W’f(y)’dy dz

ollz = y) )
| ] =R rwia]|

B(z,t) \B¢(z,2t)

Q

bulunur. Genellestirilmis Minkowski esitsizligini uygulayarak ve Lemma 3.2 den

Q=

q

[ ] e o

B(z,t) \B¢(z,2t)

£l =)
< ) s )
Be(z,2t) (z.0)
iz —vl) q
rwl| [ |
Bc(!m) Jo—u™ B(Z:)
= Beol [ SRl
Be(x,2t)
o[ ol
=i [ EE il
Be(x,2t)
n T d”/’
s [ el [ 2]
Be(x,2t) z—y|



yazilabilir ve Holder esitsizliginden

s p(r)
i [0 [ sl
2t A< |z —y|<t
» [ p(r)
St [ 2 M ey
2t
n [ p(r)
St5 [ B iyt My
2t
a [ p(r) n
:tq/rn+1 HfHLp(B(r,r))qur
2t
[ee)
_n p(r) 1. 1_
=t [ O W lyogary o =1
2t
n _n_1
=t [ 175000 110y (35)
2t

elde edilir.
p =1 olsun. I, operatoriin zayif (1,¢) sturhhgindan ve Teorem 3.1 den

oS, By < WHefilwr, @y S 1l @y = 1L, B2 (3.6)
bulunur. Béylece (3.5) ve (3.6) ten (3.3) elde edilir.

Simdi agsagidaki teoremde Guliyev metodunu kullanarak I, genellestirilmis kesirli
integral operatorlerinin M, , Morrey uzaylarinda Spanne tipi sinirhihgin ifade ede-

lim.

Teorem 3.1.2 (Spanne-Guliyev tipi sinarlilik) 1 < p < g < oo, A > 0,pu = % olsun.

fe Lé)"c (R™) olmak {izere p fonksiyonu igin

olt) S 1570 (37)
ve
sup 0] §/p(t)ﬂ (3.8)
te(r,2r) 3 ot



kosullar saglansin. Bu durumda her » > 0 igin

Mo, . S Wl (3.9)

esitsizligi saglanir. Buna goére I, operatorii My, y den M, , ye siirhdir.

Ispat. 1 < p < oo olsun. Bu durumda, (3.8) ve (3.9) kosullariyla beraber Teorem

3.1.1 den
_ K
oflry, = 590 5 10l
xeR™
oo
< ~q a
< st1>1%)t g HfHLp(B(IZt)) tq/r P ()HfHLp(B(“))
TeER™ 2t
n oo °
7 t; n n
< _n _n_q =
~ Stlig)t q p(t)/T rp(r) ||f||Lp(B(w77.)) dr""tq/ v ()”fHLp(B(“))
ER™ 2t 2t
o) o
_n n _n_q =
~ sup 7 (£ / r () f g, A A1 / PNy O
x€eR™ 2t 2t
o0
< tTata [
atl4q P
S Stliloj e p(r )Hf”Lp(BW))
zER™ 2t
oo
n—p _n_q A
S supt v |[flly,, [ rrp(r)dr
t>0 A
zER" 2t
n—p A-n
S osupt @ [[fllyg, TP p(E)
t>0 ’
x€R™
< sup T [l tT T T
t>0 A
xR
= [fllm,

elde edilir. p = 1 olsun. Bu durumda I, operatoriin zayif (1,¢) smirhhigindan ve

Teorem 3.1 den

”[pf”WLq(B(z,t)) < H]prWLq(Rn) S ||f||L1(Rn)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.2 de 0 < a < n,1 < p < 2 icin p(r) = r* segilirse Spanne teoremi bir

sonug olarak elde edilir.
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Sonug 3.1.30<a<n,1 <p<20<\<n—apolsun. Ayrica a =

n n
a p

ve f € Ll (R") olsun. Bu durumda,

_n
q’

S >

=2
q

Mo It S 11,

esitsizligi gerceklenir, buna gore I, operatorii M, den M, , ye simurhdir.
3.2 Adams-Guliyev Tipi Sinirlilik

Bu kisimda, I, genellestirilmis kesirli integral operatorlerinin M, , Morrey uzay-

larinda Adams tipi sinirliligt Guliyev metodu ile ispatlanacaktir.

Asagidaki teorem, I, genellestirilmis kesirli integral operatorlerin Morrey uzaylarinda
Adams tipi simirliligini Guliyev metodu ile ispatlamak igin elde ettigimiz genellestir-

ilmis lokal Guliyev esitsizligidir.

Teorem 3.2.1 (I, i¢in noktasal Guliyev esitsizligi) 1 < p < 00,0 < 2k; < ky < 00
olmak iizere f € L (R") olsun. p fonksiyonu igin

t

/@@ < (1)

rvop o fn

0
ve
oy d
o [y
) = [ 20
kit

kosgullar: saglansin. Bu durumda r > 0 icin

o0

11, f ()] Sp(t)Mf(év)+/7“_;_lp(7’) 1A, ey @

t

esitsizligi gergeklenir.

Ispat. 1 < p < ocolsun. f fonksiyonu f = fi4fo, f1 (y) = f (¥) XB(e2n W), f2 (y) =
f(Y) XBe,2r) (y) ,t > 0 olarak alhmirsa

Ipf (x) = Ipfl (x) + Ipf2 (37)
icin mutlak deger esitsizliginden

(L f (@) S Hofo (2)] + Lo fa ()]
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yazilabilir. Diger taraftan

pllr — )
il < /) )y
> / A 1wl dy

k=—0oc0
{yerm2kkit<|z—y|<2k kot }

0

S Y g [ el

h=roo {yER":\x—y|§2kk2t}

N

S p(OMf(z)

elde edilir. Ayrica Fubini teoremi ve Holder egitsizliginden

el < [ |('”C Pz =) ay

L
Be(x,2t)

< )] dy / F L p(r)dr
Be(x,2t) |z—y|

[e.e]

[ ] vwia] e

2t \u<|z—y|<r

A

q

S P B BT e
t

(<|z—yl<r

o0
1—-1)
< / £y, O o)
o

L |
= [0 1,
t

bulunur. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Simdi, asagidaki teoremde Guliyev metodunu kullanarak I, genellestirilmis kesirli
integral operatorlerinin M, , Morrey uzaylarinda Adams tipi sinirhligini ifade ede-

lim.

Teorem 3.2.2 (Adams-Guliyev tipi ssnarlibik) 1 < p < ¢ < 00,0 < A\ < n olmak

tizere f € LI (R") olsun. p fonksiyonu igin

n— n—>A\ A—n %—1
plt) St v 0 = (t7> (3.10)



ve

o0

sup P 5//}(8)@ (3.11)

te(r,2r) t s" s

T

kosullar: saglansin. Bu durumda her » > 0 i¢in

1 fllpe, S 1F N,

esitsizligi saglanir. Buna gore, I, operatorii M, y den M, 5 ye smirhdir.

P

Ispat. p(t)t% < (tAfﬂ) ‘ve B (x,t), x merkezli ¢ yaricaph agik yuvar olmak iizere
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£ = M) secilirse (3.10), (3.11), Teorem 3.2.1 ve Teorem 2.2.8 den

[Flne, 0

Qi

_A
1L fl,, = supts / L7 ()| dy
B(z,t)

t>0
zeR™
1
00 a 1
_2 _n_
S st | [p0Ms @)+ [0 1y dr | dy
T€R™ B(z,t) t
1
o q a
_A A-n _
s et | [ {o0Mr@) W, [0 |y
zER™ B(z,t) ¢
1
A A=n a
S swp et | [ (pOMIW + T 00) 1], ,) " dy
zER™ B(z,t)
q
N n=2) gt o2 g !
S Sup 27 (t 2 > Mf(y) + <t g ) 1Fllpn,, )y
z€R™ B(z,t)
P_1 e q %
a Mf(y) \" Mf(y) "
= Stu%)t q / (Hf” Mf(y)+ Hf” ”fH./\/lp’)\ dy
R B(x.t) Mo o
1
q
A L 1-2\1
= s | [ (00 @)E IS )
t>0 "
TER™ B(w,t)
1-2 A L
1l sup £ 0 IMFI (ps
t>0
xeRn
1-2 -
= I llag)\ 1M fll 34,
1-2 2
S g 111,

110,

elde edilir. p = 1 olsun. Bu durumda I, operatériin zayif (1,¢) smirhhigindan ve

Teorem 3.1 den

Mo f by sesy < Mo lwe,@m S 112 @

bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 322 de 0 < a <n,1 <p < 2,0< X< n—apicn p(r) = r* secilirse

Adams teoremi bir sonug olarak elde edilir.

Sonu§3.2.30<a<n,1<p<20</\<n—apvea:%—%olsun. Bu

o’

durumda f € LI*° (R") olmak iizere

Mafllpe, S 1

esitsizligi gerceklenir, buna gore I, operatorii M,  den M,y ye smrhdir.
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4.  Mp, UZAYLARINDA [, OPERATORUNUN SINIRLILIGININ
GULIYEV METODU ILE ARASTIRILMASI

Bu boltimde, M, , genellestirilmis Morrey uzaylarinda I, genellestirilmis kesirli in-
tegral operatorlerinin Spanne ve Adams tipi sinirhiligi p ve ¢ fonksiyonlar: {izerine
uygun kosullar konularak Guliyev metodu ile ispatlanmigtir. I, genellestirilmis ke-

sirli integral operatoriiniin iyi tanimli olmasi igin

XR’L\B(O,I)(x)
="

/oo pl)dl (4.1)

ot

kogulunun saglandigini kabul edelim. Ayrica, p fonksiyonu icin, C' > 0 sabitleri ve

olmak tizere

0 < 2ky < ke < o0 igin

sup Pls) < C/]m plt) dt r>0 (4.2)

r<s<or S" .o ot
biiytime kogulu saglansin. Bu kogul p(t)/t" fonksiyonu i¢in bilinen doublign kogulun-
dan daha zayif (genel) bir koguldur. Gergekten, r,¢ > 0 ve 1/2 < r/t < 2 kogulunu
saglayan herhangi r,t ler icin

1plt) o) _ plt)
Ctn = g = qn

esitsizligini saglayan sabit bir C' vardir.

Bundan sonra I, genellestirilmis kesirli integral operatorii igin p nun (4.2) kogulunu
daima sagladigim kabul edecegiz. Boylece (?0 ile bu kosulu saglayan tiim fonksiyon-

larin sinifin1 tanmimlayacagiz ve p € Z}VO oldugunda
~ * p(t) dt
p(r) = C?‘"/ % I

yazacaglz.

Uyari. 0 < a < n olmak iizere p fonksiyonu icin

t*log(e/t), 0<t<1,

p(t) = {

ta
log(et)’
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ve
o, 0<t <1,
o ={ ",
ece” " 1<t < o0.
ornekleri alabilir. Burada ¢ > 0 bir sabit sayidir. Ikinci 6rnek Bessel potansiyeli

icin kullanilir (Sawano 2012).
4.1 Spanne-Guliyev Tipi Sinirlilik

Bu kisimda, bir fonksiyonun oo daki davranisi incelendikten sonra I, genellegtirilmis
kesirli integral operatorlerinin M, , genellestirilmis Morrey uzaylarinda Spanne tipi

sinirlilign Guliyev metodu ile ispatlanacaktir.
Loo.»(0, 00) uzayy, t > 0 icin

191/ Loc o (0.00) = sup v(t)g(t)
>0

sonlu normu ile tiim g fonksiyonlarimin uzay1 olarak tanmmmhdir. Ayrica, L. (0,00) =
Loo1(0, 00) dir. 9(0, 00), (0, 00) araliginda tanimh Lebesgue-o6lgiilebilir tiim fonksiy-
onlarmn kiimesi ve 97 (0, 00), (0,00) araliginda tanimh negatif olmayan fonksiyon-
lar1 kapsayan altkiimesi olsun. 91%(0, 00; 1), (0,00) araliginda tamml azalmayan

M (0, 00) uzayindaki tiim fonksiyonlarin konisi olsun ve
A= {gp e MH(0,00; 1) : tli%}r o(t) = O}
kiimesini goz oniine alalim. Bu durumda agagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 4.1.1 Her ¢ > 0 igin v; ve va, 0 < |[lv1]|L(t,00) < 00 kosulunu saglayan
negatif olmayan olciilebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda A konisi iizerinde [
ozdeslik operatoriinin Lo ,, (0,00) dan Leg ,, (0, 00) ye smirli olmas: icin gerek ve

yeter kosul

v (I|v1||zjo(.,oo))HL 0my < (4.3)

olmasidir.

Ispat. Eger F,G (0,00) araliginda negatif olmayan ve F azalmayan fonksiyonlar
ise bu durumda

ess sup F(t)G(t) =ess sup F(t)ess sup G(s),t € (0,00)

te(0,00) te(0,00) sE(t,00)
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esitligi; ayrica F', G (0, 00) araliginda negatif olmayan ve F' artmayan ise bu durumda

ess sup F(t)G(t) =ess sup F(t)ess sup G(s),t € (0,00)
te(0,00) te(0,00) s€(0,t)

esitligi yazilabilir. Ustelik tiim ¢ € A fonksiyonlar icin

ess st%) v(t)p(t) = ess stgg) (t)Svu(t) (4.4)

esitligi saglanir. Burada
(S0)(t) = [l t,00) - € (0, 00)
biciminde tanmimlidir.

Teoremin ispatina “yeter” koguldan baglayalim . Farz edelim ki (4.3) kosulu saglan-

sim. Bu durumda (4.4) dan tiim ¢ € A fonksiyonlar igin

H[(PHLOO,UQ(O,OO) < H(§U1)71SU190||LOOW2(0700)

— o —1
< essstlig)svl(t)SO(t)-H(Sm) ||Loo,v2(07°°)

S (Cy | DD

bulunur.

Simdi “gerek” kosulu ispatlamak icin I 6zdeslik operatoriiniin A konisi iizerinde

Lo, (0,00) dan Ly 4, (0, 00) a smirh oldugunu kabul edelim. Buna gore

el 000 < C el ., 000

egitsizligi saglansin. Burada C' > 0, ¢ den bagimsiz bir sabittir.

Her n € N igin x Oo)(gvl)_l € A oldugu agiktir ve ¢ = X(;’oo)(Svl)_l secilirse

1
n’

HX(%,OO)(SWV1 S H(Svl)AHLoo,ul(o,oo)

LOO»'Ul (0700)

t>0 t<1t<o0

-1
= esssupvy(t) (ess sup Ul(T)) <1

oldugu goriiliir. Ayrica her 7 > 0 igin yeterince biiyiik n ler i¢in (4.5) ten

|G o (S) !

ess sup X1 Oo)(s)(k‘?’ul)’l(s)

t<s<oco "

- ||U2 ((Svl)_l)HLw(T,oo) <C
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Agirlikli Hardy operatoriiniin sinirliligr icin agsagidaki tanimi kullanacagiz. w agirhik

fonksiyonu olmak iizere agirlikli Hardy operatorii
H,g(t) :== /00 g(s)w(s)ds, 0<t<oo
¢
biciminde tanmimhdir.
Agagidaki teorem Guliyev tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 4.1.2 vy, vy ve w, (0,00) araliginda tanimh agirhk fonksiyonlari ve vy (%)
orijinin komgulugunun diginda simirli olsun. Bu durumda (0, co) araliginda tanimh

negatif olmayan ve azalmayan tiim ¢ fonksiyonlarimin bazi C' > 0 sabitleri igin

esssup vo(t) Hypg(t) < Cesssup vy (t)g(t) (4.5)
>0 >0

kosulunu saglamasi icin gerek ve yeter kosul

B := sup vy(t) /too w(s)ds < 00 (4.6)

t>0 €SS SUPg 7«00 V1 (7)

olmasidir. Ayrica C' = B degeri verilen kosul i¢in en iyi sabittir.

Uyar: 4.1.3 Teorem 4.1.2 deki kosullarda é =0 ve 0 - co = 0 kabul edilmistir.
Simdi, asagidaki teoremde Guliyev metodunu kullanarak I, genellestirilmis kesirli
integral operatorlerinin M, , genellestirilmis Morrey uzaylarinda Spanne tipi siir-

liligini ifade edelim.

Teorem 4.1.4 (Spanne-Guliyev tipi sinarhilik) 1 < p < oo olmak iizere p fonksiyonu
icin (3.1), (4.1) ve (4.2) kogullar1 saglansin. Ayrica, ¢q, gy : R" x (0,00) — (0, 00)

fonksiyonlar: icin

n t n
i r < =] te .
esst<1£1<foo o1(x,8)s? < Cop, (x, 2) t (4.7)
ve
b (ess inf o, (x 5)3%> o) dt < C pq(,7) (4.8)
r t<s<oo 1 ’ If%Jrl - 2 ’ .

kogullar1 saglansin. Burada C, x ve r den bagimsizdir. Bu durumda p > 1 i¢in

1ofllae, . S 1 lng,
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ve p = 1 igin

Vol . S 1l

esitsizlikleri saglanir. Buna gore, p > 1 igin I, operatorii M, , den M, ye ve

p = 1igin M, den WM, ,, ye sirhdir.

Ispat. 1 < p < oo olsun. f fonksiyonu f = fi + fo, f1 (y) = IXBaan W), fa(y) =
fXBe@an () ,t > 0 olarak almirsa

]pf (m) = Ipfl (m) + ]pf2 (x)

i¢in norm egitsizliginden

||Ipf(x)||Lq(B(x,t)) S 1o fa (x)HLq(B(r,t)) + [, f2 (@HLQ(B(M))

yazilabilir. Teorem 4.1.2 de

vit) = @i(z, 1) oat) = gy 1)

g(t) = ||f||Lp(B(x,t)) ,w(t) = f;*lp(t)

secilerek ve I, operatoriiniin L, den L, ye simrhihgindan p > 1 i¢in Teorem 3.1.1,
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Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.2 den

ol », = sup @o(a,r) ' 1o f |l 2, By
< S;glg%(%ﬂ‘lf? Hf||Lp(B(m,zr>)+“/t_p_lp(’f) 1AW 2B ey 4
2r

S Slilg <P2($77”)717’_E HfHLp(B(:E,2T))
+supipy(a,r) ! / 500 11 ey

S supes(e) ! [ 50 1l oy
+sup (o 7) / 500 11 ey

'

— supipy(er) / 57 000) 11l ey

S sup o1z, ) L B

= 1l
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elde ederiz ve p = 1 igin

o lysaty g = 53092075 I, ey
S Sgp‘Pz(w ,T)” b ||f||L1 B(z,2r)) +tq/t_n_lp(t)Hf”Ll(B(:v,t)) dt
2r
5 SUP%(%T) r q||f||L1 B(z,2r))
r>0
+sup gy (z.r) / U000 1 oy
S swpipylar) / ) Loy
+supipy(a,r) / ) oy
— sup i) / E ) 1L e

S SUP%(%T)_IT_H ||f||L1(B( t
>0

= Nl g,

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.4 te ozel olarak p(t) = t* segilirse I, Riesz potansiyel operatorii igin

M, genellestirilmis Morrey uzaylarinda Spanne tipi sinirlilik elde edilir.

Sonug 4.1.50<a<n,1<p<g<oovel/p—1/¢g=a/nolsun. Ayrica (¢, ¢,)
icin

t<s<oo

o dt
/ (ess inf ¢(x,s)sr ) ey ——dt < Cpy(z,1) (4.15)

kosulu saglansin, burada C', x ve r den bagimsizdir. Bu durumda /,, Riesz potansiyel
operatorit p > 1 ig¢in M, den M, ve ve p = 1 i¢in M;, den WM, ye

simrhdir.

Teorem 4.1.4 te 6zel olarak p(t) = t* ve 0 < A < n igin p(z,t) = 5" secilirse I,

Riesz potansiyel operatorii i¢in M,, y Morrey uzaylarinda Spanne tipi sinirhlik edilir.
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1 a

Sonug 4.1.6 0 <a<n, 1 <p<Z, 0<A<n-—apolsun. Ayrlca]%—gz—ve

n

% = £ olsun. Bu durumda I, Riesz potansiyel operatorii p > 1 igin M, dan Mg,

ye ve p = 1 icin M, y dan WM, , ye siirhdr.
4.2 Adams-Guliyev Tipi Sinirlilik

Bu kisimda, I, genellestirilmis kesirli integral operatorlerinin M, , genellegtirilmis

Morrey uzaylarinda Adams tipi sinirhiligi Guliyev metodu ile ispatlanacaktir.
Agagidaki teorem Guliyev tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 4.2.1 1 <p<oo,0<a< %, q > p olmak tiizere p(z,t) fonksiyonu i¢in

sup p(z,t) < Co(z,T) (4.9)
r<t<oo
ve
& 1 dt ap
/ tago(x,t)i? < Cr-ar (4.10)

kosullar1 saglansin. Burada C,x € R" ve r > 0 dan bagimsizdir. Bu durumda, I,

operatorii p > 1 igin M 1 den M

1
D,pP q,p 1

siirhdir (Guliyev ve Shukurov 2009).

ye ve p = 1 i¢in M, , den WM ye
9,9

1
q

Simdi, asagidaki teoremde Guliyev metodunu kullanarak I, genellestirilmis kesirli
integral operatorlerinin M, , genellestirilmis Morrey uzaylarinda Adams tipi smir-

liligini ifade edelim.

Teorem 4.2.2 (Adams-Guliyev tipi sinrlbilik) 1 < p < oo, ¢ > p olmak {izere p

fonksiyonu igin (3.1) ve (4.2) kosullar1 saglansin. Ayrica (z,t) fonksiyonu i¢in (4.9)

ve
o t
| et ar < cotry et (4.11)
kosullar: saglansin. Burada C,x € R" ve r > 0 den bagimsizdir. Bu durumda p > 1
icin
ofllae , S Ul
q,p 9 PP
ve p =1 icin

o flone ;S Wfllnes

q,¢1

o4



esitsizlikleri saglanir. Buna gore, I, operatorii p > 1 icin M
P

p=1igin My, den WM 1 ye sirhdur.
q?‘p

Ispat. 1 < p < c0,q¢ > p olmak iizere f € M 1 olsun. f fonksiyonu f =
p?SD

it f2. fr(¥) = FXBaay W), f2(¥) = [XBe(way (), £ > 0 olarak alnirsa
Ipf (2) = Lf1(2) + I, f2 (2)
icin mutlak deger esitsizliginden
1L f (2] S Tofr ()] + o f2 (2)]

yazilabilir.
I,f1(2) i¢in, z € B(z,r) olmak tizere Hedberg esitsizliginden

L) < [ Sl

0
> [ P2 =80 )y
ke —oo ¥ B(x,28T1r)\B(z,2%r) ’a:_y’n

Q

0 2k 1) kor
p(s) /

S —ds f)ldy
k; /(2k+11)k1r st B(z, 2k+1r)| )l
(2k+1— 1k:2r

~ Z / 25) g
_ 2k+1_1)kyr
k:gr
< Mf@) / LN
0 s
= Mf(x)p(kor)
S Mf(x)p(r) (4.12)

elde ederiz. I,fs(2) i¢in, z € B(z, ) olmak tizere Teorem 3.2.1 den

A I v UL

|z —y|"
S /2 [RAIPe zt)tn(jldt (4.13)

olur. Bu durumda (4.9) kogulundan ve (4.13) esitsizliginden her z € B(z,r) igin

LIS oM@+ [ 15 mten Gt

< pMI@ W [ ol A

< pMF() + p(r) ] g
515)

(4.14)

1
PP



—-p
171 KB
bulunur. Boylece her z € B(x,r) igin p(r) = (%) ' secerek

L7(2)] S (M) 5l

p,p

(4.15)

D=

yazilabilir. Sonug olarak M maksimal operatoriin M 1 uzayindaki simirhiligindan

p,pP
ve (4.9) kogulundan aradigimiz ifade saglanir. Eger 1 < p < ¢ < oo ise (4.15)

esitsizliginden

_1 _n
| fllar L = sup @(x,t) 9t 9|1 fllL,(B@w)

a4, z€R™ t>0

Q=

1_£

Sl , Sup p(z,t)” qt q||Mf||L »(B(z,t))
p,oP TER™ >0

p

_1 _n g
—HfHM ( sup_ @(x,t) vt PI\MfHLp<B<m>))
vp S

= £, 1M1l

1
p«pT’ p,pP
Sl
p,pP
ve 1 < q < oo ise
1L fllwame = sup @@, 6) 7577 | L, fllwe, s

1
a,p9 z€R™ t>0

—= _1 _n 1
S IIfIIMf,V, eﬁggww(r,t) it [Mflyr, (B
1

1-1 _ q
= ||f||M1q,¢ ( sup  (z, 1)t nHMfHWLl(th)))

z€R™ t>0

1-1 1
= HfHMf;HMfH%MW

S [l

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 4.2.2 de 6zel olarak p(t) = t segilirse I, Riesz potansiyel operatorii igin
M, , genellestirilmis Morrey uzaylarinda Adams tipi sinirhilik elde edilir.
Sonug 4.2.3 0 < a<n,1<p<ooveq>polsun. Ayrica p(z,t) i¢in (4.10)
ve (4.17) kosullar1 saglansin. Bu durumda [, Riesz potansiyel operatorii p > 1 igin
./\/lp 1 den /\/l b yevep= 1 igin M;, den WMq,ﬁ ye sinirhdir.
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Teorem 4.2.2 de 6zel olarak p(t) = t* ve 0 < A < n igin ¢(x,t) = ' secilirse I,
Riesz potansiyel operatorii igin M, » Morrey uzaylarinda Adams tipi sinirhilik elde

edilir.

Sonug4.2.40<a<n,1<p<£,0<)\<n—apve%—§:n%)\olsun. Bu

durumda I, Riesz potansiyel operatorii p > 1 igin M, \ den M, \ ye ve p = 1 icin
M\ den WM, ye simirhdir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Harmonik analizin klasik operatorleri olan maksimal operator, Riesz potansiyeli ve
singiiler integral operatorlerinin Lebesgue ve Morrey uzaylaylarindaki simirhilhig ile

ilgili bir¢ok calisma yapilmigtir.

1 < p < g < oo olmak tizere I, Riesz potansiyelinin L, den L, ye smrl olmasi

icin gerek ve yeter kosul a« = 2 — % olmasidir. Bu sonu¢ Hardy-Littlewood-Sobolev

n
p

esitsizligi olarak bilinir.

Spanne (1969) bu sonucu genellegtirerek 0 < A\ < n—ap, p = % i¢in I, operatoriiniin

.. _ n
M, » Morrey uzayindan M, , ye sirh olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun o = 2 — a

n
p

oldugunu gostermistir.

Bu sonu¢ Adams (1975) tarafindan yeniden ispatlanmigtir. Buna gore 0 < A <
n — ap i¢in I, operatoriiniin M, » den M, ye smirh olmasi icin gerek ve yeter

kosul o = 2 — % oldugunu gostermistir.

p
Chiarenza ve Frasca (1987), Adams teoremi i¢in daha giiglii bir sonug elde etmigtir:
0 < A <n—apigin I, operatoriiniin M, , den M, ye smurh olmas igin gerek ve
yeter kosul o = ”Tj’\ — % dir. Spanne teoremi bunun bir zel halidir.

M, genellestirilmis Morrey uzaylarinda I, operatoriiniin sinirhihgr ilk defa Nakai
(1994) tarafindan ispatlanmigtir: 0 < A < n — ap olmak iizere uygun ¢, ) fonksiy-
onlar1 icin [, operatoriiniin M, , den M, ,, ye smirh olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
n—>\ n— A-n

¥(r) = r%(r) olmasidir. Burada 0 < A <nvea = "> — T’\ icin p(r) =r»

secilirse Spanne teoremi elde edilir.

Son zamanlarda I, genellestirilmis kesirli integral operatorlerinin M, , genellestir-
ilmig Morrey uzaylarinda sinirhligr ile ilgili Guliyev (1999, 2001, 2009, 2013), Nakai
(2001, 2002), Eridani (2002), Gunawan (2003), Eridani, Gunawan ve Nakai (2004),

Gunawan ve Eridani (2009), Sawano (2010), Eridani, Gunawan, Nakai ve Sawano
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(2014) gibi bir cok matematikgi tarafindan ¢aligilmaktadir. Nakai uygun ¢, ¢ fonksiy-
onlar1 ve her r > 0 igin
f t r t)p(t
o(r) / th + / PR 3y < ()
0

t

r

kosulu altinda I, operatoriiniin M, , den My ye siurh oldugunu gostermistir.

Eridani (2002) 1 < p < o0, p, ¢ ve ¢ igin benzer kosullarla I, operatériiniin M,, , den
M ye smrhlhigin ispatlamigtir. Fakat, Nakai ve Eridani tarafindan I, operatorii
icin bulunan bu sonuclar /,, operatoriiniin bir genellestirilmesi olarak diisiiniildiigiinde

1, operatorii icin bilinen sonuclarla ortiistiigiinii soyleyemeyiz.

Eridani ve Gunawan (2009) 1 < p < ¢ < 00, p ve ¢ i¢in uygun kosullar altinda I,

operatoriiniin M,, , den M  ye sinirliligini ispatlamigtir. Bu sonuglar Chiarenza
q7

©
ve Frasca’nin bir genellestirilmesidir.

Guliyev (2009) ¢, ve ¢, fonksiyonlarimin monotonlugu ile ilgili kogullar: kullanmadan
I, Riesz potansiyel operatoriiniin M, , den M, ., ye genellestirilmis Morrey uza-

ylarinda Spanne ve Adams tipi sinirlihigini ispatlamigtir.

Bu calismada, I, genellestirilmis kesirli integral operatoriiniin M, x Morrey uzay-
larinda ve M, , genellegtirilmis Morrey uzaylarinda Spanne ve Adams tipi sinirhhig
Guliyev metodu ile ispatlanmistir. Bu amacgla, Spanne-Guliyev tipi smirlilik icin
lokal Guliyev esitsizligi

o0

10 ooy < 1oty £ [ 7757000 1l oy
2t

ve Adams-Guliyev tipi sinirlilik icin noktasal Guliyev esitsizligi

o0

11, f ()] §ﬂ(t)Mf($)+/T_z_1p(7“) 1A 2, ey

t

genellestirilerek ispatlanmigtir. Elde edilen bu esitsizlikler kullanilarak asagidaki

orjinal sonugclar elde edilmistir:

29



i) (Spanne-Guliyev) 1 < p < ¢ < oo, olsun. Bu durumda I, operatorii, p > 1 icin
M, » Morrey uzayindan M, , Morrey uzayma ve p = 1 i¢in M, y Morrey uzaymdan

WM, . zayif Morrey uzayina siirhdir.

it) (Adams-Guliyev) 1 < ¢ < oo olsun. Bu durumda [, operatorii, p > 1 igin M, \
Morrey uzaymdan M, Morrey uzayma ve p = 1 icin M, Morrey uzayindan

WM, » zayif Morrey uzayina siirhdir.

iit) (Spanne-Guliyev) 1 < p < oo olsun. Bu durumda I, operatorii, p > 1 icin M, ,,
genellestirilmis Morrey uzaymdan M, ,, genellestirilmis Morrey uzayma ve p = 1
icin M, genellestirilmis Morrey uzaymdan WM, .., genellestirilmis zayif Morrey

uzayina siirhdir.

iv) (Adams-Guliyev) 1 < p < 0o, ¢ > p olsun. Bu durumda I, operatorii, p > 1 igin

M 1 genellestirilmis Morrey uzayimndan M 1 genellestirilmis Morrey uzayina ve
joxe X

p = 1 i¢gin M, genellestirilmis Morrey uzayindan WM genellestirilmiy zayif
q

1
’Lp q
Morrey uzayina smirlidir.

Tezde elde edilen bu sonuclar, bu giine kadar I, ve I, operatorleri icin elde edilmis
olan sonuglar: birer 6zel hal olarak kapsamaktadir. Dolayisiyla, bu tezde elde edilen

sonuclar 6nceki tiim sonuclarin bir genellestirilmesidir.

60



KAYNAKLAR

Adams, D. R. 1975. A note on Riesz potentials, Duke Math, J., 42, 4 765-778.

Adams, D. R. and Hedberg, L.I. 1994. Function spaces and potantial theory.
Springer, 327 p., Berlin.

Adams, D. R. and Fournier, J.F.F. 2003. Sobolev spaces. Academic Press, 301 p.,
Amsterdam.

Burenkov, V.I. and Guliyev, V.S. 2009. Necessary and sufficient conditions for the
boundedness of the Riesz potential in local Morrey-type spaces, Potential Anal.
30, No. 3, 211-249.

Chiarenza, F. and Frasca, M. 1987. Morrey spaces and Hard-Littlewood maximal
function, Rend. Mat. Appl., 7, 7, 273-279.

Coifman, R., Rochberg, R. and Weiss, G. 1976. Factorization theorems for Hardy
spaces in several variables, Ann. Math. 103, No. 2, 611-635.

Ding, Y., Yang, D., Zhou, Z. 1998. Boundedness of sublinear operators and commu-
tators on LP¥(R"), Yokohama Math. J. 46, 15-27.

Edmunds, D.V., Kokilashvili, and Menski, A. 2002. Bounded and compact integral
operators, Math. Appl. Vol. 543, Springer, Chapter 6.

Eridani. 2002. On the boundedness of a generalized fractional integral on generalized
Morrey spaces, Tamkang J. Math., 33, no. 4, 335-340.

Eridani, Gunawan, H. 2002. On generalized fractional integrals, J. Indonesian Math.
Soc. (MIHMI), 8, 3, 25-28.

Eridani, Gunawan, H. and Nakai, E. 2004.0n generalized fractional integral opera-
tors Sci. Math. Jpn. 60, 3 539-550.

Eridani, Gunawan, H., Nakai, E., and Sawano, Y. 2014. Caracterizations for the gen-
eralized fractional integral operators on Morrey space, Math. Inequal. Appl.,
17, no. 2, 761—777.

Grafakos, L. 2008. Classical and Modern Fourier Analysis, Mathemaitcs Subject
Classification.

Guliyev, V. S. 1994. Integral operators on function spaces on the homogeneous
groups and on domains in R". Doctoral dissertation, Mat. Inst. Steklov,
Moscow, 329 pp., Russian.

Guliyev, V.S. 1999. Function spaces, Integral Operators and Two Weighted Inequal-
ities on Homogeneous Groups. Some Applications [in Russian], Baku.

Guliyev, V.S. and Shukurov, P.S. 2001. On generalized fractional integrals, Trans.
Acad. Sci. Azerb. Ser. Phys.-Tech. Math. Sci. 21, no. 4, Math. Mech., 63-71,
237.

61



Guliyev, V. S. 2009. Boundedness of the maximal, potential and singular operators
in the generalized Morrey spaces, Journal of Inequalities and Applications.

Guliyev, V.S., Shukurov, P.S. 2013. On the boundedness of the fractional maxi-
mal operator, Riesz potential and their commutators in generalized Morrey
spaces. Advances in Harmonic Analysis and Operator Theory, Series: Operator
Theory: Advances and Applications, Vol. 229, 175-194.

Gunawan, H. 2003. A note on generalized integral operators, J. Indonesian Math.
Soc. (MIHMI), 9, 1, 39-43.

Kurata, K., Nishigaki, S. and Sugano, S. 2000. Boundedness of integral operators on
generalized Morrey spaces and its application to Schrédinger operators, Proc.
Amer. Math. Soc., 128, 4, 1125-1134.

Kreyszig, E. 1989 Introductory functional analysis with applications. John Willey
and Sons Inc., 704 p., New York.

Lu, S. Ding, Y. and Yan, D. 2006. Singular Integrals and Related Topics, World
Scientific, Singapore.

Mazya, V.G. 1985. Sobolev Spaces, Springer-Verlag, Berlin, 486 p.

Mizuhara, T. 1991. Boundedness of some classical operators on generalized Morrey
spaces, Harmonic Analysis (S. Igari, editor), ICM 90 Satellite Proceedings,
Springer-Verlag, 183-189, Tokyo.

Morrey, C.B. 1938. On the solutions of quasi-linear elliptic partial differential equa-
tions, Trans. Amer. Math. Soc. 43 126-166.

Nakai, E. 1994. Hardy-Littlewood maximal operator, singular integral operators and
the Riesz potentials on generalized Morrey spaces, Math. Nachr., 166, 95-103.

Nakai, E. 2001. On generalized fractional integrals, Taiwanes J. Math., 5, 38, 587-
602.

Nakai, E. 2002. On generalized fractional integrals on the weak Orlicz spaces,
BMO¥?, the Morrey spaces and the Campanato spaces, Function spaces, inter-
polation theory and related topics (Lund, 2000), 389-401, de Gruyter, Berlin.

Nakai, E. 2004. Generalized fractional integrals on Orlicz-Morrey spaces, Proceed-
ing of International Symposium on Banach and Function Spaces, 323-333,
Kitakyushu, 2003, Yokohama Publishers, Yokohama.

Peetre, J. 1969. On the theory of M, \ spaces, J. Funct. Anal., 4, 71-87.

Sadosky, C. 1979. Interpolation of operators and singular integrals. Marcel Dekker
Inc., 375 p.

Sawano, Y. Sugano, S. and Tanaka, H. 2009. A note on generalized fractional integral
operators on generalized Morrey spaces, Boundary Value Problems, Volume
2009, Article ID 835865, 18 pages, doi: 10.1155/2009/835865.

62



Sawano, Y. Sugano, S. and Tanaka, H. 2011. Generalized fractional integral opera-
tors and fractional maximal operators in the framework of Morrey spaces, to
appear in Trans. Amer. Math. Doc., 6481-6503.

Sawano, Y. Sugano, S. and Tanaka, H. 2012. Orlicz-Morrey spaces and fractional
operators, Potential Anal. 36, no. 4, 517-556.Stein, E. M.1970. Singular Inte-
grals and Differentiability Properties of Functions, Princeton University Press,
Pricnceton, New Jersey.

Sugano, S. and Tanaka, H. 2003, Boundedness of fractional integral operators on
generalized Morrey spaces, Sci. Math. Jpn., 58, 3, 531- 540.

Sugano, S. 2010. Some inequalities for fractional integral operators on generalized
Morrey spaces, Math. Ineq. App. MIA-2148.

Stein, E. M. 1958. On the functions of Littlewood-Paley, Lusin, and Marcinkiewicz,
Trans. Amer. Math. Soc. 88, 430-466.

Stein, E. M. 1993. Harmonic Analysis: Real Variable Methods, Orthogonality and
Oscillatory Integrals, Princeton Univ. Press, Princeton NJ.

Torchinsky, A. 1986. Real Variable Methods in Harmonic Analysis, Pure and Applied
Math. 123, Academic Press, New York.

Torchinsky, A., and Wang, S. 1990. A note on the Marcinkiewicz integral, Colloq.
Math. 60/61, 235-243.

Wiener, N. 1930. Generalized Harmonic Analysis, Acta Math. 55, 117-258 (1930).

63



OZGECMIS

Ad1 Soyadi . Abdulhamit KUCUKASLAN
Dogum Yeri : Adiyaman

Dogum Tarihi : 01.01.1979

Medeni Hali : Evli

Yabanci Dili  : Ingilizce

Egitim Durumu (Kurum ve Yil)

Lise : Adiyaman Saglhk Meslek Lisesi (1998)

Lisans . Dicle Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii
Boliim 1. si (Haziran 2006)

Yiiksek Lisans : Ankara Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali (Aralik 2009)

Doktora . Ankara Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali (Mayis 2015)

Katildigi Sempozyumlar
1. Matematikciler Dernegi 14. Matematik Sempozyumu, Nigde Universitesi, May1s
2015

64





