
ANKARA ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

 

 

 

 

 

DOKTORA TEZİ 

 

 

 

 

GENELLEŞTİRİLMİŞ KESİRLİ İNTEGRAL OPERATÖRLERİNİN 

GENELLEŞTİRİLMİŞ MORREY UZAYLARINDA SINIRLILIĞI 

 

 

 

 

 

 

Abdulhamit KÜÇÜKASLAN 

 

 

 

 

 

 

 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ANKARA 

2015 

 

 

Her hakkı saklıdır 



ET·IK

Ankara Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü tez yaz¬m kurallar¬na uygun olarak haz¬r-

lad¬¼g¬m bu tez içindeki bütün bilgilerin do¼gru ve tam oldu¼gunu, bilgilerin üretilmesi
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TEŞEKKÜR
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1. GİRİŞ

Harmonik analizin klasik operatörlerinden maksimal operatör, Riesz potansiyeli ve

singüler integral operatörlerinin Lebesgue ve Morrey uzaylarındaki sınırlılı̆gıile ilgili

bugüne kadar birçok çalı̧sma yapılmı̧stır. Bu çalı̧smaların kısmi türevli diferensiyel

denklemler teorisinde birçok uygulamaları vardır. 0 ≤ λ ≤ n, 1 ≤ p < ∞ ve

f ∈ Llocp (Rn) olmak üzere

‖f‖Mp,λ
= ‖f‖Mp,λ(Rn) = sup

x∈Rn
t>0

t−
λ
p ‖f‖Lp(B(x,t))

olacak biçimdeki tüm fonksiyonların sınıfına Morrey uzayıdenir ve bu fonksiyonların

sınıfıMp,λ (Rn) ile gösterilir. Morrey uzayları, 1938 yılında Morrey tarafından ikinci

dereceden eliptik kısmi türevli diferensiyel denklemlerin lokal davranı̧slarınıaraştır-

mak ve lokal düzgünlüğün Lebesgue uzaylarından daha kesin olduğunu açıklamak

amacıyla tanımlanmı̧stır. Morrey uzaylarının Navier-Stokes denklemleri, Schrödinger

denklemleri ve potansiyel teorisinde de geni̧s uygulamalarıvardır.

x ∈ Rn ve r > 0 olmak üzere B (x, r) , x merkezli r yarıçaplıyuvar olsun. f ∈

Lloc1 (Rn) olmak üzere Mα kesirli maksimal operatör ve Iα Riesz potansiyeli sırasıyla

Mαf(x) = sup
r>0
|B(x, r)|−1+α

n

∫
B(x,r)

|f(y)|dy, 0 ≤ α < n,

Iαf(x) =

∫
Rn

f(y)dy

|x− y|n−α , 0 < α < n

olarak tanımlanır. α = 0 alınırsa M ≡ M0 Hardy-Littlewood maksimal operatörü

elde edilir. Burada |B(x, r)|, B(x, r) yuvarının Lebesgue ölçüsüdür.

ρ : (0,∞) → (0,∞) pozitif ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere Rn de uygun f

fonksiyonlarıiçin Iρ genelleştirilmi̧s kesirli integral operatörü (genelleştirilmi̧s Riesz

potansiyeli)

Iρf(x) =

∫
Rn

ρ(|x− y|)
|x− y|n f(y)dy

olarak tanımlanır. ρ(t) = tα alınırsa Itα = Iα Riesz potansiyel operatörü elde

edilir. Iρ genelleştirilmi̧s kesirli integral operatörü ilk olarak Guliyev (1999, 2001)

1



ve Nakai (2001) tarafından çalı̧sılmı̧stır. Son zamanlarda özellikle Morrey uzay-

larında birçok matematikçi tarafından Iρ genelleştirilmi̧s kesirli integral operatörü

ile ilgili çalı̧smalar yapılmaktadır. Nakai, Iρ genelleştirilmi̧s kesirli integral oper-

atörünün M1,ϕ genelleştirilmi̧s Morrey uzayından M1,ψ ye sınırlılı̆gınıuygun ϕ ve

ψ fonksiyonlarıalarak ispatlamı̧stır. Iρ genelleştirilmi̧s kesirli integral operatörünün

Mp,ϕ genelleştirilmi̧s Morrey uzayından Mq,ψ ye sınırlılı̆gı ile ilgili Nakai (2002),

Eridani (2002), Gunawan (2003), Eridani, Gunawan ve Nakai (2004), Gunawan ve

Eridani (2009), Sawano (2010), Eridani, Gunawan, Nakai ve Sawano (2014) gibi

birçok matematikçi tarafından çalı̧smalar yapılmı̧stır.

Yukarıda bahsedilen çalı̧smalarda ϕ1 ve ϕ2 fonksiyonlarıüzerine çeşitli monotonluk

koşullarıkonularak ispatlar yapılmı̧stır.

Guliyev (2009) ϕ1 ve ϕ2 fonksiyonlarının monotonluğu ile ilgili koşullarıkullanmadan

lokal Guliyev eşitsizliği

‖Iαf‖Lq(B(x,t)) . t
n
q

∞∫
t

r−
n
q
−1 ‖f‖Lp(B(x,r)) dr

ve noktasal Guliyev eşitsizliği

|Iαf(x)| . rαMf (x) +

∞∫
r

tα−
n
p
−1 ‖f‖Lp(B(x,t)) dt

adını verdiğimiz eşitsizlikleri kullanarak Iα Riesz potansiyel operatörünün Mp,ϕ1

genelleştirilmi̧s Morrey uzayındanMq,ϕ2 genelleştirilmi̧s Morrey uzayına Spanne ve

Adams tipi sınırlılıklarınıispatlamı̧stır.

Bu çalı̧smanın amacı, Iρ genelleştirilmi̧s kesirli integral operatörünün Mp,λ Mor-

rey uzaylarında veMp,ϕ genelleştirilmi̧s Morrey uzaylarında Spanne ve Adams tipi

sınırlılı̆gınıGuliyev metodu ile ispatlamaktır.

Bu amaçla, Spanne-Guliyev tipi sınırlılık için lokal Guliyev eşitsizliği

‖Iρf‖Lq(B(x,t)) ≤ ‖f‖Lp(B(x,2t)) + t
n
q

∞∫
2t

r−
n
p
−1ρ(r) ‖f‖Lp(B(x,r)) dr

2



ve Adams-Guliyev tipi sınırlılık için noktasal Guliyev eşitsizliği

|Iρf(x)| . ρ(t)Mf(x) +

∞∫
t

r−
n
p
−1ρ(r) ‖f‖Lp(B(x,r)) dr

genelleştirilerek ispatlanmı̧stır. Elde edilen bu eşitsizlikler kullanılarak aşağıdaki

orjinal sonuçlar ispatlanmı̧stır:

i) (Spanne-Guliyev) 1 < p < q < ∞, olsun. Bu durumda Iρ operatörü, p > 1 için

Mp,λ Morrey uzayındanMq,µ Morrey uzayına ve p = 1 içinM1,λ Morrey uzayından

WMq,µ zayıf Morrey uzayına sınırlıdır.

ii) (Adams-Guliyev) 1 < q < ∞ olsun. Bu durumda Iρ operatörü, p > 1 içinMp,λ

Morrey uzayından Mq,λ Morrey uzayına ve p = 1 için M1,λ Morrey uzayından

WMq,λ zayıf Morrey uzayına sınırlıdır.

iii) (Spanne-Guliyev) 1 ≤ p <∞ olsun. Bu durumda Iρ operatörü, p > 1 içinMp,ϕ1

genelleştirilmi̧s Morrey uzayından Mq,ϕ2 genelleştirilmi̧s Morrey uzayına ve p = 1

içinM1,ϕ1 genelleştirilmi̧s Morrey uzayından WMq,ϕ2 genelleştirilmi̧s zayıf Morrey

uzayına sınırlıdır.

iv) (Adams-Guliyev) 1 ≤ p <∞, q > p olsun. Bu durumda Iρ operatörü, p > 1 için

M
p,ϕ

1
p
genelleştirilmi̧s Morrey uzayındanM

q,ϕ
1
q
genelleştirilmi̧s Morrey uzayına ve

p = 1 için M1,ϕ genelleştirilmi̧s Morrey uzayından WM
q,ϕ

1
q
genelleştirilmi̧s zayıf

Morrey uzayına sınırlıdır.

Tezde elde edilen bu sonuçlar, bu güne kadar Iα ve Iρ operatörleri için elde edilmi̧s

olan sonuçlarıbirer özel hal olarak kapsamaktadır. Dolayısıyla, bu tezde elde edilen

sonuçlar önceki tüm sonuçların bir genelleştirilmesidir.

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır. İkinci

bölümün ilk kısmında, konu ile ilgili temel tanım ve teoremler verilmi̧stir. İkinci

ve üçüncü kısmında Morrey uzaylarıve genelleştirilmi̧s Morrey uzaylarıtanıtılarak

temel özellikleri incelenmi̧stir. Daha sonra, Riesz potansiyelinin ve genelleştirilmi̧s

kesirli integral operatörlerinin genelleştirilmi̧s Morrey uzaylarında sınırlılı̆gıile ilgili

çalı̧smalara yer verilmi̧stir.
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Üçüncü ve dördüncü bölümler tezin orjinal kısımlarıdır. Üçüncü bölümde, Iρ genelleştir-

ilmi̧s kesirli integral operatörlerininMp,λ Morrey uzaylarında Spanne ve Adams tipi

sınırlılı̆gıρ üzerine uygun koşullar konularak Guliyev metodu ile ispatlanmı̧stır.

Dördüncü bölümde, ρ ve ϕ fonksiyonlarıüzerine uygun koşullar konularak Iρ genelleştir-

ilmi̧s kesirli integral operatörlerininMp,ϕ genelleştirilmi̧s Morrey uzaylarında Spanne

ve Adams tipi sınırlılı̆gıGuliyev metodu ile ispatlanmı̧stır.

Beşinci bölümde, tartı̧sma ve sonuç yer almaktadır.

Çalı̧smamızda, C > 0 bir sabit olmak üzere A ≤ CB sağlanıyorsa A . B gösterimi

kullanılacaktır. Ayrıca A . B ve B . A sağlanıyorsa A ≈ B ile gösterilecektir.
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2. KURAMSAL TEMELLER

2.1 Temel Kavramlar

Tanım 2.1.1 (Topolojik Vektör Uzayı) X bir topolojik Hausdorff uzayıolsun.

X ×X ve C×X topolojik çarpım uzaylarından X uzayına olan

(x, y)→ x+ y ve (c, x)→ cx

dönüşümleri sürekli ise bu durumda X uzayına bir topolojik vektör uzayıdır denir.

Burada C, Öklidyen metriği tarafından belirlenmi̧s olan alı̧sılmı̧s topolojiye sahiptir

(Adams ve Fournier 2003).

Tanım 2.1.2 (Fonksiyonel) Bir X vektör uzayıüzerinde tanımlanan skaler değerli

bir fonksiyona fonksiyonel adıverilir. Eğer x, y ∈ X ve a, b ∈ C olmak üzere

f (ax+ by) = af (x) + bf (y)

ise f lineerdir denir. X bir topolojik vektör uzayıolsun. Eğer bir fonksiyonel X

uzayından C ye sürekli ise X üzerinde süreklidir denir (Grafakos 2008).

Tanım 2.1.3 (Dual Uzay) Bir X topolojik vektör uzayıüzerindeki bütün sürekli,

lineer fonksiyonellerin kümesi X in duali olarak adlandırılır ve X
′
ile gösterilir.

Noktasal toplama ve skalerle çarpma altında X
′
bir vektör uzayıdır: f, g ∈ X

′
,

x ∈ X, c ∈ C olmak üzere

(f + g) (x) = f (x) + g (x) , (cf) (x) = cf (x)

tanımlanır (Grafakos 2008).

X
′
için uygun bir topoloji belirlenirse bu durumda X

′
bir topolojik vektör uzayı

yapılabilir.

Tanım 2.1.4 (Normlu Uzay) X birK cismi üzerinde bir vektör uzayıolsun. Eğer

‖.‖ : X → R x→ ‖x‖
5



dönüşümü ∀x, y ∈ X ve ∀a ∈ K için

(N1) ‖x‖ ≥ 0 ve ‖x‖ = 0⇔ x = θ,

(N2) ‖ax‖ = |a| ‖x‖ ,

(N3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

özelliklerini sağlıyorsa bu dönüşüme X üzerinde norm adıverilir. (X, ‖.‖) ikilisine

bir normlu vektör uzayıdenir. (X, ‖.‖) normlu uzayıkısaca X ile gösterilir.

Tanım 2.1.5 (N3) eşitsizliğinde ‖x+ y‖ ≤ C (‖x‖+ ‖y‖), C > 0 olması duru-

munda bu dönüşüme quasi-norm adıverilir.

Tanım 2.1.6 (Banach Uzayı) Eğer X normlu uzayındaki her Cauchy dizisi X te

bir limite yakınsıyorsa X uzayına bir Banach uzayıdır denir (Grafakos 2008).

Tanım 2.1.7 (Pseudo-metrik) ρ : X × X → [0,∞) bir fonksiyon olsun. ρ

fonksiyonu

(i) ρ (x, y) = 0⇔ x = y,

(ii) ρ (x, y) = ρ (y, x) ,

(iii) C > 0 öyle ki ρ (x, z) ≤ C (ρ (x, y) + ρ (y, z))

özelliklerini sağlıyorsa ρ ya pseudo-metrik denir.

Tanım 2.1.8 (Operatör) Fonksiyonlar kümesini fonksiyonlar kümesine dönüştüren

bir dönüşüme operatör denir.

Tanım 2.1.9 Bir T operatörü aşağıdaki özellikleri gerçeklerse T ye lineerdir denir:

(i) T nin D (T ) tanım bölgesi bir vektör uzayıolup R (T ) değer bölgesi, aynıcisim

üzerinde bir vektör uzayıdır.

(ii) Her x, y ∈ D (T ) ve α skaleri için,

T (x+ y) = Tx+ Ty

T (αx) = αTx

gerçeklenir.

Tanım 2.1.10 X, Y normlu uzaylar ve D (T ) ⊂ X olmak üzere, T : D (T ) → Y

lineer operatör olsun. Eğer her x ∈ D (T ) için, ‖Tx‖ ≤ A ‖x‖ olacak şekilde bir

A > 0 reel sayısıvarsa, T operatörüne sınırlıdır denir.
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Bir T operatörünün normu ‖T‖ = sup
x∈D(T )
x 6=0

‖Tx‖
‖x‖ ile tanımlanır (Kreyszig 1989).

Tanım 2.1.11 X, Y normlu uzaylar, D (T ) ⊂ X olmak üzere, T : D (T ) → Y bir

operatör ve x0 ∈ D (T ) olsun. Eğer verilen her ε > 0 sayısına kaŗsılık, ‖x− x0‖ < δ

koşulunu gerçekleyen her x ∈ D (T ) için, ‖Tx− Tx0‖ < ε olacak şekilde bir δ > 0

sayısıvarsa T ye x0 da süreklidir denir.

Teorem 2.1.12 X ve Y normlu uzaylar ve D (T ) ⊂ X olmak üzere, T : D (T )→ Y

lineer operatör olsun. Bu durumda T nin sürekli olmasıiçin gerek ve yeter koşul T

nin sınırlıolmasıdır (Kreyszig 1989).

Tanım 2.1.13 (Cebir) X bir küme olsun. Eğer X in alt kümelerinin bir Σ sınıfı

için aşağıdaki özellikler sağlanıyorsa bu durumda Σ sınıfına X üzerinde bir cebirdir

denir:

(i) X ∈ Σ,

(ii) Her E ∈ Σ için Ec = X\E ∈ Σ,

(iii) k = 1, 2, ..., n için Ek ∈ Σ ise
n
∪
k=1

Ek ∈ Σ.

Eğer (iii) şartıyerine “Her n ∈ N için En ∈ Σ ⇒
∞
∪
n=1

En ∈ Σ”şartıkonulursa Σ

cebirine bir σ− cebir adıverilir.

Tanım 2.1.14 (Rn Öklid uzayı) x = (x1, ..., xn) ve y = (y1, ..., yn) , Rn de

vektörler olmak üzere Rn, n−boyutlu Öklidyen uzayı (x, y) =
n∑
j=1

xjyj iç çarpımı

ile donatılmı̧s Rn, n−boyutlu reel uzayıdır. Burada x vektörünün mutlak değeri

|x| =
(

n∑
j=1

x2j

) 1
2

ile tanımlanır.

Tanım 2.1.15 (Ölçülebilir uzay) X bir küme ve Σ, X üzerinde bir σ−cebiri

olsun. Bu durumda (X,Σ) ikilisine bir ölçülebilir uzay, Σ daki her bir kümeye de

Σ-ölçülebilir küme veya kısaca ölçülebilir küme adıverilir.

Tanım 2.1.16 (Ölçü) (X,Σ) bir ölçülebilir uzay olsun. Σ üzerinde tanımlı

geni̧sletil-mi̧s reel değerli bir µ fonksiyonu

(i) µ (∅) = 0,

(ii) Her A ∈ Σ için µ (A) ≥ 0,
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(iii) Her ayrık (An) dizisi için µ
( ∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

µ (An)

özelliklerini sağlıyorsa bu fonksiyona ölçü denir. Eğer her A ∈ Σ için µ (A) <∞ ise

µ ye sonlu ölçü adıverilir.

Tanım 2.1.17 (Dı̧s ölçü) X bir küme ve P (X) de X in kuvvet kümesi olsun.

P (X) üzerinde tanımlı, geni̧sletilmi̧s reel değerli bir µ∗ fonksiyonu

(i) µ∗ (∅) = 0,

(ii) Her A ∈ P (X) için µ∗ (A) ≥ 0,

(iii) A ⊂ B ⊂ X için µ∗ (A) ≤ µ∗ (B) ,

(iv) Her bir n ∈ N için An ∈ P (X) ise µ∗
( ∞⋃
n=1

An

)
≤
∞∑
n=1

µ∗ (An)

şartlarınısağlarsa µ∗ fonksiyonuna X üzerinde bir dı̧s ölçüdür denir.

Tanım 2.1.18 (Ik), R nin sınırlıve açık alt aralıklarının bir dizisi ve

τA =
{

(Ik) : A ⊂
⋃

Ik

}
olsun. P (R) üzerinde

m∗ (A) = inf

{ ∞∑
k=1

l (Ik) : (Ik) ∈ τA

}
olarak tanımlanan m∗ bir dı̧s ölçüdür. Bu dı̧s ölçüye Lebesgue dı̧s ölçüsü denir.

Lebesgue dı̧s ölçüsü R nin her bir alt aralı̆gına onun uzunluğunu kaŗsılık getirir.

n−boyutlu Rn uzayında Lebesgue dı̧s ölçüsünü tanımlamak için

I = {x : ai ≤ xi ≤ bi , i = 1, ..., n}

n−boyutlu kapalıaralıklarınıgöz önüne alalım. Bu aralıkların hacimleri

v (I) =

n∏
i=1

(bi − ai)

biçimindedir. Keyfi bir E ⊂ Rn kümesinin Lebesgue dı̧s ölçüsü

m∗ (E) = inf

{ ∞∑
k=1

v (Ik) : E ⊂
∞⋃
k=1

Ik , Ik bir aralık

}

ile tanımlanır. ∀A ⊂ Rn için eğer

m∗ (A) = m∗ (A ∩ E) +m∗ (A ∩ (Rn − E))
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ise E kümesine Lebesgue ölçülebilirdir denir.

Tanım 2.1.19M (R,m∗), m∗ dı̧s ölçüsüne göre ölçülebilen R nin alt kümelerinin

sınıfıolsun. m∗ Lebesgue dı̧s ölçüsününM (R,m∗) sınıfına da B (R) Borel sınıfına

olan kısıtlanmasına Lebesgue ölçüsü denir, m ile gösterilir.

Tanım 2.1.20 (Ölçülebilir fonksiyon) (X,Σ) bir ölçülebilir uzay ve f : X → R

bir fonksiyon olsun. Eğer ∀α ∈ R için

f−1 (]α,+∞[) = {x ∈ X : f (x) > α} ∈ Σ

oluyorsa f ye ölçülebilir fonksiyon denir. X üzerindeki ölçülebilir fonksiyonların

ailesiM (X,Σ) ile gösterilir. Ayrıca (X,Σ) bir ölçülebilir uzay olmak üzere X deki

negatif olmayan ölçülebilir fonksiyonların kümesiM+ (X,Σ) ile gösterilir.

Tanım 2.1.21 (X,Σ, µ) bir ölçü uzayıolsun. Eğer bir önerme ölçüsü sıfır olan bir

küme dı̧sında doğru ise, o önerme hemen her yerde doğrudur denir.

Tanım 2.1.22 (Destek) f (x) 6= 0 şartınısağlayan x noktalarının kümesinin ka-

panı̧sına f fonksiyonunun desteği denir ve

suppf = {x : f(x) 6= 0}

ile gösterilir.

Tanım 2.1.23 (Düzgün Fonksiyon) Bir bölge üzerinde her mertebeden sürekli

türevlere sahip olan bir f fonksiyonuna düzgün fonksiyon denir.

Tanım 2.1.24 (Karakteristik Fonksiyon) A ⊂ Rn olsun.

χA =

 1 , x ∈ A

0 , x /∈ A

ile tanımlanan χA fonksiyona A nın karakteristik fonksiyonu denir (Grafakos 2008).

Tanım 2.1.25 (Lp Uzayı) (X,Σ, µ) bir ölçü uzayıolsun. 0 < p <∞ olmak üzere

Lp =

f ∈M (X,Σ) :

∫
X

|f |p dµ <∞


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kümesine p-inci kuvvetten mutlak integrallenebilen fonksiyonlar sınıfına Lp uzayı

denir. Lp uzayında bir f fonksiyonunun normu

‖f‖p =


(∫
X

|f |p dµ
) 1

p

, 1 ≤ p <∞

ess sup
x∈X

|f (x)| , p =∞

ile tanımlanır (Grafakos 2008).

Tanım 2.1.26 f ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere her kompakt K kümesi

üzerinde ∫
K

|f | dµ <∞

ise f fonksiyonuna lokal integrallenebilirdir denir (Grafakos 2008).

Lemma 2.1.27 (Hölder eşitsizliği) p > 1 ve 1
p

+ 1
q

= 1 olmak üzere f ∈ Lp,

g ∈ Lq olsun. Bu durumda fg ∈ L1 ve

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q

sağlanır. Bu eşitsizliğe Hölder eşitsizliği denir (Sadosky 1979).

Lemma 2.1.28 (Minkowski eşitsizliği) p ≥ 1 için eğer f , g ∈ Lp ise (f + g) ∈ Lp
ve

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p

dir. Bu eşitsizliğe Minkowski eşitsizliği denir (Sadosky 1979).

Lemma 2.1.29 (Genelleştirilmi̧s Minkowski Eşitsizliği) 1 ≤ p <∞, (X,µ) ve

(Y, ν) ölçülebilir uzaylar olsun. f , (X,µ) × (Y, ν) çarpım uzayıüzerinde ölçülebilir

bir fonksiyon olmak üzere∫
Y

∫
X

|f(x, y)| dµ(x)

p

dν(y)


1
p

≤
∫
X

∫
Y

|f(x, y)|p dν(y)

 1
p

dµ(x)

eşitsizliği sağlanır (Grafakos 2008).
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Teorem 2.1.30 (Fubini) η ≥ 0, υ ≥ 0 olmak üzere (X, η) ve (Y, υ) ölçü uzayları

ve η⊗ υ, X × Y üzerinde tanımlıçarpım ölçüsü olsun. Bu durumda F (x, y), η⊗ υ-

integrallenebilir ise∫ ∫
X×Y

F (x, y)dη ⊗ υ =

∫
X

∫
Y

F (x, y)dη

 dυ

=

∫
Y

∫
X

F (x, y)dυ

 dη

eşitliği sağlanır. Burada X = Y = R ise η = υ Lebesgue ölçüsüdür. Bu durumda

R2 de η ⊗ υ = dx1dx2 dir (Sadosky 1979).

Tanım 2.1.31 (Konvolüsyon) f ile g ölçülebilir fonksiyonlar olsun. Rn de f ile

g nin konvolüsyonu

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn

f(y)g(x− y)dy

biçiminde tanımlıdır (Neri 1971).

Teorem 2.1.32 (Young) Eğer f , g ∈ L1 ise bu durumda h = f ∗ g hemen her

yerde vardır ve L1 e aittir. Ayrıca

‖h‖1 ≤ ‖f‖1 ‖g‖1

sağlanır (Neri 1971).

Teorem 2.1.33 (Young) 1 ≤ p ≤ ∞ olsun. Eğer f ∈ Lp ve g ∈ L1 ise bu durumda

h = f ∗ g hemen her yerde vardır ve Lp uzayına aittir. Ayrıca

‖h‖p ≤ ‖f‖p ‖g‖1

eşitsizliği gerçeklenir (Neri 1971).

Teorem 2.1.34 (Young) f ∈ Lp ve g ∈ Lq olsun. Eğer h = f ∗ g ise bu durumda

h ∈ Lr ve

‖h‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q

sağlanır. Burada 1
p

+ 1
q
≥ 1 ve 1

r
= 1

p
+ 1

q
− 1 dir (Neri 1971).

Rn üzerinde dx = dx1...dxn ile Lebesgue ölçüsünü göstereceğiz. Rn uzayıüzerinde

bir f fonksiyonunun Lebesgue integrali∫
f (x) dx =

∫
· · ·
∫
f (x1, ..., xn) dx1...dxn
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ile gösterilir. Çok katlıintegrali kutupsal koordinatlarda ifade etmek çoğu kez kul-

lanı̧slıolmaktadır. r = |x| olsun ve Sn−1 = {x : |x| = 1} ile birim kürenin yüzeyini

gösterelim.∫
Rn
f (|x|) dx integralinin hesabıiçin;

0 ≤ r <∞, 0 ≤ θ1, ..., θn−2 ≤ π, 0 ≤ θn−1 ≤ 2π olmak üzere

x1 = r cos θ1

x2 = r sin θ1 cos θ2

x3 = r sin θ1 sin θ2 cos θ3

...

xn = r sin θ1 sin θ2... sin θn−1

dönüşümü yapılır. Bu dönüşümün Jakobiyeni

J (r, θ1, ..., θn−1) = rn−1
n−1∏
j=1

(sin θj)
n−1−j

olarak hesaplanır. Bu durumda

∫
Rn

f (|x|) dx =

∞∫
0

π∫
0

π∫
0

...

2π∫
0

f (r) J (r, θ) dθ1...dθn−1dr

=

∞∫
0

rn−1f (r) dr

π∫
0

π∫
0

...

2π∫
0

n−1∏
j=1

(sin θj)
n−1−j dθ1...dθn−1

= ωn−1

∞∫
0

f (r) rn−1dr

elde edilir. Burada ωn−1, birim kürenin yüzey alanıdır. Genel olarak∫
Rn

f (|x|) dx =

∞∫
0

∫
Sn−1

f (r sin θ1, ..., r sin θ1... sin θn−1) r
n−1drdθ1...dθn−1

=

∞∫
0

∫
Sn−1

f (r, θ) rn−1dσdr

olarak yazılır. dx hacim elemanı, dx = rn−1drdσ dir. Burada dσ, Sn−1 üzerinde dx

tarafından belirlenen yüzey ölçüsüdür.

Teorem 2.1.35 E ⊂ Rn, |E| < ∞ olsun. Eğer r < s ise bu durumda Ls (E) ⊂

Lr (E) sağlanır (Neri 1971).
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Tanım 2.1.36 Bir s fonksiyonunun görüntü kümesi sonlu elemandan meydana geli-

yorsa s ye bir basit fonksiyondur denir.

Teorem 2.1.37 Eğer 1 ≤ p < ∞ ise Lp deki basit fonksiyonların kümesi Lp de

yoğundur (Adams ve Fournier 2003).

Tanım 2.1.38 1 ≤ p, q ≤ ∞ olmak üzere

T : Lp (Rn)→ Lq (Rn)

bir operatör olsun. Eğer ∀f ∈ Lp (Rn) için

‖Tf‖q ≤ A ‖f‖p

olacak biçimde f den bağımsız bir A > 0 sabiti varsa T operatörüne kuvvetli (p, q)

tipindendir denir.

µ bir ölçü olmak üzere eğer ∀α > 0 için

µ {x : |Tf (x)| > α} ≤
(
A ‖f‖p
α

)q
, q <∞

olacak biçimde α ve f den bağımsız bir A sabiti varsa T dönüşümüne zayıf (p, q)

tipindendir denir (Sadosky 1979).

Teorem 2.1.39 (Riesz-Thorin) 1 ≤ p0, p1, q0, q1 ≤ ∞ olmak üzere T, (p0, q0) ve

(p1, q1) tipli bir operatör olsun. Bu durumda

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1
,

1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1
(0 < θ < 1)

olmak üzere T, (p, q) tipli bir operatördür (Sadosky 1979).

Teorem 2.1.40 (Marcinkiewicz) T alttoplamsal operatör ve p0 < q0, p1 ≤ q1 ve

q0 6= q1 olsun. Ayrıca T operatörü zayıf (p0, q0) ve zayıf (p1, q1) tipli operatör olsun

ve p ile q
1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1
,

1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1
, (0 < θ < 1)

biçiminde tanımlansın. Bu durumda T operatörü (p, q) tipli operatördür (Sadosky

1979).
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Lemma 2.1.41 (Hardy Eşitsizliği) 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, ν ve ω ölçülebilir, (0,∞)

üzerinde pozitif ve azalan iki fonksiyon olsun. Bu durumda C,ϕ fonksiyonundan

bağımsız bir sabit olmak üzere

 ∞∫
0

 t∫
0

ϕ (s) ds

q

ω (t) dt


1
q

≤ C

 ∞∫
0

ϕ (t)p ν (t) dt

 1
p

(2.1)

eşitsizliğinin sağlanmasıiçin gerek ve yeter koşul

K = sup
r>0

 ∞∫
r

ω (t) dt

 1
q
 r∫
0

ν (t)1−p
′
dt

 1
p′

<∞ (2.2)

olmasıdır. Burada p+ p′ = pp′ dir. Ayrıca (2.1) i sağlayan en iyi C sabiti

K ≤ C ≤ k (p, q)K (2.3)

biçimindedir.

(2.3) deki k (p, q) sabiti

k (p, q) = p
1
q (p′)

1
p′ , k (p, q) = q

1
q (q′)

1
p′ veya k (p, q) =

(
1 +

q

p′

) 1
q
(

1 +
p′

q

) 1
p′

gibi farklıbiçimlerde verilebilir (Mazya 1985).

Lemma 2.1.42 (Hardy Eşitsizliği) 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, ν ve ω ölçülebilir, (0,∞)

üzerinde pozitif ve azalan iki fonksiyon olsun. Bu durumda C,ϕ fonksiyonundan

bağımsız bir sabit olmak üzere

 ∞∫
0

 ∞∫
t

ϕ (s) ds

q

ω (t) dt


1
q

≤ C

 ∞∫
0

ϕ (t)p ν (t) dt

 1
p

(2.4)

eşitsizliğinin sağlanmasıiçin gerek ve yeter koşul

K1 = sup
r>0

 r∫
0

ω (t) dt

 1
q
 ∞∫

r

ν (t)1−p
′
dt

 1
p′

<∞

olmasıdır. (2.4) ü sağlayan en iyi C sabiti K1 ≤ C ≤ k (p, q)K1 eşitsizliğini sağlar

(Mazya 1985).
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Teorem 2.1.43 (Lebesgue yakınsaklık) (X,Σ, µ) bir ölçü uzayı, g : X → [0,∞]

integrallenebilen bir fonksiyon ve f, f1, f2 ... X üzerinde Σ−ölçülebilir reel değerli

fonksiyonlar olsun. Eğer h.h.x için

lim
n→∞

fn (x) = f (x)

ve

∀n ∈ Nicin |fn (x)| ≤ g (x)

ise bu durumda f ve fn integrallenebilirdir ve

lim
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ

dır (Grafakos 2008).

Teorem 2.1.44 (Monoton Yakınsaklık Teoremi) (X,Σ, µ) bir ölçü uzayıve

(fn) deM+ (X,Σ) daki fonksiyonların monoton artan bir dizisi olsun. (fn) dizisi f

fonksiyonuna yakınsar ise ∫
X

fdµ = lim

∫
X

fndµ

dir (Grafakos 2008).

Şimdi Morrey uzaylarınıtanıtıp bazıtemel özelliklerini verelim.

2.2 Mp,λ Morrey Uzayları

Bu kısımda, Morrey uzaylarıtanıtılacak ve bu uzayın bazıcebirsel özelliklerine yer

verilecektir.

Tanım 2.2.1 0 ≤ λ ≤ n, 1 ≤ p <∞ ve f ∈ Llocp (Rn) olmak üzere

‖f‖Mp,λ
= ‖f‖Mp,λ(Rn) = sup

x∈Rn
t>0

t−
λ
p ‖f‖Lp(B(x,t)) <∞

olan tüm f fonksiyonların sınıfına Morrey uzayıdenir ve bu fonksiyonlarının sınıfı

Mp,λ (Rn) ile gösterilir (Morrey 1938).

Yukarıdaki koşullarla tanımlanan norm ile Mp,λ (Rn) uzayı bir Banach uzayıdır.

Mp,λ (Rn) uzaylarının cebirsel özellikleri hakkında bazıtemel sonuçlar aşağıda ver-

ilmi̧stir.
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(i) λ = 0 olduğunda

Mp,0 (Rn) = Lp (Rn)

bilinen Lebesgue uzayıdır. Gerçekten,

‖f‖Mp,0(Rn) = sup
x∈Rn
t>0

t−
0
p ‖f‖Lp(B(x,t))

= sup
x∈Rn
t>0

‖f‖Lp(B(x,t))

= ‖f‖Lp(Rn)

elde edilir.

(ii) λ = n olduğunda

Mp,n (Rn) = L∞ (Rn)

WLp (Rn) zayıf Lp (Rn) uzayıdır ve

‖f‖L∞ = ω
− 1
p

n ‖f‖Lp,n

eşitliği gerçeklenir. Gerçekten, f ∈ L∞ (Rn) olsun. Bu durumda,r−n ∫
B(x,r)

|f (y)|p dy


1
p

≤ ω
1
p
n ‖f‖L∞

elde edilir. Buradan f ∈ Mp,n (Rn) bulunur ve

‖f‖Mp,n
≤ ω

1
p
n ‖f‖L∞

sağlanır. f ∈Mp,n (Rn) olsun. Temel Lebesgue Teoremi’ne göre

lim
r→o

1

m (B (x, r))

∫
B(x,r)

|f (y)|p dy = |f (x)|p

dir. Bu durumda,

|f (x)| =

lim
r→o

1

m (B (x, r))

∫
B(x,r)

|f (y)|p dy


1
p

≤ ω
− 1
p

n ‖f‖Mp,n

elde edilir. Böylece f ∈ L∞ (Rn) dir.
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(iii) λ < 0 veya λ > n iken Mp,λ (Rn) = Θ olup burada Θ, Rn de 0 a denk olan

fonksiyonların kümesini belirtmektedir (Stein 1970).

Ayrıca 1 ≤ p <∞, f ∈ WLlocp (Rn) olmak üzere zayıf Morrey uzayıWMp,λ (Rn)

‖f‖WMp,λ
≡ ‖f‖WMp,λ(Rn) = sup

x∈Rn
t>0

t−
λ
p ‖f‖WLp(B(x,t))

<∞

olacak biçimdeki fonksiyonların kümesini belirtmektedir. BuradaWMp,λ (B (x, r)) ,

‖f‖WLp(B(x,r))
≡

∥∥fχB(x,r)∥∥WLp(Rn)

= sup
x∈Rn
t>0

t |{y ∈ B (x, r) : |f(y)| > t}|
1
p

koşulunu sağlayan zayıf Lp uzayında ölçülebilir fonksiyonların uzayıdır. Ayrıca,

WLp (Rn) =WMp,0 (Rn)

eşitliği de sağlanır. ‖f‖WMp,λ
≤ ‖f‖Mp,λ

ve böylece Mp,λ (Rn) ⊂ WMp,λ (Rn)

sağlanır.

Teorem 2.2.2 1 ≤ p < q <∞, λ, µ ≥ 0 ve λ−n
p
≤ µ−n

q
olsun. Bu durumda,

Mq,µ ↪→Mp,λ

gömülmesi gerçeklenir.

İspat. 1
p/q
ile 1

1−p/q eşlenik olmak üzere Hölder eşitsizliğinden

∫
B(x,r)

|f (y)|p dy =

 ∫
B(x,r)

1dy


1− p

q
 ∫
B(x,r)

|f (y)|q dy


p
q

≤ (vnr
n)1−

p
q

 ∫
B(x,r)

|f (y)|q dy


p
q

≤ (vn)1−
p
q rn(1−

p
q )+µ

p
q

r−µ ∫
B(x,r)

|f (y)|q dy


p
q

yazılabilir. Ayrıca,

λ− n
p

≤ µ− n
q
⇔ λ ≤ n

(
1− p

q

)
+ µ

p

q

⇒
(r
d

)n(1− pq )+µ pq ≤ (r
d

)λ
⇒ rn(1−

p
q )+µ

p
q ≤ rλdn(1−

p
q )+µ

p
q
−λ
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elde edilir. Bu ifadeler yerine yazılırsar−λ ∫
B(x,r)

|f (y)|p dy


1
p

.

r−µ ∫
B(x,r)

|f (y)|q dy


p
q

bulunur. Böylece ‖f‖Mp,λ
. ‖f‖Mq,µ

gerçeklenir.

Bu çalı̧smanın temel eşitsizliklerinden biri olan Hardy-Littlewood-Sobolev eşitsizliği

(1930) aşağıdaki teoremde verilmi̧stir.

Teorem 2.2.3 1 < p < q <∞ olsun. Iα operatörünün Lp(Rn) den Lq (Rn) ye sınırlı

olmasıiçin gerek ve yeter koşul α = n
p
− n

q
olmasıdır. Ayrıca,

‖Iαf‖Lq . ‖f‖Lp

eşitsizliği gerçeklenir. Bununla birlikte p = 1 < q < ∞ için Iα operatörü L1 (Rn)

den W Lq (Rn) ye sınırlıdır.

Spanne ve Adams Iα Riesz potansiyelininMp,λ Morrey uzaylarında sınırlılı̆gınıis-

patladı. Bu sonuçlarıaşağıdaki gibi özetleyebiliriz:

Teorem 2.2.4 (Spanne) 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 0 < λ < n − αp olsun. Ayrıca

α = n
p
− n

q
, λ
p

= µ
q
ve f ∈ Llocp (Rn) olsun. Bu durumda,

‖Iαf‖Mq,µ . ‖f‖Mp,λ

eşitsizliği gerçeklenir, buna göre Iα operatörüMp,λ denMq,µ ye sınırlıdır (Spanne 1969).

Teorem 2.2.5 (Adams) 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 0 < λ < n− αp ve α = n

p
− n

q
olsun.

Bu durumda f ∈ Llocp (Rn) olmak üzere

‖Iαf‖Mq,λ
. ‖f‖Mp,λ

eşitsizliği gerçeklenir, buna göre Iα operatörüMp,λ denMq,λ ye sınırlıdır (Adams 1975).

Şimdi Iα Riesz potansiyel operatörü ile Mα kesirli maksimal operatörü arasındaki

ili̧skiyi ifade eden aşağıdaki teoremi yazabiliriz.
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Teorem 2.2.6 0 < α < n olmak üzere

Mαf(x) ≤ v
α
n
−1

n Iα (|f |) (x)

eşitsizliği gerçeklenir. Burada vn, Rn de birim yuvarın hacmini belirtmektedir.

Teorem 2.2.4 ve Teorem 2.2.5 dan Mα kesirli maksimal operatörün Mp,λ Morrey

uzaylarında sınırlı olduğunu söyleyebiliriz. Şimdi M maksimal operatörün ve Iα

operatörünün Morrey uzaylarında sınırlılı̆gı için daha güçlü bir sonucu ifade eden

teoremi verelim.

Teorem 2.2.7 1 < p <∞, 0 < λ < n ve f ∈ Llocp (Rn) olmak üzere

‖Mf‖Mp,λ
. ‖f‖Mp,λ

eşitsizliği gerçeklenir. YaniM operatörüMp,λMorrey uzayında sınırlıdır (Chiarenza

ve Frasca 1987).

Teorem 2.2.8 1 ≤ p <∞, 0 ≤ λ < n− αp ve f ∈ Llocp (Rn) olmak üzere

‖Iαf‖Mq,λ
. ‖f‖Mp,λ

eşitsizliği gerçeklenir. Buna göre Iα operatörüMp,λ denMq,λ ye sınırlıdır (Chiarenza

ve Frasca 1987).

Şimdi,Mp,ϕ genelleştirilmi̧s Morrey uzaylarınıtanıtalım.

2.3 Mp,ϕ Genelleştirilmi̧s Morrey Uzayları

Tanım 2.3.1 1 ≤ p < ∞ ve ϕ : Rn × (0,∞) → (0,∞) de pozitif ölçülebilir bir

fonksiyon olsun. f ∈ Llocp (Rn) olmak üzere

‖f‖Mp,ϕ
= ‖f‖Mp,ϕ(Rn) = sup

x∈Rn
r>0

ϕ(x, r)−1 |B(x, r)|−
1
p ‖f‖Lp(B(x,r)) <∞

olacak biçimde sonlu quasinormu ile tanımlıf fonksiyonlarının sınıfına genelleştir-

ilmi̧s Morrey uzayıdenir veMp,ϕ (Rn) ile gösterilir (Guliyev ve Shukurov 2013).
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Ayrıca f ∈ Llocp (Rn) olmak üzere WMp,ϕ (Rn) genelleştirlimi̧s zayıf Morrey uzayı

‖f‖WMp,ϕ
= ‖f‖WMp,ϕ(Rn) = sup

x∈Rn
r>0

ϕ(x, r)−1 |B(x, r)|−
1
p ‖f‖WLp(B(x,r))

<∞

olacak biçimde tüm fonksiyonların uzayıdır. Bu tanıma göre ϕ(x, r) = r
λ−n
p seçilirse

Mp,λ = Mp,ϕ (Rn) |
ϕ(x,r)=r

λ−n
p

WMp,λ = WMp,ϕ |
ϕ(x,r)=r

λ−n
p

sırasıylaMp,λ Morrey uzayıve WMp,λ zayıf Morrey uzayıelde edilir.

Lemma 2.3.2 ϕ : (0,∞) → (0,∞) pozitif ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere

aşağıdaki koşullar gerçeklenir:

(i) ϕ h.h. azalandır, buna göre t ≤ r ⇒ ϕ(r) ≤ C1ϕ(t) dir.

(ii) ϕ h.h. azalan ise C2ϕ(2r) ≤
2r∫
r

ϕ(t)
t
dt ≤ C3ϕ(r);C2, C3 > 0 dır.

(iii) rnϕ(r)p h.h. artandır, buna göre t ≤ r ⇒ tnϕ(t)p ≤ C4r
nϕ(r)p dir.

(iv) ϕ(r)
rn

h.h. azalandır, buna göre t ≤ r ⇒ ϕ(r)
rn
≤ C5

ϕ(t)
tn
dir.

(v) ϕ fonksiyonu Dini koşulunu sağlar, buna göre
1∫
0

ϕ(t)
t
dt <∞ dur.

(vi) ϕ fonksiyonu doubling koşulunu sağlar, buna göre 1
2
≤ t

r
≤ 2⇒ 1

C6
≤ ϕ(t)

ϕ(r)
≤ C6

tür.

(vii) ϕ fonksiyonu doubling koşulunu sağlar ise ϕ(r) ≤ C7
r∫
0

ϕ(t)
t
dt,∀r > 0 dır.

(viii) ϕ fonksiyonu doubling koşulunu sağlar ise C8ϕ(r) ≤
2r∫
r

ϕ(t)
t
dt ≤ C9ϕ(r) dır.

(ix) ϕ fonksiyonu doubling koşulunu sağlar ise
2k+1r∫
2kr

ϕ(t)
t
dt ≈ ϕ(2kr),∀k ∈ Z dir.

(x) ϕ fonksiyonu integral koşulunu sağlar buna göre
∞∫
r

ϕ(t)
t
dt ≤ C10ϕ(r),∀r > 0 dır.

(xi) ϕ fonksiyonu integral koşulunu sağlar, buna göre
∞∫
r

ϕ(t)p dt
t
≤ C11ϕ(r)p dir.

Çalı̧smamız boyunca, yukarıda ϕ fonksiyonu için sağlanan tüm koşulların negatif

olmayan ölçülebilir ρ fonksiyonu için de sağlandı̆gınıkabul edeceğiz.

Teorem 2.3.3 1 < p <∞, r ≤ t ≤ 2r olmak üzere ϕ(x, r) için

C−1ϕ(x, r) ≤ ϕ(x, t) ≤ Cϕ(x, r) (2.5)
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doubling koşulu sağlanır. Burada C ≥ 1; t, r ve x ∈ Rn den bağımsızdır. Ayrıca ϕ

fonksiyonu için
∞∫
r

tαpϕ(x, t)p
dt

t
≤ Crαpϕ(x, r)p (2.6)

ve
∞∫
r

ϕ(x, t)p
dt

t
≤ Cϕ(x, r)p (2.7)

eşitsizlikleri sağlanır. Burada C > 0; t, r ve x ∈ Rn den bağımsızdır.

2.4 Mp,ϕ Uzaylarında Iα Riesz Potansiyel Operatörünün Sınırlılı̆gı

Bu kısımda, Iα Riesz potansiyel operatörünün Mp,ϕ (Rn) genelleştirilmi̧s Morrey

uzaylarında Spanne ve Adams tipi sınırlılı̆gıile ilgili yapılan çalı̧smalar incelenmi̧stir.

2.4.1 Spanne tipi sınırlılık

Aşağıdaki teoremde, Iα Riesz potansiyel operatörünün Mp,ϕ (Rn) genelleştirilmi̧s

Morrey uzaylarında Spanne tipi sınırlılı̆gınıgöstermek için Guliyev tarafından elde

edilmi̧s eşitsizlikler verilmektedir.

Lemma 2.4.1.1 (Iα için lokal Guliyev eşitsizlĭgi)1 ≤ p <∞, 0 < α < n
p
, α = n

p
− n

q

ve f ∈ Llocp (Rn) olsun. Bu durumda p > 1 için

‖Iαf‖Lq(B(x,t)) . t
n
q

∞∫
t

r−
n
q
−1 ‖f‖Lp(B(x,r)) dr (2.8)

ve p = 1 için

‖Iαf‖WLq(B(x,t))
. t

n
q

∞∫
t

r−
n
q
−1 ‖f‖L1(B(x,r)) dr (2.9)

eşitsizlikleri gerçeklenir (Guliyev 2009).

İspat. 1 < p <∞ olsun. f fonksiyonu f = f1+f2, f1 (y) = f (y)χB(x,2t) (y) , f2 (y) =

f (y)χBc(x,2t) (y) , t > 0 olarak tanımlanırsa

Iαf (x) = Iαf1 (x) + Iαf2 (x)

yazılabilir.
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1 < p < ∞, 0 < α < n
p
, 1
q

= 1
p
− α

n
olmak üzere Iα operatörünün Lp den Lq ye

sınırlılı̆gından

‖Iαf1‖Lq(B(x,t)) ≤ ‖Iαf1‖Lq(Rn)

≤ C ‖f1‖Lp(Rn)

= C ‖f‖Lp(B(x,2t))

elde edilir. Burada C, f den bağımsız bir sabittir. Ayrıca

‖f‖Lp(B(x,2t)) ≤ Ct
n
q

∞∫
2t

r−
n
q
−1 ‖f‖Lp(B(x,r)) dr

olduğu göz önüne alınırsa

‖Iαf1‖Lq(B(x,t)) ≤ Ct
n
q

∞∫
2t

r−
n
q
−1 ‖f‖Lp(B(x,r)) dr (2.10)

olur.

|x− z| ≤ t, |z − y| ≥ 2t olduğundan |x− z| ≤ t ≤ |z−y|
2
yazılabilir. Dolayısıyla

|x− y| = |x− z + z − y|

≤ |x− z|+ |z − y|

≤ t+ |z − y|

≤ 3

2
|z − y|

ve

|z − y| = |z − x+ x− y|

≤ |z − x|+ |x− y|

≤ t+ |x− y|

≤ |z − y|
2

+ |x− y|

⇒ |z − y|
2

≤ |x− y|

elde edilir. Sonuç olarak

1

2
|z − y| ≤ |x− y| ≤ 3

2
|z − y|
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yazılabilir. Böylece

‖Iαf2‖Lq(B(x,t)) ≤

∥∥∥∥∥∥∥
∫

Bc(x,2t)

f (y)

|z − y|n−α
dy

∥∥∥∥∥∥∥
Lq(B(x,t))

≤ C

∫
Bc(x,2t)

|f (y)|
|x− y|n−α

dy
∥∥χ(B(x,t))∥∥Lq(Rn)

bulunur. β > n
q
seçilerek, Hölder eşitsizliğinin uygulanmasıyla

∫
Bc(x,2t)

|f (y)|
|x− y|n−α

dy = β

∫
Bc(x,2t)

|x− y|α−n+β |f (y)|

 ∞∫
|x−y|

s−β−1ds

 dy

= β

∞∫
2t

s−β−1

 ∫
{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}

|x− y|α−n+β |f (y)| dy

 ds

≤ C

∞∫
2t

s−β−1 ‖f‖Lp(B(x,s))
∥∥∥|x− y|α−n+β∥∥∥

Lq(B(x,s))

ds

= C

∞∫
2t

s−β−1 ‖f‖Lp(B(x,s))

 ∫
2t≤|x−y|≤s

1(
|x− y|n−α−β

)q dy


1
q

ds

= C

∞∫
2t

s−β−1 ‖f‖Lp(B(x,s))

 ∫
Sn−1

s∫
2t

ρn−1

ρ(n−α−β)q
dρdx

′

 1
q

ds

≤ C

∞∫
2t

s−β−1 ‖f‖Lp(B(x,s))
(
sn−(n−α−β)q

) 1
q ds

= C

∞∫
2t

s−β−1s−
n
p sα+β ‖f‖Lp(B(x,s)) ds

= C

∞∫
2t

sα−
n
p
−1 ‖f‖Lp(B(x,s)) ds (2.11)

elde edilir. Diğer yandan 1
q

= 1
p
− α

n
ise n

q
= n

p
− α dır. Bu değer (2.11) de yerine
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yazılırsa

‖Iαf2‖Lq(B(x,t)) ≤ C

∞∫
2t

sα−(nq+α)−1 ‖f‖Lp(B(x,s)) ds

= C

∞∫
2t

s−
n
q
−1 ‖f‖Lp(B(x,s)) ds

≤ Ct
n
q

∞∫
2t

s−
n
q
−1 ‖f‖Lp(B(x,s)) ds (2.12)

olur. Böylece (2.10) ve (2.12) nin gözönüne alınmasıyla (2.8) ispatlanmı̧s olur.

p = 1 ise r > 0 olmak üzere her B(x, r) yuvarıiçin norm eşitsizliğinden

‖Iαf‖WL1(B(x,r))
≤ ‖Iαf1‖WL1(B(x,r))

+ ‖Iαf2‖WL1(B(x,r))

yazılabilir. Iα operatörünün L1(Rn) den WLq(Rn) ye sınırlılı̆gından

‖Iαf1‖WL1(B(x,r))
≤ C ‖f‖Lq(B(x,2r)) (2.13)

eşitsizliği elde edilir. Burada C, x ve t den bağımsız bir sabittir. Bu durumda (2.12)

eşitsizliği p = 1 için de gerçeklenir. Buradan (2.9) eşitsizliği ispatlanmı̧s olur.

Şimdi, bu eşitsizlik yardımıyla Spanne tipi sınırlılı̆gıverelim.

Teorem 2.4.1.2 1 ≤ p < ∞, 0 < α < n
p
, α = n

p
− n

q
olsun ve ϕ1(x, r), ϕ2(x, r)

fonksiyonlarıiçin
∞∫
r

tαϕ1(x, t)
dt

t
≤ Cϕ2(x, r) (2.14)

koşulu sağlansın. Bu durumda p > 1 için

‖Iαf‖Mq,ϕ2
≤ C ‖f‖Mp,ϕ1

ve p = 1 için

‖Iαf‖WMq,ϕ2
≤ C ‖f‖M1,ϕ1

eşitsizliklerini sağlayan x ve r den bağımsız bir C > 0 sabiti vardır. Buna göre

Iα operatörü p > 1 için Mp,ϕ1(Rn) den Mq,ϕ2(Rn) ye ve p = 1 için M1,ϕ1(Rn) den

WMq,ϕ2(Rn) ye sınırlıdır (Guliyev ve Shukurov 2013).
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İspat. 1 < p <∞ olmak üzere f ∈Mp,ϕ(Rn) olsun. Teorem 2.4.1.1 ve (2.14) ten

‖Iαf‖Mq,ϕ2
≤ C sup

t>0
x∈Rn

1

ϕ2(x, t)

∞∫
t

r−
n
q
−1 ‖f‖Lp(B(x,r)) dr

≤ C ‖f‖Mp,ϕ1
sup
t>0
x∈Rn

1

ϕ2(x, t)

∞∫
t

rαϕ1(x, r)
dr

r

≤ C ‖f‖Mp,ϕ1
sup
t>0
x∈Rn

1

ϕ2(x, t)
ϕ2(x, t)

≤ C ‖f‖Mp,ϕ1

yazılabilir. Ayrıca p = 1 olmak üzere f ∈ Mp,ϕ(Rn) olsun. Bu durumda Teorem

2.4.1.1 den ve (2.10) dan

‖Iαf‖WMq,ϕ2
= sup

t>0
x∈Rn

1

ϕ2(x, t)
t−

n
q ‖Iαf‖WLq(B(x,t))

≤ C sup
t>0
x∈Rn

1

ϕ2(x, t)

∞∫
t

r−
n
q
−1 ‖f‖L1(B(x,r)) dr

≤ C ‖f‖M1,ϕ1
sup
t>0
x∈Rn

1

ϕ2(x, t)

∞∫
t

rαϕ1(x, r)
dr

r

≤ C ‖f‖M1,ϕ1
sup
t>0
x∈Rn

1

ϕ2(x, t)
ϕ2(x, t)

≤ C ‖f‖M1,ϕ1

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmı̧s olur.

Nakai aşağıdaki teoremde M maksimal operatörün Mp,ϕ genelleştirilmi̧s Morrey

uzaylarında sınırlılı̆gınıispatlamı̧stır.

Teorem 2.4.1.3 1 < p <∞ olmak üzere ϕ için (2.7) koşulu sağlansın. Bu durumda

‖Mf‖Mp,ϕ
≤ Cp,ϕ ‖f‖Mp,ϕ

olacak şekilde bir Cp,ϕ > 0 vardır. Buna göreM maksimal operatörüMp,ϕ uzayında

sınırlıdır (Nakai 1994).

Nakai, Spanne tipi sınırlılı̆gının bir sonucunu Teorem 2.4.1.3 ü kullanarak Iα Riesz

potansiyel operatörü için aşağıdaki teoremi elde etmi̧stir.
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Teorem 2.4.1.4 1 < p < n
α
, 0 < α < n

p
, α = n

p
− n

q
olsun ve ϕ(x, r) fonksiyonu için

(2.5) ve (2.6) koşullarısağlansın. Bu durumda

‖Iαf‖Mp,ϕ2
≤ C ‖f‖Mp,ϕ1

eşitsizliği sağlanır. Buna göre Iα operatörü Mp,ϕ1(Rn) den Mq,ϕ2(Rn) e sınırlıdır

(Nakai 1994).

Burada 0 ≤ λ < n − αp, α = n
p
− n

q
için ϕ1(r) = r

λ−n
p seçilirse Spanne teoremi bir

sonuç olarak elde edilir.

Aşağıdaki teorem Iα operatörü için Adams ve Chiarenza-Frasca’nın bir genelleştir-

ilmesidir.

Teorem 2.4.1.5 1 < p < n
α
olmak üzere ϕ için (2.5) ve (2.7) koşullarısağlansın.

Ayrıca −n
p
≤ β < −α için ϕ(r) ≤ Crβ olsun. Bu durumda q = βp

α+β
için

‖Iαf‖M
q,ϕ

p
q

≤ C ‖f‖Mp,ϕ

eşitsizliği sağlanır. Buna göre Iα operatörü Mp,ϕ(Rn) den M
q,ϕ

p
q (Rn)

e sınırlıdır

(Gunawan ve Eridani 2009).

2.4.2 Adams tipi sınırlılık

Aşağıdaki teorem Iα Riesz potansiyel operatörününMp,ϕ (Rn) genelleştirilmi̧s Mor-

rey uzaylarında Adams tipi sınırlılı̆gınıifade etmektedir.

Teorem 2.4.2.1 1 ≤ p < ∞, 0 < α < n
p
ve q > p olsun. ϕ(x, r) için doubling

koşuluyla beraber

sup
t<r<∞

ϕ(x, r) ≤ Cϕ(x, t) (2.15)

ve
∞∫
r

tαϕ(x, t)
1
p
dt

t
≤ Cr

−αp
q−p (2.16)

koşullarısağlansın. Burada C, x ∈ Rn ve r > 0 dan bağımsızdır. Bu durumda p > 1

için

‖Iαf‖M
q,ϕ

1
q

≤ C ‖f‖M
p,ϕ

1
p
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ve p = 1 için

‖Iαf‖WM
q,ϕ

1
q

≤ C ‖f‖M1,ϕ

eşitsizlikleri sağlanır. Buna göre p > 1 için Iα operatörü M
p,ϕ

1
p
den M

q,ϕ
1
q
ye ve

p = 1 içinM1,ϕ den WM
q,ϕ

1
q
ye sınırlıdır (Guliyev ve Shukurov 2013).

İspat. 1 < p < ∞, 0 < α < n
p
, q > p olmak üzere f ∈ M

p,ϕ
1
p
olsun. f fonksiyonu

f = f1+f2, f1 (y) = f (y)χB(x,2t) (y) , f2 (y) = f (y)χBc(x,2t) (y) , t > 0 olarak alınırsa

Iαf (x) = Iαf1 (x) + Iαf2 (x)

yazılabilir.

|Iαf1 (x)| . tαMf (x) eşitsizliği Hedberg (1972) tarafından gösterilmi̧stir. Iαf2 için

Fubini teoremi ve Hölder eşitsizliğinden

|Iαf2 (x)| ≤
∫

Bc(x,2r)

|x− y|α−n |f (y)| dy

.
∫

Bc(x,2r)

|f (y)| dy
∞∫

|x−y|

tα−n−1dt

=

∞∫
2r

 ∫
2r<|x−y|<t

|f (y)| dy

 tα−n−1dt

.
∞∫
r

‖f‖Lp(B(x,r))

 ∫
r<|x−y|<t

1dy


1
q

tα−n−1dt

=

∞∫
r

‖f‖Lp(B(x,t))

 ∫
Sn−1

r∫
t

ρn−1dρdy
′

 1
q

tα−n−1dt

.
∞∫
r

‖f‖Lp(B(x,t)) t
n(1− 1

p)tα−n−1dt

=

∞∫
r

tα−
n
p
−1 ‖f‖Lp(B(x,t)) dt (2.17)
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elde edilir. (2.16) ve (2.17) den

|Iαf(x)| . rαMf (x) +

∞∫
r

tα−
n
p
−1 ‖f‖Lp(B(x,t)) dt

. rαMf (x) + ‖f‖Mp,ϕ

∞∫
r

tαϕ(x, t)
1
p
dt

t

. rαMf (x) + r
−αp
q−p ‖f‖M

p,ϕ
1
p

yazılabilir. Böylece her x ∈ Rn için r =

(M
p,ϕ

1
p

Mf(x)

) q−p
αq

seçilerek

|Iαf(x)| . (Mf (x))
p
q ‖f‖1−

p
q

M
p,ϕ

1
p

bulunur. Sonuç olarak teoremin ifadesi, (2.15) koşuluyla sağlanan M maksimal

operatörünM
p,ϕ

1
p
deki sınırlılı̆gıgöz önüne alındı̆gında 1 < p < q <∞ için

‖Iαf‖M
q,ϕ

1
q

= sup
x∈Rn,t>0

ϕ(x, t)−
1
q t−

n
q ‖Iαf‖Lq(B(x,t))

. ‖f‖1−
p
q

M
p,ϕ

1
p

sup
x∈Rn,t>0

ϕ(x, t)−
1
q t−

n
q ‖Mf‖

p
q

Lp(B(x,t))

= ‖f‖1−
p
q

M
p,ϕ

1
p

(
sup

x∈Rn,t>0
ϕ(x, t)−

1
p t−

n
p ‖Mf‖Lp(B(x,t))

) p
q

= ‖f‖1−
p
q

M
p,ϕ

1
p

‖Mf‖
p
q

M
p,ϕ

1
p

. ‖f‖M
p,ϕ

1
p

ve 1 < q <∞ ise

‖Iαf‖WM
q,ϕ

1
q

= sup
x∈Rn,t>0

ϕ(x, t)−
1
q t−

n
q ‖Iαf‖WLq(B(x,t))

. ‖f‖1−
p
q

M
p,ϕ

1
p

sup
x∈Rn,t>0

ϕ(x, t)−
1
q t−

n
q ‖Mf‖

1
q

WLp(B(x,t))

= ‖f‖1−
1
q

M1,ϕ

(
sup

x∈Rn,t>0
ϕ(x, t)−1t−n ‖Mf‖Lp(B(x,t))

) 1
q

= ‖f‖1−
1
q

M1,ϕ
‖Mf‖

1
q

M1,ϕ

. ‖f‖M1,ϕ

elde edilir. Böylece teorem ispatlanmı̧s olur.

28



Teorem 2.4.2.1 de özel olarak 0 < λ < n olmak üzere ϕ(x, t) = t
λ−n
p alınırsa Teorem

2.2.5 (Adams) elde edilir. Aşağıdaki teorem Adams-Chiarenza-Frasca tipi sınır-

lılı̆gının bir genelleştirilmesi olarak düşünülebilir.

Teorem 2.4.2.2 1 < p < n
p
,−n

p
≤ β < −α olmak üzere ϕ fonksiyonu için (2.5) ve

(2.7) koşullarıyla beraber ϕ(t) ≤ Ctβ eşitsizliği de sağlansın. Bu durumda q = βp
α+β

için

‖Iαf‖M
q,ϕ

p
q

≤ Cp,β ‖f‖Mp,ϕ

olacak şekilde Cp,β > 0 vardır. Buna göre Iα operatörüMp,ϕ denM
q,ϕ

p
q
ye sınırlıdır

(Gunawan ve Eridani 2009).

2.5 Mp,ϕ Uzaylarında Iρ Operatörünün Sınırlılı̆gıile İlgili Çalı̧smalar

Bu kısımda, Iρ genelleştirilmi̧s kesirli integral operatörlerininMp,ϕ (Rn) genelleştir-

ilmi̧s Morrey uzaylarında Spanne ve Adams tipi sınırlılı̆gıile ilgili yapılan çalı̧smalar

incelenmi̧stir.

1 < p < q <∞ olmak üzere Iα operatörünün Lp den Lq ye sınırlıolmasıiçin gerek

ve yeter koşul α = n
p
− n

q
olmasıdır. Bu sonuç Hardy-Littlewood-Sobolev eşitsizliği

olarak bilinir.

Spanne bu sonucu genelleştirerek 0 ≤ λ ≤ n − αp, µ = λq
p
için Iα operatörünün

Mp,λ denMq,µ ye sınırlıolmasıiçin gerek ve yeter koşul olarak α = n
p
− n

q
olduğunu

göstermi̧stir.

Spanne olarak bilinen bu sonuç Adams tarafından yeniden ispatlanmı̧stır. Buna göre

0 < λ < n− αp için Iα operatörününMp,λ denMq,λ ye sınırlıolmasıiçin gerek ve

yeter koşul α = n
p
− n

q
olduğunu göstermi̧stir.

Chiarenza ve Frasca, Adams için daha güçlü bir sonuç elde etmi̧stir. Buna göre

0 < λ < n− αp için Iα operatörününMp,λ denMq,λ ye sınırlıolmasıiçin gerek ve

yeter koşul α = n−λ
p
− n−λ

q
olduğunu ispatlamı̧stır. Spanne bunun bir sonucudur.

Daha önceki ilgili teoremler ise λ = 0 durumu için elde edilir. Çünkü Lp,0 = Lp dir.
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Yukarıdaki sonuçlar ilk defa Nakai tarafından Mp,ϕ genelleştirilmi̧s Morrey uzay-

larında ispatlanmı̧stır. Buna göre 0 ≤ λ < n− αp olmak üzere uygun ϕ, ψ fonksiy-

onlarıiçin Iα operatörününMp,ϕ denMq,ψ ye sınırlıolmasıiçin gerek ve yeter koşul

ψ(r) = rαϕ(r) olmasıgerektiğini göstermi̧stir. Burada 0 ≤ λ ≤ n ve α = n−λ
p
− n−λ

q

için ϕ(r) = r
λ−n
p seçilirse Spanne bir sonuç olarak elde edilir.

Genelleştirilmi̧s kesirli integral operatörlerle ilgili ilk çalı̧smalar Guliyev (1999) ve

Nakai (2001) tarafından yapılmı̧stır. Nakai uygun ϕ, ψ fonksiyonlarıve her r > 0

için

ϕ(r)

r∫
0

ρ(t)

t
dt+

∞∫
r

ρ(t)ϕ(t)

t
dt ≤ Cψ(r)

koşulu altında Iρ operatörününM1,ϕ denM1,ψ ye sınırlıolduğunu göstermi̧stir.

Eridani (2002) 1 < p <∞, ρ, ϕ ve ψ için benzer koşullarla Iρ operatörününMp,ϕ den

Mq,ψ ye sınırlılı̆gınıispatlamı̧stır. Fakat Nakai ve Eridani tarafından Iρ operatörü

için bulunan bu sonuçlar Iα operatörünün bir genelleştirilmesi olarak düşünüldüğünde

Iα operatörü için bilinen sonuçlarla örtüştüğünü söyleyemeyiz.

Son zamanlarda Eridani ve Gunawan 1 < p < q < ∞, ρ ve ϕ için uygun koşullar

altında Iρ operatörününMp,ϕ denM
q,ϕ

p
q
ye sınırlılı̆gınıispatlamı̧stır. Bu sonuçlar

Chiarenza ve Frasca’nın bir genelleştirilmesidir.

Aşağıdaki teorem Hardy-Littlewood-Sobolev eşitsizliğinin bir genelleştirilmesini ver-

mektedir.

Teorem 2.5.1 ϕ fonksiyonu örten olsun ve ϕ için (2.5) ve (2.7) koşullarısağlansın.

Ayrıca ρ fonksiyonu için doubling koşulu ve 1 < p < q <∞ için

r∫
0

ρ(t)

t
dt ≤ Cϕ(r)

p−q
q ve

∞∫
r

ρ(t)ϕ(t)

t
dt ≤ Cϕ(r)

p
q

koşullarısağlansın. Bu durumda

‖Iρf‖M
q,ϕ

p
q

≤ Cp,ϕ ‖f‖Mp,ϕ

olacak şekilde Cp,ϕ > 0 vardır. Buna göre, Iρ operatörüMp,ϕ denM
q,ϕ

p
q
ye sınırlıdır

(Gunawan 2003).
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Teorem 2.5.2 ρ fonksiyonu örten olsun ve bu fonksiyon için doubling koşulu sağlan-

sın. Ayrıca ϕ fonksiyonu için her r > 0 için (2.7) ve

r∫
0

ρ(t)

t
dt+ ρ(r)

q
q−p

∞∫
r

ρ(t)ϕ(t)

t
dt ≤ Cρ(r)

koşullarısağlansın. Bu durumda 1 < p < q <∞ için

‖Iρf‖M
q,ϕ

p
q

≤ Cp,q ‖f‖Mp,ϕ

olacak şekilde Cp,q > 0 vardır. Buna göre, Iρ operatörüMp,ϕ denM
q,ϕ

p
q
ye sınırlıdır

(Gunawan ve Eridani 2009).

Aşağıdaki teorem Adams-Chiarenza-Frasca’nın bir genelleştirilmesini ifade etmek-

tedir.

Teorem 2.5.3 0 < α < n için ρ(t) ≤ Ctα olsun ve ρ fonksiyonu için (2.5) ve (2.7)

koşullarısağlansın. 1 < p < n
α
,−n

p
≤ β ≤ −α olmak üzere ϕ(t) ≤ Ctβ olsun. Bu

durumda q = βp
α+β

için

‖Iρf‖M
q,ϕ

p
q

≤ Cp,ϕ ‖f‖Mp,ϕ

olacak şekilde Cp,ϕ > 0 vardır. Buna göre, Iρ operatörüMp,ϕ denM
q,ϕ

p
q
ye sınırlıdır

(Gunawan ve Eridani 2009).

Aşağıdaki teorem Nakai ile Eridani ve Gunawan’ın elde ettiği sonuçlar arasındaki

ili̧skiyi ifade etmektedir.

Teorem 2.5.4 ρ ve ϕ fonksiyonlarıiçin doubling koşulu sağlansın. Ayrıca ϕ örten

olsun ve bu fonksiyon için, her r > 0 için (2.7) ve

ϕ(r)

r∫
0

ρ(t)

t
dt+

∞∫
r

ρ(t)ϕ(t)

t
dt ≤ Cϕ(r)

p
q

koşullarısağlansın. Bu durumda 1 < p < q <∞ olmak üzere

‖Iρf‖M
q,ϕ

p
q

≤ Cp,q ‖f‖Mp,ϕ

olacak şekilde Cp,q > 0 vardır. Buna göre, Iρ operatörüMp,ϕ denM
q,ϕ

p
q
ye sınırlıdır

(Gunawan ve Eridani 2009).
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Teorem 2.5.4 ü aşağıdaki lemma yardımıyla ispatlayacağız.

Lemma 2.5.5 ρ fonksiyonu için doubling koşulu sağlansın. Bu durumda her k

tamsayısıve r > 0 için
2k+1r∫
2kr

ρ(t)

t
dt ≈ ρ(2kr)

iki yönlü eşitsizliği sağlanır ve doubling koşulundan ρ için, her r > 0 için

ρ(r) ≤ C

r∫
0

ρ(t)

t
dt

eşitsizliği geçerlidir (Gunawan vd. 2014).

Teorem 2.5.4 ün ispatı. Her x ∈ Rn ve r > 0 için

Iρf (x) =

∫
|x−y|<r

ρ(|x− y|)
|x− y|n f(y)dy +

∫
|x−y|≥r

ρ(|x− y|)
|x− y|n f(y)dy = I1 (x) + I2 (x)

yazılabilir. I1 (x) için Lemma 2.5.5 ten

|I1 (x)| ≤
∫

|x−y|<r

ρ(|x− y|)
|x− y|n f(y)dy

≤
1∑

k=−∞

∫
2kr≤|x−y|<2k+1r

ρ(|x− y|)
|x− y|n |f (y)| dy

≤ C
1∑

k=−∞

ρ(2kr)

(2kr)n

∫
|x−y|<2k+1r

|f(y)| dy

≤ CMf(x)
1∑

k=−∞

ρ(2kr)

≤ CMf(x)

1∑
k=−∞

2k+1r∫
2kr

ρ(t)

t
dt

= CMf(x)

r∫
0

ρ(t)

t
dt

≤ CMf(x)ϕ(r)
p−q
q
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elde edilir. Benzer şekilde I2 (x) için Lemma 2.5.5 ten

|I2 (x)| ≤
∫

|x−y|≥r

ρ(|x− y|)
|x− y|n f(y)dy

≤
∞∑
k=0

∫
2kr≤|x−y|<2k+1r

ρ(|x− y|)
|x− y|n |f(y)| dy

≤ C
∞∑
k=0

ρ(2kr)

(2kr)n

∫
|x−y|<2k+1r

|f(y)| dy

≤ C

∞∑
k=0

ρ(2kr)

(2kr)
n
p

 ∫
|x−y|<2k+1r

|f(y)|p dy


1
p

≤ C ‖f‖Mp,ϕ

∞∑
k=0

ρ(2k+1r)ϕ(2k+1r)

≤ C ‖f‖Mp,ϕ

∞∑
k=0

2k+1r∫
2kr

ρ(t)ϕ(t)

t
dt

= C ‖f‖Mp,ϕ

∞∫
r

ρ(t)ϕ(t)

t
dt

≤ C ‖f‖Mp,ϕ
ϕ(r)

p
q

bulunur. Her iki ifade taraf tarafa toplanırsa

|Iρf (x)| = C
[
Mf(x)ϕ(r)

p−q
q + ‖f‖Mp,ϕ

ϕ(r)
p
q

]
elde edilir. f nin özdeş olarak 0 olmadı̆gınıve Mf nin her yerde sonlu olduğunu

varsayarak, ϕ fonksiyonu örten olduğundan her r > 0 için ϕ(r) = Mf(x) ‖f‖−1Mp,ϕ

olarak seçebiliriz. Böylece her x ∈ Rn için M maksimal operatörünMp,ϕ uzayında

sınırlılı̆gından

|Iρf (x)|q ≤ CMf(x)p ‖f‖q−pMp,ϕ

≤ C ‖f‖pMp,ϕ
‖f‖q−pMp,ϕ

= C ‖f‖qMp,ϕ

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmı̧s olur.

Örnek 2.5.6 1 < p < q < ∞, ρ(r) = rαl(r)β olsun. Burada α = n
p
− n

q
, β > 0 ve

ρ fonksiyonunun doubling koşulunu sağlamasıiçin küçük r ler için l(r) = − 1
log r

ve
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büyük r ler için l(r) = log r seçelim. Bu durumda
r∫
0

ρ(t)
t
dt ≈ ρ(r) elde ederiz. Şimdi

ϕ(r) = r−
n
p l(r)−

βq
p−q seçelim. Bu durumda ϕ(r)

p−q
p = ρ(r) olur ve ρ ile ϕ fonksiy-

onlarının teoremdeki koşullarısağladı̆gınıgörürüz. Böylece Iρ operatörüMp,ϕ den

M
q,ϕ

p
q
ye sınırlıdır.

Teorem 2.5.7 1 < p < q <∞ olmak üzere ϕ fonksiyonu h.h azalan olsun. Ayrıca

C > 0 için
∞∫
r

ρ(t)ϕ(t)

t
dt ≤ Cρ(t)ϕ(r), r > 0

eşitsizliği sağlansın. Bu durumda,

‖Iρf‖M
q,ϕ

p
q

≤ C ‖f‖Mp,ϕ

olacak şekilde bir C > 0 sabiti vardır. Buna göre, Iρ operatörününMp,ϕ denM
q,ϕ

p
q

ye sınırlıolmasıiçin gerek ve yeter koşul

ρ̃(t) ≤ Cϕ(r)
p
q
−1

olmasıdır. Burada ρ̃(t) :=
r∫
0

ρ(t)
t
dt dir (Sawano 2010).

Teorem 2.5.8 1 < p < q < ∞ olmak üzere ϕ fonksiyonu h.h azalan ve ϕ(t)t
n
p

fonksiyonu h.h. artan olsun. Ayrıca C > 0 için

∞∫
r

ϕ(t)t
n
p

t
dt ≤ Cϕ(r)t

n
p , r > 0

eşitsizliği sağlansın. Bu durumda,

‖Iρf‖M
q,ϕ

p
q

≤ C ‖f‖Mp,ϕ

olacak şekilde bir C > 0 sabiti vardır. Buna göre Iρ operatörününMp,ϕ denM
q,ϕ

p
q

ye sınırlıolmasıiçin gerek ve yeter koşul

ϕ(r)

r∫
0

ρ(t)

t
dt+

∞∫
r

ρ(t)ϕ(t)

t
dt ≤ Cϕ(r)

p
q

olmasıdır (Sawano 2010).
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Teorem 2.5.9 ϕ, ψ fonksiyonlarıh.h azalan ve ϕ(t)tn fonksiyonu h.h. artan olsun.

Ayrıca C > 0 için
r∫
0

ϕ(t)tn

t
dt ≤ Cϕ(r)tn, r > 0

eşitsizliği sağlansın. Bu durumda,

‖Iρf‖M1,ψ
≤ C ‖f‖M1,ϕ

olacak şekilde bir C > 0 sabiti vardır. Buna göre, Iρ operatörüM1,ϕ denM1,ψ ye

sınırlıolmasıiçin gerek ve yeter koşul

ϕ(r)

r∫
0

ρ(t)

t
dt+

∞∫
r

ρ(t)ϕ(t)

t
dt ≤ Cψ(r)

olmasıdır (Sawano 2010).
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3. MP,λ UZAYLARINDA Iρ OPERATÖRÜNÜN SINIRLILIĞININ

GULİYEV METODU İLE ARAŞTIRILMASI

Bu bölümde, Morrey uzaylarında Iρ genelleştirilmi̧s kesirli integral operatörlerinin

Spanne ve Adams tipi sınırlılı̆gı ρ fonksiyonu üzerine uygun koşullar konularak

Guliyev metodu ile ispatlanmı̧stır. ρ : (0,∞)→ (0,∞) fonksiyonu

lim
r→o

ρ(r) = 0, lim
r→∞

ρ(r) =∞

koşullarınısağlayan pozitif ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere Iρ genelleştirilmi̧s

kesirli integral operatörü

Iρf (x) =

∫
Rn

ρ(|x− y|)
|x− y|n f(y)dy

biçiminde tanımlıdır. Yukarıda ϕ fonksiyonu için verilen tüm koşullar ρ fonksiyonu

için de geçerlidir.

Aşağıdaki teorem, Iρ operatörünün Lp(Rn) uzaylarında sınırlılı̆gınıifade eden temel

bir eşitsizliktir.

Teorem 3.1 (i) 1 < p < q < ∞ olsun. Bu durumda Iρ operatörünün Lp(Rn) den

Lq(Rn) e sınırlıolmasıiçin gerek ve yeter koşul her r > 0 için

ρ(r) ≤ Cr
n
p
−n
q

eşitsizliğini sağlayan bir C > 0 sabitinin olmasıdır.

(ii) 1 < q < ∞ olsun. Bu durumda Iρ operatörü L1(Rn) den WLq(Rn) ye sınırlı

olmasıiçin gerek ve yeter koşul her r > 0 için

ρ(r) ≤ Crn−
n
q .

koşulunu sağlayan bir C > 0 sabitinin olmasıdır (Nakai vd. 2014).

Aşağıdaki lemma geçerlidir.
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Lemma 3.2 Her r > 0 için ρ fonksiyonu

sup
t∈(r,2r)

ρ(t)

tn
.

∞∫
r

ρ(t)

tn
dt

t
<∞

eşitsizliğini sağlar.

Bu koşul ρ(t)
tn
fonksiyonu için bilinen doubling koşulundan daha genel bir koşuldur.

3.1 Spanne-Guliyev Tipi Sınırlılık

Bu kısımda, Iρ genelleştirilmi̧s kesirli integral operatörlerinin Mp,λ Morrey uzay-

larında Spanne tipi sınırlılı̆gıGuliyev metodu ile ispatlanacaktır.

Aşağıdaki teorem Iρ genelleştirilmi̧s kesirli integral operatörlerin Morrey uzaylarında

Spanne tipi sınırlılı̆gınıGuliyev metodu ile ispatlamak için elde ettiğimiz genelleştir-

ilmi̧s lokal Guliyev eşitsizliğidir.

Teorem 3.1.1 (Iρ için lokal Guliyev eşitsizlĭgi) 1 < p < q < ∞ olmak üzere ρ

fonksiyonu için

ρ(t) . t
n
p
−n
q (3.1)

ve

sup
t∈(r,2r)

ρ(t)

tn
.

∞∫
r

ρ(t)

tn
dt

t
(3.2)

koşullarısağlansın. Bu durumda, r > 0 olmak üzere p > 1 ise her f ∈ Llocp (Rn) için

‖Iρf‖Lq(B(x,t)) ≤ ‖f‖Lp(B(x,2t)) + t
n
q

∞∫
2t

r−
n
p
−1ρ(r) ‖f‖Lp(B(x,r)) dr

ve p = 1 ise her f ∈ Lloc1 (Rn) için

‖Iρf‖WLq(B(x,t))
≤ ‖f‖L1(B(x,2t)) + t

n
q

∞∫
2t

r−n−1ρ(r) ‖f‖L1(B(x,r)) dr (3.3)

eşitsizlikleri sağlanır.

İspat. 1 < p <∞ olsun. f fonksiyonu f = f1+f2, f1 (y) = f (y)χB(x,2t) (y) , f2 (y) =

f (y)χBc(x,2t) (y) , t > 0 olarak alınırsa

Iρf (x) = Iρf1 (x) + Iρf2 (x)
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için norm eşitsizliğinden

‖Iρf (x)‖ ≤ ‖Iρf1 (x)‖+ ‖Iρf2 (x)‖

yazılabilir.

1 < p <∞, 0 < α < n
p
, α = n

p
− n

q
olmak üzere Teorem 2.2.4 ten Iρf1 için

‖Iρf1‖Lq(B(x,t)) ≤ ‖Iρf1‖Lq(Rn)
. ‖f1‖Lp(Rn)

= ‖f‖Lp(B(x,2t)) (3.4)

elde edilir. Diğer taraftan

z ∈ B(x, t)⇒ |x− z| < t

y ∈ Bc(x, 2t)⇒ |x− y| ≥ 2t

< t+ |y − z|

|x− y| − t < |y − z|

2t ≤ |x− y|

⇒ t ≤ 1

2
|x− y|

|x− y| − 1

2
|x− y| ≤ |y − z|

1

2
|x− y| ≤ |y − z|

|y − z| ≤ |x− z|+ |x− z|

≤ t+ |x− y|

≤ 1

2
|x− y|+ |x− y|

=
3

2
|x− y|

olur ve buradan
1

2
|x− y| ≤ |y − z| ≤ 3

2
|x− y|

elde edilir. Buna göre
1

2
t ≤ r ≤ 3

2
t
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yazılabilir. Ayrıca Iρf2 için

‖Iρf2‖Lq(B(x,t)) =

∥∥∥∥∥∥∥
∫

Bc(x,2t)

ρ(|y − z|)
|y − z|n f (y)dy

∥∥∥∥∥∥∥
Lq(B(x,t))

=

 ∫
B(x,t)

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Bc(x,2t)

ρ(|y − z|)
|y − z|n f (y)dy

∣∣∣∣∣∣∣
q

dz


1
q

≤

 ∫
B(x,t)

 ∫
Bc(x,2t)

ρ(|y − z|)
|y − z|n |f (y)| dy


q

dz


1
q

≈

 ∫
B(x,t)

 ∫
Bc(x,2t)

ρ(|x− y|)
|x− y|n |f (y)| dy


q

dz


1
q

bulunur. Genelleştirilmi̧s Minkowski eşitsizliğini uygulayarak ve Lemma 3.2 den

 ∫
B(x,t)

 ∫
Bc(x,2t)

ρ(|x− y|)
|x− y|n |f (y)| dy


q

dz


1
q

≤
∫

Bc(x,2t)


∣∣∣∣∣∣∣
∫

B(x,t)

ρ(|x− y|)
|x− y|n |f (y)|

∣∣∣∣∣∣∣
q

dz


1
q

dy

=

∫
Bc(x,2t)

ρ(|x− y|)
|x− y|n |f (y)|

 ∫
B(x,t)

1dz


1
q

dy

= |B(x, t)|
1
q

∫
Bc(x,2t)

ρ(|x− y|)
|x− y|n |f (y)| dy

= t
n
q

∫
Bc(x,2t)

ρ(|x− y|)
|x− y|n |f (y)| dy

. t
n
q

∫
Bc(x,2t)

|f (y)|

 ∞∫
|x−y|

ρ(r)

rn
dr

r

 dy
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yazılabilir ve Hölder eşitsizliğinden

= t
n
q

∞∫
2t

ρ(r)

rn+1
dr

∫
2t≤|x−y|<t

|f (y)| dy

. t
n
q

∞∫
2t

ρ(r)

rn+1
‖f‖L1(B(x,r)) dr

. t
n
q

∞∫
2t

ρ(r)

rn+1
‖f‖Lp(B(x,r)) ‖1‖Lq(B(x,r)) dr

= t
n
q

∞∫
2t

ρ(r)

rn+1
‖f‖Lp(B(x,r)) r

n
q dr

= t
n
q

∞∫
2t

ρ(r)

rn(1−
1
q )+1
‖f‖Lp(B(x,r)) dr,

1

p
+

1

q
= 1

= t
n
q

∞∫
2t

r−
n
p
−1ρ(r) ‖f‖Lp(B(x,r)) dr (3.5)

elde edilir.

p = 1 olsun. Iρ operatörün zayıf (1, q) sınırlılı̆gından ve Teorem 3.1 den

‖Iρf1‖WLq(B(x,t))
≤ ‖Iρf1‖WLq(Rn) . ‖f1‖L1(Rn) = ‖f‖L1(B(x,2r)) (3.6)

bulunur. Böylece (3.5) ve (3.6) ten (3.3) elde edilir.

Şimdi aşağıdaki teoremde Guliyev metodunu kullanarak Iρ genelleştirilmi̧s kesirli

integral operatörlerininMp,λ Morrey uzaylarında Spanne tipi sınırlılı̆gınıifade ede-

lim.

Teorem 3.1.2 (Spanne-Guliyev tipi sınırlılık) 1 < p < q <∞, λ ≥ 0, µ = λq
p
olsun.

f ∈ Llocp (Rn) olmak üzere ρ fonksiyonu için

ρ(t) . t
n−λ
p
−n−µ

q (3.7)

ve

sup
t∈(r,2r)

ρ(t)

tn
.

∞∫
r

ρ(t)

tn
dt

t
(3.8)
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koşullarısağlansın. Bu durumda her r > 0 için

‖Iρf‖Mq,µ
. ‖f‖Mp,λ

(3.9)

eşitsizliği sağlanır. Buna göre Iρ operatörüMp,λ denMq,µ ye sınırlıdır.

İspat. 1 < p < ∞ olsun. Bu durumda, (3.8) ve (3.9) koşullarıyla beraber Teorem

3.1.1 den

‖Iρf‖Lq,µ = sup
t>0
x∈Rn

t−
µ
q ‖Iρf‖Lq(B(x,t))

. sup
t>0
x∈Rn

t−
µ
q

‖f‖Lp(B(x,2t)) + t
n
q

∞∫
2t

r−
n
p
−1ρ (r) ‖f‖Lp(B(x,r)) dr


. sup

t>0
x∈Rn

t−
µ
q

 t
n
p

ρ (t)

∞∫
2t

r−
n
p
−1ρ (r) ‖f‖Lp(B(x,r)) dr + t

n
q

∞∫
2t

r−
n
p
−1ρ (r) ‖f‖Lp(B(x,r)) dr


≈ sup

t>0
x∈Rn

t−
µ
q

tnq ∞∫
2t

r−
n
p
−1ρ (r) ‖f‖Lp(B(x,r)) dr + t

n
q

∞∫
2t

r−
n
p
−1ρ (r) ‖f‖Lp(B(x,r)) dr


. sup

t>0
x∈Rn

t−
µ
q t

n
q

∞∫
2t

r−
n
p
−1ρ (r) ‖f‖Lp(B(x,r)) dr

. sup
t>0
x∈Rn

t
n−µ
q ‖f‖Mp,λ

∞∫
2t

r−
n
p
−1r

λ
p ρ (r) dr

. sup
t>0
x∈Rn

t
n−µ
q ‖f‖Mp,λ

t
λ−n
p ρ (t)

. sup
t>0
x∈Rn

t
n−µ
q ‖f‖Mp,λ

t
λ−n
p t

n−λ
p
−n−µ

q

= ‖f‖Mp,λ

elde edilir. p = 1 olsun. Bu durumda Iρ operatörün zayıf (1, q) sınırlılı̆gından ve

Teorem 3.1 den

‖Iρf‖WLq(B(x,t))
≤ ‖Iρf‖WLq(Rn) . ‖f‖L1(Rn)

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.1.2 de 0 < α < n, 1 < p < n
α
için ρ(r) = rα seçilirse Spanne teoremi bir

sonuç olarak elde edilir.
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Sonuç 3.1.3 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 0 < λ < n−αp olsun. Ayrıca α = n

p
− n

q
, λ
p

= µ
q

ve f ∈ Llocp (Rn) olsun. Bu durumda,

‖Iαf‖Mq,µ . ‖f‖Mp,λ

eşitsizliği gerçeklenir, buna göre Iα operatörüMp,λ denMq,µ ye sınırlıdır.

3.2 Adams-Guliyev Tipi Sınırlılık

Bu kısımda, Iρ genelleştirilmi̧s kesirli integral operatörlerinin Mp,λ Morrey uzay-

larında Adams tipi sınırlılı̆gıGuliyev metodu ile ispatlanacaktır.

Aşağıdaki teorem, Iρ genelleştirilmi̧s kesirli integral operatörlerin Morrey uzaylarında

Adams tipi sınırlılı̆gınıGuliyev metodu ile ispatlamak için elde ettiğimiz genelleştir-

ilmi̧s lokal Guliyev eşitsizliğidir.

Teorem 3.2.1 (Iρ için noktasal Guliyev eşitsizlĭgi) 1 < p < ∞, 0 < 2k1 < k2 < ∞

olmak üzere f ∈ Llocp (Rn) olsun. ρ fonksiyonu için

t∫
0

ρ(r)

rn
dr

r
. ρ(t)

tn

ve

ρ̃(t) =

k2t∫
k1t

ρ(r)

rn
dr

r

koşullarısağlansın. Bu durumda r > 0 için

|Iρf(x)| . ρ(t)Mf(x) +

∞∫
t

r−
n
p
−1ρ(r) ‖f‖Lp(B(x,r)) dr

eşitsizliği gerçeklenir.

İspat. 1 < p <∞ olsun. f fonksiyonu f = f1+f2, f1 (y) = f (y)χB(x,2t) (y) , f2 (y) =

f (y)χBc(x,2t) (y) , t > 0 olarak alınırsa

Iρf (x) = Iρf1 (x) + Iρf2 (x)

için mutlak değer eşitsizliğinden

|Iρf(x)| . |Iρf1 (x)|+ |Iρf2 (x)|
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yazılabilir. Diğer taraftan

|Iρf1 (x)| ≤
∫

B(x,2t)

ρ(|x− y|)
|x− y|n |f(y)| dy

.
0∑

k=−∞

∫
{y∈Rn:2kk1t<|x−y|≤2kk2t}

ρ(|x− y|)
|x− y|n |f(y)| dy

.
0∑

k=−∞

ρ(2kk2t)
1

(2kk2t)n

∫
{y∈Rn:|x−y|≤2kk2t}

|f(y)| dy

. ρ(t)Mf(x)

elde edilir. Ayrıca Fubini teoremi ve Hölder eşitsizliğinden

|Iρf2 (x)| ≤
∫

Bc(x,2t)

ρ(|x− y|)
|x− y|n |f(y)| dy

.
∫

Bc(x,2t)

|f(y)| dy
∞∫

|x−y|

r−n−1ρ(r)dr

.
∞∫
2t

 ∫
2t<|x−y|<r

|f(y)| dy

 r−n−1ρ(r)dr

.
∞∫
t

‖f‖Lp(B(x,r))

 ∫
t<|x−y|<r

1dy


1
q

r−n−1ρ(r)dr

.
∞∫
t

‖f‖Lp(B(x,r)) r
n(1− 1

p)r−n−1ρ(r)dr

=

∞∫
t

r−
n
p
−1ρ(r) ‖f‖Lp(B(x,r)) dr

bulunur. Böylece ispat tamamlanmı̧s olur.

Şimdi, aşağıdaki teoremde Guliyev metodunu kullanarak Iρ genelleştirilmi̧s kesirli

integral operatörlerininMp,λ Morrey uzaylarında Adams tipi sınırlılı̆gınıifade ede-

lim.

Teorem 3.2.2 (Adams-Guliyev tipi sınırlılık) 1 < p < q < ∞, 0 ≤ λ < n olmak

üzere f ∈ Llocp (Rn) olsun. ρ fonksiyonu için

ρ(t) . t
n−λ
p
−n−λ

q =
(
t
λ−n
p

) p
q
−1

(3.10)
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ve

sup
t∈(r,2r)

ρ(t)

tn
.

∞∫
r

ρ(s)

sn
ds

s
(3.11)

koşullarısağlansın. Bu durumda her r > 0 için

‖Iρf‖Mq,λ
. ‖f‖Mp,λ

eşitsizliği sağlanır. Buna göre, Iρ operatörüMp,λ denMq,λ ye sınırlıdır.

İspat. ρ(t)t
λ−n
p .

(
t
λ−n
p

) p
q
ve B (x, t) , x merkezli t yarıçaplıaçık yuvar olmak üzere
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t
λ−n
p = Mf(x)

‖f‖Mp,λ

seçilirse (3.10), (3.11), Teorem 3.2.1 ve Teorem 2.2.8 den

‖Iρf‖q,λ = sup
t>0
x∈Rn

t−
λ
q

 ∫
B(x,t)

|Iρf (y)|q dy


1
q

. sup
t>0
x∈Rn

t−
λ
q

 ∫
B(x,t)

ρ(t)Mf (y) +

∞∫
t

r−
n
p
−1ρ(r) ‖f‖Lp(B(x,r)) dr

q

dy


1
q

. sup
t>0
x∈Rn

t−
λ
q

 ∫
B(x,t)

ρ(t)Mf (y) + ‖f‖Mp,λ

∞∫
t

r
λ−n
p
−1ρ(r)dr

q

dy


1
q

. sup
t>0
x∈Rn

t−
λ
q

 ∫
B(x,t)

(
ρ(t)Mf(y) + t

λ−n
p ρ(t) ‖f‖Mp,λ

)q
dy


1
q

. sup
t>0
x∈Rn

t−
λ
q

 ∫
B(x,t)

((
t
n−λ
p

) p
q
−1
Mf(y) +

(
t
n−λ
p

) p
q ‖f‖Mp,λ

)q
dy


1
q

= sup
t>0
x∈Rn

t−
λ
q

 ∫
B(x,t)

(Mf (y)

‖f‖Mp,λ

) p
q
−1

Mf(y) +

(
Mf (y)

‖f‖Mp,λ

) p
q

‖f‖Mp,λ

q

dy


1
q

= sup
t>0
x∈Rn

t−
λ
q

 ∫
B(x,t)

(
(Mf (y))

p
q ‖f‖1−

p
q

Mp,λ

)q
dy


1
q

= ‖f‖1−
p
q

Mp,λ
sup
t>0
x∈Rn

t−
λ
q ‖Mf‖

p
q

Lp(B(x,t))

= ‖f‖1−
p
q

Mp,λ
‖Mf‖

p
q

Mp,λ

. ‖f‖1−
p
q

Mp,λ
‖f‖

p
q

Mp,λ

= ‖f‖Mp,λ

elde edilir. p = 1 olsun. Bu durumda Iρ operatörün zayıf (1, q) sınırlılı̆gından ve

Teorem 3.1 den

‖Iρf‖WLq(B(x,t))
≤ ‖Iρf‖WLq(Rn) . ‖f‖L1(Rn)

bulunur. Böylece ispat tamamlanmı̧s olur.
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Teorem 3.2.2 de 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 0 < λ < n − αp için ρ(r) = rα seçilirse

Adams teoremi bir sonuç olarak elde edilir.

Sonuç 3.2.3 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 0 < λ < n − αp ve α = n

p
− n

q
olsun. Bu

durumda f ∈ Llocp (Rn) olmak üzere

‖Iαf‖Mq,λ
. ‖f‖Mp,λ

eşitsizliği gerçeklenir, buna göre Iα operatörüMp,λ denMq,λ ye sınırlıdır.
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4. MP,ϕ UZAYLARINDA Iρ OPERATÖRÜNÜN SINIRLILIĞININ

GULİYEV METODU İLE ARAŞTIRILMASI

Bu bölümde,Mp,ϕ genelleştirilmi̧s Morrey uzaylarında Iρ genelleştirilmi̧s kesirli in-

tegral operatörlerinin Spanne ve Adams tipi sınırlılı̆gıρ ve ϕ fonksiyonlarıüzerine

uygun koşullar konularak Guliyev metodu ile ispatlanmı̧stır. Iρ genelleştirilmi̧s ke-

sirli integral operatörünün iyi tanımlıolmasıiçin

f(x) =
χRn\B(0,1)(x)

|x|2n

olmak üzere ∫ ∞
1

ρ(t)

tn
dt

t
<∞, (4.1)

koşulunun sağlandı̆gınıkabul edelim. Ayrıca, ρ fonksiyonu için, C > 0 sabitleri ve

0 < 2k1 < k2 <∞ için

sup
r<s≤2r

ρ(s)

sn
≤ C

∫ k2r

k1r

ρ(t)

tn
dt

t
, r > 0 (4.2)

büyüme koşulu sağlansın. Bu koşul ρ(t)/tn fonksiyonu için bilinen doublign koşulun-

dan daha zayıf (genel) bir koşuldur. Gerçekten, r, t > 0 ve 1/2 ≤ r/t ≤ 2 koşulunu

sağlayan herhangi r, t ler için

1

C

ρ(t)

tn
≤ ρ(r)

rn
≤ C

ρ(t)

tn
,

eşitsizliğini sağlayan sabit bir C vardır.

Bundan sonra Iρ genelleştirilmi̧s kesirli integral operatörü için ρ nun (4.2) koşulunu

daima sağladı̆gınıkabul edeceğiz. Böylece G̃0 ile bu koşulu sağlayan tüm fonksiyon-

ların sınıfınıtanımlayacağız ve ρ ∈ G̃0 olduğunda

ρ̃(r) := Crn
∫ ∞
r

ρ(t)

tn
dt

t

yazacağız.

Uyarı. 0 < α < n olmak üzere ρ fonksiyonu için

ρ(t) ≡
{ tα log(e/t), 0 < t ≤ 1,

tα

log(et)
, 1 ≤ t <∞,
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ve

ρ(t) ≡
{ tα, 0 < t ≤ 1,

ece−ct
2
, 1 ≤ t <∞.

örnekleri alınabilir. Burada c > 0 bir sabit sayıdır. İkinci örnek Bessel potansiyeli

için kullanılır (Sawano 2012).

4.1 Spanne-Guliyev Tipi Sınırlılık

Bu kısımda, bir fonksiyonun∞ daki davranı̧sıincelendikten sonra Iρ genelleştirilmi̧s

kesirli integral operatörlerininMp,ϕ genelleştirilmi̧s Morrey uzaylarında Spanne tipi

sınırlılı̆gıGuliyev metodu ile ispatlanacaktır.

L∞,v(0,∞) uzayı, t > 0 için

‖g‖L∞,v(0,∞) = sup
t>0

v(t)g(t)

sonlu normu ile tüm g fonksiyonlarının uzayıolarak tanımlıdır. Ayrıca, L∞(0,∞) ≡

L∞,1(0,∞) dır. M(0,∞), (0,∞) aralı̆gında tanımlıLebesgue-ölçülebilir tüm fonksiy-

onların kümesi ve M+(0,∞), (0,∞) aralı̆gında tanımlınegatif olmayan fonksiyon-

larıkapsayan altkümesi olsun. M+(0,∞; ↑), (0,∞) aralı̆gında tanımlıazalmayan

M+(0,∞) uzayındaki tüm fonksiyonların konisi olsun ve

A =

{
ϕ ∈M+(0,∞; ↑) : lim

t→0+
ϕ(t) = 0

}
kümesini göz önüne alalım. Bu durumda aşağıdaki teorem yazılabilir.

Teorem 4.1.1 Her t > 0 için v1 ve v2, 0 < ‖v1‖L∞(t,∞) < ∞ koşulunu sağlayan

negatif olmayan ölçülebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda A konisi üzerinde I

özdeşlik operatörünün L∞,v1(0,∞) dan L∞,v2(0,∞) ye sınırlıolması için gerek ve

yeter koşul ∥∥∥v2 (‖v1‖−1L∞(·,∞))∥∥∥L∞(0,∞) <∞ (4.3)

olmasıdır.

İspat. Eğer F,G (0,∞) aralı̆gında negatif olmayan ve F azalmayan fonksiyonlar

ise bu durumda

ess sup
t∈(0,∞)

F (t)G(t) = ess sup
t∈(0,∞)

F (t)ess sup
s∈(t,∞)

G(s), t ∈ (0,∞)
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eşitliği; ayrıca F,G (0,∞) aralı̆gında negatif olmayan ve F artmayan ise bu durumda

ess sup
t∈(0,∞)

F (t)G(t) = ess sup
t∈(0,∞)

F (t)ess sup
s∈(0,t)

G(s), t ∈ (0,∞)

eşitliği yazılabilir. Üstelik tüm ϕ ∈ A fonksiyonlarıiçin

ess sup
t>0

υ(t)ϕ(t) = ess sup
t>0

ϕ(t)S̄υ(t) (4.4)

eşitliği sağlanır. Burada

(S̄υ)(t) := ‖υ‖L∞(t,∞) , t ∈ (0,∞)

biçiminde tanımlıdır.

Teoremin ispatına “yeter”koşuldan başlayalım . Farz edelim ki (4.3) koşulu sağlan-

sın. Bu durumda (4.4) dan tüm ϕ ∈ A fonksiyonlarıiçin

‖Iϕ‖L∞,υ2 (0,∞) ≤
∥∥(S̄υ1)

−1S̄υ1ϕ
∥∥
L∞,υ2 (0,∞)

≤ ess sup
t>0

S̄υ1(t)ϕ(t).
∥∥(S̄υ1)

−1∥∥
L∞,υ2 (0,∞)

=
∥∥∥v2 (‖v1‖−1L∞(·,∞))∥∥∥L∞(0,∞) ess sup

t>0
υ1(t)ϕ(t)

bulunur.

Şimdi “gerek” koşulu ispatlamak için I özdeşlik operatörünün A konisi üzerinde

L∞,v1(0,∞) dan L∞,v2(0,∞) a sınırlıolduğunu kabul edelim. Buna göre

‖Iϕ‖L∞,υ2 (0,∞) ≤ C ‖ϕ‖L∞,υ1 (0,∞)

eşitsizliği sağlansın. Burada C > 0, ϕ den bağımsız bir sabittir.

Her n ∈ N için χ( 1
n
,∞)(S̄υ1)

−1 ∈ A olduğu açıktır ve ϕ = χ( 1
n
,∞)(S̄υ1)

−1 seçilirse∥∥∥χ( 1
n
,∞)(S̄υ1)

−1
∥∥∥
L∞,υ1 (0,∞)

≤
∥∥(S̄υ1)

−1∥∥
L∞,υ1 (0,∞)

= ess sup
t>0

υ1(t)

(
ess sup

t≤τ<∞
υ1(τ)

)−1
≤ 1

olduğu görülür. Ayrıca her τ > 0 için yeterince büyük n ler için (4.5) ten∥∥∥χ( 1
n
,∞)(S̄υ1)

−1
∥∥∥
Lq,υ2 (0,∞)

≥
∥∥∥∥ess sup

t≤s<∞
χ( 1

n
,∞)(s)(S̄υ1)

−1(s)

∥∥∥∥
L∞,υ2 (τ ,∞)

=
∥∥υ2 ((S̄υ1)−1)∥∥L∞(τ ,∞) ≤ C
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elde edilir. Böylece ispat tamamlanmı̧s olur.

AğırlıklıHardy operatörünün sınırlılıgıiçin aşağıdaki tanımıkullanacağız. w ağırlık

fonksiyonu olmak üzere ağırlıklıHardy operatörü

Hwg(t) :=

∫ ∞
t

g(s)w(s)ds, 0 < t <∞

biçiminde tanımlıdır.

Aşağıdaki teorem Guliyev tarafından ispatlanmı̧stır.

Teorem 4.1.2 v1, v2 ve w, (0,∞) aralı̆gında tanımlıağırlık fonksiyonlarıve v1(t)

orijinin komşuluğunun dı̧sında sınırlıolsun. Bu durumda (0,∞) aralı̆gında tanımlı

negatif olmayan ve azalmayan tüm g fonksiyonlarının bazıC > 0 sabitleri için

ess sup
t>0

v2(t)Hwg(t) ≤ Cess sup
t>0

v1(t)g(t) (4.5)

koşulunu sağlamasıiçin gerek ve yeter koşul

B := sup
t>0

v2(t)

∫ ∞
t

w(s)ds

ess sups<τ<∞ v1(τ)
<∞ (4.6)

olmasıdır. Ayrıca C = B değeri verilen koşul için en iyi sabittir.

Uyarı4.1.3 Teorem 4.1.2 deki koşullarda 1
∞ = 0 ve 0 · ∞ = 0 kabul edilmi̧stir.

Şimdi, aşağıdaki teoremde Guliyev metodunu kullanarak Iρ genelleştirilmi̧s kesirli

integral operatörlerininMp,ϕ genelleştirilmi̧s Morrey uzaylarında Spanne tipi sınır-

lılı̆gınıifade edelim.

Teorem 4.1.4 (Spanne-Guliyev tipi sınırlılık) 1 ≤ p <∞ olmak üzere ρ fonksiyonu

için (3.1), (4.1) ve (4.2) koşullarısağlansın. Ayrıca, ϕ1, ϕ2 : Rn × (0,∞) → (0,∞)

fonksiyonlarıiçin

ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)s
n
p ≤ Cϕ2

(
x,
t

2

)
t
n
q (4.7)

ve ∫ ∞
r

(
ess inf

t<s<∞
ϕ1(x, s)s

n
p

) ρ(t)

t
n
p
+1
dt ≤ C ϕ2(x, r) (4.8)

koşullarısağlansın. Burada C, x ve r den bağımsızdır. Bu durumda p > 1 için

‖Iρf‖Mq,ϕ2
. ‖f‖Mp,ϕ1
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ve p = 1 için

‖Iρf‖WMq,ϕ2
. ‖f‖M1,ϕ1

eşitsizlikleri sağlanır. Buna göre, p > 1 için Iρ operatörü Mp,ϕ1 den Mq,ϕ2 ye ve

p = 1 içinM1,ϕ1 den WMq,ϕ2 ye sınırlıdır.

İspat. 1 < p < ∞ olsun. f fonksiyonu f = f1 + f2, f1 (y) = fχB(x,2t) (y) , f2 (y) =

fχBc(x,2t) (y) , t > 0 olarak alınırsa

Iρf (x) = Iρf1 (x) + Iρf2 (x)

için norm eşitsizliğinden

‖Iρf(x)‖Lq(B(x,t)) . ‖Iρf1 (x)‖Lq(B(x,t)) + ‖Iρf2 (x)‖Lq(B(x,t))

yazılabilir. Teorem 4.1.2 de

v1(t) = ϕ1(x, t)
−1, v2(t) = ϕ2(x, t)

−1

g(t) = ‖f‖Lp(B(x,t)) , w(t) = t−
n
p
−1ρ(t)

seçilerek ve Iρ operatörünün Lp den Lq ye sınırlılı̆gından p > 1 için Teorem 3.1.1,
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Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.2 den

‖Iρf‖Mq,ϕ2
= sup

r>0
ϕ2(x, r)

−1r−
n
q ‖Iρf‖Lq(B(x,r))

. sup
r>0

ϕ2(x, r)
−1r−

n
q

‖f‖Lp(B(x,2r)) + t
n
q

∞∫
2r

t−
n
p
−1ρ(t) ‖f‖Lp(B(x,t)) dt


. sup

r>0
ϕ2(x, r)

−1r−
n
q ‖f‖Lp(B(x,2r))

+ sup
r>0

ϕ2(x, r)
−1

∞∫
r

t−
n
p
−1ρ(t) ‖f‖Lp(B(x,t)) dt

. sup
r>0

ϕ2(x, r)
−1

∞∫
r

t−
n
p
−1ρ(t) ‖f‖Lp(B(x,t)) dt

+ sup
r>0

ϕ2(x, r)
−1

∞∫
r

t−
n
p
−1ρ(t) ‖f‖Lp(B(x,t)) dt

= sup
r>0

ϕ2(x, r)
−1

∞∫
r

t−
n
p
−1ρ(t) ‖f‖Lp(B(x,t)) dt

. sup
r>0

ϕ1(x, r)
−1r−

n
p ‖f‖Lp(B(x,t))

= ‖f‖Mp,ϕ1
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elde ederiz ve p = 1 için

‖Iρf‖WMq,ϕ2
= sup

r>0
ϕ2(x, r)

−1r−
n
q ‖Iρf‖WLq(B(x,r))

. sup
r>0

ϕ2(x, r)
−1r−

n
q

‖f‖L1(B(x,2r)) + t
n
q

∞∫
2r

t−n−1ρ(t) ‖f‖L1(B(x,t)) dt


. sup

r>0
ϕ2(x, r)

−1r−
n
q ‖f‖L1(B(x,2r))

+ sup
r>0

ϕ2(x, r)
−1

∞∫
r

t−n−1ρ(t) ‖f‖L1(B(x,t)) dt

. sup
r>0

ϕ2(x, r)
−1

∞∫
r

t−n−1ρ(t) ‖f‖L1(B(x,t)) dt

+ sup
r>0

ϕ2(x, r)
−1

∞∫
r

t−n−1ρ(t) ‖f‖L1(B(x,t)) dt

= sup
r>0

ϕ2(x, r)
−1

∞∫
r

t−n−1ρ(t) ‖f‖L1(B(x,t)) dt

. sup
r>0

ϕ1(x, r)
−1r−n ‖f‖L1(B(x,t))

= ‖f‖M1,ϕ1

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.1.4 te özel olarak ρ(t) = tα seçilirse Iα Riesz potansiyel operatörü için

Mp,ϕ genelleştirilmi̧s Morrey uzaylarında Spanne tipi sınırlılık elde edilir.

Sonuç 4.1.5 0 < α < n, 1 ≤ p < q <∞ ve 1/p− 1/q = α/n olsun. Ayrıca (ϕ1, ϕ2)

için ∫ ∞
r

(
ess inf

t<s<∞
ϕ1(x, s)s

n
p

) dt

t
n
q
+1
dt ≤ C ϕ2(x, r) (4.15)

koşulu sağlansın, burada C, x ve r den bağımsızdır. Bu durumda Iα Riesz potansiyel

operatörü p > 1 için Mp,ϕ1 den Mq,ϕ2 ye ve p = 1 için M1,ϕ1 den WMq,ϕ2 ye

sınırlıdır.

Teorem 4.1.4 te özel olarak ρ(t) = tα ve 0 < λ < n için ϕ(x, t) = t
λ−n
p seçilirse Iα

Riesz potansiyel operatörü içinMp,λ Morrey uzaylarında Spanne tipi sınırlılık edilir.
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Sonuç 4.1.6 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 0 < λ < n − αp olsun. Ayrıca 1

p
− 1

q
= α

n
ve

λ
p

= µ
q
olsun. Bu durumda Iα Riesz potansiyel operatörü p > 1 içinMp,λ danMq,µ

ye ve p = 1 içinM1,λ dan WMq,µ ye sınırlıdır.

4.2 Adams-Guliyev Tipi Sınırlılık

Bu kısımda, Iρ genelleştirilmi̧s kesirli integral operatörlerininMp,ϕ genelleştirilmi̧s

Morrey uzaylarında Adams tipi sınırlılı̆gıGuliyev metodu ile ispatlanacaktır.

Aşağıdaki teorem Guliyev tarafından ispatlanmı̧stır.

Teorem 4.2.1 1 ≤ p <∞, 0 < α < n
p
, q > p olmak üzere ϕ(x, t) fonksiyonu için

sup
r<t<∞

ϕ(x, t) ≤ C ϕ(x, r) (4.9)

ve ∫ ∞
r

tαϕ(x, t)
1
p
dt

t
≤ Cr−

αp
q−p (4.10)

koşullarısağlansın. Burada C, x ∈ Rn ve r > 0 dan bağımsızdır. Bu durumda, Iα

operatörü p > 1 için M
p,ϕ

1
p
den M

q,ϕ
1
q
ye ve p = 1 için M1,ϕ den WM

q,ϕ
1
q
ye

sınırlıdır (Guliyev ve Shukurov 2009).

Şimdi, aşağıdaki teoremde Guliyev metodunu kullanarak Iρ genelleştirilmi̧s kesirli

integral operatörlerininMp,ϕ genelleştirilmi̧s Morrey uzaylarında Adams tipi sınır-

lılı̆gınıifade edelim.

Teorem 4.2.2 (Adams-Guliyev tipi sınırlılık) 1 ≤ p < ∞, q > p olmak üzere ρ

fonksiyonu için (3.1) ve (4.2) koşullarısağlansın. Ayrıca ϕ(x, t) fonksiyonu için (4.9)

ve ∫ ∞
r

ϕ(x, t)
1
p
ρ(t)

t
dt ≤ Cρ(r)−

p
q−p (4.11)

koşullarısağlansın. Burada C, x ∈ Rn ve r > 0 den bağımsızdır. Bu durumda p > 1

için

‖Iρf‖M
q,ϕ

1
q

. ‖f‖M
p,ϕ

1
p

ve p = 1 için

‖Iρf‖WM
q,ϕ

1
q

. ‖f‖M1,ϕ
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eşitsizlikleri sağlanır. Buna göre, Iρ operatörü p > 1 için M
p,ϕ

1
p
den M

q,ϕ
1
q
ye ve

p = 1 içinM1,ϕ den WM
q,ϕ

1
q
ye sınırlıdır.

İspat. 1 < p < ∞, q > p olmak üzere f ∈ M
p,ϕ

1
p
olsun. f fonksiyonu f =

f1 + f2, f1 (y) = fχB(x,2t) (y) , f2 (y) = fχBc(x,2t) (y) , t > 0 olarak alınırsa

Iρf (z) = Iρf1 (z) + Iρf2 (z)

için mutlak değer eşitsizliğinden

|Iρf(z)| . |Iρf1 (z)|+ |Iρf2 (z)|

yazılabilir.

Iρf1(z) için, z ∈ B(x, r) olmak üzere Hedberg eşitsizliğinden

|Iρf1(z)| ≤
∫
B(x,2r)

ρ(|z − y|)
|z − y|n |f(y)|dy

≈
0∑

k=−∞

∫
B(x,2k+1r)\B(x,2kr)

ρ(|x− y|)
|x− y|n |f(y)|dy

.
0∑

k=−∞

∫ (2k+1−1)k2r

(2k+1−1)k1r

ρ(s)

sn+1
ds

∫
B(x,2k+1r)

|f(y)|dy

≈ Mf(x)
0∑

k=−∞

∫ (2k+1−1)k2r

(2k+1−1)k1r

ρ(s)

s
ds

. Mf(x)

∫ k2r

0

ρ(s)

s
ds

= Mf(x)ρ̃(k2r)

. Mf(x)ρ(r) (4.12)

elde ederiz. Iρf2(z) için, z ∈ B(x, r) olmak üzere Teorem 3.2.1 den

|Iρf2(z)| .
∫
{B(x,2r)

ρ(|x− y|)
|x− y|n |f(y)|dy

.
∫ ∞
2r

‖f‖Lp(B(x,t))
ρ(t)

t
n
p
+1
dt (4.13)

olur. Bu durumda (4.9) koşulundan ve (4.13) eşitsizliğinden her z ∈ B(x, r) için

|Iρf(z)| . ρ(r)Mf(x) +

∫ ∞
r

‖f‖Lp(B(x,t))
ρ(t)

t
n
p
+1
dt

≤ ρ(r)Mf(x) + ‖f‖M
p,ϕ

1
p

∫ ∞
r

ϕ(x, t)
1
p
ρ(t)

t
dt

. ρ(r)Mf(x) + ρ(r)−
p
q−p‖f‖M

p,ϕ
1
p

(4.14)
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bulunur. Böylece her z ∈ B(x, r) için ρ(r) =

(
‖f‖M

p,ϕ1/p

Mf(x)

) q−p
q

seçerek

|Iρf(z)| . (Mf(x))
p
q ‖f‖1−

p
q

M
p,ϕ

1
p

(4.15)

yazılabilir. Sonuç olarak M maksimal operatörünM
p,ϕ

1
p
uzayındaki sınırlılı̆gından

ve (4.9) koşulundan aradı̆gımız ifade sağlanır. Eğer 1 < p < q < ∞ ise (4.15)

eşitsizliğinden

‖Iρf‖M
q,ϕ

1
q

= sup
x∈Rn,t>0

ϕ(x, t)−
1
q t−

n
q ‖Iρf‖Lq(B(x,t))

. ‖f‖1−
p
q

M
p,ϕ

1
p

sup
x∈Rn,t>0

ϕ(x, t)−
1
q t−

n
q ‖Mf‖

p
q

Lp(B(x,t))

= ‖f‖1−
p
q

M
p,ϕ

1
p

(
sup

x∈Rn,t>0
ϕ(x, t)−

1
p t−

n
p ‖Mf‖Lp(B(x,t))

) p
q

= ‖f‖1−
p
q

M
p,ϕ

1
p

‖Mf‖
p
q

M
p,ϕ

1
p

. ‖f‖M
p,ϕ

1
p

ve 1 < q <∞ ise

‖Iρf‖WM
q,ϕ

1
q

= sup
x∈Rn,t>0

ϕ(x, t)−
1
q t−

n
q ‖Iρf‖WLq(B(x,t))

. ‖f‖1−
1
q

M1,ϕ
sup

x∈Rn,t>0
ϕ(x, t)−

1
q t−

n
q ‖Mf‖

1
q

WL1(B(x,t))

= ‖f‖1−
1
q

M1,ϕ

(
sup

x∈Rn,t>0
ϕ(x, t)−1t−n‖Mf‖WL1(B(x,t))

) 1
q

= ‖f‖1−
1
q

M1,ϕ
‖Mf‖

1
q

WM1,ϕ

. ‖f‖M1,ϕ

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmı̧s olur.

Teorem 4.2.2 de özel olarak ρ(t) = tα seçilirse Iα Riesz potansiyel operatörü için

Mp,ϕ genelleştirilmi̧s Morrey uzaylarında Adams tipi sınırlılık elde edilir.

Sonuç 4.2.3 0 < α < n, 1 ≤ p < ∞ ve q > p olsun. Ayrıca ϕ(x, t) için (4.10)

ve (4.17) koşullarısağlansın. Bu durumda Iα Riesz potansiyel operatörü p > 1 için

M
p,ϕ

1
p
denM

q,ϕ
1
q
ye ve p = 1 içinM1,ϕ den WM

q,ϕ
1
q
ye sınırlıdır.
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Teorem 4.2.2 de özel olarak ρ(t) = tα ve 0 < λ < n için ϕ(x, t) = tλ−n seçilirse Iα

Riesz potansiyel operatörü içinMp,λ Morrey uzaylarında Adams tipi sınırlılık elde

edilir.

Sonuç 4.2.4 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 0 < λ < n − αp ve 1

p
− 1

q
= α

n−λ olsun. Bu

durumda Iα Riesz potansiyel operatörü p > 1 içinMp,λ denMq,λ ye ve p = 1 için

M1,λ den WMq,λ ye sınırlıdır.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Harmonik analizin klasik operatörleri olan maksimal operatör, Riesz potansiyeli ve

singüler integral operatörlerinin Lebesgue ve Morrey uzaylaylarındaki sınırlılı̆gıile

ilgili birçok çalı̧sma yapılmı̧stır.

1 < p < q < ∞ olmak üzere Iα Riesz potansiyelinin Lp den Lq ye sınırlıolması

için gerek ve yeter koşul α = n
p
− n

q
olmasıdır. Bu sonuç Hardy-Littlewood-Sobolev

eşitsizliği olarak bilinir.

Spanne (1969) bu sonucu genelleştirerek 0 ≤ λ ≤ n−αp, µ = λq
p
için Iα operatörünün

Mp,λ Morrey uzayındanMq,µ ye sınırlıolmasıiçin gerek ve yeter koşulun α = n
p
− n

q

olduğunu göstermi̧stir.

Bu sonuç Adams (1975) tarafından yeniden ispatlanmı̧stır. Buna göre 0 < λ <

n − αp için Iα operatörünün Mp,λ den Mq,λ ye sınırlıolması için gerek ve yeter

koşul α = n
p
− n

q
olduğunu göstermi̧stir.

Chiarenza ve Frasca (1987), Adams teoremi için daha güçlü bir sonuç elde etmi̧stir:

0 < λ < n− αp için Iα operatörününMp,λ denMq,λ ye sınırlıolmasıiçin gerek ve

yeter koşul α = n−λ
p
− n−λ

q
dir. Spanne teoremi bunun bir özel halidir.

Mp,ϕ genelleştirilmi̧s Morrey uzaylarında Iα operatörünün sınırlılı̆gıilk defa Nakai

(1994) tarafından ispatlanmı̧stır: 0 ≤ λ < n − αp olmak üzere uygun ϕ, ψ fonksiy-

onlarıiçin Iα operatörününMp,ϕ denMq,ψ ye sınırlıolmasıiçin gerek ve yeter koşul

ψ(r) = rαϕ(r) olmasıdır. Burada 0 ≤ λ ≤ n ve α = n−λ
p
− n−λ

q
için ϕ(r) = r

λ−n
p

seçilirse Spanne teoremi elde edilir.

Son zamanlarda Iρ genelleştirilmi̧s kesirli integral operatörlerininMp,ϕ genelleştir-

ilmi̧s Morrey uzaylarında sınırlılı̆gıile ilgili Guliyev (1999, 2001, 2009, 2013), Nakai

(2001, 2002), Eridani (2002), Gunawan (2003), Eridani, Gunawan ve Nakai (2004),

Gunawan ve Eridani (2009), Sawano (2010), Eridani, Gunawan, Nakai ve Sawano
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(2014) gibi bir çok matematikçi tarafından çalı̧sılmaktadır. Nakai uygun ϕ, ψ fonksiy-

onlarıve her r > 0 için

ϕ(r)

r∫
0

ρ(t)

t
dt+

∞∫
r

ρ(t)ϕ(t)

t
dt ≤ Cψ(r)

koşulu altında Iρ operatörününM1,ϕ denM1,ψ ye sınırlıolduğunu göstermi̧stir.

Eridani (2002) 1 < p <∞, ρ, ϕ ve ψ için benzer koşullarla Iρ operatörününMp,ϕ den

Mq,ψ ye sınırlılı̆gınıispatlamı̧stır. Fakat, Nakai ve Eridani tarafından Iρ operatörü

için bulunan bu sonuçlar Iα operatörünün bir genelleştirilmesi olarak düşünüldüğünde

Iα operatörü için bilinen sonuçlarla örtüştüğünü söyleyemeyiz.

Eridani ve Gunawan (2009) 1 < p < q < ∞, ρ ve ϕ için uygun koşullar altında Iρ
operatörününMp,ϕ denM

q,ϕ
p
q
ye sınırlılı̆gınıispatlamı̧stır. Bu sonuçlar Chiarenza

ve Frasca’nın bir genelleştirilmesidir.

Guliyev (2009) ϕ1 ve ϕ2 fonksiyonlarının monotonluğu ile ilgili koşullarıkullanmadan

Iα Riesz potansiyel operatörününMp,ϕ1 denMq,ϕ2 ye genelleştirilmi̧s Morrey uza-

ylarında Spanne ve Adams tipi sınırlılı̆gınıispatlamı̧stır.

Bu çalı̧smada, Iρ genelleştirilmi̧s kesirli integral operatörünün Mp,λ Morrey uzay-

larında veMp,ϕ genelleştirilmi̧s Morrey uzaylarında Spanne ve Adams tipi sınırlılı̆gı

Guliyev metodu ile ispatlanmı̧stır. Bu amaçla, Spanne-Guliyev tipi sınırlılık için

lokal Guliyev eşitsizliği

‖Iρf‖Lq(B(x,t)) ≤ ‖f‖Lp(B(x,2t)) + t
n
q

∞∫
2t

r−
n
p
−1ρ(r) ‖f‖Lp(B(x,r)) dr

ve Adams-Guliyev tipi sınırlılık için noktasal Guliyev eşitsizliği

|Iρf(x)| . ρ(t)Mf(x) +

∞∫
t

r−
n
p
−1ρ(r) ‖f‖Lp(B(x,r)) dr

genelleştirilerek ispatlanmı̧stır. Elde edilen bu eşitsizlikler kullanılarak aşağıdaki

orjinal sonuçlar elde edilmi̧stir:
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i) (Spanne-Guliyev) 1 < p < q < ∞, olsun. Bu durumda Iρ operatörü, p > 1 için

Mp,λ Morrey uzayındanMq,µ Morrey uzayına ve p = 1 içinM1,λ Morrey uzayından

WMq,µ zayıf Morrey uzayına sınırlıdır.

ii) (Adams-Guliyev) 1 < q < ∞ olsun. Bu durumda Iρ operatörü, p > 1 içinMp,λ

Morrey uzayından Mq,λ Morrey uzayına ve p = 1 için M1,λ Morrey uzayından

WMq,λ zayıf Morrey uzayına sınırlıdır.

iii) (Spanne-Guliyev) 1 ≤ p <∞ olsun. Bu durumda Iρ operatörü, p > 1 içinMp,ϕ1

genelleştirilmi̧s Morrey uzayından Mq,ϕ2 genelleştirilmi̧s Morrey uzayına ve p = 1

içinM1,ϕ1 genelleştirilmi̧s Morrey uzayından WMq,ϕ2 genelleştirilmi̧s zayıf Morrey

uzayına sınırlıdır.

iv) (Adams-Guliyev) 1 ≤ p <∞, q > p olsun. Bu durumda Iρ operatörü, p > 1 için

M
p,ϕ

1
p
genelleştirilmi̧s Morrey uzayındanM

q,ϕ
1
q
genelleştirilmi̧s Morrey uzayına ve

p = 1 için M1,ϕ genelleştirilmi̧s Morrey uzayından WM
q,ϕ

1
q
genelleştirilmi̧s zayıf

Morrey uzayına sınırlıdır.

Tezde elde edilen bu sonuçlar, bu güne kadar Iα ve Iρ operatörleri için elde edilmi̧s

olan sonuçlarıbirer özel hal olarak kapsamaktadır. Dolayısıyla, bu tezde elde edilen

sonuçlar önceki tüm sonuçların bir genelleştirilmesidir.
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