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Bu tez dért boliimden olugmaktadir.

Birinci bolimde, Legendre katsayilari, Laplace katsayilan, kiresel harmonikler
tammlanmigtir. Daha sonra ii¢ boyutlu uzayda Laplace operatorii ile ilgili Hobson ve
Clerk-Maxwell teorileri verilmistir [8], [9], [10].

Ikinci bolimde p boyutlu uzayda, Laplace operatorii, Oklid uzaklg ve
homogen polinomlar arasindaki bazi bagmntilar, Hobson ve Clerk-Maxwell teorileri
yardimiyla verilmigtir [5], [8], [9], [10].

Ugtincii ve dordincti bolimler ¢aligmamizin orjinal kismimt olugturmaktadir.
Ugiincii boliimde, Laplace operatorii yerine ultrahiperbolik operator, Oklid uzakhg
yerine de Lorentz uzakli® alinmasi halinde, Hobson ve Clerk-Maxwell teorilerinin yine
gegerli kaldig, teoremlerle ifade ve ispat edilmigtir.

Dérdiincii bolimde ise (M+m+N+n) -boyutlu uzayda hiperbolik-parabolik

tipten lineer bir kismi tiirevli denklem ele alinmustir. Bu denklem, 6nce (m +n) -boyutlu
uzayda ultrahiperbolik tipten bir denkleme donistirilmis sonra da Hobson ve

Clerk-Maxwell teorilerinin bu denklem igin de gegerli kaldid1 gosterilmistir.

ANAHTAR KELIMELER : Harmonik fonksiyon, kati kiresel harmonik, yiizey
kiiresel harmonik, homogen polinom, Laplace
operatorii, ultrahiperbolik operator, Oklid uzaklg,
Lorentz uzakli, hiperbolik-parabolik operator.
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This thesis consists of four chapters.

The first chapter is devoted to definitions of Legendre coefficients, Laplace
coefficients and spherical harmonics. Additionally, in three dimensional space, Hobson

ve Clerk-Maxwell theories for Laplace operator are given [8], [9], [10].

In the second chapter, some relations between Laplace operator Euclidean
distance and homogeneous polynomials in p dimensional space are given by using
Hobson and Clerk-Maxwell theories [5], [8], [9], [10].

The third and fourth chapters are the original parts of the study. In the third
chapter, Hobson and Clerk-Maxwell theories in terms of Laplace operator and Euclidean

distance are expanded and proved for ultrahyperbolic operator and Lorentzian distance.

Finally, in the fourth chapter, a linear partial differential equation of
hyperbolic-parabolic type in (M+m+N+n) dimensional space is considered. This
equation is first transformed into on ultrahyperbolic type equation in (m + n)-dimensional
space. Then it is proved that, Hobson and Clerk-Maxwell theories are still valid for the

solutions of considered equation.

KEY WORDS : Harmonic function, solid spherical harmonics, surface spherical
harmonics, homogen function, Laplace operator, ultrahyperbolic
operator, Euclidean distance, Lorentzian distance,
hyperbolic-parabolic operator.
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BOLUM 1

KURESEL HARMONIKLER ve HOMOGEN DIiFERENSIYEL
OPERATORLER

1.1. Giris

Bu bolimde, kati kiiresel harmonikler, yiizey kiresel harmonikleri ve Laplace
operatoriiniin bazi 6zellikleri tanimlanip, daha sonra homogen bir polinom tarafindan
tanimlanan homogen diferensiyel operatorlerin bazi 6zellikleri incelenecek ve bu tip
operatorler ile kiiresel harmonikler arasindaki bazi 6énemli bagintilar Clerk-Maxwell ve

Hobson teorilerindeki yontemlerle iki farkh yoldan verilecektir.

1.2. Legendre Katsayilan

Ug boyutlu uzayda herhangi bir P noktasi ve Oz ekseni iizerinde bir M noktast
gozoniine alalim. Bu noktalarin O orjin noktasina uzakliklar sirasiyla OP =r ve OM =1
olsunlar. Asagidaki gekilde gorildigi gibi POM agist 0 ile ,cos@ da p ile gosterilsin.
(Sekil 1.1.)

N

n

Sekil 1.1.



Bu taktirde, cosiniis teoreminden dolayt
(PM)? =12 —2rr1u+r%
olacagindan

1__ 1
PM frz —2r‘r1p.+r%

yazilabilir. Eger r < ry ise bu ifade r nin artan kuvvetleri cinsinden

1 _1 1
PM f

<\
)
+
N
g B
N——
N
=t
(2]
[«
73
<D

a0 rn
= Z: ~—Pu(cos0)
n+l
n=0 Iy

seklinde yada daha agik olarak

1
‘[2—2rr1u+r%

2
=Pory +P1 T P25+ (M
1 1

bigiminde yazilabilir.

Eger r > r; ise, benzer durumiar dikkate alinarak P_II\Z agagidaki yekilde seriye

agtlabilir.

2

r r
1 = Po(u)d +P1(u);;— +Pz(u);§+ o @)

Jr2—2rr1u+r%

(1) ve (2) deki Po(u),Pi(1),P2(n),...katsayilart p niin polinomlan olup
n-yinci dereceden Legendre katsayilani veya n-yinci dereceden Legendre polinomlan
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olarak bilinirler. Daha sonra goriilecegi gibi Legendre katsayilan ylizey kiiresel
harmoniklerinin 6zel durumlanna karsilik gelirler.

1.3. Laplace Katsayilar

Sekil 1.1. deki P ve M noktalarini ii¢ boyutlu uzayin herhangi iki noktas: olarak
yeniden g6zoniine alalim. P ve M nin dik koordinatlan (x,y,z) ve (x1,y1,2;) olsunlar,
Eger (1,0,¢) ve (r1,01,¢1) ler sirasiyla bu noktalara karsilik gelen kiiresel koordinatlar

iseler
X =rsin0cos¢ X1 =r18in@cosd;
y=rsinfsin¢ y1 =r11s5in8sind,
z=rcos0 z1 =r11c0s80,

yazilabilirler. Bu konumdaki POM agsi v ile gosterilsin. (Sekil 1.2.)

M(x1,¥1,21)

/ P (x,,2)

-t




Vektorler igin skaler garpim tanimindan

—>—> || |—>
OP.OM = 'OPHOM COSY =IT{COSY

olup, buradan
—>—>
cosy = ;%;(OP.OM) = F}—-l-(xxl +yyi1+zz;)

rr1 ——(rr;sinOsin@cosdcosd; +rrysinBsind;sindsind; +rrycosbcosdy)
=sinBsin0;(cospcos; +sindsind;)+cosdcosh
yani,
cosy =cos0cos0; +sinBsinO;cos(¢—¢1) 3)
esitligi elde edilir.

.

cosy nin bu degeri dikkate alindiginda —— PM

igin elde edilen (1) ve (2) serileri

asagidaki bigimde yazilabilirler.

1 -EPn(cosy) n+l , I<rp ise “
Jr2—2rrlcosy+r% n=0

] —ZPn(cosy) Er r>ry ise %)
Jr ~2rricosy+ry 10

"

Pu(cosy), 0 ve ¢ degiskenlerinin bir fonksiyonu olup " n-yinci dereceden Laplace
katsayisi " adim alir. 87 = 0 oldugu zaman bu fonksiyon Py(cos8) Legendre katsayisina
kargilik gelir.

1.4. Kiiresel Harmonikler

62V 2V | 3V

V2V = +
ax2 ayz aZZ

=0 ©)
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Laplace denkleminin, x,y,z degiskenlerine gore n-yinci dereceden homogen herhangi bir
Va(x,y,z) ¢oziimii " n-yinci dereceden kati kiiresel harmonik " olarak adlandinlir,

1
Omegin, !} =(x2+y2+22) ', 1, ax+by+cz,x2-y2+yz, (z+ix)®  ler
srastyla -1,0,1,2,n -yinci dereceden kat1 kiiresel harmoniklerdir. Bunlan gormek igin x,y

ve z lere gore ikinci basamaktan tiirevlerini alip, (6) da yerlerine yazmak yeterlidir.

Simdi V2 = A Laplace operatoriiniin dzelliklerini igeren baz teoremler verelim.
Teorem 1.4.1. D c R3 ve u, v € C2(D) olan herhangi iki fonksiyon olsunlar. O taktirde
VZ(uv) = vV2u +uV2v+ 2(uxvx + uyvy +uzvz) (7)

dir. Burada u = u(x, y, z) ve v = v(x,y, z) dir.

. 2
Ispat : gx-(uv)-—-uvx+vux ve -;zx-;(uv)=vuxx +UVvxx +2ux Vx
¢
olup, simetriden dolay1
02 92
""’"é’(llV)=VUyy+UVyy+2llyVy 4 -;—-2—(uv)=vu;7,+uv71,+2usz
oy 0z

dir. Buradan

VZi(uv) = (66:2 + 66;2 + ;:J(uv)

= V(uxx + Uyy + Uzz) + U.(Vxx + Vyy + Vn) + Z(UxVx + UyVy + UZVz)
= vV2u +uV2v +2(uxvx + Uy vy +UzVz)
elde edilir ki bu istenilendir.

Teorem 1.4.2. Vp(x,y,z) € C3(D) , n-yinci dereceden homogen bir polinom ve
12 =x? +y2 +2z? olsunlar. m herhangi bir reel say1 olmak iizere

V2(r™Vy) = m(m + 2n + Dr™2V, + riMV2y, ®)



dir.

ispat : Teorem 14.1. ile verilen (7) ifedesinde u=r1"vev=Vy alrsak

1
r=(x2+y2+22)’ ve O _ X oiduklanindan
ox I

-g—ux-_—_-(,ja—x(rm)zmxrm-2 s EX—Z—mrm"“(r +(m 2))()

Pu_ m ™4 (rz +(m —2)y2) , %} = mr“““(r2 +(m —2)22)

dir. Diger taraftan Euler teoreminden dolay1 v = Vy(X,y,2) , n-yinci dereceden homogen
fonksiyonu igin

xt’);’xn

Vn, OVa_
Yy e

nVa

esitliginin saglandig1 gozoniinde tutulursa

UxVx +UyVy +UzVz = 65;“ aglxn + a(;;n ag'yn Lo agfzn

=mr™2

OVa, 8Va  3Va
( ey t )

mnr®2Vy,

yazilabilir. Bu sonuglar (7) de yerlerine konursa

V2(MVy) = m Vet (3r2 +(m-— 2)(x2 +y2 + z2) ) +rV2V, +2mn ™2V,
=mrm (3 2 +(m -~ 2)r2) Va+2mnrm2V,

V2(r™V,) = m(m +2n + Dr™ 2V, +1mV2V,

elde edilir ki bu istenilen (8) esitligidir.

—~



7

Teorem 1.4.3. (Kelvin Teoremi) Eger V,, ; n-yinci dereceden homogen bir kati kiiresel
harmonik ise, o taktirde r2"-1V,, , de -n-1 -inci dereceden homogen bir kat: kiiresel
harmoniktir.

ispat : (8) esitliginde, hipotezden V2(Vy) =0 oldugu gozoniinde tutulursa
V2(™Vy) = m(m + 20+ Dr™2V,

bulunur. Béylece r™V, nin Laplace denklemini saglayabilmesi i¢in m nin sifir yada
-2n-1 olmast gerektigi goriiliir. O halde r=2"-1V,, bir kat1 kiiresel harmoniktir.

Ornek : Vp=1veV;=x fonksiyonlan sirastyla O ve 1-inci dereceden kati kiiresel
harmoniklerdir.

—};:r“z-(’“‘Vo ve —33—=r‘2~1“1V1 olarak yazilabildiklerinden, -}- ve =

=t

fonksiyonlart sirastyla -1 ve -2 inci dereceden kat1 kiiresel harmoniklerdir.

Simdi, yiizey kiiresel harmoniklerini konu alan bazi ozellikleri verelim. Bu
amaca yonelik 6nce, Laplace denkleminin (r,0,¢) kiiresel koordinatlarinda ifadesini
elde edelim. Bunun igin (6) denkleminde

x=rsin0cosd ,y=rsin0sin¢ ,z=rcosO

dénisiimi yapilirsa

6V 20V, 18’V , cotBdV 1 9%V _

2
VVE Rt ta e e ™ e or ©
elde edilir. (9) denkleminin her iki yam 2 ile carpilirsa
2 2
26V 6V+6 V+cos()6V 1o’V =0 (10)

o2 e T a2 Tsin® 0 ' ginlg d9?

olur. Bu denklemin birinci yanindaki ilk iki teriminin toplamu ile tiglincii ve dérdiincii

terimler toplamimn, sirast ile

28V, aV _ 22V)
5!'2 (71‘ 61‘2



ve

2V cosBdV_ 1 @ ov
002 N sin® 09 ~ sin® 69(sme(’39)

seklinde ifade edilebilecekleri dikkate alinirsa, (10) denklemi

22aV) | 1 3 vy, 1 &V
0= =0 11
arz 9 69(sm ) sm29 6¢2 11

seklinde yazilabilir.

Upn yalnizca 0 ved degiskenlerinin bir fonksiyonu olmak iizere Vy =r"Up , n-yinci
dereceden bir kati kiiresel harmonik olsun. Eger (11) denkleminde V yerine r"Uy yazilir
ve gerekli iglemler yapildiktan sonra tiim terimler " ile boliiniirse r™ ortadan kalkar ve
(11) denklemi

1 8 ( ; 6Un) 1 0*Un _
n(n+1)Un-|~Sine £ sin@ g +sin29 PO E (12)
sekline doniigiir. Bu denklemde cos© yerine | yazilirsa
dUn 1 02Un _
n(n+ DUp + 5= {(1 ) } -2 o2 =0 (13)

elde edilir.

1.5. Yiizey Kiiresel Harmonikleri

Vp nin " ile béliinmesinden elde edilen Uy, fonksiyonuna n-yinci dereceden bir
yiizey kiiresel harmonik denir. 8 ve ¢ ye bagh Uy fonksiyonunun bir yiizey kiiresel

harmonik olabilmest igin gerek ve yeter sart (12) denklemini saglamasidir.

Tammuni 1.3. de verdigimiz n-yinci dereceden Laplace katsayis olan Py(cosy) , n-yinci
dereceden bir yiizey kiiresel harmoniktir. Bunu gérmek igin dnce

Tol - 1
M Jx=-x1)? + g ~y)? +@-21)?




ifadesini

2

T= P11VI = 1 = Z Pn (cosy)
Jrz —2rrjcosy+r{ =0

formunda yazalim. (12) denkleminde U, yerine T nin yukandaki egiti yazilirsa

0 ] 62 )
nz: {n(n+l)Pn(cos'y)+ =5 669 {sx AOP ‘(;)osy)} : m]29 P &(:2037):!

elde edilir.

Nitekim bu denklem r; den kiigiik olan tiim r degerleri igin saglanir ve de r nin
farkh kuvvetlerinin katsayilarinin hepsi de 6zdes olarak sifir olur.

O halde,

2
0 {sineaPn(cosv)} L1 Pa(cosy) _

oo+ DPa(eosy) + == 959 % sin20 92

(14)

yazilabilir. Yani Py(cosy) fonksiyonu (12) denklemini saglar ve dolayistyla bir yiizey
kiiresel harmoniktir.

1.6. Gelistirilmis Legendre Denklemi

(13) denkleminde U, = @(0)P(¢) yazarak elde edilen denklemin tiim terimleri
O ile boliniirse,

1d _.,2)d@e 1 1d°®
n(n+1)+®d {(1 m du}+1 uzq’dcbz =0

2
elde edilir. Degiskenlerin ayriimasi metodu geregince, —1—%4-33 nin degeri sabit alinabilir.

Boylece, m genellikle bir tamsay: olmak tizere

2
aeo =-m2P
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yazabiliriz ki bunun genel ¢6ziimii, A ve B keyfi sabitler olmak iizere

® = Acosmé +Bsinm¢

dir. Boyle bir durumda © fonksiyonu da

du{( H )39} {

denkleminin bir ¢6ziimi olmalidir. Bu denklem " Geligtirilmis Legendre Denklemi "
olarak bilinir. Eger ® , bu denklemin bir ¢dziimii ise o taktirde (A cosmé + B sinm¢)®
bigimindeki her fonksiyon (12) denklemini saglar ve bundan dolay1 n-yinci dereceden bir

}@ 0 (15)

yiizey hiresel harraoniktir. Buna paralel olarak da
(A cosm¢ +Bsinm¢)®
fonksiyonu n-yinci dereceden bir kati kiiresel harmoniktir.

1.7. Pu(p) niin Safirlan

1 d* n
Pa(w) = 27l dp? (p‘z - 1)

formiliine, Pn(n) Legendre polinomlan igin Rodrigues formiilii denir. Rodrigues
formulunden dolayt Py(it) polinomunun -1 ve +1 arasindaki tiim reel p degerleri igin n
tane sifira sahip oldugu sonucu elde edebiliriz. Gergekten, f(i) = (“2 - l) i fonksiyonu
-1 ve +1 de n kath sifir yerlerine sahiptir. Rolle teoreminden dolayr f/(u) fonksiyonunun
-1 ve +1 arasinda en az bir stfir yeri vardir, f/(i1) fonksiyonu -1 ve +1 de n-1 kath, -1 ile
+1 arasinda sadece bir tane sifir yerine sahiptir. Benzer sekilde /(1) fonksiyonu -1 ve +1
- de n-2 katli -1 ile +1 arasinda 2 tane sifir yerine sahiptir. Isleme bu gekilde devam edilirse
£f®™(u) veyaPp(u) fonksiyonunun -1 ve +1 arasinda n tane sifira sahip oldugu gorilir.
Pn() , Legendre polinomlanimin klasik ozelliklerinden biri de n nin tek yada gift pozitif
tamsay1 olmasina gore tek fonksiyon yada gift fonksiyon ozelligi tagimasidir. Bu nedenle
Pn(i) nin sifirfan g = 0 civaninda simetrik olarak yer alirlar.

Teorem 1.7.1. Eger z = z(x)

(1 - x2) y” —2xy’ +n(n+ 1)y =0
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Legendre denkleminin bir ¢oziimii ise, o taktirde

(x2-1)* L2 ifudesi de

2
(1 —xz)y”—~2xy'+ {n(n+ 1)- Im 5 }y=0
gelistirilmis Legendre denkleminin bir ¢6ziimiidiir.

Ispat : z, Legendre denkleminin bir ¢oziimii oldugundan

(1 x)gg 2xgz+n(n+l)z 0

denklemi saglanmir. Bu denklemin her iki yamnin x e gére m kez tiirevi ahnirsa (Bir

¢arpimin tiirevi igin Leibnitz teoremi kullanilacak) kisaltmalardan sonra

l
(1 -X )d 03 2(m+1)x ] Z  (n- m)(n+m+l) =0 (16)
bulunur. %—-n—; =2z; denirse (16) esitligi
_x2)4%2_ dzy o -
(1 X )dxz 2(m+ Dx i +(n-m)(n+m+1)z; =0 (17
olarak yazilabilir,

22=(x2—1)-2—zl yada z1=(x2—1)~2z2

diyelim. z1in bu degeri (17) formiiliinde yerine yazilirsa
2) d2 2_1] 2 _ dj(.2_ -2
(1 ~X )—d—);z—{ (x 1) 22} 2(m+ l)xdx{ (x 1) z2}

+(-m)(n+m+1)|x% - l)——izz =0
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~iE

olur. Bu denklem agik yazildiktan sonra (xz - 1) ) ile kisaltilirsa

(1 -X )9—53-2 dzy {n(n+1)-~1

2
m —
dx? dx - x2 }22 =0

elde edilir. Buradan gorildiigii gibi z; Gelistirilmis Legendre diferensiyel denkleminin
bir ¢oziimidiir. Geligtirilmis Legendre diferensiyel denklemi iki lineer bagimsiz ¢oziime

sahip olup, m nin pozitif bir tamsay1 olmasi halinde bu ¢oziimler

PIG) = ( ) 7dm Pn(x) (18)
Qi) = (2 - 1) T L a9

lerdir. PR'(x) ve Qf'(x) fonksiyonlari n-yinci dereceden m-yinci basamaktan geligtirilmis
Legendre fonksiyonlan olarak bilinirler.

x reel ve© -1<x<1 oldugu zaman Pp(x) lerin yerine bazen Ferrer
fonksiyonunu kullanmak daha uygundur. Bu fonksiyon

Tn'(x) = (—1)"‘(1 - x2) _"‘%%f-’i)- (20)

seklinde tanimlanir [ 10 ].

Teorem 1.7.2. Eger m ve n pozitif tamsayilar m < n ise, o taktirde

1769 = (P (12) T @

{ pem_@-m)n-m-1) ;no (n m)(n-m-D@n-m-2)(n-m-3) pn-m—4 _ }
H 22n-1 % 2.4.(2n—1)(2n-3)

dir.

ispat : Py(n) Legendre polinomlan igin Rodrigues formiili olarak verilen

Pall) = gy (W -1)
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bagintis1 ve (20) numarali formiil gozoéniinde tutulursa

T =c0°(1-42) o {2"111! i (u2-1) n}

n[8

(_l)m 1-n2
N g"n!u) d‘ﬂ'ﬁ(uz—l)"

yazilabilir. Binom teoreminden dolay:

(u2 ~ 1) = Zn: ( 2 )(—l)kuzn‘z“

k=0

olup, bu ifadenin ikinci yaninin n+m kez tiirevi alinirsa

nm O W
dd—un:a- Z( )( l)k 2n-2k _ 2[ )(__ )kdd n+ml"'2n_2k

=0

bulunur. Ayrica

d?

L M =m(m-1)---(m—n+Dx™™"

n
d ——x ( m jn! xm-n
dx® n

oldugu dikkate alinirsa,

Z( )(— D= Z( )( 1){2“ i“)(mm)!un-zk-m

k=0
(s (1) 222 s

Q) nm_ @n-DE0)En-2)!@-m-D@-mn nmo
“a-mt T @enCn-Dm-m-)@-m@a-m-2)"

__(@n) n-m __ (n—m)(n- m-=1) -
_(n—-m)!{ 2(2n-1) S }



14

n
bulunur. (“2 - 1) nin (n+m)yinci tirevine egit olan bu defer Tn'(u) niin son

ifedesinde yerine yazlirsa

(—1)‘“(1 —pz) %(2n)! {

22n-1)

elde edilir ki bu (21) ifadesinin kendisidir.

1.8. Tam Dereceden Kiiresel Harmonikler

1.6. numarali paragraftan goriilmektedir ki , m ve n pozitif tamsayilar (m < n)ise
(A cos m¢ + B sinm¢)Tr'(cos8)

n-yinci dereceden bir yiizey kiiresel harmoniktir. m =0 olmasi halinde yiizey kiiresel
harmonik, Pn(cos0) Legendre katsayisinin bir sabit katidir. 1.7. de gosterildi ki Pu(u) ,
-1 <u<1 arahifinda p =0 civannda simetrik olarak diizenlenmis n tane sifir yerine
sahiptir. Buna bagh olarak Pn(cos0) fonksiyonu da 0 <0 <= araliginda 6 =12t- ye gore

simetrik olarak diizenlenmig n tane sifir yerine sahiptir. Buna goére Pn(cos0) fonksiyonu,
0 =0 ve 0 = © noktalarinda kutuplar olan orijin merkezli bir kiire tizerinde bulunan n

tane ¢ember iizerinde sifirlanir. Bu c¢emberler kiire ile aym kutuplara sahip biiyiik
¢embere (ekvator gemberine) gore simetriktirler, n tek say1 oldugu zaman bilyiltk gember
bu gember ailesinden biridir. Kiire iizerinde n tane paralel gember tarafindan aynlan
bolgelerin herbirine "kusak" (zon) denir. Bu bolgelerde tamimlanan Py(cos®)

fonksiyonlanina da "kugaksal" (zonal) harmonikler adi verilmektedir. (Sekil 1.3.).
Pu(cos0)lar 0 =04, ...,0 =0, ¢emberleri iizerinde sifir olmakta, Ekvatora paralel diger

cemberler iizerinde ise sifirdan farkl sabit degerler almaktadir.
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A
z
/ 0=0 Pa(cos0) fonksiyonu bu
0=0,
gember tizerinde sabit deger
alir. |
0=0,
Y
y
Pn(cosﬂj) =0(=1,...,n)
P(cos6;) =sabit £0 G % 1,...,1n)
9 = en
X
O=mn
Sekil 1.3,

Eger 0 <m < n ise, kiiresel harmonikler

(Acosmé + B sinm¢)Th'(cos8) = (Acosmé + B sin md))(—l)m(l - uz) : dd;“P“(u)

= (Acosm¢ +Bsin m¢)(—1)“‘(sin20) 2 d‘i::ln Pn(1)

. . n+m n
=(-D™ 2“1n! (A cosm¢ + B sin m¢)sin™0 ddu“+m (”2 - l)

seklinde yazlabilirler, Burada sirasi ile ¢,0 vep ye bagh ii¢ carpan vardir.
Acosm¢+Bsinmd =0 yani tanm¢=—-g— oldugunda ¢ yi igeren ¢arpan sifirdir, Bu
deger kire tizerinde =0 kutbu boyunca m tane biyik ¢embere kargihik gelir.
Herhangi iki ardigtk gember diizlemi arasindaki agt % olur. ikinci ¢arpan olan sin™@ ,
0=0ve 0 =7 noktalaninda sifilanir. p ye bagh olan iglincii carpan ise zonal
harmoniklerde oldugu gibi n-m tane ¢ember iizerinde sifirlanir.
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Boylece, kiire tizerinde biri enlemden, digeri boylamlardan olusan iki ¢ember
ailesinin dik kesigmesiyle meydana gelen bolgelerin herbirine tesseral bolge, bu

bolgelerde tammlanan kiiresel harmoniklere de tesseral harmonikler adi verilmektedir
(Sekit 1.4.).

A
Z
I
m
= oA
= Z
= Z
= %
Y
y
/ n - m tane
X
Sekil 1.4.
Eger m = n ise kiiresel harmonik
(A cosn¢ + B sinn)sin"0

bigimindedir. Bu ifade tann¢=—% yada 6 =0 ve 0 == oldugu zaman sifirdir. Bu

durum kiire iizerinde 6 =0 ve 0 =7 noktalarina ve n biiyitk ¢embere kargihk gelir.
Herhangi iki ardipk gember diizlemi arasindaki ag % dir. Kiire 2n sektor ile

boliinmiigtiir. Bu sektorler iizerinde tansmht yiizey kiiresel harmonik fonksiyonlanna
"sektorel harmonikler" denilmektedir (Sekil 1.5.).
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-

Sekil 1.5.

1.9. Hobson Teorisine Giris

Bu kisimda, {i¢ boyutlu uzayin degigkenleri kullanilarak homogen polinomlar ile
homogen diferensiyel operatorler arasindaki iliskileri inceleyen Hobson teorisine bir girig
yapilacaktir. Ileriki bolimlerde daha yiiksek boyutlu uzaylarda tekrar ele alinacak olan bu
teori ile ilgili, amaca yonelik baz1 teoremler bu kisimda verilecektir. Bunun igin once

homogen polinomlar hakkinda kisa bir bilgi vererek ige baglayalim.

Homogen Polinomlar :

n-yinci dereceden homogen herhangi bir fu(x,y,2z) polinomu n bir dogal sayr
olmak tizere
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N
fn(x, Y, Z) = 2 Ai xPi yqi Z0-Pi—di

i=1

(n+D(n+2)
2
degiskenli n-yinci dereceden homogen bir polinomun igerecegi terim saywsidir. Gergekten
(n+D(n+2)
2
igerir. n-yinci dereceden homogen bir polinom olan bir fo(x1, ..., Xp) polinomunun terim

sayist s(n, p) ile gosterilsin. n=2,p=2 ise

seklinde ifade edilebilir. Buradaki N sayi1 1<N< olmak tizere ii¢

ti¢ degiskenli n-yinci dereceden homogen bir polinom en fazla tane terim

0 —
fu(x1,X2) = Agxoxd + Apx kB 4+ Apxx)

seklinde yazlabileceginden fn(x,x2) polinomunun terim saywsi s(n,2)=n+1 dir.
n>2, p=23 olmasi halinde ise

fa(x1,Xx2,x3) = [s(n,2) tane terim]xg +[s(n-1,2) tane terim]x§
+[s(n—2,2) tane terim]x% +---+[s(n—n,2) tane terim]x3

seklinde yazilabileceginden fn(x1,xX2,%3) polinomunun terim sayist

n

s(n,3) = [s(n, 2) +s(n—1,2) +- - +5(0,2)] = 2, s(k,2)

k=0

_S _0+D@O+2)
-E(k+1)- 5

olur. n>2, p =4 olmast durumunda ise
fa(X1,X%2,X3,X4) = [s(n, 3) tane terim]xg +[s(n-1,3) tane terim]x};
+[s(n—2,3) tane terim]xﬁ +---+[s(n~n,3) tane terim]x}

seklinde yazilabileceginden fa(x1,%2,X3,X4) polinomunun terim sayisi

n

s(n,4) =[s(n,3)+s(n—1,3)+---+s(0,3)] = Z s(k,3)
k=0

=i£k—+—l)£(-i-2—)=%i (k2+3k+2)

k=0 2 k=0
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____;_{n(n+1)(2n+ 1) +3n(n+ 1)

6 5 +2(n+1)}

=1 2
= 12(n + 1)(2n +19n + 12)
dir. Buna gore p degiskenli homogen bir polinomun bulunduracag terim sayisi
1
s(n, p) = 2, s(k,p—1)
k=0

dir.

Lemma 1.9.1. Eger f,(x,y,2) n-yinci dereceden homogen bir polinom ise, o taktirde

\

0 0 0 - fu(x,y,2) fha(X,y,z
q(2, > 2 “’:(—1)"w(w+2)...(w+2n—2)[ 50 2l )+...J @2)
dir. Ikinci yandaki terim sayist [%] +1 dir.
Burada
—;— n ¢ift ise
1)
2
n ; 1 n tek ise
olup, w reel bir parametredir.
Ispat : n bir dogal say1 1 SN < (ﬂﬂ_);(ﬂjl) ve A; ler reel sabitler olmak iizere fy
polinomu agik olarak
N
fa(%,y,2) = 2, AjxPi %z Pidi - (23)

i=1
seklinde yazilabilir. Burada p;,q; ler {0,1,2,3,...,n} ciimlesi elemanlan olup,

pi +qi < n dir. (23) den dolay:
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(22 2= )(2) () e 29

i=1

Rl

lg

yazilabilir. Diger taraftan r™¥ = (xz +y2 4+ zz) 2 hin ardigik tiirevleri

Pi
(5%) 1™V = (~1)Piw(w +2)...(W+2p; ~ 2)xPir V2P
+aq (W)xpi—Z FW2pit2 as (w)xpi—4 W2pitd

i Pi
( _6__) ('é%) 1Y = (-1)Pitliw(w +2)...(W + 2p; +2q; — 2)xPiy% r—V-2pi24

+ { a’;(w)xpi“zyqi + a;(w)xpiy‘h“z gooen }r‘w“ZPi"ZQi"'Z

+ {bI(W)XPi-“ym + b;(w)xpi-lym—l +-- .}r—W—ZPi~2tIi+4 +oen

ve nihayet

n—pi~q; i pi
(8%:) (%) (g{—) rf‘w = (-1)"W(w+2)...(w+2n - 2) {xPiy%i z%Pidi p~%-20

+{ 8" (w)xPiy%i-2z0Pidi 4 23° (W)xPi2y izt Pidi ... }p~W-20+2
+ {b;'(w)xpi“zyqi_zzn—Pi—Qi + b;*(w)xpi"“yqi Z0Didi ... }r“w‘2n+4 +... }

%*

dir. Burada aj,a,a;" veb;,b{,b;” katsaylan w ye bagh sabitlerdir. Bulunan bu son
tiirev degeri (24) de yerine yazilir ve (23) tarumu dikkate alinursa

N
562) V= Z A D*w(w+2)...(Ww+2n— 2){ xPi ydi Z-Pi~Gi p~W-2n

i=1

(22
"\8x’ By’
+ {a;"'I (w)xpiy(li_z 78 Pi—Gi a;‘ (W)xpi_zy(h ZPi~gi ... }r—w-2n+2

+ {b;*(w)xpi—2yqi—2 2P 4 by (W)xPidy iz nPidi 4. .}r—w-2n+4 oo }

olup
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622 L) = cirwe). - B2, f2GyD) |

elde edilir. Bu ise istenilen (22) formiiliidiir.

Teorem 1.9.2. Eger fu(x, y,z) n-yinci dereceden homogen bir polinom ise o taktirde,

9 0 _a_)_, a1, r2V2 r4v4 _ )
f"(&x’@y’ 22) T =Y it "2 T Ao DEn -y ) D
(25)
dir. Burada r Oklid uzaklig ve V2 = A = 0 6 52 Laplace operatériudiir
Ox2 ayz 522 :
Ispat : (22) ifadesinde w =—1 yazalim. Bu durumda
0 _6_ 0 B, ‘fn(x, Y, Z) fn—Z fn—4
f“(5x—’ 6y’52)~ £1)"1.3. 2800 1)[ 2nil T oant T b
=(—1)“9’L 201 ey 414 g b (26)
dir. Sabit katsayili V2 ve f, lineer operatdrlerinin
2 ii.@_)_ (5 0 6) )
v f“(ax’ay’az =t oy 52/ ¥ 27

degisme ozelliginden ve de V2 (r"l) = 0 olmasindan dolayr

0
dir. Yani (26) nin birinci yanindaki fn( % ay’
O halde (26) mn ikinci yam da bir kati kiiresel harmonik olacaktir. Teorem 1.4.3. den

dolayy, ikinci yandaki r2"! in 6niindeki garpan olan

0 ) ifadest bir kat1 kiiresel harmoniktir,

Vi =fa(X,y,2) +r2fy0 + 1% q +- - (28)

ifadesi de n-yinci dereceden bir katt kiiresel harmonik olmahdir. (8) numaralt formiilden
asagidakiler yazilabilir.
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v2(126,5) =2@n - Dfap +12V24, 5
Vz(r4fn_4) =4(2n - Drif,4 +1*V2if, 4

V2 (r6fn_6) = 6(2n—5)rf,¢ +19V2f, 4

Yukandaki esitlikler dikkate alinarak (28) in her iki yanina V2 operatorii uygulanir ve
V2(Vp) =0 oldugu gozoniinde tutulursa

V2(Va) = V2(En) + V2(r262) + V2(rfas ) + V2(rS6) +
=[ V22 +2@n - Dy [0 +[ V2o +4@2n = 3)fy4 |12
+ V2fns +6(20— S)fus Jr* +[ V2fu6+8(2n—Nfpg 6+ =0

elde edilir. Bu ifadenin her r igin sifir olmast 19,12, 14, ... iin katsayilarninin sifir olmasi ile
miimkiindiir. Bu durumda

1 1 v
fn—2 2(2 _I)V fn 3 fn—-4 r- 4(2n_3)v fn—2

szn—z] sres

olarak bulunurlar. Bu degerler (26) ifadesinde yerlerine yazilirsa

@1 (i v oyt
f“(Ex"’é} 5‘)_ D 201 2041\ 2(2n-1) 24(2n D(2n - 3) )fn(x,y,z)

elde edilir. Bu ise teoremi ispatlar.

Simdi de bulunan f,5,f,4,fh-6,... degerlerinin (28) ifadesini katt kiiresel
harmonik yapabilen tek degerler oldugunu gosterelim.

= fn + rzfn_z + r4fn_4 +r6fn...6 +.-e
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Vi =fa+126 , +14_4 +156 ¢

ifadeleri n-yinci dereceden katt kiiresel harmonikler olsunlar. Bu iki kat kiiresel

harmonigin farki olan

Va-Vp= (fn—fn)+r2{(fn_2 —f;__z) +r2(fn_4 —f;l_4) +r4(fn—6 - n—6) +}
ya da kisaca
Vo-Vi=rlgy (29)

ifadesi de bir kat1 kiiresel harmonik olmalidir. Burada

8n-2 = {(fn—Z_f;l_z) +r2(fn_4 —f;_4) +r4(fn__6_fl'l_6) +}

dir. V2(Vp-V3)=V2V,~V2V; =0 olduu ve (8) formilii dikkate alinarak (29)
ifadesinin her iki yanma Laplace operatérii uygulanirsa

V2(Va~ Vi) = V2(2g02) =220~ Dgaz +12V2gn 2 =0
olur ki buradan
gn-2 = rz[ E(—i—nl———-V gn..z] =r?hy4
elde edilir. Benzer gekilde
Vz(rzgn_z) =V?2 r4h,,.4) - 4(2n-3)?hy 4 +14V2hy 4 =0
dan
hyg=r [ prorm 1 )v2hn4] hy

olur. Ayni uygulamaya devam edilirse
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hp =12, 3

. . * o .

olarak elde edilirler. Bu durumda

gn2 = l'2hn—4 = I'4hn—6 = T()hn—s == r2mhn~2m—-2

olur. Burada n nin tek veya cift say1 olmasi durumuna gore g, yi ayn ayn inceleyelim
ve her iki halde de sifir oldugunu gérelim.

(i) n=2(m+ 1) gift say1 olsaydi ,

gn2 =1°"hg
olup,
0=2(r2g02) = V2(r*hyog ) = - = V2(1202hy 00
o)

= (2m +2)(2m + 3)r>®hg + r#™2y2h =0

elde edilir. VZhg =0 oldugundan bu esitligin saglanmasi hg = 0 olmasim gerektirir. Bu
ise gn2 =0 verir.

(ii) n=2m+3 tek say1 olsaydi,

gn-2 = 1"h;

olup,
0= Vz(rzgn_z) _ Vz(r“hn _4) N l'2m+2hn—2m—2)
_ Vz(r2m+2h 1)

= (2m +2)(2m +3)r?™h 4+ r202y2h; =0
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bulunur ki bu h{ =0 olmas: halinde saglanan bir egitliktir. Buradan g, =0 olur. Bu
durumda (29) dan V,-V3=0 olup Vy,=Vy dir. Boylece bulunan f, 5 f, 4,...
degerleri Vy, ifadesini katt kiiresel harmonik yapabilen tek degerlerdir.

Sonug 1.9.3. Eger fu(x,y,z) n-yinci dereceden bir kat1 kiiresel harmonik ise, o taktirde

(22 2= @ Lty

20n! 20+l
dir.

ispat : fu(x,y, z) bir kat: kiiresel harmonik oldugundan

V2fa(x,¥,2) = V4a(x,y,2) = - -- = 0 dir. Bu degerler (25) ifadesinde yerlerine yazilirlarsa
f(a 8 6)_1_*(_1)n(2n) _1 ¢
M &x 0y’ 0z) T~ 200! 20+ n(X,y,2)

elde edilir. Bu ise istenilendir.

Simdi de Teorem 1.9.2. yi kullanarak zonal ve tesseral harmonikler ile ilgili

asagidaki teoremleri verelim.
Teorem 1.9.4. P,(u) Legendre polinomlari (zonal harmonikler)

n n+l a
Pay = ("2 (1)

seklinde ifade edilebilirler. Burada p=cos0 =% ve r? =x?+y? +2? dir.

Ispat : (25) formiiliinde fu(x,y,2) = z" yazilirsa

o @) 1 r2y? riv4 1
( ) =D 204! 2n+1( 2(2n—1)+2.4.(2n~—l)(2n—3)_m)z

— an(Zn)! 1 n n(n-1) n- n(n-1)(n~-2)(n- ’) n
= CD 5mar (z 22n-1)" iz 4 2.4.(2n—1)(2n-3) - )

olur. Bu esitligin ikinci yaninda z nin kiiresel koordinatlardaki degeri olan z=ru
konulursa
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" n(2n)!_1_ n_AM-1) 49 n~-D0-2)n-3) 4
ZP\T ) =t )Z“n!rnﬂ( 2(2n- D" 2+24(2n (20— 3)*‘4 )

(__ )n n+l

elde edilir. Bu esitligin her iki yam ile garpilirsa

artt! gn (2n)! ( n_ n(n— 1) e n(n - 1)(n-2)(n-3) I
D rn! azn(r) 21(n :)2\ 2¢n- " + 2.4.2n-1)(n~ 3)“4l )

bulunur. Bu son esitligin ikinci yaninin  Py(it) Legendre polinomlannin agik ifadesi
oldugu goriilmektedir. O halde esitligin birinci yam da Px(}1) yii vereceklir, yani

n+l1 0
- )nrn’ 67"(—) Pn(l,l)
dir ki bu istenilendir, Bu esitlik
ru+l on
() =(- l)n n! o0z* (—)
seklinde de yazilabilir.

Teorem 1.9.5.

a"~m(a ia)"“l DM -m)!

amn
Py ?&i ) T Ty (cosmé isinmd)Tn' (1)

diir. Burada u=cos9=%—, tan¢=¥(~ ve 12 =x2 +y2 +22 dir.

ispat : (25) esitliginde fa(x,y,2) = (x iy)™z*™ aliursa

an-m(a ﬂa) 1_ED'en! 1

oz M\ ox T oy) T T 28pl 20+l
r2V2 r4V4 _ } AM_n-m
{ “3en-1) T 2a0a-1@n-3) [EEW) 2

yazilabilir. Diger taraftan
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0%,
ax2

=m(m - 1)(x tiy) m-=21-m

2
9 f;n =-m(m- 1)(x+ iy)m_zz“’m

olduklan dikkate alinirsa

n—m m 2
aan—m(aax+laay) ( l)ﬂ( n)' ZIIH'] (X:tIY)

{1_ 2 _d? . rt d4 ...}zn-m
2(2n - 1) 422 24(2n-l)(2n 3) dz4

=(“l)nf22nn)l 2r]l+l( :f:W)m{ nem (n glé(: ")' ) [2z0-m2 }

olur. Bu esitligin ikinci yaminda x,y,z nin kiiresel koordinatlardaki degerieri olan,

x=rsinBcos¢, y=rsinBsing , z=rcos® konulursa

n-—-m 2
6az — ( 6ax + 1-6%) % =(~1)" (2;2' n1+1 ——(cosm¢ =+ isin md)sin mO

n-m _ (n-m)n-m~1) ; pn
{“ 2on Ty KTt }

bulunur. (21) numaral formiil dikkate alinarak

il
027\ 3x

m
+i2 ) ==(- 1)“"“(n n+1) ~——""(cos m¢ +isinmd)Th' (1)
elde edilir ki bu ise istenilendir.

1.10. Kiiresel Harmonikler i¢in Clerk-Maxwell Teorisi

Bu kesimde homogen diferensiyel operatorlerin bazi 6zelliklerini vererek

Teorem 1.9.2. nin ispatin1 Clerk-Maxwell teorisi yardimiyla yeniden verecegiz.
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Teorem 1.10.1. Eger fu(h,k, ) ve yn(h,k, ) n-yinci dereceden homogen polinomlar
iseler o taktirde

0 2 9 2 @
WG e )k =wn(G 4 B )k (30)
dir.

lst(n+1)(n+2)

ispat : n ve N ler birer dogalsay: , » Ai, Bj ler reel sabitler olmak

2
tizere fy, ve yy fonksiyonlan agik olarak
N
fa(h, k,€) = D A;hPikdign-pi-di @31
i=1
wn(h, k,0) = Z BjhPik%g "R (32)

J_

seklinde yazilabilirler. Burada p;, q; ve pj, q; ler {0,1,2,...n} ciimlesinin elemanlan olup
i#] i¢in (pi,qi) = (Pj,q;) ve pi+qi <n,pj+q;<n dir. Kismi tiirevler hakkindaki

bilgiler gézoniine alinarak (31) ve (32) den agagidakileri yazabiliriz.

fn (23%’ a%’ 56'@) n(h, k.¢) ={§ Aj (’éaﬁ) pi(;%) ! (a% n*pi_qi} {g BhPkY en—pm}

N N on
— n-
" le A, g K
A

i#j

on Pi 0 P,
+Z AB; g arr g ke

=0+§; Aij(pj)!(qj)!(n~pj —qj)! (33)
j=

Benzer sekilde
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-[35(2)"(2)" (@) B awssene]

i=l

+§: BiAi(a%) : (5%) ! (“é%) P bt prepian

N
=0 +§ B;iAi(pi)!(gi)!(n - p; — q;)! (34)

elde edilir. Ikinci yanlari esit olan (33) ve (34) in birinci yanlan da egit olacafindan

teorem ispatlanmig olur.

Teorem 1.10.2. Eger ys(h,k, ) s-yinci dereceden homogen bir polinom ise, o taktirde

0,,0,..0 =

(xah+y6k+za€) ‘l’s(h,ksﬂ)—s-\l/s(xay,z) (35)
dir.

Ispat : 1<N< W ve pi, qi ler Teorem 1.10.1. de tanimlandig1 gibi olmak

iizere, binom teoreminden dolay1

( 66h+yak+zm)s Z Pi lqll(; pi - Gi)! (x—a%) pi(yﬁak')qi(zgé) o (36)

i=1

yazilabilir. ys(h, k,¢) fonksiyonu ise agik olarak

N
Ws(h,k,€) = 3, BjhPikbp*pis (37)
j=1

seklinde yazilabilecektir. Boylece (36) nin (37) ye uygulanmas ile
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s N
(xZ+y2 +25) vt k)

-2 3

pi 4 $-pi~qi
1 pilg; '(s Pi-ap)! xPiyfiz®” p'"q'( 6) ('Q) (Q') hPik Py
i=l j= -4 i—4i

ch ok o¢

=1
i#j

Gt o

i xPiy%zSPi~d ( ) P; (_6_) 4 (.‘_3_) e hPik%p $-pj—qj
il ol .,( e ) oh/ \ok/ \G¢ .
R pJ (]J H pj q_‘

i

+ % B; s! xPiy4izs Pi~% (pj) !(qj) !(s -pj— qj) !
=1 pj?qj!(s—pj -qj)!

N
=gl z% BixPiyUzsPi~% = slyy(x, y, 2)
J:

istenilen (35) egitligi elde edilmig olur.

Teorem 1.10.3. fu(x,y,2) n-yinci dereceden homogen bir polinom olsun. w = ¢(x,y, z)
ve F =F(w) ler n-yinci mertebeden siirekli tiireviere sahip herhangi fonksiyonlar iseler, o
taktirde,

0 0 0O d"F d™1F d"2F dF
622 L) rw= nodE e S, & & Gy

dir. Burada X0-X15--->%Xn-1 ler sadece x,y,z degiskenlerine bagl belirli fonksiyonlar olup,
kesin ifadeleri daha sonra elde edilecektir.

(n+1)(n+2)
2

ispat : A; ler sabitler ve 1 <N < olmak iizere fn(x,y,z) fonksiyonu agik

olarak

N
fa(x,y,2) = Z AxPiydiznPidi

i=1

seklinde yazilabilir. Buna gore
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fn(gax‘,% aﬁ)F(w) EA( )Pi(_gy_)%(_é%)n—pi-mﬂw) 39)
dir. Diger taraftan
OF(w) _ dF ow
ox dw oOx

O°Fw) _ 3 (dF ow) zgzgz(%z_)z +§5-63%
W Ax

O3F(w) _ (dZF (aw)2 L dF Qﬁv_)
ox dw ox2

3 3 2 3
- CF(ow)?, P owdlw) | dF P'w

w3 ox/ T qw2\Uox gx2 ) T dw ax3
OPiIF(W) _ i dPiF | ni dPiTlF i dF
OxPi BOd Pi Bldwpi-l +"'+Bm—l'&'v'v'

dir. Burada Bf),Bi, ~-~’B:)i—1 katsayilan x,y,z nin fonksiyonlandir. Benzer gekilde y ye
gore q; defa tiirev alimrsa

28 (EG) _ i dUFw)

C1 dF (W)
ayqx OxPi

d Pitqi pl""ql"l dw

olur. CZ), ’1 C;, g1 lerin x,y,z nin fonksiyonu oldugu bu esitligin her iki yanimn z

ye gore n—p; — q; defa tiirevi alimrsa

o Pigi [ oPitd h O"F(w) rif 2 n-pi—gi
azn—pa—qa\axmayan(w) )= axpaayqa(g‘;i~pa—q. (ax) ) ((Jz/ F(w)

_ni d'F id"F F i dF
—DOdW +Dj dw““ ~+D,_ B

-3, pid R
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elde edilir, D} lerin x,y,z ye bagh fonksiyonlar oldugu bu son tiirev ifadesini (39) da

yerine yazarsak

N n-
fn(@%’ %’ 562) F(w) = 12 Ai,z pidFw) JF(w)

J dw n-j
5 3" Apid"IF®)
j=0 i=1 i ] dwn_j

n-1 3
dn—jF
- .Z % d"Fw)

dwt
N :
bulunur. Burada X = Z AD:, (j=0,1,2,...,n—1) olup > X ler sadece x,y,z nin
i=1
fonksiyonlandir. Boylece istenilen (38) esitligi elde edilmig olur.

Simdi x; (%,Y,2) lerin f, ve ¢ fonksiyonlarnina bagli kesin ifadelerini elde edelim.
Bununla ilgili teoremi vermeden dnce hazulik olmast bakimindan agafiidaki iki lemmay:

verecegiz.

Lemma 1.10.4. s pozitif tamsay1 ve s < n olmak iizere
0 0 s!
fn(‘a—x‘ 5y“ Bz ) —-S!Xn_s + 1lxﬁ—s+1w+ 2'xn_s+2w + - +( 2)|x11~2ws 2+
! —
e o

dir.

ispat : (38) esitliginde F(w) = w® alalim. Bu durumda

dF _ d_ 8Y — qwS| = w1
dw = aw )W TR 1)!

sz 2 ( Sy — - s——2
dw?  dw? G-
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dsF= d® (.sy_ __sl §-5 _
dws ~ dws" )ﬁ(s—s)!w

ds+jF N ds+j
dwst - dwst

Ww%)=0 ; j=12,...n-s8
olduklan dikkate alinarak (38) de bu tirev degerleri yerlerine yazilirlarsa

0 0 8\ s st s-2 -1
fn(ax’ ay’ aZ)ws — S!X.n—s + I!Xn.s+lw+ ( 2)‘ xn__zw +( l)' xn__ ws
elde edilir ki bu ise istenilen (40) egitligidir.

Lemma 1.10.5. f, ve ¢ ler Teorem 1.10.3. deki 6zelliklere sahip fonksiyonlar olmak
lizere,

2

(22 L) 06, 2)° = ¢ 2

202 y
Tk, 0—»(000)f (6h’ak’ 612) {o(x+hy+k,z+g)y (41)

dir.

Ispat : (40) da w = ¢(x, y, Z) konulursa,
fn(g(,(% g){d’(x Ys Z)} = 8ltnos + 11xn—s+l 0(x,Y,2)

+ %Xn-»sﬂ {d(x,y.2)} GRS (S":s_"!TﬁXn—l {0(x.y,2)} . (42)

seklinde yazlabilir. Diger taraftan (40) da w=4d(x,y,z) alaral (x,y,z) noktasi
komsulugunda aga@idaki iglemleri yapalim. x,y,z ler yerine sirasiyla x+h,y+k,z+/
konulur ve

0 __o0 _0 _0 _0 _0 olacaklan gozéniinde tutulursa

(')(x+h) oh’ o(y+k) ok’ oz+e) oL

( D 0 d

"\ 311y’ prR 6(z+e)) {d(x+hy+k z+0)}°

_ 6 8 0 s _ o
f“(ah 3K ae){d)(x+h,y+k,z+£)} =slp-sX+hy+k z+¢)
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+%xn_s+1(x+h,y+k,z+e)¢(x+h,y+k,z+e)+~--+

Yoo 1)!)(n_,(x+h Y+, z+0) {b(x+h,y +k z+£)} %]

yazilabilecektir. Bu esitligin her iki yaninda (h, k,£ ) — (0, 0, 0) igin limite gegilirse

: o d
tk0t000 ™ (ah ok’ ae) {o(x+h,y+k,z+0)}° =

I st -
(hkO—)(OOO){S ns TRy Rz )+ (b y k24 0) {00ty Hhoz+))

st 2,
+2!xn_s+2(x+h,y+k,z+£){¢(x+h,y+k,z+£)} 4+t

+G_f_!-mxn—l {¢(x+h,y+k,z+g)}s—l

=slt, 1, L P YD)+ -2—,x R CTC A R T s'l), NUCSE

43)

elde edilir. (42) ve (43) esitliklerinin sag taraflan esit olduklarindan sol taraflan da esit
olmalidir, bu istenilen (41) esitligidir.

Simdi (38) deki x; lerin kesin ifadelerini agagidaki teorem ile verelim.
Teorem 1.10.6. (38) esitligindekix =% _(x,y,2) (m=1,2,...,n-1; katsayilan

m:(n_—]m_)f (hk ui—%om (ﬁ 6(?( (D (de+hy+kz+ -0y, 2} (44)

x

olarak verilebilirler.

Ispat : Bu teoremi ispatlayabilmek igin 6nce

{0 +h,y+k,z+0)}° = {0(x,y,2) +d(x +h,y +k,z+£) - §(x,y,2)}°

yazip esitligin sad tarafina binom teoremini uygulayalim.
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Bu durumda

S

{0(x+h,y+k,z+0)}° —Z ﬂ(s AT v, )} {ox+h,y +k,z+ £) ~d(x,y,2)}*

elde edilir. (41) esitliginde bu deger yerine konulursa

a0 a) , o 8 @
f"(ax’ay >0z w? (hkl}—)(oomf (8h ok’ ol )Zt'(s t)'{‘b(x y,z)}
-{¢(x+h,y+k,z+€)“‘i’(X,y,Z)}s—t
olur. Ikinci yan1 agarak yazarsak,

2.0 )y 200
fn(@X’ oy’ 0z % (h,k,z;l_t:}(),o’())f (6 h’> 0k’ 0 ){¢(X+h y+k,z+e) (x y’z)}

; 0 0 0)_ sl .
+(h,k.t’£l—l:}0,0,0) f"(gh_ » ok’ 5—) Gt ey, Do +hy+k,z:+0) - d(x,y,2)} -1

- 0 0 0 s! 2 _ 52
v i 6(2 28 )by ) e hy 24 0) - 8053, 2)

: 0 0 8 h,
*"'*«.,k,a‘i‘}o,o,mf(ah 2K ag){"’(x’y’z» (b(x+h,y+k z+0) -0y, 2} (45)

bulunur. (40) ve (45) esitlikleri kargilagtinhirsa aym kuvvetteki w=d(x,y,z) lerin
katsayilarinin esitliginden agagidaki egitlikler yazilabilecektir.

s! ___sl : 0 0 04
(S— 1)!xn~l - (S— 1)|1| (h,k,l;i?0,0,0)f (ah’ ak’ ae) {¢(X+h y+k Z+f) ¢(X,y,Z)}

- 0 0 0
= Kt Sy Mo (6h '3 ag){tb(ﬂh y+k,z+) - 9(x,y,2)}

s! ___s! . 0 0 0
(5_2)!Xn—2 T s-2)2i (h,k,e;l—r:zo,0,0)f (ah Ry g) {o(x+hy+k,z+£)- ¢(X,Yaz)}

=L 0 0
= An2 =75 (h,k,e;l—{)lzo,0,0)f (ah’ 3 68) (o +h,y+k,z+£)—d(x,y,2)}*
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st sty g 0 0
G-m) ™ = G- m)im! (h,k,é%l—rgo,o,O) (ﬂh’ ak’ae) {0(x+h,y+k,z+) - d(x,y,2)} "

S B 0 0 _@_) ) - m
= KXnem=r A fn( 3 7k 37/ L0 Hhy vk z+6) - 4(x.,2)}

Bu son esitlikte, m yerine n—~m konursa

] . (aaa

1 n-m
X w™ (n—m)! (h,k,gl—‘ﬂo,o,mf oh’ ok’ 66) (00 +h,y+k,242) - 6(x.y,2)}

bulunur. Bu ise istenilendir.

Bir ozel hal olarak ¢=r* olmast durumunda X katsayllanmin Laplace operatorii
cinsinden ifadeleri bir teorem olarak agagida verilecektir.

Teorem 1.10.7. ¢(x,y,2) = x* +y? +2? olmas1 durumunda

2n——2m rm
m! v fn(x, Y, Z) (46)

Xm™

2 2
dir. Burada V2m=(§x2 gyz 6622) dir.

Ispat : §(x,y,2) = x2 +y? +22 olmast halinde (45) esitligi

n—m

L 61-:1—@7 (100000 f"(??aﬁ’ é%’ 56'2) {2(hx+ ky+£z)+ (h2 +k2+ ‘2) }

seklinde ya da ikinci tarafa binom teoremi uygulanarak

_ 1 . 0 0 0 ~m {2 12 . 2 n-m-p
Xm*- (n_m)! (h,k,!}g?o,o,())f (ah’ ok’ ag) Z ( )(h +k*+¢ ) {2(hx+ky+£ Z)}

bigiminde yazilabilecektir. Bu ifadede sadece p =m ye kargihk gelen terim sifirdan farkh
olacagindan

__ 1y 00 90 2,122 n n-2m
X~ (n-m)! (h,k,e;]-?zo,o,mf (6h > ok’ Ot ) ( )(h +k% 4 ) {(2bx-+ky+£2)}
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— 1 ; _Q___Q_ﬁ_ 212,20 Lhv n-2m
- mi(n-2m)! am,k,e}‘_’f}o,o,mf“(ah: e aﬂj(h +k +e) {2(hx+ky +£2)} "™ (47)

elde edilir. Teorem 1.10.1. den dolay1 (47) esitligi

X,= 61_-2%—321%5?( ;h ry D2l e) "ﬁzm(aalfz +Lo 662) “hLke)  (8)
seklini alir. Diger taraftan Teorem 1.10.2. den
(x84y2 +22)" gt k0= (0= 20)lgn-2m5,,2)
oldugu ve
(B4 2+ 2 ) k) = g am o) @9)
oh2 " ok op?

(8n-2m, n—2m -yinci dereceden homogen bir polinom) olacag dikkate alinarak (48)

den
_ n-2m _a_ ) n-2m
X (n—2m)!m!(x6h Yok “ae) Bo-2m(h, k.£)
— __2_2__2'3__(11 - 2m)| X.V.Z
= (n__zmym{ -gn—lm( 5 Ys )
2n—2m 32 a 82 m
T m! (6}(2 oy? * 622) fn(,2)
2n -2m

Vszn(x y, Z)

elde edilir. Bu ise istenilendir.

Teorem 1.10.8. fy n-yinci dereceden homogen bir polinom, F n-yinci mertebeden
siirekli tirevlere sahip herhangi bir fonksiyon ve w= d(x,y,z)=x*+y*+2z? olmak
uzere
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fn(‘gx' 5% %)F(w) 2n fn(x,y,Z)+ szn(x,y,z)d nfi
on—4 d"2F n-2m n-m
BVt L VI, DI+ (50)
dir.

ispat : (46) esitligindeki x  fonksiyonunda m=1,2,---,n-1 konularak bulunan bu
T degerleri (38) esitliginde yerlerine yazilirsa istenilen (50) ifadesi elde

edilmis olur.

Teorem 1.10.9. Eger fu(X,y,z) n-yinci dereceden homogen bir polinom ise, o taktirde

8 2 8)1_ @) 1 ( __r2v? V4 B )
f“(ax’ oy 52) T~ OV gt " 3n-1) T 24@a- D=3 ) h&¥2
(51
2 2
dir Burada r Oklid uzakligs ve V2 = A = 0 5+ 0 5+ 622 Laplace operatorudiir.
ox= oy

ispat : (50) esitliginde F(w) = E(r?) = ¢(r) yazilirsa

712 dr-1 o)
1 ! d(rZ)n—l

Vfa(x,,2)

a )4)() annd)(r)fn( ’ ’ )

d@?)"

%lm

(8
o oy

24 d™24(r)
2[ d(r Z)n —2

d"e(r)

2
d(rZ)n~m +

V4fn(X, y: Z) +eeet+ Vszn( y’ ) : (52)

elde edilir. (52) esitliginde ¢(r) = % aliirsa bu durumda

0 8 8)1_,ad%™) 224" ) oo
fn(&,éy—a—a_z")? 2" d( 2)n fn(X, Y, ) 1] d( 2)11— prere=nl n(X,y,Z)
. 14 dn—2(r—l)
Tl d(r2)n—-2

9u-2m dn—m(r—l)
m! d(r2)n—m

VX, y,2) +--- + VX, Y,2) + (53)

azilabilir. r2 = w oldugundan r~! = w2 olup
Y



do) _dw D _ 1 3
de?)y dw 27 T

€ () Put-crits

d“—z(r—l)_d"-2(w‘z) - ),,_2135 .2n-5) 1

d(r2)n-2 - dw2 9n-2 2n-3

d“"(r“‘):d“"(w 1) PERTC S TN W v=.)
d(rz)n—l dw-! an-120n1(2n ~ 1) 2n-1

dl) ") a1 @)l
d@e?)r  dwt 21 20n! 2+l

dir. Bu tirev degerleri (53) esitliginde yerlerine yazilirlarsa

(22, 2) -y @l L p iy,

ox’ Oy’ Oz 22041 2+
1 2722 1
H-1)! V2a(x,y, 2
D 2t-12001(2n — 1) 201 n(%,Y,2)
- 204 (2n)! 1 .
-y VA fa(x,y,
O S aniGn - 3an DS eY:2)
+--
ya da kisa olarak
0 0 _6_)__ nCo)! 1 (  2V? rfv4 _)
f“(ax’ay "0 D orarawt\! " %za—1) T Z4.@a- D@Ea-3) fu(x.y,2)

elde edilir. Bu ise istenilen (51) ifadesidir.
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Hatirlatalim ki, Clerk-Maxwell teorisini kullanarak elde ettifimiz (54) bagntisi,

daha once Teorem 1.9.2. de Hobson teorisi kullanilarak ispatlanmugti.

Teorem 1.10.8. in bir sonucu asagidadir.

Sonu¢ 1.10.10. Eger Yn(x,y,z) derecesi n pozitif tamsayis1 olan bir kati kiiresel
harmonik ise, o taktirde

)

(0 0 _ 479
Y e oy 5) 90 =2

i z)nYn(x,y,Z) (54

dur.

ispat : f,, yerine Yy, alirsak (52) ifadesi

8 2479(1) o2 d™1¢(r)
V(2.2 2)60 = 2ty + BT AV ey,

214 d"24(r)

2! d(r2)“ 2V4Yn(x y,2)+

seklinde yazilabilir. Yyn(x,y, z) bir kati kiiresel harmonik oldugundan

V2Yn(x,y,2) = VAYu(x,y,2) =--- =0
dir. Bu nedenle
d"(r
e o= iiiness

elde edilir ki bu (54) iin kendisidir.
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BOLUM 2

p -BOYUTLU UZAYDA HOBSON ve CLERK-MAXWELL TEORILERI

2.1, Giris

Bu bolimde, p degiskenli homogen bir polinom tarafindan tammlanmus,

homogen diferensiyel operatorlerin bazt ¢zelliklerini inceleyip, bu tip operatorler ile p

degiskenli Laplace operatorii arasindaki onemli bazi bagintilann gosterilmesi igin iki

farkl yol izlenecektir. Bunlar Habson teorisi ve Clerk-Maxwell teorisidir.

2.2. p Boyutlu Uzayda Hobson Teorisi

Bu kisimda Hobson teorisindeki metodlar izlenecek ve bunun i¢in de énce

yardimci teoremlerle ige baglanacaktir.

Teorem 2.2.1. D c RP ve u,v € C2(D) olan herhangi iki fonksiyon olsunlar. O taktirde,

V2(uv) = vW2u+uV2v+2( ug, vy, +- - +ux, vx
1 1 PP

dir. Burada u(x) = u(xi,...,xp) , Vv(xX)=v(xi,...,Xp) ve

2 2
v? =-@-3+~ -+%—
o o

dir.

: 0 02
Ispat: a(uv) =Uvy, +VUuy, Ve Bx—z(uv) = VUxx; +UVxx; +2uUx, Vx,
1

olup, simetriden dolay

62
b-;i'(uv) = VUx,x, + U Viyxg +2Ux, Vi,
2

(35)
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62
ax% (UV) = Vprxp +u prxp + 2uxppr

dir. Buradan

02 02
Vi@uv) =(—=+ +—)@uv)
(ax% ax%)

= V(llx,xl FUxyx, +00 - +uprp) +U(Vx,x| +Virx, +--- +prxp)
+2(quVxl +.-- uXppr)
=vVZu +uV2v+2(ux, Vx, oo +uxpvx,,)

elde edilir ki teorem ispatlanmig olur.

Teorem 2.2.2. Vn(xi,...,Xp) € C2(D) , n-yinci dereceden homogen bir polinom ve

2 2

“=xy+..+ x3 olsunlar. m herhangi bir reel say1 olmak iizere

V2(r™Vy) = m(m+2n +p — 2)r"2V, + imy2y, (56)
dir.

Ispat: Teorem 2.1.1. ile verilen (55) ifadesinde u=r™ ve V=V, alalim. j=1,2,...,p

igin

0

x.
Uy, =2 (™) = mr-] 2 M2
Xj axj - r }

;
ux;x; = M2+ m(m - 2)x; r™-3 Z=m r“‘""[l’2 +(m-— 2)Xj2]

dir. Diger taraftan Euler teoreminden dolayt V =Vpy(xy,...,xp) n-yinci dereceden
homogen polinomu i¢in

Vo . OV . .. OVa
6x| +X3 axz + +Xp

‘5)(;-= nVn

X1
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esitliginin saglandig1 gozoniinde tutulursa

vt pue e O™ Ve M VY o™ OV
UxyVx; TUX Vxy T Ux, Vxp —aX] 8’(1 axz a)(2 +...+axp axp

=mr™2(x; 661’;1 +x2%x\%l +-~-+xp%¥f)

=mnr™2V,
yazilabilir. Bu sonuglar (55) de yerlerine konursa
Vi(mV,) = Vnmr“‘“‘[ pr? +(m- 2)(x% TR +x12,) +IMV2(Vy) + 2mnr““2Vn]
= mr™ 4 pr2 + (m - 2)r? [Vp + 2mnr™2V,, + V2V,
=m(m+2n+p - 2)r" 2V, +rMV2V,
elde edilir ki bu ise istenilen (56) esitligidir.

Sonu¢ 2.2.3. Eger Vy(X1,...,Xp) n-yinci dereceden homogen bir harmonik fonksiyon
ise, yani

2 2 2
V2V=Q_.Y+§__Y.+...+ Q—%:

0 (57)
o  ox Oxp

Laplace denkleminin bir ¢oziimii ise, o taktirde r2 P2V, de (57) denkleminin
(-p —n + 2)-inci dereceden homogen bir ¢oziimiidiir.

Burada 2 =x2 +x3+---+x} dir.

ispat: m belirlenecek bir reel sabit olmak iizere hipotezden VZ(Vn)=0 oldugu

gozoniinde tutulursa (56) ifadesi
V2(r™Vy) = m(m + 20 +p — 2)r" 2V, (58)

seklinde yazilabilir. Béylece r™Vy, nin Laplace denklemini saglayabilmesi igin m nin sifir
yada m=2-2n-p olmas gerektigi goriliir. O halde r>2" PV, (57) denkleminin bir
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¢oziimidir. Homogen fonksiyonlarin bilinen o6zelliklerinden dolaytr bu ¢oziimiin
homogenlik derecesi (2—2n—-p)+n=2-p-n olur,

Lemma 2.2.4. Eger fo(xy, ..., Xp) n-yinci dereceden homogen bir polinom ise, o taktirde

fn(X],...,Xp) fn_z(xl,...,xp)
rw+2n FWH2n-2

fn (axi{’ gxa_p)rw = (-1)"w(w +2)..(w+2n-2)[

faa(X1,...,Xp) fo-6(X1,---.Xp)
* l'W+2n—4 * rw+2n~6 + ] (59)

dur. ikinci yandaki terim say1si [-‘1] + 1 dir. Burada

2

% n ¢ift ise
np _
51-4
n-1
2

n tek ise

olup, w reel bir parametredir.

ispat: n bir dogal sayi, A; ler reel sabitler, M= {1,2,..,N} ve N, n-yinci dereceden p

degiskenli homogen bir polinomun bulunduracag maksimum terim sayist olmak iizere
fa(x1, ..., Xp) fonksiyonu agik olarak

K K
fo(X1,X2,...,Xp) = E Aixl'...xP", (60)
ieM

seklinde yazlabilir. Burada ki,...,ki, ler {0,1,2,..,n} ciimlesinin elemanlan olup,
ki +---+kb = n dir (60) dan dolayt

ki ki
e, 2= % a(Z) () e 61
"G ey 21:\4 i\ o (61)

w

yazilabilir. Diger taraftan r™ = (x% oot x%) " hin ardigik tiirevleri
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K | o
(;‘)_27) 1% = (—D)Xiw(w +2)...(w+ 2k} - 2)xkir-w-2k

ki-—2 . . .
+Fag(w)x,! TV g (wxki AWk

o k2.’ o kll K4k . . koKl ; i
%3 X 1V = (1) R 2w(w +2).(w + 2K +2K5 - 2)x ' x, eV 2k 2k

-2 k " k ) P i
+{a}(W)x1 X, +az(w)x1 n +...}r—w—2k'l—2kz+2

K4 ki<2 ki it
+{a%(w)x1' X2 +a 2(W) 1 22 +e }r-—w 2k 2k2+4+

ve nihayet

ki k k .
7 ly 6 2 (3 1 k’ ki ki e
(5;;) (5;;) (5'1_) W = (-1)"ww +2)...(w + 2n - 2) [%] 57 . xp° £ V20
-f{a‘;(w)xll X32... kp ’le(w)xl xlz( x‘;p +. } w2142 +]

dir. Bulunan bu son tiirev degeri (61) de yerine yazilir ve (60) tanimi dikkate alinirsa

AT Kb e
fn(a“,,‘a‘x;,---,axp) “1§4A(-1)“W(W+2) w+20-2) [x§1 xfPrwoan

ki2 kb k Ki-2 kb
+{a‘1)(w)x1’ Xy xp”+a2(w)x1 Xyt Xp A } ~w-2n+2 +]

il 4 ) _ fa(xp..x fa-a(xp...X
f(gx""gx*;) — =(—1)"W(w+2)...(w+2n—2)[ W T0) | 2] P)+...]

elde edilir. Bu ise istenilen (59) formiiliidur.

Teorem 2.2.5. Eger fu(x1,...,Xp), n-yinci dereceden homogen bir polinom ise, o
taktirde
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(3 ) =L = C' G- D0+ (0 20-)

2+p2

{1“ e s f 62
22n+p-4) 24Q2n+p-H2n+p-6) n(X1,...Xp)  (62)
2 7
dir. Burada r2=x%+-~+x}2, ve A=V2= 62+ +.§.3_
Oxy Oxp
dir.

ispat : (59) ifadesinde w = p~2 yazalim. Bu durumda
1 2
fn(ax ) ,ai )-—-—— ~1)"(p=2)p(p+2)...(p +2n - Ar> 7P

[ Fa(X1s oo0r Xp) + 120 2 (X1, r Xp) + T a (15 oo Xp) + -+ ] (63)

dir. f; ve V2 sabit katsayili lineer operatorlerinin

2 2
Vf"(ax’ ax) f“(ax; ’ax)v

degisme ozelliginden ve de Vz(rz‘l’) =0 olmasmdan dolayr

2 0 2 -
Vf“(axl ’ax,,)rp~2 (axl ’axp)v (rp—?-)—o

dir. Yani (63) Un birinci yamindaki f, (5;’—1-%) ;;;—5 ifadesi (57) Laplace

denkleminin bir ¢éziimidir. O halde (63) tin ikinci yani da (57) denkleminin bir ¢éziim
olacaktir. Sonug 2.2.3. den dolayy, ikinci yandaki r2-2"P nin oniindeki ¢arpan olan

Vi = fa(x1,...,Xp) + l’zfn__z(xl, ..sXp) +l‘4fn_4(xl, wsXp) +oee (64)

ifadesi de (57) denkleminin bir ¢dziimii olmalidir. (56) numarali formilden dolayr

agagidakiler yazilabilir.

V2(126,5) =220+ p - A)facz + 12V
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V2(rfy 4 ) = 4@n-+p—6)fy g +1*V2Ey 4

V(1.6 ) = 6(2n +p—8) g +1V 2y

Yukandaki esitlikler dikkate almarak (64) iin her iki yanina V2 operatérii uygulanir ve
V2(Vn) =0 oldugu gozoninde tutulursa

V2(Vn) = V2(fn) + V2 (fzfn—z) +V?2 (r4fn-4) + Vz(r6fn_6) 4o
= (szn +2(2n+p- 4)fn-—2) 0+ (V2fn.2 +4(2n+p- 6)fn4) r2

+(6(2n+p ) +V2fn_4) f+... =0

elde edilir. Bu ifadenin her rigin sifir olmas: 1%,r2,r4, ... iin katsayilarinin sifir olmasi ile

miimkiindiir. Bu durumda

_ 1 o
foa = 2(2n+p—4)V b

b g 32 1 4
fua = 4(2n+p—6)V bz = (1) 2.4.(2n+p—4)(2n+p—6)v fo

1 of,

b oae 3
fus = 6(2n+p—~8)v fog =1 2.4.6.(2n+p—4)(2n+p—6)(2n+p-8)V

olarak bulunurlar. Bu degerler (63) ifadesinde yerlerine yazilirlarsa

d a )1 ]
fn('a‘x‘;, 5;,;) w2 = CDe-2p(+2).(p+20-4) 5

d1- r2y? + riv? _}
22n+p-4) 24.(2n+p-4)2n+p-06)
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elde edilir. Bu ise teoremi ispatlar.

Simdi de bulunan  f45,f44,fn6,... degerlerinin (64) ifadesini (57)
denkleminin ¢oziimii (kiiresel harmonik) yapabilen tek degerler oldugunu gosterelim.

V'n = fn + rzfn._z + r4fn_.4 + r6fn..6 +oe
Vi=f+026 5+ 0 4 +156 ¢+

ifadeleri (57) denkleminin n-yinci dereceden homogen iki farkli polinom ¢Oziimii

olsunlar. Bu iki ¢6ziimiin fark: olan
Va~Va =G f)+ 2| (faz ~£s) +72(fas ~Fog) +19(fas ~fog) +---}
ya da kisaca
Va-Va=r2gn (65)
de (57) denkleminin bir ¢6ziimii olmalidir. Burada

Bn-2 = {(fn—z _f;l_z) +r2(fn_4 —f;__,;) +r4(fn_.6._ n—6) +}

dir. V2(Vn~=V3)=V2(Vp)~-V2(V3)=0 oldugu ve (56) formiilii dikkate alinarak (65)
esitliginin her iki yanina Laplace operatorii uygulanirsa

V2(Vy-V3) = V? (r2 gn_z) =22 +2(n—2)+p-222g, » +12V2g, 5
=220~ 4+P)gaa +12V2gy 2 =0

olur ki buradan

ua =1 [‘mvzgn—Z]‘: r2hy 4

elde edilir. Benzer sekilde
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v?2 (r2 gn_z) = V2 (r4hn_4) =44 +2(n-4) +p-2)r*2hy 4 +1'VZhy 4 =0
dan

— | 1 2 'm 2
h = _ VvV —
n-4 r ( ) hn_4 r hn_6

olur. Ayni uygulamaya devam edilirse
hpg= fzhn—s s s M-om = rzmhn—?.m~~2
olarak elde edilirler. Bu durumda

En2 = r2hn—4 = r4hn—6 moeee = rzmhn—Zm-—Z

olur. Burada n nin tek veya ¢ift olmasi durumuna goére g2 yi ayn ayn inceleyelim ve

her iki halde de sifir oldugunu gosterelim.
(i) n =2(m+ 1) cift say1 olsayd,
Bn-2 = r2Mhg

olup, (65) ve bu son esitlikten ve de (56) dan
0=92(r2gy ) = V21 g) == V(2™ 2y g o)
- VZ(I.Zm+2h 0)

= (2m + 2)(2m + 2 + p — 2)r2Mhg + r2M2y2h,

elde edilir. VZhg = 0 oldugundan bu esitligin saglanmast hg = 0 olmasim gerektirir. Bu

ise gn-2 = 0 verir,
(ii) n=2m+3 tek say1 olsayd.

gn2 =r¥"h,
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olup, benzer gekilde
0=V2 (rzgn_z) _ V2 (r“h,, _4) . (r2m+2hn—2m—2)
=V?2 (r2m+2 h 1)

= (2m +2)(2m +2 + 2 +p - 2)r’®h; + r20+2y2p,

bulunur ki bu hj =0 olmas: halinde saglanan bir esitliktir. Buradan gp» =0 olur. Bu
durumda (65) den Vo — V3 =0 olup, Vy =V} bulunur. Béylece bulunan £, 5, f, 4, ...
degerleri Vy ifadesini (57) denkleminin ¢6ziimi yapabilen tek degerlerdir.

2.3. p Boyuttu Uzayda Clerk-Maxwell Teorisi

Bu kesimde p degiskenli homogen diferensiyel operatorlerin bazi 6zelliklerini

vererek, Teorem 2.2.5, in ispatim Clerk-Maxwell teorisi yardimiyla yeniden verecegiz.

Teorem 2.3.1. Eger fu(hy,...,hp) ve wn(hy,...,hp) n-yinci dereceden homogen
polinomlar iseler, o taktirde

0 0 3} 0
fn(él—l'l‘, ceey 'a]Tp) \]ln(h], cees hp) =VYn (Eh-'l‘, evesy ‘blTp) fn(h], ceey hp) (66)
dir.
ispat : n bir dogal say, A;,B; ler reel sabitler M={1,2,3,..,N} ve N n-yinci

dereceden p degiskenli homogen bir polinomun bulunduracag maksimum terim sayisi
olmak tizere, fu(hi,...,hp) fonksiyonu agik olarak,

ki ki
fa(hi,...hp)= 2, Ajh;'..hp" (67)
ieM
ye
K K
Wn(h1,...hp)= D, Bjhy'..hp' (68)

jeM
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seklinde yazilabilirler. Burada ki , ,k}, , K , ...3k{, ler {0,1,2,...,n} ciimlesinin
elemanlan olup, k} +---+kp=n ve k}+..-+kh=n dir. Kismi tirevler hakkindaki
bilgiler g6zoniine alinarak (67) ve (68) den agagidakileri yazabiliriz.

f"(éhl ap) wn(hy, ..., hp) ={i§4 Ai(g%) ki‘...(agp) }{ Y. B; hl1 hp"}

jeM

i W
AN ( d ) l’hkjl hk{’
A:B vod] ...1lp
21%,, 725 Ghy ) Shy)

“Me kJ
-5 5 () ()
(i J\ah) ohy
i#j

=0+ AB;(id )1 (ih)!

jieM

= % Ak (i) (69)

ieM

Benzer gekilde

K
va (713 ,ah)fn(hl, hp)={j§45j(5§‘,‘) ‘ (ahp) HJ§4M }

i

-3 3 A 0\ (__6__) "W pk

iSajon o T \ah
1#

ki ki
+Y AR ( G, ) Pk
BlAl k ) ahp hl ...hp

jeM

=0+ Y, Biai(id )1... (b )1 (70)

ieM

elde edilir. fkinci yanlan esit olan (69) ve (70) in birinci yanlan da egit olacagindan

teorem ispatlanmig olur.

Teorem 2.3.2. Eger ws(hy,...,hp) s-yinci dereceden homogen bir polinom ise o
taktirde

S
ol 0
(xl .a,_l.{_ PN +xp -a—h;) \us(hl, ...,hp) = S! \lls(X], ...,xp) (71)



52
dir.
ispat : s bir dogal sayt, M = {1,2,..N} ve N, s-yinci dereceden homogen p degiskenli

bir polinomun bulunduracagi maksimum terim sayist ve kj +kj+-- +kp=s olmak

iizere, binom teoreminden dolay

9 2’ st ( a\“i'( a)"*’-
x1—+~--+xp—-——) = Z - - X1 s Xpm— (72)
( oh, ohy ieM(kll)!m(k;))!\ oh; ) Pohy
yazilabilir. ys(hy, ..., hp) homogen polinomu ise, agik olarak

] J . .
wshi,uhp)= 3 Bihy by 5 Kbk =s (73)
jeM

seklinde yazilabilecektir. Boylece (72) nin (73) e uygulanmas ile

d RN
(X] a—hT-F-“-l-Xp—a'h—p) \lls(hl,...,hp)

i
BT AL (PR
ZZB—-—'———".x SL (——-) h,'.. .hp
ieM jeM ! k‘) (k},)l d \5h1) ohp : P

i#j

Kl .
Eh (1): : (): ity (). ()

S
=sl! 2 Bjxl . xp =s'\ys(x1, Xp)
jeM

istenilen (71) esitligi elde edilmis olur.

Teorem 2.3.3. fu(x1,..,Xp) , n-yinci dereceden homogen bir polinom olsun.
w ={(X1,X2,...,Xp) v F=F(w) ler n-yinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip herhangi

fonksiyonlar iseler, o taktirde

9 d"F dr1F n-2F dF
fn(axl aX2 ’6)( )F(W) =%0 dwn+x1 dw 1 Lx :wn_z Fhn-15— . (74)
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dir. Burada Xo,X1,--»Xn-1 ler sadece xi,...,xp degiskenlere bagh belirli fonksiyonlar
olup , kesin ifadeleri daha sonra elde edilecektir (bkz. (80) numaralt formiil).

ispat : A; ler sabitler, M={1,2,3,..,N} ve N , n-yinci dereceden p degigkenli
homogen bir polinomun bulunduraca@ maksimum terim sayist olmak iizere fn(x1, ..., Xp)

polinomu agtk olarak

kp i i
fn(Xl, XP) Z Alxl .. Xp , kl +"'+kp=n
ieM

seklinde yazilabilir. Buna gore

( & oY [\
fn@;]-,..., ZA,(ax]) (o) F(w) (75)

ieM

dir. Diger taraftan

25
22

OE(w)
Ox1
OPF(w) _ sz ( )2 dF Pw
ox2 Ox1 dw ox3

O3F(w) _ d3F (aw) 3 $2%F (3aw 2w ) dF 3w

= +
oxi  dw’d \oxi aw? \70x1 a2 ) Taw il
ki k -1
9 'F(l“’) _pj NE pi dCIE 4o 4Bl ar
o awki | gwkit!

olup, burada Bi ,Bi,. Bl katsayllan X1,...,Xp nin fonksiyonlandir. Benzer gekilde

Xy ye gore k2 defa tiirev ahmrsa
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i i i,.1
o | MFw) | d\1R2Ew) i dF(w)
i i |=Co i Ul T dw
kz kl kl+k2 17Ky
%, %, dw
olur. C},, i, ,C;(, ler Xi,...,Xp nin fonksiyonu olup, bu ifadenin x3 e gore ki3
defa tiirevi altnirsa
i
&% akn”“zp( ) . d 1*"2*“3F(w) . dF(w)
kl l DO kl_'_k +kl +.‘.+ +k2+k3 -1 dw
a3 \ okl ony? dw 177270

olup, burada Dé,,Di ye katsaytlari x,...,xp nin fonksiyonlandir. Isleme

i
2Pk k-1 .
benzer gekilde devam edilip, esitligin her iki yaninin son kez xp ye gore kp defa tiirevi

alinirsa

o | i +kP'1F() ; d"F(w) ,d““F(w) i dF(w)
i i =ho n +K = g b
Oxp \ ox,' 0x,2 ...axlH
o dviF(w)
- 5:: j dwhi

elde edilir. KJ1 lerin x1,...,Xp ye bagh fonksiyonlar oldugu bu son tiirev ifadesini (75) de

yerine koyafsak,

()= 3, 05 g

ieM. j=0
n—-1 —
d"IF(w)
_ i
—j§) (Z A’Kj) dwmi

_ "2' d"IFw)

X dwn—]

bulunur. Burada %; = Z AlKI » (3=0,1,2,..,n-1) olup, X;j ler sadece xy, ..., Xp
ieM
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nin fonksiyonlandir. Boylece istenilen (74) esitligi elde edilmis olur.

§imdi x; (x1,...,Xp) lerin fn ve ¢ fonksiyonlarma bagh kesin ifadelerini elde
edelim. Bununla ilgili teoremi vermeden ¢nce hazirhik olmasi bakimindan agagidaki iki

lemmayi verecegiz.

Lemma 2.3.4. fy(X1,...,Xp) n-yinci dereceden homogen bir polinom ve ¢, x1,...,Xp nin
herhangi bir fonksiyonu ise, o taktirde

fu (&af’ ”"5)((2;) {¢(X1,---,xp)}“

1 1 -
—atfgo ot em et st} a9

dir.

ispat : (75) esitliginde F{¢(x1, ..., Xp)} = {$(X1,-..,Xp)}" alalim. Bu durumda

T T L

g%.__ N2 = n-2
el CR e me L
d¢nm—n(n 1)..Am + D =L 4

d*'F F o a(n-1)..2.160D =n1¢

don-1

g_ni = n__' ¢(n—n) =n!
dé"  (n-n)!

dn+lF

d¢n+l =
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olduklan dikkate alinarak (75) de bu tiirev degerleri yerlerine yazilirlarsa

2 0 1 -
fn(gx"l‘, ey _Ox_p) {¢(X1,...,xp)}n = n!{xo +x 0+ s 1),!.4,11 1 }
elde edilir ki, bu ise istenilen (76) esitligidir.

Lemma 2.3.5. fy,ved ler Teorem 2.3.3. deki Ozelliklere sahip fonksiyonlar ve
X = (X1, ...,Xp), h = (hy, ..., hp) olmak tizere

o0 0 S O 3 n
fn(axl,..., axp) {¢(x1,...,Xp)} —-lll_r:lofn hy (')hp) {d)(XI +h],...,Xp +hp)} (77)
dir.
ispat : (76) dan dolay1 (77) esitliginin sol tarafi

0 0
ﬂ'(b—x—f’""ﬁx;) {O%1, .. %p)} "

= {0 + 0801 o 3p) +oo et 50+ a7 1 k)| 78)

seklindedir. Diger taraftan (76) da sabit bir (x1,...,xp) noktasi, komsulugunda agagdaki
islemleri yapalim. x),X3, ..., Xp ler yerine sirastyla xj +hy, xa+hy,...,xp +hp konulur

0 0 0 0 0 0 NP,
ve = R = yerrs = olacaklan g6zoniinde
xih)  Bhy * B0othy) | Bha T Bgpthy) | Ohp 8
tutulursa
f,,( 0 0 0 ){¢(x1+h1,...,xp+hp)}“

O(x1 +hy)” 8(x2 +h2)” " (xp +hp)

N o n
_-fn(ahl,..., ahp) {¢(x1 +hy, ..., xp+hp)}

=n! {Xo(xl +h1,...,xp+hp)+xl(x1 +hy, .., xp +hp)d(x1 +hy, .., xp+hp)+--.

1

MY

An-1(X1 +h1,...,xphp)¢““l(x1 +hy,....%p +hp)}
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yazilabilecektir. Bu esitligin her iki yaninda h — 0 igin limite gegilirse

h—0 ahy?

lim fy ( 0 p) {o(x1 +h1,...,xp+hp)}n

=lllmo n! {XO(XI +h],...,Xp +hp)+xl(x1 +h1,...,Xp +hp)¢(x1 +h],...,Xp +hp)+"
1>

])'Xn—l(xl +hl> xph|7)¢n I(x] fh;, Xp +hp)}

=n! {Xo +X10(X15 -, Xp) + 124’ (K15 -or Xp) + - b 1 M (1, xp)} (79)

(n 1)'

elde edilir. (78) ve (79) egsitliklerinin sag taraflan egit olduklarindan sol taraflan da esit

olmaldir, bu istenilen (77) esitligini verir. Simdi (74) deki Xj lerin kesin ifadelerini
agagidaki teorem ile verelim.

Teorem 2.3.6. (74) esitligindeki X = Am(X1,..,Xp) (m=1,2,...,n—1) katsayilart
Xm (x]r“,xp) _(n"‘m)!h% n a] 3 a] {¢(xl +hy, .. xp+ p)“b(xl,m,xp)}

(80)

olarak verilebilirler,

Ispat : Bu teoremi ispatlayabilmek igin once
{0(x1 +hy,..,xp+hp)}" = {&(X1,....Xp) + [O(x1 +h1,...,Xp + hp) = O(X1, ..., Xp)]}"

yazip esitligin sag tarafina binom teoremi uygulanirsa

{o(x1 +hy,...,xp+hp)}"
n

- Zoﬁ}ty{d’(xl,mxp)}t{‘l’(xl 1, o Xp +p) 9K, Xp)}
t=0 )

elde edilir. (77) esitliginde bu deger yerine konulursa
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9 0
fn(b'x’{""’&;) (X1, ... xp)} "

L 2 9 \w _n! t
= lim fn(alla--'a ahp) E) t](n_t)l {¢(xl>'~->xp)}

h—0

Ao +hy, ., xp +hp)-0(x1, ..., xp) }
olur. fkinci yan agarsak
fn(ax, > %y ){‘b("l, ,xp)}"

=1 o 0 i
= l{i}})fn(ahl,..., ahp) {¢(x1 +h],...,Xp" hp)“(b(X],...,Xp)}n

+l|m f“(al? ’61? )(n—l)' {0(X1,....xp)} {®(x1 +h1,...,xp + hp)=d(x1, ..., xp) } 1

d 0 ! -
+hmfu(a;, a—h;)'z'f::_‘z‘ﬁ{‘b(xl,u-,xp)}zw(xl+h1,---,xp+hp)“¢(x1,~-,xp)}“2+~-

+1lim fy (51%”5%) {¢(X],...,Xp)}n{¢(x11 +hy,..,Xp +hp)— d(x1,...,xp)} "™  (81)

h—0

bulunur. (78) ve (81) esitlikleri kargtlastinlsa aym kuvvetteki  ¢(x,...,xp) lerin
katsayilarimn esitliinden agagidaki esitlikler yazilabilecektir.

n! 0 0
mxn__ (n l)lgl_ln)f“(dn"“’ ’d‘l—p‘) {(b(X] +h1,...,xp +hp)""¢(x1,...,7(p)}

. 0 0
= An =l{1_%fn (arl, .o Eh_;) {o(x1 +hy,..,xp+hp)—d(x1,....Xp)}

n! n! 0 0
0-2)! Y A m lim fn(6111 yeees 5;;) {o(x1 +hy,...xp +hp)"¢(X],...,Xp)}2

h—0

= Xno -llm f“((}h, p) {o(x1 +hy,...xp +hp)—-(!>(x1,...,xp)}2
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n! n! i) 0
—————(n_m)! Yn-m =m11%f“(%x geres a’]‘;) {d)(xl +hy, s Xp+ hp) —-¢(x1, ...,xp)}m

= X m'lll_%f“(ahl ’611){¢(x1+h1’ ,Xp +hp) —d(x1, ..., xp)} ™

Bu son esitlikte, m yerine n—m konursa

1

X m (n"m)’ h——)()

0 0 —
fn( ""-OI;) {o(x1 +hy,...,xp+hp) = 6(xy,...., xp) 3 ™

bulunur. Bu ise istenilendir.

2

Bir 6zel hal olarak ¢ =r? =X +...+x;2, olmast durumunda x katsayilanmn

Laplace operatérii cinsinden ifadeleri asagidaki teoremde verilecektir.

Teorem 2.3.7. ¢(Xy,...,Xp) = X3 +x3 + ... +x3 olmast durumunda, Teorem 2.3.6. daki

X, ler

2n—2m

Y V2R fi(x1, ..., Xp) (82)

olarak verilebilitler.

Ispat : ¢(x,...,xp) = x% +x% -0+ x% olmast halinde (80) esitligi

1 . o Féj 2 2) |+
X g (K15 Xp) =—m)! gl_%f“(a?x—""’ -a—h-—;) {2(x1h1 +--- +Xxphp) + (hl +eee +hp) }

seklinde, yada ikinci tarafa binom teoremi uygulanarak
I (42_ _3_) n-m ) (32 2)"
X (%15 %p) = (n~—m)‘h—>of Shy? " fhy Eb " hi+---+hp

ti— (i1

-{2()(11’11 +~~+Xphp)}

bigiminde yazilabilecektir. Bu ifadede sadece i =m ye kargilik gelen terim sifirdan farkh
olacagindan
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D Ry -3 _a_) n-m (2 2\ ™
an (xl"",xp) —(n—'m)!l!lll:})fn(a‘l[,”.’ alp ( m )(hl +-- +hp)

{2(X]h] R o xPhp)} n-2m

I S (_a_ _a__) 2, )"
m!(n—2m)!1}l—2})fn ohy’> """ ohy (hl+ +hp)
(2(x1hy +- - +xphp) "™ . (83)

elde edilir. Teorem 2.3.1. den dolay: (83) esitligi

_ 2n—2m p) _a_ ___6__ n-2m
Xm(xl’""xp)—(n~2m)!m!(xl6h1 +X) ohy +--+Xp 6hp)
& 2y hr, h (84)
—— +...+'_ s
(ah% ah% n(h p)

seklini alir. g5, , n—2m-yinci dereceden homogen bir polinom olmak iizere

52

62 m
+---+—=) fu(hy,...,hp) =gnom(hi,....h 84.a
ah% ahlz)) ll( 1 P) Zn 2“1( 1 p) ( )

yazabiliriz. Diger taraftan Teorem 2.3.2. den dolay1

n-2m

(x1 6—51 +--- +xp-ég—p) gn-2m(h1, ..., hp)= (n - 2m)! gpom(X1, ..., Xp)

olacag dikkate alinarak (84) den

2n—2m n-2m

0 0
— (n—2m)! m (Xl ohy .- +xp'é‘l§)‘) gnam(hi,....bp)

2n—2m
=Gamy ml @~ 2m)! gn-2m(X1, .., Xp) (84.b)

olacaktir. gn-py, nin (84.a) ifadesinde (hy,...,hp) yerine (xi,...,xp) konulmus sekli
(84.b) de yerine yazilirsa
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2n—2m

& \"
( +;;2;) fn(X],...,Xp)

2n—2m

V2ﬂl fn(x Is-eos )

elde edilir. Bu ise istenilendir. Bu son egitlikte m yerine siraile 0,1,...,m—1 degerleri

kullanarak Xg,>X1>---»Xm-1 lerin ifadeleri agik bir gekilde

Xo = 2 Ea(X1, X2, - Xp)

2n~2 5
%1 =TV fa(x1,%2, ..., Xp)

,2n—4 4
X2= 2| \" fn(X],...,Xp)

n-2m-+2

Xm-1~ (m-1)!

VZ!“-Z fn(X] , ...,XP)

olarak bulunurlar.

Teorem 2.3.8. f; , n-yinci dereceden homogen bir polinom, F , n-yinci mertebeden
siirekli tiirevlere sahip herhangi bir fonksiyon ve w=¢(x1,...,Xp) =x% +x§+... +x,2,
iseler, o taktirde

¢ (_a__ ﬁ)
n 6x1 9 ey axp

2n—4 dn—.‘!F 2n-~2m dnmp
o dw nzv fa(x1,..., Xp)+ -+ ml dwi 2

n-2 dn—lF
1t gwn-t

XP)+ V fn(X] s~ )

V2 £ (X1, .o Xp) oo (85)

dir.

Ispat : (82) esitligindeki x n fonksiyonunda m=1,2,...,n-1 konularak bulunan bu
X1sX25 s X o - Xt deBerleri (74) esitliinde yerlerine yazihirsa istenilen (85) esitligi
elde edilmis olur.
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Teorem 2.3.9. Eger fa(xy,...,Xp) , n-yinci dereceden homogen bir polinom ise, o
taktirde

0 0 1 1
fn (6)(1 > Bxg" &;) -I;'_Ez D*p-2)p(p+2)..(p+2n— 4)—'—r2n+p_2

r2y? v
B — b 36
{1 2(2n+p—4)+2.4.(2n+p—4)(2n+p—6) } n(X1, .-, Xp) (86)

2 2
dir. Burada r2 = x} +... +x3 ve A=V?= —aa;-z- oot aax Laplace operatoridiir.
1 P

ispat : (85) esitliginde F(w) = F(rz) =¢(r) yazilirsa

n n-2 d4n-1
(o i) 40 =21 A

B B B ()" 2" LX)+ T ()"

n-4 dn2¢(r 20-2m dn—m¢(r)
22! _____ﬂ”(‘_); VA, o Xp) + S\ VI fa(x1, ., xp)+00 (87)
d(r") d(r )

elde edilir. (87) esitliginde ¢(r) =—r-l’]_3 alinirsa bu durumda

) 4%)

(P 2 -
dr? B dw =CD) Tt
S 22
2 —p2 d [w 2 )
d (I’ ) — — (__;1)2 _(p—2)p P2

—'{H'Z
ey o)
d (l' p+2) — (__1)11 (p'—2)p(p+2) (p+2n_4) -2n-p+2
211
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olurlar. Bu tirev degerleri (87) esitliginde yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa (86) esitligi elde edilir.

Hatirlatalim ki Clerk-Maxwell teorisini kullanarak elde ettigimiz (86) bagntisi,

daha once Teorem 2.2.5. de Hobson teorisi kullamilarak ispatlanmigtt.

Sonu¢ 2.3.10. Eger Yu(xi,...Xp) , (57) Laplace denkleminin bir ¢ozimii, yani
harmonik bir fonksiyon ise, o taktirde

&)
Y5 2 ) 00 = O (38)

dir.
Ispat : f, yerine Yn alirsak (87) esitligi

d"¢(r) n-2 d*1¢(r)
Yn(axl p)cb(r) d(ﬂ)r ® Yn(X1, .., Xp)* 2 ;(:;)—“VzYn(Xb Xp)

L2 d 29(1)
21 d(rz)“ -2

seklinde yazilabilir. Yn(x1,...,Xp) , (57) Laplace denkleminin bir ¢6ziimii oldugundan

V4Yn(X], ...,XP)+ cee

V2Yn(X1,....Xp)= V4 Y (X1, ..., Xp) =--- =0 dir. Bu nedenle

. "o(r)
Yn(é—x‘z;,...,b%)d)(r)=2“d(r2)rnYn(x1, »Xp)

elde edilir ki bu (88) in kendisidir.
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BOLUM 3

ULTRAHIPERBOLIK OPERATORLER iCIN HOBSON ve
CLERK-MAXWELL TEORILERI

3.1. Girig

Bu bolimde, p+q degigkenli homogen bir polinom tarafindan tammlanmis,
homogen diferensiyel operatorlerin bazi ozelliklerini inceleyip, bu tip operatodrler ile

ultrahiperbolik bir kismi tiirev operatorii arasindaki 6nemli bazt bagintilarin gosterilmesi

icin iki farkh yol izlenecektir. Bunlar Hobson teorisi ve Clerk-Maxwell teorisidir.
3.2. Ultrahiperbolik Operatérier icin Hobson Teorisi

Bu kisimda Hobson teorisindeki metodlar izlenecek ve bunun igin de 6nce

7o (89)

i=1 axz j=1 6)'3

ultrahiperbolik operatorii ile ilgili yardime: teoremlerle ige baglanacaktir,

1
Tanm 3.2.1. x=(Xy,..,.Xp) € RP, y=(y1,...,yq) €eR? ve [x|= (x% +... +x;2,) 2

1
lyl = (Y% *e. +Yt21) * olmak iizere D = {(x,y) : x| = |y|} c RP*4 bolgesinde

q
=2, y7 = IxI% - |y|? (90)
_|=I

M<=

il
—

i
esitligi ile tanimlanan r ye Lorentz uzakhigi ya da Lorentz metrigi denilmektedir.

Teorem 3.2.1. Vy(xy,..,Xp,¥1,...¥q) n-yinci dereceden homogen herhangi bir
polinom ve m herhangi bir reel say1 olsunlar. O taktirde r Lorentz uzzklii olmak iizere

L™ V) = m(m +p +q +2n - 2)r™ 2V, 4+ 1L(V,) ©n
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dir.

: 0 oV
Ispat ; 5;(r"‘v,.) =M Kzumvnxir“‘*z

2 LAY ov
0 m 2" +2m axfl 2y + m(m — 2)Vor™4x? +mVpr™-2

i

oV
5y—j(rmvu) =rm -67;'-myjrm‘2vn

ov
2" ~2my; ™2 3}7;-+m(m - 2)Vnyj2r""4 —mV,rm2
i i

dir. Diger taraftan Euler teoreminden dolayt V =Vy(xy,...%p,¥1,...,¥q) n-yinci
dereceden homogen polinomu igin

P 6Vn d OVn
5" 5
esitliginin saglandif gézéniinde tutulursa

2
L(r™Vy) = i i o2 — (r"Vy)~- —a'g(r‘“\’n)
Ox; j=1 0]

_Z{ m

oV
+2mxl m-2 ax;l +m(m - 2)Vax2 e 4 £ mV,r-2 }

q

ov
s 2“ ~-2myj; rm-2 W;Wm(m - 2)Vnyj2 4 mVyrm2 }
= j

- (BT R omen (xS G
i=1 j

=1 CYj Ox; =1

+m(m — 2)Vor™? (i“ x2 - i y; } +mr™ 2V, (E 1+ f‘, }

i=1 j=1 i=1 J=!

= ML(Vy) + 2mnr™ 2 + m(m - 2)Var™ 2 + mVor™2(p + q)



0606
=m(m+p+q+2n—2)Var™2 4+ rL(Vy)

elde edilir ki bu istenilen (91) egitligidir.

Sonug 3.2.2, L(™) = m(m +p + q - 2)r™? (92)

dir. Burada r? Z X; —i yj ve m herhangi bir reel sayidir.
par

ispat : (91) eitliginde Vy, = 1 alimirsa ispat agiktr.

Sonug¢ 3.3.3. Eger Vn(X1,...,Xp,Y1,..,Yq) n-yinci dereceden homogen polinomu

25
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Lu= 2 "y 2 (93)
ok i ay,

ultrahiperbolik denkleminin bir ¢oziimii ise, o taktirde r2"P 9422V,  de (93) denkleminin

(2~ p—q—n)-yinci dereceden homogen bir ¢éziimiidir. Burada r, (90) ile tammlanan
Lorentz uzakhigidir.

Ispat : m belirlenecek herhangi bir reel sabit olmak iizere hipotezden L(Vy) = 0 oldugu
gozoninde tutularak (91) esitliinden

LG™Vn) = m(m+p +q-+2n~2)Var™2 ©9)

yazilabilir. Béylece r™V, nin (93) Ultrahiperbolik denklemini saglayabilmesi igin m nin
stfir ya da m=2-p~q-2n olmas gerektigi gorilir. O halde r2P-a-2ny, (93)
denkleminin bir ¢6ziimiidiir. Homogen fonksiyonlann bilinen 6zelliklerinden dolayr bu
¢Oziimiin homogenlik derecesi 2-p—-q-2n)+n=2-p~-q-n olur.

Lemma 3.3.4. Eger fu(x,y) fonksiyonu k+f=n olmak iizere x=(xp,...,Xp) Ve

y=(¥1,..,Yq) degiskenlerine gore sirasiyla k ve £ -yinci dereceden homogen bir
polinom ise, o taktirde

8 0\ —w_ ¢ 1nk fa(x,y) | 2%, y) | fua(X,y)
fn( Oy) V=(-1) w(w+2)...(w+2n—2)[ wiZn + Cwin 2 + il o

(95)
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. 2.0 0y 0. 0 0y 3.2 3o
dir. Burada 6x_(6x1""’6xp)’ 6y_(6y1’""6yq)’r —gxl gyj

ve fu2,fn4,... fonksiyonlar altlarindaki indis derecelerinden homogen polinomlar ve de
w bir reel parametredir.

Ispat : Asler reel sabitler, K= {1,2,3,..,N}ve N , n-yinci dereceden p+q degiskenli
homogen bir polinomun bulunduracagi maksimum terim sayis: olmak iizere, fy(x,y)
fonksiyonu agik olarak

ks ks Y4 28 P 9 .
oY) = 2 Asx) . xp'y g s 2 ki=k, 4= (96)
seK i=1 i=1

seklinde yazilabilir. Burada k’,... )k *,£.",...,¢." ler {0,1,2,...n} climlesinin elemanlar1 olup
k+¢= n dir. (96) dan dolay1

kj kS & ¥
2 o) w3 a(2) () () () e
yazilabilir. Diger taraftan ™V = ((x% +-- +x%) - (y‘;' +--- +y(21)) 2 hin Xj ye gore

k;-yinci mertebeden tiirevi

k; ) )
(5,(6") 1V = (1)Xiw(w+2)...(w +2k; — 2)xf‘r“w‘2ki+a 1 (w)x?"2 rW2kit2
1

~|-a2(w)xi(i—4r“"”2ki+4 4o (98)

ve benzer gekilde r® nin y; ye gore £; yinci mertebeden tiirevi
1

(a‘?}) 8 = BB+ 2)...(B+zzj—2)y§j 25 1 b, (B)yfrzr—a—ﬂju

44 _p 0.
oy B)y; TP 99)

olurlar. (98) gozoniinde tutularak r™% nin, énce x; e gore kikez , sonra x5 ye gore k3
kez ve nihayet xp ye gore kp kez ardisik tiirevleri alinirsa
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ALINEAL K4k 4kS
(Ex—;) (5’(—1—) V= (D)Xt Hew(w +2).. (w+2( +- +kp) 2)

ki ki _wook® ks kKj-2 k3 Kk}
[xl ~xp TR 2K LT w)x TRy xp

8

k k‘——2 kp
+a§(w)x1'x22 P+ }r—w-Zkl— —2kp+2+ :'

olur. Benzer gekilde (99) gozoniinde tutularak elde edilen bu son ifadenin y; re gore £,°,
y2 ye gore £.',..., yq ya gore £’ kez ardigik tiirevleri alinirsa

(2) “S*...(i)“s‘(_a_) "?’...(__a__) K
yq oyt Oxp ox1 '

s s es 8 s s
= (-D¥*w(w+2)..(w+2n~-2)[ xll(' ...x];"y,' Ly 26

o kp £1 k;-—l

= xS 2k k G, ewe oy K Kp ool pd, )
+ a7*(w)x; Xp Y yE Ay wWx TR TLxp e v +)

(WK 2K -2 0342

. k—4k‘ K £3 L5 L ee o KEKS4 K £5 0
(b‘( )X Xp Y Yq b3 Wy Xy xpTyy e ygt )

ki 26

elde edilir. Bulunan bu son tiirev degeri (97) de yerine yazilir ve (96) tanim dikkate

alintrsa

seK

kp 6 _f3

K 4 i‘__s 26203 k-2
'[x 1 9 —w-2K]-- —2kp-2 2% +(a"(w)x1' ~Xp Y1 ---¥aq

. Xp Y1 --Ya
k§ k52 kp 4 0, S S, ) LI N SO
+a;*(w)x11x22 xp yl yf+~~)r"‘” 2k} 2kp-24 2%-!—2_‘_”,]

olup

fuxy)  Fanlx,
f“(gx’aay) r¥ = (1) w(w +2)...(w+2n - 2){r\(v)i2?+frw2+(2i_§)+“’}
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elde edilir. Bu ise istenilen (95) formiiliidiir.

Tanmim 3.3.5. (89) ile tammlanan ultrahiperbolik kismi tiirev operatirii L nin ardigik

uygulanmig kuvvetleri
Lo (L) | m=2,3,4,.

seklinde ifade edilen yiiksek mertebeden lineer operatorlerdir.

Teorem 3.3.6. Eger fu(x.,y) fonksiyonu k + ¢=n olmak iizere x=(xy,...,Xp) ve
y=(Y1,.-,Yq) degliskenlerine gore sirastyla k ve £ -yinci dereceden homogen bir
polinom ise, o taktirde

;. ( ) ) 294 = (1) (p+9-2)(p+q)(p+q+2)...(p+q+2n-4)

ax> dy PHq+20-2

2 452

r“L L
1 =t falx, 00
{1 2(p+q+2n—4) ' 24(p+q+2n—4)(p+q+2n-06) }n(XY) (100)

dir. Burada L, (89) ile tammlanan ultrahiperbolik operator ve r , (90) ile tammlanan

Lorentz uzakhigidir.

ispat : (95) ifadesinde w = p + q — 2 yazalim. Bu durumda
(2, 2) 7 a= (D +a-D0+ ). (p+a + 2 - @D

{fa+r2faz +%0g +-) (101)
dir. f;, ve L sabit katsayilt lineer operatorlerinin

(&8)-u(2):

degisme Ozellifinden ve de L(r‘l’“q”z) = (0 olmasindan dolay:

Lfa -g—x, %) P2 — f, (ba—x’ -%) L(r—p—q+2)
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dir. Yani (101) in birinci yanindaki f, (-(%, -—(%) r P92 ifadesi (93) Ultrahiperbolik

denkleminin bir ¢oziimidar. O halde (101) in ikinci yam da (93) denkleminin bir ¢dziimii
olacaktir. Sonug 3.2.3 den dolayr (101) in ikinci yamndaki r-P****2) pin sagindaki
carpan olan

Vn = fn + rzfn_.z +r4fn_.4 + - (102)

ifadesi de (93) ultrahiperbolik denkleminin bir ¢6zimii olmalidir. (91) numaral

formiilden dolay: agagidakiler yazilabilir.
L(r2 fn,z) =2(p +q+2n - 4)fy 5 +r2L(f-2)
L(r*60a ) = 40 +q+ 20— 6) 264 + 'L (F1ne)

L(r(’f,,_G) = 6(p +q +2n — 8)r*fy_¢ +rOL(fy-¢)

Yukanidaki egitlikler dikkate alinarak (102) nin her iki yanmna L ultrahiperbolik operatori
uygulanir ve L(Vy) = 0 oldu@u gozoéniinde tutulursa

L(Va) =L() +L(2f02 ) +L(r¥nse ) +L(860d) +---

=[Lfx+2(p+q+2n-4fy ] ¥+ [L(fa2) +4(p +q+2n - 6)f;4 ]r2

HL(Er4) +6(p+q+2n~ 8)fn_6]r4 Fe0r =0

0 4

elde edilir. Bu ifadenin her r igin sifir olmasi r°,r2,r%, ... iin katsayilarimn sifir olmast ile

miimkiindiir. Bu durumda

1

 2p+q+20-4) L(fn)

fn~2 =

1

N B 1
247" 4(p+q+2n-6)

2.4.(p+q+2n-4)(p+q+2n—-6)

L(fi2) = (-1)? L2(fa)
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1 — (1)} ]
fug = 6(p-+q+2n-8) Lfna) = 1) 2.4.6.(p+q+2n—4)(p+q+2n-6)(p+q+2n—8)

L3(fn)

olarak bulunurlar. Bu degerler (101) ifadesinde yerlerine yazilirlarsa

fa (;% ;%) 2774 = 1) (p+q-2)(p + Q)P+ q +2)..(p + q + 20— 4)r PH120D)

oL, rL2 1y (x,y)
| 2(p+q+2n-4) 24(p+q+2n—-4)p+q+20-6) |

elde edilir. Bu ise teoremi ispatlar.

Simdi de bulunan £y, 5, £, 4,fn6, ... degerlerinin (102) ifadesini (93) ultrahiper-
bolik denkleminin ¢6ziimii yapabilen tek degerler oldugunu gosterelim.

V]] = fn +r2fn_2 +r4fn_4 +r6fn._6 SPeco
V;l :fn +r2f:1_2 +r4f;1_4 +r6f:1_6 Zpo0o

ifadeleri, (92) denkleminin n-yinci dereceden homogen iki farkh polinom g¢oziimi

olsunlar. L nin lineerliginden dolay1 bu iki ¢oziimiin farki olan
Vo Vi =)+ 2 (faa~£1p) +2(faa~F1g) +13(facs = i) + -}
ya da kisaca
V- Vf; =1’gn2 (103a)
de (93) denkleminin bir ¢oziimii olmalidir. Burada

8n-2 = {(fn—z —f;_z) +r2(fn,4 —-f;\_4) +r4(fn_6-— n-6) +}

dir. L(Vp~V3) =L(Va)~L(Vy) =0 oldugu ve (91) formillii dikkate alinarak (103a)
esitliginin her iki yanina L operatorii uygulanirsa
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L(Va— V) =L(r2gn2) = 2p+q + 2~ 4)ga 2 +r2L(gs) = 0

olur ki buradan

Lgn2)
Bn-2 =1 [ 2prq+2n-4) | by

elde edilir. Benzer gekilde
L(rzgn-z) = L(r“hn_4) =4(p +q+2n—6)rch,_4 +rL(h, 4) =0

dan

l.;(h __4) )
h = 2 ] =r~
n4 =1 [ 4(p+q+2n—6)] rhas

olur. Ayni uygulamaya devam edilirse

hyg = r? hyg

hn2m = r*"hp_2m-2
olarak elde edilirler. Bu durumda
gn2 =12hy 4 =1*hp =" =r*"hy o2
olur. Burada n nin tek veya gift olmasi ;1urumuna gore gn yi ayn ayn inceleyelim.
(1) n=2(m+1) ¢ift say1 olsayd,
gn-2 =1*hy

olup (103a) ve bu son esitlikt=n ve de (91) den

0= L(rzgn_z) = L(r4hn_4) Feee= L(r2m+2hn_2m_2) = L(r2m+2h0)
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= (2m +2)(2m +2 +p +q - 2)r*™hg +1r2L(hg)

= (2m +2)(2m + p + q)r2®hg +r2L(hg)

elde edilir. Sifinnci dereceden homogen bir polinom olan hy sabiti igin L(hg) =0
oldugundan bu esitligin saglanmast hg = 0 olmasint gerektirir. Bu ise gn-2 = 0 verir.

(1) n=2m+3 tek sayt olsayd
gn2 = r2mh1

olup, benzer gekilde

0= L(rzgn_z) = L(r4hn_4) =...= L(rz‘“*zhn_zm_z) =L rz‘““zhl)
= (2m+2)(2m+2 +p+q+2 - 2)r2®hy + 122 (h;)
bulunur ki ancak bu h; = 0 olmast halinde saglanan bir egitliktir. Buradan g, 5 = 0 olur.

Bu durumda (103a) dan Vy—V3=0 olup, Vp=V}, bulunur. Boylece bulunan
fn-2,fu-4, ... degerleri Vy ifadesini (93) denkleminin ¢oziimii yapabilen tek degerlerdir.

3.3. Ultrahiperbolik Operatirler icin Clerk-Maxwell Teorisi

Bu kesimde p + q degiskenli homogen diferensiyel operatorlerin bazi
ozelliklerini vererek Teorem 3.3.5. in ispatim Clerk-Maxwell teorisi yardimiyla yeniden

ele alacagz.
Teorem 3.3.1. Eger fu(x,y) ve wu(x,y)fonksiyonlart k+£ =n olmak iizere

X =(X],...,Xp) V& Y=(¥1,...,¥q) defiskenlerine gore sirasiyla k ve {-yinci dereceden
homogen polinomlar iseler, o taktirde

f( 22 ) vaey) = vn( 2 2) ) (103)

- __q_(_a_ _a_) £=(_a_ __a__) :
dlr.Buradaax—— 17 By ve 3y 17 Bya dir.
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Ispat : n bir dogal say, A, , B, ler reel sabitler, K={1,2,3,..,N} ve N, n-yinci
dereceden p + q degiskenli homogen bir polinomun bulunduracagt maksimum terim
sayisi olmak iizere, fy ve yn fonksiyonlan agik olarak

ki ) ei i . , i
fa(x,y) = 3 Ay . Xp Y, yat s Kb kb =k, £k L= (104)
ieK
o8 4 i . .
vl y) = 3 Bix, . xp'yy yq L K4k =k, g £i=0 (105)
_]eK

seklinde yazilabilirler. Burada ki,.. kb, €7 ., ¢ i ,...,ki; LA 8 der
{0,1,2, ..., n}ciimlesinin elemanlan olup k + ¢ = n dir. Kismi tiirevier hakkindaki bilgiler
gozoniine alinarak (104) ve (105) ten asagidakileri yazabiliriz.

i ki ti e
%A@ () @) )

0(22) vt

Ko d 4
{Z Bix;'.xp'y;'.. qu}

jekK

=% ¥ oas( )"i‘...(ﬁ_)“?(”;z_)‘i‘...(_g..)‘ﬁxﬂ A
g4 i %, v v 1 p 3’1 . Yq
7
ki ki ¢ ei g )
_Q.) "(_Q_) ‘...(_g_)‘* K kA
+1§(AB ( ) (6x,, V1 3yq X .. xp'yy' Yq

e 5 AL 64 () )
f( 2,2 ) waten)= 3 Ami(k)1 ()1 (e (o) (106)

1eK

Benzer sekilde

K e oo \4 4
(&l mn(2) () @) &)

jeK
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ki £ 4
{ZAxl xp)’1 qu}

ieK

-3 maal2) () () ()
jeK ek oxp/  \y1 dyg) 1 A

_]#l
ki ki ¢ 6
(o ”(_i)‘...(_é_)“k kb e} ¢
+I§BA( ) ((’)xp) oy1 Byq/) X1 -%p Y1 -¥q
. (ed)r

(2. 2) e =3 Abi(ii ). (1)1 (e )1 (eh): (107)

ieK

=0+ %, Bk )1.. (i )1 (o

ieK

elde edilir. Ikinci yanlan egit olan (106) ve (107) nin birinci yanlani da esit olacagindan

teorem ispatlanmig olur,

Uyan : Bu teorem, x ve y degiskenlerinin herbirine gére ayrt ayni homogenlige ihtiyag

duyulmaksizin yine gegerlidir. Bu durum Boliim 2 deki Teorem 2.3.1. de ispatlanmugtir.

Teorem 3.3.2. Eger ys(u,v) fonksiyonu k+¢ =s olmak iizere, u= (uj,...,up) ve
v =(v1,...,Vq) degiskenlerine gore sirasiyla k ve £ -yinci dereceden homogen bir
polinom ise, o taktirde

0 1y g p gy Oy Oy 08
(X]gu—l— +X26u2+ +Xpaup ylaV1 ‘anvq) Vs (U1,...,Up, V1, ..., Vq)

, .
:(—1) S!\VS(XI,---,xp,)’l,-'-,)’q) (108)

dir.

Ispat : s bir dogal sayi, K={1,2,..,N} ve N, p + q degiskenli s-yinci dereceden

homogen  bir olinomun  bulunduracag maksimum  terim  sayis1  ve
g p g yi
ki +---+kp+e) +--+eq=s olmak iizere, binom teoreminden dolay1
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00 0 s
(xl 6u1+ '*'xpaup )'lav1 ~Yq qu)

2 ) 0 (

ieK 1

=("1)e ,§<( i) (kp) (Bx) (‘f‘l)

i h i i
‘(x"éu@'?)k ”'("Pa%)k (Y'EET)E "'(Yq;%)

yazilabilir. ys(u, v) fonksiyonu ise agtk olarak

K kgt

g - .
ws(u, v)= D, Bju;'..up’v] ..vq , K o+ +kb=k, 0i++ £J= L k+l=5

jek
seklinde yazilabilecektir. Boylece (109) un (110) a uygulanmasi ile

0, e 0 Ay 00 40
eSS F e £ anv)\l/s(u v)

PPN ki Kpeh
=(-1)" s! iEZK (ki) (k‘) ( ) (L’q) X --XpYp--Ya

k! ki ,-
o \! o \*r( o P
(56?) (E;) (ém) (avq) » BJ“l “p V1 '-'qu

jeK

ki k' l i [i
q

2
O ER DO

O B A R COR R S
. —5{1—1— "o aup av] LI avq ul up Vl q

S kp 4
) b b))

fi

(109)

(110)



K o 4 j j i i
et st 3 By KLY YE (_Q_)“’l...(_a_)“*’(_a_)”' (a)“'
g it AW N, \du du v/ "\ ovq
o (k) (b)) o P ! |
kj W4 é’
uptup'vy
¢ KBod el g 0
=0+(-1)s! Z Bix('..xp"y'.yq = (1) s!Ws (X1, Xp, Y15 oY)
jeK

istenilen (108) egitligi elde edilmis olur.

Teorem 333. k+ ¢ =n olmak uzere fu(x,y) fonksiyonu x=(xi,..,Xp) ve
y=(¥1,...,Yq) degiskenlerine gore sirastyla k ve £-yinci dereceden homogen bir polinom
olsun. w=a(x1,....,Xp,¥1,.-,¥q) ve F=F(w) ler p + q boyutlu uzaym bir D
bolgesinde n-yinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip herhangi fonksiyonlar iseler, o

taktirde

o 0 d"IF dF
fn("é;,gy_) F(W):Xog I,‘l +'X.1d 1 T a1 G dw 111)

dir. Burada %, ,X, ,.--»X,., ler sadece Xi,...,Xp,¥1,...Yq degiskenlerine bagh belirli
fonksiyonlar olup, kesin ifadeleri daha sonra Teorem 3.3.6. da elde edilecektir.

ispat : A; ler sabitler, K={1,2,..,N} ve N, n-yinci dereceden p + q degiskenli
homogen  bir  polinomun  bulunduracagi  maksimum terim  sayis1 ve
it --+k},+e‘1+-~+£a=n olmak uzere, fu(X1,....,Xp,¥1,...,¥q) fonksiyonu agik
olarak

i i gl : .
f,,,(x,y):%Aixl S K sl =k, G4 gisn k4 £ =n
1€

seklinde yazilabilir. Buna gore

(&85 A () () () () v anm

dir. Diger taraftan



78

oF(w) _ dF ow
ox1  dw Ox)

Fw) _ dZF(aw) 2 dF Pw
8x% dw?2 \.0xy dw (’)x%

1 ~1
il F(W)_Bbd i +Bi d¥1- F, .pi, 4
kl k l\ -1 ki-1 d\vl
‘7"1 dwi dw'1
olup, burada BO, ,B]'{, katsaylan  xp,...,Xp,¥1,...,¥Yq degigkenlerinin
fonksiyonlaridir. Benzer sekllde X) ye gore kiz defa tiirev alinirsa
i i
o2 | MIFw) | 4 Ky 2PW) , i dF(w)
i i =Co Ck‘ k-1 dw
kZ k +k2 + w
0%, ax] dw™1

olur. C},C}, ... C;‘ il

ifadenin x3 e gore k3 defa turevi alinirsa

lerin Xxy,...,Xp,¥1,....Yq lere baglt fonksiyonlar oldugu bu

i iy i g d i
ak‘3 6k11+k‘2F(§v) b dk1+k2+k3F( ) . dF(w)

Kkl K Ok ekl ki +kp+ki-1 dw
3 1,52 1Ky X3

Ox3” \ Oxy 0%, dw

olup, burada Dy, 1s ...,Dkil Ak -1 kagsayllan X1, .- Xp,Y1,-..,Yq nun fonksiyonlandir.

Isleme benzer sekilde devam edilip, esitligin her iki yamnin son kez yq ya gore £ defa

tiirevi alinirsa

(&) (2) (&) (&) ke

d"F(w d""lF(W) i dF(w)

=P P ot P g
d“‘JF(w)
Z J dw n—j

j=0
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elde edilir. PJi lerin x1,...,Xp,¥1,....Yq degigkenlerine bagh fonkstyonlar oldugu bu son

tirev ifadesini (112) de yerine koyarsak,

; dnd d™IF(w)
fn((’)x ay)F( )= ZAZPJ dw

ieK  j=0

n-l 7 ) dni
-3 (3 ani) £
=0 \iek dw
S dFw)

bulunur. Burada y; = Z AiPi ,(G=0,1,..,n~1) olup, %, ler sadece xi,...,Xp,¥1,...,¥q
ieK
larin fonksiyonlandir. Béylece istenilen (111) esitligi elde edilmig olur.

Simdi x,(x1, ...,Xp,¥1,...,¥q) larin f;; ve ¢ fonksiyonlarna bagl kesin ifadelerini
elde edelim. Bununla ilgili teoremi vermeden 6nce hazirthk olmas: bakimindan agagidaki

iki lemmay1 verecegiz.

Lemma 3.34. fi(x,y) fonksiyonu k+ ¢ =n olmak lzere, x=(xy,...,Xp) ve
y=(¥1,-.,Yq) degiskenlerine gore sirastyla k ve £-yinci dereceden homogen bir polinom
ve O(X1,....Xp,¥1,-¥q), P+q boyutlu uzaymn bir D bolgesinde n-yinci mertebeden

siirekli tiirevlere sahip herhangi bir fonksiyon ise, o taktirde

(8 8 0 5 ) )
fn \Bx1” " 3xp" Oyr” ™" a}’q} {O(X1, > Xp, Y15, Yq)}

=n! {xo A LA +—n1f,xm¢“‘ +~~-+Gr'1—,7x.,1-1¢““} (113)
dir.
ispat : (111) esitliginde F{$(x1,...,Xp, Y1, -, YQ) } ={O(X1, .., Xp, ¥ 1, ...,yq)}n alalim.

Bu durumda

d(b n(bn— ~(n 1)‘¢n-
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2
%fii: n(n—1)p"2 =

nl .
PR

d-mF !
T n(n—1)..(n—n+m+1)p™ =£‘J¢m

olduklan dikkate alinarak (111) de bu tiirev degerleri yerlerine yazilirsa

9 o o d 1 .
fn (axla "t 9Xp? oy’ ayq) {¢(X],,,,,Xp,yl,,,,’yq)}n= n! {xoﬂld) +- '+(n_1)!Xm-1¢ ' }

elde edilir ki bu istenilen (113) esitligidir.

Lemma 3.3.5. f;ve¢ ler Teorem 3.3.3. deki ozelliklere sahip fonksiyonlar ve
u=(ug,...,Up) V& V=(V1,...,Vq) olmak iizere

0 0 _0 0 n
fn (axl, eeey GXp’ ayl, eeey an) {¢(X],...,Xp,y1,,,‘,yq)}

. 0 0 0 0 n
(uv§l_m>(0 O)fn (aul,..., aup, Bvi’ qu) {¢(X] +uy,...,Xp +Up,y1 +V],...,Yq +Vq)}

(114)

1l

dir.

ispat : (112) den dolay (113) eitliginin sol tarafi

fa (5(?,;, 5—65;) {0( 1)} = n! {xtx, ¢ + -+ gl,"x,,, ¢” + (n_ll)! Yot 07 3 (115)
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seklindedir. Diger taraftan (113) de (xy,...,Xp,¥1, ..., ¥q) noktasin sabit tutarak bu nokta
komsulugunda asagidaki islemleri yapalm. (x+u,y+v) e D kalmak kosulu ile
X1,..,Xp,¥1,...,Yq lar yerine swrast ile xj +uy,...,Xp+up,y1 +V1,...,7q +Vq konulur ve

o @ o _.2 o _0 o __ 0
A(x1+up)  Ouy ” O(xatup)  Ouz ’ J(xptup)  Oup T P(yqtve)  OVq

olacaklarnt gozoniinde tutulursa

f( 0 o d d )
TNa(x1+u1) > "2 d(xp+up) > O(y14v1) > "7 O yq+vg)

n
{91 +up, .., Xp+up,y1 +Vy,...,¥q +Vq)}

3] 0 0 0 n
:fn (aUI’ sevy aupy avl’"’a qu) {(b()([ +Ula~--axp+up,)’l + Vi, s ¥Yq +VQ)}
=n! {x(,(xl +up,..,Xp+up, Y1+ V1, ¥q H V)X (X1 Hu, L Yy b vg)
_1_
H(xy +Huy,..,yq +vg) Hot (n«l)'x"" (X1 +Up,..,Xp +Up, Y1 +VI,...,Yq +Vq)

O™ (X1 +up,.,Xp+HUp, y1 +VI,..,¥q +Vq) }

yazilabilecektir. Bu esitligin her iki yaminda (u, v) — (0, 0) i¢in limite gegilirse

. 0 0 0 0 n
(uv;‘—IP(OO)fn (6u1"“’ Bup? B> 6vq) {0(x1 +uy,....,Xp+Up,y1 +V1,...,Yg +Vq)}

= lim n! X1 +Uy,...,Xp+Up, V1 +Vi,...,Yq +V
(1,v)—(0,0) { Xol 1 p p- Y1 1>---5¥q q)

1
(n-1)!

+ %, (X1 +up,...,Xp +Up, Y1 +VI,..., Yq +Vq) §(X1 + UL, .., ¥q +Vq) + -+

-1
Yot (X1 U1, .., Xp +Up, Y1 +V1,...,¥Yq +Vq) " (X1 +U1,...,Xp +Up, Y1 +V1,...,Yq +Vq) }

= n! {XO+X]¢(X | PREESY xp> )’1, cry y‘I) +§1sz ¢2 (xl ""’yq)-*" -+ G—__l_l_)_!-Xml ¢n_l (x I ""y(I) }
(116)
elde edilir. (115) ve (116) esitliklerinin sag taraflan esit olduklanindan sol taraflan da egit

olmahdir. Bu istenilen (114) esitligini verir. Simdi (111) deki x; lerin kesin ifadelerini
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agagidaki teorem ile verelim.

Teorem 3.3.6. (111) esitligindeki ., = %, (X1,..,Xp,¥1,..-,¥q), (m=0,1,...,n—-1)
katsayilari

(x X =——L _— im ( 0 9 0 9 )
Ke(X15 005 p,Y],...,Yq)-(n_m)! (,)->(0,0) n oup’ 6up,avl,..., 6Vq

AO(X1 +U1, ..., Xp +Up, ..., Yg + Vq) = (X1, s Xps Y15 oY)} (117)
olarak verilebilirler.
Ispat : Bu teoremi ispatlayabilmek igin 6nce
{O(X1 +U1,..., Xp +Up, Y1 +V1,...., Yq +Vq)} "
=[0(X15 .-, Xp, Y 1o o Yq) + {O(X1 +U1, ..., ¥ +Vq) — O(X1,..., Xp, Y1, ...,yq)}]n

yazilip esitlifin sag tarafina binom teoremi uygulanirsa

n

n! t
{¢(x;+u1,...,xp+up,y1+v1,..,,yq+vq)}":z T {01 - Xp, Y154, ¥q)}
= t!(n-t)!

n-t
AO(X1 +ur, ., Xp HUP, Y1+ VI, Y F V) — O(X1, - Xp, Y15 - Yq) )

elde edilir. (114) esitliginde bu deger yerine konulursa

0 0 0 0 n
f"((’)xl"”’ Xy Byr? ayq) {d)(xl,_...,xp,yl,...,yq)}

. d d o Yvw ol t
= i (s e e ) T X Y1300

n-t
Ad(x1 +uy, ..., Xp+up, Y1 + V1, ... Yq + Vq) ~ O(X1, s Xp, Y15 .- Ya) }

L4

olur. Ikinci yam agarsak
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0 0 0 0 n
fn (axl, seey axp, ayl,n., ayq) {¢(X1,...,Xp,y1,...,}’q)}

. 0 o 0 0
=(u’v§1_r)x}0’0)fn (6u1""’6up’ B2 avq) {0(x1 +uy,...,¥q —i~vq)—<l>(x1,...,yq)}Il

. 0 ) 0 n!
+(u’v)‘—)hn%0,0)fn (aul,-n, aup, avl,..., avq) (n-—l)! {(')(X],...,Xp,Y],...,Yq)} (117&)

~1
AO0(X1 HUL, e Yg +VQ) = O(X15 o0s Xp, V15 n Y} A

. léj 0 @ o) n
+(u,v%l—r)r%0,0)fn (aul FRIIE] aupa dvy2e? avq) {¢(x1,~-~,xp,)'1a~->yfl)}

n-n
A0(x1 +u1,...,Xp +Up,¥1 +V1,...,¥q +Vq) = ®(X1, ..., Xp, Y1, ---» Yq) }

bulunur. (114) ve (117a) esitlikleri karsilagtirilirsa aym kuvvetteki ¢(x1, ...,Xp, Y1, --.,¥q)
larin katsayilarinin egitlifinden agagidaki esitlikler yazilabilecektir.

n! __nl lim £ ( 0 o 0 6)
@-D ™ (-1 9500 " \du1® " Bup* 3vi* " Bvg

A0(x1 +uy,...,Xp +Up, Y1+ V1,..., ¥Yq +Vq) — O(X1, ... Xp, Y15 s Yq) }

=Yy = lim £ ( 0 o8 5 )
Xn'l —(u,v)__)(o’O) n 6“1’ eesy aup’ 6v1 PRIEEY avq

AO(X1 +uy, .., Xp +Up, Y1+ Vi, ... Yq + V@) = O(X1, ... Xp, Y15 -, Yq) }

@-2)! 272! (0-2)! (uyv)>(0,0) * \Du1’ """ Bup® vy’ " Dy

2
{9(x1 +uy,....,Xp +Up,...,¥q + Vq) — O(X1, .., Xp, Y15 ---»Yq) }

o=t lim fa(G g i sl )
y ) 21 (u,v)—(0,0) n oup’ " aupa ovy® qu

2
A{0(x1 +uy,...,Xp +Up,...,Yq + Vq) = O(X1, .., Xp, Y1, ---,Yq) }
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n! B n! im £ ( 0 o o 0 )
(n—m)! fn-m = m! (n-m)! (v 50.0) B\ Bur> " Buy® Ovi® " Bvg

m
AO(x1 +uy,...,Xp+Up,....,Yq + V) —0(X1,....Xp, Y1, ..., ¥q)}

= Xaem = 1

1 d o 0 a)
m!

(u,v§1—11}0,0)fn (aul >+ Pup? BV1> " Dvg
A{o(x1 +uy, ..., Xp +up,.‘.,Yq+Vq)“¢(X1,...,xp,yl,...,yq)}m

Bu son egitlikte , m yerine n-m konulursa,

n= (n_.m)! (uav%l—l-:l(()’())fn oug’ 611;)’ ovy? qu
AO(X1 +U1, s Xp +Up, ... Yq + VQ) — O(X15 s Xps Y15 s Y}

bulunur. Bu ise istenilendir.

Bir ozel hal olarak ¢ =r? =x% +X3 4 +X5 -y  —y3 —--.—yZ& olmas: durumunda %
katsayllanimin L ultrahiperbolik operatorii cinsinden ifadeleri asagidaki teoremde
verilecektir.

Teorem 3.3.7. ¢(X1,...,%Xp,¥15...¥q) = x% +x§ +oo+xd —y% —y% —e —y% olmast
durumunda Teorem 3.3.6. daki ,, ler

L™n(X1, ..., Xp, ¥1,--¥q) »(m=0,1,...,n-1) (118)

B (_1{ 2n—2m
Xa™

olarak verilebilirler. Burada L™f, = L(Lm‘lfn) ,m=1..n-1veL% =1, dir

2

Ispat : d)(Xl,...,xP,YI,...Yq):(XI+"'+X%)"‘(y%'i‘“"‘l‘y%) olmas: halinde (117)

esitligi

1 im £ ( ) o D ) )
™= (n—m)! (uv)>0,0) © \OUL> 7 Dup’ Ovi® T Dvg

n-m
.[2()(1111 +'“+XpUp’—y1V1 ""'"—YqVq)'l‘(u%’l‘""*‘u%—v%—"'_vgl):l
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seklinde yada ikinci tarafa binom teoremi uygulanarak

=—— lim ( 0 o0 9 )
Xm— (“"m)!(‘l,v)»(o,o) n aula---a allp’ aV]""’ qu

n-m
n—m "
B e i i)

p=0

A2(x1uy +--- +Xpup —y vy — - __yqvq)}n—m—p

bigiminde yazilabilecektir. Bu ifadede sadece 1 = m ye kargilik gelen terim sifirdan farkh,
digerleri sifir olacagindan

1 lim f(a o 0 a) n—-m
Kon ™ (n_m)!(u,v)»(0,0) "\Our> " Qup? Ovy dvq m

m
2 2 2 2 n-2m
.(u, +---+up—v] ~-~-—vq) A{2(xjup +- - +XpUp—yjV] — -+ —YyqVq)}

‘

s fim f ( 2 A O 9 )
- m! (n—-2m)! (u v)->(0,0) T\ 0u;’> " dup’ 0vy® """ 0vq
1 b i 2)" n-2m
. UI "*'--.+up'—vl-~-.—Vq .{z(xlul+.‘.+xpup—ylvl_""'YqVq)} (119)

elde edilir. Teorem 3.3.1. den dolay: (119) esitligi

__owim (5 o G o\
Xm(xl,~-~,xp,)’1,-~~:}'q)“(n_zm)!m!\xlau] +"'+xp5;'];“)’1-a-;]‘~"'—)’qa—v‘q')
m
&2 2 * 02) ,
I+t ~—1 fa(u1,. .,V (120)
(au% ouy  ov3 ovh 2 W

seklini ahr. fy den tiretilen n—2m -yinci dereceden homogen bir polinom g, olmak
lizere

m
o? o o 52]
N e —=| faqu,...,u » Vi, ..., ¥q)
(au% ol ov | ovi) et b

:gn—zm(ub‘-»up,Vl:u-,Vq) (121)
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yazabiliriz. Diger taraftan Teorem 3.3.2. den dolay:

i o P n-2m
\XIaul +"'+XPpr_YIb—vf_"‘_qu) 8n-2m(U1, .-, Up, V1, ..., Vq)
I/
= (=1)'s! gn2m(X15 - Xp, Y15 ---» ¥q) (122)

olacad: dikkate alinarak (120) den

w2 (9 o _, 0 g \"m
X (X15 -5 Xp, Y15 -, ¥q) = (a—2m) m! le Bu +m+xp5;p-—-y1-é—;l——~-—yqa—v—;)

En-2m(U1,...,Up, V1,..., Vq)
’ 2n—2m
:(-1) (n_zm)| m[ (n - 2rn)' gn~2m(xl, --.>xp> Yi,.. Yq) (123)

olacaktir. gnom nin (121) ifadesinde (ui,...,up, Vi, ..., Vq) yerine (X1, ...,Xp,¥1,---,¥q)
konulmus gekli (123) de yerine yazilirsa

m
ezn—Zm 62 62 62 62
y - Xlsos Xps¥15.0n Y :(—1) _—(_+"’+___ **** Dy

Ny V m! | gx} oxp oy} oya

.fn(X], ...,Xp,y1> '"$YQ)

¢ 2n—2m

=(-1)

m! Lm fn(xl, s Xp, Y15 -'-7y(I)

elde edilir. Bu ise istenilendir.

Teorem 3.3.8. f; , n-yinci dereceden homogen bir polinom, F(w) , n-yinci mertebeden
siirekli tiirevlere sahip, w nin herhangi bir fonksiyonu ve

2 2 2
W:¢(x1>~-~,xp>YI,~--,Yq) =X1 +--- +Xp'—'y% —- =Yg

iseler , o taktirde
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0 0 0
fn(axl""’axp’ay] "> Byq )F( )= (“1) {Z“d nfn(‘(l, »XpsY1s-->¥q)

2n—2 dn—l F 2n—4 dn—ZF

2 n-2m dmmg

m  dw n—mL fn(xl» SXps¥Y1s-- ,Y(;)”l‘"‘}

dir.

1 dwn'—l Lfn(x]>~“’xp’yl’-">YQ)+ 21 dwn_z L2 fn(X],...,Xp,Y[,...,Yq)+"'

(124)

ispat : (118) esitligindeki x,, fonksiyonunda m=0,1,2,...,n~1 konularak bulunan bu

Yo Xy KXo »-s Xem » Xay deBerleni (111) esitliiinde yerlerine yazilirsa istenilen (124) esitligi

elde edilmis olur.

Teorem 3.3.9. Eger fi(x,y) polinomu k + £ = n olmak tzere x=(xy,...,

Xp) ve

y=(1,...,¥q) degiskenlerine gore sirastyla k ve £-yinci dereceden homogen bir polinom

ise, o taktirde

£ (i _‘7_) 204 = (1)K (p+q-2)(p+q)(p+q+2)...(p+q+2n-4)

"\ox> oy PH+2n-2
r2 4.2
. L
I- g
{ 2p+q+2n-4)  2A(prq+2n-4d)prq+an—6) }“("’Y)
2 2 2 .2 2 62 _
dir. Burada r2=x{+---+xp-yi—y;— -~y ve L= dir.

P
i=1 6x j=1 ayj

ispat : (124) esitliginde F(w) = F(r?) = ¢ (r) yazilirsa

P dn dn—l
fn(a o2 ’ay)4’() (1){ ¢() dr(r)

0x17 7" 0%p°> 0y1”” ( ) ( )n—

22m ()

-4 d"2¢(r "
2 ¢( ) L2+"'+ m' T—m L +"'}fn(X],...,Xp,Y],...,Yq)
: d(rz)

21! d(rz) n-2

elde edilir. (126) esitliginde zel olarak ¢(r) = r>P 9 segilirse

(125)

(126)



88

() w2 o

o) AF) e

ar)’ T =('1)2('E+q—_q2)£wr_pq_2
r

d3 I.2—p—q d3(w_2_J ~
(29) _ @ 2)(;;w;q)(p+q+2) et

(P+9-2)(p+9)...(p+q+2n-4) _
n n = (D" n Prq-2nt2
d(rZ) dw 2 L

olurlar. Bu tiirev degerleri (126) esitliginde yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa istenilen (125) esitligi elde edilmig olur.

Hatirlatalim ki Clerk-Maxwell teorisini kullanarak elde ettifimiz (125) bagintist
daha 6nce Teorem 3.2.5. de Hobson teorisi kullanilarak ispatlanmugt1.

Sonug 3.3.10. k + £ =n olmak Uzere x= (X1,...,Xp) Ve Y= (¥1,...,¥q) dediskenlerine
gore sirastyla k ve (-yinci dereceden homogen olan fu(x,y) polinomu, eger (93)
ultrahiperbolik denkleminin bir ¢6ziimii ise, o taktirde

¢ ( ) o @ ) ) 290 = (1)K (P+-2)(p+Q)(p+q+2)...(p+q+2n—4)
M\ 8x1?""7? 0%p° Oy1” """ Oyq - PHa+n-2

.fn(Xl,...,Xp,)’],...,Yq) (1263)

dir.
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Ispat : f3(x,y) , (93) Ultrahiperbolik denkleminin bir ¢6ziimii oldugundan

Lix,y) =L*fxy) =--=0
dir. Bu degerler (126) esitliginde yerlerine yazilirsa

(8 o 9 0 ) 2pq. CDk E+-2)(p+(p+q+2)...(p+q+2n-4)
nkaxl, eeey axp7 6)’1 3 ay ) - rp+q+2n—2

-fn(xl, "‘axp7y1’ ’yq)

elde edilir ki bu (126a) nin kendisidir.

2
34. L' = Z a2 4 i b2 — Ultrahlperbohk Operatorii icin Hobson Teorisi
i=1 axi =1 ay j

Bu ve bundan sonraki kisimda daha 6nce Kisim 3.2. de ele almis oldugumuz L*
operatériinden daha genel olan ve L* yi igeren

2 2
a?— 2 fj b2 a (127)
1—1 1 j=1

ultrahiperbolik operatdriinii gdzoniine alarak, bu operator ile ilgili Hobson ve

Clerk-Maxwell teorilerinin gegerli kaldigim gdsterecegiz. a; ve b; lerin pozitif reel sabitler
oldugu L* operatorii ile ilgili teoremlerin ispatlarinda L* operatoriiniinkilere benzer

yollar izleneceginden teoremlerin bazilarinda ispatlar tekrarlanmayacak, sadece

aciklamalar verilecektir.
x_(X | ge l=(_u y_q) q
Tamm 3.4.1. 3 (al,...,ap)eR > b b bg e R1 ve

olmak lizere
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D= {(%,%) : I%l 2 I%l} < RP* bolgesinde
P (x. )2 y.) 2 5 2
=Y ZL| 4 = |x)Pl Y
: E(ai) g(bj HS (128)
esitligi ile tammlanan r ye yine Lorentz uzaklig1 yada Lorentz metridi diyecegiz.
Teorem 3.4.2. L*(™)=m(m+p+q-—2)r™2 (129)

dir. Burada r , (128) ile tammlanan Lorentz uzakhg L* ise (127) ile tanimlanan
ultrahiperbolik operatordiir.

Ispat : %(rm) =mro2 ')%
1 P
1
2
P m Xj 1
== (™) = m(m - 2) T4 — tm ™2 -
Yi
; (rm) —em22L b;
2
Y;
822 (™) = m(m — 2) rm—4 —Jj{ —m 2 12
0y; b; bj
dir. Diger taraftan
- $ 0 20 31 2
i=1 U axz i=1 ay_]
2 2
Y;
i af [m(m- 2)rm‘4-—'~l-mrm~2 L ] i b2 [m(m - 2)rm‘4-l-)-— mrm‘z— ]
i=1 an =1 j

)] sy

i=1 j=1

= m(m - 2)r™2 + mpr™2 + mqr™-2
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= m(m +p +q - 2)r™2
elde edilir ki bu istenilen (129) esitligidir.
Teorem 3.4.3. DcRPHve u,ve C2(D) olan herhangi iki fonksiyon olsunlar. O
taktirde

L*(uv) = vLu+uLv+2{ afﬁl_&'— bz_a_u__é_y_} (130)

dir. Burada u=(uy,...,up), v=(v1,...,Vq) dur.

duv)  fu ., v P duov | Pu v

- + -~ =
ox; ok ok x> 2 o 0% ox2 uaxiZ

Ispat :

olup simetriden dolay:

M) ou v W) _,oudv, dPu v
R

dir. Diger taraftan

ou 6v 2u 2 62u PPv
L*(uv)= 2, a;(2 ) b; +u )
(uv) l_il (25 5% © 6x2 axz é 6y16y ay] ?

olup, bulunan tiirev degerleri yukanida yerlerine yazilirlarsa

L‘(uv)=v{f: ngu ibzgzu} +u{i 26; ibjzg—%}

=1 Ox; f =1 Oxj 0y;
n 2.0u Ov p2.0u OV
* {Zalaxlaxl i: 3 By; 0y;

p
= » 6u6v 26u6v
=vL*u+uL*v +2 Z; 2 ﬁ;b
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elde edilir ki bu istenilen (130) esitligidir.

Teorem 3.44. Vau(x1,..,Xp,¥1,...Yq) , n-yinci dereceden homogen herhangi bir
polinom ve m herhangi bir reel say1 olsun. O taktirde

53 2R

olmak tizere

L*(f™Vy) = m(m +p +q+2n—2) 2V, + r2L(Vy) (131)
dir.
ispat : (130) esitliginde u=r"™, v=V, alahm

m g m
“~——=m m—2§_1_ al' m—2 Yi

=mr
oxi aiz ’ Gyj bj2

dir. Diger taraftan Euler teoreminden dolay: herhangi bir V =Vy(xy,...,Xp,¥1,...,¥q)

homogen fonksiyonu igin
P
Z Xi Ao avn i gn = nVn
esitliginin saglandif: ve
L*(™) = m(m +p +q — 2) 12
oldugu gozoniinde tutulursa

. . . 261‘ ov 261’ ov
L*(™Vy) = VoL (™) + r2L*(Vy) +2{Z a5 % ax;l lebj oy; 6an }

=m(m+p+q -2 2V +rmL*(Vy) +2 i a?mrm2-L x‘ Nu i bfmrm22L Yi OVa
i1 a2 Oxi 5 b7 E7
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= m(m +p+q - 22V +19L*(Vy) + 2mar™-2V,

=m(m +p +q +2n - 2)r22Vy, 4+ rML*(Vp)

elde edilir. Bu ise istenilen (131) egitliini verir.

Lemma 3.4.5, Eger fy(x,y) fonksiyonu k + £ = n olmak lizere x= (al yeees :—:) ve
y= (Z: . Zq) degiskenlerine gore swrastyla k ve f-yinci dereceden homogen bir

polinom ise, o taktirde

fn gx, gy) —w =(—-l)kw(w+2)...(w+2n—2)[?&’2? +f;‘:vi(;;’_32’) +] (132)

2
rz_i i
=%

i=1

N2
—i (Z—J) ve fu-2,fu4,... fonksiyonlan altlarindaki indis derecelerinden
j=1 )

homogen polinomlar ve w bir reel parametredir.

Ispat : (132) esitliginde 5— = &1 b =7; donisimii yapildiginda (95) esitliinin x , y

ler yerine & ,m gelmig sekli elde ed111r Bu teoremin ispati Lemma 3.3.4. dekine benzer
sekilde yapilir.

Teorem 3.4.5. Eger fu(x,y) fonksiyonu k + £ = n olmak tizere x= (al s eees :—z) ve

y= (Z: . Zq) degiskenlerine gore sirastyla k ve £-yinci dereceden homogen bir

polinom ise, o taktirde
£ ( Kl a) 2pq — D (+a-2)(p+9)...(prq+2n—4)
M\ &x’ oy PHq+20-2

{ 2Lt 41,2

2(p+q+2n-4) 24(p+q+2n 4)(p+q+2n—6) } fa(xy)  (133)
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dir. Burada L* , (127) ile tamimlanan ultrahiperbolik operatér ve r, (128) ile tammlanan
Lorentz uzakligdir.

Ispat : (133) esitliginde %‘ii'r- &i,%l.: m; dontigiimi yapildiginda (101) esitliginin x , y ler
j

yerine & , 1 konulmus sekli elde edilir. Bu teoremin ispati Teorem 3.3.6. dakine benzer
sekilde yapilabilir.

q o2
3.5L* = ﬁ‘, a3 -2'2- Z : ——Ultrahlperbohk Operatorii i¢in Clerk-Maxwell Teorisi
i=1 1 j=1 J

Teorem 3.5.1. Eger fu(x,y) ve wn(x,y) fonksiyonlart k+ £ =n olmak lizere

x=(§%, ...,;E) ve yz(%i-,...,%i) degiskenlerine goére sirastyla k ve /-yinci

dereceden homogen polinomlar iseler, o taktirde

6(2.2) vty =va(Z 2) ey (134)
dir. Burada i (al 82 - apaip) % ( 6 ag)dur.

. . ¢ ¥ Y -
Ispat : (134) esitliginde gz-z C‘,i’gjf= m; donigimi yapildiginda (103) ifadesinin £ , n
j

degiskenlerine bagl olan ifadesi elde edilir. Teorem 3.3.1. dekine benzer gekilde ispat
yapilir.

Teorem 3.5.2. Eger ws(u,v) fonksiyonu k +£ =s olmak tizere u=(uy,...,up) ve
v =(V1,...Vq) degiskenlerine gore sirasiyla k ve {-yinci dereceden homogen bir polinom
ise, o taktirde

%10 X% 0 Xp 8 _¥18 .. Y8
(al ou +a2 Ous + .- +ap al.Ip b v bqav ) Ys(ui,...,Up, V1, ...Vq)
_ Xp Y1 Yq
= 1) st (al’ MY ’bq) (135)

dir.
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. N Xj Yi e s

Ispat : (135) esitliginde a—;z Ei,gjj: n;j donisiimii yapildiginda (108) esitliginin x;, y; ler
yerine sirastyla €;,n; ler konulmus ifadesi elde edilir. Bu teoremin ispati Teorem 3.3.2.
ye benzer gekilde yapilabilir.

Teorem 3.5.3. k+ ¢ =n olmak iizere fu(x,y) fonksiyonu x = (’5%, . g%) ve

y= (Z] .- ,Z ) degiskenlerine gore sirasiyla k ve /f-yinci dereceden homogen bir

a—p z— N y_q) ve F=F(w) ler p+q boyutlu bir uzayin D
q

bolgesinde n-yinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip herhangi fonksiyonlar iseler, o
taktirde

polinom olsun. w= ¢( -

o 0 d"F dn-1f dF
fa (a Ey-) F(w) =x, gwt T o= et Yt o (136)

X X
dir. Burada %, , X; - X.1 ler sadece E%'o g ag ty)I’ ,l‘l degiskenlerine bagls
q

belirli fonksiyonlar olup, kesin ifadeleri Teorem 3.5.6. da elde edilecektir.

ispat : Bu teoremin ispati Teorem 3.3.3. iin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Lemma 3.5.4. fu(x,y) fonksiyonu k+ ¢ =n olmak iizere x= (%%, oy )'a(%) ve

y= ( Yq) degiskenlerine gore sirasiyla k ve £-yinci dereceden homogen bir

polmom ve ¢(x,y) ptq boyutlu uzaymn bir D bélgesinde n-yinci mertebeden siirekli
tiirevlere sahip herhangi bir fonksiyon ise, o taktirde

fn(ga;,%) {o(x,y)}" =n! {Xo SR +_X " T s 1)1Xn~1¢n_ }(137)
dir.

N Xi j e tear e
Ispat : (137) esitliginde a_;‘"‘ gi,%-’?.—_ n; donigiimleri yapildiginda (113) esitliginin x |y
j

degiskenleri yerine &, n lar konulmusg sekli elde edilir. Bu Lemmanin ispat: da Lemma

3.3.4. dekine benzer sekilde yapilabilir.
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Lemma 3.5.5. f,ve¢ ler Teorem 3.5.3. deki ozelliklere sahip fonksiyonlar ve
u=(ug,...,up) ve v=(vy,...,Vq) olmak iizere

6(%2) ke = lm 8(2.8) veruyay
dir.

. Xj '

Ispat : (138) esitliginde a_;‘_‘ &i,%z n;j donigimi yapildifinda (115) esitliginin x .y
j

degigkenleri yerine &, m lar konulmug sekli elde edilir. Lemma 3.3.5. dekine benzer

sekilde ispat yapilir.

Teorem 3.5.6. (136) esitligindeki x, (m=0,1,2,..,n~1) katsayilan

X% ) :(T—IE)!' o i B (5%, ga;) (oG +u,y+V) - by} (139)

olarak verilebilir. Burada x =(:—]‘, s ;—;—) y= (Z: o Zq)

u=(u,...,up) ve v=(vi,..,Vq) dur.

ispat : (139) esitliginde ':—:= Y;i,%i; 7; doniigimii yapildigimda (117) esitliinin x ,y
j

degiskenleri yerine & ,n konulmug sekli elde edilir. Bu teoremin ispat: da Teorem 3.3.6.

dakine benzer gekilde yapilir.

2 2 2
Xp 1 Ya|_Xi X3 Vi yq
Teorem 3.5.7. ( . ,_-)=——+...+—_——_...___
e -wbr b)) 2 T Y
olmast durumunda Teorem 3.5.6. daki ¥, ler
¢ l)z n-2my *m ( Xp Y1 )
y WAL | o by by (m=0,1,..,n-1) (140)

m
2 2
olarak verilebilir. Burada L*™ = (ﬁ: a2 0 i 2.0 ] dir.

i=1 i j=1 l ayz
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. Xj '

Ispat : (140) esitliginde a—;z &i,%Jj= n;j donistimleri yapildiginda (118) esitliginin x ,y
j

degiskenleri yerine sirasiyla € ,m lar konulmusg sekli elde edilir. Bu teoremin ispati da

Teorem 3.3.7. ye benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 3.5.8. f; , n-yinci dereceden homogen bir polinom, F(w) , n-yinci mertebeden
siirekli tiirevlere sahip, w nin herhangi bir fonksiyonu ve

2
X Y1 Ya|_(Xi Xp) 2 (v1)? (Y_q)
W= ‘I’(al’ »8p°h,” ,bq) (al) + +(ap) b T by
iseler , o taktirde

SERI

= () {2“" ey + 2 et 4 F oy + 2 g AF ) 26, (x,y) + - } (141)
dir. Burada x= (::, ,;‘—:) , y= (Zi ,Zq) ve L* (127) ile tamimlanan

ultrahiperbolik operatordiir.

ispat : (141) esitlifinde -);%: E,i,BY%= 7; dontigiimlen yapildifinda (124) esitliginin x , y
i

ler yerine € ,n lar konulmus gekli bulunur. Teoremin ispatt Teorem 3.3.8. dekine benzer
sekilde yapilabilir.

Teorem 3.5.9. Eger fu(x,y) polinomu k+ £ =n olmak lizere x= (ax’ ,g—::—) ve
y= ( yq) degiskenlerine gore sirastyla k ve /-yinci dereceden homogen bir

polinom ise, o taktirde

- (P+H-2)@P+P+q+2).. (p+q+2n-4)
6(&g)rre=cnt PR

r2L* i s
2(p+q+2n 4) 24(p+q+2n 4Yp+q+2n— 6)

- } faly)  (142)



98

dir. Burada, L* (127) ile tanimlanan ultrahiperbolik operator , r ise (128) ile tanimlanan
Lorentz uzakligidir.

Ispat : (142) esitliginde 5—;—= éi,§= n;j donigimleri yapildiginda (125) esitliginin x , y
3

ler yerine & ,m lar konulmug sekli elde edilir. Bu teoremin ispat1 da Teorem 3.3.9.
dakine benzer gekilde yapilabilir.
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BOLUM 4

YUKSEK BOYUTLU UZAYLARDA HOBSON ve

CLERK-MAXWELL TEORILERI

4.1. Girig

Bu bolimde N+p+M+q boyutlu uzayda tamimh, hiperbolik-parabolik tipten
singiiler katsayili ve lineer bir kismi tiirevli denklem ele alinip, aym uzayin degiskenleri
arasinda uygun donisimler yapilacak ve verilen denklem p-+q boyutlu uzayda
ultrahiperbolik bir denkleme indirgenecektir. Daha sonra, doniigmiis denklem iizerinde
onceki boliimde verilmig olan teoremlerin, N +p +M+q boyutlu denklemin ¢6ziimleri
i¢in de gegerli olabilecegi agtklanacaktir.

Bu boliimde ele alinacak olan N +p +M +q boyutlu hiperbolik-parabolik tipten
denklem

M 2
zrv_}] Z 9—2 x—l%}~i(ﬁb2 o 5;6‘7;] =@ (143)

j=1 \m=1 67Jm

seklinde ifade edilebilir. Burada N=Nj +Ny+---+Np, M=M; +..-+Mg olup ajy
ve bjy ler sifirdan farklt pozitif sabitler, a; ve B; ler herhangi reel parametrelerdir. (143)
denklemi igin verecegimiz Hobson ve Clerk-Maxwell teorilerine yardimci olmast

amactyla, once agagidaki iki lemmay verelim.

1
2 )2 "
Lemma4.1.1. r= (x% +x§ +e +x§,) olmak tizere

?u _9%u N-1du
Viu=Au= Z:‘ + 144
s 6sz o2 T oo (149

dir.



N
. . X &*r i
ispat: r2 =) x? olacagindan o 3 , =
j=I ! oxj T asz r}

dir. Diger taraftan

NG N (rZ-xf)gru

ol ol \%

olup, bu deger (144) iin sol yaninda yerine konursa

F 3 or
62u+N—16u
o Too

elde edilir ki bu istenilendir.

2

2 2\2
. ) X X
Lemma 4.1.2. aj,ay,...,aN ler sifirdan farkli reel sabitler ve p = (—;—++—ﬁ]
a aN

olmak iizere

3 a262u_ 0%u  N-1du

cey_cu,
j=1 Jész a2 P Op

(145)

dur.
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. N xi) 2
ispat: p? = E ("aj) olacagindan
=1

2 2.2 2
2 Xy A2 a;’pT —Xj . :
2000 7 du oud SiF T j=1,...N

a: = s
JaxJZ a'j2p2 apZ 6p aj2 p3

bulunur. Bu deger (145) in sol yaninda yerine yazilirsa

2.2 2
f;a.z@_z_qzi ,L.a_?_g(ﬁ)z du 1 3P - |
j=I Jasz ia | pPop? N o p3 J

2
_ 1 §ﬁ+_1__6_u_§;[pz_ ’_&)2]
p? op? i ajz p3 0P 5 4
1 Puos, 1 2_ 270
= — +—5|N -
o [Np p]ap
2 P op

elde edilir. Bu ise istenilen (145) esitligini verir.

Teorem 4.1.3. a;=1-N;, Bj=1-M; alinmak iizere

Ni /.2 M (z:.)?
Z(a—%) L 3 (51‘1) =y} (146)

m=1 J

s @
R
fellg,
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doniigiimleri altinda (143) denklemi

P q4 2
av=2Ty-3 &x =g (147)

denklemine indirgenir.

ispat : Lemma 4.1.2. den dolay

N;

+

20%v_d*v Ni—-1gv
k=1 aikat ~6x2 Xi ox (148)

ve

2 Oiv &y =1 5v
}_‘, = + (149)
fowr) J“‘a fm ayj yJ oyj

olacaklanindan, (148) ve (149) un (143) denkleminde yetlerine konulmastyla

o*v Ni+ai-1ov v Mj+Bi-15y
Lv= + - - + - =0 150
! g(éxiz 4 ‘7"*] g(ayf i o (=0

elde edilir. Diger taraftan a; =1-N; , PBj=1-M; olduklan gdzéniinde tutulursa
(150) esitlig

62
Lv=
Z‘:‘ axi J—ilay]

olur. Bu ise istenilendir.

4.2, (143) Denklemi icin Hobson Teorisi

Teorem 4.2.1. Eger fu(x,y) fonksiyonu, k + £=n olmak tizere
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|3 ) B @)

ve

b

y=

Z (Zim ) J

\blm

8
Y =1 bgm

degiskenlerine gore sirastyla k ve £ -yinci dereceden homogen bir polinom ise o taktirde

fn(aax, (%) ‘W=(—l)kw(w+2)...(w+2n-2)[?&’21}?+f;’;i(;’_§)+~~] @151)

2 0 0
’ax>ay

ler sirastyla

Ni t. 2 M; - 2
2] 22 () )

b jm

dir. Burada r

2 2
() o (f)? (o o . % o |
a] aN, Ltn ot tiN, ath,J"“’

2 2 )
tpl)z (toN, Y2 (31 9 BNy 9
’ (al’l * +kaPij pl atpl o tpN, atpN,, (133)
\
o[22, +(___z1M,)2 h o , Y o
oy \bu} bim, kzll oz Z1M, 6Z[M‘) ’
2 2 b2 b2
Zq1 ZMg | (Zat & ., _9Mq 0O
’ J(bql‘] N +(qu ) [qu aqu * +Z‘1Mq &qu)] (154)

ifadelerine sahiptirler.
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. N; . 2 M; z: \2
ispat : (151) esitliginde D, (5‘]‘3 :x;2 , }j (—1—"-'- . yjz doniigiimleri
k=1 m=|

yapildiginda, Boliim 3. te verilen (95) egitligii elde edilir. Bu teoremin ispat: Lemma 3.3 4.
deki gibidir.

Teorem 4.2.2. Eger fy(x,y) fonksiyonu k+ £=n olmak tizere Teorem 4.2.1. deki
ozelliklere sahip bir polinom ise, o taktirde

fn(_a_ _6_) 200 -k FI=D@ P+ +2).. .(p+g+2n-4)

2 402
- r C r c e ¥
{ 1 2(p+q+2n-4) * 2.4.(p+q+2n—4)(p+q+2n-06) }fn(X,Y) (155)

dir. Burada r2, §x~,
L operatdrii (143) de o; = 1-N;j, Bj = 1 ~M; olmasi 6zel hallerine kargihik gelmektedir.

56}7 ler (152), (153), (154) numaralariyla tanimh ifadelere sahip olup,

, Ni ()2 M (22
Ispat : (155) esitliginde 2 (E’ki) =xi2 , Z (l_)ﬂ) =yj2 doniisiimleri
k=1 ! m=] \jm

yapildiginda Bolim 3 te verilen (100) esitligi elde edilir. Bu teoremin ispati Teorem
3.3.6. daki gibidir.

4.3. (143) Denklemi icin Clerk-Maxwell Teorisi

Teorem 4.3.1. Eger fy(x,y) ve wy(x,y) fonksiyonlann k+¢=n olmak iizere Teorem
4.2.1, deki dzelliklere sahip homogen polinomlar iseler, o taktirde

62 2 e =va(L 2 ) (156)

dir. Burada gx- ve gy- ler (153) ve (154) numaralarla tamml ifadelere sahiptirler.

N; 2 M; 2
. it i . .
Ispat  : (153) esitliinde Z (aﬂ‘-) =xi2 , Z (gﬂ) =yj2 dontisimleri
k=l NI m=1 \Ojm

yapildiginda Boliim 3 te verilen (103) esitligi elde edilir. Bu teoremin ispat1 Teorem 3.3.1

deki gibidir.
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Teorem 4.3.2. Eger y(u,v) fonksiyonu k+ f=s olmak iizere u=(ug,...,up) ,
V=(V1,...,Vq) deiskenlerine gore swastyla k ve £ -yinci dereceden homogen bir

polinom ise, o taktirde

(0 9 3 g\’
kxlgu—l“ﬁ“‘“+Xp5u‘;-)’1‘é;?-"'—)'q§;;) Ws(Ug,...,Up, V],...Vq)

¢
0 :('—'1) S!\l’s(xl,u-,xp,)’l,-'-,)'q) (157)

dir. Burada
N 1 N 1
- ! (L‘.‘L)z 2 r (}21(-)2\2
= — a]k greey ~ ap]\ J
ve
g 1 M ﬂ.%
3 (zim ) Jz ( (qu)hJ
& (x?-: \b“nJ iy g bgin
dir.

N; 2 M; 2

i t. d .

Ispat : (157) esitliginde 2 (aﬂ;) = xiz R Z (gﬂ) :yjz_ déntisimii yapildiginda
m=] M jm

Boliim 3 te verilen (108) esitligi elde edilir. Bu teoremin ispatt Teorem 3.3.2. deki
gibidir.
Teorem 4.3.3. k+ [=n olmak iizere fn(x, y) fonksiyonu

1

BB

ve
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1
(2m)2)2 [ (zgm)?)?
|2 =) (2 )

degiskenlerine gore sirastyla k ve £ -yinci dereceden homogen bir polinom olsun.
w=0(x,y) ve F=F(w) ler N; +---+Np+p+M;j +---+Mg+q boyutlu bir uzayin bir
D bolgesinde n-yinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip herhangi fonksiyonlar iseler, o

taktirde
0 0 d"F d+If dF
f"(&x’&y)F(w) X0 g X g T et g (158)
dir. Burada % 6y ler (153) ve (154) numaralarla tamml ifadelere sahiptirler.

XosX1s---sXn1 ler sadece x ve y degiskenlerine bagh belirli fonksiyonlar olup kesin
ifadeleri Teorem 4.3.6. da elde edilecektir.

N; 2 M; 2
. N A (z; )
Ispat : (158) esitliginde Z [5-'1‘») ==xi2 ve 2, (-—J—nl) = yjz doniigiimleri
k=1 \ K bjm
yapildiginda Bélim 3 te verilen (111) esitligi elde edilir. Teoreniin bundan sonraki

kisminin ispati Teorem 3.3.3 deki gibidir.

Lemma 4.3.4. f;,(x,y) fonksiyonu k + ¢=n olmak tizere
1 1

BB

=]

veE
1

)
(Zm\z 2 S Zgm 212
LZ (brm ) LZ] G=) }

degiskenlerine gore sirasiyla k ve £ -yinci dereceden homogen bir polinom ve ¢(x,y)
Ni+---+Np+p+M;j+---+Mq+q boyutlu uzaym bir D bolgesinde n-yinci
mertebeden siirekli tiirevlere sahip herbangi bir fonksiyon ise, o taktirde
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d 0 1 -
f“(ax’ 0y){¢(x " —n‘{x() T+ T Xe-19" } (159)
dir. Burada - 9 ler (153) ve (154) numaralarla tanimli ifadelere sahlptlrler

x oy

Ni (y )2 M o, N2
: JPTTIORN i 2 .
Ispat : (159) esgitliginde Z (5'—'%) :xiz ve 2 (—bj—m) =yj donigiimleri
k=t V! m=1 \Wim ‘

yapildiginda Bolim 3 te verilen (113) esitligi elde edilir. Lemmanin bundan sonraki
kismumin ispatt Lemma 3.3.4. deki gibidir.

Lemma 4.3.5. f,ved ler Teorem 4.3.3. deki Ozelliklere sahip fonksiyonlar ve
u=(uy,...,up) ve v=(Vi,...,Vq) olmak iizere

(L2 e = i 6(Z L) Geruyrnt (60

dir.

N 2

-y} donigiimleri

N: N 2 M
. e [ty 2 3 [ Zjm
Ispat : (160) esitliginde Z Ay —Xi Ve Z, -
k=1 . m=] \Npms

yapildiginda Bélim 3 te verilen (115) esitligi elde edilir. Lemmamn bundan sonraki
kisminin ispatt Lemma 3.3.5. deki gibidir.

Teorem 4.3.6. (158) esitligindeki m (m=0,1,2,...,n-1) katsayilan

%9 = Gyt o im 6(Z 2 (e ruy -4y (t6)

1 1
Ny - 2)2 N t 2)2
olarak verilebilirler. Burada x= LZ (%'i) ) ,...,Lﬁ (%E—) J ve

(=1

[
N

M, N7 M 2

dur,
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Ni 2 M 2
. I i t J Z: .
Ispat : (161) egitliinde Z (Elkf) =xi2 ve Z (-Ej—n-'-) = yj2 doniigimleri
k=t \ m=l \Ujm

yapildianda Boliim 3 te verilen (117) esitligi elde edilir. Teoremin bundan sonraki

kisminin ispati Teorem 3.3.6. daki gibidir.

p M; 2
Teorem 4.3.7. ¢ = Z Z (t‘k) Z E ( ) olmasi 6zel durumunda' Teorem
i=1 k=1 j=1 m=1 \Djm
4.3.6. daki x _ ler,
X = (“” Lom ety m=0,....n—1) (162)

k=1

] —
2 Np 740 \2)2
olarak verilebilirler. Burada x = LZ :‘]1]1(\ J ,.“,[2 (51[2)1‘1;) J

1
M, 2 (M ‘
y={| 2. (21m ) i (qu) ve L operatorii (143) ile tanimlanan
n=1 kb]ln)

bgm
hiperbolik-parabolik operatérde o; = 1-N; , Bj=1-M; konulmus 6zel halidir.

N; 2 M; 2

. ift. i (7

Ispat : (162) esitliginde Z (ﬁl{ll(:) =x:i)‘ ve z (-bl"-'—) =yj2 donugtimleri
k=1 m=] “m

yapdiginda aj=1-N; , Bj=1-M; olmak tizere Boliim 3 te verilen (118) esitligi
elde edilir. Teoremin bundan sonraki kismmnin ispatt Teorem 3.3.7. deki gibidir.

Teorem 4.3.8. f, , n-yinci dereceden homogen bir polinom F(w), n-yinct mertebeden
siirekli tiirevlere sahip w nin herhangi bir fonksiyonu ve

R EE6)

J=1 m=1 Jm

iseler, o taktirde

(aax aay)F(w) 1) {,_ﬂg F —fn(X, y)+ 1, d - Cfn(x y)
+—2§—: nf; 2fn(x y)+--} (163)
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N 5
3 (ik)z 2
sreay “-j apk

DI [

Nj t 2
dir: Burada x= Z (a—'l‘l‘:)
=1

I
LZ (g:z\ )2 (mi qu olup -gx—ve—gy— ler (153) ve (154)

qu

numaralarla tammlanan ifadelerdir. .C ise (143) de a;=1-N; , Bj=1-M; ozel

hallerindeki operatordiir.

N 2 M; . N\2
. e At Z
Ispat : (163) esitliginde :-L:l (5';'15(—) =xi2 ve mZ—I (Ef;-l) JZ doniigtimlert

yaptldiginda o; = 1-N; , Bj=1-M; olmak lizere Boliim 3 te verilen (124) eitligi
elde edilir. Teoremin bundan sonraki kisminin ispat: Teorem 3.3.8. deki gibidir.
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