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Bu tez bes boliimden olugmaktadir.

Birinci bolimde, temel tamim ve kavramlar verilmig, garanti yaklagim yonteminin
tanmimu ve geligimi Gizerinde durulmugtur.

Ikinci boliimde, Ax=f lineer cebirsel denklem sisteminin ¢dziimii igin garanti yaklagim
yontemi verilmistir.

Ugiincii boliimde, Lineer diferensiyel denklem sistemleri tanitilmig,Cauchy problemi ve
iistel matris fonksiyonu iizerinde durulmug, daha sonra ¢oziimlerin sirekliligi
incelenmigtir.

Dordiincii boliimde, sabit katsayili lineer diferensiyel denklem sistemleri igin iki-nokta
sinir deger problemi tamitilmig, Cauchy problemi igin varlik ve teklik teoremi
verilmigtir. Green matris fonksiyonlar1 yardimiyla problemin analitik ¢6ziimii yapilmas,
daha sonra katsayilar matrisi ile baglangi¢ kosullan cinsinden ifade edilmis bir matrisin
sart sayisina dayanarak problemin hassasiyeti incelenmis, bununla ilgili ii¢ teorem ifade
ve ispat edilmigtir.

Besinci ve son boliim, tezin tamamen orijinal kismudir. Bu bolimde, daha &nceki
boliimlerde verilen bilgiler timiiyle kullaniimistir. Ozellikle dordiincii boliimiin orijinal
kismindan 6nemli 6lgiide yararlamlmigtir. Bu son boliimde, sabit katsayili lineer
diferensiyel denklem sistemi i¢in iki-nokta simr deger probleminin garanti yaklagim
yontemi ile niimerik ¢oziimii igin ¢6ziim algoritmasi ortaya konmugtur.

1999, 60 sayfa

Anahtar Kelimeler: Garanti yaklagim yontemi, sart sayisi, format, iki-nokta sinir deger
problemi.
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This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, the fundamental definitions and notions are given. After that, the
definitions and the improvement of the guaranteed accuracy method are considered.

In the second chapter, the solition of the linear, algebraic system of Ax=f is given by
using the guaranteed accuracy method.

In the third chapter, the system of linear differential equations are introduced, the
Cauchy problem and the exponential matrix function are considered. After that, the
continuity of the solutions are examined.

In the fourth chapter, the two-point boundary value problem for the systems of linear
differential equations with constant coefficients is presented. The existence and
uniqueness theorem for the Cauchy problem is expressed and proved. The analytical
solution of the problem is given by the help of the Green’s matrix functions. After that,
the accuracy of the problem is examined by relying on the matrix condition number and
some theorems are proved.

The fifth and final chapter is the completely original part of the thesis. In this part, the
knowledge introduced in the previous parts aspecially, the theorems of the chapter four
are completely used. In this last chapter, three algorithms for the two-point boundary
value problems of the linear differential equations with constant cefficients is given by
the use of the guaranteed accuracy method.

1999, 60 pages

Keys Words: Guaranteed accuracy method, condition number, format, two-point
boundary value problem.
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w(A) : A matrisinin gart sayisi.

A* . A matrisinin transpozu
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x|l : xvektoriiniin Euclid normu

@(t) : Temel (Fundamental) matris

£ :& nin sag komsulugu

&  :& ninsol komsulugu

SVD : Tekil degerlerin ayrigimi ( Singular value decomposition)

~

A : A matrisine norm olarak yeterince yakin matris.
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1. GIRIS

Teknolojinin hizla ilerledigi, bilgisayar ¢agi adi verilen 1990'h illarda, bilgisayarlar
ginliik hayatin bir pargasi oldu. Bilgisayarlar; giinlik hayatta, miihendislikte, fen
dallarinda ve ekonomide kargilagilan, ¢6ziimii zor olan problemlerin ¢oziilmesi igin
buyitk bir firsat ve kolayhktir. Klasik analiz, diferensiyel denklemler ve cebirsel
denklemler ile bilgisayar dallarindaki problemler birbirinden tamamen bagimsiz degildir.
Hatta problemlere aym yaklagimla yaklagiimalidir ki bu problemleri bilgisayarda ¢ozmek
i¢in dallar aras: bilgi transferi yaparak ¢6ziime ait ideal metod bulunabilsin, problemi
dogru ¢ozen, rahathkla ¢ahsan programlar yapilabilsin. Bu ise bilgi alig verigi yapilan
dallarda kullamlan metotlanin aym olmastyla miimkiindiir.

1.1. lyi Konulmus ve Iyi Konulmamis Problemler

Bir problemin dogru ¢oziilebilmesi igin problemin oncelikle dogru olarak ortaya
konulmas: gereklidir. Matematikte, bilgisayar kullamcist, ¢ozecegi problemi iyi anlamasi
gerekir, yani problemin verilerinin neler oldugunu, ¢oziimiinden ne beklendifini net
olarak bilmelidir. Fen ve miihendislik dallaninda verilen problemlerin girig verilerine
bakip ¢oziimiiniin olup olmadifim inceleyerek, ¢oziim hakkinda kesin bilgilere sahip
olmak bilgisayar kullamcisinin asil hedeflerinden birisidir. Eger problemin tek bir
¢oziimii varsa ve girig verilerindeki kiigitk bir defigime karsi problemin tek olan
¢oziimii kiigiik tepki; biiyiik degisime kargi biiyik tepki verir ise, bu probleme iyi
konulmug (well-conditioned) problem aksi halde probleme iyi konulmamg (ill-
conditioned) problem denir. Uygulamada problemin iyi konulmadif: tespit edildiginde
iizerinde caligmamin geregi yoktur. Bu durumda kullanci, matematik modelini ve
verilerini daha ayrnintih hazirlayarak problemini yeniden tamtir ve ¢dziime yeniden baglar.
Burada en Onemli noktalardan birisi, hesaplamalar igin kullamlan bilgisayarn
kapasitesidir. Kullamlan bilgisayarin mikro iglemcisinin kapasitesi ne kadar buyik ise
hesaplamalanin da o derece saghkh olacag: a¢iktir. Yani problemin iyi konulmas1 veya
konulmamas: difer bir yandan hesaplamalar i¢in kullamlan bilgisayara da baghdr.



1.2. Format

Bilgisayarda tiim hesaplamalar sonlu hassaslikla (finite precission) yapilmaktadir. Yani
gergel sayilar yerine, rasyonel sayilanin bir altkiimesi kullanmlmaktadir.
Tanmm 1.1. Rasyonel sayilarn bir alt kiimesi olan ve

F(y,P, P, k)={0} U {z; z=+¥Pm@), m@)=a/y+a) v +..ta/y

ar#0,yeZ’, 0<a<y-1, j=12,...,k P.<P(z)<P.,P.eZ P.cZ’}

seklinde tammlanan kiimeye format denir [Akin ve Bulgak 1998]. Bu kiime, bilgisayar
kullamicisina reel sayilan bilgisayarda istedigi hassaslikla degerlendirme ve problemin
bazi adimlarinda hesaplamalan daha farkl bir alt kiimede yapma imkam verir. Bu gibi
ozel konularda hesaplamalar1 daha anlamh gekilde yapmak igin format kavram bir gikis
yolu olarak kabul edilebilir.

Eger y, P, P, sabit olarak ahnmirsa format kiimesi,

F.=F(,P,P,k)
olur. Bu kiimenin en biyik sayist &, =7 ** ( 1- y *) seklinde tanimhdir. Ayni
zamanda Format’in tiim elemanlan [-€.,&, ] kapali araligindadir. Bu sinirlar her

bilgisayarin mikro islemcisine ve matematik iglemcisine gére degisebilir.

Genel olarak hassashfh karakterize eden iki bilgisayar sabiti vardir. Bu sabitler €, ve g,
ile gosterilir. €, bilgisayarda 1 sayisina yaklagim igin, €, - O sayisina yaklagm icin
kullamilan sabitlerdir. Bilgisayarda (0,e)) ve ( 1, 1 + ¢, ) araliklannda bagka hicbir say:
yoktur.

Herhangi bir z reel sayis1 bilgisayarda hafizaya yerlesirken ti¢ durum ile kargilagilabilir.

1. z, segilen Formatin elemam: ise hatasiz hafizaya yerlesebilir,

2. z yerine Formatin z’ye en yakin sayisi olan fl(z), yerlegebilir ve bu durumda hata igin
[z-fi(z)| < g |z]+e,

esitsizlii saglamr.

3. z, secilen Formatin diginda ise, bu durumda bilgisayar OVERFLOW hatasim gosterir

ve kilitlenir.



Aym sekilde, NxN tipinde bir reel A matrisi ve N boyutlu reel f vektori bilgisayarda
hafizaya yerlesirken, OVERFLOW durumu ile karsilagilimazsa, A ve f yeterince biiyitk
yani, | A|>¢g, ve ||f |[>g;ise A yerine fl(A) matrisi ve f yerine fI(f) vektoriiniin
yerlesmesiyle

I A-f(A) [[<ef[All, || £-A0 <&l f]]
esitsizlikleri saglamr. Bunlara giris hatalar1 denir. Burada || A ||, A matrisinin spektral
normunu ve || f'||; f vektoriiniin Euclid normunu gostermektedir [Akin ve Bulgak 1998].

Tamm 1.2. Bir A matrisinin spectral normu; A;(A), A matrisinin 6zdegerleri olmak

] = me}ks\/l A (474

Uzere

dir [Godunov vd,1993].

Tamm 1.3. A matrisinin tekil degerleri

03 (A= 4;(4°4) |
dir [Godunov vd,1993].

1.3. fyi Konulmus ve lyi Konulmamis Problemlerin Format ile Baglantis:

Bir problemde verilen A matrisi ve f vektorii formata yerlesirken |

I A-AliselAl, | £- F I<ellf] (1.1)
esitsizliklerini saglayan A matrisi ve f vektorii ile kargillagilir. Hesaplama islemleri igin
segilen format: karakterize eden veya verilen problemin verilerinin dogrulugunu
gosteren & pozitif reel sayisidir. O halde prdblemi degerlendirmek igin problemin
verilerine gore hassasiyeti g6z 6niine alinmahdir. Iyi konulmamg bir problem bu imkam

vermez. Eger hesaplamalar igin kotii bir algoritma segilirse bu taktirde iyi konulmus
problemin de ¢ozilemeyebilecedi agiktir.

Eger iyi bir algoritma segilir ve ¢oziim sirasinda problemin iyi konuldugu tespit edilirse
bu taktirde problemin bilgisayara gére tam ¢oziimii elde edilir. Aksi halde alinacak
cevap ““Verilen problem iyi konulmamig bir problemdir”olur. Iste bu gekilde verilen
algoritmalara Garanti yaklagim algoritmalan ve buradan elde edilen programlara da



Garanti yaklagim programlan denir. Bu konu [1], [2], [6], [9], [10], [13], [18] numaral:
kaynaklarda da ele alinmugtir.

1.4. Garanti Yaklasim Yontemleri

Hesaplama islemlerinde teknolojide son 20 yil iginde biiyiik bir ilerleme saglanmgtir.
Degisik tilkelerde, uluslararasi boyutlarda Scientific Computing, Error Control veya
Garanti Yaklagim Yontemleri olarak bilinen dergiler yayinlanmakta, kongreler ve
seminerler diizenlenmektedir. Reliable Computing {An International Journal Devoted to
Reliable Mathematical Computations Based on Finite Representations and Guaranteed
Accuracy, Institute of New Technologies in Education, St. Petersburg-Moscow, Kluer
Academic Publishers), Error Control and Adaptivity in Scientific Computing (NATO
ASI, Antalya 1998) gibi. Bu tir faaliyetlerde ana konu hesaplamalar sirasinda elde
edilen sayisal ¢oziimlerin gergek ¢oziime ne kadar yakin oldufunun  bilgisayar
yontemleri ile incelenmesidir. Garanti yaklagim algoritmasi, problem bilgisayarda
¢oziilirken hesaplama sirasinda problemin iyi konulup konulmadifim arastinr. Bu
tespitin ise hesaplamada kullanilan Format’a da bagh olmas1 dogaldir. Eger problemin
iyi konulmamis oldugu tespit edilirse cevap olarak problemin iyi konulmamis oldugu
ifade edilir ve hesaplama islemleri durdurulur. Aksi halde hesaplanan ¢6ziim, Format’in
giris hatasindan daha biiyiik olmayan bir hatayla verilir. Garanti yaklagim Yontemi
istenen prolemle ilgili olarak asagidaki kavramlann kesin olarak bilinmesini
gerektirmektedir [Bulgakov 1993]:

1- Format,

2- Sart sayist,

3- Girig verilerindeki hatalarin sonuca etkisi,
4- Kalint1 (Rezidii) problemi,

5- Pratik iyi konulmug problem,

6- Formata bagh bir algoritma,

7- Hassas iterasyon iglemi.

2. Bolimde Ax = f sisteminin ¢6ziimii i¢in bu tip bir algoritmanin 6megi verilecektir.



2. LINEER CEBIRSEL DENKLEM SIiSTEMI iCIN GARANTI
YAKLASIM YONTEMI

Matematigin en 6nemli problemlerinden birisi de Ax=f denklem sisteminin ¢6ziimiidiir.
Bu problem igin klasik test detA # 0 olup olmadigidir. Bir matrisin elemanlarinda yapilan
kiigiik degisikliklerin detA iizerindeki etkileri ¢ok biyiik olabilir. Bir reel say:
gosteriminin yaklaggmindaki limitler ¢ok kiiglik oldugunda, degisim limitlerin diginda
kalabilir. Yani, bazan degisimin ¢ok kiigiik olmasi matris elemanlannin bilgisayardaki
kargihgina etki etmeyebilir. Baz1 durumlarda da kiigiik degisimler verilen matrisin tersinin
almabilme 6zelligini kaybettirebilir. Ornegin;

=T

olarak alindiginda det A = & # 0 olup her figin ¢oziim vardir ve tektir. Buna kargihk

B _(— £ 0) y
=y o IBl=:
matrisi igin (A + B) y = f probleminin durumu, det (A + B) = 0 oldugundan baz f ’ler

icin sonsuz ¢6ziim varken bazi f ’ler igin ise ¢6ziim olmayacaktir. Yani; (A +B)y=f
problemi iyi konulmug bir problem degildir. Ciinkii ¢o6zimin varlif: ve teklii f nin
elemanlarina goére degiskenlik arz etmektedir.

Bu tiir problemlerde, problemin iyi konulmus olmayan problemlerin bolgesine olan
uzaklii ve A’nin elemanlan ne kadar degistirilirse problemin yine iyi tanimlt olacag:
sorulan akla gelebilir. Bu sorunun cevabi bir matrisin gart sayis: yardimiyla verilebilir.

Simdi Ax=f denklem sisteminin ¢6ziimii igin garanti yaklagim yontemi verilecektir.

Bunun igin gerekli olan yedi kavram sirasiyla agsagidaki 2.1-2.7 paragraflannda
agiklanacaktir (Ayrica 1.4’ e bakiniz.) :

2.1. Format

Tim hesaplamalarin, Paragraf 1.2 de ele alindi1 gibi rasyonel sayilanin y, P, P. ve k
parametrelerine bagh F(y, P, P., k ) alt kiimesi olan Formatta yapilmas: kabul
edilmektedir.



2.2.8art Sayis:

Ax = f problemi bilgisayar ile ¢oziilmek istendiginde 6nemli problemlerin dogacag:
asikardir (Verilerin bilgisayara yerlesmesi sirasinda detA=0 olmas: gibi). Bu durum son
50 yil i¢inde net sekilde belirlenmistir. Bu konuda John von Neumann, H.H. Goldstine
ve Turing tarafindan caligmalar baglatilmugtir [ Neumann and Goldstine 1947 ] ve
[Turing 1948 ]. Daha sonra [13],[16],[23] ve [25] ¢aligmalan ile verilen problem igin
u(A) = || A || || A || sart sayis1 olarak belirlenmis ve w(A) ya gore, problemler ele
alinarak degerlendirilmistir. Tekil matrisler igin  pu(A) = olarak kabul edilir.
Simdi sart sayisiin 6nemli bir 6zelligini karakterize eden bir teorem ispatsiz olarak
verilecektir.

Teorem 2.1. Eger A tekil olmayan bir matris ve bir B matrisi i¢in

2w A B/ ITANI<1

esitsizligi gecerli ise bu taktirde (A+B) matrisi de tekil degildir ve

| W(A) - W(A+B) | <3 u(A)|| B/ || Al
esitsizligi gecerlidir [Godunov vd. 1993].

2.3. Giris Verilerindeki Hatalarm Sonuca Etkisi

Girig verilerindeki  belirsizliin sonuca etkisi asagidaki teorem ile hesaplamalara
katilabilir,

Teorem 2.2. A tekil olmayan bir matris ve bir B matrisi i¢in 2u(A)||B||/||A | <1
esitsizlifi gegerli ise bu taktirde Ax = f problemi ve ona yakin olan (A+B)y = ftg
probleminin ¢éziimleri arasinda

Ix-y I/ Ix<3uwAUBN/IAN+Igl/I£I)
esitsizligi gecerlidir [Godunov vd. 1993].
Teorem 2.2, verilerin bagil hatas: ile ¢oziimiin bagil hatasinin pu(A) parametresi ile
baghlifm verir. Yani u(A) ne kadar kigik ise, verilen Ax =f problemi o kadar iyi
konuimustur.



Uygulamada verilerin ve bilgisayardan alinan sonuglanin hatalan iki farklh noktadan
kaynaklanabilir. Bunlar;

1) Kullamicinin yaptig girig hatalan,

2) Verilerin bilgisayar hafizasina yerlesmesi sirasinda meydana gelen yuvarlatma
hatalandir.

(A+B) y =f+ g denklemi Ax = f denklemine “yakin” bir denklem ve bu iki denklem
arasinda sadece ||B||/|| A <e ve [|[g]/| f] <e bagintlarimn gegerli oldugu
varsaydsin. Burada g, giris verilerinin  hassas verilip verilmedigini gosteren bir
parametredir. Bu agidan € parametresi olduk¢a O6nemlidir. Eger hatalar sadece 2) den
kaynaklamyorsa bu taktirde € = €, olur. Burada €; segilen formatin elemam olan bir

sayidir.

2.4. Kahint: Problemi

Kalint1 problemi garanti yaklagim teknolojisinde ¢ok onemli bir yere sahiptir. Cozim
olarak elde edilen y vektoriiniin Ax = f sistemini saglayan x vektériine ne kadar yakin
oldugu sorusuna agagidaki teorem cevap vermektedir [Godunov vd. 1993].

Teorem 2.3: A tekil olmayan bir matris ise, keyfi olarak segilen y vektorii ile verilen
Ax = f probleminin tek ¢6ziimii olan x vektérii arasinda
[x-yll/lIxll< wA) || Ay - £l /] £
esitsizlifi gecerlidir.

Bu Teorem 2.2 nin basit bir uygulamasidur.

2.5. Pratik Iyi Konulmus Problem

Ax = f problemi ¢6ziilmek istendiginde, ok fazla hassas sistemler pratikte ise yaramaz.
Cunkii verilerdeki kiigiik degigiklikler ¢oziimii bityiik Olgiide etkileyebilir. Dolayisiyla
bulunan ¢6ziimiin, problemin gergek ¢dziimiine ne kadar yakin olup olmadig hakkinda
yorum yapilamaz. Buradan gikis yolu, pratik terslenebilen matrislerin sart sayillannin st
simn kabul edilen p* parametresini kullanmaktir. Bu parametre Teorem 2.1°i asagidaki
sekliyle ifade etmeye imkan verir.
Teorem 2. 4: Eger u(A) <u* ve 2u* || B ||/ ||All <1 ise,
uw(A+B) < 1.5 p*



ve
| H(A) - W(A+B) | <3 p*(A)||B ||/ || A

olur.

Bu teorem p* degerine bagh olarak giriy elemanlariin en ¢ok ne kadar hata ile
verilebilecegini gosterir. Bu teoreme gore hesaplama gereci p* < || A ||/ (2|| B ||) olacak

sekilde segilmelidir.
p*’in stmnm bilgisayarda hesap edecek yontem de asagidaki sekilde verilebilir.

Eger Ax = f problemi igin 20u(A)e, < lise || y - x || < g, ||x]| esitsizligi saglamr ve

bilgisayara gore "tam" ¢oziim bulunabilir. Boylece dogal olarak p* = 1/(20g, ) segilebilir.

2.6. Algoritma

Garanti yaklaggm metodunun en o6nemli kismi, yedi temel kavramdan biri olan
algoritmanmn geriye kalan alti kavram ile bagdasabilecek sekilde bulunabilmesidir.
Asagida Ax=f sistemi ile ilgili problemin ¢6ziimii i¢in boyle bir algoritma kurulmustur.

Verilen problem igin veriler; N dogal sayisi , pu* reel sayisi, reel elemanh NxN boyutlu
A kare matrisi ve N bilegenli reel elemanl: f vektoriidiir.

Adim 1. Householder doniisiimleri kullamilarak tekil olmayan A kare matrisi iki kogegenti
matris haline getirilir. Yani, A = QWV olacak sekilde Q, V ortogonal matrisler ve W iki
kosegenli matrisi bulunur.

Admm 2. Sturm yontemi kullamlarak elde edilen iki kogegenli matrisin en biiyiik on(A)
ve en kiigiik 61(A) tekil degerleri hesaplanir.

Adim 3.0n(A) > 61(A)pu* esitsizligi kontrol edilir. Bu esitsizlik dogru ise verilen Ax = f
problemi pratik iyi konulmamis olarak tespit edilir ve hesap islemleri durdurularak
M(A) > p* sonug olarak verilir. Aksi halde 4. Adima gegilir.

Adim 4. Ax = f sisteminden x vektorii hesaplanir.

Burada u(A) yeteri kadar kiigiik oldugundan, énceki adimdaki Householder donigiimleri
ve iki kogegenli matrislér kullamilarak bu islem giivenli sekilde yapihir. Gergekten



QWVx = fsistemi W(Vx)= Q*f seklinde yazilabilir. W iki kogegenli matris olduguna
gore eliminasyon ( yok etme) yontemiyle
Ws = Q*f

hesaplanir. Sonra da y =V*s elde edilir. Tim islemler yuvarlatma hatasi olmadan
yapilsaydi y = x olurdu. Ancak verilen algoritma, segilen format ve p* sayisina gore
herhangi bir f vektorii igin

Ay - £]| <0.5 [
esitsizligi saglanacak gekilde hesaplama yapmaktadir [Godunov vd. 1993]. Istenilen x
vektorind, secilen formatin girig hatasi duyarhliginda hesaplamak i¢in hassas iterasyon
islemi kullamimalidir.

2.7. Hassas iterasyon Islemi

Hassas iterasyon iglemi sadece iyi konulmus problemler i¢in kullanilir. Bu islemin amaci
onceki algoritmanin sonucunda elde edilen yaklagik y ¢oziimiine dayanarak daha iyi bir
yaklagim elde etmektir. Bu klasik bir yontemdir [Wilkinson 1965].

Paragraf 2.6’ da verilen yontem ile keyfi olarak segilen herhangi bir fi¢in
llAy - f£]|< 0.5 [I]]

esitsizlifini saglayan bir y vektorii hesaplanmugtir.

Dolayisiyla agagidaki iterasyon iglemi yliriitiilebilir.

Adum 0. u, =y ve vo=Tf-Ay olarak alinir.
Adim 1. Onceki adimda belirlenmis up ve vo kullamlarak,
Adim 1.1. Aw = v probleminin yaklagik ¢6ziimii bulunmaya ¢algilir. Burada v = vp
olarak segilebilir. Householder yontemiyle
| AW - vo [| < 0.5 |fvoll

ifadesi saglanacak sekilde w; bulunur.
Adm 1.2. u;=up+ wy;

Vi =vp - Awi.

olarak hesaplantr . || v; || < 0.5 ||vo|| esitsizliinin saglanacag: agiktir.



Adm 1.3. Efer [vq|| < 1/ (u(A)e,) ise bu taktirde hesaplama iglemleri durdurulur ve
Teorem 2.3 ’e dayanarak u, istenilen x vektoriinii €, bagil hatayla temsil eder.

Adim k. (k> 1). Onceki adimda hesaplanan uy; ve vi.; kullamlarak,
Admm k.1. Aw = v probleminin yaklagik ¢6ziimii bulunmaya ¢ahgilir. Burada v = vy
olarak segilebilir. Householder yontemiyle
| Awic - vier || < 0.5 [[viea]
ifadesi gegerli olacak sekilde wy bulunur.
Adm k.2, ux =uyg.g + wy;

Vi = Vi1 - AWy,

olarak hesaplanir . || vi || 0.5 ||vii|| © in saglanacag: agiktir.

Admn k.3. Eger |jvi]| < €,/ u(A)|fll ise bu taktirde hesaplama islemleri durdurulur ve
kalinti teoremine dayanarak uy istenilen x vektoriinii €, bafil hatastyla temsil eder.

Uyann 1. Burada Adm k.2 de yapilan iglemleri daha ince formatlan kullanarak
yapmak gerekmektedir [Merdan, 1996].
Uyan 2. k. adimdan sonra iglemlerden agagidakiler elde edilir.

vo = f- Ay, [l vo [ < 0.5 [Ifll;

V1= Vo - Aw, [ va [ < 0.5 [Ivoll;
V2= V1 - Awy, | v2[| < 0.5 |wll;
V3 =V - Aws, [ vs [ < 0.5 |-

..............................................................

Vi1 = Viea ~ AW, || Vier || £ 0.5 [jviealf;
Vk = Vi1 - AWy, | vi ] £0.5 |vial|.
Boylece
[l vic [[< 0.5 [[vicall < (0.5)” [Ivicall < (0.5)* [Iviall < .. < (0.5)" [ivoll = (0.5)" Il
olur. Ayrica,
vig=f-Au =f-Aly+wr+wy+ ... +w]
yazilabilir. Dolayisiyla  (0.5)F < g/ W(A) sartim saBlayan bir k degeri her zaman
bulunabilir.
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3. LINEER DIFERENSIYEL DENKLEM SiSTEMLERI

Bu boliimde lineer denklem sistemleri ile ilgili baz1 bilgiler verilecektir. Daha sonra
Cauchy probleminin ¢éziimiiniin varlig: ve tekligi hatirlatilarak ¢6ziimiin verilere gore

siirekliligi incelenecektir.

3.1. Sabit Katsayih Lineer Diferensiyel Denklem Sistemleri

yi(t) bilinmeyen fonksiyonlan, t,<t<t, kapah arali1 izerinde tamml ve birinci

turevlere sahip fonksiyonlar olmak iizere,

d
E)’l(t) = a7, () +apy,(O)+ ... tanwd) .

d
E)&(t) = a5 y1(t) +ay Yo (1) + ... +an (@),

.......................................................................

d
EYN(t) = 2y Vi(t) T ap Yo (1) + ... Fag (D) -

seklindeki sisteme N- boyutlu, homogen, sabit katsayili, lineer diferensiyel denklem

sistemi denir. Verilen sistem,

a1 4y - AN n
A=|21 @2 v N y()= »2(t)

a1 aya - aNN yv@®

a,(i,j=1,2,..,N)-gergel sayllar, y(0) (j=1,2,..,N),t,<t<t, araliginda
tanimh gergel degerli fonksiyonlar olmak iizere matris-vektor sistemi olarak,
d
— = 3.1
YO =AY0 3.1
seklinde ifade edilebilir.
Aym zamanda,
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dy;
& apy () + apy,() + ... + apy®) + Fi(y),

dy
_de = i) + anyt) + . + Ay + Foft),

.............................................................................

dyN
dat Ay Vi) + @y Yo0) + ... + ayy (D) + Fuft)

seklinde ifade edilen N-boyutlu, homogen olmayan, sabit katsayil, lineer adi diferensiyel

sistemi de incelenecektir. Bu sistem de
a1 ap - Ay 10) Fi(®)
A= 0:21 afz 02:N : y(t)= yzz(’) ()= FZ;(t)
ayi ayz - anN yn (@) Fy (@)
a;(i,j=1,2,..,N) - gergel sayilar, y®) ve Ft) (j=1,2,..,N), tp<t<t
arahi@inda tammb gergel degerli fonksiyonlar olmak iizere,

d
YO =AY®) +F©)

matris-vektor denklemi seklinde yazlabilir.

M tane aym A katsayillar matrisine sahip adi diferensiyel lineer homogen denklem
sisteminden olusan sistem de ( diger bir ifadeyle sistemler sistemi )

Y,;(1)
Y, j (t)

aj = 1, 2> ERAdE ]

bu denklem sistemlerine ait olan bilinmeyen vektor fonksiyonlar olmak tizere

Y(®) =[ Yi(®), Ya(t), ..., Ym(D) ]
seklinde veya daha agik olarak

Y1) = M
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Ha(@0) Y - By @)
Y(t) — Yz]:(t) Yu:(t) Y;M(t)
YNl(t) sz(t) YNM(t)
denirse,
iY =AY
- YO=AY(®)
seklinde yazilabilir. Bu sistem aym A katsayr matrisine sahip olan M tane matris vektor
sistemi olarak agagidaki sekilde yeniden yazilabilir.

d .
S YO =AY0, (=12 .,M).

3.2. Cauchy Problemi ve Ustel Matris Fonksiyonu
Tanmm 3.1. —(—id;x(t) = Ax(t) diferensiyel denklem sisteminin x (to) = @ sartim1 saglayan
¢oziimiiniin bulunmasi problemine baglangi¢ deger problemi veya Cauchy problemi denir.

Teorem 3.1. A tekil olmayan gergel karesel bir matris, a; keyfi segilen N bilegenli
bir siitun vektorii ve tp bir gergel say1 olmak tizere,

d =
1 Ax(t) ,

X (t)=a

Cauchy probleminin ¢oziimii olan N bilesenli x(t) vektor fonksiyonu vardir ve tektir
[Rabenstein, 1970 ].
Bu problemin ¢oziimii iistel matris fonksiyonu exp {tA} =e'* kullamlarak

x(t)=exp {(t-to)A }a
seklinde yazilabilir.
Verilen N boyutlu bir diferensiyel denklem sisteminin ¢6zimiinii genel sekilde
tammlamak i¢in N tane aynt A katsay1 matrisli sistemin ¢6ziimiine ihtiyag vardir. Ciinki
X(t) = exp{tA} ustel matris fonksiyonu

d iy =
Ex(t) =AX(1),

X (0)=1I
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matris Cauchy probleminin tek ¢éziimiidir. Burada I; NxN tipinde birim matristir.

Ustel matris fonksiyonu bu galigma igin 6nemli kavramlardan birisidir. Bu nedenle
asagida tistel matris fonksiyonunun hesabi ile ilgili bir 6rmek verilecektir

o 1 2
Ornek 3.1. A= ( 0 :J olmak iizere € hesaplanacaktir.

e'* olmak iizere

u(?) g(t)) _
v(t) h@t))

asafidaki Cauchy problemlerini saglayan bir matris fonksiyonudur.

Yukanda da séylendigi gibi tistel matris fonksiyonu X(t)=(

1) %u(t) =u(t) + 2v(t),

d =
5 'O =3v0,

u(0)=1,v(0)=0

ve
d
2) Et-g(t) = g(t) + 2h(t),
ih(t) = 3h(t)
dt y
8(0)=0,h(0)=1
Sirastyla bu problemlerin ¢oziimleri bulunacak olursa,
FRCRENCRIOR
probleminden v(t) = 0 oldugu agiktir. Dolayistyla u(t),
%u(t) =u(t), u0)=1
Cauchy probleminden u(t) = ' olarak elde edilir.
2) -(-;‘-{h(t) = 3h(t), h(0) = 1

probleminin ¢6ziimii h(t) = ** oldugundan g(t)
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80 =80 +2¢" g0)=0

Cauchy probleminden

!
g(t) = e'g(0) + J' e*e*ds=¢"-¢',
0

olarak bulunur. Sonug¢ olarak

t .3t t
A e e’ —e
e =X(t)=
) (0 K J

elde edilir.
Ustel matris fonksiyonu ile ilgili 6zellikler igin [14] ve [16] numarah kaynaklara
bakilabilir.

3.3. Temel Matris

{wi(t), ya(b),..., wn(t)} N- boyutlu vektorii,

L y0=Ay0)
sisteminin ¢éziimleri olan fonksiyonlarin vektor uzayinn bir taban olsun. Bu durumda,
w(t)=[ vi®), ¥2(D),-.., wn(t) ]
matrisine
d
YO =AY®)

sisteminin temel matrisi denir. Yani y(t) sistemin temel matrisi ise,

d
‘&;w(t) =Ay(t); dety(t)#0

d
3 XO=AX()

X(0) =1

TC. YORSEXOGRETIM KURTLY
DOKUMANTASY O MERIEZE
15



Cauchy probleminin tek ¢ozimi X(t) = e istel matris fonksiyonudur. Boylece e

tistel matris fonksiyonu, verilen sistemin bir temel matrisidir.
3.4. Coziimlerin Siirekliligi

d
d—ty(t) =Ay(t) +F(t),y(r)=a (3.2)

Cauchy problemi i¢in, A tekil olmayan kare matris F(t) siirekli bir fonksiyon, a N boyutlu
sabit bir sttun vektorii ve 1 herhangi bir gergel sayr olmak iizere bu denklemin

¢Ozimiiniin var ve tek oldugu ve y(t) ¢6ziimiiniin

t
y)=€'"Pa+] "AF(s)ds (3.3)
0

formiliiyle verildigi bilinmektedir. [Goldberg ve Potter, 1998]

Bu boliimde, y(t) =y(t, T, A, a, F(t) ) ¢6ziim vekt6r fonksiyonunun, problemin A, T, a,
F(t) girig verilerine gore siirekli oldugu ispat edilecektir. Bunun i¢in (3.2) problemine
yakin olan

g{z(t) =Az@®)+F@®), =(I)=42 (34)

problemi ele alinacaktir. Burada A, %, 4 , F(t) degerlerinin A, 7, a, F(t) degerlerine
“yeteri kadar” yakin oldugu kabul edilecektir. O zaman (3.2)’ nin ¢ziimi olan y(t) ile

(3.4) probleminin ¢oziimii olan

t
2)=etD 54 j e94 f(s) ds 3.5)
0

de yeteri kadar birbirine yakin olur. Yakinlik kavrami kullamldifindan bir metrik uzay
tanitmak gerekmektedir. Bunun ig¢in T bir pozitif sayt olmak tizere, |t|< T kapal
arabginda siirekli fonksiyonlarin kiimesi £ = Z(T) olsun. Bu kiimede u(t), v(t)
fonksiyonlan arasindaki uzakhk

p(u,v)= max || u@®~v(9)|

seklinde tammlansin. y(t), z(t), F (t) ve F(t)’ nin bu metrik uzayin elemanlan oldugu
aqiktir,
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[t)< T kapal arah@inda siirekli birinci tiirevlere sahip olan fonksiyonlarin kiimesi
ZE® = BXT) olarak gosterilsin. Bu kiimede u(t), v(t) vektor fonksiyonlari arasmdaki
uzaklik

T
M9~ s w0 O+ ] U - v | d

seklinde tammlanmir [Godunov 1994].

Teorem 3.4. A tekil olmayan bir kare matris olmak iizere,
1A -AlL1%-TLlI&-2 1, p(F @), F®))
degerleri yeteri kadar kiigiik ise bu (3.2) ve (3.3) problemlerinin ¢6ziimleri i¢in bir C
sabiti vardir ve
p(y(®), 2(1))<C {||A -Al|+|Z-t|+ -] +p(F(®), F(t))}.

esitsizligi gegerlidir.
Bu teoremin ispatina gegmeden once agagidaki iki lemma ifade ve ispat edilecektir.

Lemma 3.2. A; NxN tipinde bir matris olmak iizere, herhangi t, T gercel sayilar i¢in

N - e s ie-ay oAy

esitsizligi dogrudur.

Ispat. Ustel matris fonksiyonun ozelliklerini kullanarak

e -e™= ™[ A-]]

yazilabilir. Aynica, iistel matris fonksiyonun tammindan

A t? n
e =T+tA+ —A%2+  + —A"+ ..
2! ki
dir. Dolayistyla
A 12 n
e -I=tA+ — A%+ ..+ —A"+ .
2! k!

ve

2 k
jes-rps pag - SUADE L, QAD"

. k-1
APINPR I L1 1 B (1)
2! k!
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olur. Bunun ile birlikte

QAD™ _qeap*™ o5
k! k-1t

esitsizligi kullamlarak
leh-eA <l e® | e -1 <[l t-t| Al Al

yazilabilir. Bu da ispat: tamamlar.

Lemma 3.3. A, B; NxN tipinde iki matris ve t bir ger¢el say1 olmak lizere
I ATB) _ A | <tB|| Al +{IBil)

esitsizlifi dogrudur.
ispat.

%X(t) = AX(t) + F(t), X(0)=1
homogen olmayan Cauchy probleminin ¢oztimiiniin var ve tek olup

t
X(t)=e" + f e*A F(s) ds

0
seklinde yazilabildigi bilinmektedir. Dolayisiyla X(t) = ¢4
—(%X(t) = AX(t) + BX(t), X(0)=I

Cauchy probleminin bir tek ¢oziimii oldugundan

t
X(t) =+ I e BX(s) ds.
0

Dolayistyla
B gt = f 94 B4 ds
4
yani,
e AP - e ) < j 11 1 1B 164 | ds
4
< I 1“4 ) 1B 1% | ds
ve 0

1XAB)_ A | < B f SENAIL SUAIFBID 4o
0
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t
=B et”AIIJ' e5||B|| ds
0

= Al [etllBII 1]

<t||B|| Al + HBID
olur ki bu da Lemmanin ispatini tamamiar.
Simdi teoremin ispatina gegilirse (3.3) ve (3.5) den

~ t -~ ~
y(t) - z(t) =l P a- etV 3 +I [('"S)F(s) - ™4 F(s)1ds  (3.6)
0

yazilabilir. Burada 6nce

e( t-1)A (t-DHA a

a-¢

matris fonk,siyonu ele alinsin.

e(t-’C)Aa_.e(t—t)A i =e(t-r)Aa_ e(t-r)A i +e(t-1:)A 3- e(t—t)A i

ifadesinin dogrulugu aciktir. Dolayisiyla iiggen esitsizligi kullamlarak,

et DA 3 N<llelt""Pa- el |+ 1T 5 _ DA 4y

<[ € o a |+ V% - 04 fa| (G
esitsizliklerj yazilabilir.
Aym sekilde,
e(t-‘l:)A _ e(t—%)A = (t-T)A e(t—%)A + e(t—%)A - e(t-%)A
oldugundan
I (DA _ e(t—E)A =1 (1A _ e(t—‘E)A ”_l_”e(t—'E)A _ e(t—%)A I

yazilabilir. Lemma 3.2’ ye gore

| elt T L et DA Y < DAY 24 2] jAl e

olacaktir. Dolayisiyla

t- -DA 4 t- A t- A ~30Al 1 a
et Ma. e®@Dh g <" a-a [+ | - T IAl e 4
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=1 TR {la-a i+ Al Ay - 31
olur. Yani (3.6)’ daki birinci terimin st simn hesaplandi. $imdi bu formiiliin ikinci

terimine bakilirsa,

t P t . A
If [ AR - R B sl <f J1eTVAFE) - e F) il ds
0 0
= [ e F) -t F()+ DA F (5)- e P4 F(s) ] ds
0

<[ WM IF© - FE I+ - R FE) [|1ds

© Cemmnry .,

<[ e M p(FE), F@)+ et - 4 max [F@)1ds

© ey

elde edilecegi kolayca goriiliir.

Lemma 2.3 ’e gore

” e( t-s)A . e(t—s)l& ” < ( t-s ) ”A _A“ e(t—s)(ﬂA[H-l]A—Aﬂ)

olur. Bu taktirde onceki isleme devam edilirse,

I j [ 4F(s) - €44 Fi(s) Jds |
<p(F@®, FQ) | I ds+ max (B 11e% - e ds

< p(l"\?(t), F(t)) ‘f I e(t- s)A | ds+ _g.lsa;(,r “ﬁ-(s) i f (t-s) ”A A e(t—sXﬂAﬂ+ﬂA—Aﬂ) ds

t t
A (t_ S )A A- A -
< p(F@®, F@®)) j I e I ds + [|A-Al| max |[F(s) | j (t-s)
o(t-SXAHA-AD 4o

bulunur. Boylece

(2.10) formiiliindeki ikinci terim igin de Gst stnir bulunmusg olur. Buise,
1y -zl < Il {lla- 4|1+ (Al e &) |<- %))
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+ p(F(), F®) [ €% |1 ds

t -~
+1|A-All max |E@) || [ (t-s) e“XAMAAD g
=T<s<T s

esitsizligini yazmaya imkan tamr. O halde eger,

t

C= max {|e" %+ max [1,[JA]l e a1+ [ |le“ % ||ds
—~T<t<T 0

+ max |F(9)] j (1-5) eOAHIA-AD g y

segilirse teoremdeki egsitsizligin dogru oldugu ispatlanmis olur.
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4. SABIT KATSAYILI LINEER DiFERENSIYEL DENKLEM SIiSTEMI
ICIN IKi-NOKTA SINIR DEGER PROBLEMi

Bu bolimde sabit katsayil: lineer diferensiyel denklem sistemi igin iki-nokta sinir deger
problemi tanitilacak, problemin g¢oziimiinin varlifi ve tekligi hakkindaki teorem
verilecek ve konu Orneklerle incelenecektir. Daha sonra problemin Green matris
fonksiyonlar yardimiyla analitik ¢6ziimii verilecek ve girig verilerinin ¢oziime etkisi

sart sayisina dayanarak incelenecektir.

4.1. iki-Nokta Smmr Deger Problemi
Tamm 4.1. [t,t;] aralifinda

—j—ty(t) = Ay(®) + £ (1)

4.1
Ly(t) =0, Ry(t)=vy

"seklinde tamimli problemin ¢dziimiiniin bulunmasina sabit katsayili, homogen olmayan,

lineer, adi diferensiyel denklem sistemi i¢in iki-nokta sinir-deger problemi denir.
Burada A; NxN, L; kxN, R; (N-k)xN tipinde ger¢el matrisler, ¢; k-bilegenli ve y; (N-
k) bilesenli vektorler, f{t) ise verilen aralikta siirekli olan N- boyutlu vektor
fonksiyondur. Yani,

a4, G - Gy Ly, L - Ly
A=| P21 G " BN | Ly Ly - Ly

adn Ayy ot Ay Ly Ly - Ly
- .
R, Ry - Ry A ?, v,
ces (/[
S I A 8 O R M SR
Ry-iyn Rw-ryr -+ R-iyw . ®, _'/’ -ty

seklindedir [ Murti ve Lakshmi, 1990 ].
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Ornek 4.1.

Zi®= 310 -2y 0) + 4330

g;y:(t) = yi(t) -2ys(t)

d
;ty3(t) =-Yya(t) + cost

sisteminin sinir gartlar,
il + y2(1)=3; yi®)+2y:(8)=7;yx1)-5y3(1)=5;
olsun. Burada N=3, k=2, t;=1, t;=8 olup bu sistem matris vektér seklinde yazilacak

olursa,
0
1 -2 4
11 0 3
=11 0 -2;L=[0 : _S}R=[1 0 2];<p=[5]; w=(7); ftty=| O
0 -1 0 cost
olur.

4.2. Varlik ve Teklik Teoremi

Teorem 4.1. [t,t;] aralifinda tanimli (4.1) problemi g6z 6niine alinsin. Eger O(t)

<30 = Ay®

sisteminin ?ir temel matrisi ve

L
H= [Rd)(tl ~t, )@'1(0)] @2

tekil olmayan matris (detH=0) ise, (4.1) probleminin ¢6ziimii vardir tektir ve

L (s t-t)A___ 4
Y(t)=_[ DA (s) ds+ e( o H 1{,/,_ R J"l e(t—S)Af(s)d8:‘
To

fo
seklindedir.

Not. T, t gergel sayilar olmak lizere, herhangi ®(t) temel matrisi i¢in

®(T-t) & (0) = T4
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olur [Goldberg ve Potter, 1998 ]. Boylece (4.2) sarti segilen ®(t) temel matrisinin

segiminden bagimsizdir,

Ispat. Once bu problemin ¢oziimiiniin varhg: gosterilecektir.
W= [ @ts)D'(0)fs) ds (43)
to

vektor fonksiyonunun (4.1) sisteminin bir 6zel ¢oziimii oldugu agiktir. Bu sistemin
genel ¢Oziimii

y®) =z(t)+ y (1)
seklinde yazilabilir. Burada z(t), (4.1) sisteminin homogen kisminin genel ¢6ziimii
olup

z()=D(t-t,)C
seklindedir. Burada C,

bilinmeyen katsayilar vektoriidiir. Bu katsayilar baglangi¢ sartlarina baghidir. C vektorii
baglangi¢ sartlarindan faydalanilarak
L ®(0)C=¢-L§ (to);
RO(t1-t6)C=y-Ry(t)
seklindeki bir N boyutlu lineer sistemden hesaplanabilir. Bu cebirsel denklem sistemi
. 4
HOO)C= |y - R[ @@ -5)07(0)/(s)ds
A
seklinde de yazilabilir. H, ve ®(0) tekil olmadigindan verilen herhangi ¢, v vektorleri
i¢in bu sistemin ¢oziimii vardir ve tektir. Yani (4.1) probleminin ¢6ziimiiniin var oldugu

ve bu ¢6ziimiin

y(t) =j @(t - s) D7(0) Ks) ds + D(t - to) &'(0) H'

1

t

w—R [ ®¢- )P O)f(s)ds (“44)
t
0

seklinde oldugu ispatlanms olur.

24



Simdi (4.1) probleminin ¢oziimiiniin tek oldugu ispatlanacaktir. Bu problemin u(t) ve
v(t) gibi iki farkh ¢6ziimiiniin var oldugu kabul edilsin. Bu taktirde,

% [u®-v® 1= A[u@® - v ];

Llu(to) v(t)]=0;  R[u(t)-v(t:)]=0
yazilabilir. Yukandaki iglemler bu problem igin tekrarlanirsa bu taktirde genel ¢6ziim
u(t) -v(t) =(t-t,) C
olu;. Bilinmeyen katsayilarin C vektérii igin de, H®( 0 )C =0 lineer denklem sistemi
elde edilir. Fakat H ve ®(0) matrisleri tekil olmadiklarindan, bu sistemin ¢oziimiiniin
C =0 oldugu agiktir. Yani u(t) = v(t) olmak zorundadir. Boylece ¢oziim tektir ve
teorem ispatlanmig olur.
Ayrica verilen problem igin temel matris olarak etA iistel matris fonksiyonu alinirsa

problemin ¢éziimi

' ?

yt) = [ P Rs)ds+ M Yy Rjt' 94 £(5)s
t, "

seklinde yazilabilir. Burada

Py L
H= Re(tx _to )A

matrisidir.
Asagidaki 6rnek, bu teoremin iyi bir uygulamasidir.
Ornek 4.2.
d
—_— t = t A
7 yi(t) = -y2(t)
d
— yv2(t) =yt
7 y2(t) = y1(t)

sistemi g6z Oniine alinsin. Bu sistem igin,

a) y1(0) +y2(0) = ¢ ; yi(n/2) + ya(n/2) = v,
b) vi(0) + y2(0) = @; yi(w) + y2(m) =y

iki-nokta simr defier problemlerinin ¢oziimlerinin varlig ve tekligi incelenecektir.
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Buna gore verilen sistem igin,

_ 0 -1} _ yi(t) 5
A (] 0),y(t) (yz(t)},

L=(1 1); R=(1 1); to=0, ;=2

olmak tizere
e (Cost —Sint)
Sint Cost
olur.
Q0-57A — (0 "1)
1 0
ve
0 -1
Re™™=(1 1 ( )= 1 -1
(1| =
olur. Buda

<))

det H=-2#0 sonucunu verir. Teorem 4.1” e gore verilen ) probleminin ¢dziimii vardir

ve tektir.

b) Benzer gekilde

ve

L 1 1
() 2
(Re’“) -1 -1
det H= 0" dir. Dolayisiyla Teorem 4.1°¢ gore verilen b) probleminin ¢6ziimii yoktur.

Bu orneklerde de goriildiigii gibi bir problemin ¢oziimiiniin varligi ayn1 zamanda verilen

aralifa da haghdir.
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4.3. Dirac Fonksiyonu ve impuls Sag Tarafli Cauchy Problemi

Tanim 4.1. b bir vektor olmak iizere & (t - £)b ye ideal impuls denir. Burada
8(t-8),
S(t-£)=0,¢eger t>& veya t<E ise,

E+e
herhangi € >0 saysi igin, I 8(t-&)dt=1
E-¢

seklinde tammh &-Dirac fonksiyonudur [Godunov, 1994].
Bu fonksiyon i¢in yukandaki tanimdan

. 0,1 <&
[ et 5(s-¢)bds=
to ep > &
oldugu gorilar.
[ t,, ) araliginda tammlanan N boyutlu homogen impuls sag tarafli lineer diferensiyel

denklem sistemi igin

%x(t) =Ax(t) +8(t-E)b ,x(to)=a 4.5)
Cauchy problemi yazilabilir. Bu problemin ¢6ziimi
0, t<é¢
xt)= ¢ 45 + (4.6)

eMp 15 ¢

seklindedir. Ayrica, bu formiilden x(£ *)=x(&°)+b oldugu agiktir. Dolayisiyla (4.2)

Cauchy probleminin yerine

%x(t) = Ax(t), x(to) =2, ty <t < &,

%X(t)=AX(t),X(§+)=X(é')+b, t> ¢

seklinde iki tane Cauchy problemi yazilabilir.
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Ornek 4.4. §, 5-Dirac fonksiyonu olmak iizere,

y(®)=2y® +38(t-2),

y(1)=4
Cauchy probleminin ¢6ziimii (4.6) formiiliine gore
y(t) =4 20-D ; efer 1<t<2,

y() =4 e2(t-1) + 3 2(t-2) ; eger 2<t

olarak bulunur.

Ornek 4.5. 8, 5-Dirac fonksiyonu olmak iizere
y@)=5yt)+38(t-4)+78(t-9),

y(0) =2,
Cauchy probleminin ¢dziimi yine (4.6) formiiliine gore,
y(t)=2e3t; efer 1<t<4,
y(t) =2 et +3 34 ; efer 4<t<9

y)=2et+3e3tH +7e509); eger t>9

olarak bulunur.

4.4. Homogen Olmayan impuls Sag Tarafli iki-Nokta Sumir Deger Problemi

ve Green Matris Fonksiyonlan

Bu bolumde [to, t; ] aralifinda (4.1) iki-nokta sinir deger problemi incelenecektir.

Teorem 4.1 e gore

L
det (Re“‘"‘“"‘) #0 (4.7

ise bu taktirde herhangi siirekli bir f{t) fonksiyonu, to, <t <t, ve ¢, v vektorleri igin

bu problemin ¢6zimiiniin var, tek ve

YO =Go o +| G(tE)TEME+ Gl (48)

)
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seklinde yazilabildigi gosterilecektir. Burada G(t), G(t.£), G,(t) matrislerine Green
matris fonksiyonlani denir. Bu fonksiyonlann tamimlan ileride daha ag¢ik olarak
verilecektir.
Simdi,

d

d~tY(t) = Ay(t) +8(t- & )b,

Lyt)=¢, Ry(t)=vy
homogen glmayan, 8-Dirac fonksiyonlu, sag tarafli, iki-nokta sinir deger problemi ele
alinsin. Bilindigi gibi (4.7) sarti mevcut ise, verilen sistemin ¢oziimii vardir ve tektir.

Burada & werilen [ty, 1; ] aralifinda bir sayidir. Bu sistem

j‘;y(t) - Ay,
(4.9)
yEN-yE)=b, Ly =0, Ry@)=y

seklinde de yazilabilir. Daha sonra,

Yu(®) Yu()
Yi(t) = yglz(t) ' . Ya0)= yzzs(t)
v () L)

N boyutlu vektor fonksiyonlan olmak tizere aym sekilde bu vektor fonksiyonlan igin

—d(—iEYl(t) = AY«t) +8(t-€)By,

L Yl(fo) =L, R Yl(tl) =R,
(4.10)
bn L0} Y
b
S L P L
le (le WN—k,]
ve
d
Et“Yz(t) = AY(t) +8(t-E)B,,
L Yz(to) =L,, R Yz(tl) =Ry,
(4. 11)

29



sz (pNZ V/N—k,z

sistemleri yazilabilir. Ayrica, bu sistemler birlestirilerek

Yu Vi b, b,
YO-1%0,Y01=|"" Y| B-p,B1-|" |,
Yni Yo byi by,
P P Vi Vi
¢ =[LiL2]= ¢;21 (0:22 > ¥ =[Ry,R]= '/’:21 W;n ,
P Pu Wnota Yr-sa

olmak iizere, elde edilen yeni sistem

SY®=AYO+8(t-6)B,

(4.12)
LY(to)) = ¢, RY(t)) = ¢

olarak matris denklemi geklinde yazilabilir.

Bu sekilde hareket ederek sistemler birlestirilebilir ve bu genisletilen sistem igin varlik ve
teklik teoremi saglanir. Yani eger (4.7) saglamyorsa bu sistemin ¢oziimii vardir ve tekdir.
Bu halde agagidaki teorem de gegerlidir.

Teorem 4.2. [ t,, t; ] arahfinda tanimh

d ven =
3 YO =AY(),

Y(£)-Y(E7)=F, (4.13)
LY(t)=¢ , RY(t;)=y
homogen olmayan iki-nokta simir deger problemi g6z 6niine alinsin. Burada A, L, R, ¢,
¥, F sirastyla NxN, kxN , (N-k)xN, kxm, (N-k)xm ve Nxm tipinde reel matrislerdir.
Eger (4.7) sart1 saglamyorsa bu taktirde (4.13) probleminin ¢dziimi var, tek ve siirekli
mxN tipinde bir matris fonksiyonudur [Godunov 1994 ].

TC. YOKSEKOGRETIM KURTLY
DOKIMANTASYO!N IEnkEZi
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Iki-nokta smir deger probleminde Green matris fonksiyonlarin bulunmasimn Snem
derecesi, singiiler olmayan bir A matrisi i¢in Ax = f cebirsel sistemindeki A™ matrisinin
bulunmas: ile aymdir. Yani, herhangi bir f vektérii i¢in sistemin ¢dziimii var, tek ve
x = Af geklindedir. Aym zamanda A" matrisi AX = I matris denkleminin tek
¢ozimidir (Burada N tane sistem vardir.). Ters matrisin bulunmasi sistemin sag
tarafindaki f* ler degistifinde ¢6ziimiin direkt olarak yazilmasina ve sistemin ¢oziim
kiimesi hakkinda yorum yapmaya imkan vermektedir.

Burada oldufu gibi iki nokta smr deger probleminde Green matris fonksiyonlan
hesaplandiginda problemin ¢oziimii (4.8) seklinde yazlabildiginden, problemin sag tarafi
f(t), ¢, v degistifinde ¢oziimii elde etmek igin direkt olarak (4.8) de yerine yazbhr.
Boylece sadece f{t), ¢, v degistifinde biitiin sistemi bagtan ¢6zmeden (4.8) formiilii
yardimiyla ¢6ziim elde edilir. Yani, G(t), G(t,£), G,(t) Green matris-fonksiyonlan f{t), ¢,
vy ile birlikte iki-nokta simir defer probleminin ¢oziimiinii kontrol eden fonksiyonlardir.
Ancak bu kolaylig elde edebilmek igin (4.1) probleminin yerine 2N tane iki-nokta smir
deger problemi ¢6ziilmek zorundadir.

Simdi sirasiyla G(t), G(t,€), G,(t) Green matris fonksiyonlarinin tanimi verilecektir. Bu
matrisler sirastyla agagidaki iki-nokta smnir defer problemlerinin ¢oziimleridir.

dit'Go(t) = AGo(t),

(4.14)
L Go(to) =0, RGo(tl) =In;
94.G,t) = AGI()
5 O 1(t),
(4.15)
L Gi(to) =0, RGi(t1) = INm;
(—;‘;G(t,a)=AG(t,&)+ 8(t-£) Iy,
(4.16)

L G(t,£)=0, RG(11,€)=0.

31



Eger (4.7) sart1 saglamyorsa, (4.8)'den agikar olarak bu ¢6ziimlerin varlik ve tekligi
sonucu elde edilir. Bundan sonra, ortaya konan iddiay: ispatlamak igin sadece (4.1)

sistemine (4.8) formiiliiniin dogrulugunu saglatmak kaldi. Buna gore,

Ly(t) =LGolte) 9+ | LG(t,) fE)E + LGi(to)y = Lo +0+ 0=

b

boylece sol simir gart1 gergeklenir. Ayrica

Ry(t) =RGo(t) 0-+] RG(t1,&) RE) d& +RGy(t)y =0+ 0+ huaey =

)

sag siur gart1 da gergeklenir.
d d d % d
—y(t)= — — —G
YO= G o+ dt{ G(t,€) (&) &5 + —-Gilw

=AG(H 9+ S| G(LEIRD & +AGO Y.
Boylece (4.8) formiiliinii ispatlamak igin
S| ceomed =Af GeprRdE +1 @.17)
ko L)

esitlifini gostermek yeterlidir. Bunun igin once G(t,£) Green fonksiyonunun baz
Ozellikleri ortaya konacaktir. (4.16) sisteminin 8-Dirac-fonksiyonsuz yazilabildigi
Boliim 4.3’den bilinmektedir.

€,to <&<t; arahfinda herhangi bir say1 olmak iizere,
d
EG(taE.u)—_—AG(ta&)a tOSt<E.»,
L G(t%,&)=0;

ve
L6(1,8) = AG(LE), §<tst,
RG(t,&)=0.

iki Cauchy problemi ve bu problemlerin ¢dziimlerini birbirine baglayan
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G(E",8)-G(E,8)=1,t=¢§;
ifadesi ele alinsin. G(t,£)’ nin tanim goz 6niine alnarak
G(t%t)-G(t,t)=L
G(t,t7)-G(t,t") =L
G(t",t)=G(t,t");
G(t,t)=G(t,t")
esitlikleri yazilabilir. Bu 6zelliklerden faydalanarak

d 4 B d t d 4
a{ GLE Q&5 = - j GO fode + 0| G(LE) fEd

[ Loenaed+o(Lr)R) + | —G, &) fE) &+ G(t ) Y
) dt ) at

0

t 4

= [ AGLORRE+ [ AGEERENE +[GE ¢ )- G(t )] K1)

to t

-a | 6B e & +Ry
to

bulunur. Béylece (4.17) esitliginin dogrulugu gosterilmis olur.
Asagidaki ornek iyi bir uygulama olusturur.
Ornek 4.5. [1,8] aralifinda g(t), h(t) siirekli fonksiyonlar ve @, y reel sayilar olmak

lzere,

% yi(t) = na(t) + 2y(t) + g(t);

£ 340 = 3320 + b

yi(1) +4yA1)=0; 2yi(8) +3yx8) = v
sistemi ele alinsin. Bu problemin Green matris fonksiyonlan ile ¢oziimii bulunacaktir.

Burada t,=1,t, =8 dir. Bu sistem,

_(1 2 _ yl(t)) =(g(t)) _ _
A (0 3),y(t) (yz(t) SChpRe (1 4),R=(2 3)
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olmak iizere,

dy
== Ay +fit
ke ft)

Ly(to)) =, Ry(t) =y,

matris-vektor denklemi seklinde yazilabilir. Eger (4.7) sart1 saglamirsa, o zaman verilen
sistemin ¢Oziimii vardir ve tekdir. Bu sarti kontrol etmek i¢in et iistel matrisinin

hesaplanmas: gerekmektedir.
w_ [ef & (1 _IJ"‘ o ot
e = =
0 e3t 0 1 0 e3t
oldugu agiktir. Bunun diginda,

21

t—t)A 7 —e’
Re(l 0) =(2 3)(30 e 7e ]=(e7, 5821-207)

e

olur. Simdi (4.7) sartt kontrol edilmelidir.

L 1 4 21 7
det (Re(tl_to)A)= det (237 5e21 r 2e7J= 5( e -2e ) 0

dir. Yani (4.7) sart1 saglanmir. O halde sistemin ¢6ziimii vardir ve tekdir. Green
formillerinden faydalanarak,

JO=Gol® o+ | G(LE)TE) dE+Git) w

ifadesini hatirlayip bu ¢6ziimii hesaplamak miimkiindiir. (4.14) sisteminden

Go(t) = )4 Gy(to)
formiiliniin dogru oldugu agiktir. O halde simdilik bilinmeyen

oar (]
v
matrisi hesaplanmalidir. Bunun igin
LGyty) = I, = 1
sol siur gart1 ve
Reli 4 Gy(tg) = 0
sag siur sart1 kullamlirsa,
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utdv=1,
2¢’u+(5¢”-2¢")v=0,

sistemi elde edilir. Bu sistem ¢6ziiliirse,

8 2
= 1 + . = .
5(e'* -2) 5(e™* - 2)
olarak bulunur. Buradan
1,10 1 _ 93¢
Golt) = S(e14 -2)
0 _9p3¢tD
5(e!* - 2)

dir. Benzer sekilde, (4.15) sisteminden

Gi(t) = e Gy(to)
dir ve Gi(to)= (“) > vi bulmak igin
V.

LGl(to) = 0,
Retit)4 Gi(to) =1

siur sartlarim kullanarak
utd4v=0

2¢’u+ ( 5¢21 . 2e7) v=1

sistemi elde edilir ve buradan

4 1
u . ——__’ v - —
5¢7(e!* - 2) 5e’ (€' - 2)
bulunur. Dolayisiyla
1 L031-10) _ 5,(t-8)
GO= 7 3t-10
S(e14 -2) eGr-10)

olur. (4.16) sisteminden, eger t, <t <§ ise
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G(t, €)= "G, 8)
dir. O haldg,
GE &)= e G, £)
olur. Eger & <t<t, ise bu taktirde
G(t, &) = P2 G(&', 8)
=9I+ G(E,8)
= tDA (1+ e A ) G(to, &)

olur. Boylece
G(t, &)= "¥4Go(to, £), eger ty<t <& ;

Gt, &)= 9%+ 4 Gy(to, E), efer £<t<t
dir.

Simdi G(t, £) = (“ Z} hesaplanmalidir. Bunun igin,
vV W,

LG(t.£) =0,
RG(t;, ) =0
sinir sartlarindan, 6nce
RG(ty, £) =R @94 + R G4 Gy, £) =0
oldugu kullanlarak
LG(t,8) =0,
Re ”t")AG(to, £)=-R ¥ ~£)4
yazilabilir. Bu taktirde
ut4v=0,
z+4w=0,
2e’u + (5e*'- 2" ) v=-2e%9,
2¢’z+ ( 5¢™ - 2¢7) w =56’ + 262
sistemi elde edilir. Bu sistemden

et ® Ze(i—t)

5(e™ -2) S(e™ ~2)

>
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20¢'773% _ge(1=6) — 517736 4 200170

z = > W —
5(e!* - 2) 5(e!* - 2)

olarak hesaplamr. Boylece G(t,,£) matris fonksiyonu

gel0)  200177% _go(1-¢)

_| 5E*-2) 5(e!* - 2)
G0 8)= ™ e 173, 5,05
5! -2) 5(c'* - 2)

seklinde yazilabilir.

G(t,E) matris fonksiyonun degeri & <t <t,=8 aralifinda hesaplanirsa

G(t,&)=e"DA4 1) G (g, ¢)

8e(1—5) 20e17—35_, _ 8e(1—§)
(0D D _ DY Sz T sy
0 e3(t—l) 2¢0-9 —5e!7-% 4 2009 |

T5e®-2) 5e™-2)

G(t,£) matris fonksiyonun degeri 1=1t,<t <§ arahfinda hesaplanirsa

G(t, &) = e G(to, &)
ge(1-%) 20el 736 _ge(1-%)

(45 -5 _ -8 [t 30D _ oD 5@ -2 AT
0 2% 0 SU-D _ 2607E) 5,173 | 9,(-6)
5! -2) 5(e'* -2)

elde edilir. Boylece istenilen Gy(t), G,(t), G(t,£) Green matris fonksiyonlan hesaplanmig

olur. Bu matris fonksiyonlan (4.8) de yerine yazilirsa verilen probleminin ¢6ziimii elde
edilir.
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4.5. Sabit Katsayih Lineer Diferensiyel Denklem Sistemi I¢in iki-Nokta Simir
Deger Probleminin Hassasiyetinin Bir Matrisin Sart Sayisina Dayanarak

Olgiilmesi

Bu bolimde iki-nokta smur deSer probleminde giris verileri degisti§inde problemin
¢oziimiiniin ne kadar degistidi incelenecektir. Ilk olarak, temel teskil etmesi agisindan
sistemler i¢in Cauchy problemi incelenecektir.
Teorem 4.3. A tekil olmayan bir kare matris olmak tizere,
ax

-d7=AX ; X(0)=a (4. 18)
ve
—“—l;Y;—=(A+B)Y ; Y(0)=b (4.19)

Cauchy problemlerinin ¢éziimleri arasinda
|1X®) -¥@)|| < a-bj + || & - 4P 13 (4.20)

esitsizlifi gecerlidir.

Ispat. Verilen Cauchy problemlerinin ¢oziimleri

Xt)=e"a ve Y@)=“Pb
seklindedir. Buradan
X0 -Y(1)||=|| e (@-b)+ b -7 b)|
< e la-b|| + || e - || | 3]

yazilabilir ki bu da Teorem 4.3’ {in ispati1 tamamlar.

Uyari: Eger Teorem 4.3 ° de ek sart olarak t||A||<1 aliirsa bu taktirde

B
X0 Y| <3 lla-bl| +3) gy & PVIAP g (421)
elde edilir.
Goriildugii gibi, 4+B; A’ya, b de a’ya ne kadar yakin olursa ¢dziimler birbirine o

kadar yakin olur.

Simdi iki-nokta sir deger problemi igin girig verilerine bagli hassasiyetler incelenecektir.

38



Ilk olarak sadece ¢ ve v verileri degistiinde hassasiyetin nasil degistigi asagidaki teorem

ile ifade edilebilir.

Teorem 4.4. A tekil olmayan bir kare matris olmak iizere, [to,t;] araliginda taniml

d .. _
- X® = AX®)

(4.22)
LX(to) =0, RX(t1)=w
ve
d
—Ht)=4 1t
& ® ®
(4.23)
LYt)=¢, RXt)=y
birbirine yakin olan iki-nokta sinir deger problemlerinin ¢dziimleri arasinda
) )
H-Y(t 7
[xo)-r@) _ ﬂ(e(t—to)A H—l) v) \¥ (4.24)
240 m
v
esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Verilen problemlerin ¢oziimleri sirastyla
P

< S

r)= 0 gt ( ~J

seklindedir. Buradan

1X(0) -Y()]] <

o) (2]
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0]

k- Gl

L ” H 1x0 |

< ”@(t—to)A H—l)

onr(7)

elde edilir ki bu da istenen (4.24) esitsizligidir.

Bu teorem ile (4.22) ve (4.23) problemlerinin ¢6ziimlerinin bagil hatasi igin bir Gst sir

belirlenmis olur.

Goriildagi gibi bu iist sinirda y(e(t —)p _1) sart sayist etkilidir. p(e(t —Wg 'l) say1st
biiyiidiikge bagil hata da biiytiyecektir.

Teorem 4.5. A tekil olmayan bir kare matris olmak iizere, [to, t1] arahginda

d —
EX(t) = AX(t)
(4.25)
LX(to)) =9, RX(t1)=v
ve
d .. _
= Y(t) =4 It

(4.26)
LYt)=9, RYt)=v

iki-nokta stir deger problemleri goz oniine alinsin. Bu problemlerin ¢oziimleri arasinda

EO-YO]< yfoe-t4 [MH)I +M 145-1)]
lx@) p(e " ) 14 [&] ”(e g ) -1 IPQ—R“ @ -1,
B VI A7)

(4.27)



esitsizligi saglanir.

ispat. Verilen problemlerin ¢6ziimleri sirastyla

[ L [ L
H= Rel17f0)4 | H= Re10)4

¢
X@= ' (WJ

olmak tizere,

_ ~ P
Y= e(t ‘o4 H™ (y)
seklindedir. Buna gore,

_ 14 _ - |®
X0- ¥ = 4O H (w] -V [.,,J

. ~ 4
=e(t to)A (H —I_H—l) (l//)
= e(t'to)A (ﬁ—l _H-—l) (;’;J
= e(t—to)A (ﬁ—l _ H—l) (e(t—'to)AH_l )-1 e(t—to)AH_l[zJ

X0)- Y@ =- 70 (A1 -H Y (T Y X ) (4.28)
esitlii yazilabilir. Bagil hata igin

"X 0-r (t)“ (14 gyt (t-15)4 Hy!

= ”e(t—ro)AhrlH(ﬁ-l ~HYI| (e(“‘o)"H—l y 1l

<l e i (- HIL (O ]
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"X_U);Ll)”< ) A-\| g (G- g 499
ol < ule )iz | (4.29)

esitsizligi elde edilir. Aynca
H(H"'-HY=HH™] =H®H +H-H)'I
oldugu ve
(A+B)'=-A"'B (4+B) -1+ 4"

formiilinde A=H ve B =H -H alinirsa

H+H-H'=H\H-H)H'+H™
yazilabileceginden

HH-HY=HHYH-HYH'+H™-I

=(H-HYH+I1-I1=(H-H) H™

olur. Her iki tarafin normu alinarak,

HE-mY <|Z-A | A7 <|lZ-H]

1 & 1
N —
i
| ST 1
="71H”H'H” ”H—H
) H]
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H-H 1

RN
Zl

=u(H)

elde edilir. Bu sonug (4.29) de yerine yazilirsa,

ro-ref _ tewag),e |1 - 4] 1

[x @)

esitsizligi ortaya ¢ikar. Diger yandan,

gm-|  LL
(R-R)et170

L-L . 0
0 (R~ Rye™"0

- |- 7] Jeo]

~

||a-H ||

yazilabilir.
HLR igin [|H|>]|Ll] ve [[][>IR || saglanacagindan,

A _|-1] [z o

20 I I ]

-1, |r-A
T e

”e(fl ~tg Y4

|

-7 Je-A
A e

e(ll—fo )4 “
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] R
2 )

esitsizligini de kullanarak istenilen (4.27) esitsizligi elde edilir. Bu da teoremin ispatim
tamamlar.

Teorem 4.6. [ t,,t:] kapali araliginda

d —
~ X = AX()

(4.31)
LX(to) =0, RX(t1)=v
Ve

d o~
EY(t)— A Yt
(4.32)
LYt)=p, RYM)=W

problemleri ele alinsin. Burada A4,L,R, ¢,y sirastyla A, L, R, ¢ ve y matris ve

vektorleri norm olarak birbirlerine ¢ok yakin matris ve vektorlerdir.

L
H=(Rem) (4.33)
olmak iizere

1 X) - Y@ < 11 X00 || e 4H )
[T [HIR-B I [ [0 Il R [+l R - B | 4= A ™1 1A ]

1
el )~ |~ Rl e Ry 4~ 2 TV

m m"nxm I+ ll4- 4] ™ T"A”HH“II

+”%(t ~t )AH

esitsizlifi gecerlidir.
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Burada ¢oziimlerin yakinligimun T = t; - to ve w(H) = |[H|.JH"|| sart sayisma bagh
oldugu gorilmektedir.

Teorem 4.4 ve Teorem 4.5 bu teoremin daha 6zel halleridir.

Ispat: Bu problemlerim ¢6ziimleri sirastyla

@
X= 0 ! (Wj

v~ [P
seklindedir.
- _ (=14 [(o] (N ~_1[7?Z]
X() -Y(t) = e H w)e H 7

_ (et 1[ ] -1y ~_1( ) (1) _1@_ (1) 71 [ff)
e H w H 7 4| i) ¢ H 7
_ (et l(fp]_ [?) ()4 (-t 5 (f]
e H w 2 1+ [e e 1H &
_ (14 7’J -1( ) o [f”J (—t)A__ (1) 1 751 [5)
o ([} (FJeii () (et vty
A [[H.l_ﬁ—l](¢)+ﬁ_l[(¢J_(§)H+ [e(t—to)A (t ~t )A]H_l[ J
w w)\¥ 7
Y LA v (‘”)_(‘7’) (14 (1) ~-1(5J
HLH ][W]+e |, )| g J1HTe I Vo 8

_ . (o
Cr= "0 [HLF (v/}

_ ~ @
C2= e(t tO)A H—l[ [WJ - ( )]
Cs= [e(t—to)A ) e(t—to)Z 1 g (g}

olsun. Bu takdirde
| X®)-YO < [Cll+ | C2]| +] C3 |
olacaktir.

<

.s

45



Cs ifadesi igin, || Cs[| < [|e"0" - 470 ) A7) “@N

(w
7

<|ld-A || M 1AL

esitsizligi gecerlidir.

C, ifadesi igin Teorem 4.4 den

1Coll < e AR )N Py
@
[
esitsizligi gecerli olur.
C, ifadesi i¢in ise Teorem 4.5 yardimiyla,
H-H
ICil <X || u(e""°’AH )u(H)” | 1
IH] [-7
D
ICll <l X0 || gle® " H u@ ||| H-H .4
1150 1 v ) TR T

esitsizligi elde edilir. Ancak burada

He L \ (L
Rt |~ | peT4

= L L
H ~
(oo i)

dir. Buna gore
. L-L
H-H= ~ 7
[RCAT_RCAT)

S ¢ (e

<||L- L +||ReT- R AT

H-H | <
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RAT-RAT=RAT-R AT+ 7R AT
—R- R)T+R(-eAT)
H-AI<IL- LI+ R- R) AT +R (-7
<IL- LI+IR- RN IR 74T |
yazilabilir. Ayrica,
|7 -eAT || < - A | M LI
oldugundan
BRI L- DI +IR- B ™ IR | I14- 4] ™ VI
elde edilir.
R=R-R+R
IR[< [R+IR- R
oldugundan
- <L L)+ R- Rl ™ IR [+ R - ] - 4] 10 7141
esitsizligi gecerli olur. Bu takdirde,

I Cil= 11X 1| e 4Hue)
[z Z IR | 1 [+ I R 1| HI R - R | 1144 ™ 7140 ]

1 _
i - ) - £+~ R - Ry 42 M

olur. Bu da ispat1 tamamlar.
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5. GARANTI YAKLASIM YONTEMI iLE BiR DiFERENSIYEL DENKLEM
SISTEMI ICIN iKi-NOKTA SINIR DEGER PROBLEMININ COZUMU

Bu boliim tamamiyla orijinal olup,

g;y(t) = Ay(t)

(5.1)
Ly(to) =0, Ry(t )=y

sabit katsayili adi diferensiyel denklem sistemi igin iki-nokta sir deger problemi ele
alimmugtir. Bu boliimde tezin esas amaci olan garanti yaklagim yontemini (5.1) problemi
icin kurmaktir. Birinci boliimde kisaca Ax = f sisteminin ¢6ziimi i¢in bu tip bir
algoritmamin 6rnegi verilmigtir. Birinci Boliimdeki Paragraf 1.4 den hatirlanacag gibi bu
problem igin elde etmek istenen garanti yaklagim metodu igin agafidaki kavramlann
(5.1) problemi i¢in tam olarak ortaya konmas: gerekmektedir:

1- Format,

2- Sart sayist,

3- Giris verilerindeki hatalarin sonuca etkisi,
4- Kalint1 problemi,

5- Pratik iyi konulmug problem,

6- Formata bagh bir algoritma,

7- Hassas iterasyon iglemi.

5.1. Format

Tiim hesaplamalarin Paragraf 1.2 de ele alindif: gibi y, P., P. ve k parametrelerine bagh
olan F(y, P, P:, k ) rasyonel sayillann alt kiimesi olan Formatta yapilmas: kabul
edilmektedir.

5.2. Sart Says1
Ax =f problemi igin p(A)=|| A || || A" || bir sart sayis1 olarak alinmgtir. Bu sart sayis1 A

matrisinin tekil matrislerin kiimesinden ne kadar uzak oldugunu gosteren bir sayidir.
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(5.1) probleminin ¢oziimiiniin var ve tek olmasi igin

L
H= (Re(tl —to)A)

matrisinin tekil olmamas: gerek ve yeter sarttir. Bunun igin Ax = f probleminde oldugu
gibi burada da (5.1) problemi igin pw(H) = || H || || H' || sayist sart sayis1 olarak
kullanilabilir. Bir sart sayisinn problemin ¢éziimiiniin hassasiyetinin belirlenmesi sirasinda
onemli rol oynamakta oldufu tekrar hatirlanmalidir. Yani sart sayisiun biyiiklugi
problemin iyi ya da kétii konulmug olup olmadigi hakkinda bilgi verir [Aydin 1995,
Aydin ve Bulgak, (basima kabul edildi) ].

5.3. Giriy verilerindeki hatalarin sonuca etkisi

Verilen (5.1) problemi i¢in girig verilerinin hatalarinin ¢dziime etkisi Bolim 4.4’ de genis
bir gekilde ele alinmugtir. Mutlak hata i¢in bir iist siur belirlemesi agagidaki gekilde
yapilmugtir.
X0 - ¥ 1< 11 X0 § sl 4B )

[ ZIHIR- R e IR 11+ R - R - 4 [l 14 ]

! . ,
| - ,u(H{“L -Ij+ "R - ﬁMIeTA "le| +|R- EH] | A-4 ||»eTllAIleTllZu]

¢ @]H
+u@" WAt n( " " X0 |+ - A | T L1y B ‘nnfjﬂ

5.4. Kalinty Problemi
2 ¥ty = AX®)
dt

LX(to) =0, RX(tl)= L4

iki-nokta siur deger probleminin segilen format kiimesiyle bilgisayarda hesaplanan
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¢cozimi y(t) vektor fonksiyonu ofsun. Bu-taktirde gozimin kalmtisi,
d
1) = —y(t)- Ay(t
o 5 Y- A¥(0)

olur ve benzer sekilde
LY ()=F, RY()- ¥
saglanacaktir. Buradan,

d 5o =
T O=470 +AY
LY(to) =a, RY(t1)= l/7

iki-nokta suir deger problemi bilgisayarda hesaplanan ¢oziimiin safladif iki-nokta simr
deger problemi olacaktir. Bilgisayarda hesaplanan ¢6ziim,
d
||;1?Y(t)'AY(¢)'f(f) i <e,

[Ly(t) -0 1 <&, [Ryt)-v] <e,

esitsizliklerini saglar aksi halde problemin iyi konulmamis oldugu garanti altina alinr.
Burada 1+e, sayist segilen formatta 1 sayisina en yakin olan sayidir. Burada agafidaki

teoreme ihtiyag vardir.
Teorem 5.1. A tekil olmayan N boyutlu kare matris olmak tizere, [t,,t;]Jkapali arahinda

d —
ZX(t) = AX(t)

LX(to)) =0, RX(t1)=vy
veé

97 @)= 410 +19

LY (t)=9, RY(t)=Vy

problemleri ele alinsin. Burada @, sirasiyla ¢ ve y vektorlerine norm olarak ¢ok
yakin vektorlerdir. Ayrica f{#) normu istenildigi kadar kiigiik bir vektér fonksiyondur.
Bu taktirde,
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||X(t)—Y(t)”Sy(e(t_t°)AH‘l)I|e(t"t°)AH [ J ”{"(0 2l + v -wil +C1max|]f(t)||}
\4 et lly il

+Cy max DI
esitsizligi gecerlidir. Burada yakinlikk T =t, - to ve

_ L
H= Re™

olmak iizere p(H) = |[HJ|.|[H'"|| sayisina baghdir.
Ispat: Verilen problemlerin ¢oziimleri sirastyla

¢
X= M g {/,J

L

¢
Y() I e(! S)Af(s) ds + e(f -, )-AHI[ RJ‘ e(t S)Af(S)dS
seklindedir. -
”X ” ” =104 ( )-‘t (t-9A gro) go _ =14y t 4 ]]
0 - Y0 tJ A ds-e B[ M (s
tﬂ

0

all o g2 +||'[R; e«-lﬂs)ds].|| o} o a
suc [ {2} @)l +|1[R; e(,-i;mjn}ne“-'o"*m(i)lu il

1t
+ || e asl)
to
Il R || max | £ J =gy

< ”G(z-:o)AH—l)“ e(t—to)AH—l( )”{il(ﬂ P +lly -1l +
el vl Yol +uw112

* 0 || ]|

olur.
} 4
IR feas|) :
o . Co=||] et af
Vol +1vi?

olarak alinirsa teoremin ispati tamamlamr.
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5.5. Pratik Iyi Konulmus Problem

Ax = f problemi i¢gin pratik terslenebilen matrislerin p* parametresi tamtilmigts. Bu say1
formata ve algoritmaya dayanarak segilmektedir. Bu problem i¢in de u* sayis: pratik iyi
konulmug problemlerin simirim belirleyen say1 olarak alinacaktir. Yani, eger u(H) > p*
oldugu tespit edilirse verilen iki-nokta smir deger problemi pratik iyi konulmamig

demektir.

5.6. Algoritma

Garanti yaklagim yonteminin en 6nemli pargasi algoritmalardir. Bir algoritmay: garanti
yaklagim algoritmasi olarak kabul etmeden 6nce muhakkak onun yuvarlama hata analizi
yapimalidir. Yani bir Formatta yapilan iglemlerde biriken yuvarlama hatalanmn st siin
secilen sart sayisina bagh olarak bulunmahdir. Burada (5.1) problemini ¢ézmek igin 3
degisik algoritma verilecektir. Daha sonraki ¢aligmalarda hata analizi yapildiktan sonra bu
algoritmalardan birisi amag¢ algoritmasinda yer alacaktir.

Algoritma 1. (5.1) problemi igin veriler; N ve k dogal sayilar, T gergel say1, A gergel
karesel N boyutlu matris, L gergel kxN tipinde matris, R gercel (N-k)x N tipinde matris,
o gergel k bilesenli vektor ve y gergel (N-k) bilegenli vektordiir.
Adim 1. Sol simir gartim saglayan y vektorii bulunur. Bunun i¢in
Ly=¢
homogen olmayan lineer cebirsel denklem sistemini ¢6zmek gerekmektedir. Eger L
matrisinin satirlan lineer bagimsiz ise bu taktirde verilen sistemin sonsuz ¢6ziimiinin
varlif genel teoriden iyi bilinmektedir [Simsek 1999 ]. Bu ¢6ziimleri kompakt sekilde
tanitmak igin sistemi saglayan y 6zel ¢oziimiine ve homogen denklemlerin ¢oziimlerinin

altuzayimi tanitan N bilegenli gy, g, ... , 8vx gercel vektorlere ihtiyag vardir. Yani

Ly=¢ ve Lgi=0,j=1,2,...,N-k

esitliklerini saglayan (N - k + 1) tane vektore ihtiyag vardir. Aynica gi, g2, ... , 8nk
vektorleri lineer bagimsiz olmaldir.
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Bu problem niimerik analizin klasik problemierinden birisidir. Bu problemi hatalarin
etkisini kontrol eden SVD (Singuler value decomposition) algoritmas: en iyi sekilde
cozmektedir {Golup ve Loan 1989, Francoise 1996, Godunov vd 1993, Trefethen ve
Bau 1995 ].
Boylece Ly = ¢ sisteminin genel ¢oziimii

y=J teig T e+ ...+ Cnalnk
olarak elde edilir. Burada cj, j =1, 2, ..., N-k keyfi gercel sayilardur.

Adm 2. Onceki adimda hesaplanan (N-k+1) tane vektore dayanarak agagidaki (N-k+1)
Cauchy problemi [0,T] araliginda ¢oziiliir.

%hl(t) = Ah(t);, h(0)=gy;

<) = Al b0)= g5

-Z_t Bva(t) = Abad®);  Bres0) = g
d
= z(t) = Az(t), Z0)=J,

Sonug olarak (N-k+1) tane hy(t), hx(t), ... , hnaft) ve z(t) vektor fonksiyonu ve (N-k+1)
tane hy(T), hy(T), ... , hnadT) ve 2(T) vektorii hesaplanir.

Adm 3. Sol siur gartim saglayan ve sag tarafa kadar giden ¢6ziimler
y(t) = z(t) + cin(t) + ¢ ho(t) + ... + cnu hault)

dir. Buradaki ¢, ¢; , ... , cnx  parametrelerini bulmak igin sag taraftaki simr sarti
kullamlir. Bunun igin

R[Z(T) + clhl(T) + ¢y hz(T) + ...+ onx hn.k(T)] =y
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homogen olmayan lineer sistemi ¢dzmek gerekmektedir. Burada yine 1. Adimda oldugu
gibi SVD algoritmasi kullamlarak ¢, c, , ... , cxx bulunur.

Adm 4. 3. Adimda bulunan ¢y, ¢ , ... , cnk katsayilan ve 2. Adimda hesaplanan
hi(t), ho(t), ... , hya(t) ve z(t) vektor fonksiyonlarina dayanarak

y(t) = z(t) + c1hy(t) + c2 hy(t) + ... + e haad(®)
verilen (5.1) probleminin tek ¢6ziimii olan x(t) bulunur.
Bu algoritmada problemin iyi konulmuglugu kontrol edilmemektedir. Bu yiizden ancak

onceden iyi konulmus oldugu belirlenen problemler i¢in kullanilir.

Algoritma 2. (5.1) problemi igin veriler; N ve k dogal sayilar, T gercel say1, A gergel
karesel N boyutlu matris, L gergel kxNtipinde matris, R gergel (N-k)x N tipinde matris,
o gergel k bilegenli vektor ve y gergel (N-k) bilegenli vektordiir.

Admm 1. RY vektor uzaymin
1 0 0
0 1 0
€= 0251 .1, >ONT
) ) i
ahgilmig tabanina dayanarak,

%hl(t)=Ah1(t); hy(0)=ey;

£ )= At b= e

...............................................

4

= hy(t) = Ahn(t); bn(0) = e

N tane Cauchy problemi, [0,T] aralifinda hesaplanmahdir. Sonug olarak N tane hy(t),
hy(t), ... , hn(t) ve N tane hy(T), hx(T), ... , ha{T) vektorii hesaplamr. Bu vektdrlerden

olusan matris fonksiyonun A matrisine bagh olan
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e = [hy(t), hoft), ... , hnu(t) ]
ustel matris fonksiyonu oldugu agiktir. Ayrica
e = [y(T), ba(T), ..., hea(T) ]

olur.

( L
Adm2 H= (ReTA} hesaplanur.

Admm 2.1. Householder déniigiimleri kullanitarak H matrisi iki kosegenli matris haline
getirlir. Yani H = QWYV olacak sekilde Q ve V ortogonal matrisleri ve W iki kogegenli

matrisi hesaplanir.

Admm 2.2. Sturm yontemini kullanarak elde edilen iki kdgegenli matrisin en bityiik on(H)
ve en kiigiik o1(H) tekil degerleri hesaplamir.

Admm 2.3. on(H) > oi(H)u* esitsizligi kontrol edilir. Bu esitsizlik dogru ise verilen (5.1)
probleminin pratik iyi konulmamig oldugu anlagihr ve hesap islemleri durdurularak
pu(H) > p* sonucu yazdirilir. Aksi halde 3. Adima gegilir.

Admm 3. Ha=('/qj sisteminden a vektori hesaplanir. p(H) yeteri kadar kiugtik
oldugundan, onceki adimdaki Householder doniigtimleri ve iki késegenli matrisler

kullamlarak bu iglem kabul edilebilir bir hata ile yapiir. Gergekten QWVa = (z)

sistemi W(Va)= Q*(Zj seklinde yazilabilir. W iki kosegenli matris olduguna gore

yok etme yéntemi ile
?
Ws= *( }
Q 14
hesaplanir. Sonra da a =V*s elde edilir.

Bu taktirde
y(t) = a;hy(t) +a; hy(t) + ... + ay ha(t)

verilen (5.1) probleminin tek olan ¢ozuimiidur.

Bu algoritma N tane Cauchy probleminin ¢6ziilmesini gerektiren bir algoritmadir.
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Iste bu nedenle asafida daha ekonomik bir algoritma verilecektir.

Algoritma 3. (5.1) problemi igin veriler; N ve k dogal sayilar, T gercel say1, A gergel
karesel N boyutlu matris, L gercel kxN tipinde matris, R gergel (N-k)x N tipinde matris,
o gergel k bilesenli siitun vektori ve y gergel (N-k) bilesenli siitun vektoridiir.

Admm 1. TJJA]| <1 saglanacak sekilde bir T gergel pozitif sayist ve T = 2™t olacak sekilde
bir M dogal sayist bulunur.

Admm 2, Taylor agilim: kullanilarak e matrisine bir yaklagim hesaplamr. Yani

B =1+1A + ¥%(tA)* + 131(TA) + ... + 1/kI( TA)

olarak hesaplanir. [Bulgak 1995]’de gosterildigi gibi, k parametresi formata uyumlu ve
biiyiik olmayacak sekilde segilir.

Adim 3. ikiye katlama yontemi kullanilarak e™ matrisine bir Fy yaklagim hesaplanir
[Bulgak 1995]; Yani,
Fo=B,F=F.)",j=1,2,..,M.

Fu matrisi kiigiik araliklarda e™ matrisini temsil eder.

L
Adm4. G=
“ (RFM

Admm 4.1. Householder déniigiimleri kullanilarak G matrisi iki kogegenli matris haline
getirilir. Yani G = QWV olacak sekilde Q ve V ortogonal matrisleri ve W iki kdsegenli
matrisi hesaplamr.

Adimn 4.2. Sturm yontemi kullanilarak elde edilen iki kdgegen matrisin en biiyik on(G)
ve en kiiglik 61(G) tekil degerleri hesaplanir.

Adim 4.3. ox(G) > 61(G)u* esitsizligi kontrol edilir. Bu esitsizlik dogru ise verilen (5.1)
problemi pratik iyi konulmami§ olarak tespit edilir ve hesap islemleri durdurularak
w(G) > pu* sonug olarak verilir. Aksi halde 5. Adima gegilir.

) olmak iizere,

4

74
oldugundan ve onceki adimda Householder doniigiimleri yardimiyla bulunan matrisler

Adm 5, Ga=( ) sisteminden a wvekt6rii hesaplanir. U(G) yeteri kadar kiigiik
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kullamlarak bu iglem giivenli sekilde yapilir. Gergekten  QWVa = (QJ sistemi
v

W(Va)= Q* [¢) seklinde yazilabilir. W iki késegen matris olduguna gore yok etme
y

yontemi ile
4
Ws = *( j
Q 14
hesaplanir. Sonrada a =V*s elde edilir.

Bu taktirde
y(t) = aihi(t) + ax hy(t) + ... + ay h(t)

verilen (5.1) probleminin tek goziimi olarak elde edilir. Burada hy(t), haft) ,..., hx(t)

sirasiyla e “ matrisinin situnlandir.

5.7. Hassas lterasyon Islemi

Hassas iterasyon iglemi sadece iyi konulmus problemler igin kullamlmaktadir. Bu
yontemin amaci, bir tnceki adimda belirlenen algoritmamin sonucunda elde edilen
yaklagik y ¢Ozimiine dayanarak daha iyi bir yaklagm elde etmektir. Bunu
gergeklestirmek icin homogen olmayan iki-nokta smir deger probleminin giivenli bir
sekilde hesaplanmasi gerekmektedir. Simdilik, verilen problem igin hassas iterasyon
islemi verilmeyecektir. Hassas iterasyon islemi daha sonraki ¢aligmalarda yapilacaktir.
Bunu incelemek i¢in [Bohner vd 1994 ]’ye dayanarak aragtirmalar yapilabilir.
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