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Bu tez dort boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde sinirli lineer donigiim, spektrum ve ince (fine) spektrum
kavramlar hatirlatilarak bu kavramlarla ilgili bazi dzellikler verilmistir.

ikinci boliimde matris doniigiimlerinin tanimi ve bazi dizi uzaylan
arasindaki matris dontisiimleri ile ilgili temel teoremler ispatsiz olarak verilerek,
agirlikh ortalama ve p-Cesaro operatérlerinin tamimlar aktarilmigtir.

Uciincii  ve dordiincii  boliimler ise g¢alismamizin  orijinal  kismint
olusturmaktadir.

Ugiincii boliimde bv, ve bv dizi uzaylar lizevinde gozoniine alinan, agirhikli
ortalama operatoriiniin sinirhihgini ve spektrumunu inceledik.

Dérdiincii ve son biliimde ise p-Cesaro operatériiniin ¢y © ..Ifr (I €1 <o),
va ve bv uzaylan {izerindeki spektrumunu, kendisinin ve adjoint operatériintin
nokta spektrumundan ya da kompakt doniisiimlerin spektral dzelliklerinden yararla-
narak iki ayn1 yontemle hesapladik. Yine bu operatoriin ilgili uzaylar iizerindeki ince
spektrumunu da inceledik. Ayrica spektrum kavraminin Toplanabilme Teorisine bir
uygulamasi olarak Mercerian tipi bir teorem elde ettik.

ANAHTAR KELIMELER: Resolvent, spektrum, nokta spektrum, ince spektrum,
matris diiﬁ'ﬁ§ﬁmu, agirhiklt  ortalama  operatorii,
p-Cesaro olfrat{irii, Mercerian Teoremi.
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This thesis consists of four chapters.
In the first chapter, the definitions of a bounded linear mapping, spectra and

fine spectra for an oparator have been recalled and some related properties have been
given.

In the second chapter, a matrix transformation between any two sequence
spaces has been defined and main theorems concerning matrix transformations on
certain sequence spaces have been given without proof. Moreover, weighted mean
operator and p-Cesaro operator have also been defined in this chapter.

The ()riginél parts of our thesis are the third and the fourth chapters.

In the third chapter we have studied the boundedness and the spectra for
weighted mean matrices as an operator on by, and byv.

In the final chapter, considering either point spectra of an operator and its
adjoint operator or the spectral properties of a compact operator, we have computed
the spectra for p-Cesaro operator acting on ¢ O va, bv, ,f!r (I €1 < o),
Furthermore, we have also studied the fine spectra for this operator on the mentioned
sequence spaces. Finally, as an application of spectra to summability theory, we have
given a Mercerian type theorem.

KEY WORDS: Resolvent, spectrum, point spectrum, fine spectrum, matrix

transformation, weighted mean operator, p-Cesaro operator,
Mercerian type theorem.
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x dizisinin A matrisi altindaki doniigiim dizisi
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: X uzayidan Y uzayr igine tanmmli, sinirh lineer
doniisiimlerin sinifi.
: sinurh seri olusturan diziler uzayt
: stnirh salimmli diziler uzay:
: hem siirl sahnimli ve hem de sifira yakinsak diziler uzayi
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: k-inc1 terimi 1 diger terimleri O olan dizi

[a )
A

a
lim inf —
Ap

: birim (6zdeslik) doniisiim.

: Dogal logaritma



viii

L t 1 <1 < oo olmak iizere r-inci kuvvetleri mutlak yakinsak seri

olusturan diziler uzayi.

2 o osiarl diziler uzays
H : Dogal sayilar ciimlesi.
o1 . sinurh ifade
0(n) : n’ye boliindiigiinde sinirh olan ifade.
(T, X) : T smrrh lineer déndiglimiiniin X {izerindeki nokta spektrumu.
R : -Reel sayilar ciimlesi
Re(h) : A kompleks sayisinin reel kisnm
(T, X) : sinirl T lineer dénidigiimiiniin X {izerindeki resolvent ciimlesi
R(T) ¢ T déniigitimiiniin goriintii (deger) uzayi
W : R(T) nin kapanist.
r(T) : T doniigiimiiniin spektral yaricapi
S : reel veya kompleks terimli biitiin dizilerin uzay1.
o(’l, X) : T smrl lineer déniigtimiiniin X tizerindeki spektrumu.
1! : T doniigtimiiniin tersi
T : T déniisiimiiniin adjointi
0 : lineer uzaym sifir elemani
X* : X normlu uzaymin siirekli duali.
. x[
X ~y, 28 sirh
Yn
X, = Y, : | Xn ve iﬂ stnirhy

¥n Xn



GIRIS

Spektrum kavrami, toplanabilme teorisinde dénemli bir yer tutar. Spektrum
kavraminin toplanabilme teorisindeki en ¢nemli uygulamasi, tamamen analitik
yontemlerle incelenmig olan Mercerian teoremlerinin fonksiyonel analitik yontemler

ile daha kisa ve anlasilir bigcimde elde edilmesine imkin saglamasidir.

1965 yilinda Brown, Halmos ve Sheilds ,82 Hilbert uzayi iizerinde tanimli
Cesaro operatoriiniin simirlt oldugunu gostermis ve spektrumunu incelemislerdir.
Daha sonra, ayn1 operatoriin lr, (1 < r < oo), lizerindeki spektrumu 1973 yilinda
Leibowitz, ¢ iizerindeki ince (fine) spektrumu 1975 yilinda Wegner, o tizerindeki
spektrumu 1985 ytlinda Reade ve ¢, by ve bv iizerindeki spektrumu ise 1986 yilinda

Okutoyi tarafindan Doktora Tezinde incelenmigtir.

Agirhikh ortalama operatoriiniin ¢ iizerindeki spektrumu 1977 yilinda Cass
ve Rhoades, ¢ ve ¢, uzaylar iizerindeki ince spektrumu sirasiyla 1983 ve 1987
yillarinda Rhoades tarafindan incelendi. 1978 yilinda Cartlidge ise Doktora
¢aliymasinda, 1 < r < e olmak iizere 2 iizerinde taniml airlikli ortalama
operatériiniin spektrumunu elde etti. 1989 yilinda ise Rhaly, p-Cesaro operatoriinii

tanimlamig ve 2., Hilbert uzayi lizerinde simirhilifint ve spektrumunu incelemistir.

Bu ¢alismamizda, 6nce agirliklt ortalama operatoriiniin va ve bv uzaylar
iizerindeki spektrumunu daha sonra da, p-Cesaro operatdriiniin ¢y, ¢, ir, (1 £r1r<oo),
bv0 ve bv uzaylan izerindeki spektrumunu ve ince spektrumunu inceleyecegiz.
Ayrica spektrum kavraminin  Toplanabilme Teorisine uygulamasi olarak bir

Mercerian teoremi verecegiz.



BOLUM 1

SINIRLI LINEER DONUSUMLER, SPEKTRUM VE
INCE SPEKTRUM

Bu béliimde, ilk olarak sinirli lineer doniisiim kavramini tamimlayip bazi
ozelliklerini belirtecegiz. Ikinci olarak da bir sinirh lineer doniisiimiin spektrumu ve
nokta spektrumunu tanimlayip 6nemli ézelliklerini belirttikten sonra, ince spektrum

kavramini agiklayacagiz.
1.1. Simirh Lineer Doniigiim

X ve Y, aym K cismi iizerinde iki normlu uzay ve T: X — Y lineer bir

doniigiim olsun. Eger her x € X i¢in
ITxIl <M .1l

olacak bigimde bir M > 0 sayist varsa T doniimiisiine X uzayindan Y uzayi igine bir
siirht lineer ddniigiim ad1 verilir ve X uzayindan Y uzayi igine tammli biitiin sinurli
lineer doniigiimlerin simfi B(X,Y) ile gosterilir. Ozel olarak X = Y ise B(X,X) yerine

kisaca B(X) yazilir,

T,S€ B(X,Y) ve A € K olmak iizere, (T + S) x = Tx + Sx , AT)x = ATx
seklinde tamimlanan toplama ve skaler ile ¢arpma islemleri ile B(X,Y), K cismi

lizerinde bir lineer uzaydtr, ayrica

Tx
Iml= sup 1

X=0 "X"

nomuyla birlikte bir normlu uzay olup, Y nin bir Banach uzayi olmasi halinde
B(X,Y) de bir Banach uzayidir (J2] Brown ve Page 1970, sh. 103, [24] Rudin 1973,
sh. 88).



X, K cismi iizerinde bir normlu uzay ve T € B(X) olsun. X*, X uzayinin
stirekli dualini gostermek iizere yani, X =B(X,K) olmak iizere, her x € X ve her

fe X igin

™ X" - x*
(T"f)x = £(Tx)

: M : * . as s s . . s . e . . (3 *
bigiminde tanimlanan T déniigiimiine T doniigiimiiniin adjointi denir.

Tile T adjoint doniigiimii arasindaki iligskilerden bazilarim belirleyen ve

ileride kullanacaginmz teoremleri ispatsiz olarak agagida veriyoruz.

TEOREM 1.1.1: X normlu bir uzay ve T&B(X) olsun. Bu durumda
T" €B(X ") olup IT"Il = ITIl dir (12] Brown ve Page 1970, sh. 239).

TEOREM 1.1.2: Eger T ve T doniisiimlerinin tersleri meveut ise ()" =
(™) dir ((6] Goldberg 1966 sh. 60, [5] Dunford ve Schwartz 1958, sh. 479).

TEOREM 1.1.3: X normlu bir uzay ve T € B(X) olsun. Bu durumda T'l
ters doniisiimiiniin mevcut ve sinirli olmasi icin gerek ve yeter sart T doniigtimiiniin

orten olmasidir ([6] Goldberg 1966, sh. 60).

TEOREM 1.1.4: X normlu bir uzay ve T € B(X) olsun. Bu durumda T
doniigiimiiniin X iginde yogun bir goriintiiye sahip olmasi igin gerek ve yeter sart T

déniigiimiiniin bire-bir olmasidir (16] Goldberg 1966, sh. 59).

TANIM 1.1.5: X ve Y birer Banach uzay1 ve T € B(X,Y) olsun. U, X

icinde agik birim yuvar olmak iizere T(U) ,Y icinde kompakt ise T doniigiimiine

kompakttir denir ([8] Hutson ve Pym 1980, sh. 179; [24] Rudin 1973, sh. 97).

Kompakt doniigiimlerin bazi 6zelliklerini asafidaki teoremler ile ifade

edebiliriz.
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TEOREM 1.1.6: X, Bir Banach uzay1 ve T € B(X) olsun. Eger T

doniisiimiiniin gdriintli uzayr R(T), sonlu boyutlu ise T kompakitir ([8] Hutson ve

Pym 1980, sh. 180; [24] Rudin 1973, sh. 98).

TEOREM 1.1.7: X bir Banach uzay1 ve (Tn), B(X) deki kompakt
doniigiimlerin bir dizisi olsun. Eer (T ) dizisi T ye diizgiin yakinsak ise T € B(X)
"de kompakttir ([8] Hutson ve Pym 1980, sh. 180, [11] Kreyszig 1978, sh. 408).

1.2, Spektrum

Bu kisimda X ’i €, kompleks sayilar cismi iizerinde normlu bir lineer uzay
olarak gozoniine alip, 0 ile X lineer uzayinin sifir elemanini ve I ile de X den X igine

tanimhi 6zdeglik doniisiimiinii gosterecegiz.

TANIM 1.2.1: X # {08} ve T € B(X) olsun. Eger (Al - T)'1 mevcut, simrl
ve X i¢inde yogun bir ciimle iizerinde tanimli ise A € € sayisina T déniisiimiiniin bir
regiiler degeri; T nin biitiin regiiler degerlerinin olusturdugu ciimleye de T
d6niigiimiiniin resolventi denir ve p(T) ile gosterilir. o(T) = C\ p(T) climlesine de T

nin spektrumu adi verilir. Buna gore, eger A € o(T) ise

i) (M-T)'1 mevcut
Gi) - T) ! stmirlt (yani siirekli)
(iii) (M - ! X icinde yogun bir ciimle iizerinde tanimh

ozelliklerinden enaz biri gerceklenmez (| 11] Kreyszig 1978, sh. 371).

Eger T sinirli lineer doniisiimii birden fazla normlu uzay iizerinde gézoniine
aliniyorsa, gézoniine alindigt X normlu uzayim belirtmek igin p(T) yerine p(T,X) ve

o(T) yerine o(T,X) yazacagiz.

Eger X bir Banach uzay: ise p(T,X) , € ’nin agik bir altciimlesi ve dola-
yistyla o(T,X), € ’nin kapali bir altciimlesidir.
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TANIM 1.2.2: X # {8} ve T € B(X) olsun
(M =sup {IA]l: A€ o(T,X)}
sayisina T doniigiimiiniin spektral yarigapi denir. Eger X bir Banach uzayi ise

I/
\®= iim |7

n—>o

dir. Buna gore efer A € o(T,X) ise | A < r(T) < IITIl dir ([2] Brown ve Page 1970, sh.

237). Buradan su 6nemli sonucu elde ederiz.

SONUC 1.2.3: X # {6} bir Banach uzay1 ve T € B(X) ise o(T,X), € ’nin

kapali ve sinirli bir altciimlesidir.

TANIM 1.2.4: T : X — X lineer bir doniisiim olsun. Eger Tx = Ax olacak
bigimde X i¢inde bir x # 0 elemani varsa A kompleks sayisina T lineer doniigiimiiniin
bir dzdegeri ve x € X elemanina da bir 6zvektér adi verilir (2] Brown ve Page 1970,

sh. 230, [11] Kreyszig 1978, sh. 372).

Tanim 1.2.4 geregince “A kompleks sayisinin, T nin bir dzdegeri olmasi igin
gerek ve yeter sart Ml - T doniigiimiiniin bire-bir olmamasidir™ 6nermesi dogrudur.

Buradan su sonucu elde ederiz.

SONUC 1.2.5: X # {8} ve T € B(X) olsun. Eger A € C, T nin bir dzdegeri
ise A € o(T.X) dir.

X # {8} normlu bir uzay olmak iizere T € B(X) doniisimiiniin biitiin
Ozdegerlerinin olugturdugu ciimleyi n(T,X) ile gosterecegiz ve T doniisiimiiniin

nokta (point) spektrumu diyecegiz.

Bilindigi gibi eger X sonlu boyutlu normlu bir uzay ise T: X — X lineer
doniigimii sinirli ve T ters doniigtimiiniin mevecut olmast igin gerek ve yeter sart T

doniisiimiiniin bire-bir olmasidir. O halde su 6nemli sonucu elde ederiz.
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SONUC 1.2.6: X # {0} sonlu boyutlu bir normlu uzay ve T: X — X lineer

doniigiim olsun. Bu durumda no(T,X) = o(T,X) dir.

Burada hemen belirtelim ki, X sonsuz boyutlu normlu bir uzay ise T € B(X)

doniisiimii icin x(T,X) C o(T,X) bagintist genellikle kesin igerme bagintisidir.

Simdi sinirh lineer bir doniisiimiin spektral Ozelliklerini veren asagidaki

teoremleri verelim.

TEOREM 1.2.7: X # {8} ve T € B(X) ise o(T,X) bos degildir. ([2] Brown
ve Page 1970, sh. 234).

TEOREM 1.2.8: X # {0} ve T € B(X) doniisiimii kompakt ise 0 € o(T,X)
dir ([2] Brown ve Page 1970, sh. 255 [8] Hutson ve Pym 1980, sh. 188).

TEOREM 1.2.9: X # {8} ve T € B(X) doniigiimi kompakt olsun. Bu
durumda A € (T, X) ve A # 0 ise A € n(T.X) dir ([2] Brown ve Page 1970, sh. 255,
[5] Dunford ve Schwartz 1958, sh. 577).

TEOREM 1.2.10: X # {0} ve T& B(X) olsun. Bu durumda
o(T* X*) € o(T,X) dir. Eger X bir Banach uzay1 ise o(T*,X*) = o(T,X) dir ([2]
Brown ve Page 1970, sh. 242, |5] Dunford ve Schwartz 1958, sh. 568).

Ancak n(T*,X*) ile n(T,X) arasinda Teorem 1.2.10°daki gibi bir karsilag-

tirma yapilamamaktadur.
1.3. Ince Spektrum

A € €, T € B(X) doniisiimiiniin bir spektral degeri ise Tamm 1.2.1 gere-
gince (Al - Ty! meveut, sinirh ve X icinde yogun bir ciimle iizerinde tanimh olma
ozelliklerinden enaz biri gerceklenmez. Bu kisimda A spektral degeri i¢in yukaridaki
Ozelliklerinden hangisinin veya hangilerinin gerceklenip gerceklenmedigini detayh

olarak belirlememizi saglayacak olan ince (fine) spektrum kavramini verecegiz.



X bir Banach uzayi1 ve T € B(X) olsun. T doniigiimiiniin goriintii uzayim
R(T) ve R(T) ’nin X igindeki kapanigim E(—T—) ile gosterelim. Bu durumda R(T) igin

I. R(T =X

I R(T) #X ancak R(T) = X

IIL R(T) # X
ve R(T) iizerinde gbzoniine alinan T-! igin

1. T'! mevcut ve stnirls

2. T'! mevcut ancak simirh degil

3. T ' mevcut degil
durumlar: vardir ([5] Goldberg 1966, sh. 66).

Yukaridaki incelemeleri birlikte gézoniine alirsak; Il, 12, I3, IIl, IIZ, 113,
111, 1IL, ve 11l olmak iizere dokuz farkli durum stz konusudur. Ornegin T € I, ise
R(T) =X ve T ! meveut ve sinirhidir. T € IIL, ise R(T) = X ve Tl, R(T) iizerinde

mevcut ancak sinirli degildir.

EgerA, A -TE I, ve Al-TE II; olacak bigimde bir kompleks say1 ise
A€ p(T,X) ve diger durumlarda ise A € o(T,X) dir. Burada Al - T ’nin bulun-
dugu sinifi gozoniine alarak o(T,X) ’i lzo(T,X), I3O(T,X), HZO(T,X), 1130(T,X),
IIIIO(T,X), IILo(T,X) ve IIIso(T,X) altciimlelerine ayiracagiz ve drnegin M-TEIII2
ise AE lIIzo(T,X) yazacagiz.



BOLUM 2
MATRIS DONUSUMLERI

Her lineer doniigiim bir matris ile ifade edilebildigi gibi, her matris bir lineer
doniigiim belirtir. Fakat her lineer doniigiimiin matris ifadesini bulmak kolay degildir.
Ancak bizim ilgilendigimiz lineer doniisiimlerin matris ifadelerini belirlemek
olduk¢a kolaydir. Diger yandan dizi uzaylari arasindaki en genel lineer doniigiim
matris doniisiimleri ile verilmekte olup, bir matris doniisiimiiniin, ¢ 2,
£r (1 <1 <o), by ve bv gibi belli dizi uzaylarinin kendi iglerine doniigtiiren sinirls
bir lineer doniisiim belirlemesi i¢in gerek ve yeter sartlar bilinmektedir. Bu nedenle
bu boliimde, matris doniigiimlerinin tanimini ve bazi dizi uzaylar1 arasinda tanimli
matris doniisiimleri ile ilgili teoremleri verip, Afirlikhi Ortalama Operatorii ve
p-Cesaro Operatériinii  tamimlayacagiz. Ayrica bu operatorlerin  bilinen bazi

Ozelliklerini verecegiz.

Bu ¢aliyma boyunca kompleks ya da reel terimli biitiin dizilerin uzayini s,
simirlt dizilerin uzaymi £_, yakinsak dizilerin uzaymm c, sifira yakinsak dizilerin
uzayimi ¢,, 1 <1 < eo olmak iizere r-inci kuvvetleri mutlak yakinsak seri olusturan
diziler uzayin £, sinirlt salinimli diziler uzayini bv, hem sinirh salinimli ve hem de
stfira yakinsak diziler uzaymi by, ve sinirh seri olusturan dizilerin uzayin bs ile

gosterecefiz.
Buna gore,
A_={x= (%) : sup, Ix | <eo}
c={x=(x}): likm Xy =4 mevcut)

Cp= (x=(xk) : l}(m xk=0}
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£r={x=(xk):%lxklr<oo},15r<oo

bv = {x =(xk) :% ka-xk+1| <;°°}

bvy=cyMNbv
ve
/ ] o)
bs={ x=@x:supy | X xgx| <=
\ k=0
yazabiliriz.
2.1. Matris Doniigiimleri

X veY,s nin iki alt uzayi ve A = (g ) reel veya kompleks terimli sonsuz

bir matris olsun. Bu durumda x = (x,) ve her n 2 0 igin

Apx =3 ap xg
k

(D

mevcut ise yani sagdaki seri her bir n igin yakinsak ise Ax = (A x) doniigim dizisi
mevcuttur denir. Eger her x € X i¢in y = Ax doniisim dizisi mevcut ve y € Y ise
A = (g, ) matrisi X den Y igine bir matris doniiglimii tanimlar denir ve X dizi uzayim
Y icine doniistiiren biitiin matrislerin simifi  (X,Y) ile gosterilir. Eger A, X den' Y
igine bir matris doniisiimii ise A € (X,Y) yazilir. Toplam: veya limiti koruyan
matrislerin sinifi ise (X,Y;p) ile gosterilir. Ozel olarak A € (c,c) ise A matrisi

konservatiftir ve A € (c,c;p) ise A regiiler matristir (veya kisaca regiilerdir) denir.

(1) serisi her n 2 0 igin yakinsak oldugundan matris doniigiimlerinin lineer

oldugu agiktir.

A = (a,,) sonsuz bir matris olsun. Efer her k > n 2 0 igin a , =0 ise A
matrisine iicgenseldir denir. A tiggensel bir matris ve her nigin a_ # 0 ise A normal

matris veya iiggen matris adini alir.
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A =(a ) sonsuz bir matris olmak {izere
CA={x=(xk):AxEc}
climlesine A matrisinin yakinsaklik alant (veya toplanabilirlik alan1) denir.

Bazi dizi uzaylan iizerinde tammli matris donisiimlerinin dzelliklerini veren

temel teoremler agagida ispatsiz olarak belirtilmigtir.
TEOREM 2.1.1: A€ B(4£_) olmast igin gerek ve yeter sart
IAIl = sup,_ § la | < oo )

olmasidir ([18] Petersen 1966, sh. 5, [7] Hardy 1949, sh. 44 [14] Maddox 1970, sh.
174, 127] Wilansky 1984, sh. 5,[19] Powell ve Shah 1988, sh. 42).

TEOREM 2.1.2: A€ B(2 () elmasi igin gerek ve yeter sart
IAIl = sup, 2 la\|<oo
Supy o onk T

olmasidir .(|9] Knopp ve Lorentz 1949, [14] Maddox 1970, sh. 167 [27] Wilansky
1984, sh. 126).

TEOREM 2.1.3: A€ B(£_) N B(,Cl) ise 1 <r<ooigin AE B(,tr) dir ([14]
Maddox 170, sh. 174, [27] Wilansky 1984, sh. 136).

TEOREM 2.1.4: A € B(cy) olmast i¢in gerek ve yeter sart (2) ’nin
gerceklenmesi ve her k igin ~ lim ay = 0 olmasidir ([14] Maddox 1970, sh. 163,

n—>oc0

[127] Wilansky 1984, sh. 129).

TEOREM 2.1.5: (Kojima-Schur): A € B(c) olmasi igin gerek ve yeter sart

(2) 'nin gergeklenmesi ve her j igin  lim hd ag, = aj mevcut olmasidir ([14]

n—>oc k =j
Maddox 1970, sh. 166).
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ONERME 2.1.6: A € B(c) olsun. Eger A, (2) ’yi gergekleyen bir A’/

inversine sahip ise Al e B(o) dir (127] Wilansky, 1984, sh. 92).

TEQOREM 2.1.7: (Silverman-Tocplitz): A € (c,c;p) olmas: icin gerek ve

yeter sart (2) 'nin gergeklenmesi ve

(i) her k igin nlil?w-nk:O
Gy lim {3 a, =1

olmasidir (|S] Dunford-Schwartz 1958, sh. 75, [18] Petersen 1966, sh. 8, [7] Hardy
1949, sh. 43, [14] Maddox 1970, sh. 165, [19] Powell ve Shah 1988, sh. 24).

TEOREM 2.1.8: A € B(bv) olmasi igin gerek ve yeter gart

o i

W sup. 3 | X (ank'an-l,k) <o @
n=0 k=0

(ii) Ae Ebv,e=(1,1,1,...)
olmasidir ([27] Wilansky 1984, sh. 127).

TEOREM 2.1.9: A € B(bvy olmasi igin gerek ve yeter gart (3) ’iin
gergeklenmesi ve her k igin  lim A =0 olmasidir ({27] Wilansky 1984, sh. 127).

n—> oo

2.2 Agirhikh Ortalama Operatori

n

2 a olmak lizere

a,>0, n21 iin a 20 ve A = 2,

( ai

* . Osks=n
An @)

0 , n<k
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bigiminde verilen A = (ay) matrisinin tanimladig1 matris doniigiimiine agirlikli orta-
lama operatorii veya Norlund tipi operator denir ([7] Hardy 1949, sh. 57, [19] Powell
ve Shah 1988, sh. 43).

Simdi Agirlikh ortalama operatériiniin regiiler olmasini belirleyen teoremi

verelim.

TEOREM 2.2.1: Agirlikli ortalama operatoriiniin regiiler olmasi igin gerek
ve yeter sart n — oo igin An — oo olmasidir ([7] Hardy 1949, sh. 57, [19] Powell ve
Shah 1988, sh. 44, [18] Petersen 1966, sh. 10).

2.3. p-Cesaro Operatorii

Bir x = (x, ) kompleks (veya reel) terimli dizisini n 2 0 i¢in

n

. 2 Xk (5)
m+1) k=0

olmak iizere y = (y,) dizisine dniistiiren operatdre p-Cesaro operatdrii denir ([21]

Rhaly 1989).

1

¥n=

p-Cesaro operatoriiniin p = 1 6zel hali Cesaro operatoriine (Aritmetik ortala-

ma operatoriine) karsilik gelir.



BOLUM 3
AGIRLIKLI ORTALAMA OPERATORUNUN SPEKTRUMU

Bu bolimde agirlikli ortalama operatriiniin sirasiyla bv,, ve bv uzaylar
lizerindeki spektrumunu inceleyecegiz. Agirlikli ortalama operatiriiniin ¢ lizerin-
deki spektrumu 1987 yilinda Rhoades [23], ¢ iizerindeki spektrumu 1977 yihnda
Cass ve Rhoades |4] ve ince spektrumu 1983 yilinda Rhoades [22] ve £ p 1 S <eo,
izerindeki spektrumu ise 1978 yilinda Cartlidge [3] tarafindan doktora caligmasinda

incelenmistir.
Bu biliimde aksi belirtilmedikge

oo dn . ap /“n \
= liminf— , 0= limsup ve G= :n=0
1
n

A, A, \an

alinacaktir.
3.1. Agirhikh Ortalama Operatériinin bv, Uzerindcki Spektrumu

Bu kisimda Agirhikli ortalama operatiriiniin,
il = 2 1x, - 5,

normuyla birlikte bir Banach uzay1 olan by, uzayi iizerindeki sinirlthgini ve spektru-

munu inceleyecefiz.

TEOREM 3.1.1: A regiiler bir agirhkh ortalama matrisi ise A € B(va) dir.

ispat: a_ o =0 olmak iizere (4) ifadesinden
® i i n © i
DI I (“nk‘an-l.k) =2 | = (“nk‘an-l.k) t X 2 (“nk'an-l,l{)

n=0 k=0 n=0 1| k=0 n=i+l | k=0



ap | ™ fag ag ) a z L lak ag
—+ 3| T e 2 | 2
Ao por | k=0\Bn Ani) Anl i | keo!An An
i o1 a = 1o
=1+ 3 |Ap|—- +—2 > A -—
n=1 An An-l An n=it+l An-l An
i A,  a * 1
=1+ Y [+ ol o A Y : ——
n=1 An  An n=it) \Anl An
i [
=14 3 |-l +—{+ A fim |—-—
n=1 n =« i Ar
| 1
=1+0+Aj—- lim —
Aj r—>o A

olup A regiiler oldugundan lim A_ = e (bkz. Teorem 2.2.1) olup buradan

n—>o
o i

Sup, P D) (ank‘an-l,lil) =2
n={ |k=0

elde edilir ki, Teorem 2.1.9 geregince A € B(bv o) dir.

LEMMA 3.1.2: A regiiler bir agirhikh ortalama matrisi ise Ale B(bv,)

olmasi igin gerek ve yeter sart 0 € G olmasidir,

ispat: Gereklilik: Eger 0 €G ise G C o(A,bvo) oldugundan ([3] Cartlidge
1978) A & B(byy) dir.
Yeterlilik: 0 G olsun. Bu durumda (4) 'den Al=D= d

llk) matrisi

d_; =0 olmak iizere,



dpg={ 1-— . k=n-I D

0 » diger durumlarda

ile verilir. Buna gire (7) "den agik olarak sabit her k i¢in lim d_, =0 veayrica

n ~—» oo

o

p) i (dnk“dn-l.k) =|dm-d-|.0 + i Zn: (dnk'dn-l,k)

n=0 | k=0 n={ k=0

. ; i (dnk‘dn-l.k)

n=it+! | k=0

A()

——

il()

2

n=|

(d nn-2 - .n—2) + (d nn-§ - dp ,n-l) + (d nn - dpy ,ﬂ)l

i i
X (di+l,k'dik) > (di+2,k’di+l,k)
k=0 k=10

An An-l An
+|—-0

[ -—21.

an| ap an

(di+l.i-l 'di,i-l)+(di+|.i‘dii) Hdjoi-diyy

i
An ) An An J An
=1+ Y -1+ b ore - —
n=l “nl iln Adn_y An
A.
+ ALY B I PR OO
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. A A A.
=1+0+ —1+=a»i+l--—‘f-l~--—‘- +{-1+ s
a; Ay Q4 iyl
Aiyy A A
i+l +1
=l +— |1+ =2
4jy) djy) aj4)

elde edilir. Buradan hipotez geregince

- : \{ Ajry
SUPiZ > |9k -dn-1 4| =2 sup;j
n=0{ k=0 vl
a:
nf
Ai+]

bulunur ki Teorem 2.1.9 geregince Ale B(bvo) elde edilir.

TEOREM 3.1.3: A matrisi regiiler bir agirlikli ortalama matrisi ise

fx: N ANy '6\ UG C oA,bvy
\ 2-981 2 -6[
dir.
i 1 4
Ispat: D = (Al - A)” = (d, ) dersek (4) yardimiyla n 2 0 igin A # — olmak
A
tizere D =(d ;) matrisi, n
A
. s n= k
AMA,-ay
-1
ak n aj
d = Il -— , k<n (8)
2 AA;
AApI=k L

0 , n<k
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ile verilir ([4] Cass ve Rhoades 1977). Eger D& B(bvy) olsaydi her k igin
N € bvg olurdu. ) iizerindeki kabullerimiz altinda @) & bo oldugunu
n= n=

gostererek ispat1 tamamlayacagiz. Buna gore (8)’den

D dnl’dn+1,ll" -
n=0 A17\.‘-al
) n n+l1
a 1 1 i 1
t— X ~A~H - — 11
A n=1 | Pnjen _fi) n*%-l(l_i)
AA; AA;j
0 n n+l
, aq 1 1 1
=0)+-— 3 — (1 -T1
2 Ag | 1\ a; | . 1\ a
Y MRS (R P PR M B EY PO E e
M A 1 May
i 1 1
=0(1)+01) 3 I >
n=1j=1 1+{'1 LA 1 (1--1-) g
V' MAL A Ap
© n+l
a
=0 +0() 3 I : e 1--1_)
RS P A N L R
M AL
© a n+l 1
=o)+0m) 3 = 17+
a=1 An o 1+(1-l A
M A
© n+1
a
=0()+0() 3 =L 1 L
A , a;
R PR P e ©)
M A
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bulunur. Diger yandan

a
1+1-l)ﬁ" <1
M A

1
olmas igin gerek ve yeter sart - — = o+ iff olmak iizere
A

2 2

a a
1+(1+a) k+ +iB ktl <1
Ak Ag
yani
2
a 2 2(/a
2(1+ou)——k+—1+[(1+(x) +[3w Bl <0 (10)

olmasidir. a, , | = 0 olacak bigimdeki her k igin (10) ifadesi asikar olarak gergeklenir.

3, 1> 0 olacak bigimdeki her k igin ise (10) ifadesi

(1 +a)2+ ﬁz}fﬁﬂso (1)

Ay

21 + )+

ifadesine denktir. (11)’in gerceklenmesi i¢in ise

Akt

dx41 Agy1

A | Bk

Agyt

a

ifadesi ’e gore artan oldugundan yeterince biiyiik k ’lar i¢in

Ak+l
2 2

(1+a) +B

d
— =<0 (12)
1-6

2(1 +a)+

ifadesinin gerceklenmesi yeterlidir. (12) ifadesi ise

1
y N

2-6

_1-0
- 3
5.5 13)

olmasma denktir.
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O halde A, (13) ifadesini gercekleyen bir kompleks say1 olmak iizere
(9) ’dan

[e 2] [e o]
an41
Y |dnt-dper,1( 20+ 0(1) 3
n=0 n=N'ntl
elde edilir ki, lim . An L= oldugundan Abel-Dini Teoremi ([10] Knopp 1971,

1 —» co

sh. 290) geregince,

e o4

)

n=N

aAn+l
An+1

serisi wraksaktir. Boylece ispat tamamlanmus olur.

TEOREM 3.1.4: A, y > 0 olacak bigimde regiiler bir agirlikli ortalama

matrisi ise
/ 1 -y
oAbvpClA:|A-—|<—3UG
\ 2-yl 2-y
dir.
. . an 1 l- 1. .
Ispat: Ispati A»— ve |A-—|> Ozelligine sahip A kompleks
A, 2-yl 2-y

sayilan i¢in A € p(A,bvy) yani I - A)’l € B(bvy) oldugunu gostererek yapacagiz.
Bunun i¢in ise gézoniine aldifimiz A ’lara karsilik (M - A)'1 = (d,) matrisinin

Teorem 2.1.9’un sartlarint gergekledigini gostermek yeterlidir. Boylece

Ao

2-y

|- .
>-——Y- ozelligine

2-y

(i) A% — ve

Aq

sahip A kompleks sayilart igin A € p(Ac o> ([23] Rhoades 1987) oldugundan Teorem

2.1.4 geregince asikar olarak sabit her k i¢in  lim d, =0dr

n—>o0

nk

(i) e=(1,1,1,..)olmak iizere

AI-A)e=2e-Ae=Ae-e=(- 1

ve
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e=-A) [T - A)e] = A1-A)! ((A-1)e)
=h-DM-A)Te

yani
-1 l
(M-A) €= e
o1 (14)
elde edilir. Buradan her n igin
! 1
> dpk= (15)
k=0 A-1
bulunur, boylece (8) yardimiyla,
0 i i n ® i
Z z (dnk‘dn—l,k) = 2 2 (dnk'dn-i,k) + 2 E (dnk'dn-l,k)
n=0 |k=0 n=0 [k=0 n=i+1 | k=0 '
i n n-1 ) i
=Id0d+ Z 2 dnk‘ 2 dn-l,k + 2 2 (dnk'dn-l,k)
n=1 | k=0 k=0 n=i+1| k=0
! 1 1
=0+ ¥ |—-—
A-1 A-1
n=1
© i n n-1
1 ay 1 ay 1
+ 3 | =3 / 1 il \
n=i+l | A k=0 nj=k 1ﬂ_) -1 j=k (l_fj_)
My M,
o i n-1
1 1 1 1
s0H+— Y I E -
2 a; ap Apg

N n=i+1 k=0 j=k|q__J

M A
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an
L Apq-Apt -
=O(l)+—-—2~ > > a1l
| n=islk=0 =k |y % An_f_q Ans
MA; A
1
1 0 '}:'1 an n 1
=0(1)+~—2 2 — X [l
| n=i+l AnBni g g =k | A
M
o0 n i n
a1 a 1 1
=()(1)+|_3l P ]aOH_+2 ag [ ———
1y n=i+1 AnAnl =0 | B k=t ekl B
M, M,
[} n
ag a A 1
=0(1) +0(1) / —_— Xiu.x“-n
1. 20 I ns=ivg Onfn-l By 1+(1_i j
Mg A A
) i n
n nak 1
+ X 2 A I1 \
n=iv1 BnAnl o) Akl g I+ 1__1_) 3
A Aj-l
[+ ] a n 1
=0)+0(1) 3 A“ n———
n=i+1 01 =] 1+(1__1_)ﬁ_
M A
) a i ay n 1
n
+01) > > . I1
n=i+l Olg=q Okljog 1) 3y
1 +]1 6
" A (16)

yazabiliriz.
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Simdi A iizerindeki kabullerimiz altinda yeterince biiyiik her n i¢in

n+l

1la
1+(1--—
A OA,

oldugunu gosterelim. Bunun igin, — -)\—zo. + if} olmak iizere
f:R—=R
ft)y=1+2(1+a)t+[(1+0)?+p%

seklinde tanimlanan f fonksiyonunu gézoniine alalim. f fonksiyonu

_ -(1+w

o 2 2
1+ +P

noktasinda bir minimuma sahiptir. Diger yandan

olmasi
y(a2+[52)+2 a>y-2

olmasina denktir. Buradan

v, -(+o

201 -9 2

2
d+a) +B

(17

Y
oldugundan her t > — igin f artandir. Ayrica yeterince kiigiik her € > 0 sayis1 igin

2(1-y)
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2

f(_l_-e)_1+2(l+a)——+(l+0t) +p ( )
1-y 1-y -y

IR -)}

2
l+o) +B

-2/e(l+a)+

\

t(——Y-—) -2 € g(e)
1-y

elde ederiz. f fonksiyonu, t > Y i¢in artan oldufundan yeterince kiigiik € > 0
1-
say1st igin g(€) > 0 dur. 21-v)
Simdi de f( 1 ) > 1 oldugunu gosterelim. (17) ifadesi
=Y
! Y
—- > 1 (18)
I-y M-y
olmasina denktir. Buna gore (18) yardimiyla
2 2 2
fF=1+20+o)——+|Q+0) +p |[——
1-vy 1-vy 1-vy
2
4 Byt
=[l+(0+a+if)—
1-y
|2 2
=1+(1-1—) LA [ S
My 1y ag-y

elde ederiz. € > 0 sayisum
2
| e|= [ -2ege)=pn >1
1-vy 1-y

olacak bigimde segelim. Bu durumda y nin tanimi geregince her n 2 N igin
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Apy
an+l= Anqi > Y e
Ap 1~an+1 I-y
An+1

olacak bigimde bir N > 0 sayis1 vardir. Boylece ayni n ler igin

2

a a 2

1+(1-l- n+l =f nt >f——Y—-8 >u > 1
A A, A, 1-y
yani
a

1+ l-i) st PO (19)

A OA,

elde ederiz.

Diger yandan yeterince biiyiik n ler igin

dn4] 0
S

1
+ ] =—e (20)
A, 1-d 1-9

gerceklenir.

Buna gore (16), (19) ve (20) birlikte gézéniine alinirsa, H; ve H, pozitif

sabitler olmak iizere,

© i

3|2 @u-dur9 | sOQ+O0OH, ¥ ——L1
n=0 | k=0 n=i+1(1 _5) Mn
| S TR 1

i n-k+1
n=i+l (1 -4) k=1 (1-0)
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H1°°1H2°°1Hk

=0 +0(1){ — ¥ —+ . D ~ S
1-6 n=itl p  (1-9) n=kl p k=0

_ 0(1)+0(1){ —L og1) + sz y b \
1-9 (1 -6) n=i+]p|, (y,-l)/

=00)+ 0()/Hlt)(m . 1n\=0(1)

1-6\ (-0 (- 1)n Gl

oldugundan

® i

sup; » > (dnk'dn-l,k) ~ 2
n=0 | k=0

elde ederiz.
Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 3.1.3 ve Teorem 3.1.4 birlikte gézoniine alinirsa agagidaki sonug
hemen elde edilir.

all

SONUC 3.1.5: A,d=1lim 7\—-—> 0 olacak bigimde regiiler bir agirlikli orta-

e . n
lama matrisi ise

lug

Tl 2

oA, bv) = {)»

dir.
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3.2 Agirlikli Ortalama Operatoriiniin bv Uzerindeki Spektrumu

Bu kisimda Agirlikli Ortalama operatoriiniin

lixI| =} lim xl +3X ‘xk-xkﬂ}
k

normuyla birlikte bir Banach uzay: olan bv iizerindeki sinirhligini ve spektrumunu

inceleyecegiz.

TEOREM 3.2.1: A herhangi bir agirlikli ortalama matrisi ise A € B(bv)

dir.

Ispat: Herhangi bir A, agirlikli ortalama matrisi igin e = (1, 1, ...) olmak

lizere Ae = e € bv oldugundan Teorem 2.1.8 geregince ispati tamamlamak igin (3)

ifadesinin gerceklendigini gostermek yeterlidir. Buna gore (4) yardimiyla (6) dan

o i
1 1
> | X @uk-apgp) | = L+HA—- lim —

n=0 [k=0 i rsoAr

I
=2-Aj lim —

r—x Ar

yazabiliriz. Eer lim A = oo ise (21) ifadesinden

I —> oo

© i

XY @k-apg,| =2

n=0}k=0

elde ederiz. Eger lim A = a <o ise yine (21) ifadesinden

r—> oo
2 Aj ag
2 2 (ank'an-l,k) =2'—"'52--7<2

. o a
n=0 (k=0

21

(22)

(23)
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elde edilir. Buradan (22) ve (23) birlikte gézoniine alinirsa
o i

sup; >0 | Y @nk-an-,0)| <2

n=0|k=0

elde edilir ki, boylece ispat tamamlanmis olur.

LEMMA 3.2.2.: A, bir agurlikli ortalama matrisi olsun. Bu durumda

Ale B(bv) olmasi i¢in gerek ve yeter sart 0 &€ G olmasidir.

Ispat: (7) den,
-1 ®©
A c=[ ¥ du|=Wpn1+dnp
k=0
=|1-—L+ T =()=cEbv
Ay 4p

oldugundan ispat Lemma 3.1.2 den agiktir.

TEOREM 3.2.3 A, 0 > 0 olacak bigimde bir agirlikli ortalama matrisi ise

A

! 1-6\UGQ0(A,bv)

A <—
V1 2-0] 2-0f
dir.
Ispat: A € G ise GCoO(A,bv) oldugundan A € o (A, bv) dir. Eger
1-6 1-0
A A- —— | £ — egitligini gergekleyen bir kompleks say1 ise (9) dan Teorem
2-9 2-9

3.1.3’iin ispatina benzer sekilde

An+l

> |9nr-dpy, llZ o +0d) ¥

n=0 nzN N+
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&

a

"A_“;tO oldugundan ¥ - serisi 1raksak oldugundan
n nzN A

3 Id“l - dml, il = oo elde edilir ki, bu da (dnl') & bv olmasi demektir. Biylece ispat

n

tamamlanmis olur.

bulunur. 6 = lim sup,

TEOREM 3.2.4: A regiiler bir agirhikli ortalama matrisi ise

/x{x-
\

1
2-0

s‘“\ucgommw
28

dir.
ispat: Teorem 3.1.3’den elde edilir.

TEOREM 3.2.5: A,y >0 ve lim lim A =1 ise olacak bigimde bir agrlikl
T —> oo
ortalama matrisi ise
/ i
o (A, bv) Q\ At
|

L

dir.

)\-l

r-
) > Yvergs olacak sekildeki A kompleks sayilari
-y

2-y

Ispat:

A - ate B(bv) oldugunu gistererek ispati yapacagiz. Bunun i¢in (14) den,

-1
MN-A) e= : cEbv
A-1

oldugundan, (d ). (8) ile verilmek iizere
i

[+ 0]
Supi D dpg-dpp, | <®
n=0 k=0

oldugunu gostermek yeterlidir. Boylece, d; =0 olmak iizere



o0 i i n o i
Y| X kdp, =2 | 2 @uk-dn,o|+ X | X @pg-dpg 0
n=0] k=0 n=0]|k=0 n=i+1 | k=0
i n n-1 ©
=[dgd+ X | X dpk- X dpg |+ X dn()‘dn-l,()’
n=1 |k=0 k=0 n=il
e i
+ > dpk-dpg,0)
n=i+1 (k=1
i ® n n-1
0 | 1 1 1
=0+ 3 |——-——|+— % | —TI —T1
pmtl U 2 P aciin | Aoy 8| Antjeof) %
)»Aj ij
0 i n n-1
1 ap 1 ay 1
+— 3 | X —1I1 - I1
2 . An. a; An-l- a;
N n=i+1 | k=1 j=k 1 - ] j=k ] -—d
AA; A4
an |1 a n 1
0
=0+ — 3 |—-1|——T1
2 . A A -1 a;
[\] n=i+l irtj=ofy 0
KAJ-
oo i n
1 | ay 1
t— % | 3 ag [ ———
A n=i+l Anfntyoy ek |, 8
MA;
ag|l -\ * a A" 1
~0() 4 — LY
|}\|3 1_._3(_) n=i+lAnAn-1 A1j=1 14+ ]-L_L
M A Ay

29
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o i n
[1-N an agAq 1
e X A > " I1
o onsier Tl s TR ek 1+(1-i
A

4

A

=o(1)+9_(_12 3 4n I

Al peint A“"j:l 1+(1 __1_) 4

A

o i n
2 2 a1
n=i+1 " Mlg=1 j=k 1+(1-i) 3]

A Ay 24)

1

ap

)
00
Ay

elde ederiz. Diger yandan,
dny

Ap

> 1

| + l-—l—
A

I
olmasi igin gerek ve yeter sart - S =a +if} olmak lizere

2 2
a a
T+ (1 +o)— ] gt 5
An

n

yani
2

2 2|1 ¢
1 +a)a“”+[(1 +a) +ﬁ] il (25)
A A

n

n
olmasidir,y > 0 oldugundan yeterince biiyiik n’ler igin a_ , > 0 dir. Dolayisiyla yete-
rince biiyiik n’ler igin (25) ifadesi

2 anyy

2
20+ +|((1+) +P >0

n

olmasina denktir. Bu ifade ise yeterince biiyiik n’ler igin



31

2 2
L+ +p

_1_>0
-y

2(1 + )+

olmasina yani;

olmasina denktir. Bu ise A iizerindeki kabuliimiizdiir. O halde (24) den

) i [+
a
3| Y @k-dn,d| =00)+01) 3 —
n=0]k=0 n=i+l An'l
o a, i
+ (1) > > ag

n=itl 01 k=

=0(1)+i(1—)- 3 oa,+0(1) 3 —i’l-,(Ai-au)

Fn=isl n=i+l 07l

=0()+0(1) ¥ a,

n=i+l

(26)

olup lim A, =7 oldugundan, (26) ifadesinden

n— o

<] i

2| 2 Wn-dp )] =00+0()m

n=0 (k=0
elde ederiz. Boylece ispat tamamlanmig olur.

TEOREM 3.2.6: A regiiler bir agirhkl ortalama matrisi ve y > 0 ise

L

2-y

1y UG

< —_—

]

oA, bv)C ‘/7\ :

\

dir.
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Ispat: ispat Teorem 3.1.4’ten agiktir.

a
SONUC 3.2.7: A agirlikh ortalama matrisi i¢in 8 = lim — >0 ve
no A
lim A, = gergeklenirse, .
PR P PO P\ Y
\ 2-0] 2-0 f

dir.
Ispat: Teorem 3.2.3 ve Teorem 3.2.5°den elde edilir.

a
SONUC 3.2.8: A,d =lim —> 0 olacak bigimde regiiler bir agirlikli orta-
A

lama matrisi ise h

.

2-0

sl—-—b\ UG

2-0

oA, bv) = {X :

dir.

Ispat: Teorem 3.2.4 ve Teorem 3.2.6"dan elde edilir.

(N



BOLUM 4
p-CESARO OPERATORUNUN SPEKTRUMU VE iNCE SPEKTRUMU

Bu boliimde, (5) ile tanimlanan p-Cesiro operatiriiniin ¢ © £r, (I €1 <00),
bvy ve bv uzaylar iizerindeki spektrumunu ve ince spektrmunu inceleyecefiz.

Ayrica spektrumun toplanabilme teorisine bir uygulamasini verecegiz.

p-Cesaro operatdriiniin p = | 6zel haline kargilik gelen Cesaro operatoriiniin
¢o Uzerindeki spektrumu 1985 yilinda Reade [20], ¢ lizerindeki ince spektrumu 1975
yilinda Wegner|26], .I.fr, (1 <1 < o), tizerindeki spektrumu 1972 yilinda Leibowitz
1121, Jﬁz lizerindeki spektrumu 1965 yilinda Brown, Halmos ve Sheilds [1] ve ¢, va
ve bv iizerindeki spektrumu 1986 ve 1990 yillarinda Okutoyi [15], [16] tarafindan
incelenmistir. Ayrica Rhaly p-Cesaro operatoriiniin ,.Ez uzay! lizerindeki spektrumu-

nu 1989 yilinda incelemis ve p > | igin

1
n(Cp,£2)= /———:m=(), ...

ve

sonucunu elde etmigtir [21 |.

Biz de bu biliimde, Cp déniigiimiiniin o © ..Er, (1 £1<o0), va ve bv uzay-
lar1 iizerindeki spektrumunun, Rhaly’nin £, iizerindeki sonucuyla cakistigini

gosterecegiz.

p < 1igin Cp, doniigiimii, ¢y € .J,'I,, (1 €1 < o0), va ve bv uzaylari lizerinde

sinirh olmadigindan bu ¢alisma boyunca p > 1 halini gozoniine alacagiz.
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(5) ile tanimlanan p-Cesaro operatiriine karsihk gelen Cp = (c,,) matrisi

asikar olarak

..___1 , O<k=n
|y
(n+1)
Cnk= 27)
0 s k>n

ile verilir. c"(‘), ,Er, (1 <1 <oo)ve va uzaylarina swrasiyla izometrik olarak izomorf

1 . * oo

olan ,El. ,\Es, ( — + —=1), ve bs lizerinde gdziniine alinan Cp adjoint operatoriine
Yoor s

kargilik gelen matris (27) ile verilen Cp = (¢, ) matrisinin transpozudur, yani,

: , O=sns<sk
. \p
* (k + 1|)
.= (28)
Cnk
0 . k <n

olmak {izere C;’; = (c,”]‘k) dir ([25] Taylor 1980, sh. 221-223). ¢* uzayma izometrik
olarak izomorf olan £, iizerinde gozéniine alinan C;‘ adjoint operatoriine kargilik

gelen matris

-1—- , l=sn<k
p
* k
an = (29)
0 s aksi halde

%
olmak ilizere C: = (c;':k) ile (115] Okutoyi 1986, sh. 50) ve bv uzaymna izometrik
olarak izomorf olan T8bs uzay: iizerinde gdzoniine alinan C: adjoint operatoriine

kargilik gelen matris ise
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A . n=0, k=1

p-1

k (30)
* i- , l=snsk
an— kp

0 y k<n

olmak iizere C = (¢, ) ile verilir ([15] Okutoyi 1986, sh. 63)

X # {8} bir Banach uzay1 ve TEB(X) olmak iizere =n(T, X) € o(T, X) ve
o(T*, X*) = o(T, X) olmasi nedeniyle her kisimda Cp operatdriiniin spektrumunu

incelerken, spektrum hakkinda énemli bir fikir vermeleri nedeniyle once, Cp ’nin

nokta spektrumunu ve Cp adjoint operatdriiniin nokta spektrumunu hesaplayacagiz.
4.1.  p-Cesaro Opetaroniiniin ¢, Uzerindeki Spektrumu ve Ince Spektrumu
Bu kisimda p-Cesaro Operatoriinii
lixil = sup,, |x |

normuyla birlikte bir Banach uzayi olan ¢, lizerinde gdzoniine alip simrliligin,

spektrumunu ve ince spektrumunu inceleyecegiz.
TEOREM 4.1.1: CPEB(CO) ve lICpII =1 dir.

ispat: Her k i¢in (27) den

1
=0

lim ¢pk= lim

e e (n , l)p (31
ve diger yandan
z L 1
5 Jowf= X ———s
k=0 k=0(n+1) (n+1)
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oldugundan

supy Y, ‘an‘ =supn—*—~l«~- =1 (32)
k (n + ])

bulunur. O halde Teorem 2.1.4 geregince Cp EB(cy) ve HCpH =1 dir.
TEOREM 4.1.2: Cpe B(cy) kompakitir.

Ispat: Her sabit m igin

m Xg+ X X+t X1+ .. +Xp
CpX =1 X0 9 see gy .

2" (m+1)

0,0,.. (33)

seklinde tanimlanan C‘:operatiirii agik olarak B(c(')“) uzaymnin elemamdir.

Yine sabit bir m i¢in {eo, € ver s em} sinifi R(C;)") igin bir baz oldugundan,
R(CI:n ) ’nin boyutu sonludur. O halde Teorem 1.1.6 geregince her m igin Cpm, %

tizerinde kompakttir.

Diger yandan her x € ¢ igin,

m+ m+2

=f{o,...0, = , 3 o

S
Cp-Cp X

n+l X { n+l
c=sup | X
n=m k=o(n+j)p nzm (n+2)p k=0

= maks lxk( sup

Osksn+tl nzm(n_{p2

<] —‘-;
(m + 2)

olup, her x € ¢, igin,
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e,-co
Cp-Cp X

elde ederiz. Demek ki (Cg] ) kompakt operatorler dizisi, ¢, tzerinde Cp ‘ye diizgiin

lim =0

m—s> oo

yakinsaktir. O halde, Teorem 1.1.7 geregince Cp kompakttir. Boylece ispat tamam-

lanmig olur.

Simdi ilerideki teoremlerimizin ispatlarinda kolaylik saglayacak olan

asagidaki lemmay1 verelim.

1
LEMMA 4.1.3: 20,1, — , .., (p> 1), olacak sekildeki her A& igin

esitsizligini gercekleyen pozitif M ve H sabitleri vardir.

. 1 1
Ispat: A€ Cve h#0,1 ,—,—, .olsun. VuE R igin ] +u<e!
2P 3P
esitsizlifini gozéniine alarak - }»— =+ if} olmak iizere

n n

| §
l-— | = 1+-(}~+i—ﬁ—
o p iy p p

1= j A 1= i ]

12
0 2 2
-1l &x_ a +p
. p 2p




ve benzer bigimde

-12
-1 2 2
n n
. - 20, al+p
. Ry . p 2p
j=1 j A = j j
/; 3
sexpl 3 ~—+20 —
| "
s ]

= exp ’0(1)+ 0(1), = 0(1)

bulunur ki, bdylece ispat tamamlanmig olur.

UYARI: Reade [20], bir A € T i¢in Re (..)l\_) = ¢ olmak iizere

oldugunu gostermistir.

| .
TEOREM 4..4: JT(CP, cq)= /————-: m=0, [, \ dir.

\(m+1)f [
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Ispat x#0 olmak iizere C X = Ax olsun. Bu durumda (27) den Xg = }»xo

ve n21 igin
1

(n + 1)p

denklemleri saglanir. Buradan efer x = (x_) dizisinin sifirdan farkli ilk bilegeni X

{x0+x1+...+xn}=7»xn 35)

ise A=

ve n2m+1 igin (35)den
(m + 1)P
n P
A
xp= [ ————J-};—— X (36)
j=met\a (1) -1
elde edilir. §imdi n 2 m+1 igin x  (36) ile verilmek iizere x = (x,) € ¢ oldugunu
gosterelim. Ancak bu sonucu x € ,32 yani, an lxnl2 < oo oldugunu gostererek elde
edecegiz. Buna giife (36) dan n 2 m + 1 igin
2
, 5 . )
Xn4] A(n+1) A (n+1

] A(ne2)’ -1 ] |>\|2(n+2)2p 2Re(M)(n42)” +1

)

Xn

oldugundan

2
Xn+1

lim =1

n—ow| Xp

elde edilir ki, béliim kriteri sonug vermez. Diger yandan

X
lim 0| hmn -1
e IXn+1| \ /

. o)™ o) e+

n—o (o)™

=2p>1

A(n+1) l
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oldugundan Raabe kriteri([17] Olmsted 1961, sh. 396, [10] Knopp 1971, sh. 285)

geregince % Ixnl2 <eo dir. Bu ise ispati1 tamamlar.

:m=0,1,2,..\ di.

TEOREM 4.1.5: %(C, ,&)) =
P P

(m + 1)

Ispat: x # 0 olmak iizere Cl’)" x = Ax olsun. Bu durumda (28) den n > 0 igin

e}

2 P
k=nk +1)

Xk

=Mxp (37

denklemleri gerceklenir. Eger A =0 ise (37) den x=0 elde edilir ki, buda
o n:(CI’: s fEl) oldugunu gosterir. Ayrica A # 0 olmak iizere (37) denn >0 icin

X, =Mn+ 1)P [x, - X, ]

veya
1
Xns1=|1- Xn
p
}»(n + 1)
ve dolayisiylan 2 1 igin
! 1
o= LT 1 -—= %0 (38)
=1 5 A

elde edilir. Eger A =——1-— ,m=0,1,..,ise (38) den n 2 m + 1 igin X, = 0
(m+ 1)P
oldugundan asikar olarak x = (x ) € £, dir.

EgerA # —1--— ,m=0,1,...,ise (38) den

(m+ 1)P
. | %Xn+l ) 1
lim = lim |1-
n—son} Xp n—>o }\'(n+1)p
P
- fim )»(n+1).-1 _1
e x('n+1)p




41

bulunur ki, béliim kriteri 2 x| serisi i¢in sonug vermez. Diger yandan
n

lim n

-1]= lim
n—o Xn+l n—sow X

= lim
n—s>o

|y
L n/ 2Re(M)(n+1) -1

2[1“"00 2p

lx(z(n o1) -2Re(Wfn+1) +1

oldugundan Raabe kriteri geregince 2 Ix ol serisi wraksaktir. Bir baska deyimle X,
n

n 2 m igin (38) ile verilen (x ) dizisi £, uzayina ait degildir.
Bu ise ispat1 tamamlar.
Teorem 4.1.4 ve Teorem 4.1.5 geredince

/ ! :m=0,l,...\go(Cp,c0)
\(m+1)p f

ve ¢; " bir Banach uzayi olmasi nedeniyle o(C P Co) kapali olacagindan

/ L 'm=0,1,

: puiofcoCocy)
\(m+l)
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dir. Halbuki asagidaki teoremde gérecegimiz gibi

O(Cp,c)=/———l———:m=0,1,...\UIO\
N\ime [

dir.

TEOREM 4.1.6: <’(Cp,c())=/ ——im=0,1,.. U{"‘} dur.
(m + l)p

Teoremin ispatini, iki degisik yontemle yapacagiz.

Ispat: Teoremin ifadesinden hemen Once verilenlerin 15181 altinda ispati

1 1
s —2—}-)- ,-53 , .. olmak lizere A € p(Cp, o) oldugunu
gostermek yeterlidir. Buna gore A iizerindeki varsayim geregince, efer

tamamlamak icin A = 0, 1

(M-Cp)x=y

ise (5)den n=0 igin
n

Yn=—— 2 Xk
(n + 1) k=0
denklemleri gergeklenir. Buradan x = (x,)) dizisinin bilesenlerini, y = (y ) dizisinin

bilesenleri cinsinden yazarsak
X0=——Yo0

ve n21 igin

P n-1 n+l
1
xn=_(l]_;+.£l~_yn+ 2 __;—.. I_I —_— Yk
P 2 P
Mos1) -1 k=0 AT(n4 1) i=ke 1o
A

elde ederiz. Buna gore x =l - Cp)’1 y =Dy olacak bigimdeki D =(d ) matrisi

d_; o =0 olmak iizere,
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I1 , O=sk<n

0 , n<k

ile verilir. Lemma 4.1.3 g6zoniine alinarak,

(i) Sabit her k igin (39) dan

n+l y

lim ]dnk|= lim Y 49w Il 1‘—1-—

e e B i | g
« I
I|!-—

. p
i j=1 }\-J 1 n+l 1

lim p[1 1-—;
A T er) i A

-1

yani her k igin lim d,, =0 ve ayrica,
n

(39)
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-1
(ii) Zldnkl= dnn‘+ 2 ldnkl
k k=0

n+l -1
=0(1)+—'——,n I f
A1) = A
A

0q1)
A (o)

1

= 0()+ {1+@-D0@)

<0()+ 0(13. ;
‘k[ (n + l)p-

olup p > 1 oldugundan

sopa ] <
k

elde edilir,

(1i+1)p L mloondl 1

. — 3 1 |—
Ix(n+1) -1‘ (n+1) | k=0 j=k+1| aj

n-l k

1+ 3 T1

k=1 j=1

Buradan (i) ve (ii) birlikte gozoniine alinmirsa Teorem 2.1.4 den D € B(CO)

bulunur. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Yukarnidaki teoremin dier bir ispatim kompakt operatorlerin spektral

ozellikleri yardimiyla verecegiz.

Cy 1n bir Banach uzay1 olmas nedeniyle o(Cp, ¢y kapali oldugunda Teorem

4.14 den

1

(m + 1)p

‘m=0, 1,2, \ U{0} Colc,. ¢



elde ederiz.

Diger yandan Teorem 1.2.9 geregince her m 2 0 igin I e J'l:(Cp,CO)

_ (m+ )P
olacagindan ispat tamamlanir.
Simdi Teorem 4.1.6 ile belirlenen o(Cp,co) climlesini detaylica inceleyelim,

yani ince spektrumu inceleyelim.
TEOREM 4.1.7: 0 € II2 G(Cp,co) dir.

Ispat: Teorem 4.1.4’den 0 & Jr(Cp,cO) oldugundan Cp‘1 invers doniistimii
mevcut yani Cp €1 U 2 dir Cp € 2 oldugunu gostermek igin Teorem 1.1.3
geregince C: adjoint operatdriiniin drten olmadigint gostermek yeterlidir. Buna gore

efer, C; x =y ise (29) dan her n 2 0 igin

e 2]

Xk
Yn= X
p
k=n(k+1)
denklemleri gergeklenir. Boylece,
X0= Y0 Vi

x, =y, -y,

x2=3p(y2-y3)

*n = (n+1)P O~ Yoed)

elde edilir ki, bu da (C;‘)'l = (b, ) matrisinin

n+l , k=n
(40)
bnk= -(n+1) , k = n+l
0 > diger durumlarda

ile verildigini gosterir. Simdi n >0 igin
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n

¢

p
n+1)

Yn= 41)

seklinde tanimlanan y = (y,) dizisini gozoniine alalm. Agik olarak y € £1 "dir.

Ancak (40) dan

n = bnnyn + bn,n+l yn+l

n n+l

O NG N
p p
n+1) n+2)

) l(j.;-)p} "

P
=Mn+1)

olup

p
n+l
lim ‘Xn‘= lim 1+(——2—) =2#=0
n+

n-—»o n—so
oldugundan x o (42) ile belirlenmek iizere, x = (xn) & ’El yani Cp orten degildir. Bu

ise Cp € 2 oldugunu gosterir.

Simdide Cp eIl yani R(Cp) # ¢, ancak R(Cp) =Cq oldugunu gosterelim.
R(Cp) = ¢, oldugunu gostermek igin Teorem 1.1.4 geregince C; adjoint opera-
toriiniin bire-bir oldugunu gostermek yeterlidir. Bu ise Teorem 4.1.5 geregince

0¢ n(CI;k R £l) oldugundan asikdrdir. O halde R(Cp) =Cy yani Cp e 1 U II dir.

Bununla birlikte Cp x=yise(S)denxy=y, ve n21 igin
x,=m+)Py -nPy (43)

elde ederiz. Yo (41) ile tanimlanmak iizere y = (yn) = o ancak (43) den hern 20

icin
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n

n-1
) ___PED

p p
m+1) n

Xp=(m+1)

_ -l)n ) (-l)n-] _ _l)n 5

olup agik olarak x = (x ) & ¢, dir. O halde R(C ) # ¢, yani C_ € Il "dir.
n 0 pr 0 p

Yukanidaki sonuglar1 birlikte gdzoniine alirsak CpEEII2 ve dolayisiyla

oe 11, U(Cp,co) elde ederiz.

TEOREM 4.1.8: A =Lp ,m=1,2,.., ise AE III3 O(CP,CO) *dir.

m

. N
Ispat: A = — m=1,2, .., igin Teorem 4.1.4 geregince A & n(C _,c,,)
mP PO

oldugundan I - Cp)'l mevcut degildir. Dolayisiyla Al - Cp € 3 dir.

Simdi Al - Cp € 1T yani R(M - Cp) # ¢ oldugunu gosterelim. Teorem 1.1.4
geregince, Al - C: operatoriiniin bire-bir olmadigini goéstermek yeterlidir. Halbuki
Teorem 4.1.5'den A = Ti; ,m=1,2,..,i¢inA € n(c;‘, 2)) oldugundan Al - c;‘
bire-bir degildir.

Boylece A - Cp € 1IL;, yani A €111, O(Cp, ¢o) elde edilmis olur.
4.2. p-Cesaro Operatoriiniin ¢ Uzerindeki Spektrumu ve ince Spektrumu
Bu kisimda p-Cesaro operatdriiniin
lxll = sup_ Ix |

nomuyla birlikte bir Banach uzayi olan c iizerindeki simirlilifini, spektrumunu ve

ince spektrumunu inceleyecegiz.

TEOREM 4.2.1: CpE B(c) ve IICpII =1 ’dir.
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ispat: Teorem 4.1.1 in ispatindaki (31) ve (32) ifadeleri birlikte gbzéniine

alinirsa Teorem 2.1.5 den ispat elde edilir.

TEOREM 4.2.2: Cp € B(c) kompakttir.

m

ispat: Teorem 4.1.2 ’nin ispatinda (33) ile tanimlanan (Cp ) kompakt

operatdrler dizisi gézoniine alinarak, benzer islemlerle sonug elde edilir.

1 \ .
TEOREM 4.2.3: Cp, )= ———p=m=0, 1,2,..\ di
(m + 1)

Ispat: Teorem 4.1.4%iin ispatindaki benzeri islemler tekrarlanirsa sonug elde

edilir.

I \
TEOREM 4.2.4: n(C}, ) = m=0.1.2. -3 4o} ar.

\(m+1)p 4L

Ispat: x # 0 olmak iizere C[;" x = Ax ise (29) dan
0=2xx,

ve n=1 igin

e} Xk
X —=Axy (44)
p
k=n
denklemleri gergeklenir. Buradan Xg # 0 olmak iizere x0 = (xo, 0,0,..)€ A?l ve
C: X=0=0.x0 oldugundan A =0 € n(C; . £,) dir. Difer yandan eger A # 0 ise

Xo = 0 ve (44)denn > 1 igin

|

Xn+l = 1- Xn

P
An

ve buradan n > 2 igin
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n-1 1
X,= l-—x
R @)
j=1 Aj
elde edilir. Eger A = ,m=0, 1, ...ise (45) den n 2 m + 2 i¢in x_ = 0 olaca-
(m+ 1)P 1
gindan agiklr olarak x = (x) € £1 olacaktir. Eger A # . ise (45) ve Lemma
m+ 1)
4.1.3 den x; # 0 igin (
®© n-l 1
| —
Zlxal=fxil+ 2 |7 x
n n=2j=1 Aj
=|x1| 1+ 3 0=
n=2

yani x = (x ) & £, elde edilir. Eger x; = 0 ise (45) den x = 6 olacagindan ispat

tamamlanmis olur.

¢’nin bir Banach uzay1 olmasi nedeniyle o(Cp,c) kapal1 olacagindan Teorem

4.2.3 den

f ! :m=0,l,...\U{0}§0(Cp,c)
p
\(m+1)

dir. Ancak asagidaki teoremde de gériilecegi gibi yukaridaki ifadede esitlik vardur.

TEOREM 4.2.5: ¢ (Cp, c)= /—-1——-,:m =0,1,..\U {0} dir.

\(m«kl)p

Ispat: Teoremin ifadesinden hemen 6nce belirttiklerimizin 1s13inda ispati

tamamlamak icin A # 0, 1, 1 s ... , Olmak iizere A € p(Cp, ¢) oldugunu gostermek
2P

yeterlidir. Bunun igin ise Teorem 4.1.6 nin ispatinda (39) ile verilen D = (dnk) matri-

si icin D € B(c) oldugunu gostermeliyiz. Bu ise, Onerme 2.1.6 ve Teorem 4.1.6 nin

ispatindaki (ii) ifadesinden elde edilir.
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UYARI: Kompakt operatorlerin spektral ozellikleri kullamilarak, Teorem

4.1.6’ya ait ispatdaki yontemlerle, yukaridaki teoremin ikinci bir ispat1 da elde edilir.

ONERME 4.2.6: A €B(c) ise 0(A, ¢) = 0(A, A_) dir ([3] Cartlidge 1978).

1
SONUC 4.2.7: o(C,,s Ay=({———:m= 0,1,.. (o)

\(m+1)p [ \Yy dir.

Ispat: Onerme 4.2.6 ve Teorem 4.2.5 den sonug elde edilir.
Simdi de ¢ tizerinde tanimli Cp operatoriiniin ince spektrumunu inceleyelim,
TEOREM 4.2.8: 0 €111, U(Cp, ¢) dir.

Ispat: Teorem 4.2.3 geregince 0 & n(Cp,c) oldugundan Cp'1 invers

doniisiimii mevcut yani Cp € 1U 2 dir.

Diger yandan C’; x =y olacak bigimdeki her y = (y,) dizisi i¢in (29) dan

< _ vl Koo mF
Yo = 0 olacagindan ey = (1,0, 0, ..,) € J!l ancak € & R(Cp ) yani Cp adjoint
operatdrii Orten degildir. O halde Teorem 1.1.3 geregince Cp'I sinirh degildir, dola-

yistyla Cp € 2 dir.

Ayrica Teorem 4.2.4’den 0 € Il:(Cl;k , ’El) oldugundan C: bire-bir degildir.

O halde Teorem 1.1.4 geregince R(Cp) # ¢ dir. Boylece Cp € Il elde ederiz.

Eger yukaridaki sonuglari birlestirirsek Cp = III2 yani 0 € III2 o(Cp,c) bulu-

ruz. Boylece ispat tamamlanir.

TEOREM 4.2.9: )\ = ——1— ,m=1,2,..ise A€, o(C_,c) dir.
mP 37%%p

Ispat: Teorem 4.18 in ispatindaki benzeri islemler tekrarlanarak sonug elde

edilir.
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4.3.  Spektrum ve Toplanabilme Teorisi liskisi

Bu bdéliimde Cp, p-Cesaro operatdrii igin bir Mercerian teoremi verecegiz.
Mercerian teoremleri, verilen bir T doniigimii igin ¢ = ¢ olmasi ile ilgilidir.
Spektrum kavramindan yararlanarak bu kisimda T : =AMl + (1 - ) Cp olmak iizere
¢p =c olacak bigimdeki A kompleks sayilarini belirleyecegiz.

TEOREM 43.1: A 20 ve A# — . m= 1,2, ... olacak bigimdeki

1-(m+1)P

A kompleks sayilan igin T: =AI+ (1 -M) C D olmak iizere ¢ = ¢ dir.

Ispat: A, teoremin hipotezlerini gercekleyen herhangi bir kompleks say1

olsun. Buna gore,

A
A+ -MCh=Q- l)[;‘;l'cp}

olup, A lizerindeki hipotezler altinda

——-—)\ #(),‘——'—-1 ;m=07]9'"

~ (m+1)p

dir. O halde Teorem 4.2.5'ten }»-—)”-1 € p(Cp, ¢) dir. Dolayisiyla Onerme 2.1.6
gerefince,
-1

p| €EBE

—-;i—l-C
A-1

olup AL+ (1 -0 C p)’1 & B(c) elde ederiz ki bu bize 1+ - MCp = C sonucunu

verir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.
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44.  p-Cesaro Operatoriiniin £_Uzerindeki Spektrumu ve Ince Spektrumu

Bu kisimda p-Cesaro operatoriiniin 1 <r <o i¢in

1r

il =| 3|xd
k

normuyla birlikte bir Banach uzay olan ,Er izerindeki simrlihfim, spektrumunu ve

ince spektrumunu inceleyecegiz.
TEOREM 4.4.1: 1 S1<eoigin Cp €B(£) dir.

Ispat: Teorem 2.1.1 geregince (32) ifadesi Cp € B(£_) olmasina denktir.
ispatl tamamlamak i¢in Teorem 2.1.3 geregince, Cp € B(£l) oldugunu gostermek

yeterlidir. Buna gore (27) ifadesinden

!

Zlcnkl: >

n n=k (n+1)

= 0(1)

olup buradan

sup, >, lead <0

n

elde edilir ki, Teorem 2.1.2 geregince Cp € B(,El) dir. Boylece ispat tamam-

lanmastir.

TEOREM 4.4.2: Cp € B(4£)) kompakttur.

Ispat: Sabit her m igin (33) ile tammlanan Cpml operatirii 1 <1 < o0 0lmak

iizere £ . Uzeride agikér olarak simrh ve kompakttir.

Diger yandan
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m r m+ 1 X m+2 Xy r
ICo-C)xll = |©, .., 0, 3 - h> -
k=0 (m+2) k=0 (m+3)

) n Xy r
-2 | X —
n=m+l} k=0 @+1)
00 l n
< ¥ 3 |xy
n=mtl (n+1)rp k=0
o 1) S ;
= 3 m+1) d 1"1

r @ 1
<kl X —
n=nl (n+1)

oluprp-r+1=r(p-1)+ 1 > 1 oldugundan her x € £_i¢in

lim ICp-Cp)xll=0

m-—oo

dir. Dolayisiyla (Cpm) kompakt operatrler dizisi £ iizerinde C, ye diizgiin

yakinsaktir. O halde Teorem 1.1.7 geregince Cp € B(£ ;) kompakttir.

UYARI: Asagidaki Teorem 4.4.3 ve 4.4.5, aslinda Leibowitz’in sonuglari
tarafindan igerilmektedir [13]. Kismen aymi diisiinceyi kullanarak adi gecen teorem-
leri bir biitiinliik olusturmast igin burada veriyoruz.

1

P
(m+1)

:m=0, 1, \ dir.

TEOREM 4.4.3: ®(C), £)) = /
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Ispat: x # 0 olmak iizere C, x = Ax ise (27) den
Xq = )»xo

ve n 2 1igin
1

{X0+ X1+.. +Xn} =)\,Xn
p
(m+1)

denklemleri gerceklenir. Eger x = (x o) dizisinin sifirdan farkl ilk bileseni X, ise

A=

olupnzm + 1 igin Xy (36) ile verilir.
(m+1)P

X, (36) ile verilmek iizere x = (x) € ,Er oldugunu gostermek igin Jﬁl C ,Er,
1 1 < oo, oldugundan x € ’El oldugunu gostermek yeterlidir. Buna gore (36) ifade-

sinden

Xn+l -1

lim
n—sw| Xp

oldugundan boliim kriteri sonug vermez. Diger yandan,

2
X
n L
X Xn+l
lim n -1{= lim
n—s>o Xn+l n—so Xq
Xn+l
2
2p 1
+2) -
n )\_‘(.L -1
P
Mn+l)
= lim
n—>o0 p
1+ Mn+2) -1
p
Mn+1)

/ 2/ 2p ZP} p \
1 A \@+2) -@+1) [-2Re)(@+2) +1
— lim 0

1
=—.2p=p>1
2 nosoo 2 2
i \ M @) / ?
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olduguna gore Raabe kriteri geregince % x| serisi yakinsaktir yani x € £  dir.
Simdi ,ﬁr* uzayina izometrik olarak izomorf olan £, (1/r + 1/s = 1), uzay

P . YT * o s e se as
lizerinde gozoniine alinan Cp adjoint operatdriiniin nokta spektrumunu hesapla-

mamizda yardimci olacak olan agagidaki lemmayi verelim.
LEMMA 4.4.4: Eger a >0 ise z € [T olmak lizere z — 0 igin

11 +2zI%=1 + a Re(z) + 0(Iz1)

dir. ([13] Leibowitz 1987).

TEOREM 4.4.5: JE(C’;, :«Es) = f : tm=0, 1, \ dir,

\ (m+])p /

ispat: X # 0 olmak lizere C; x = Ax ise (28) den n = 0 igin (37) ifadesi

gergeklenir. Eger A = 0 ise (37) den x =0 olacagindan A = 0 & n(Cp*, A ) dir. Eger
1 s

A#0ise n =1 i¢cin (38) ifadesi gergeklenir. Eger A = . ise (38)denn=m+ 1
(m+1)

igin x, =0 olacagindan asikar olarak x = (x ) € £ ; dir.

1

ispatl tamamlamak igin A # olmak ve X (38) ile verilmek lizere
(m+1)P

x=(x) &L ¢ 0ldugunu gostermek yeterlidir. Buna gore Lemma 4.4.4 ve (38) den

S
s

p
X n+2) -1
lim n a -1}= lim n )\(—-)——— -1
- X — p
S
p
Mn+2) -1

= |lim N 1+ 1 -1
o p
n= \ Mn+1)
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|

{02 -e1}
- im n{ 1+sRe A (0+2) -(n+1) [ ~1
n—o \

p
A(+1)

NP, lﬂ
+0 \(n+2) -(I‘H-)l"'l -1 =0<1
A @) /

oldugundan Raabe kriteri geregince Z Ix | serisi iraksak yani, x = (x) &L ¢ dir. Bu
n

ise ispati tamamlar,

Teorem 4.4.3 (ve ya da Teorem 4.4.5) geregince

1

/ :m=0,1,2,...\ gg(C,,.E'r)
p p

\(m+])

olup, r = 1 i¢in JIr bir Banach uzay: oldugundan o(Cp, .»Er) kapalidir. Buna gore

gy

\ (m+1)p

im=0,1,2..\ U{0)Co(C, &)

dir. Ancak asagidaki teoremden goriilecegi gibi yukaridaki ifadede esitlik vardir.

:m=0,1,2, \ U {0} dur.

TEOREM 4.4.6: O(Cp, £) =
p
(m+1)

. 1 1

Ispat: A#0, 1, T olacak bigimdeki A kompleks sayilari igin
A€ p(C . A} yani (M - Cp)'l E‘B(,E ¢ oldufunu gostererek ispati yapacagiz. Bunun
icin ise dnk, (39) ile verilmek tizere (A - Cp)'l = (dnk) matrisi i¢in Teorem 2.1.3’iin

gergeklendigini gostermek yeterlidir.
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Teorem 4.1.6 nin ispatindaki (ii) ifadesinden Q\I - Cp)'1 € B(L_) oldugu

goriiliir. Diger yandan (39) ifadesinden ve Lemma 4.1.3 den

p © n+l
Shat=—2— = 3 —— 1 —
I

j A
S00)+——01) ¥ ——=0q)
P e )

elde edilir. Buradan
supi 3, ldpd = 0(1) <
n
bulunur ki, bu ise (Al - Cp)‘1 € B(£ p) oldufunu gosterir. Bdylece ispat tamamlanmug

olur.

UYARI: Teorem 4.1.6 igin verilen ispatta izlenen yontem ile kompakt
operatorlerin spektral ozellikleri kullanilarak Teorem 4.4.3 yardimiyla yukaridaki

teoremin ikinci bir ispatl da kolaylikla elde edilir.

A p (1 £1 < eo), iizerinde tanimh Cp, p-Cesaro operatoriiniin ince spektrumu-
na iligkin agagidaki sonug, Teorem 4.1.7 ve 4.1.8 deki benzeri yéntemlerle ispatlana-

bilecegi igin ispatsiz olarak verilmistir.
TEOREM 4.4.7: ) 0 € 11, a(Cp, &) dir.

(@) p=l m=1,2..iscrem;0C, £)

p
m

dir.
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4.5. p-Cesaro Operatoriiniin bv, Uzerindeki  Spektrumu  ve ince

Spektrumu

Bu kisimda p-Cesaro operatoriiniin

Il = 3%k - X
n

normuyla birlikte bir Banach uzay: olan bv, uzay: iizerindeki sirliligini, spektru-

munu ve ince spektrumunu inceleyecegiz.
TEOREM 4.5.1: Cp € B(bvy) dur.
Ispat: ¢, o= 0 olmak iizere (27) den

=) m m n

2| CxCnr,i= Y | X Cok-Cn, 0

n=0 | k=0 n=0 | k=0

F Y Cnk-Cp., 1

n=m+l n=(

m n-1 ©
=legyl + X | X + 3

p p
k=11k=0\(n+1) n (n+1) n=m+1

1 1 1
——+

n > [ I
=1+ _- +(m+l) ¥ (—-
p-1 p-1 p p-1
n=1\n (+1) n=mtlin (n+l)
1 1 1
=1+[{] -——|+(m+]) lim -
p-1 f>® p p
(m+1) m+1) (@1)

=2, (herm € HN igin)




elde edilir ki, buradan

o« m

46

SUPm=0 X, Y Cnk-Cpy, | =2 “6)
n=0 | k=0

bulunur. (31) ve (46) ifadeleri birlikte gozoniine alinirsa, Teorem 2.1.9 dan ispat

tamamlanir.
TEOREM 4.5.2: Cp € B(bv ;) kompakttir.

. m
Ispat: Cp , (33) ile tanimlanmak iizere sabit her m igin asikér olarak
m
Cp € B(bv,) dir. Ayiica her m i¢in Teorem 1.1.6 kullamlarak Cr;:’nin bv, lizerinde
kompakt oldugu goriiliir.

Diger yandan her x € bv, igin

0 m+l1 X[ n+2 X
ICp-Cp)xll= |©.0,...,0, ¥ . 3 )

p p
k=0 m+2) k=0 m+3)

% n X n+l Xy
=X X X
n=m+l| k=0 @+1) k=0 (n+2)
o0 n
1 1 Xn+l
= 2 - 2 Xk-

p p p
n=mtll \ m+1) (@(+2) [k=0  @©42)

> ) 3 |x{

p p p
n=mtl (n42) n=m+l (n4]) @+2) k=0

0 » o P P
ssupklxkl { 2 #+ 2 M\

P p %
n=mtl (42) 0=m2 @il) (+2) /

p p
Xn+1| N (n+2) -(@n+1)
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~K f z 1 + 2 #\
n=m+l (n+2)p n=mtl (n+2)p f

®

oy

P
n=m+l (n42)

1
olup, p>1igin £ —— harmonik serisi yakinsak oldugundan,
n nP

m
lim "(Cp - Cp) x[|=0

m— o

elde edilir ki Teorem 1.1.7 den Cp € B(bv,) kompakttir. Bdylece ispat tamamlanmusg

olur.

TEOREM 4.5.3: H(Cp, bvy) = / - :m=0, 1, \ dir.
' \ (m+1) /

Ispat: x # 0 olmak iizere Cp x =Ax olsun. Bu durumda (35) ifadesi gergeklenir.

Eger x = (x) dizisinin sifirdan farkl: ilk bileseni Xy, ise A= olup n 2 m+1

‘ (m+1)P
igin X, (36) ile verilir.

n 2m+1 igin Xy (36) ile verilmek {izere lim X, = Ove

n-»> oo

47

xn"“n«»l\ <®

b

n

oldugunu gostermeliyiz. Teorem 4.1.4’iin ispatinda x = (x) € ¢ oldugu
gosterildiginden, ispati tamamlamak igin (47) nin ger¢eklendigini gistermek yeterli-

dir. Simdi Lemma 4.1.3 ve (36) dan



_ 7\.(n+1) . Irll xjp
A+2) j=mtl A1)
P
j
] N@+2) -@+D) ]-1 ) I“1 ___gi-l_)p__
)\(n+2) -1 j=mel b 1
k(i+1)p
/ A@+2) - @+ \ " M !
[(n+) (n+) -1 Xrn(m+1) o - 1
\ 7\.(n+2) -1 / (n+1)pj=m+1 7\(i+1)p

elde edilir. Buradan

p p P n -1
[xn+xn+1 _ @) xd | M@+2) -@+l) |- ] |- |
(n+1)p )\(n+2)p -1 j=mil m+1)p
p p P
} 0(1)(m+1) N@+2) -@+1) ]-1
p p (48)
(+1) Mn+2) -1

bulunur. Diger yandan

p p
AN®m+2) -(+1) |- 1
}\.(n+2)p -1

=0

n—o

oldugundan
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p p
ap, | NO¥D) @D 11|

p
Mn+2) -1

olacak bi¢cimde bir M > 0 sayis1 vardir. Buna gore (48) den

p
(m+1)

XXt = 0 M
(n+1)p

elde edilir ki, karsilagtirma kriteri geregince (47) serisi yakinsaktir. Bu ise ispati

tamamlar.

* .
Simdi, by, uzaymna izometrik olarak izomorf olan bs iizerinde gdzoniine
L .« e _se e .
alinan Cp adjoint operatdriiniin point spektrumunu hesaplamamizda yardimci olacak

olan agagidaki lemmay: verelim.
LEMMA 4.5.4: )\ € € ve A #0 olnak iizere

1 (49)

olsun. Budurumda 2z serisinin kismi toplamlar dizisinin siirli olmast igin gerek
n

1
veyetersart A= — m=1,2, .., olmasidir.
mP

. 1
Ispat Yeterlilik: A = — m=1,2, .., ise her n 2 m icin (49) dan z, = 0
m

olacagindan durum agikéardir.

Gereklilik:u € T ve lul < L olmak iizere
2

S
£n(l-u) =-2 —  =-u+0lu
n

n=1
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ve

An ( ! )=-2 —u—-=u+0u2)

1-u aoy M

yazilabilir. Diger yandan her v 2 v i¢in Il vP > 2 olacak bigimde bir v > 0 tamsa-

yis1 vardir. Buna gore

An zp= > &n|l-——
v=1l Av
vo-1 n [
=2 an |!- + X in 1"‘p"
v=1 Av v=v AV
~o@)- % L+§0~l—
A P 2p

VEVpv Y=V \v

=0(1) =£n lexp 0(1)]
olup dolayisiyla,

z, =exp o)y=0()
(50)

elde ederiz. Ayrica benzer bigimde

An

n n

1 1 1 |

—=0)+=3¥ —+ ¥ 0|—

7y A p 2p
VEVo v  VEV0 \v

=0(1) = £n [exp 0(1)]



64

olacagindan

L exp0(ty=00) 1)

Zp

bulunur.

(50) ve (51) ifadeleri birlikte gdzdniine alinirsa, z (49) ile tanimlanmak

.. 1 .. .. R .

iizere A # — . m= 1,2, ..,igin X z serisinin kism1 toplamlar dizisi sumrh de-
m n

gildir.

Boylece ispat tamamlanmus olur.

UYARI: Okutoyi [15], z

v (49) ile verilmek iizere p = 1 Ozel halinde X z,

n
serisinin kismi toplamlar dizisinin siirlt olmasi igin gerek ve yeter sartin A # 1

olmak iizere Re( %) 2 1 oldugunu ispat etmistir.

1

TEQOREM 4.5.5: n(c'b, bs) = / :m=0,1, \ dir.

p
(m+1)

ispat: X # 0 olmak ilizere C; x =Ax ise (28) den n 2 0 i¢in (37) denklemleri
gergeklenir. Eger A = 0 ise (37) den x = 0 elde edilir ki, buiss A= 0 & n(C; , bs)

olmasi demektir. Eger A # 0 ise x , n 2 | i¢in (38) ile verilir. Lemma 4.5.4 geregince

n’
Xy, N2 1 igin (38) ile verilmek iizere x = (x,) € bs olmast igin gerek ve yeter sart

A=

-m=0,1,2, .., olmasidir.
(m+1)P

Bu ise ispat1 tamamlar.

bvo’m bir Banach uzayi olmasi nedeniyle o(C » bvy) kapalt olacagindan

Teorem 4.5.3 (ya da Teorem 4.5.5) geregince

/

\ (m+1)p

:m=0, 1, \ U {0} S o(Cp, by



65

elde ederiz. Halbuki asagidaki teoremde de gorecegimiz gibi yukaridaki ifadede

esitlik vardir.

1 :m=0, 1, \ U {0} di.

TEOREM 4.5.6: 9Cp>bvo= ;
(m+1)

Ispat: Teoremden hemen énceki agiklamalar geregince ispati tamamlamak
1

icing A0 ve A # , (m =0, 1, ...) olmak iizere A € p (C_, va) oldugunu
(m+1)P P

gostermek ve bunun igin ise dnk (39) ile verilmek tizere (Al - Cp)'l = (dnk) = B(bvo)

oldugunu gostermek yeterlidir. Buna gore,

(i) Sabit her k igin lnlzn d, = 0 oldugu Teorem 4.1.6’nin ispatinda gosterildi.

o i i n
(ii) 2 2 (dnk'dn-l,k) > 2 2 (dnk'dn-l,k)
n=0 }k=0 n=0|k=0
® i ,
+ 3| X (dnk‘dn-l.K) =21+22
n=i+l | k=0

diyelim. (38) ve Lemma 4.1.3 den a | ;=0 olmak iizere

2= é é (dnk'dn-l,k)

n=0 [k=0

=ldod+ X | @no-dp1,0+ X (dnk'dn-l,k)

n=1 k=1

n n+l *oned n

tTo—— M| - 01—
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n k=1 j=1
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p
Aj

i p p n
comyroy 3 | N @D I +-l—n(1--L)

P P D p
n=L | [Mo+l) -1]n n i=ll )
n ' k
PPy p
k=1 | A@+D) -1 n /J=1 Aj
n k n
50(1)+0(1)zf Mo @)1+ 1 I o FIS B L S PR
\ [)\(n+1) k=1 j=1 )\jp npj=1 )»jp
= 0(1) + 0(1) z—l—f Mo -Ge) 1+ (1+n0(1)+0(1))\
n= p\ ) - f
~0(1) + 0(1) é -]-/ las (n+1)0(1))\ = 0(1)
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bulunur. Ayrica,

o i ) i
2:2= 2 2 (dnk'dn-l,k) = Z (an'dn-l,O)"' 2 ((dnk“dn-l,k))l
n=i+l | k=0 n=itl k=1
0 -1 -1
[ n+l I 1 n 1
= ¥ —_—JI (!- - [1jt-—
. 2 P p 2 p P
n=itl A (n+l) J=! Aj An j=1 Aj

. -1 -1
i / 1 n+l 1 1 n 1
+E(——— N —| —— O |1—
2 p . p 2 p p
k=1\)»(n+1) j=k+y ) Aon skl )

o n -1 i k
Ly /H e I | DU I A )
2 <\ P p P . P
N n=itl \J=l A AMn+l) -1 n k=1 j=1 N
» [ LT \
oy 3 /L (A @D LG oy
n=i+1\np }\,(n+l)p-l /

~O |1 +i0Q)] 3
p+l
n=itl (n+1)
somy+ioqy [ 9 JODIHOOL_ T _ 4
. +1
b)) P 1) (53)

elde ederiz.

(52) ve (53) ifadelerini birlikte gozoniine ahirsak,

o i

sup; 3 | X (dnk'dn-l,k) =0(1)

n=0|k=0
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bulunur ki, bu da ispati tamamlar.

UYARI: Teorem 4.1.6 icin verilen ispattaki benzeri yontemler burada da
kullanilarak, yukaridaki teoremin kompakt operatorlerin  spekral Ozellikleri

yardimiyla ikinci bir ispati da elde edilebilir.

Simdi de bv, iizerinde tanimli Cp operatriiniin ince spektrumunu inceleye-

cegiz.
TEOREM 45.7: 0 € I, O(Cp, bvg) dir.

Ispat: Teorem 4.5.3 geregince 0 €& n(Cp, bvy) oldugundan C p‘l mevcut
yani Cp €1 U2di C . € 2 oldugunu gostermek icin Teorem 1.1.3 geregince C;
adjoint operatoriiniin orten olmadignmi gostermek  yeterlidir. Eger C; X =y ise

Teorem 4.1.7 nin ispatindaki iglemler tekrarlanarak n = 0 igin

Xn = (n+ 1P (yn - yn+l) (54)

elde edilir. Eger n > 0 igin y_ = (-1)" olmak iizere y = (y,) € bs olacagi agiktir.

Ancak (54) den
X, = (n+ DP (DM - (MY = 21" (n+1)P

olup x = (x ) & bs dir. Bu ise Cp* adjoint operatoriiniin drten olmadi@int yani, Cp'l

operatoriiniin sinirli olmadigini gosterir. O halde Cp €2 dir.

Diger yandan Teorem 4.5.5 geregince 0 & n(C; , bs) oldugundan Cp* bire-

birdir. O halde Teorem 1.1.4 gerefince R(Cp) = bvg, yani Cp € IUII dir. Ispati
tamamlamak igin Cp operatdriiniin drten olmadigini gistermek yeterlidir. Buna gore
eger Cp x =y ise (5) den x; =y, ve n 2 | igin (43) gergeklenir. n 2 0 igin y , (41)
ile verilmek izere y =(y ) € bv, oldugu halde, (43) den n21i¢in elde edilen

(%)) = (2(-1)") dizisi b, uzayinda degildir.
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Bu ise Cp nin orten olmadigin: yani R(Cp) # bv, oldugunu gosterir. O halde
C, Elldir '

Boylece Cp €ll,yani 0 € 112 O(Cp, va) elde ederiz ki, ispat tamamlanmig

olur.

TEOREM 4.5.8: A= —1—, m=1,2,..isc A€l 0(Cp bvyy
. p

m

, 1
Ispat: Teorem 4.5.3'den A = — m=1,2, .. icin A € :rc(Cp, bvy
m
oldugundan (\I - cp)“‘ meveut degildir, bir baska deyimle Al-C €3 dir.

Diger yandan Teorem 4.5.5°den A iizerindeki  varsaymmlar altinda
rE n(Cp*,, bs) oldugundan, Al - C; adjoint operatdrii bire-bir degildir. Boylece Teo-
rem 1.1.4 den m # bvg, yani, Ml - C, € Il bulunur. Boylece Ml - C) € 1L,
yani, A € IlI3 ()(Cp, va) elde edilir.

4.6. p-Cesaro Operatoriiniin bv Uzerindeki Spektrumu ve ince Spektrumu

Bilindigi gibi bv uzay

Il = ftim x] + 33| % - a1
k

normuyla birlikte bir Banach uzayidir. Bu kisimda Cp operatriinii bv {izerinde

gozoniine alip sinirliliging, spektrumunu ve ince spektrumunu hesaplayacagiz.
TEOREM 4.6.1: Cp € B(bv) dir.

Ispat:e = (1, 1, ...) olmak iizere, (5) den
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olup,
oo 0
1 1
> IYn‘Yn+1\= > p-1 B p-1
n=0 =0} @+1) (+2)
o o]
- 1 ) 1 o
p-1 p-1
n=0\(n+l)  (@+2)

oldugundan y = Cp e € bv dir. Ayrica (46) ifadesini de gdzoniine alirsak, Teorem

2.1.8 den sonug elde edilir.
TEOREM 4.6.2: Cp & B(bv) kompakttir.

ispat: CI')", (33) ile tanimlanmak iizere Teorem 1.1.6 kullanilarak (C;l)

operatorler dizisinin her elemaninin bv iizerinde kompakt oldugu goriiliir.

Ayrica her x € bv igin

n m+1 Xg m2 Xk
ICp-Cpxl=10.0.... 3 5> -

p p
k=0 m+2) k=0 (m+3)

n Xy o n Xk n+l Xy
= | lim X DY D) . ) :
" k=0 41y | n=m+l | k=0 q4]) k=0 (n42)
n
| l X
0+ —- 3 x-—
p p
O+l) @+2) | k=0 (n+2)

olup Teorem 4.5.2 nin ispatindaki iglemler tekrarlanarak

oo}

m ]
"(Cp'cp) X[~2K 3 ——

n=mtl n+2)
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1
elde edilir ki, p> 1 i¢in X — harmonik serisi yakinsak oldugundan
n

m
lim “(Cp -Cp) x||=0

m—>»

bulunur. O halde Teorem 1.1.7 den Cp € B(bv) nin kompakt olmasi sonucunu elde

ederiz.

]

TEOREM 4.6.3: n(Cy, bv)= / im=0,1,2,.. \ dir.

p
(m+1)

Ispat: Teorem 4.5.3'tin ispatindaki benzeri diisiince ile ispat elde edilir.

TEOREM 4.6.4: Jt(Cp , T & bs) i=/ :m=0, 1,2, \ U {0} dur.

p
(m+1)

Ispat: x # 6 olmak iizere C; = Ax ise (30) dan

* % (55)
—=AX
% =k

ve n 2 1 igin (44) denklemleri gergeklenir. Eger A = 0 ise (44) denn 2 | i¢in x =0
bulunur. x = (xn) dizisini Xo % 0 olmak iizere x0 = ('xU, 0, 0, ...) secersek (55) ifadesi

ve C; x0=0=0x Oluli’ acik olarak x0 € bs oldugundan A =0 € Jt(C;, T & bs)

elde ederiz. Eger A = ,m=0, 1,.. ise (44) den n =2 m+2 igin x"=0

(m+1)P
olacagindan x = (x ) €bs yani, A = € JE(C’; , 'L @B bs) bulunur.
| (m+1)P
Eger A# - ise Teorem 4.5.5 in ispatindaki iglemler tekrarlanarak
(m+1)P

Xx=(x) & bs elde edilir. Bu da ispati tamamlar.,
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bv’nin bir Banach uzay: olmasi nedeniyle ()(Cp, bv) kapali olacagindan

Teorem 4.6.3 ve hatta Teorem 4.6.2 geregince

{ ! p:m=0, 1, 2, ...\U{O}Qo(Cp,bv)
(m+1)

elde ederiz. Ancak agagidaki teoremde spektrumu kesin olarak hesaplayacagiz.

TEOREM 4.6.5: oC, bv)= tm=0,12,.. \ U {0} dur.

P
(m+1)

1

(m+1)P
igin A € p(Cp, bv) oldugunu yani, (Al - Cp)~1 = D & B(bv) oldugunu giéstermek

Ispat: Teoremden hemen Onceki agiklama geregince ispat igin A # 0,

yeterlidir.

1

Teorem 4.5.6 nin ispatinda d,, (39) ile verilmek iizere A 0, ,
(m+1)P
m=0,1,2,..icin,

o | i
sup; 30| X (dnk'dn-l,k) <®
n=0|k=0

oldugunu gostermistik. Diger yandan (39) ve Lemma 4.1.3 den e = (1, 1, ...) olmak

lizere,
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bulunur ki bu da A iizerindeki varsayimlar altinda (M - Cp)“le € bv oldugunu gos-
terir.

4
cm=0,1, ..., igin [M-C}) =g

Dolayisiyla A=0,
p
(m+1)

matrisi, Teorem 2.1.8’in sartlarimi gergeklediginden (Al - Cp)'l & B(bv) bulunur. Bu

ise ispat1 tamamlar.

UYARI: Teorem 4.1.6 igin verilen ispatdaki benzer diisiince ile kompakt
operatorlerin spektral ozellikleri kullanilarak bu teoremin diger bir ispati da elde

edilebilir.
TEOREM 4.6.6: 0 & III2 o(Cp, bv) dir.

Ispat: Teorem 4.6.3 geregince 0 & n(Cp, bv) oldugundan Cp'1 mevcut yani,
Cp €1 U2dir. Cp € 2 oldugunu gostermek icin Teorem 1.1.3 geredince C:; adjoint

operatoriiniin érten olmadigint gistermeliyiz. Buna gore eger C: x =y ise (30) dan

0
Xk
p_l—YO

- k=1 g
ven 21 igin

* x
k
LY (56)

k=n kp

denklemleri gergeklenir. n > 1 i¢in (56) dan

X = nP (yn B yn+1) (57
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elde edilir. y, keyfi olmak iizere n 2 I igin y, = (-1)" olarak tanimlanan y = (y,) dizi-

si bs uzayina aittir. Ancak n > 1 igin (57)’den
x, =0P (1" - D™ =2(-1)" nP (58)

elde ederiz ki, X 02 1 i¢in (58) ile verilmek iizere x = (xn) & bs dir. O halde C;

orten degildir. Dolayisiyla Cp e 2 dir.

Diger yandan Teorem 4.6.4 den 0 € n(C: , L & bs) oldugundan C; adjoint

operatorii  bire-bir degildir. O halde Teorem 1.1.4 geregince R(Cp)¢bv, yani,
Cp e 11 dir.

Yukaridaki sonuglar birlestirilirse Cp € 111, yani 0 € 111, (J(Cp, bv) bulunur

ki, boylece ispat tamamlanmig olur.

TEOREM 4.6.7: h=—.,m=1,2,...,isc AEM30Cp, bv) dir.

1
p
m

1
ispat: A y icin Teorem 4.6.3 den A € JIT(Cp, bv) oldugundan (Al - Cp)']
m

mevcut degildir. O halde Al - C pE 3 diir.

Diger yandan Teorem 4.6.4 den A € n(C; , 'L &8 bs) oldugundan Al - C;
adjoint operatorii bire-bir degildir. Dolayisiyla Teorem 1.1.4 geregince
RAI - Cp) #bv elde edilirki, buda Al- Cp € lIl oldugunu gosterir. Ayrica
Al - Cp € 3 oldugundan Al - Cp € 1l yani, A € IIIBU(Cp, bv) bulunur. Béylece ispat

tamamlanmus olur.
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