
ANKARA ÜNİVERSİTESİ 
FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

 
 
 
 
 

DOKTORA TEZİ 
 
 
 
 
 
 
 

KONGRÜANSLARIN DİFERENSİYEL GEOMETRİSİ 
 
 
 
 
 
 
 

Ufuk ÖZTÜRK 
 
 
 
 
 
 
 
 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ANKARA 
2011 

 
Her hakkı saklıdır 



 i

ÖZET 

 

Doktora Tezi 

 

KONGRÜANSLARIN DİFERENSİYEL GEOMETRİSİ 
 

Ufuk ÖZTÜRK  

 

Ankara Üniversitesi  

Fen Bilimleri Enstitüsü  

Matematik Anabilim Dalı 

 

Danışman: Prof. Dr. H. Hilmi HACISALİHOĞLU 

 

Bu doktora tezi altı bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm, giriş kısmına ayrılmıştır.  

İkinci bölüm de, gerekli kavramlar verilmiş ve bazı sonuçlar da elde edilmiştir. Üçüncü 

bölümde ise regle yüzey kavramı ve regle yüzeyler için temel özelikler verilmiştir. 

Dördüncü bölümde, doğru kongrüansı, Hamilton formülü ve Fokal yüzey tanımları 

verilmiştir. Ayrıca bu bölümde doktora çalışmasının orijinal kısmı olan doğru 

kongrüansının doğruları ile taban yüzeyindeki eğrilerle elde edilen regle yüzeylerin 

açılım uzunluğu, dağılma parametresi ve açılım açıları araştırıldı. Beşinci bölümde, 

doğru kongrüansını kullanarak üçlü ortogonal sistemi tanımlandı ve ( , )α
r
rF  doğru 

kongrüansında sırasıyla 1 2, veu u t  parametreleri sabit alınarak elde edilen iF  parametrik 

yüzeylerin birinci temel form ve ikinci temel form katsayıları bulundu. Altıncı bölümde 

ise bu doktora çalışmasında elde edilen orijinal kısımların özeti verilmiştir. 
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introduction. In the second chapter, some main concepts for this study have been given 
and some results have been obtained. In the third chapter, we give the definitions of the 
ruled surface and basic concepts of ruled surfaces were given. In The fourth section, the 
definetion of line congruence, Hamilton formula and Focal surface were given. Also in 
this section, it is investigated, the original work of PhD, lines of the line congruence 
with ruled surface which are obtained from curves of based surface. And it is investigate 
expansion lengths, expansion angles and distribüsyon parameter of this ruled surfaces 
and line congruence. In the fifth section, with using line congruence triple orthogonal 
system denfined and in the ( , )α

r
rF  line congruence taking the 1 2,u u  and t  paremater as a 

constand we fined first fundamental and second fundamental forms coefficients of iF  
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1. GİRİŞ 

 

 

Uzayda 2-parametreli doğruların ailesi, doğrusal kongrüans veya doğru kongrüansı 

olarak adlandırılır.  

 
3�  de doğru konrüansları, doğru geometrisinin klasik bir alanıdır. Bununla birlikte son 

zamanlarda projektif diferensiyel geometri, hesaplama ve görüntüleme teknikleri,… gibi 

farklı alanlarda da kullanıldığı görülmektedir (Garcia ve Sotomoyar 2000). Ayrıca 

günümüzde doğruların diferensiyel geometrisi geniş olarak ürünlerin dizaynı, imalatı, 

hareket analizlerinde, katı cisim simülasyonlarında ve objelerin modellenmesinde 

kullanılmaktadır (Gray 2006) 

 

Doğru kongrüansındaki tüm doğruları kesen yüzeye taban yüzey yada referans yüzey 

denir. Yüzey üzerinde alınan bir eğri boyunca devam eden doğru kongrüansının 

doğruları uzayın ya da elde edilen regle yüzeyin doğrularının 1-parametreli ailesidir. 

 

Taban yüzeyinin normallerini, doğru kongrüansındaki doğruların doğrultmanları yerine 

alırsak elde edilen doğru kongrüansına, normaller  kongrüansı denir. Bundan dolayı 

normaller kongrüansı, doğru kongrüanslarının özel bir sınıfını oluşturur. Ayrıca 

normaller kongrüansları yüzeylerin klasik diferensiyel geometrisinde önemli rol 

oynarlar.  

 

Doğru kongrüansları üzerine ilk çalışma Kummer in “Allgemeine Theorie der 

Grandlinigen Strahen System” isimli kitabında verilmiştir.   Diğer yandan doğrularla 

bir yüzeyi diğer bir yüzeye dönüştürmek için kullanılan klasik metodlarda doğru 

kongrüansı kullanılmaktadır (Blaschke 1945). 1875 yıllarında Backlund and Bianchi 

böyle bir dönüşümü doğru kongrüansları ile vermiştir ve buna Backlund Dönüşümü 

denilmiştir (Blaschke 1945). 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde, ilerleyen bölümlerde sıkça kullanacağımız bazı temel tanım ve sembolleri 

tanıtacağız. 

 

2.1 Dual Öklid Uzayı 

 

Tanım 2.1.1 Her *,a a ∈�  için ( )*,A a a=
ur

 ikilisine bir sıralı reel sayı ikilisi adı 

verilir. Buradan sıralı reel sayı ikililerinin cümlesi 

( ){ }* *ID= = , : ,a a a a× ∈� � �  

ile tanımlı olup ID  cümlesi üzerinde iki iç işlem (toplama ve çarpma) ve eşitlik 

aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

:ID ID ID⊕ × ⎯⎯→  

iç işlemi ( )*, IDA a a= ∈
ur

 ve ( )*, IDB b b= ∈
ur

 olmak üzere 

( ) ( ) ( )* * * *, , ,A B a a b b a b a b⊕ = ⊕ = + +
ur ur

 

şeklinde tanımlanır ve ID  deki toplama olarak isimlendirilir. 

:ID ID ID× ⎯⎯→�  

iç işlemi ( )*, IDA a a= ∈
ur

 ve ( )*, IDB b b= ∈
ur

 olmak üzere 

( ) ( ) ( )* * * *, , ,A B a a b b ab ab a b= = +
ur ur
� �  

şeklinde tanımlanır ve ID  deki çarpma olarak isimlendirilir. 

( )*, IDA a a= ∈
ur

 ve ( )*, IDB b b= ∈
ur

 için 

a b=  ve * *a b=  

ise A
ur

 ve B
ur

 eşittir denir ve A B=
ur ur

 şeklinde gösterilir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.1.2 �  reel sayılar cümlesi olmak üzere, 

ID= ×� �  

cümlesi üzerinde toplama, çarpma ve eşitlik işlemleri yukarıdaki gibi tanımlanmış ise  
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ID  cümlesine dual sayılar sistemi ve her ( )*, IDa a ∈  elemanına da bir dual sayı denir 

 (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Teorem 2.1.1 ( )ID, ,⊕ �  üçlüsü birimli ve değişimli bir halkadır (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Teorem 2.1.2 ( )ID, ,⊕ �  üçlüsü bir cisim değildir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.1.3 A X A⊕ =
ur ur ur

 denkleminin çözümü olarak tanımlanan X
ur

 dual sayısına ID  

nin sıfırı denir ve ( )0 0,0=
r

 ile gösterilir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Teorem 2.1.3 ID  dual sayılar halkası, �  reel sayılar cümlesine izomorf bir alt cümleyi 

alt cisim olarak kapsar (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.1.4 Her ( )*, IDA a a= ∈
ur

 dual sayısında “ a ” reel sayısına A
ur

 nın reel kısmı, 

“ *a ” reel sayısına da A
ur

 nın dual kısmı denir ve sırasıyla ReA a=
ur

, *DuA a=
ur

 şeklinde 

yazılır (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.1.5 ( )1,0 1=  dual sayısına ID  deki çarpma işleminin birim elemanı veya ID  

deki reel birim ve ( )0,1 ε=  dual sayısı da ID  deki dual birim olarak adlandırılır 

(Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.1.6 Birimi 1  olan değişmeli bir halka H  ve S  de bir abel grup olmak üzere 

( ),
H S S
a aα α

× ⎯⎯→

⎯⎯→
 

dış işlemi, her ,a b H∈  ve her , Sα β ∈  için 

i) ( )a a aα β α β+ = + , 

ii) ( )a b a bα α α+ = + , 

iii) ( )( )ab a bα α= , 
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iv) 1α α= , 

özeliklerini sağlıyor ise S  ye H  üzerinde bir modül adı verilir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.1.7 ID  dual sayılar halkası olmak üzere, 

� ( ){ }3
1 2 3 1 2 3ID ID ID ID , , : , , IDA A A A A A A× × = = = ∈  

cümlesi üzerindeki, sırasıyla, toplama, skalarla çarpma ve eşitlik aşağıdaki şekilde 

tanımlanır. 

1 3i≤ ≤  için � ( ) % ( ) 3, IDi iA A B B= = ∈  ve IDλ∈  olmak üzere, 

Toplama:  3 3 3:ID ID ID+ × ⎯⎯→  

                         � %( ) � % ( ), i iA B A B A B⎯⎯→ + = +  

Çarpma:    3 3:ID ID ID× ⎯⎯→�  

                        �( ) � ( ), iA A Aλ λ λ⎯⎯→ =
uur

�  

Eşitlik  : � %
i iA B A B= ⇔ =  

(Hacısalihoğlu 1983). 

 

Teorem 2.1.4 ( )3ID ,+  bir abel grubudur (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Teorem 2.1.5 ( )3ID , , ID, , ,+ ⊕ � �  sistemi ID  dual sayılar halkası üzerinde bir 

modüldür (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.1.8 Dual sayılar halkası üzerinde modül olan 3ID ID ID ID= × ×  cümlesi ID -

Modül olarak isimlendirilir ve ID -Modül’ün elemanları olan sıralı dual sayı üçlülerine, 

dual vektörler adı verilir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Teorem 2.1.6 * 3,a a ∈
uurr

�  olmak üzere ID -Modül’de her bir �A
ur

 dual vektörü 

� *A a aε= +
ur uurr

,       ( )( )0,1 IDε = ∈  

biçiminde yazılır (Hacısalihoğlu 1983). 
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Teorem 2.1.6 � ( )* *,A a a a aε= + =
ur uur uurr r

 dual vektörünün IDλ ∈  skaları ile çarpımı 

� ( )*,A a aλ λ λ=
uurr

 

dır (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Teorem 2.1.7 � ( )*,A a a=
ur uurr

, % ( )* 3, IDB b b= ∈
ur uurr

 için 

� %A B a b= ⇔ =
r r

  ve  * *a b=
uur uur

 

dır (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Teorem 2.1.8 3�  vektör uzayı, ID -Modül’ ün elemanları ( ),0ar r  şeklinde olan bir alt 

cümlesine izomorftur (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.1.9 � *A a aε= +
ur uurr

, % * 3IDB b bε= + ∈
ur uurr

 dual vektörlerinin iç çarpımı 
3 3:ID ID IDf × ⎯⎯→  

şeklinde bir dönüşümdür ve 

� %( ) � %

* *

* *

, ,

,

, , ,

f A B A B

a a b b

a b a b a b

ε ε

ε

=

= + +

⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦

uur uurr r

uur uurr r r r

 

olarak tanımlanır (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.1.10 Bir � * 3IDA a aε= + ∈
ur uurr

 dual vektörünün normu, 0a ≠
r r

 olmak üzere 

� � �
*,

, ,
a a

A A A a
a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

uurr
ur ur ur r

r  

olarak tanımlanan bir dual sayıdır, burada 

a a=
r

  ve 
*

*
,a a

a
a

=

uurr

r  

olmak üzere, 
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� *A a aε= +
ur

 

olarak yazılabilir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.1.11 Normu ( )1,0  reel birimine karşılık gelen dual vektöre birim dual vektör 

denir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Teorem 2.1.9 � ( )* * 3, IDA a a a aε= + = ∈
ur uur uurr r

 dual vektörü, birim dual vektör ise, 

1a =
r

  ve *, 0a a =
uurr

 

dır (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Teorem 2.1.10 � ( )* 3, IDA a a= ∈
ur uurr

 olmak üzere 

�
�

�

AU
A

=

ur
ur

ur  

bir birim dual vektördür (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.1.12 � � ( ){ }* * 3: , , 1,0X x x x x Xε= + ∈ =
ur uruur uurr r

�  cümlesine ID -Modül’ de birim 

dual küre adı verilir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Teorem 2.1.11 � ( )0, IDA a≠ ∈
ur r r

-Modül olmak üzere, ID -Modül’ de denklemi 

� ( )1,0A =
ur

 

olan birim dual kürenin dual noktaları, 3�  deki yönlü doğrulara birebir karşılık gelir 

(Study 1903) 

 

Tanım 2.1.13 � * 3IDA a aε= + ∈
ur uurr

 olmak üzere, 
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�
�

�

*
*A a a kaU u u

a aA
ε ε −

= = + = +

ur uurr rur uurr
ur r r  

birim dual vektörüne �A
ur

 vektörünün ekseni denir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.1.14 � * 3IDA a aε= + ∈
ur uurr

 olmak üzere, 

*

2

,a a
k

a
=

uurr

r  

reel sayısına, � *A a aε= +
ur uurr

 dual vektörünün adımı veya yükselişi denir (Hacısalihoğlu 

1983). 

 

Teorem 2.1.10’ den � � �A A U=
ur ur ur

 şeklinde yazılabilir. Bu ifadenin, 

� ( )( )
( )
* *

* *

A a a u u

au au a u

ε ε

ε

= + +

= + +

ur uurr

uurr r  

veya 
*a k a ka= =

r
 

olduğundan 

� �(1 )A a k Uε= +
ur ur

 

yazılabilir. Buradan � �(1 )A a k Uε= +
ur ur

 dual vektöründe 

i) k =sonlu bir sayı ise 0a ≠
r r

 ve * 0a ≠
uur r

 dır ve �A
ur

 dual vektörüne has dual vektör veya 

vida denir. 

ii) 0k = ⇒ � �A aU=
ur ur

 dır. Bu halde �A
ur

 dual vektörü �U
ur

 ekseni ile çakışık bir doğru 

gösterir. 

iii) k = ∞ ⇒ 0a =
r r

 dır. Bu durumda 

* * *

2 2

, cos cosa a a a a
k

aa a

θ θ
= = =

uur uur uurr r

rr r  
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olup �A
ur

 dual vektörü bir sırf dual vektördür. Yani, 

� ( )*0,A a=
ur uur

 

şeklindedir. Bu tip vektörlere çift (double) denir. Çift dual vektörler için *a
uur

 başlangıç 

noktasının seçilişine bağlı değildir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.1.15 �A
ur

 ve %B
ur

 iki birim dual vektör ve bu dual vektörlere 3�  de karşılık gelen 

yönlü doğrular, sırasıyla, 1d  ve 2d  olsunlar. 1d  doğrusunun yönü a
r

, yeri *a
uur

 ve 2d  

doğrusunun yönü b
r

, yeri de *b
uur

 ile belirlidir. a
r

 ve b
r

 arasındaki açı ϕ  olmak üzere 

� % ( )*
*

, cos cos

cos sin , 0 ,

A B ϕ εϕ

ϕ εϕ ϕ ϕ π ϕ

= Φ = +

= − ≤ ≤ ∈

ur ur

�
 

dir.   

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.1 Dual açı 

 

Burada *ϕ εϕΦ = +  dual sayısına �A
ur

 ve %B
ur

 birim dual vektörleri arasındaki dual açı 

denir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

� % � %, cosA B A B= Φ
ur ur ur ur

 formülünden yararlanarak 3�  deki yönlü doğruların birbirine 

göre durumları incelenebilir. 

i) � %,A B =
ur ur

sırf dual ⇔ cos 0ϕ = ⇒  
2
πϕ =  ve * 0ϕ ≠  ise �A

ur
 ve %B

ur
 birim dual  

    vektörlerinin belirttikleri yönlü doğrular dik durumlu fakat aykırıdırlar. 
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ii) � %,A B =
ur ur

sırf reel ⇒ * 0ϕ =  olsun. Bu durumda yönlü iki doğru kesişir ve  

* *, , 0a b a b+ =
uur uurr r

 

     ifadesi bu iki doğrunun kesişme koşuludur. 

iii) � %, 0A B =
ur ur

⇒ cos 0ϕ = ⇒  
2
πϕ =  ve * 0ϕ =  ise yönlü doğrular birbirini dik olarak  

     keser. 

iv) � % ( ), 1,0A B =
ur ur

⇒ 0ϕ =  ise yönlü doğrular paralel ve aynı yönlüdürler. Eğer * 0ϕ =   

     ise bu iki doğru aynı zamanda çakışıktır.  

v)  � % ( ), 1,0A B = −
ur ur

⇒ϕ π=  ise yönlü doğrular paralel ve zıt yönlüdürler. Eğer * 0ϕ =   

     ise doğrular çakışıktır (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.1.16 �A
ur

, % 3IDB∈
ur

 dual vektörlerinin dış çarpımı 

� % ( )* *A B a b a b a bε∧ = ∧ + ∧ + ∧
ur ur uur uurr r r r

 

olarak tanımlanan 
3 3 3:ID ID ID∧ × ⎯⎯→  

şeklinde bir işlemdir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Teorem 2.1.12 �A
ur

, % 3IDB∈
ur

 dual vektörleri için 

� % � % �sinA B A B N∧ = Φ
ur ur ur ur uur

 

dir. Burada, �N
uur

, hem �A
ur

 ve hem de %B
ur

 ye dik bir birim dual vektördür. Ayrıca, 

� � �A A U=
ur ur ur

 ve % % �B B V=
ur ur ur

 olmak üzere, � � �1
sin

N U V= ∧
Φ

uur ur ur
 dir, burada Φ dual açısı, �A

ur
 ile 

%B
ur

 arasındaki açıdır   (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.1.17 �A
ur

, %B
ur

, � 3IDC∈
ur

 has dual vektörler ve 1 3i≤ ≤  için * IDi i iλ ελΛ = + ∈
uur

 

olmak üzere, 

� % �
1 2 3 0A B CΛ +Λ +Λ =
ur ur uruur uur uur r
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eşitliği her 0iΛ =
uur

, 1 3i≤ ≤  için sağlanıyorsa �A
ur

, %B
ur

  ve �C
ur

 has dual vektörleri lineer 

bağımsızdır denir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.1.18 �A
ur

, %B
ur

, � 3IDC∈
ur

 has dual vektörler, 1 3i≤ ≤  için 0iΛ ≠
uur

 ve 

* IDi i iλ ελΛ = + ∈
uur

 olmak üzere, 

� % �
1 2 3 0A B CΛ +Λ +Λ =
ur ur uruur uur uur r

 

eşitliği en az bir 0iΛ ≠
uur

 için sağlanıyorsa �A
ur

, %B
ur

  ve �C
ur

 has dual vektörleri lineer 

bağımlıdır denir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

2.2 Lineer Işın Kompleksi 

 

Tanım 2.2.1 ID - Modül’ de birim dual � *X x xε= +
ur uurr

 vektörüne 3�  de karşılık gelen 

yönlü doğrunun yönünü { }1 2 3, ,x x x x=
r

 birim reel vektörü ve O  noktasına göre, x
r

 in 

vektörel momenti { }* * * *
1 2 3, ,x x x x=

uur
 vektörü olsun. Bu durumda, 

� ( )* * * *
1 2 3 1 2 3, , ; , ,X x x x x x x x xε= + =

ur uurr
 

birim dual vektörünün ( )* * *
1 2 3 1 2 3, , ; , ,x x x x x x  normlanmış homojen olmayan altı 

Plücker doğru koordinatları arasında 

i) 
2 2 2
1 2 3

* * * *
1 1 2 2 3 3

, 1

, 0

x x x x x

x x x x x x x x

⎧ = + + =⎪
⎨

= + + =⎪⎩

r r

uurr   

ii) ( )* * *
1 2 3 1 2 3, , ; , , 0F x x x x x x =   

bağıntıları varsa �X
ur

 birim dual vektörü 

� � *( , , ) ( , , ) ( , , )X X u v w x u v w x u v wε= = +
ur ur uurr

 

şeklinde olup �X
ur

 doğrusunun bağımsız reel parametre sayısı ,u v  ve w  olmak üzere üç 

olur. Böylece 3�  de üç bağımsız reel parametreye bağlı ( )3∞  sayıda �X
ur

 doğrularının 

cümlesine ışın kompleksi adı verilir (Hacısalihoğlu 1983). 
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Tanım 2.2.2 � 3IDA∈
ur

 bir has dual vektör olmak üzere, 

* *, , 0a x a x+ =
uur uurr r

 

denklemini sağlayan � *X x xε= +
ur uurr

 doğruların cümlesine bir lineer ışın kompleksi denir 

(Hacısalihoğlu 1983).  

 

Tanım 2.2.3 � * 3IDA a aε= + ∈
ur uurr

 bir has dual vektör olmak üzere, 

�
�

�

*
*A a a kaU u u

a aA
ε ε −

= = + = +

ur uurr rur uurr
ur r r  

ile tanımlı �A
ur

 vektörünün eksenine, lineer ışın kompleksinin ekseni denir 

(Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.2.4 � * 3IDA a aε= + ∈
ur uurr

 bir has dual vektör olmak üzere, 

*

2

,a a
k

a
=

uurr

r  

ile tanımlı �A
ur

  vektörünün adımına (yükselişine), lineer ışın kompleksinin adımı 

(yükseklişi veya parametresi) denir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.2 Lineer ışın kompleksinin ekseni 

*
* a kau

a
−

=

uur r
uur

r
 

M

au
a

=
r

r
r  

�U
ur

O

P  

m
ur

p
r
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Şimdi �U
ur

 ekseni üzerinde bir nokta M  ve �U
ur

 ekseni etrafında helisel hareket yapan her 

hangi bir noktası P  olsun. 

MP OP OM= −
uuuur uuur uuuur

 

olduğundan dönme hız vektörü  

( )dv a p m= ∧ −
r r r ur

 

ve kayma hız vektörü 

kv ka=
r r

 

dır. Ayrıca  

* au m u m
a

= ∧ = ∧
ruur ur r ur
r  

ve  
*

* a kau
a
−

=

uur r
uur

r  

olduğundan 

* *a ka m a a ka a m− = ∧ ⇒ = − ∧
uur uurr ur r r r ur

 

dır. Bu durumda P  noktasında v
r

  hız vektörü, �U
ur

 ekseni etrafında sırf dönmenin dv
r

 hız 

vektörü ile �U
ur

 boyunca meydana gelen sırf kaymanın kv
r

 hız vektörünün birleşiminden 

oluşur. O halde, 

*

*

( )
d k

a

v v v

a p m ka

a p a m ka

a p a

= +

= ∧ − +

= ∧ − ∧ +

= ∧ +

uur

r r r

r r ur r

r r r ur r
14243

uurr r

 

dır. � *X x xε= +
ur uurr

 doğrusu P  noktasının helisel yörüngesinin bir normali olarak alınırsa 

*x p x= ∧
uur r r

 

ve 

, 0v x =
r r

 

olduğundan 
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{
*

*

*

*

* *

, , 0

, , 0

, , 0

, , 0

x

v x a p a x

a p x a x

a p x a x

a x a x

= ∧ + =

∧ + =

∧ + =

+ =

uur

uurr r r r r

uurr r r r

uurr r r r

uur uurr r

 

bulunur. Buradan şu teoremi verebiliriz. 

 

Teorem 2.2.1 � 3IDA∈
ur

 bir has dual vektör olmak üzere, 

* *, , 0a x a x+ =
uur uurr r

 

denklemini sağlayan � *X x xε= +
ur uurr

 doğruların cümlesi, lineer bir ışın kompleksi aynı 

zamanda bir helis hareketidir (Hacısalihoğlu 1983).  

 

Sonuç 2.2.1 Lineer bir ışın kompleksinin ekseni, helisin ekseni ile çakışır 

(Hacısalihoğlu 1983). 

 

Sonuç 2.2.2 Lineer bir ışın kompleksinin adımı ile helis hareketinin adımı eşittir 

(Hacısalihoğlu 1983). 

 

Sonuç 2.2.3 Lineer bir ışın kompleksinin ( )3∞  sayıdaki ışınları, helis hareketindeki 

noktaların yörünge normallerine karşılık gelirler (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.2.5 � * 3IDA a aε= + ∈
ur uurr

 bir has dual vektör ve 0k =  olmak üzere,  

* *, , 0a x a x+ =
uur uurr r

 

deklemini sağlayan � *X x xε= +
ur uurr

 doğruların cümlesine bir dejenere (veya singüler) 

lineer ışın kompleksi  veya �A
ur

 ekseninin ışın demeti denir (Hacısalihoğlu 1983).  
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Burada 0k =  olması lineer ışın kompleksinin  

* *, , 0a x a x+ =
uur uurr r

 

denklemi, yönlü iki doğrunun kesişme koşulu olan 

* *, , 0a b a b+ =
uur uurr r

 

ifadesine karşılık gelir. Bu nedenle dejenere veya singüler lineer bir ışın kompleksi �A
ur

 

eksenini kesen bütün doğrulardan oluşur. 

 

2.3 Lineer Işın Kongrüansı 

 

Tanım 2.3.1 ID - Modül’ de � ( )* * * *
1 2 3 1 2 3, , ; , ,X x x x x x x x xε= + =

ur uurr
 birim dual 

vektörünün ( )* * *
1 2 3 1 2 3, , ; , ,x x x x x x  normlanmış homojen olmayan altı Plücker doğru 

koordinatları arasında 

i) 
2 2 2
1 2 3

* * * *
1 1 2 2 3 3

, 1

, 0

x x x x x

x x x x x x x x

⎧ = + + =⎪
⎨

= + + =⎪⎩

r r

uurr   

ii) ( )* * *
1 2 3 1 2 3, , ; , , 0F x x x x x x =   

iii) ( )* * *
1 2 3 1 2 3, , ; , , 0x x x x x xΦ =  

bağıntıları varsa �X
ur

 birim dual vektörü 

� � *( , ) ( , ) ( , )X X u v x u v x u vε= = +
ur ur uurr

 

şeklinde olup �X
ur

 doğrusunun bağımsız reel parametre sayısı u  ve v  olmak üzere iki 

olur. Böylece 3�  de iki bağımsız reel parametreye bağlı ( )2∞  sayıda �X
ur

 doğrularının 

cümlesine ışın kongrüansı adı verilir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.3.2 � % 3, IDA B∈
ur ur

 has dual vektörler olmak üzere, 

FK * *, , 0a x a x+ =
uur uurr r

 

ve 
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ΦK * *, , 0b x b x+ =
uur uurr r

 

denklemlerini sağlayan � *X x xε= +
ur uurr

 doğrularının cümlesine bir lineer ışın kongrüansı 

denir (Hacısalihoğlu 1983).  

 

Tanım 2.3.3 0F =  ve  0Φ =  iki lineer ışın kompleksi olmak üzere  

0F v+ Φ =  

ifadesine lineer ışın kompleks demeti denir (Hacısalihoğlu 1983).   

 

Burada v µ
λ

=  olarak alınırsa lineer ışın kompleks demetini 

* * *, , 0a b x a b xλ µ λ µ+ + + =
uur uur uurr r r

 

olarak da yazılabilir. 

 

Tanım 2.3.4 � % 3, IDA B∈
ur ur

 has dual vektörlerinin, sırasıyla, adımları 1k  ve 2k  olmak 

üzere,  

1 0k =   ve  2 0k =  

olduğunda dejenere (veya singüler) iki lineer bir ışın kompleksinin eksenlerine ışın 

kongrüansının kılavuz hatları denir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.3.5 � % 3, IDA B∈
ur ur

 has dual vektörlerinin, sırasıyla, adımları 1 0k =  ve 2 0k =  

olsun. O halde lineer ışın kongrüansı, iki kılavuz hattını kesen doğrulardan 

oluşacağından kongüransa ışın ağı denir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.3.6 � % 3, IDA B∈
ur ur

  has dual vektörler olmak üzere, 

* *

2

,a b a b
k

a b

λ µ λ µ

λ µ

+ +
=

+

uur uurr r

r r  

ifadesine, lineer ışın kompleks demetinin adımı denir.  
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Ayrıca lineer ışın kompleks demetinin, dejenere kompleksleri için 0k =  olacağından 

* *, 0a b a bλ µ λ µ+ + =
uur uurr r

 

dır. Buradan 

2 * * * 2 *, , , , 0a a a b a b b bλ λµ µ⎡ ⎤+ + + =⎢ ⎥⎣ ⎦

uur uur uur uurr r r r
 

olup her iki tarafı λ  ya bölersek µ
λ

 ya göre ikinci derecenden 

2
* * * *

2, , , , 0a a a b a b b bµ µ
λ λ
⎡ ⎤+ + + =⎢ ⎥⎣ ⎦

uur uur uur uurr r r r
 

denklemi elde edilir. Bu denklemin diskriminantı alınırsa 
2

* * * *, , 4 , ,a b a b a a b b⎡ ⎤∆ = + −⎢ ⎥⎣ ⎦

uur uur uur uurr r r r
 

dır. O halde, 

1. 0∆ >  ise µ
λ

 oranı iki tane olacağından ışın ağına, eliptik ışın ağı denir. Bu durumda 

ışın ağının klavuz hatları daima aykırı doğrulardır, 

2. 0∆ =  ise µ
λ

 oranı bir tane olacağından ışın ağına, parabolik ışın ağı denir. Bu 

durumda ışın ağının klavuz hatları hem çakışık hem de reeldir,  

3. 0∆ <  ise µ
λ

 oranı olmayacağından ışın ağına, hiperbolik ışın ağı denir. Bu durumda 

ışın ağının klavuz hatları daima aykırı doğrulardır, 

(Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.3.7 İki bağımsız parametre ile tanımlanmış doğruların ailesine kongrüans 

veya ışınlar sistemi denir. Yani; ID - Modül’ de �X
ur

 birim dual vektörünün iki bağımsız 

reel parametresi 1u  ve 2u  olmak üzere 

   � *
1 2 1 2( , ) ( , )X x u u x u uε= +

ur uurr
     (2.3.1) 

ile tanımlı doğruların ailesidir (Hacısalihoğlu 1983). 
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1u  ile 2u  parametreleri arasındaki ilişki bir eğri ve bir regle yüzeyle belirlenir. Çünkü, 

ID - Modül’ de � *
1 2 1 2( , ) ( , )X x u u x u uε= +

ur uurr
 doğruları, birim dual küre 

� � ( ){ }* * 3: , , 1,0X x x x x Xε= + ∈ =
ur uruur uurr r

�  üzerinde bir dual noktaya karşılık gelirler ve 1u  

ile 2u  reel parametreleri değiştikçe birim dual küre üzerinde sonsuz sayıda eğri elde 

edilir. Böylece bir kongrüansın, küresel temsili elde edilmiş olur. Ayrıca, her bir 1u  ve 

2u  bağımsız parametresine karşılık gelen birim dual küre üzerinde sonsuz sayıda eğriye, 

3E  de regle yüzeyler karşılık gelir.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.3 Kongrüansın küresel resmi 

 

Küresel resmin, dual yay elemanı 

� �2 ,d X XΦ = ∂ ∂
ur ur

 

olup  

� *

* *

1 2 1 2
1 2 1 2

( ) ( )

X x x

x x x xdu du du du
u u u u

ε

ε

∂ = ∂ + ∂

∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂

ur uurr

uur uurr r  

ve 1,2i =  için iu

i

xx
u
∂

=
∂

r
r

 ve ** iu

i

xx
u

∂
=
∂

uur
uur

 olarak alırsak 

� ( )1 2 1 2
* *

1 2 1 2( )u u u uX x du x du x du x duε∂ = + + +
ur uur uurr r

 

olur, buradan 

•

�
1 2( ,X u u

ur

O

1 sab=u

2 sab=u
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( ) ( )
( )

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 * * * *
1 2 1 2 1 2 1 2

* *
1 2 1 2 1 2 1 2

( ), ( )

, 2 ,

u u u u u u u u

u u u u u u u u

d x du x du x du x du x du x du x du x du

x du x du x du x du x du x du x du x du

ε ε

ε

Φ = + + + + + +

= + + + + +

uur uur uur uurr r r r

uur uurr r r r r r

olup 

      1 1,u ue x x=
r r

,   1 2,u uf x x=
r r

,           2 2,u ug x x=
r r

, 

1 1

** 2 ,u ue x x=
uuur uuur

, 
1 2 2 1

* ** , ,u u u uf x x x x= +
uuur uuur uuur uuur

, 
2 2

** 2 ,u ug x x=
uuur uuur

, 

     *E e eε= + ,    *F f fε= + ,           *G g gε= + , 

olarak alınırsa 

( )

( )

1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 1 2 2

2 2 2
1 1 2 2

* 2 * * * 2
1 1 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

2
1

, 2 , ,

2 , , , ,

2 * 2 * *

* 2

u u u u u u

u u u u u u u u

d x x du x x du du x x du

x x du x x x x du du x x du

edu fdu du gdu e du f du du g du

e e du

ε

ε

ε

Φ = + +

⎡ ⎤+ + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= + + + + +⎣ ⎦

= + +

r r r r r r

uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

( ) ( ) 2
1 2 2

2 2
1 1 2 2

* *

2

f f du du g g du

Edu Fdu du Gdu

ε ε+ + +

= + +

 

yazabiliriz. Ayrıca  

       
2 2
1 1 2 2

2 2
1 1 2 2

2
* 2 * *

I edu fdu du gdu
II e du f du du g du

⎫= + + ⎪
⎬

= + + ⎪⎭
    (2.3.2)  

olmak üzere  

 
2d I IIεΦ = +  

yazılabilir. 

 

Tanım 2.3.8 ID - Modül’ de � *
1 2 1 2( , ) ( , )X x u u x u uε= +

ur uurr
 doğrularından oluşan 

kongrüansın, , her bir 1u  ve 2u  bağımsız parametrelerine birim dual küre üzerinde gelen 

eğrilere, 3E  de karşılık gelen regle yüzeylerin  1u  ve 2u  bağımsız reel parametreleri 

değiştikçe değişmeyen ,x x∂ ∂
r r

 ve *,x x∂ ∂
uurr

 reel büyüklerin oranı  

*,1
,

x x II
d Ix x

∂ ∂
= =

∂ ∂

uurr

r r      (2.3.3) 

olup kongrüansın dağılma parametresi veya dral’ i denir (Blaschke 1945). 
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Burada,  

1 2 1 21 2 1 2, ,u u u ux x x du x du x du x du∂ ∂ = + +
r r r r r r

 

ve 

1 2 1 2
* * *

1 2 1 2, ,u u u ux x x du x du x du x du∂ ∂ = + +
uur uur uurr r r

 

olduğundan (2.3.3) denklemini 

( )

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 1 2 2 1 2 2

1 1 1 2

*

* *
1 2 1 2

1 2 1 2

* 2 * * * 2
1 1 2 2

2
1

,1
,

,

,

2 , 2 , , 2 ,1
2 , 2 ,

u u u u

u u u u

u u u u u u u u

u u u u

x x

d x x

x du x du x du x du

x du x du x du x du

x x du x x x x du du x x du

x x du x x

∂ ∂
=

∂ ∂

+ +
=

+ +

+ + +
=

+

uurr

r r

uur uurr r

r r r r

uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

r r r r
2 2

2
1 2 2,u udu du x x du+

r r

 

               
2 2
1 1 2 2
2 2
1 1 2 2

* 2 * *1
2 2
e du f du du g du
edu fdu du gdu

+ +
=

+ +
      (2.3.4) 

olarak yazabiliriz.  

Ayrıca, 1
d

 dağılma parametresi, 1

2

du
du

 nin bir fonksiyonu olup 1

2

du
du

 oranının iki değeri 

için maksimum yada minimum değerini alır. Bu değerleri bulmak için (2.3.4) ifadesini 

düzenlersek 

                              2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 22 4 2edu fdu du gdu du du du du+ + = + +  

      ( ) ( ) ( )2 2
1 1 2 2* 2 2 * 2 * 2 0de e du df f du du dg g du− + − + − =     (2.3.5) 

şeklinde ikinci dereceden bir denklem elde edilir. (2.3.5) denkleminin 1du  ve 2du  göre 

türevleri alırsa 

( ) ( )1 2* 2 * 2 0de e du df f du− + − =  

( ) ( )1 2* 2 * 2 0df f du dg g du− + − =  

bağıntıları elde edilir. Bu iki denklemden, d  ile 1

2

du
du

 değerleri elde edilir. 

İlk olarak (2.3.5) den 1

2

du
du

 yi ortadan kaldırırsak, 
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* 2 * 2

0
* 2 * 2

de e df f
df f dg g

− −
=

− −
     (2.3.6) 

yada 

                         ( ) ( ) ( )2 2 2* * * 2 * 2 * * 4 0e g f d eg ff ge d eg f− − − + + − =    (2.3.7) 

olup bu denklemin kökleri 1
d

 nın maksimum ve minimum değerleridir. Bu değerlerin 

     
2

1 2
2

2
1 2

1 1 1 * 2 * *Toplamı =
2

1 1 1 * * *Çarpımı =
4

− + ⎫+ = ⎪− ⎪
⎬

− ⎪=
⎪− ⎭

�

eg ff ge
d d eg f

e g f
d d eg f

   (2.3.8) 

dır.  Ayrıca  

1 2

1 1
+ = K

d d
  ve  

1 2

1 1 2=� H
d d

 

olup K , yüzeyin gauss eğriliği ve H  de yüzeyin ortalama eğriliği dir. Öyleyse (2.3.7) 

denklemi 
2 2 1 0Kd Hd− + =      (2.3.9) 

olarak yazılabilir. 

Burada ID - Modül’ de � *
1 2 1 2( , ) ( , )X x u u x u uε= +

ur uurr
 doğrularına, her bir 1u  ve 2u  

bağımsız reel parametresine karşılık birim dual küre gelen sonsuz sayıda eğriye, 3E  de 

karşılık gelen regle yüzeyin silindirik, yani 2 0− =eg f , olmadığında (2.3.8) deki 

ifadeler tanımlıdır. 

Şimdi de (2.3.5) den 1
d

 yi ortadan kaldırırsak, 

                                                   1 2 1 2

1 2 1 2

* *
0

* *
edu fdu e du f du
fdu gdu f du g du

+ +
=

+ +
            (2.3.10) 

olur.  
2 2
1 1 2 22I edu fdu du gdu= + +  

formu pozitif tanımlı olduğundan (2.3.10) denklemi 1

2

du
du

 ye göre ikinci dereceden olup 

regle yüzey için daima reeldir. Eğrilik çizgilerine karşılık gelen bu regle yüzeylere esas 

yüzeyler denir.  
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2 2
1 1 2 2* 2 * * 0II e du f du du g du= + + =  

olduğunda 1 0
d
=  olup ID - Modül’ de kongrüansın doğrusuna, 3E  de karşılık gelen 

regle yüzeyin ana doğruları kesişir. Böyle regle yüzeye tors veya açılabilir regle yüzey 

denir. 

 

Tanım 2.3.9 ID - Modül’ de � *
1 2 1 2( , ) ( , )X x u u x u uε= +

ur uurr
 birim dual vektörün belirttiği 

3E  de regle yüzeylerin bütün ana doğrularını dik kesen eğriye, kongrüansın ortogonal 

yörünge eğrisi denir ve  

� *
1 2, ( , ) 0X x u u∂ =

ur uur
 

ifadesiyle bulunur. 

 

Tanım 2.3.10 ID - Modül’ de � *
1 2 1 2( , ) ( , )X x u u x u uε= +

ur uurr
 birim dual vektörünün 

belirttiği 3E  deki regle yüzeylerde   

1 2 1 2( 2 , 2 ) ( , )x u u x u uπ π+ + =
r r

 

ise 1 2( , )x u u
r

 eğrisine kapalı eğri ve kongrüansa, kapalı kongrüans denir. 

 

Tanım 2.3.11 ID - Modül’ de � *
1 2 1 2( , ) ( , )X x u u x u uε= +

ur uurr
 birim dual vektörünün 

belirttiği 3E  deki kapalı regle yüzeyler için, 

, *l dv x x= = − ∂∫ ∫
r uur

� �  

büyüklüğüne, kongrüansın açılım uzunluğu denir. 

 

Tanım 2.3.12 Birim doğrultman vektörü *
1 2( , )x u u

uur
 olan �X

ur
  kongrüansının doğrularına 

dik bir doğrultunun bir periyot sonra ilk konumu ile yaptığı açıya kongrüansın açılım 

açısı  denir  

 

Yani, ID - Modül’ de � *
1 2 1 2( , ) ( , )X x u u x u uε= +

ur uurr
 birim dual vektörünün belirttiği 3E  

deki kapalı regle yüzeyler için açılım açısı 
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,I x x= ∂ ∂
r r

 

olmak üzere,  

,x xρ = ∂ ∂∫
r r

�  

eğrisel integraliyle hesaplanır. 

 

2.4 Dual Öklid Uzayında Regle Yüzey 

 

Tanım 2.4.1 ID - Modül’ de � ( )* * * *
1 2 3 1 2 3, , ; , ,X x x x x x x x xε= + =

ur uurr
 birim dual 

vektörünün ( )* * *
1 2 3 1 2 3, , ; , ,x x x x x x  normlanmış homojen olmayan altı Plücker doğru 

koordinatları arasında 

i) 
2 2 2
1 2 3

* * * *
1 1 2 2 3 3

, 1

, 0

x x x x x

x x x x x x x x

⎧ = + + =⎪
⎨

= + + =⎪⎩

r r

uurr   

ii) ( )* * *
1 2 3 1 2 3, , ; , , 0F x x x x x x =   

iii) ( )* * *
1 2 3 1 2 3, , ; , , 0x x x x x xΦ =  

iv) ( )* * *
1 2 3 1 2 3, , ; , , 0x x x x x xΨ =  

bağıntıları varsa �X
ur

 birim dual vektörü 

� � *( ) ( ) ( )X X t x t x tε= = +
ur ur uurr

 

şeklinde olup �X
ur

 doğrusunun bağımsız reel parametre sayısı birdir. Böylece 3E  de bir 

bağımsız reel parametreye bağlı ( )1∞  sayıda �X
ur

 doğrularının cümlesine regle yüzey 

veya ışın yüzeyi adı verilir (Hacısalihoğlu 1983). 

  

Diğer bir ifadeyle � % � 3, , IDA B C∈
ur ur ur

 has dual vektörler olmak üzere, 

FK * *, , 0a x a x+ =
uur uurr r

 

ΦK * *, , 0b x b x+ =
uur uurr r
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ΨK * *, , 0c x c x+ =
uur urr r

 

şeklinde verilen ışın komplekslerinin üçünde de ortak olan ( )1∞  sayıda doğrunun 

cümlesi regle yüzey belirtir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

ID - Modül’ de t∀ ∈�  için � *( ) ( )X x t x tε= +
ur uurr

 birim dual vektörü, birim dual küre 

� � ( ){ }* * 3: , , 1,0X x x x x Xε= + ∈ =
ur uruur uurr r

�  üzerinde bir dual noktaya karşılık gelir ve  

t  parametresine göre diferensiyellenebilen birim dual küre üzerinde bir ( )X  dual 

eğrisini çizer. Bu eğriye, E. STUDY dönüşümüne göre,  3E  de bir regle yüzey karşılık 

gelir. Eğer dual küresel eğri kapalı ise, 3E  de karşılık gelen regle yüzey de kapalıdır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.4 Dual küresel resim 

 

Tanım 2.4.2 ID - Modül’ de � *( ) ( )X x t x tε= +
ur uurr

 birim dual vektörü, birim dual küre 

üzerinde t  parametresi değiştikçe elde edilen ( )X  eğrisine, regle yüzeyin dual küresel 

remi denir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

•

�( )X t
ur

�( )X t dt+
ur

( )X  

�dX
ur

dΦ



 24

Tanım 2.4.3 Birim dual küre üzerindeki bir ( )X  dual eğrisinde alınan �( )X t
ur

 ve 

�( )X t dt+
ur

 komşu noktalarının dual küresel uzaklığına dual yay elementi denir, 

*d d dϕ ε ϕΦ = +  ile gösterilir ve  

� � � �2 2, ,d dX dX X X dt
• •

Φ = =
ur ur ur ur

 

dir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

 Burada dΦ  nin dϕ  reel ve *dϕ  dual kısımlarına, sırası ile,  �( )X t
ur

 ve �( )X t dt+
ur

 komşu 

iki ana doğru arasındaki açı ile en kısa uzaklık karşılık gelir. Ayrıca, ,d dx dxϕ =
r r

 ve 

* *,d dx dxϕ =
uurr

 dir. 

 

Tanım 2.4.4 ID - Modül’de � *( ) ( )X x t x tε= +
ur uurr

 birim dual vektörünün belirttiği 3E  deki 

regle yüzey de t  parametresi değiştikçe değişmeyen ,dx dx
r r

 ve *,dx dx
uurr

 reel 

büyüklerinin  

*
*,1

,

dx dx d
d ddx dx

ϕ
ϕ

= =

uurr

r r  

oranına regle yüzeyin t  parametresine ait olan �X
ur

 ana doğrusu boyunca dağılma 

parametresi veya dral’i denir. Ayrıca bu oran, regle yüzeyin bir diferensiyel 

değişmezidir (Hacısalihoğlu 1983).  

 

Tanım 2.4.5 Komşu ana doğruları kesişen regle yüzeye tors veya açılabilir regle 

yüzey denir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Teorem 2.4.1 ID - Modül’de � *( ) ( )X x t x tε= +
ur uurr

 birim dual vektörünün belirttiği 3E  deki 

regle yüzey için 
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i)  1 0 *d o
d

ϕ= ⇒ =  ise regle yüzeyde komşu ana doğrular aykırıdır, dolayısıyla, regle 

yüzey açılabilir bir regle yüzeydir. 

ii) 1 0
d
≠  ise regle yüzeyde komşu ana doğrular aykırıdır, yani bir düzlem belirtmez. 

(Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.4.6 Bir regle yüzeyde �( )X t
ur

 ana doğrusu ile �( )X t dt+
ur

 komşu ana doğrusunun 

ortak dikmesinin �( )X t
ur

 üzerindeki ayağına regle yüzeyin boğaz noktası veya merkez 

noktası veya  striksiyon noktası denir. Bu noktanın geometrik yerine de boğaz çizgisi 

veya striksiyon çizgisi denir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.4.7 Bir regle yüzey üzerinde bütün ana doğruları kesen  ( )C  eğrisine yüzeyin 

dayanak eğrisi (referans eğrisi) denir (Hacısalihoğlu 1983).   

 

Tanım 2.4.8 ID - Modül’ de � *( ) ( )X x t x tε= +
ur uurr

 birim dual vektörünün belirttiği 3E  deki 

regle yüzeyin bütün ana doğrularını dik kesen eğriye, regle yüzeyin ortogonal yörünge 

eğrisi denir ve  

� *, ( ) 0dX x t =
ur uur

 

ifadesiyle belirlenir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.4.8 ID - Modül’ de � *( ) ( )X x t x tε= +
ur uurr

 birim dual vektörünün belirttiği 3E  deki 

regle yüzey de   

( 2 ) ( )x t x tπ+ =
r r

 

ise ( )x t
r

 eğrisine kapalı eğri ve regle yüzeye de, kapalı regle yüzey denir (Hoschek 

1975). 

 

Tanım 2.4.9 ID - Modül’ de � *( ) ( )X x t x tε= +
ur uurr

 birim dual vektörünün belirttiği 3E  deki 

bir kapalı regle yüzey için, 
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, *l dv dx x= = −∫ ∫
r uur

� �  

büyüklüğüne, kapalı regle yüzeyin açılım uzunluğu denir (Hoschek 1975). 

 

Buradan, *x
uur

 ana doğrusunun, ( )x x t=
r r

 kapalı eğrisine dayanarak kapalı regle yüzey 

çizdiğinde, kendi doğrultusunda bir periyot sonra ki konumu ile ilk konumu arasındaki 

uzaklık l dv= ∫�  dır. Bu nedenle *x
uur

 ana doğrusunun bir 1P  noktasından başlayan 

ortogonal yörünge, bir periyot sonra aynı *x
uur

 ana doğrusunu 1P  den farklı bir 2P  

noktasını keser.  

 

Tanım 2.4.10 Regle yüzeyin ana doğrularına dik bir doğrultunun bir periyot sonra ki 

konumu ile ilk konumu arasındaki açıya regle yüzeyin açılım açısı denir.  

Yani, ID - Modül’ de � *( ) ( )X x t x tε= +
ur uurr

 birim dual vektörünün belirttiği 3E  deki kapalı 

regle yüzey için açılım açısı 

,d dx dxϕ =
r r

 

olmak üzere,  

dρ ϕ= ∫�  

eğrisel integraliyle belirlenir (Hoschek 1975).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.5 Regle yüzey 

 

Y

y
r

a
r

A

u

x
r

O
*x
uur

( )C
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Dayanak eğrisi ( )a a t=
r r

 denklemi ile tanımlanan ( )C  eğrisi ve ana doğruları ( )x x t=
r r

 

birim vektörüne paralel olan regle yüzeyin denklemi 

( , )y t u OA uAY= +
r uuur uuur

 

olup ( )OA a t=
uuur r

 ve ( )AY x t=
uuur r

 olduğundan 

( , ) ( ) ( )y t u a t ux t= +
r r r

 

dır. Burada *x a x= ∧
uur r r

 olup her iki tarafı x
r

 ile vektörel çarparsak 

( )
{

*

1

, ,

,

x x x a x

x x a a x x

a a x x

∧ = ∧ ∧

= −

= −

uurr r r r

r r r r r r

r r r r

  

olur ve buradan  * ,a x x a x x= ∧ +
uurr r r r r

 olarak bulunur. Bunu regle yüzey denkleminde 

yazarsak 

( )
*

*

( , )

,

,

y t u a ux

x x a x x ux

x x a x u x

= +

= ∧ + +

= ∧ + +

r r r

uurr r r r r

uurr r r r
 

olur ve ,v a x u= +
r r

 dersek regle yüzeyin denklemi 

*( , )y t v x x vx= ∧ +
uurr r r

 

olarak yazabiliriz. 

 

2.5 Eğriler Teorisi 

 

Tanım 2.5.1 V  n-boyutlu bir reel vektör uzayı olsun. V  üzerinde Öklid iç çarpım 

aşağıdaki aksiyomlar ile tanımlanan bir 

( )
1

, :

, ,
n

i i
i

V V

u v u v u v
=

× ⎯⎯→

⎯⎯→ =∑

�

    (2.5.1) 

dönüşümü (reel değerli fonksiyon) üne denir. 

i. Simetri Aksiyomu: ,u v V∀ ∈  için , ,u v v u=  
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ii. Bi-lineerlik Aksiyomu: ,a b∀ ∈�  ve , ,x y z V∀ ∈  için 

, , ,ax by z a x z b y z+ = +  

, , ,x ay bz a x y b x z+ = +  

iii. Pozitif Tanımlılık Aksiyomu: u V∀ ∈ için , 0u u ≥  

   , 0 0u u u= ⇔ =
r r

 

(Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.5.2 V  bir reel vektör uzayı olsun. V  üzerinde bir u
r

 vektörünün uzunluğu 

 veya  boyu u
r

 ile gösterilir ve 

  ,u u u=
r r r

     (2.5.2) 

olarak tanımlanır. Ayrıca bu değere u
r

 vektörünün normu da denir (Hacısalihoğlu  

2000). 

 

Tanım 2.5.3 ,I �  nin bir açık alt aralığı olmak üzere,  

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2

:

, , ,

α

α α α α

⎯⎯→

⎯⎯→ = K

n

n

I E

t t t t t
  

biçiminde düzgün(C∞ sınıfından) bir α  dönüşümüne, nE  uzayı içinde bir eğri denir 

(Hacısalihoğlu 2000). 

 

I ⊆ �  bir açık aralık olmak üzere, ( ),I α  koordinat komşuluğu ile tanımlanan 

( ) nI Eα ⊂  eğrisini bundan sonra α  ile göstereceğiz. Buradaki I ⊆ �  aralığına α  

eğrisinin parametre aralığı ve t I∈  değişkenine de α  eğrisinin parametresi denir  

 

 

 

 

 

Şekil 2.6 nE  uzayı içinde bir eğri 

I 

�•
t 

α
α

( )tα•

nE
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Tanım 2.5.4 M  bir C∞  manifold ve I ⊂ �  bir açık aralık olmak üzere, 

: nI M Eα ⎯⎯→ ⊆  

dönüşümü diferensiyellenebilir ise α  ya M  üzerinde diferensiyellenebilir bir eğri denir 

(Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.5.5 nE  de bir M  eğrisi için iki koordinat komşuluğu ( ),I α  ve ( ),I β  olsun. 

1 :h J Iα β−= ⎯⎯→o  

diferensiyellenebilir fonksiyonuna M  nin bir parametre değişimi ( daha doğrusu 

M nin I daki parameteresinin J  deki parametre ile değişimi) denir (Hacısalihoğlu 

2000). 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.7 Parametre değişimi 

 

Tanım 2.5.6 nE  de bir M  eğrisi ( ),I α  koordinat komşuluğu ile verilsin. : nI Eα ⎯⎯→  

fonksiyonunun Öklidiyen koordinat fonksiyonları 1 2 3, , , , nα α α αL  olmak üzere, 

 

( ) ( )1 2 3, , , , ,n t Mα α α α α α= ∈L  

ve 

1

'
* *( ) ,

α

α α α
α

∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂⎢ ⎥∂⎛ ⎞= = ⎢ ⎥⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎢ ⎥∂
⎢ ⎥
∂⎣ ⎦

M
t

n

t
t

t

t

 

   ( )' 1 , , ααα
⎛ ⎞∂∂

=⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
L n

t t

t
t t

     (2.5.3) 

J

�•  s 

( ) ( )s tβ α=•

I 

�  •  t 

h

β
α
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dir. ( ) ( )( ) ( )( )', nE
t t T tα α α∈  tanjant vektörüne , M  eğrisinin t I∈  parametresine 

karşılık gelen ( )tα  noktasında hız vektörü denir (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.5.7 M  eğrisi ( ),I α  koordinat komşuluğu ile verilmiş olsun. Eğer s I∀ ∈  için, 

   ( )' 1sα =       (2.5.4) 

ise M  eğrisine ( ),I α  koordinat komşuluğuna göre birim hızlı eğri denir. Bu durumda, 

s I∈  parametresine eğrinin yay-parametresi adı verilir (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.5.8 M  eğrisi ( ),I α  koordinat komşuluğu ile verilmiş olsun. ,a b I∈  için a  

dan b  ye α  eğrisinin yay uzunluğu diye, eğrinin ( )aα  ve ( )bα  noktaları arasındaki 

uzunluğa karşılık gelen 

        ( )' ,
b

a
t dt t Iα ∈∫      (2.5.5) 

reel sayısına denir. Bundan dolayı : nI Eα ⎯⎯→  eğrisinin I  tanım aralığındaki 

değişkenine yay uzunluğu parametresi denir (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.5.9 :α ⎯⎯→ nI E  eğrisi verildiğinde t I∀ ∈  için 

( ) ( )t p tα α+ =      (2.5.6) 

olacak şekilde en az bir p  pozitif sayısı varsa α  eğrisine kapalıdır denir. 

 

Tanım 2.5.10 Her noktasındaki hız vektörü sıfırdan farklı olan eğriye regüler eğri 

denir (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Teorem 2.5.1 nE  de regüler her eğrinin, birim hızlı olacak şekilde bir koordinat 

komşuluğu vardır (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.5.10 nM E⊂  eğrisi ( ),I α  koordinat komşuluğu ile verilsin. Bu durumda, 

( ){ }' '' ''', , , , rψ α α α α= L  sistemi lineer bağımsız ve ( ) , ,k k rα∀ >  için; 

( ) { }k Spα ψ∈  
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olmak üzere, ψ  den elde edilen { }1 2, , , rV V VL  ortonormal sistemine, M  eğrisinin 

Serret-Frenet r-ayaklı alanı ve herhangi bir m M∈  için ( ) ( ) ( ){ }1 2, , , rV m V m V mL  

ye ise m M∈  noktasındaki Serret-Frenet r-ayaklısı denir. Her bir 1 ≤ ≤i r  için iV  ye 

i-yinci Serret-Frenet vektörü adı verilir (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Özel Hal: 3n =  özel halinde, 3E , 3-boyutlu Öklid uzayında Frenet 2-ayaklısı ve Frenet 

3-ayayklısı elde edilir. Bu özel halde; M  eğrisi ( ),I α  koordinat komşuluğu ile verilmiş 

ise s I∈  yay-parametresi olmak üzere, 

      'T α=
ur

      (2.5.7) 

     1 α
α

′′=
′′

uur
N      (2.5.8) 

ve 

      B T N= ∧
ur ur uur

      (2.5.9) 

dir. Böylece, 

( ) ( ) ( ){ }, ,T s N s B s
ur uur ur

 

sistemi, ( )sα  noktasında, M  eğrisinin Frenet 3-ayaklısıdır (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Teorem 2.5.2 3M E⊂  eğrisi ( ),I α  koordinat komşuluğu ile verilsin. t I∈  için ( )tα  

noktasındaki Frenet 3-ayaklısı, ( ) ( ) ( ){ }, ,T t N t B t
ur uur ur

 ise 

       '
'

1( ) ( )
( )

T t t
t

α
α

=
ur

              (2.5.10)     

       ( ) ( ) ( )N t B t T t= ×
uur ur ur

              (2.5.11) 

ve 

    ( )' ''
' ''

1( ) ( ) ( )
( ) ( )

B t t t
t t

α α
α α

= ×
×

ur
             (2.5.12) 

dir (Hacısalihoğlu 2000). 
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Tanım 2.5.11 3M E⊂  eğrisi ( ),I α  koordinat komşuluğu ile verilsin. s I∈  

parametresine karşılık gelen ( )sα  noktasındaki Frenet r-ayaklısı 

( ) ( ) ( ){ }1 2, , , rV s V s V sL  olsun. Buna göre, 

        '
1

: , 1

( ) ( ), ( )
i

i i i

k I i r

s k s V s V s+

⎯⎯→ ≤ ≤

⎯⎯→ =

�
             (2.5.13) 

şeklinde tanımlı ik  fonksiyonuna M  eğrisinin i-yinci eğrilik fonksiyonu ve s I∈  için 

( )ik s  reel sayısına da ( )sα  noktasında ki M  eğrisinin i-yinci eğriliği denir 

(Hacısalihoğlu 2000). 

 

Teorem 2.5.3 3M E⊂  eğrisi ( ),I α  koordinat komşuluğu ile verilsin. s I∈  yay 

parametresi olmak üzere, ( )sα  noktasındaki i-yinci eğriliği ( )ik s  ve Frenet r-ayaklısı 

( ) ( ) ( ){ }1 2, , , rV s V s V sL  ise  

i. ( ) ( )'
1 1 2( )V s k s V s=  

ii. ( ) ( ) ( )'
1 1 1( ) ( ) , 1i i i i iV s k s V s k s V s i r− − += − + < <  

iii. ( ) ( )'
1 1( )r r rV s k s V s− −= −  

dir. ( ) ( ) ( ){ }1 2, , , rV s V s V sL  Frenet r-ayaklısının vektörlerinin eğri boyunca kovaryant 

türevleri ile ilgili eşitlikleri, matris formunda 

                        

' 11 1
'

1 22 2
'

23 3

'
2 22

'
1 12 1
'

1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

r rr

r rr r

r rr

kV V
k kV V

kV V

V Vk
V Vk k
V Vk

− −−

− −− −

−

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦−⎣ ⎦

L

L

L

M M M M M M M MM M

L

L

L

             (2.5.14) 

biçiminde yazılabilir. (2.5.14) eşitliklerine Frenet formülleri denir (Hacısalihoğlu 

2000). 

 

Özel Hal: 3n =  özel halinde (2.4.14) eşitliği 
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'
1 1 1
'

2 1 2 2
'

3 2 3

0 0
0

0 0

V k V
V k k V
V k V

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 veya 

'

1
'

1 2
'

2

0 0
0

0 0

T Tk
N k k N

kB B

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

ur ur

uur uur

ur ur
 

şeklindedir. Bu halde 1-inci eğrilik olan 1 ( )k s  değeri sadece eğrilik adıyla ve 2-inci 

eğrilik olan 2 ( )k s  değeri de burulma (torsiyon) adıyla bilinir (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.5.11. den ( )ik s  eğriliklerinin hesabı yapılabilir. Ancak eğrilikleri aşağıdaki 

teorem yardımıyla hesaplamanın pratik bakımdan değeri vardır. 

 

Teorem 2.5.4 3M E⊂  eğrisi ( ),I α  koordinat komşuluğu ile verilsin. s I∈  yay 

parametresi olmak üzere, ( )sα  noktasındaki i-yinci eğrilik ( )ik s  ve Frenet r-ayaklısı 

( ) ( ) ( ){ }1 2, , , rV s V s V sL   ve  

      ( ) ( )( ) ( ) ( ), ( ) ( ) , 1i i
i j j

j i
E s s s V s V s i rα α

<

= − ≤ ≤∑             (2.5.15) 

olmak üzere 

  1( )
( ) , 1

( )
i

i
i

E s
k s i r

E s
+= ≤ ≤               (2.5.16) 

dir (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Teorem 2.5.5 3M E⊂  eğrisi ( ),I α  koordinat komşuluğu ile verilsin. Bu durumda t I∈  

ya karşılık gelen ( )tα  noktasındaki i-yinci eğriliği ( )ik t  ve Frenet r-ayaklısı 

( ) ( ) ( ){ }1 2, , , rV t V t V tL   ve  

       ( ) ( )( ) ( ) ( ), ( ) ( ) , 1i i
i j j

j i
F t t t V t V t i rα α

<

= − ≤ ≤∑             (2.5.17) 

olmak üzere 

        1

1

( )
( ) , 1

( ) ( )
i

i
i

F t
k t i r

F t F t
+= ≤ ≤              (2.5.18) 

dir (Hacısalihoğlu 2000). 
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2.6 Üçlü Ortogonal Sistem 

 

Yüzeylerin üçlü ortogonal sistemleri, yüzeylerin eğrilik çizgilerini bulmakta çok  

kullanışlıdır.  

 

Teorem 2.6.1 (Joachimsthal Teoremi ) 3
1 ⊂M E  ve 3

2 ⊂M E  regüler yönledirilebilir 

iki yüzey ve 1N  ile 2N , sırasıyla, 1M  ile 2M  yüzeylerinin birim normal vektör alanları 

olsun. 1 2M M α∩ =  eğrisi boyunca ( )( ) ( )( )1 2, sabitN s N sα α =  olmak üzere, α  

eğrisi 1M  yüzeyinin temel (principal) eğrilik çizgisidir gerek ve yeter koşul α  eğrisi 

2M  yüzeyinin temel (principal) eğrilik çizgisidir. 

 

İspat: 

α  eğrisi boyunca ( )( ) ( )( )1 2, 0N s N sα α =  ve ( )T tα′= olsun.  

α  eğrisi, 1M  yüzeyinde olup α  nın Darboux çatısı 

( )

( )
( )

,1 1 ,1 1

1 ,1 ,1 1

1 ,1 ,1 1

g m

g g

m g

T k N T k N

N T k T N

N k T N T

τ

τ

′ = ∧ +⎧
⎪
⎪ ′∧ = − +⎨
⎪ ′ =− − ∧⎪⎩

                                       (2.6.1) 

olup matris olarak yazarsak 

( ) ( )
,1 ,1

1 ,1 ,1 1

1 ,1 ,1 1

0
0

0

g m

g g

m g

T Tk k
N T k N T

N k N
τ

τ

′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥′ ′⎢ ⎥ ⎢ ⎥∧ = − ∧⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥′ − −⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   (2.6.2) 

olarak yazılabilir. Burada α  eğrisinin geodezik torsiyonu (burulması) ,1,gτ  geodezik 

eğriliği ,1gk  ve 1M  yüzeyinin temel (principal) eğriliği ,1mk dir.  

Ayrıca α  eğrisi 1M  yüzeyinin eğrilik çizgisi olduğundan ,1 0gτ =  dir. 

Aynı zamanda α  eğrisi, 2M  yüzeyinde de olup α  nın Darboux çatısı 
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( )

( )
( )

,2 2 ,2 2

2 ,2 ,2 2

2 ,2 ,2 2

g n

g g

n g

T k N T k N

N T k T N

N k T N T

τ

τ

′ = ∧ +⎧
⎪⎪ ′∧ = − +⎨
⎪ ′ =− − ∧⎪⎩

                                       (2.6.3) 

olup matris olarak yazarsak 

( ) ( )
,2 ,2

2 ,2 ,2 2

2 ,2 ,2 2

0
0

0

g n

g g

n g

T Tk k
N T k N T

N k N
τ

τ

′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥′ ′⎢ ⎥ ⎢ ⎥∧ = − ∧⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥′ − −⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   (2.6.4) 

olarak yazılabilir. Burada α  eğrisinin geodezik torsiyonu (burulması) ,2gτ  normal 

eğriliği ,2nk  ve geodezik eğriliği ,2gk  dır. 

α  eğrisi boyunca 1 2, 0N N =  ve 2, 0T N =  olduğundan 2 1N N T= ± ∧  olarak 

alabiliriz. Biz 2 1N N T= ∧  olarak alalım. (2.6.1) ve (2.6.3) denklemlerinden 

1 2N N T= ∧  olduğunu kullanarak 

,2 ,1

,1 ,2

,1 ,2

0g g

g m

m g

k k

k k

τ τ= =

=

=

 

olarak buluruz. Burada ,2mk , 2M  yüzeyinin temel (principal) eğriliğidir. 

Buradan α  eğrisi 2M  yüzeyinin temel (principal) eğrilik çizgisidir □ 

 

Tanım 2.6.1 3⊂U E  açık bir alt cümle ve yönlendirmeyi koruyan bir dönüşüm  

( ) ( )

3 3

1 2 3 1 2 3

:
, , , ,
⊂ ⎯⎯→

⎯⎯→

H U E E
u u u H u u u

 

olsun. Eğer, 

i) 1, 2,3i=   için 
iu

i

HH
u
∂

=
∂

 lineer bağımsız 

ii) i j≠   için , 0
i ju uH H =  

oluyorsa 1, 2,3i=   için sabitiu =  alarak elde edilen üç yüzeyin ailesine, üçlü ortogonal 

yüzey denir (Garcia 2000). 
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Örnek 2.6.1 3E  de x0y, x0z ve y0z düzlemlerine paralel düzlemler ailesi, bir üçlü 

ortogonal sistemi oluşturur. 

 

 
Şekil 2.8 Üç düzlem ailesinin üçlü ortogonal sistemi 

 

Örnek 2.5.2 3E  de silindirik koordinatlar cümlesi 

( ) ( ) ( ){ }3
1 2 3 1 2 3 1 2, , , , , (0,0)= ∈ ≠H u u u u u u E u u  

tanımlı olup 1, 2,3i =   için sabitiu =  alarak elde edilen iki düzlem ailesi ve dairesel 

silindir ailesi, bir üçlü ortogonal sistemi oluşturur. 

 

 
Şekil 2.9 İki düzlem ailesi ve bir silindir ailesinin üçlü ortogonal sistemi 

 

Örnek 2.6.3 3E  de küresel koordinatlar cümlesi  

( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2, , cos cos , cos sin , sinH u u u u u u u u u u u=  
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tanımlı olup 1, 2,3i=   için sabitiu =  alarak elde edilen x0z-düzlemi, x0y-düzlemi ve 

y0z-düzleminden oluşan  ortogonal düzlemler ailesi, bu düzlemlerdeki merkezi orjin 

olan çemberler ailesi ve tepe noktası orjin olan koniler ailesi, bir üçlü ortogonal sistemi 

oluşturur. 

 
Şekil 2.10 Bir düzlemler ailesi, bir çemberler ailesi ve bir koniler ailesinin üçlü  

 ortogonal sistemi 

 

Teorem 2.6.2 3⊂U E  açık bir alt cümle ve bir yönlendirmeyi koruyan 

( ) ( )

3 3

1 2 3 1 2 3

:
, , , ,
⊂ ⎯⎯→

⎯⎯→

H U E E
u u u H u u u

 

dönüşümü ile bir üçlü ortogonal sitem tanımlansın. O halde, 
1up H= , 

2uq H=  ve 

3ur H=  olmak üzere, 

1) 
1 2 3u u u

pqH H H
r

∧ =  

2) 
2 3 1u u u

qrH H H
p

∧ =  

3) 
3 1 2u u u

rpH H H
q

∧ =  

4) 
1 2 3 2 3 1 3 1 2
, , , 0u u u u u u u u uH H H H H H= = =  

5) 
1 2 3
,u u uH H H pqr∧ =  

yazılabilir (Garcia 2000). 

 

 

 



 38

İspat: 

H  dönüşümü ile tanımlanan birim normal vektör alanları 1 1

1

1
u u

u

H H
N

pH
= = ,  

2 2

2

2
u u

u

H H
N

qH
= =  ve 3 3

3

3
u u

u

H H
N

rH
= =  dır.  

Her bir 1, 2,3i=   için sabitiu =  alarak elde edilen yüzeyler, üçlü ortogonal yüzey 

olduğundan 

1 2

1 3

2 3

, 0

, 0

, 0

N N

N N

N N

⎧ =
⎪

=⎨
⎪ =⎩

 

yazılabilir. Buradan 

1 2 3 2 3 1 3 1 2, , ,N N N N N N N N N∧ = ∧ = ∧ =  

1 2 3 2 3 1 3 1 2, 1, , 1, , 1N N N N N N N N N∧ = ∧ = ∧ =  

yazılabilir. Ayrıca, 

{ {1 2 1 3 2 1 2 3

3 1 3 2

, 0 , , 0
u u u u

u u u u u u u u

H H

H H H H H H= ⇒ + =                              (2.6.5) 

{2 3 2 1 3 2 3 1

1 3

, 0 , , 0
u u

u u u u u u u u

H

H H H H H H= ⇒ + =                              (2.6.6) 

{3 1 3 2 1 3 1 2

2 1

, 0 , , 0
u u

u u u u u u u u

H

H H H H H H= ⇒ + =                              (2.6.7) 

dır. 

1) 
1 2 31 2 1 2 3u u u

pqH H pN qN pqN N pqN H
r

∧ = ∧ = ∧ = =  

2) 
2 3 12 3 2 3 1u u u

qrH H qN rN qrN N qrN H
p

∧ = ∧ = ∧ = =  

3) 
3 1 23 1 3 1 2u u u

rpH H rN pN rpN N rpN H
q

∧ = ∧ = ∧ = =  

4) 
1 2 3

?
, 0u u uH H =   
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(2.6.5) den 
1 2 1 3 2 1 2 3
, 0 , , 0u u u u u u u uH H H H H H= ⇒ + =  

                 

( )

{

1 2 3 1 3 2

1 2 3 2 1 3

1 2 3 2 1 3

1 2 3 3 2 1

1 2 3 3 2 1

2 3

, ,

(2.6.6)den    , ,

                     , ,

(2.6.7)den    , ,

                     , , 0

                   

⇒ = −

⇒ = − −

⇒ =

⇒ = −

⇒ + =
u u

u u u u u u

u u u u u u

u u u u u u

u u u u u u

u u u u u u

H

H H H H

H H H H

H H H H

H H H H

H H H H

1 2 3 2 3 1

1 2 3

1 2 3

1 2 3

,

  , , 0

                     2 , 0

                     , 0

⇒ + =

⇒ =

⇒ =

14243
u u u

u u u u u u

H H

u u u

u u u

H H H H

H H

H H

 

2 3 1

?
, 0u u uH H =      

(2.6.6) den 
2 3 2 1 3 2 3 1
, 0 , , 0u u u u u u u uH H H H H H= ⇒ + =  

                    ( )
2 3 1 2 1 3

2 3 1 3 2 1

2 3 1 3 2 1

, ,

(2.6.7)den    , ,

                     , ,

⇒ = −

⇒ = − −

⇒ =

u u u u u u

u u u u u u

u u u u u u

H H H H

H H H H

H H H H

 

                     

{

2 3 1 1 3 2

2 3 1 1 3 2

3 1

2 3 1 1 3 2

2 3 1

2 3 1

2

,

(2.6.5)den    , ,

                    , , 0

                    , , 0

                     2 , 0

                     ,

⇒ = −

⇒ + =

⇒ + =

⇒ =

⇒

14243

u u

u u u

u u u u u u

u u u u u u

H

u u u u u u

H H

u u u

u

H H H H

H H H H

H H H H

H H

H
3 1

0=u uH

 

3 1 2

?
, 0u u uH H =  

    (2.6.7) den 
3 1 3 2 1 3 1 2
, 0 , , 0u u u u u u u uH H H H H H= ⇒ + =  
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( )

{

3 1 2 3 2 1

3 1 2 1 3 2

3 1 2 1 3 2

3 1 2 2 1 3

3 1 2 2 1 3

1 2

, ,

(2.6.5)den    , ,

                     , ,

(2.6.6)dan    , ,

                     , , 0

                   

⇒ = −

⇒ = − −

⇒ =

⇒ = −

⇒ + =
u u

u u u u u u

u u u u u u

u u u u u u

u u u u u u

u u u u u u

H

H H H H

H H H H

H H H H

H H H H

H H H H

3 1 2 1 2 3

3 1 2

3 1 2

3 1 2

,

  , , 0

                     2 , 0

                     , 0

⇒ + =

⇒ =

⇒ =

14243
u u u

u u u u u u

H H

u u u

u u u

H H H H

H H

H H

 

5) 
1 2 3 1 1

(2.6.6)dan

, ,∧ =u u u u u
qrH H H H H
p

 

       

1 1

1

2

2

,u u

u

qr H H
p

qr H
p

qr p
p
pqr

=

=

=

=

 

□ 

 

Teorem 2.6.3 3⊂U E  açık bir alt cümle ve bir yönlendirmeyi koruyan 

( ) ( )

3 3

1 2 3 1 2 3

:
, , , ,
⊂ ⎯⎯→

⎯⎯→

H U E E
u u u H u u u

 

dönüşümü ile 1, 2,3i =   için sabitiu =  alarak elde edilen parametrik yüzeyler iS  olsun. 

O halde  1, 2,3i =   için iS  yüzeylerinin birinci temel form katsayıları ve ikinci temel 

form katsayıları aşağıdaki gibidir (Gray 2006). 

 

 

 



 41

Yüzey  E F G e f g 

( )1 2 3,S u u  2q  0 2r  1uqq
p

−  0 1urr
p

−  

( )2 3 1,S u u  2r  0 2p  2urr
q

−  0 2upp
q

−  

( )3 1 2,S u u  2p  0 2q  3upp
r

−  0 3uqq
r

−  

 

İspat: 

1, 2,3i=   için sabitiu =  alarak elde edilen parametrik yüzeylerin pozitif birim normal 

vektör alanları sırasıyla 1 2 3, ,N N N  dir.  

Şimdi 1=i  için 1 sabitu =  alarak elde edilen ( )1 2 3,S u u  yüzeyinin birinci ve ikinci temel 

formlarının katsayılarını hesaplarsak 

( ) ( )

2
1 1

1 1 1 1
2 3 2 3

2 3 2 3

2 21 1 1 1 1 1
2 2 3 3

2 2 2 3 3 3

I. temel form ,

,

, 2 , ,

E F G

I ds S S

S S S Sdu du du du
u u u u

S S S S S Sdu du du du
u u u u u u

= = = ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
14243 14243 14243

 

   ( ) ( )2 2
2 2 3 32E du Fdu du G du= + +                                                

ve  

2 2

2 3

3 3

Teorem2.6.2den
21 1

2 2

H üçlü ortogonal sistem
1 1

2 3

Teorem2.6.2den
21 1

3 3

, ,

, , 0

, ,

⎧ ∂ ∂
= = =⎪ ∂ ∂⎪

⎪ ∂ ∂⎪ = = =⎨ ∂ ∂⎪
⎪ ∂ ∂⎪ = = =
⎪ ∂ ∂⎩

u u

u u

u u

S SE H H q
u u

S SF H H
u u

S SG H H r
u u

                              

olduğundan  

( ) ( )
( ) ( )

2 22
2 2 3 3

2 22 2
2 3

I. temel form 2I ds E du Fdu du G du

q du r du

= = = + +

= +
 

olarak yazılabilir. Ayrıca, 
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II. temel form=
( )

( )
( )

( )
2 2 2

2 21 1 1
1 2 1 2 3 1 32 2

2 32 3

, 2 , ,

fe g

S S SII N du N du du N du
u uu u

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂∂ ∂
14424431442443 1442443

 

ve 

( )

{

1

2 2 2 2 2 2 1

1 1

2 1 2 2 1 2 1 2

2 1 2

12 2 1 2 1 2

2
1

1 12
2

1, , , ,

, , , 0 1 ,
, ,

u
u u u u u u u

u u

u u u u u u u u

u u u
uu u u u u u

p

HSe N H N H H H
H Hu

H H O H H H H
H H

HH H H H

∂
= = = =

∂

⎫= ⇒ + = ⎪=−⎬
⇒ = − ⎪⎭

 

2

2 2 2 2 1 2 2 2 1

12 2 1

2 2 1

2 2 1 1

2
2

1
2

1

1

, , ,

2 ,

2 , 2

,

u
u u u u u u u u u

uu u u

u u u

u u u u

H
H H H H H H H

u

q qqH H
u

p
qH H q
u

H H qq

⎫∂
⎪= ⇒ + =
⎪∂
⎪

∂ ⎪⇒ = ⎪ = −∂ ⎬
⎪∂ ⎪⇒ =

∂ ⎪
⎪

⇒ = ⎪⎭

 

                         
1

2 3 2 3 2 3 1

1 1

2
1

1 1
2 3

Teorem2.6.2den

1, , , ,

0

∂
= = = =

∂ ∂

=

u
u u u u u u u

u u

HSf N H N H H H
u u H H  

( )

{

1

3 3 3 3 3 3 1

1 1

3 1 3 3 1 3 1 3

3 1 3

13 3 1 3 1 3

2
1

1 12
3

1, , , ,

, , , 0 1 ,
, ,

∂
= = = =

∂

⎫= ⇒ + = ⎪=−⎬
⇒ = − ⎪⎭

u
u u u u u u u

u u

u u u u u u u u

u u u
uu u u u u u

p

HSg N H N H H H
H Hu

H H O H H H H
H H

HH H H H

 

3

3 3 3 3 1 3 3 3 1

13 3 1

3 3 1

3 3 1 1

2
2

1
2

1

1

, , ,

2 ,

2 , 2

,

⎫∂
⎪= ⇒ + =
⎪∂
⎪

∂ ⎪⇒ = ⎪ = −∂ ⎬
⎪∂ ⎪⇒ =

∂ ⎪
⎪

⇒ = ⎪⎭

u
u u u u u u u u u

uu u u

u u u

u u u u

H
H H H H H H H

u

r rrH H
u

p
rH H r
u

H H rr
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olduğundan  

II. temel form= ( ) ( )1 12 2
2 3

u uqq rr
II du du

p p
= − −  

olarak yazılabilir. 

Benzer işlemler 2=i  ve 3=i  için de yapılarak diğer yüzeylerin de birinci ve ikinci 

temel formları hesaplanabilir□  

 

Teorem 2.6.4 (Dupin) Bir üçlü ortogonal sistem oluşturan yüzeylerin arakesit 

eğrilerinin, her biri bir yüzeyin eğrilik çizgisidir (Gray 2006) 

 

İspat: 

Bir yüzeyin eğrilik çizgisi, yüzeyin 0F =  ve 0f =  olduğunda kendi parametre çizgisi 

ile çakışır. Dolayısıyla Teorem 2.5.3den Üçlü ortogonal sistem oluşturan yüzeylerin her 

biri için 0F f= =  olduğundan yüzeylerin arakesit eğrileri, her bir yüzeyin eğrilik 

çizgileridir□ 
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3. REGLE YÜZEY 

 

Tanım 3.1 3: I Eα ⎯⎯→  düzgün regüler eğri üzerinde birim uzunluklu bir e
r

 vektör 

alanı verilsin. e
r

, I ⊂ �  aralığının her bir t  elemanına karşılık, ( )tα  noktasında ( )e t
r

 

vektörünü karşılık getiren 3:e I E⎯⎯→
r

 şeklinde düzgün bir dönüşümdür. O halde, 

                                              
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3
,

,

:

, ,

e

e

F I E

t u F t u t u e t

α

α
α

× ⎯⎯→

⎯⎯→ = +

r

r

�

r                    (3.1) 

dönüşünü ile tanımlı 3E  uzayında ( ) ( ),
,

e
F t u

α
r  yüzeyine bir regle yüzey veya doğrusal 

yüzey denir. Burada, α  eğrisine regle yüzeyin dayanak eğrisi adı verilir. ( )e t
r

 

vektörüne de doğrusal yüzeyin ( )tα  noktasındaki doğrultmanı denir. ( )tα  

noktasından geçen ve ( )e t
r

 vektörüne paralel olan doğruya, ( )tα  noktasından geçen 

ana doğru denir (Izumiya 2001). 

 

Ayrıca, (3.1) deki regle yüzeyin her hangi bir noktasında ( ) 0e t ≠
r r

 olmalıdır. Çünkü, 

( ) 0e t =
r r

 olur ise ( ) ( ) ( ),
,

e
F t u t

α
α=r  bir yüzey değil bir uzay eğrisi belirtir.  

 
 

Şekil 3.1 Regle yüzey 

 

t 0 

u 

x

y 

( ),t u

( ),e
F

α
r

(α )

( ) ( ),
,

e
F t u

α
r•

( )tα • 
( )e t
r
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Tanım 3.2 ( ),e
F

α
r  regle (doğrusal) yüzeyi için eğer, 

i. ( ) ( ) 0e t e t′∧ =
r ur r

 ise ( ),e
F

α
r  yüzeyi, silindiriktir denir. 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.2 Silindirik regle yüzey 

 

ii. ( ) ( ) 0e t e t′∧ ≠
r ur r

 ise ( ),e
F

α
r  yüzeyi, silindirik değildir denir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.3 Silindirik olmayan regle yüzey 

 

Yukarıdaki tanıma göre, ( ),e
F

α
r  regle yüzeyi silindirik değil ise ( )e t

r
 ve ( )e t′

ur
 lineer 

bağımsızdır diyebiliriz. Bu ise bize regle yüzeyin ana doğrularının, doğrultmanlarının 

daima değiştiğini söyler. Ayrıca, genelliği kaybetmeden; t I∀ ∈  için ( ) 1e t =
r

 

olduğunu kabul edersek, ( ),e
F

α
r  regle yüzeyinin silindirik olmaması için gerek ve yeter 

koşulun ( ) 0e t′ ≠
ur r

 olmasıdır diyebiliriz (Izumiya 2001). 

x(t) 

e(t) 0≠  
xı(t) 0≠  

x(t) 

e(t) 0≠  
xı(t) 0≠  
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 Örnek 3.1 Dayanak eğrisi ( )2( ) ,0,0t tα =  ve doğrultman vektörü 

2 2

1( ) 0, ,
1 1

te t
t t

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠
 olan regle yüzeyin denklemi 

( ) ( ) ( ) ( ),

2

2 2

,

, ,
1 1

e
F t u t u e t

u utt
t t

α
α= +

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠

r

r

 

olup bu yüzeye Semer (eğer) Yüzeyi denir. 

 
Şekil 3.4 Semer yüzeyi 

 

Örnek 3.2  0 2θ π≤ ≤  olmak üzere ( )( ) 0,0, 2cos sinα θ θ=t  dayanak eğrisi  ve 

( )( ) cos ,sin ,0e t θ θ=
r

  doğrultman vektörü olan regle yüzeyin denklemi 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
,

,

cos , sin , 2cos sin

e
F t u t u e t

u u

α
α

θ θ θ θ

= +

=

r

r

 

olup bu yüzeye Plücker Konisi denir. 

 
Şekil 3.5 Plücker konisi 
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Teorem 3.1 ( ),e
F

α
r  regle yüzeyinin ( ) ( ),

,
e

F t u
α
r  noktasından geçen  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
,

e
F t u t u e t

α
β λ λ α λ= + = + +r

r
       (3.2) 

ile tanımlı parametre eğrisi, bu yüzey için hem asimtotik, hem de jeodezik eğridir 

(Sabuncuoğlu 2006). 

 

Teorem 3.2 ( ),e
F

α
r  silindirik olmayan bir regle yüzey olsun. t I∀ ∈  için 

( ) ( ), 0t e tσ ′ ′ =
ur

 olacak şekilde öyle bir σ  eğrisi bulunabilir ki ( ),e
F

α
r  yüzeyi tekrar 

parametrize edilerek  

   ( ) ( ) ( ) ( ),
,

e
F t u t u e t

σ
σ= +r

r
        (3.3) 

olarak yazılabilir. Burada, ( ) ( )
( )

( )
( )2

( ),t e t
t t e t

e t

α
σ α

′ ′
= −

′

ur
r

ur  eğrisine, ( ),e
F

α
r  yüzeyinin 

striksiyon (boğaz) çizgisi (eğrisi) denir. ( )tα  noktasından geçen ana doğru üstündeki 

( )tσ  noktasına, doğrusal yüzeyin bu ana doğruya ilişkin merkez noktası adı verilir 

(Izumiya 2001). 

 

İspat: 

( ),e
F

α
r  bir yüzey olduğundan t I∀ ∈  için ( ) 0e t ≠

r r
 dır ve genelliği bozmayacağı için 

( ) ( ) ( )1 , 1e t e t e t= ⇒ =
r r r

 alabiliriz. Burada her iki tarafın t  ye göre türevi alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

, , 0 2 , 0

, 0

′ ′ ′+ = ⇒ =

′⇒ =

ur r r ur r ur

r ur
e t e t e t e t e t e t

e t e t
 

bulunur. t I∀ ∈  için ( ) ( ), 0t e tσ ′ ′ =
ur

 olacak şekilde öyle bir σ  eğrisini 

( ) ( ) ( ) ( )t t v t e tσ α= +
r

 

olarak alalım ve türevi alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t v t e t v t e tσ α′ ′ ′ ′= + +
r ur

 

olur ve her iki tarafı ( )e t′
ur

 ile iç çarparsak, 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,t e t t v t e t v t e t e tσ α′ ′ ′ ′ ′ ′= + +
ur r ur ur

 

ve t I∀ ∈  için ( ) ( ), 0t e tσ ′ ′ =
ur

 olduğundan 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

20

, 0

, , , 0

e t

t v t e t v t e t e t

t e t v t e t e t v t e t e t

α

α

′

′ ′ ′ ′+ + =

′ ′ ′ ′ ′ ′+ + =
ur

r ur ur

ur r ur ur ur

14243 1442443
 

                                                                  ( ) ( ) ( ) ( )
2

, 0t e t v t e tα′ ′ ′+ =
ur ur

                 (3.4) 

olur. ( ),e
F

α
r  silindirik olmayan bir regle yüzey ve ( ) ( ) 0e t e t′∧ ≠

r ur r
 olduğundan  ( )e t

r
 ve 

( )e t′
ur

 lineer bağımsızdır. Dolayısıyla ( ) 0e t′ ≠
ur

 dır. Öyleyse (3.4) ifadesinden 

( )
( ) ( )

( )
2

,α′ ′
= −

′

ur

ur
t e t

v t
e t

 

olarak bulunur. Dolayısıyla,  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

, ,

( )

, , ( )

( )

( )

e e

t

F t u F t v t u

t v t u e t

t v t e t u e t

t u e t

σ α

σ

α

α

σ

= +

= + +

= + +

= +

r r

r

r r

1442443

r

 

yazılabilir. Buradaki ( ) ( ), ,
ve

e e
F F

σ α
r r   aynı yüzeyleri belirtir□ 

 

Teorem 3.3 ( )e t′
ur

 vektörü, ( ),σ
r
e

F  regle yüzeyinin ( )tσ  noktasındaki σ  eğrisinin 

teğetine dik olan vektöre paraleldir (Izumiya 2001). 

 

Teorem 3.4 ( ),e
F

α
r  silindirik olmayan regle yüzey olsun. ( ),e

F
α
r  yüzeyinin striksiyon 

çizgisi, dayanak eğrisinin seçiminden bağımsızdır (Izumiya 2001). 

 

Teorem 3.5 ( ),e
F

σ
r  dayanak eğrisi striksiyon çizgisi olan silindirik olmayan bir regle 

yüzey olsun. O halde ( ),e
F

α
r  regle yüzeyinin distribüsyon (dağılma) parametresi 
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      ( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )( )
( )

2 2

det , ,, t e t e tt e t e t
t

e t e t

σσ
ρ

′ ′′ ′∧
= =

′ ′

r urr ur

ur ur       (3.5) 

ile tanımlı fonksiyondur (Izumiya 2001). 

 

Teorem 3.6 Dayanak eğrisi striksiyon çizgisi olan silindirik olmayan bir regle yüzey  

( , )eF σ
r olsun. O halde ( , )eF σ

r  regle yüzeyinin singüler noktası 0 0 0( , ) ( , )eP F t uσ= r  ise 0 0u =  

dır (Izumiya 2001). 

 

İspat: 

( , )t u I∀ ∈ ×�  için  

( , )

( , )

( , ) ( ) . ( )

( , ) ( )

e

e

F
t u t u e t

t
F

t u e t
u

σ

σ

σ
∂

′ ′= +
∂

∂
=

∂

r

r

ur

r
 

olup 

( ) ( )
( ) ( )

( , ) ( , )( , ) ( , ) ( ) . ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

σ σ σ

σ

∂ ∂
′ ′× = + ×

∂ ∂
′ ′= × + ×

r r ur r

r ur r

e eF F
t u t u t u e t e t

t u
t e t u e t e t

 

dır. Ayrıca ( )e t
r

 birim vektör olduğundan ( ), ( ) 0e t e t′ =
ur r

 ve σ  yüzeyin striksiyon 

çizgisi olduğundan ( ), ( ) 0t e tσ ′ ′ =
ur

 olup 

( ) ( ) ( ) ( )t e t t e tσ µ′ ′× =
r ur

 

olacak şekilde bir düzgün µ  fonksiyonu vardır. Dolayısıyla 

( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( , )( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

σ σ σ

µ

∂ ∂
′ ′× = × + ×

∂ ∂

′ ′= + ×

r r r ur r

ur ur r

e eF F
t u t u t e t u e t e t

t u

t e t u e t e t

 

         ( ) 22 2( ) ( )µ ′= +
ur

t u e t        (3.6) 

dır. ( , )eF σ
r  regle yüzeyinin singüler noktası 0 0 0( , ) ( , )eP F t uσ= r  olduğundan 
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( , ) ( , )
0 0 0 0( , ) ( , ) 0e eF F

t u t u
t u
σ σ

∂ ∂
× =

∂ ∂

r r

 

ve ( ) 0e t′ ≠
ur

 olup (3.6) dan ( )2 2
0 0( ) 0t uµ + =  olarak bulunur. Buradan  

0 0( ) 0u tµ= =  

dır□ 

 

Κ  Gauss eğriliği, yüzeyin her bir noktasında, Öklidyen düzlemden ne kadar ayrıldığını 

ölçer ve bu eğrilik, yüzeyin şekil operatörünün (veya Weingarten dönüşümünün) 

determinantı olup 
2

2

LN M
EG F

−
Κ =

−
        (3.7) 

dir. Buradaki , , , ve ,t u t u t u
tt tu u

t u t u t u

F F F F F FL F M F N F
F F F F F F
∧ ∧ ∧

= = =
∧ ∧ ∧

 ile 

, , , ve ,t t t u u uE F F F F F G F F= = = , sırasıyla, yüzeyin .I  ve .II  temel form 

değerleridir (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Teorem 3.7 Silindirik olmayan regle yüzeyin Κ  Gauss eğriliği pozitif değildir 

(Izumiya 2001). 

 

Tanım 3.2 Bir yüzeyin Κ  Gauss eğriliği yüzeyin her bir noktasında 0Κ =  oluyorsa bu 

yüzeye flat veya açılabilir yüzey denir. Ayrıca bu yüzeyler, 3E  deki düzleme 

izometriktir (Izumiya 2001). 

 

 Tanım 3.3 Bir ( ),e
F

α
r  regle yüzeyinin bir ana doğrusunu kapsayan ve yüzey normaline 

dik olan düzleme, yüzeyin teğet düzlemi denir (Hacısalihoğlu 2000). 

 Bir ( ),e
F

α
r  regle yüzeyinin  

( ) ( ) ( ) ( ),
,

α
α= +r

r

e
F t u t u e t  

denkleminden t  ve u  ya göre türevleri alındığında 

( , )t u I∀ ∈ ×�  için  
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( , )

( , )

( , ) ( ) . ( )

( , ) ( )

α

α

α
∂

′ ′= +

∂
=

r

r

ur

r

e

e

F
t u t u e t

dt
F

t u e t
du

 

elde edilir. Burada  

( ) ( )
( ) ( )

( , ) ( , )( , ) ( , ) ( ) . ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

α α α

α

∂ ∂
′ ′× = + ×

′ ′= × + ×

r r ur r

r ur r

e eF F
t u t u t u e t e t

dt du
t e t u e t e t

 

olur. Ayrıca yüzeyin normali 

           
( ) ( )( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

σ σ

σ σ σ σ

α
∂ ∂

× ′ ′× + ×
= =

∂ ∂ ∂ ∂
× ×

r r

r r r r

r ur re e

e e e e

F F
t u t u t e t u e t e tdt duN

F F F F
t u t u t u t u

dt du dt du

          (3.8) 

olduğundan ve µ  sabit olmak üzere teğet düzlemin bir noktasındaki vektörel denklemi 

, 0N eµ =
r  

veya (3.8) den 

     det ( ), ( ) . ( ), ( ) 0e t t u e t e tµ α⎡ ⎤′ ′+ =⎣ ⎦
urr r        (3.9) 

olarak bulunur. 

 

Tanım 3.4 Bir regle yüzeyin ana doğruları boyunca teğet düzlemleri aynı ise regle 

yüzeye açılabilirdir denir (Izumiya 2001). 

 

Teorem 3.8 ( ),e
F

α
r  silindirik olmayan bir regle yüzey olsun. O halde ( ),e

F
α
r  yüzeyi 

açılabilir olması için gerek ve yeter koşul ( ) ( ) ( )( )det , , 0α′ ′ =
r ur

t e t e t  olmasıdır (Izumiya 

2001). 

 

Tanım 3.5 ( )
3

,
:

α
× ⎯⎯→r �

e
F I E  

                                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
, ,

α
α⎯⎯→ = +r

r

e
t u F t u t u e t        

dönüşümü ile tanımlı regle yüzey ∀ ∈t I  için 
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   ( ) ( ) ( ) ( ), ,
2 , ,

α α
π+ =r r

e e
F t u F t u      (3.10) 

olacak şekilde periyodik ise regle yüzeye kapalı regle yüzey denir (Hacısalihoğlu 

2000). 

 

Tanım 3.6 (Açılım Uzunluğu) ( ),e
F

α
r  regle yüzeyinin ana doğrularının her birini dik 

olarak kesen eğriye ( ),e
F

α
r  regle yüzeyinin ortogonal yörüngesi denir ve  

 ( ),
, 0

α
∂ =r

r
e

F e       (3.11) 

ifadesiyle belirtilir (Hacısalihoğlu 2000). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.6 Kapalı regle yüzeyin açılım uzunluğu 

 

( ),e
F

α
r  bir kapalı regle yüzey olmak üzere ortogonal yörüngesi için 

( ),
, 0

( ) . ( ) . ( ), ( ) 0

α

α

∂ =

′ + + =

r
r

r r r
e

F e

t du e t u de t e t
 

O

( )tαr

( )e tr

( )tα

( )α

u
( ),α

r
e

F ( ),α
∂ r

e
F  

( )L u
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1 0

( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) 0

( ), ( )

α

α

′ + + =

′− =

r r r r r

14243 14243

r

t e t du e t e t u de t e t

du t e t
 

dır. Bu ifadenin kapalı regle yüzeyin dayanak eğrisi boyunca eğrisel integrali alınırsa 

( ) ( ), ( )
α α

α′= =−∫ ∫
r

� �L u t e t du       (3.12) 

elde edilir. O halde, 

:L I⎯⎯→�  

      ( )t L u du
α

⎯⎯→ =− ∫�      (3.13) 

şeklinde tanımlanan L  fonksiyonuna kapalı regle yüzeyin Açılım Uzunluğu denir 

(Hacısalihoğlu 2000). 

 

Açılım uzunluğu regle yüzeyin bir integral invaryantıdır. Eğer kapalı regle yüzeyin 

ortogonal yörüngelerinin bir tam devri göz önüne alınırsa adım hiçbir zaman regle 

yüzeyin striksiyon çizgisinin uzunluğunu geçemez (Wunderlich 1979). Fakat regle 

yüzey kapalı, açılabilir ve dayanak eğrisini de striksiyon çizgisi olarak alırsak striksiyon 

çizgisinin yay uzunluğu açılım uzunluğuna eşittir (Wunderlich 1979).  Diğer taraftan bu 

özelik regle yüzeyin açılabilir olması için bir karakterizasyondur. Açılabilir kapalı regle 

yüzeyin açılım uzunluğu sıfır ise striksiyon çizgisi bir nokta ve dolayısıyla regle yüzey 

bir konidir (Wunderlich 1979). 

 

Tanım 3.7 (Açılım Açısı) 

 Ana doğrusunun birim doğrultman vektörü e
r

 olan ( ),e
F

α
r  regle yüzeyinin ana 

doğrularına dik bir doğrultunun bir periyot sonra ilk konumu ile yaptığı açıya regle 

yüzeyin açılım açısı denir (Hacısalihoğlu 2000). 

 

nr  doğrultmana dik bir vektör ve b e n= ×
r r r  olmak üzere 

Açılım açısı = , ,dn b db n
α α

ρ =− =−∫ ∫
r rr r

� �      (3.14) 

dır. Burada n α′=
r  olarak alınırsa 
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Açılım açısı = [ ]det , , e
α

ρ α α′ ′′=− ∫
r

�       (3.15) 

olarak bulunur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.7 Regle yüzeyin açılım açısı 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

O

( )tαr

( )e tr

( )tα

( )α

( )rn t

( 2 )π+
rn t

( 2 )π+
rn t ρ
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4. DOĞRU KONGRÜANSLARI 

 

Tanım 4.1 3E  de iki bağımsız parametre 1 2,u u  ile tanımlanmış doğruların ailesine bir 

doğru kongrüansı denir (Şekil 4.1). Yani; bir doğru kongrüansı 

                                3
( , ) :α × ⎯⎯⎯→r �rF U E  

                                    1 2 ( , ) 1 2 1 2 1 2( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )α α⎯⎯→ = +r
r

ru u t F u u t u u t r u u           (4.1) 

dönüşümü ile tanımlı doğruların ailesidir (Izumiya 2003).  

Burada, 1 2( , )α u u  noktası, ( )α U  referans yüzeyi (taban yüzeyi) üzerindeki bir nokta 

yada kongrüanstaki tüm doğruların kestiği ( )α U  taban yüzeyi, 

{ }2 3 2: \ 0⊂ ⎯⎯→ ≅
rr U E E S  dönüşümü ile tanımlı 1 2( , )rr u u  vektörü kongrüansın ana 

doğrularının birim doğrultman vektörlerinin ailesi ve  t , doğru üzerindeki 

1 2( , ) ( , , )eF u u tα
r  noktası ile ( )α U  taban yüzeyi arasındaki uzaklıktır (Şekil 4.1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.1 Doğru Kongrüansı 

 

( )Uα

( )1 2,rr u u

( )1 2,u uαr

O

( , ) 1 2( , , )α r

r
rF u u t

( , ) 1 2( , , )α rrF u u t

t

( )1 2,α u u
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Ayrıca, 

i. 1 2( , ) sabit=
rr u u   ise  ( , )α rrF  kongrüansındaki doğrular paraleldir  (Şekil 4.2).               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.2 Paralel doğru kongrüansı 

 

ii. 1 2( , ) sabit≠
rr u u   ise  ( , )α rrF  kongrüansındaki doğrular paralel değildir (Şekil 4.3). 

 
Şekil 4.3 Paralel olmayan doğru kongrüansı 

( )Uα

( )
r
r U

2⊂U E

•(u1, u2) 

α

r

( )Uα

( )rr U

2⊂U E

•(u1, u2) 

α

r 
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Tanım 4.2 ( ) ( ) ( ), , ,

1 2

det , , 0α α α∂ ∂ ∂⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

r r rr r rF F F

u u t
 ise 1 2( , , )P u u t=  noktası  ( ),α rrF  doğru 

kongrüansının singüler noktasıdır denir (Izumiya 2003). 

 

Teorem 4.1 1 2( , , )P u u t=  noktasının  ( ),α rrF  doğru kongrüansına ait singüler bir nokta 

olması için gerek ve yeter koşul  

  2

1 2 1 2 1 2 1 2

, , , 0α α α α⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
× + × + × + × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r r r r
r r rr r r rr t r t r

u u u u u u u u
      (4.2) 

dır (Izumiya 2003). 

 

İspat: 

1 2( , , )P u u t=  noktası kongrüansın bir singüler noktası olduğunu kabul edelim. 

1 2( , , )u u t U∀ ∈ ×�  için 

( )

{

,

1 1 1 1 1 1
0

α α α∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

r
r r

rr
F dt r rr t t

u u du u u u
 

( )

{

( )

{

,

2 2 2 2 2 2
0

,

1

α

α

α α

α

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
= + + =

∂ ∂ ∂

r

r

r r
r

r
r r

r

r

F dt r rr t t
u u du u u u

F dt rr t r
t t dt t

 

 

olup 1 2( , , )P u u t=  noktası  ( ),α rrF  doğru kongrüansının singüler noktası olduğundan 

( ) ( ) ( ), , ,

1 2

det , , 0α α α∂ ∂ ∂⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

r r rr r rF F F

u u t
 dır. Buradan 

( ) ( ) ( ), , ,

1 2 1 1 2 2

2

1 2 1 2 1 2 1 2

det , , ,

, , ,

α α α α α

α α α α

∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟ = + × +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= × + × + × + ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r r r
r r

r

r r r r
r r r

r r r
F F F r rr t t

u u t u u u u

r r r rr t r t r
u u u u u u u u

 

olup 
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2

1 2 1 2 1 2 1 2

, , , 0α α α α⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
× + × + × + × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r r r r
r r rr r r rr t r t r

u u u u u u u u
 

dır. Şimdi de, (4.2) ifadesinin varlığını kabul edelim. Bu durum da, ( ),α rrF  doğru 

kongrüansına ait bir 1 2( , , )P u u t=  noktası için  

( ) ( ) ( ), , ,

1 2

det , , 0α α α∂ ∂ ∂⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

r r rr r rF F F

u u t
 

olduğunu gösterelim. ( ),α rrF  doğru kongrüansına ait bir 1 2( , , )P u u t=  noktası için  

2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

, , , 0

, 0

det , , 0

α α α α

α α

α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
× + × + × + × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ × + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

r r r r
r r r

r r
r

r r
r

r r r rr t r t r
u u u u u u u u

r rr t t
u u u u

r rr t t
u u u u

 

olup 1 2( , , )u u t U∀ ∈ ×�  için  

( )

{

( )

{

( )

{

,

1 1 1 1 1 1
0

,

2 2 2 2 2 2
0

,

1

α

α

α

α α

α α

α

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
= + + =

∂ ∂ ∂

r

r

r

r r
r

r r
r

r
r r

r

r

r

F dt r rr t t
u u du u u u

F dt r rr t t
u u du u u u

F dt rr t r
t t dt t

 

olduğundan 

( ) ( ) ( ), , ,

1 2

det , , 0α α α∂ ∂ ∂⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

r r rr r rF F F

u u t
 

yazılabilir □ 

 

Tanım 4.3 ( ),α rrF  bir doğru kongrüansı olmak üzere, 

i. ( )α U  yüzeyi bir regle yüzey 

ii. 1 2( , )u u U∀ ∈  için rr doğrultu vektörü, ( )α U  yüzeyinin normal vektörü 



 59

ise ( ),α rrF  doğru kongrüansına Tam Normal Kongrüans denir (Izumiya 2003). 

 

Tanım 4.4 ( ),α rrF  bir doğru kongrüansı olmak üzere, 

i. Her hangi bir 1 2( , )u u U∈  noktasının en az bir açık V U⊂  komşuluğu var 

ii. 3: ⊂ ⎯⎯→y V U E  regle yüzeyinin normal vektörü 1 2( , )v v V∀ ∈  için rr doğrulman    

vektörüne paralel ise ( ),α rrF  doğru kongrüansına  Normaller Kongrüansı denir 

(Izumiya 2003). 

 

4.1 Açılım Uzunluğu 

 
3

( , ) :α × ⎯⎯→r
rF U E E  

                           1 2 1 2 1 2 1 2( , )( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )α α⎯⎯→ = +r

r
ru u t F u u t u u t r u u  

ile tanımlı doğru kongrüansında ( )α U  taban yüzeyinin birim normal vektörü 1 2( , )
r
e u u   

olmak üzere 

1. 1 2( , )u u U∀ ∈  için 1 2 1 2( , ) ( , )=
r r
r u u e u u  ve ( )α U  yüzeyinin parametre eğrileri eğrilik 

çizgileri olsun. O zaman 1 sabit=u  olduğunda, ( )α U  taban yüzeyi üzerinde elde edilen 

kapalı parametre eğrisi ( 2u  bu eğrinin yay parametresi olarak alınabilir)  

( )1 2 2( , )α α=u u u  

nin teğet vektörü  

( )2
2

2

α
=

d u
T

du
 ve 2 1=T  

ve 2 sabit=u  olduğunda, ( )α U  taban yüzeyi üzerinde elde edilen kapalı diğer 

parametre eğrisi ( 1u  bu eğrinin yay parametresi olarak alınabilir) 

( )1 2 1( , )α α=u u u  

nin teğet vektörü  

( )1
1

1

α
=

d u
T

du
 ve 1 1=T  
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olmak üzere 1 2, 0T T =  olur. Dolayısıyla kongrüans üzerinde { }1 2, ,e T T
r

 ortonormal 

çatı alanı elde edilir. Burada 2 1T T e= ×
r

, 1 2T e T= ×
r

 ve 2 1e T T= ×
r

 dir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.4 ( ),e
F

α
r  doğru kongrüansının { }1 2, ,e T T

r
 ortonormal çatı alanı 

 

Tanım 4.1.1 ( ),e
F

α
r  doğru kongrüansının ekseni 1 2( , )

r
e u u  yi dik olarak kesen eğriye 

( ),e
F

α
r  doğru kongrüansının ortogonal yörüngesi denir.  

1 2 1 2 1 2( , ) ( , , ) ( , ) ( , )α α= +r

r
eF u u t u u t e u u  

kongrüansının ( )α U  taban yüzeyi üzerindeki  1
teu c=  ve 2

teu c=  parametre eğrileri, 

birer kapalı eğri olması halinde bu eğriler üzerine kurulan regle yüzeylerde kapalı 

olurlar. Bu kapalı regle yüzeylerin açılım uzunlukları  1L  ve 2L  olsun. O zaman Tanım 

3.6 ya göre 

2

1 1

1 2 2( ) , ( )α
= =

′= =−∫ ∫
678 r

� �
te te

T

u c u c

L u e u du  

ve { }1 2, ,e T T
r

 ortonormal çatı alanı  olduğundan 2 , 0T e =
r  olup 1 0=L  dır. 

}1

2 2

2 1 1( ) , ( )α
= =

′= =−∫ ∫
r

� �
te te

T

u c u c

L u e u du  

(α U

2T

1T

re 2 sabit=u

1 sabit=u

( )γ
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ve { }1 2, ,e T T
r

 ortonormal çatı alanı  olduğundan 1 , 0T e =
r  olup 2 0=L  dır.  

Taban yüzeyi üzerinde 1 2( , )α u u  noktasından geçen herhangi bir kapalı eğri 1 2( , )u uγ  

olmak üzere, γ  nın teğet vektörünün,  

1 1 2 2T Tγ λ λ∂ = +  

olduğunu biliyoruz. Bu eğri üzerinde kurulabilen bir kapalı regle yüzey vardır. Bu 

yüzeyin de açılım uzunluğuna L  dersek, 

1 2 1 2

1 1 1 2 2 2 1 2

1 1 1 1 2 2 2 2 1 2

0 0

( , ), ( , )

( ) ( ), ( , )

( ), ( , ) ( ), ( , )

0

γ

γ

γ

γ

λ λ

λ λ

= ∂

= +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∫

∫

∫

r

r

r r

1442443 1442443

�

�

�

L u u e u u

T u T u e u u

T u e u u T u e u u

 

dir. Açılım uzunluğu doğru kongrüansının bir integral invaryantıdır. Bu özelik doğru 

kongrüansındaki doğruların paralel olması için bir karakterizasyondur. Paralel doğru 

kongrüansın açılım uzunluğu sıfır ise ( )α U  taban yüzeyi üzerindeki  1
teu c=  ve 

2
teu c=  kapalı parametre eğrileri birer nokta olup doğru kongrüansı, koniler ailesidir. 

 

Tanım 4.1.2 3
( , ) :α × ⎯⎯→r �eF U E  

                           1 2 1 2 1 2 1 2( , )( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )α α⎯⎯→ = +r

r
eu u t F u u t u u t e u u  

doğru kongrüansının açılım uzunluğu diye, ( )α U  taban yüzeyi üzerindeki bir  

1 2( , )u uγ  kapalı eğrisiyle belirtilen kapalı regle yüzeyin açılım uzunluğuna denir ve  

1 2 1 2( , ), ( , )
γ

γ= ∂∫
r

�L u u e u u  

dir. Burada 1 2( , )
r
e u u , ( )α U  taban yüzeyinin birim normal vektörüdür. 
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Şekil 4.5 Kongrüansın açılım uzunluğu 

 

2. 1 2( , )u u U∀ ∈  için 1 2 1 2( , ) ( , )≠
r r
r u u e u u  ve ( )α U  yüzeyinin parametre eğrileri eğrilik 

çizgileri olsun. O zaman 1 sabit=u  olduğunda, ( )α U  taban yüzeyi üzerinde elde edilen 

kapalı parametre eğrisi ( 2u  bu eğrinin yay parametresi olarak alınabilir)  

( )1 2 2( , )α α=u u u  

nin teğet vektörü  

( )2
2

2

α
=

d u
T

du
 ve 2 1=T  

ve 2 sabit=u  olduğunda, ( )α U  taban yüzeyi üzerinde elde edilen kapalı diğer 

parametre eğrisi ( 1u  bu eğrinin yay parametresi olarak alınabilir) 

( )1 2 1( , )α α=u u u  

nin teğet vektörü  

( )1
1

1

α
=

d u
T

du
 ve 1 1=T  

1 =
teu c

2 =
teu c

re

γ

1L

2L
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olmak üzere 1 2, 0T T =  olur. Dolayısıyla kongrüans üzerinde { }1 2, ,e T T
r

 ortonormal 

çatı alanı elde edilir. Burada 2 1T T e= ×
r

, 1 2T e T= ×
r

 ve 2 1e T T= ×
r

 dir. 

Ayrıca, 1 2( , )u u U∀ ∈  için 1 2 1 2( , ) ( , )≠
r r
r u u e u u  ve { }1 2, ,e T T

r
 ortonormal çatı alanında bir 

vektör olduğundan 1 2 3, ,h h h ∈�  için  

         1 1 2 2 3= + +
r r
r hT h T h e      (4.1.1) 

şeklinde yazılabilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.6 ( ),α
r
r

F  her hangi doğru kongrüansı 

 

Tanım 4.1.3 ( ),α
r
r

F  doğru kongrüansının ekseni 1 2( , )
r
r u u  yi dik olarak kesen eğriye 

( ),α
r
r

F  doğru kongrüansının ortogonal yörüngesi denir.  

1 2 1 2 1 2( , ) ( , , ) ( , ) ( , )α α= +r

r

rF u u t u u t r u u  

kongrüansının ( )α U  taban yüzeyi üzerindeki  1
teu c=  ve 2

teu c=  parametre eğrileri, 

birer kapalı eğri olması halinde bu eğriler üzerine kurulan regle yüzeylerde kapalı 

olurlar. Bu kapalı regle yüzeylerin açılım uzunlukları  1L  ve 2L  olsun. O zaman Tanım 

3.6 ya göre 

2

1 1

1 2 2( ) , ( )α
= =

′= =−∫ ∫
678 r

� �
te te

T

u c u c

L u r u du  

(α U

2T

1T

re 2 sabit=u

1 sabit=u

( )γ

rr
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olup (4.1.1) den 

}

1

1

1

1

1 2

2 1 1 2 2 3

00 1

1 2 1 2 2 2 3 2

2

,

,

, , ,

=

=

=

=

=

= + +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∫

∫

∫

∫

r

r

678 678 r

�

�

�

�

te

te

te

te

u c

u c

u c

u c

L T r

T hT h T h e

h T T h T T h T e

h

 

ve 

}1

2 2

2 1 1( ) , ( )α
= =

′= =−∫ ∫
r

� �
te te

T

u c u c

L u r u du  

olup (4.1.1) den  

}

2

2

2

2

2 1

1 1 1 2 2 3

001

1 1 1 2 1 2 3 1

1

,

,

, , ,

=

=

=

=

=

= + +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∫

∫

∫

∫

r

r

678 678 r

�

�

�

�

te

te

te

te

u c

u c

u c

u c

L T r

T hT h T h e

h T T h T T h T e

h

 

dir. Taban yüzeyi üzerinde 1 2( , )α u u  noktasından geçen herhangi bir kapalı eğri 

1 2( , )u uγ  olmak üzere, γ  nın teğet vektörünün,  

1 1 2 2T Tγ λ λ∂ = +  

olduğunu biliyoruz. Bu eğri üzerinde kurulabilen bir kapalı regle yüzey vardır. Bu 

yüzeyin de açılım uzunluğuna L  dersek, 

1 2 1 2

1 1 1 2 2 2 1 2

( , ), ( , )

( ) ( ), ( , )

γ

γ

γ

λ λ

= ∂

= +

∫

∫

r

r

�

�

L u u r u u

T u T u r u u
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( )
1 2

1 1 1 1 2 2 2 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

( ), ( , ) ( ), ( , )
γ

γ

γ γ

λ λ

λ λ

λ λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= +

= +

∫

∫

∫ ∫

r r

1442443 1442443�

�

� �

h h

L T u r u u T u r u u

h h

h h

 

olup 1 2,λ λ ∈�  olduğunda  

1 1 2 2

1 2 2 1

γ γ

λ λ

λ λ

= +

= +

∫ ∫� �L h h

L L
 

olarak elde edilir ve 1
1
a

λ =  ile 2
1
b

λ =  olarak alırsak 

1 2L LL
a b

= −  

yazılabilir. Ayrıca 1λ  ile 2λ , γ  eğrisinin teğet vektörünün, sırasıyla, ( )1 2 2( , )α α=u u u  

ve ( )1 2 1( , )α α=u u u  parametre eğrilerinin teğet vektörleri üzerindeki dik izdüşüm 

uzunluklarıdır. Açılım uzunluğu doğru kongrüansının bir integral invaryantıdır. Bu 

özelik doğru kongrüansındaki doğruların paralel olması için bir karakterizasyondur. 

Paralel doğru kongrüansın açılım uzunluğu sıfır ise ( )α U  taban yüzeyi üzerindeki  

1
teu c=  ve 2

teu c=  kapalı parametre eğrileri birer nokta olup doğru kongrüansı, koniler 

ailesidir. 

 

Tanım 4.1.4 3
( , ) :α × ⎯⎯→r �rF U E  

                           1 2 1 2 1 2 1 2( , )( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )α α⎯⎯→ = +r

r

ru u t F u u t u u t r u u  

doğru kongrüansının açılım uzunluğu diye, ( )α U  taban yüzeyi üzerindeki bir  

1 2( , )u uγ  kapalı eğrisiyle belirtilen kapalı regle yüzeyin açılım uzunluğuna denir ve  

1 2 1 2( , ), ( , )
γ

γ= ∂∫
r

�L u u r u u  

dir. 
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Şekil 4.7 Kongrüansın açılım uzunluğu 

 

Şimdi,     3
( , ) :α × ⎯⎯⎯→r �eF U E  

                        1 2 1 2 1 2 1 2( , )( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )α α⎯⎯→ = +r

r

eu u t F u u t u u t e u u  

ile tanımlı doğru kongrüansında, 1 sabit=u  ve  2 sabit=u  alınarak, ( )α U  taban yüzey  

üzerinde elde edilen parametrik eğriler dayanak eğrisi ve kongrüansa ait doğrular ana 

doğruları olan regle yüzeylerin açılım uzunluklarını  inceleyelim 

i) 1 sabit=u  olduğunda, ( )α U  taban yüzey üzerinde elde edilen parametrik eğri 

( )2α u  ve birim doğrultman vektör ( )2

r
r u  olmak üzere, 

2 2 2( , ) ( , ) ( ) ( )α α= +r

r
rF u t u t r u  

regle yüzeyi elde edilir. Biliyoruz ki, ( )2β u , 2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin striksiyon 

çizgisi olmak üzere 2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyini tekrar parametrize edilerek 

2 2 2( , ) ( , ) ( ) ( )α β= +r

r
rF u t u t r u  

1 =
teu c

2 =
teu c

r
r

γ

1L

2L
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olarak yazabiliriz. 2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin merkez noktasında ( )2

r
r u  ile dik olan 2

ur
r  

birim vektörünü doğrultman ve ( )2β u  striksiyon çizgisini dayanak eğrisi kabul eden bir 

başka regle yüzey *
2( , ) ( , )α

r
rF u t  olsun. O halde,  

*
2 2 2 2( , ) ( , ) ( ) ( )α β= +r

ur

rF u t u tr u  

dir. Böylece 2( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

2( , ) ( , )α
r
rF u t  gibi aynı striksiyon çizgisini dayanak eğrisi 

kabul eden bir regle yüzey çifti elde etmiş oluruz.  

( ) ( ) ( )1 2 2 2 2= ×
ur ur r
r u r u r u  

2( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

2( , ) ( , )α
r
rF u t  nin ortak birim normal vektörü olmak üzere merkez 

noktasında bir { }1 2, ,
r ur ur
r r r  ortonormal çatısı elde edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

Şekil 4.8 Frenet çatısı 

 

a) Birim teğet vektörü ( )2

r
r u  ise { }1 2, ,

r ur ur
r r r  çatısının vektörlerinin striksiyon çizgisinin 

yay parametresine göre türevleri 

( )α U

2
r
r

1
r
r

r
r
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1 1

2
2

0 0
0

0 0

κ
κ τ

τ

⎡ ⎤′ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ⎢ ⎥⎢ ⎥ = − ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥−⎢ ⎥′ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

ur r

ur ur

urur

r r

r r

rr

 

olarak elde edilir. Burada doğal eğrilik κ ′=
r
r , doğal burulma 1 2,τ ′=

ur ur
r r  ve Lancret 

eğriliği 2 2
1λ κ τ′= = +
ur
r dir. ( )2β u  striksiyon çizgisinin teğeti ile 

r
r  birim 

doğrultman vektörü arasındaki açı ϕ  olmak üzere 

( )2 2cos sinβ ϕ ϕ′ = +
r ur

u r r  

olarak yazılabilir. 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.9 Birim teğet vektörü 
r
r  olan ( )2β u  striksiyon çizgisinin teğeti 

 

( )2β u  striksiyon çizgisi peryodik, yani ( ) ( )2 2 2β β π= +u u  olsun. Bu durum da 

( )2β u  eğrisini dayanak eğrisi kabul eden 2( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyleri 

kapalı olurlar. Böylece 2( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeylerinin açılım 

uzunluğundan bahsetmek mümkündür. 

 

Teorem 4.1.1 

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım uzunluğu 2cos

β

ϕ= ∫�L du , 

*
2( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin açılım uzunluğu *

2sin
β

ϕ= ∫�L du  

dir. 

1

ur
r

r
r

2

ur
r

( )2β′ u  
ϕ
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İspat: 

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım uzunluğu ,

β

β ′= ∫
r

�L r  

 
2 2

2

, cos sin

cos
β

β

ϕ ϕ

ϕ

= +

=

∫

∫

r r ur
�

�

r r r du

du
 

*
2( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin açılım uzunluğu *

2 ,
β

β ′= ∫
ur

�L r  

   
2 2 2

2

, cos sin

sin
β

β

ϕ ϕ

ϕ

= +

=

∫

∫

ur r ur
�

�

r r r du

du
 

dir□ 

 

Sonuç 4.1.1 

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım uzunluğu L , *

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım 

uzunluğu *L  olmak üzere *=L L  olması için striksiyon açısı ,
4
πϕ π= + ∈�k k  

olmalıdır. 

 

İspat:  
*

2 2cos sin

cos sin

,
4

β β

ϕ ϕ

ϕ ϕ
πϕ π

= ⇒ =

⇒ =

⇒ = + ∈

∫ ∫

�

� �L L du du

k k

 

dır □ 

 

b)  Birim teğet vektörü 2

ur
r  ise { }1 2, ,

r ur ur
r r r çatısının vektörlerinin striksiyon çizgisinin 

yay parametresine göre türevleri 
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1 1

2
2

0 0
0

0 0

τ
τ κ

κ

⎡ ⎤′
⎡ ⎤⎢ ⎥ −⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥′ ⎢ ⎥= − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

r r

ur ur

urur

r r

r r

rr

 

olarak elde edilir. Burada doğal eğrilik 2κ ′=
ur
r , doğal burulma 1 ,τ ′=

ur ur
r r  ve Lancret 

eğriliği 2 2
1λ κ τ′= = +
ur
r dir. ( )2β u  striksiyon çizgisinin teğeti ile 

r
r  birim 

doğrultman vektörü arasındaki açı ϕ  olmak üzere 

( ) 22 cos sinβ ϕ ϕ′ = +
r r

u r r  

olarak yazılabilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.10 Birim teğet vektörü 2

ur
r  olan ( )2β u  striksiyon çizgisinin teğeti 

 

( )2β u  striksiyon çizgisi peryodik, yani ( ) ( )2 2 2β β π= +u u  olsun. Bu durum da 

( )2β u  eğrisini dayanak eğrisi kabul eden 2( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyleri 

kapalı olurlar. Böylece 2( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeylerinin açılım 

uzunluğundan bahsetmek mümkündür. 

 

Teorem 4.1.2 

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım uzunluğu 2sin

β

ϕ= ∫�L du , 

1

ur
r

r
r

2

ur
r

( )2β′ u  ϕ
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*
2( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin açılım uzunluğu *

2cos
β

ϕ= ∫�L du  

dir. 

 

İspat: 

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım uzunluğu ,

β

β ′= ∫
r

�L r  

 
2 2

2

, sin cos

sin
β

β

ϕ ϕ

ϕ

= +

=

∫

∫

r r ur
�

�

r r r du

du
 

*
2( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin açılım uzunluğu *

2 ,
β

β ′= ∫
ur

�L r  

   
2 2 2

2

, sin cos

cos
β

β

ϕ ϕ

ϕ

= +

=

∫

∫

ur r ur
�

�

r r r du

du
 

dir □ 

 

Sonuç 4.1.2 

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım uzunluğu L , *

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım 

uzunluğu *L  olmak üzere *=L L  olması için striksiyon açısı ,
4
πϕ π= + ∈�k k  

olmalıdır. 

 

İspat:  
*

2 2sin cos

sin cos

,
4

β β

ϕ ϕ

ϕ ϕ
πϕ π

= ⇒ =

⇒ =

⇒ = + ∈

∫ ∫

�

� �L L du du

k k

 

dır □ 

 

ii) 2 sabit=u  olduğunda, ( )α U  taban yüzey üzerinde elde edilen parametrik eğri 
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( )1α u  ve birim doğrultman vektör ( )1

r
r u  olmak üzere, 

1 1 1( , ) ( , ) ( ) ( )α α= +r

r

rF u t u t r u  

regle yüzeyi elde edilir. Biliyoruz ki, ( )1β u , 1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin striksiyon 

çizgisi olmak üzere 1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyini tekrar parametrize edilerek 

1 1 1( , ) ( , ) ( ) ( )α β= +r

r

rF u t u t r u  

olarak yazabiliriz. 1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin merkez noktasında ( )1

r
r u  ile dik olan 2

ur
r  

birim vektörünü doğrultman ve ( )1β u  striksiyon çizgisini dayanak eğrisi kabul eden bir 

başka regle yüzey *
1( , ) ( , )α

r
rF u t  olsun. O halde,  

*
1 1 2 1( , ) ( , ) ( ) ( )α β= +r

ur
rF u t u tr u  

dir. Böylece 1( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

1( , ) ( , )α
r
rF u t  gibi aynı striksiyon çizgisini dayanak eğrisi 

kabul eden bir regle yüzey çifti elde etmiş oluruz.  

( ) ( ) ( )1 1 2 1 1= ×
ur ur r
r u r u r u  

1( , ) ( , )α
r
rF u t  ve 1( , ) ( , )α

r
rF u t  nin ortak birim normal vektörü olmak üzere merkez 

noktasında bir { }1 2, ,
r ur ur
r r r  ortonormal çatısı elde edilir. 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

Şekil 4.11 Frenet çatısı 

 

( )α U

2

ur
r

1

ur
r

r
r
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a) Birim teğet vektörü ( )1

r
r u  ise { }1 2, ,

r ur ur
r r r  çatısının vektörlerinin striksiyon  

çizgisinin yay parametresine göre türevleri 

1 1

2
2

0 0
0

0 0

κ
κ τ

τ

⎡ ⎤′
⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥′ ⎢ ⎥= − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−′ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

r r

ur ur

urur

r r

r r

rr

 

olarak elde edilir. Burada doğal eğrilik κ ′=
r
r , doğal burulma 1 2,τ ′=

ur ur
r r  ve Lancret 

eğriliği 2 2
1λ κ τ′= = +
ur
r dir. ( )1β u  striksiyon çizgisinin teğeti ile 

r
r  birim 

doğrultman vektörü arasındaki açı ϕ  olmak üzere 

( )1 2cos sinβ ϕ ϕ′ = +
r ur

u r r  

olarak yazılabilir. 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.12 Birim teğet vektörü 
ur
r  olan ( )1β u  striksiyon çizgisinin teğeti 

 

( )1β u  striksiyon çizgisi peryodik, yani ( ) ( )1 1 2β β π= +u u  olsun. Bu durum da ( )1β u  

eğrisini dayanak eğrisi kabul eden 1( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyleri kapalı 

olurlar. Böylece 1( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeylerinin açılım uzunluğundan 

bahsetmek mümkündür. 

 

Teorem 4.1.3 

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım uzunluğu 1cos

β

ϕ= ∫�L du , 

1

ur
r

r
r

2

ur
r

( )1β′ u

ϕ
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*
1( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin açılım uzunluğu *

1sin
β

ϕ= ∫�L du  

dir. 

 

İspat: 

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım uzunluğu ,

β

β ′= ∫
r

�L r  

 
2 1

1

, cos sin

cos
β

β

ϕ ϕ

ϕ

= +

=

∫

∫

r r ur
�

�

r r r du

du
 

*
1( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin açılım uzunluğu *

2 ,
β

β ′= ∫
ur

�L r  

   
2 2 1

1

, cos sin

sin
β

β

ϕ ϕ

ϕ

= +

=

∫

∫

ur r ur
�

�

r r r du

du
 

dir□ 

 

Sonuç 4.1.3 

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım uzunluğu L , *

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım 

uzunluğu *L  olmak üzere *=L L  olması için striksiyon açısı ,
4
πϕ π= + ∈�k k  

olmalıdır. 

 

İspat:  
*

1 1cos sin

cos sin

,
4

β β

ϕ ϕ

ϕ ϕ
πϕ π

= ⇒ =

⇒ =

⇒ = + ∈

∫ ∫

�

� �L L du du

k k

 

dır □ 

 

b) Birim teğet vektörü 2

ur
r  ise { }1 2, ,

r ur ur
r r r çatısının vektörlerinin striksiyon çizgisinin 
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yay parametresine göre türevleri 

1 1

2
2

0 0
0

0 0

τ
τ κ

κ

⎡ ⎤′
⎡ ⎤⎢ ⎥ −⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥′ ⎢ ⎥= − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

r r

ur ur

urur

r r

r r

rr

 

olarak elde edilir. Burada doğal eğrilik 2κ ′=
ur
r , doğal burulma 1 ,τ ′=

ur r
r r  ve Lancret 

eğriliği 2 2
1λ κ τ′= = +
ur
r dir. 

( )1β u  striksiyon çizgisinin teğeti ile 
r
r  birim doğrultman vektörü arasındaki açı ϕ  

olmak üzere 

( )1 2 cos sinβ ϕ ϕ′ = +
ur r

u r r  

olarak yazılabilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.13 Birim teğet vektörü 2

ur
r  olan ( )1β u  striksiyon çizgisinin teğeti 

 

( )1β u  striksiyon çizgisi peryodik, yani ( ) ( )1 1 2β β π= +u u  olsun. Bu durum da ( )1β u  

eğrisini dayanak eğrisi kabul eden 1( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyleri kapalı 

olurlar. Böylece 1( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeylerinin açılım uzunluğundan 

bahsetmek mümkündür. 

 

 

 

1

ur
r

r
r

2

ur
r

( )1β′ uϕ
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Teorem 4.1.4 

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım uzunluğu 1sin

β

ϕ= ∫�L du , 

*
1( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin açılım uzunluğu *

1cos
β

ϕ= ∫�L du  

dir. 

 

İspat: 

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım uzunluğu ,

β

β ′= ∫
r

�L r  

 
2 1

1

, sin cos

sin
β

β

ϕ ϕ

ϕ

= +

=

∫

∫

r r ur
�

�

r r r du

du
 

*
1( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin açılım uzunluğu *

2 ,
β

β ′= ∫
ur

�L r  

   
2 2 1

1

, sin cos

cos
β

β

ϕ ϕ

ϕ

= +

=

∫

∫

ur r ur
�

�

r r r du

du
 

dir □ 

 

Sonuç 4.1.4 

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım uzunluğu L , *

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım 

uzunluğu *L  olmak üzere *=L L  olması için striksiyon açısı ,
4
πϕ π= + ∈�k k  

olmalıdır. 

 

İspat:  
*

1 1sin cos

sin cos

,
4

β β

ϕ ϕ

ϕ ϕ
πϕ π

= ⇒ =

⇒ =

⇒ = + ∈

∫ ∫

�

� �L L du du

k k

 

dır □ 
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4.2 Açılım Açısı 

 
3

( , ) :α × ⎯⎯→r
rF U E E  

                           1 2 1 2 1 2 1 2( , )( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )α α⎯⎯→ = +r

r

ru u t F u u t u u t r u u  

ile tanımlı doğru kongrüansında ( )α U  taban yüzeyinin birim normal vektörü 1 2( , )
r
e u u  

olmak üzere  

1.  1 2( , )u u U∀ ∈  için 1 2 1 2( , ) ( , )=
r r
r u u e u u  ve ( )α U  yüzeyinin parametre eğrileri eğrilik 

çizgileri olsun. O zaman 1 sabit=u  olduğunda, ( )α U  taban yüzeyi üzerinde elde edilen 

kapalı parametre eğrisi ( 2u  bu eğrinin yay parametresi olarak alınabilir)  

( )1 2 2( , )α α=u u u  

nin teğet vektörü  

( )2
2

2

α
=

d u
T

du
 ve 2 1=T  

ve 2 sabit=u  olduğunda, ( )α U  taban yüzeyi üzerinde elde edilen kapalı diğer 

parametre eğrisi ( 1u  bu eğrinin yay parametresi olarak alınabilir) 

( )1 2 1( , )α α=u u u  

nin teğet vektörü  

( )1
1

1

α
=

d u
T

du
 ve 1 1=T  

olmak üzere 1 2, 0T T =  olur. Dolayısıyla kongrüans üzerinde { }1 2, ,e T T
r

 ortonormal 

çatı alanı elde edilir. Burada 2 1T T e= ×
r

, 1 2T e T= ×
r

 ve 2 1e T T= ×
r

 dir.  

Buradan, Tanım 3.7 e göre 

1 sabit=u  olduğunda elde edilen kapalı regle yüzeyin açılım açısı 
2

1 1 2
( )

,
u

T T
α

ρ ′=− ∫�  

2 sabit=u  olduğunda elde edilen kapalı regle yüzeyin açılım açısı 
1

2 2 1
( )

,
u

T T
α

ρ ′=− ∫�  

yazılabilir. Öyleyse, ( )α U  taban yüzeyi üzerinde herhangi bir eğri γ  olmak üzere, 

teğet vektörü,  
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1 1 2 2T Tγ λ λ∂ = +  

olup 2 1T T e= ×
r

, 1 2T e T= ×
r

 ve 2 1e T T= ×
r

 olduğundan 

( )1 1 2 2 1 2 2 1e T T e T Tγ λ λ λ λ∂ × = + × = −
r r

 

olur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.14 Kongrüansın açılım açısı 

 

O halde, Tanım 3.7 den γ  eğrisinin açılım açısı  

( )1 2 2 1

1 2 1 2 2 1 2 1

,

,

N T T

T T T T
γ

γ

λ λ γ

λ λ λ λ γ

=− ∂ − ∂

′ ′ ′ ′=− + − − ∂

∫

∫

�

�
 

2T
γ∂

1T

1 =
teu c

2 =
teu c

re

γ( )rn t
( 2 )π+
rn t
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1 2 1 2 2 1 2 1 1 1 2 2

1 2 1 1 1 2 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1

1 2 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2

,

, , , ,
, , , ,

N T T T T T T

T T T T T T T T
T T T T T T T T

γ

γ

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ

′ ′ ′ ′=− + − − +

′ ′ ′ ′⎛ ⎞+ − −
=− ⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′ ′ ′+ + − −⎝ ⎠

∫

∫

�

�
 

olup 1 1=T  ve 2 1=T  olduğundan 

( )

2
1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 1 2 1 1 1

0 1 0
2

1 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 2 1 2

1 0 0

2 2
1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

2
1 2 1 2 1

, , , ,

, , , ,

, ,

,

T T T T T T T T

N
T T T T T T T T

T T T T

T T

γ

γ

γ

λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ

′ ′ ′ ′⎛ ⎞+ − −
⎜ ⎟
⎜ ⎟=−

′ ′ ′ ′+ + − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

′ ′ ′ ′=− − + −

⎛ ⎞
′ ′= − − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫

∫

∫

14243 123 123

14243 14243 14243
�

�

�
2

1 2 2 1 2,T T
γ

λ λ λ
⎛ ⎞

′ ′− −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫�

 

olur ve burada 1 2,λ λ ∈�  olduğunda 

2 2
1 2 1 2 1 2, ,N T T T T

γ γ

λ λ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

′ ′= − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫� �  

yazılabilir. Burada 2 1,T T
γ

′∫�  integralinde integrant 2u  ye ve 1 2,T T
γ

′∫�  integralinde de 

integrant 1u  e bağlı olduğundan 

1 2

1 2

2 2
1 2 1 2 1 2

( ) ( )

2 2
1 1 2 2

, ,
u u

N T T T T
α α

ρ ρ

λ λ

λ ρ λ ρ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′= − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= −

∫ ∫
1442443 1442443
� �  

olarak elde edilir ve 1
1
a

λ =  ile 2
1
b

λ =  olarak alırsak 

1 2
2 2N
a b
ρ ρ

= −  

yazılabilir. Ayrıca 1λ  ile 2λ , γ  eğrisinin teğet vektörünün, sırasıyla, ( )1 2 2( , )α α=u u u  

ve ( )1 2 1( , )α α=u u u  parametre eğrilerinin teğet vektörleri üzerindeki dik izdüşüm 

uzunluklarıdır. 
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Tanım 4.2.1 3
( , ) :α × ⎯⎯→r �eF U E  

                           1 2 1 2 1 2 1 2( , )( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )α α⎯⎯→ = +r

r

eu u t F u u t u u t r u u  

ile tanımlı doğru kongrüansında ( )α U  taban yüzeyinin birim normal vektörü 1 2( , )
r
e u u  

olmak üzere 1 2( , )u u U∀ ∈  için 1 2 1 2( , ) ( , )=
r r
r u u e u u  ve ( )α U  yüzeyinin parametre 

eğrileri eğrilik çizgileri olsun. O zaman doğru kongrüansının açılım açısı diye, ( )α U  

taban yüzeyi üzerindeki bir 1 2( , )u uγ  kapalı eğrisiyle belirtilen kapalı regle yüzeyin 

açılım açısına denir ve  

( )1 2 2 1 ,N T T
γ

λ λ γ=− ∂ − ∂∫�  

veya 
2det , ,N eα α⎡ ⎤= − ∂ ∂⎣ ⎦∫

r
�  

olarak tanımlanır. Burada, 1 2( , )α α= u u  kongrüansın taban yüzeyinin yer vektörüdür. 

 

2.  1 2( , )u u U∀ ∈  için 1 2 1 2( , ) ( , )≠
r r
r u u e u u  olsun. Ana doğrusunun birim doğrultman 

vektörü 
r
r  olan ( ),α

r
r

F  doğru kongrüansının ana doğrularından birine dik bir doğrultu 

vektörü 1n
uur

 olmak üzere 2 1n r n= ×
uur r uur

 olsun. O halde,  

     Açılım açısı = 1 2 2 1, ,N n n n n
α α

=− ∂ =− ∂∫ ∫
uur uur uur uur

� �  

ve 1n α= ∂
uur

 olarak alınırsa 

     Açılım açısı = 2det , ,N r
α

α α⎡ ⎤=− ∂ ∂⎣ ⎦∫
r

�  

dır. 
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Şekil 4.15 Kongrüansın açılım açısı 

 

Tanım 4.2.2 Ana doğrularının birim doğrultman vektörü 
r
r  olan ( ),α

r
r

F  doğru 

kongrüansın ana doğrularından birine dik bir doğrultunun bir periyot sonra ilk konumu 

ile yaptığı açıya  doğru kongrüansının açılım açısı denir. 

 

Şimdi,     3
( , ) :α × ⎯⎯⎯→r �eF U E  

                        1 2 1 2 1 2 1 2( , )( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )α α⎯⎯→ = +r

r
eu u t F u u t u u t e u u  

ile tanımlı doğru kongrüansında, 1 sabit=u  ve  2 sabit=u  alınarak, ( )α U  taban yüzey  

üzerinde elde edilen parametrik eğriler dayanak eğrisi ve kongrüansa ait doğrular ana 

doğruları olan regle yüzeylerin açılım açılarını  inceleyelim 

 

i) 1 sabit=u  olduğunda, ( )α U  taban yüzey üzerinde elde edilen parametrik eğri 

( )2α u  ve birim doğrultman vektör ( )2

r
r u  olmak üzere, 

2 2 2( , ) ( , ) ( ) ( )α α= +r

r

rF u t u t r u  

O

1 2( , )u uαr

1 2( , )r u u
r

1 2( , )u uα
1

ur
n

( 2 )π+
rn t

1( 2 )π+
ur
n t ρ



 82

regle yüzeyi elde edilir. Biliyoruz ki, ( )2β u , 2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin striksiyon 

çizgisi olmak üzere 2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyini tekrar parametrize edilerek 

2 2 2( , ) ( , ) ( ) ( )α β= +r

r
rF u t u t r u  

olarak yazabiliriz. 

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin merkez noktasında ( )2

r
r u  ile dik olan 2

ur
r  birim vektörünü 

doğrultman ve ( )2β u  striksiyon çizgisini dayanak eğrisi kabul eden bir başka regle 

yüzey *
2( , ) ( , )α

r
rF u t  olsun.  

O halde,  
*

2 2 2 2( , ) ( , ) ( ) ( )α β= +r

ur

rF u t u tr u  

dir. Böylece 2( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

2( , ) ( , )α
r
rF u t  gibi aynı striksiyon çizgisini dayanak eğrisi 

kabul eden bir regle yüzey çifti elde etmiş oluruz.  

( ) ( ) ( )1 2 2 2 2= ×
ur ur r
r u r u r u  

2( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

2( , ) ( , )α
r
rF u t  nin ortak birim normal vektörü olmak üzere merkez 

noktasında bir { }1 2, ,
r ur ur
r r r  ortonormal çatısı elde edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

Şekil 4.16 Frenet çatısı 

( )α U

2

ur
r

1

ur
r

r
r
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a) Birim teğet vektörü ( )2

r
r u  ise { }1 2, ,

r ur ur
r r r  çatısının vektörlerinin striksiyon çizgisinin 

yay parametresine göre türevleri 

1 1

2
2

0 0
0

0 0

κ
κ τ

τ

⎡ ⎤′
⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥′ ⎢ ⎥= − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−′ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

r r

ur ur

urur

r r

r r

rr

 

olarak elde edilir. Burada doğal eğrilik κ ′=
r
r , doğal burulma 1 2,τ ′=

ur ur
r r  ve Lancret 

eğriliği 2 2
1λ κ τ′= = +
ur
r dir. 

 ( )2β u  striksiyon çizgisinin teğeti ile 
r
r  birim doğrultman vektörü arasındaki açı ϕ  

olmak üzere 

( )2 2cos sinβ ϕ ϕ′ = +
r ur

u r r  

olarak yazılabilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.17 Birim teğet vektörü 
r
r  olan ( )2β u  striksiyon çizgisinin teğeti 

 

( )2β u  striksiyon çizgisi peryodik, yani ( ) ( )2 2 2β β π= +u u  olsun. Bu durum da 

( )2β u  eğrisini dayanak eğrisi kabul eden 2( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyleri 

kapalı olurlar. Böylece 2( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeylerinin açılım açılarından 

bahsetmek mümkündür. 

 

1

ur
r

r
r

2

ur
r

( )2β′ u  
ϕ
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Teorem 4.2.1 

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı ( )2

2cos sin sin
β

ρ κ ϕ ϕ τ ϕ= −∫� du , 

*
2( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı ( )* 2

2cos sin cos
β

ρ κ ϕ τ ϕ ϕ= − −∫� du  

dir. 

 

İspat: 

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı det , ,

β

ρ β β⎡ ⎤′ ′′= − ⎣ ⎦∫
r

� r  

       ( )

( )2
2

cos 0 sin
sin cos sin cos
1 0 0

cos sin sin

cos sin sin

β

β

β

ϕ ϕ
ϕ ϕ κ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

κ ϕ τ ϕ ϕ

κ ϕ ϕ τ ϕ

′= − − −

= − − −

= −

∫

∫

∫

�

�

� du

 

*
2( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı *

2det , ,
β

ρ β β⎡ ⎤′ ′′= − ⎣ ⎦∫
ur

� r  

        ( )

( )2
2

cos 0 sin
sin cos sin cos
0 0 1

cos sin cos

cos sin cos

β

β

β

ϕ ϕ
ϕ ϕ κ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

κ ϕ τ ϕ ϕ

κ ϕ τ ϕ ϕ

′= − − −

= − −

= −

∫

∫

∫

�

�

� du

 

dir□ 

 

Sonuç 4.2.1 

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı ρ , *

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı *ρ  

olmak üzere *ρ ρ=  olması için striksiyon açısı ,ϕ π= ∈�k k  veya ,
4
πϕ π= + ∈�k k  

olmalıdır. 
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İspat:  

( ) ( )

( ) ( )

* 2 2
2 2

2 2

cos sin sin cos sin cos

cos sin sin cos sin cos
cos sin cos sin sin cos

β β

ρ ρ κ ϕ ϕ τ ϕ κ ϕ τ ϕ ϕ

κ ϕ ϕ τ ϕ κ ϕ τ ϕ ϕ
κ ϕ ϕ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

= ⇒ − = − −

⇒ − = − +

⇒ + = +

∫ ∫� �du du

 

ve dayanak eğrisi striksiyon çizgisi olan regle yüzeyler için 

cos sin 0κ ϕ τ ϕ+ =  

bağıntısı olduğundan 

( ) ( )
( ) ( )
( )

cos sin cos sin sin cos

sin sin cos sin sin cos

2 sin sin cos 0, 0

κ ϕ ϕ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

τ ϕ ϕ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

τ ϕ ϕ ϕ τ

+ = +

− + = +

+ = ≠

 

olup buradan  

sin 0 ,ϕ ϕ π= ⇒ = ∈�k k  

veya 

sin cos 0 ,
4
πϕ ϕ ϕ π+ = ⇒ = + ∈�k k  

dır □ 

 

b)  Birim teğet vektörü 2

ur
r  ise { }1 2, ,

r ur ur
r r r çatısının vektörlerinin striksiyon çizgisinin 

yay parametresine göre türevleri 

1 1

2
2

0 0
0

0 0

τ
τ κ

κ

⎡ ⎤′
⎡ ⎤⎢ ⎥ −⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥′ ⎢ ⎥= − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

r r

ur ur

urur

r r

r r

rr

 

olarak elde edilir. Burada doğal eğrilik 2κ ′=
ur
r , doğal burulma 1 ,τ ′=

ur r
r r  ve Lancret 

eğriliği 2 2
1λ κ τ′= = +
ur
r dir. 

 ( )2β u  striksiyon çizgisinin teğeti ile 
r
r  birim doğrultman vektörü arasındaki açı ϕ  

olmak üzere 

( )2 2 cos sinβ ϕ ϕ′ = +
ur r

u r r  
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olarak yazılabilir. 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.18 Birim teğet vektörü 2

ur
r  olan ( )2β u  striksiyon çizgisinin teğeti 

 

( )2β u  striksiyon çizgisi peryodik, yani ( ) ( )2 2 2β β π= +u u  olsun. Bu durum da 

( )2β u  eğrisini dayanak eğrisi kabul eden 2( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyleri 

kapalı olurlar. Böylece 2( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeylerinin açılım açısından 

bahsetmek mümkündür. 

 

Teorem 4.2.2 

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı ( )2

2cos sin cos
β

ρ κ ϕ τ ϕ ϕ= −∫� du , 

*
2( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı ( )* 2

2cos sin sin
β

ρ κ ϕ ϕ τ ϕ= − +∫� du  

dir. 

 

İspat: 

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı det , ,

β

ρ β β⎡ ⎤′ ′′= − ⎣ ⎦∫
r

� r  

       ( )

( )

2

2
2

sin 0 cos
cos cos sin sin
1 0 0

cos sin cos

cos sin cos

β

β

β

ϕ ϕ
ϕ ϕ κ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

κ ϕ τ ϕ ϕ

κ ϕ τ ϕ ϕ

′ ′= − − −

= − − +

= −

∫

∫

∫

�

�

�

du

du

 

1

ur
r

r
r

2

ur
r

( )2β′ u  ϕ
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*
2( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı  

                  *
2det , ,

β

ρ β β⎡ ⎤′ ′′= − ⎣ ⎦∫
ur

� r  

            ( )

( )

2

2
2

sin 0 cos
cos cos sin sin
0 0 1

cos sin sin

cos sin sin

β

β

β

ϕ ϕ
ϕ ϕ κ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

κ ϕ τ ϕ ϕ

κ ϕ ϕ τ ϕ

′ ′= − − −

= − −

= − +

∫

∫

∫

�

�

�

du

du

 

dır□ 

 

Sonuç 4.2.2 

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı ρ , *

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı *ρ  

olmak üzere *ρ ρ=  olması için striksiyon açısı ,ϕ π= ∈�k k  veya ,
4
πϕ π= + ∈�k k  

olmalıdır. 

 

İspat:  

( ) ( )

( ) ( )

* 2 2
2 2

2 2

cos sin cos cos sin sin

cos sin cos cos sin sin
cos sin cos sin sin cos

β β

ρ ρ κ ϕ τ ϕ ϕ κ ϕ ϕ τ ϕ

κ ϕ τ ϕ ϕ κ ϕ ϕ τ ϕ
κ ϕ ϕ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

= ⇒ − = − +

⇒ − = − +

⇒ + = +

∫ ∫� �du du

 

ve dayanak eğrisi striksiyon çizgisi olan regle yüzeyler için 

sin cos 0κ ϕ τ ϕ+ =  

bağıntısı olduğundan 

( ) ( )
( ) ( )
( )

cos sin cos sin sin cos

sin sin cos sin sin cos

2 sin sin cos 0, 0

κ ϕ ϕ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

τ ϕ ϕ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

τ ϕ ϕ ϕ τ

+ = +

− + = +

+ = ≠

 

olup buradan  

sin 0 ,ϕ ϕ π= ⇒ = ∈�k k  

veya 
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sin cos 0 ,
4
πϕ ϕ ϕ π+ = ⇒ = + ∈�k k  

dır □ 

 

ii) 2 sabit=u  olduğunda, ( )α U  taban yüzey üzerinde elde edilen parametrik eğri 

( )1α u  ve birim doğrultman vektör ( )1

r
r u  olmak üzere, 

1 1 1( , ) ( , ) ( ) ( )α α= +r

r

rF u t u t r u  

regle yüzeyi elde edilir. Biliyoruz ki, ( )1β u , 1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin striksiyon 

çizgisi olmak üzere 1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyini tekrar parametrize edilerek 

1 1 1( , ) ( , ) ( ) ( )α β= +r

r

rF u t u t r u  

olarak yazabiliriz. 1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin merkez noktasında ( )1

r
e u  ile dik olan 2

uur
e  

birim vektörünü doğrultman ve ( )1β u  striksiyon çizgisini dayanak eğrisi kabul eden bir 

başka regle yüzey *
1( , ) ( , )α

r
rF u t  olsun. O halde,  

*
1 1 2 1( , ) ( , ) ( ) ( )α β= +r

ur
rF u t u tr u  

dir. Böylece 1( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

1( , ) ( , )α
r
rF u t  gibi aynı striksiyon çizgisini dayanak eğrisi 

kabul eden bir regle yüzey çifti elde etmiş oluruz.  

( ) ( ) ( )1 1 2 1 1= ×
ur ur r
r u r u r u  

1( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

1( , ) ( , )α
r
rF u t  nin ortak birim normal vektörü olmak üzere merkez 

noktasında bir { }1 2, ,
r ur ur
r r r  ortonormal çatısı elde edilir. 
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Şekil 4.19 Frenet çatısı 

 

a) Birim teğet vektörü ( )1

r
r u  ise { }1 2, ,

r ur ur
r r r  çatısının vektörlerinin striksiyon  

çizgisinin yay parametresine göre türevleri 

1 1

2
2

0 0
0

0 0

κ
κ τ

τ

⎡ ⎤′
⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥′ ⎢ ⎥= − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−′ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

r r

ur ur

urur

r r

r r

rr

 

olarak elde edilir. Burada doğal eğrilik κ ′=
r
r , doğal burulma 1 2,τ ′=

ur ur
r r  ve Lancret 

eğriliği 2 2
1λ κ τ′= = +
ur
r dir. ( )1β u  striksiyon çizgisinin teğeti ile 

r
r  birim 

doğrultman vektörü arasındaki açı ϕ  olmak üzere 

( )1 2cos sinβ ϕ ϕ′ = +
r ur

u r r  

olarak yazılabilir. 

 

 

 

( )α U

2

ur
r

1

ur
r

r
r
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Şekil 4.20 Birim teğet vektörü 
r
r  olan ( )1β u  striksiyon çizgisinin teğeti 

 

( )1β u  striksiyon çizgisi peryodik, yani ( ) ( )1 1 2β β π= +u u  olsun. Bu durum da ( )1β u  

eğrisini dayanak eğrisi kabul eden 1( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyleri kapalı 

olurlar. Böylece 1( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeylerinin açılım açısından 

bahsetmek mümkündür. 

 

Teorem 4.2.3 

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı ( )2

1cos sin sin
β

ρ κ ϕ ϕ τ ϕ= −∫� du , 

*
1( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı ( )* 2

1cos sin cos
β

ρ κ ϕ τ ϕ ϕ= − −∫� du  

dir. 

 

İspat: 

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı det , ,

β

ρ β β⎡ ⎤′ ′′= − ⎣ ⎦∫
r

� r  

       ( )

( )2
1

cos 0 sin
sin cos sin cos
1 0 0

cos sin sin

cos sin sin

β

β

β

ϕ ϕ
ϕ ϕ κ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

κ ϕ τ ϕ ϕ

κ ϕ ϕ τ ϕ

′= − − −

= − − −

= −

∫

∫

∫

�

�

� du

 

1

ur
r

r
r

2

ur
r

( )1β′ u

ϕ
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*
1( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı *

2det , ,
β

ρ β β⎡ ⎤′ ′′= − ⎣ ⎦∫
ur

� r  

        ( )

( )2
1

cos 0 sin
sin cos sin cos
0 0 1

cos sin cos

cos sin cos

β

β

β

ϕ ϕ
ϕ ϕ κ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

κ ϕ τ ϕ ϕ

κ ϕ τ ϕ ϕ

′= − − −

= − −

= −

∫

∫

∫

�

�

� du

 

dir□ 

 

Sonuç 4.2.3 

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı ρ , *

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı *ρ  

olmak üzere *ρ ρ=  olması için striksiyon açısı ,ϕ π= ∈�k k  veya ,
4
πϕ π= + ∈�k k  

olmalıdır. 

 

İspat:  

( ) ( )

( ) ( )

* 2 2
1 1

2 2

cos sin sin cos sin cos

cos sin sin cos sin cos
cos sin cos sin sin cos

β β

ρ ρ κ ϕ ϕ τ ϕ κ ϕ τ ϕ ϕ

κ ϕ ϕ τ ϕ κ ϕ τ ϕ ϕ
κ ϕ ϕ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

= ⇒ − = − −

⇒ − = − +

⇒ + = +

∫ ∫� �du du

 

ve dayanak eğrisi striksiyon çizgisi olan regle yüzeyler için 

cos sin 0κ ϕ τ ϕ+ =  

bağıntısı olduğundan 

( ) ( )
( ) ( )
( )

cos sin cos sin sin cos

sin sin cos sin sin cos

2 sin sin cos 0, 0

κ ϕ ϕ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

τ ϕ ϕ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

τ ϕ ϕ ϕ τ

+ = +

− + = +

+ = ≠

 

olup buradan  

sin 0 ,ϕ ϕ π= ⇒ = ∈�k k  

veya 

sin cos 0 ,
4
πϕ ϕ ϕ π+ = ⇒ = + ∈�k k  
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dır □ 

 

b) Birim teğet vektörü 2

ur
r  ise { }1 2, ,

r ur ur
r r r çatısının vektörlerinin striksiyon çizgisinin 

yay parametresine göre türevleri 

1 1

2
2

0 0
0

0 0

τ
τ κ

κ

⎡ ⎤′
⎡ ⎤⎢ ⎥ −⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥′ ⎢ ⎥= − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

r r

ur ur

urur

r r

r r

rr

 

olarak elde edilir. Burada doğal eğrilik 2κ ′=
ur
r , doğal burulma 1 ,τ ′=

ur r
r r  ve Lancret 

eğriliği 2 2
1λ κ τ′= = +
ur
r dir. ( )1β u  striksiyon çizgisinin teğeti ile 2

ur
r  birim 

doğrultman vektörü arasındaki açı ϕ  olmak üzere 

( )1 2 cos sinβ ϕ ϕ′ = +
ur r

u r r  

olarak yazılabilir. 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.21 Birim teğet vektörü 2

ur
r  olan ( )1β u  striksiyon çizgisinin teğeti 

 

( )1β u  striksiyon çizgisi peryodik, yani ( ) ( )1 1 2β β π= +u u  olsun. Bu durum da ( )1β u  

eğrisini dayanak eğrisi kabul eden 1( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyleri kapalı 

olurlar. Böylece 1( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeylerinin açılım uzunluğundan 

bahsetmek mümkündür. 

 

 

1

ur
r

r
r

2

ur
r

( )1β′ uϕ
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Teorem 4.2.4 

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı ( )2

1cos sin cos
β

ρ κ ϕ τ ϕ ϕ= −∫� du , 

*
1( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı ( )* 2

1cos sin sin
β

ρ κ ϕ ϕ τ ϕ= − +∫� du  

dir. 

 

İspat: 

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı det , ,

β

ρ β β⎡ ⎤′ ′′= − ⎣ ⎦∫
r

� r  

       ( )

( )

1

2
1

sin 0 cos
cos cos sin sin
1 0 0

cos sin cos

cos sin cos

β

β

β

ϕ ϕ
ϕ ϕ κ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

κ ϕ τ ϕ ϕ

κ ϕ τ ϕ ϕ

′ ′= − − −

= − − +

= −

∫

∫

∫

�

�

�

du

du

 

*
1( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı  

                  *
2det , ,

β

ρ β β⎡ ⎤′ ′′= − ⎣ ⎦∫
ur

� r  

            ( )

( )

1

2
1

sin 0 cos
cos cos sin sin
0 0 1

cos sin sin

cos sin sin

β

β

β

ϕ ϕ
ϕ ϕ κ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

κ ϕ τ ϕ ϕ

κ ϕ ϕ τ ϕ

′ ′= − − −

= − −

= − +

∫

∫

∫

�

�

�

du

du

 

dır□ 

 

Sonuç 4.2.4 

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı ρ , *

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin açılım açısı *ρ   

olmak üzere *ρ ρ=  olması için striksiyon açısı ,ϕ π= ∈�k k  veya ,
4
πϕ π= + ∈�k k   

olmalıdır. 
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İspat:  

( ) ( )

( ) ( )

* 2 2
1 1

2 2

cos sin cos cos sin sin

cos sin cos cos sin sin
cos sin cos sin sin cos

β β

ρ ρ κ ϕ τ ϕ ϕ κ ϕ ϕ τ ϕ

κ ϕ τ ϕ ϕ κ ϕ ϕ τ ϕ
κ ϕ ϕ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

= ⇒ − = − +

⇒ − = − +

⇒ + = +

∫ ∫� �du du

 

ve dayanak eğrisi striksiyon çizgisi olan regle yüzeyler için 

sin cos 0κ ϕ τ ϕ+ =  

bağıntısı olduğundan 

( ) ( )
( ) ( )
( )

cos sin cos sin sin cos

sin sin cos sin sin cos

2 sin sin cos 0, 0

κ ϕ ϕ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

τ ϕ ϕ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

τ ϕ ϕ ϕ τ

+ = +

− + = +

+ = ≠

 

olup buradan  

sin 0 ,ϕ ϕ π= ⇒ = ∈�k k  

veya 

sin cos 0 ,
4
πϕ ϕ ϕ π+ = ⇒ = + ∈�k k  

dır □ 

 

4.3 Dağılma (Distribüsyon) Parametresi 

 

Teorem 4.3.1 3
( , ) :α × ⎯⎯→r �rF U E  

                           1 2 1 2 1 2 1 2( , )( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )α α⎯⎯→ = +r

r
ru u t F u u t u u t r u u  

paralel olmayan bir doğru kongrüansı olsun.  

1 2 1 2( , ), ( , ) 0u u r u uσ∂ ∂ =
r

 

olacak şekilde öyle bir 1 2( , )u uσ σ=  yüzeyi bulunabilir ki ( , )α
r
rF  kongrüansı tekrar 

parametrize edilerek 

1 2 1 2 1 2( , ) ( , , ) ( , ) ( , )α σ= +r

r
rF u u t u u t r u u  

olarak yazılabilir. Burada,  

1 2 1 2
1 2 1 2 1 22

1 2

( , ), ( , )
( , ) ( , ) ( , )

( , )

α
σ α

∂ ∂
= −

∂

r
r

r
u u r u u

u u u u r u u
r u u
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yüzeyine, ( ),α
r
r

F  kongrüansının striksiyon (boğaz) yüzeyi veya merkez yüzeyi denir.  

 

İspat: 

( ),α
r
r

F  paralel olmayan bir doğru kongrüansı olduğundan ( )1 2,∀ ∈u u U  için 

( )1 2, 0≠
r r
r u u  dır ve genelliği bozmayacağı için ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, 1 , , , 1= ⇒ =

r r r
r u u r u u r u u  

alabiliriz. Burada her iki tarafın diferensiyeli alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

, , , , , , 0

2 , , , 0

, , , 0

∂ + ∂ =

∂ =

∂ =

r r r r

r r

r r

r u u r u u r u u r u u

r u u r u u

r u u r u u

 

bulunur. ( )1 2,∀ ∈u u U  için 1 2 1 2( , ), ( , ) 0u u r u uσ∂ ∂ =
r

 olacak şekilde öyle bir σ  

yüzeyi 

1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )σ α= +
r

u u u u v u u r u u  

olarak alalım ve diferensiyeli alınırsa 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )σ α∂ = ∂ + ∂ + ∂
r r

u u u u v u u r u u v u u r u u  

olur ve her iki tarafı 1 2( , )∂
r
r u u  ile iç çarparsak, 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ), ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ), ( , )σ α∂ ∂ = ∂ + ∂ + ∂ ∂
r r r r

u u r u u u u v u u r u u v u u r u u r u u  

ve ( )1 2,∀ ∈u u U  için 1 2 1 2( , ), ( , ) 0u u r u uσ∂ ∂ =
r

 olduğundan 

2
1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

0 ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ), ( , ) 0

( , ), ( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , ), ( , ) 0

α

α

∂

∂ + ∂ + ∂ ∂ =

∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ =
r

r r r

r r r r r

144424443 144424443
r u u

u u v u u r u u v u u r u u r u u

u u r u u v u u r u u r u u v u u r u u r u u

           
2

1 2 1 2 1 2 1 2( , ), ( , ) ( , ) ( , ) 0α∂ ∂ + ∂ =
r r

u u r u u v u u r u u    (4.3.1) 

olur. ( ),α
r
r

F  paralel olmayan bir doğru kongrüansı olduğundan 1 2 1 2( , ) ( , ) 0∧∂ ≠
r r r
r u u r u u  

olduğundan  1 2( , )
r
r u u  ve 1 2( , )∂

r
r u u  lineer bağımsızdır. Dolayısıyla 1 2( , ) 0∂ ≠

r
r u u  dır. 

Öyleyse (4.3.1) ifadesinden 
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( ) 1 2 1 2

2

1 2

( , ), ( , )

( , )

α∂ ∂
= −

∂

r

r
u u r u u

v t
r u u

 

olarak bulunur.  

Dolayısıyla,  

( ) ( )

1 2

1 2 1 2 1 2( , ) ,

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

( , )

1 2 1 2

( , , ) , , ( , )

( , ) ( ( , ) ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

α α

σ

α

α

σ

= +

= + +

= + +

= +

r r

r

r r

14444244443

r

r r

u u

F u u t F u u v u u t

u u v u u t r u u

u u v u u r u u t r u u

u u t r u u

 

yazılabilir □ 

 

Teorem 4.3.2 1 2( , )
r
r u u  vektörü, ( ),σ

r
r

F  doğru kongrüansının 1 2( , )σ u u  noktasındaki σ  

yüzeyinin teğetine dik olan vektöre paraleldir (Izumiya 2001). 

 

İspat: 

σ  yüzeyinin 1 2( , )σ u u  noktasındaki teğeti 1 2( , )u uσ∂  olup 1 2 1 2( , ), ( , ) 0u u r u uσ∂ ∂ =
r

 

olduğundan 1 2 1 2( , ) ( , )u u r u uσ∂ ⊥ ∂
r

 dir. Dolayısıyla 1 2( , )
r
r u u  vektörü, ( ),α

r
r

F  doğru 

kongrüansının 1 2( , )σ u u  noktasındaki σ  yüzeyinin teğetine dik olan vektöre paraleldir□ 

 

Teorem 4.3.3 ( ),α
r
r

F  paralel olmayan bir doğru kongrüansı olsun. ( ),α
r
r

F  kongrüansının 

striksiyon yüzeyi, taban yüzeyinin seçilişinden bağımsızdır. 

 

İspat: 

( ),α
r
r

F  paralel olmayan bir doğru kongrüansının farklı bir taban yüzeyi α  olmak üzere, 

1 2( , , )∀ ∈ ×�u u t U  için 

           1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )α α α= + = +r

r r
rF u u t u u t r u u u u s r u u    (4.3.2) 

yazılabilir. Burada ( )=s s t  olup bu yeni yazılama göre ( ),α
r
r

F  kongrüansının striksiyon 

yüzeyi β  olsun. σ β=  olduğunu göstereceğiz. Teorem 4.3.1 den 
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( )

( )

2 2

2 2

2

, ,

, ,

,

r r
r r

r r

r r
r

r r

r
r

r

α α
σ β α α

α α
α α

α α
α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= − − −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∂ − ∂ ∂
= − +

∂

r r
r r

r r

r r
r

r r

r
r

r

 

olup (4.3.2) dan  

( )α α− = −
r

s t r  

ve buradan  

( )α α∂ −∂ = − ∂
r

s t r  

olacağından 

( )
( )

2

,

0
0

t s r r
s t r r

r

r

σ β
− ∂ ∂

− = − +
∂

=
=

r r
r r

r

r
 

olarak bulunur □ 

 

Tanım 4.3.1 ( ),α
r
r

F  taban yüzeyi striksiyon yüzeyi olan paralel olmayan bir doğru 

kongrüansı olsun. O halde ( ),α
r
r

F  doğru kongrüansının distribüsyon parametresi 

 
( )

1 2 1 2 1 2
1 2 2

1 2

1 2 1 2 1 2

2

1 2

( , ) ( , ), ( , )
( , )

( , )

det ( , ), ( , ), ( , )

( , )

σ
ρ

σ

∂ ∧ ∂
=

∂

∂ ∂
=

∂

r r

r

r r

r

u u r u u r u u
u u

r u u

u u r u u r u u

r u u

   (4.3.3) 

ile tanımlı fonksiyondur. 

 

Şimdi   3
( , ) :α × ⎯⎯→r

rF U E E  

                           1 2 1 2 1 2 1 2( , )( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )α α⎯⎯→ = +r

r
ru u t F u u t u u t r u u  
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ile tanımlı doğru kongrüansında ( )α U  yüzeyinin parametre eğrileri eğrilik çizgileri 

olsun. O zaman 1 sabit=u  olduğunda, ( )α U  taban yüzeyi üzerinde elde edilen kapalı 

parametre eğrisi ( 2u  bu eğrinin yay parametresi olarak alınabilir)  

( )1 2 2( , )α α=u u u  

ve 2 sabit=u  olduğunda, ( )α U  taban yüzeyi üzerinde elde edilen kapalı diğer 

parametre eğrisi ( 1u  bu eğrinin yay parametresi olarak alınabilir) 

( )1 2 1( , )α α=u u u  

olmak üzere her bir eğri boyunca doğrular regle yüzeyler oluşturur ve 1u  ile 2u  

parametreleri arasındaki ilişkiyi bir eğri ile bir regle yüzeyle belirleyebiliriz.  

 

     Şimdi bu ilişkiyi tanımlamak için elde edilen regle yüzeylerin dağılma (distribüsyon) 

parametrelerini bulalım. 

i) 1 sabit=u  olduğunda, ( )α U  taban yüzey üzerinde elde edilen parametrik eğri 

( )2α u  ve birim doğrultman vektör ( )2

r
r u  olmak üzere, 

2 2 2( , ) ( , ) ( ) ( )α α= +r

r

rF u t u t r u  

regle yüzeyi elde edilir. Biliyoruz ki, ( )2β u , 2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin striksiyon 

çizgisi olmak üzere 2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyini tekrar parametrize edilerek 

2 2 2( , ) ( , ) ( ) ( )α β= +r

r

rF u t u t r u  

olarak yazabiliriz. 

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin merkez noktasında ( )2

r
r u  ile dik olan 2

ur
r  birim vektörünü 

 doğrultman ve ( )2β u  striksiyon çizgisini dayanak eğrisi kabul eden bir başka regle 

 yüzey *
2( , ) ( , )α

r
rF u t  olsun. O halde,  

*
2 2 2 2( , ) ( , ) ( ) ( )α β= +r

ur
rF u t u tr u  

dir. Böylece 2( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

2( , ) ( , )α
r
rF u t  gibi aynı striksiyon çizgisini dayanak eğrisi 

kabul eden bir regle yüzey çifti elde etmiş oluruz.  

( ) ( ) ( )1 2 2 2 2= ×
ur ur r
r u r u r u  
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2( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

2( , ) ( , )α
r
rF u t  nin ortak birim normal vektörü olmak üzere merkez 

noktasında bir { }1 2, ,
r ur ur
r r r  ortonormal çatısı elde edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.22 Frenet çatısı 

 

a) Birim teğet vektörü ( )2

r
r u  ise { }1 2, ,

r ur ur
r r r  çatısının vektörlerinin striksiyon çizgisinin 

yay parametresine göre türevleri 

1 1

2
2

0 0
0

0 0

κ
κ τ

τ

⎡ ⎤′ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ⎢ ⎥⎢ ⎥ = − ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥−⎢ ⎥′ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

ur r

ur ur

urur

r r

r r

rr

 

olarak elde edilir. Burada doğal eğrilik κ ′=
r
r , doğal burulma 1 2,τ ′=

ur ur
r r  ve Lancret 

eğriliği 2 2
1λ κ τ′= = +
ur
r dir. 

 ( )2β u  striksiyon çizgisinin teğeti ile 
r
r  birim doğrultman vektörü arasındaki açı ϕ  

olmak üzere 

( )2 2cos sinβ ϕ ϕ′ = +
r ur

u r r  

( )α U

2
r
r

1
r
r

r
r
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olarak yazılabilir. 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.23 Birim teğet vektörü 
r
r  olan ( )2β u  striksiyon çizgisinin teğeti 

 

Dayanak eğrisi striksiyon çizgisi olan regle yüzeyler için 

cos sin 0κ ϕ τ ϕ+ =  

bağıntısı vardır. Lancret eğriliğini kullanarak 

sin , cosκ λ ϕ τ λ ϕ= ± = ±     (4.3.4) 

bağıntılarını elde ederiz. 

 

Teorem 4.3.4  

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin dağılma parametresi sinϕ

κ
=P , 

*
2( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin dağılma parametresi * cosϕ

τ
=P  

dir. 

 

 

İspat: 

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin dağılma parametresi 2

det , ,β⎛ ⎞′ ′⎜ ⎟
⎝ ⎠=
′

r r

r

r r
P

r
 

1

ur
r

r
r

2

ur
r

( )2β′ u  
ϕ
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2

1

2

1 0 0
0 0

cos 0 sin

sin

sin

κ
ϕ ϕ

κ

κ ϕ
κ
ϕ

κ

=

=

=

ur
r

 

*
2( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin dağılma parametresi 

2 2
*

2

2

det , ,β⎛ ⎞′ ′⎜ ⎟
⎝ ⎠=

′

ur ur

ur

r r
P

r
 

                                                        

2

1

2

0 0 1
0 0

cos 0 sin

cos

cos , 0

τ
ϕ ϕ

τ

τ ϕ
τ
ϕ τ

τ

−

=
−

=

= ≠

ur
r

 

dır□ 

 

Sonuç 4.3.1 

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin dağılma parametresi P , *

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin 

dağılma parametresi *P  olmak üzere  
*=P P  

dır. 

 

 

İspat: 

(4.3.4) eşitliğinden sinκ λ ϕ= ±  olduğundan 

sinϕ
κ

=P  
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sin
sin

1

ϕ
λ ϕ

λ

=
±

= ±

P
 

ve benzer şekilde (4.3.4) eşitliğinden cosτ λ ϕ= ±  olduğundan 

* cos

cos
cos

1

ϕ
τ
ϕ

λ ϕ

λ

=

=
±

= ±

P

 

olarak bulunur. Buradan *=P P  olarak yazabiliriz □ 

 

b)  Birim teğet vektörü 2

ur
r  ise { }1 2, ,

r ur ur
r r r çatısının vektörlerinin striksiyon çizgisinin 

yay parametresine göre türevleri 

1 1

2
2

0 0
0

0 0

τ
τ κ

κ

⎡ ⎤′
⎡ ⎤⎢ ⎥ −⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥′ ⎢ ⎥= − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

r r

ur ur

urur

r r

r r

rr

 

olarak elde edilir. Burada doğal eğrilik 2κ ′=
ur
r , doğal burulma 1 ,τ ′=

ur ur
r r  ve Lancret 

eğriliği 2 2
1λ κ τ′= = +
ur
r dir. ( )2β u  striksiyon çizgisinin teğeti ile 

r
r  birim 

doğrultman vektörü arasındaki açı ϕ  olmak üzere 

( ) 22 cos sinβ ϕ ϕ′ = +
r r

u r r  

olarak yazılabilir. 
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Şekil 4.24 Birim teğet vektörü 2

ur
r  olan ( )2β u  striksiyon çizgisinin teğeti 

 

Dayanak eğrisi striksiyon çizgisi olan regle yüzeyler için 

sin cos 0κ ϕ τ ϕ+ =  

bağıntısı vardır. Lancret eğriliği kullanılarak 

cos , sinκ λ ϕ τ λ ϕ= ± = ±     (4.3.5) 

bağıntılarını elde ederiz. 

 

Teorem 4.3.5 

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin dağılma parametresi cosϕ

τ
= −P , 

*
2( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin dağılma parametresi * sinϕ

κ
= −P  

dir. 

 

İspat: 

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin dağılma parametresi 2

det , ,β⎛ ⎞′ ′⎜ ⎟
⎝ ⎠=
′

r r

r

r r
P

r
 

1

ur
r

r
r

2

ur
r

( )2β′ u  ϕ
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2

1

2

1 0 0
0 0

sin 0 cos

cos

cos , 0

τ
ϕ ϕ

τ

τ ϕ
τ
ϕ τ

τ

−

=
−

−
=

= − ≠

ur
r

 

*
2( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin dağılma parametresi 

2 2
*

2

2

det , ,β⎛ ⎞′ ′⎜ ⎟
⎝ ⎠=

′

ur ur

ur

r r
P

r
 

                                                        

2

1

2

0 0 1
0 0

sin 0 cos

sin

sin

κ
ϕ ϕ

κ

κ ϕ
κ
ϕ

κ

=
−

= −

= −

ur
r

 

dır□ 

 

Sonuç 4.3.2 

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin dağılma parametresi P , *

2( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin 

dağılma parametresi *P  olmak üzere  
*=P P  

dır. 

 

İspat: 

(4.3.5) eşitliğinden cosτ λ ϕ= ±  olduğundan 
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cos

cos
cos

1

ϕ
τ

ϕ
λ ϕ

λ

= −

−
=
±

= ±

P

 

ve benzer şekilde (4.3.5) eşitliğinden sinκ λ ϕ= ±  olduğundan 

* sin

sin
sin

1

ϕ
κ
ϕ

λ ϕ

λ

= −

= −
±

= ±

P

 

olarak bulunur. Buradan *=P P  olarak yazabiliriz □ 

 

ii) 2 sabit=u  olduğunda, ( )α U  taban yüzey üzerinde elde edilen parametrik eğri 

( )1α u  ve birim doğrultman vektör ( )1

r
r u  olmak üzere, 

1 1 1( , ) ( , ) ( ) ( )α α= +r

r
rF u t u t r u  

regle yüzeyi elde edilir. Biliyoruz ki, ( )1β u , 1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin striksiyon 

çizgisi olmak üzere 1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyini tekrar parametrize edilerek 

1 1 1( , ) ( , ) ( ) ( )α β= +r

r
rF u t u t r u  

olarak yazabiliriz. 1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin merkez noktasında ( )1

r
r u  ile dik olan 2

ur
r  

birim vektörünü doğrultman ve ( )1β u  striksiyon çizgisini dayanak eğrisi kabul eden bir 

başka regle yüzey *
1( , ) ( , )α

r
rF u t  olsun. O halde,  

*
1 1 2 1( , ) ( , ) ( ) ( )α β= +r

ur

rF u t u tr u  

dir. Böylece 1( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

1( , ) ( , )α
r
rF u t  gibi aynı striksiyon çizgisini dayanak eğrisi 

kabul eden bir regle yüzey çifti elde etmiş oluruz.  

( ) ( ) ( )1 1 2 1 1= ×
ur ur r
r u r u r u  
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1( , ) ( , )α
r
rF u t  ve *

1( , ) ( , )α
r
rF u t  nin ortak birim normal vektörü olmak üzere merkez 

noktasında bir { }1 2, ,
r ur ur
r r r  ortonormal çatısı elde edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

Şekil 4.25 Frenet çatısı 

 

a) Birim teğet vektörü ( )1

r
r u  ise { }1 2, ,

r ur ur
r r r  çatısının vektörlerinin striksiyon  

çizgisinin yay parametresine göre türevleri 

1 1

2
2

0 0
0

0 0

κ
κ τ

τ

⎡ ⎤′
⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥′ ⎢ ⎥= − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−′ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

r r

ur ur

urur

r r

r r

rr

 

olarak elde edilir. Burada doğal eğrilik κ ′=
r
r , doğal burulma 1 2,τ ′=

ur ur
r r  ve Lancret 

eğriliği 2 2
1λ κ τ′= = +
ur
r dir. ( )1β u  striksiyon çizgisinin teğeti ile 

r
r  birim 

doğrultman vektörü arasındaki açı ϕ  olmak üzere 

( )1 2cos sinβ ϕ ϕ′ = +
r ur

u r r  

olarak yazılabilir. 

( )α U

2

ur
r

1

ur
r

r
r
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Şekil 4.26 Birim teğet vektörü 
ur
r  olan ( )1β u  striksiyon çizgisinin teğeti 

 

Dayanak eğrisi striksiyon çizgisi olan regle yüzeyler için 

cos sin 0κ ϕ τ ϕ+ =  

bağıntısı vardır. Lancret eğriliğini kullanarak 

sin , cosκ λ ϕ τ λ ϕ= ± = ±     (4.3.6) 

bağıntılarını elde ederiz. 

 

Teorem 4.3.6  

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin dağılma parametresi sinϕ

κ
=P , 

*
1( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin dağılma parametresi * cosϕ

τ
=P  

dir. 

 

İspat: 

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin dağılma parametresi 2

det , ,β⎛ ⎞′ ′⎜ ⎟
⎝ ⎠=
′

r r

r

r r
P

r
 

1

ur
r

r
r

2

ur
r

( )1β′ u

ϕ
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2

1

2

1 0 0
0 0

cos 0 sin

sin

sin

κ
ϕ ϕ

κ

κ ϕ
κ
ϕ

κ

=

=

=

ur
r

 

*
1( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin dağılma parametresi 

2 2
*

2

2

det , ,β⎛ ⎞′ ′⎜ ⎟
⎝ ⎠=

′

ur ur

ur

r r
P

r
 

                                                        

2

2

2

0 0 1
0 0

cos 0 sin

cos

cos , 0

τ
ϕ ϕ

τ

τ ϕ
τ
ϕ τ

τ

−

=
−

=

= ≠

ur
r

 

dır□ 

 

Sonuç 4.3.3 

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin dağılma parametresi P , *

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin 

dağılma parametresi *P  olmak üzere  
*=P P  

dır. 

 

İspat: 

(4.3.6) eşitliğinden sinκ λ ϕ= ±  olduğundan 
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sin

sin
sin

1

ϕ
κ

ϕ
λ ϕ

λ

=

=
±

= ±

P

 

ve benzer şekilde (4.3.6) eşitliğinden cosτ λ ϕ= ±  olduğundan 

* cos

cos
cos

1

ϕ
τ
ϕ

λ ϕ

λ

=

=
±

= ±

P

 

olarak bulunur. Buradan *=P P  olarak yazabiliriz □ 

 

b) Birim teğet vektörü 2

ur
r  ise { }1 2, ,

r ur ur
r r r çatısının vektörlerinin striksiyon çizgisinin 

yay parametresine göre türevleri 

1 1

2
2

0 0
0

0 0

τ
τ κ

κ

⎡ ⎤′
⎡ ⎤⎢ ⎥ −⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥′ ⎢ ⎥= − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

r r

ur ur

urur

r r

r r

rr

 

olarak elde edilir. Burada doğal eğrilik 2κ ′=
ur
r , doğal burulma 1 ,τ ′=

ur r
r r  ve Lancret 

eğriliği 2 2
1λ κ τ′= = +
ur
r dir. ( )1β u  striksiyon çizgisinin teğeti ile 

r
r  birim 

doğrultman vektörü arasındaki açı ϕ  olmak üzere 

( )1 2 cos sinβ ϕ ϕ′ = +
ur r

u r r  

olarak yazılabilir. 
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Şekil 4.27 Birim teğet vektörü 2

ur
r  olan ( )1β u  striksiyon çizgisinin teğeti 

 

Dayanak eğrisi striksiyon çizgisi olan regle yüzeyler için 

sin cos 0κ ϕ τ ϕ+ =  

bağıntısı vardır. Lancret eğriliği kullanılarak 

cos , sinκ λ ϕ τ λ ϕ= ± = ±     (4.3.7) 

bağıntılarını elde ederiz. 

 

Teorem 4.3.7 

1( , ) ( , )α
r
rF u t    regle yüzeyinin dağılma parametresi cosϕ

τ
= −P , 

*
1( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin dağılma parametresi * sinϕ

κ
= −P  

dir. 

 

İspat: 

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin dağılma parametresi 2

det , ,β⎛ ⎞′ ′⎜ ⎟
⎝ ⎠=
′

r r

r

r r
P

r
 

                                                   2

1

1 0 0
0 0

sin 0 cos
τ

ϕ ϕ

τ

−

=
−

ur
r

 

1

ur
r

r
r

2

ur
r

( )1β′ uϕ
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2

cos

cos , 0

τ ϕ
τ
ϕ τ

τ

−
=

= − ≠
 

*
1( , ) ( , )α

r
rF u t  regle yüzeyinin dağılma parametresi 

2 2
*

2

2

det , ,β⎛ ⎞′ ′⎜ ⎟
⎝ ⎠=

′

ur ur

ur

r r
P

r
 

                                                        

2

1

2

0 0 1
0 0

sin 0 cos

sin

sin

κ
ϕ ϕ

κ

κ ϕ
κ
ϕ

κ

=
−

= −

= −

ur
r

 

dır□ 

 

Sonuç 4.3.4 

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin dağılma parametresi P , *

1( , ) ( , )α
r
rF u t  regle yüzeyinin 

dağılma parametresi *P  olmak üzere  
*=P P  

dır. 

 

İspat: 

(4.3.7) eşitliğinden cosτ λ ϕ= ±  olduğundan 

cos

cos
cos

1

ϕ
τ

ϕ
λ ϕ

λ

= −

−
=
±

= ±

P

 

ve benzer şekilde (4.3.7) eşitliğinden sinκ λ ϕ= ±  olduğundan 
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* sin

sin
sin

1

ϕ
κ
ϕ

λ ϕ

λ

= −

= −
±

= ±

P

 

olarak bulunur. Buradan *=P P  olarak yazabiliriz □ 

  

4.4 Boğaz Noktası 

 

        3
( , ) :α × ⎯⎯⎯→r �rF U E  

                                    1 2 1 2 1 2 1 2( , )( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )α α⎯⎯→ = +r

r

ru u t F u u t u u t r u u  

ile tanımlı doğru kongrüansında, ( )α U  taban yüzeyinin birim normal vektörü 1 2( , )
r
e u u  

olmak üzere 1 2( , )u u U∀ ∈  için 1 2 1 2( , ) ( , )=
r r
r u u e u u  olsun. O halde 

1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

1 2 1 2
1 2

2 2
1 1 1 2 2

, , ,  ve 

, 2 , ,

∂ ∂
∂ ∂ = + + = =

= + +

r r
r r r r r r r r

r r r r r r

123 14243 14243

u u u u u u

u u u u u u

E F G

e ee e e du e du e du e du e e
du du

e e du e e du du e e du
 

       2 2
1 1 2 22= + +Edu Fdu du Gdu                                                 (4.4.1) 

olarak yazabiliriz. 

Diğer bir önemli ikinci dereceden ifade ise 

1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 1 2 2

1 2 1 2
1 2

2 2
1 1 2 2

, , ,  ve 

, ( , , ) ,

α αα α α α α

α α α α
′

∂ ∂
∂ ∂ = + + = =

= + + +

r r r

r r r r

14243 14243 14243 14243

u u u u u u

u u u u u u u u

a b b c

e du du e du e du
du du

e du e e du du e du
 

     2 2
1 1 2 2( )′= + + +adu b b du du cdu        (4.4.2) 

dir. 

Ayrıca, ( )α U  taban yüzeyi üzerinde her bir 1u  ve 2u  bağımsız parametresine karşılık 

sonsuz sayıda eğri elde edilir. Bu eğriler boyunca geçen doğru kongrüansına ait 

doğrular sonsuz sayıda regle yüzey oluşturur. Bu regle yüzeylerin ailesine yüzey 

kongrüansı denir.  
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Şekil 4.28 Komşu ana doğrular 

 

O halde, taban yüzey üzerinde s  yay parametresi ile tanımlı bir eğri C  olsun. α  ile 

1 1 2 2( , )α α α+ + = + ∂u du u du , C  eğrisinin komşu iki noktası ve 
r
e  ile + ∂

r r
e e  bu 

noktalardaki doğrultman vektörlerdir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.29 Komşu ana doğruların ortak dikmesi 

 

Komşu ana doğruların ortak dikmesi doğrultusundaki birim vektör 

r
e

1 2( , )α u u

+ ∂
r r
e e

1 1 2 2( , )α + +u du u du

α∂

C

( )α U

r
e

1 2( , )α u u

+ ∂
r r
e e

1 1 2 2( , )α + +u du u du

α∂

C
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( )
( )
+ ∂ ∧ ∂ ∧ ∂ ∧

= =
∂ ∧ ∂+ ∂ ∧

r r r r r r r

r r rr r r
e e e e e e e

e e ee e e
    (4.4.3) 

olup komşu doğrular arasındaki en kısa uzaklık α∂  nın ∂ ∧

∂

r r

r
e e

e
 vektörü üzerindeki dik 

izdüşümüdür. O halde, en kısa uzaklık 

,α ∂ ∧
= ∂

∂

r r

r
e ek

e
 

          
( )det , ,α∂ ∂

=
∂

r r

r
e e

e
     (4.4.4) 

olarak bulunur. Burada ( )det , , 0α∂ ∂ =
r r
e e  olması regle yüzeyinin bir doğrultman 

boyunca teğet düzlemlerin aynı olduğunu gösterir. Dolayısıyla bu sayede C  eğrisi 

üzerine kurulan  regle yüzeyin açılabilir olması için gerek ve yeter koşuldur. 

Regle yüzeydeki, merkez (boğaz) noktasının yer vektörü α
r

, dayanak eğrisi C  nin yer 

vektörü αr , doğrultman vektörü 
r
e  ve merkez noktasının dayanak eğrisine uzaklığı t  

cinsinden 

1 2 1 2 1 2( , , ) ( , ) ( , )α α= +
rr

u u t u u t e u u  

olarak ifade edilebilir. Regle yüzeyin ilk ikisi  
r
e  ve + ∂

r r
e e  olan komşu üç ana doğrusu 

verilsin.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.30 Komşu ana doğruların ortak dikme ayakları 

 

r
e

1 2( , )α u u

+ ∂
r r
e e

α α+ ∂

C

Q

′Q

′R

R
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Q  ile ′Q  ve R  ile ′R  komşu ana doğruların ortak dikmelerinin ana doğrular üzerindeki 

ayakları olsun. İlk iki komşu ana doğrunun ortak dikmesi ′
uuuur
QQ  ve  bu yöndeki vektör 

( )+ ∂ ∧ = ∂ ∧
r r r r r
e e e e e  

olup ( )/ /′ ∂ ∧
uuuur r r
QQ e e  ve ′ ⊥

uuuur r
QQ e  dir. 

λ∈�  olmak üzere ( )λ′ = + ∂
uuur r r
Q R e e  olup her iki tarafı ∂

r
e  ile çarparsak 

( )

0

, ,

, ,

,

λ

λ λ

λ

′ ∂ = + ∂ ∂

= ∂ + ∂ ∂

= ∂ ∂

uuur r r r r

r r r r

123

r r

Q R e e e e

e e e e

e e

 

olur ve limit halinde 
uuur
QR  vektörü ile ′

uuuur
QQ  vektörü çakışır. Bu yüzden, ⊥

uuur r
QR e  ve 

( )⊥ + ∂
uuur r r
QR e e  olacağından  

 , 0∂ =
uuur r
QR e                                                   (4.4.5) 

yazılabilir. Böylece 
uuur
QR , striksiyon çizgisinin teğeti olur ve bu teğet ∂

r
e  ye diktir. 

Ayrıca 1 2 1 2 1 2( , , ) ( , ) ( , )α α= +
rr

u u t u u t e u u  ifadesinin türevi alınırsa 

α α∂ = ∂ + + ∂
r rr

dt e t e  

bulunur. Bu durumda (4.4.5) den, 

0

0 ,

0 ,

0 , , ,

0 , ,

α

α

α

α

= ∂ ∂

= ∂ + + ∂ ∂

= ∂ ∂ + ∂ + ∂ ∂

= ∂ ∂ + ∂ ∂

rr

r r r

r r r r r

123

r r r

e

dt e t e e

e dt e e t e e

e t e e

 

ve buradan 

,

,

α∂ ∂
= −

∂ ∂

r

r r
e

t
e e

 

yazılabilir.  
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Eğer  

i) , 0∂ ∂ =
r r
e e  ise regle yüzeyin striksiyon çizgisi yoktur. Bu durumda regle yüzey bir 

silindirdir. Bu tipten olan yani, striksiyon çizgisi olmayan regle yüzeye Tanjant Yüzey 

denir. 

ii) , 0α∂ ∂ =
r
e  ise striksiyon çizgisi dayanak eğrisi olur. 

(4.4.1) ve (4.4.2) den 

       
2 2

1 1 2 2
2 2

1 1 2 2

( )
2

′+ + +
= −

+ +
adu b b du du cdut

Edu Fdu du Gdu
    (4.4.6) 

elde edilir. 

t  tarafından tanımlanan nokta doğrultman üzerindeki regle yüzeyin merkez (boğaz) 

noktasıdır. Merkez (boğaz) noktasının, taban yüzeyinden t  uzaklığı 1

2

du
du

 nin bir 

fonksiyonudur. Öyleki; bu değer, taban eğrisi C  boyunca α  noktası ile değişir. 

t  uzaklığı 1

2

du
du

oranının iki değeri için maksimum yada minimum değerini alır. Bu 

değerleri bulmak için  
2 2

1 1 2 2
2 2

1 1 2 2
2

1 1

2 2
2

1 1

2 2

( )
2

( )

2

′+ + +
= −

+ +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
′+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠= −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

adu b b du du cdut
Edu Fdu du Gdu

du dua b b c
du du

du duE F G
du du

 

olup 1

2

du
du

 ye göre alınır, 

2 2

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

22

1 1

2 2

2 ( ) 2 2 2 ( )

2

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
′ ′− − + + + − + − − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦′ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦=
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

du du du du du dua b b E F G E F a b b c
du du du du du du

t
du duE F G
du du

 

ve t  nin türevi sıfıra eşitlenirse 

 [ ] ( ) [ ]2 2
1 1 2 22 ( ) 2 ( ) 2 0′ ′− − + + − + + − =Fa E b b du Ga Ec du du G b b Fc du   (4.4.7) 

elde edilir. 
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(4.4.7) denkleminden 1

2

du
du

 nin iki değeri elde edilir. t  nin sabit değerlerini bulabilmek 

için (4.4.6) ve (4.4.7) den 1

2

du
du

 kaybedilirse 

       ( ) ( )2 22 1 0
4

′ ′+ − + + + − + =⎡ ⎤⎣ ⎦H t Ec F b b Ga t ac b b    (4.4.8) 

olup bu denklemin kökleri t  nın maksimum ve minimum değerleridir. Bu değerlerin 

     

( )

( )

1 2 2

2

1 2 2

Toplam =

4
Çarpım =

4

′+ − − ⎫
+ = ⎪⎪

⎬
′− + ⎪• = ⎪⎭

F b b Ec Ga
t t

H
ac b b

t t
H

    (4.4.9) 

dır. t  nın bu değerleri ile tanımlı doğrultman üzerindeki noktalara doğrultmanın sınırları 

denir. Bu sınırlar, doğru kongrüansının, her bir eğri boyunca ardışık doğruların dikme 

ayağını içeren doğru parçasının sınırlarıdır. 

 

Örnek 4.2.1 xOy-düzleminde, merkezi orjin olan bir çember iç bölgesi ile belirtiği 

bölge taban yüzey ve çemberin eksenini ise Oz-ekseni olarak alalım. Doğru 

kongrüansındaki bir doğru, çemberin üzerindeki P  noktasından geçsin. Eksen 

üzerindeki bir Q  noktasının orjine uzaklığı u  ve xOP  açısı da θ  olsun.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.31 Merkezi orjin ve ekseni Oz-ekseni olan çember 

 

O halde u  ile θ  yı doğru kongrüansının parametreleri olarak alalım. Bu yüzden, r  

yarıçaplı çemberin P  noktasının yer vektörü 

Q

z

O
y  

x  P
θ

u
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( ) ( ), cos , sin ,0α θ θ θ=u r r  

ve doğru kongrüansındaki doğruların PQ  yönündeki birim doğrultman vektörü 

( ) ( )
2 2

1, cos , sin ,θ θ θ= − −
+

re u r r u
r u

 

olur. O halde 2-parametreli doğruların ailesi 

( ) ( ) ( ),
( , , ) , ,

α
θ α θ θ= +r

r
e

F u t u te u  

olarak tanımlıdır. Buradan 

( )
2 2

1 1 1 2 2 22 2 22 2
, , , 0, ,= = = = = =

++

r r r r r rr rE e e F e e G e e
r ur u

 

ve 
2

1 1 1 2 2 1 2 2 2 2
, 0, , 0, , 0, ,α α α α′= = = = = = = = −

+

r r r r ra e b e b e c e
r u

 

olarak buluruz. P  noktasından sınırların uzaklığını veren 

( ) ( )2 22 1 0
4

′ ′+ − + + + − + =⎡ ⎤⎣ ⎦H t Ec F b b Ga t ac b b  

denkleminden 

2 2 2 0− + =t r u t  

olup 1 0=t  ve 2 2
2 = +t r u  olarak elde edilir. Buradan sınır noktalarının P  ve Q  

noktaları olduğunu söyleyebiliriz. 0θ =dud  olduğunda 

[ ] ( ) [ ]2 22 ( ) 2 ( ) 2 0θ θ′ ′− − + + − + + − =Fa E b b du Ga Ec dud G b b Fc d  

diferensiyel denklemi esas yüzeyler için basit hale gelir.  

Böylece  

(i) 0θ =d  için karşılık gelen doğru boyunca esas yüzey, çemberin ekseni ile  

      doğruyu içeren POQ  düzlemdir. 

(ii) 0=du  için karşılık gelen esas yüzey, Q  boyunca ardışık doğrular ve PQ  yu 

içeren düzlemdir. 

Bu esas düzlemler birbirine diktirler. Bu esas yüzeyler eksen boyunca düzlemler olup  

verilen daire boyunca geçen doğrular ve eksen üzerindeki köşelerle birer konidirler. 
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4.5 Hamilton Formülleri 

 

Asimtotik düzlemlerin θ  açısı ile boğaz noktasının t  uzaklığı arasındaki bağıntı ilk 

defa W. R. HAMİLTON tarafından bulunmuştur. 
3

( , ) :α × ⎯⎯⎯→r � �rF U  

                                    1 2 1 2 1 2 1 2( , )( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )α α⎯⎯→ = +r

r
ru u t F u u t u u t r u u  

ile tanımlı doğru kongrüansında, ( )α U  taban yüzeyinin birim normal vektörü 1 2( , )
r
e u u  

olmak üzere 1 2( , )u u U∀ ∈  için 1 2 1 2( , ) ( , )=
r r
r u u e u u  ve 1u  ile 2u  parametrelerini öyle 

seçelim ki ( )α U  esas yüzeyin parametre eğrileri olsun. Yani, 1 sabit=u  ve 2 sabit=u  

olsun.  O halde (4.4.7) denklemi ile verilen esas yüzeyde 1 2 0=du du  dır. Böylece 

(4.4.7) denklemi 

       [ ] [ ]2 2
1 22 ( ) ( ) 2 0′ ′− − + + + − =Fa E b b du G b b Fc du    (4.5.1) 

olup buradan 

     
2 ( ) 0

( ) 2 0
′− − + = ⎫

⎬′+ − = ⎭

Fa E b b
G b b Fc

     (4.5.2) 

olur. (4.5.1) daki ikinci dereceden denklemin katsayıları orantılı olmadığından 

        0=F  ve 0′+ =b b      (4.5.3) 

dır. (4.5.3) deki 0=F  olması 
1 2
, 0=

r r
u ue e  olmasını gerektirir ki bu ise bize ( )α U   

yüzeyinin, ortogonal eğrilerle birim küre üzerinde temsil edilebileceğini söyler. 

Doğrultmanları 
r
e  ile + ∂

r r
e e  olan komşu ana doğrularının, ortak dikmesi ayağı 

r
e  ile ∂

r
e  

ye de diktir. Bu ortak dikme aynı zamanda 
r
e  ile ∂

∂

r

r
e
e

 ye de diktir. Aynı zamanda 
r
e  ile 

∂
∂

r

r
e
e

 birim vektörleri bir birine diktir. Burada ,∂ = ∂ ∂
r r re e e  dir. Bu durumda komşu 

ana doğruların, ortak dikmesi yönündeki birim vektör ∂
∧

∂

r
r

r
e e
e

 dir. Ayrıca 
r
e  yi yüzeyin 

birim normali olarak alırsak 
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1 2

1 2

1 2

1 2

2

2 2

2

     ,

  ,   

∧
= ∧ = −

∧

∧
= − =

−

r r
r r r

r r

r r

u u
u u

u u

u u

e e
e e e EG F

e e

e e
EG F H

EG F

 

        1 2
∧

=
r r

u ue e
H

                                                            (4.5.4) 

 olacağından 

1 1

1 2

1 2 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2

1 2

0 0

1 2( , , ) ( , , )

∧⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂
∧ = + ∧⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠

− + −
=

∂

r r r
r r r

r r r

64748 64748 64748 64748
r r r r r r r r r r r r

r

u u
u u

GE

u u u u u u u u u u u u

e edu due e e e
e e e H

e e e e e e du e e e e e e du

e H

 

ve F=0  ile 2= −H EG F olduğundan 

      1 22 1

σ
−∂

∧ =
∂ ∂

r r r
r

r
u uGe du Ee due e

e EG
    (4.5.5) 

dir. 1du  ile 2du  ve parametre eğrileriyle, komşu ana doğruların sınır noktaları elde 

edilir. Bundan dolayı 1 sabit=u  ve 2 sabit=u  parametrelerine karşılık gelen eğrilerin 

yay uzunlukları, sırasıyla, 1∂ =
re Edu  ve 2∂ =

re Gdu  dir. Böylece (4.5.5) den 

komşu doğruların sınır noktalarında 

        
2

1
−

r
ue

G
 ve 

1

1
−

r
ue

E
     (4.5.6) 

teğet vektörleri elde edilir ki bu vektörler birbirine diktir. Komşu ana doğrular boyunca 

doğru kongrüansının taban yüzeyinin parametre eğrilerini dayanak eğrisi olarak kabul 

eden regle yüzeyin tanjant düzlemi, 
r
e  ye paralel ve 

2

1
−

r
ue

G
 ile 

1

1
−

r
ue

E
 vektörlerine 

de diktir. O halde taban yüzey ( )α U  nun her regüler noktasında 
r
e , 

11
1

= −
r r

ue e
E

 ve 

22
1

= −
r r

ue e
G

 vektörleriyle hareketli bir Darboux Çatısı oluşturabiliriz.  
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Şekil 4.32 Darboux çatısı 

 

2 sabit=u  alınmasıyla elde edilen yay parametreli eğrinin yüzey üzerindeki tanjant 

vektörü 1
re  olmak üzere { }1 2, ,

r r r
e e e  vektörlerinin, sırasıyla, türevilerini alırsak Darboux 

Çatısı 

1 1

2 2

0
0 0
0 0

τ κ
τ
κ

′⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
′⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

r r

r r

r r

e e
e e
e e

     (4.5.7) 

olarak elde edilir. Burada normal eğrilik κ =
a
E

 ve geodezik eğrilik 2

2
τ

−
= uE

E G
 dir. 

1 sabit=u  alınmasıyla elde edilen yay parametreli eğrinin yüzey üzerindeki tanjant 

vektörü 2
re  olmak üzere { }1 2, ,

r r r
e e e  vektörlerinin türevlerini alırsak  

1 1

2 2

0 0
0

0 0

τ
τ κ

κ

′⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
′⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

r r

r r

r r

e e
e e
e e

      (4.5.8) 

( )α U

2
re

1
re

re
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Darboux Çatısı elde edilir. Burada normal eğrilik κ =
c
G

 ve geodezik eğrilik 

1

2
τ

−
= uG

G E
 dir. Ayrıca ( )α U  taban yüzeyinin eğrilikleri çizgilerinin değişmez 

değerleri κ ,κ ,τ  ve τ  dır. Ayrıca, θ  açısı, genel durumda (4.5.5) deki ortak dikme 

yönündeki birim vektörün 
σ
∂

∧
∂

r
re e  olduğunu biliyoruz.  

1- 2 0=du  olması durumunda elde edilen esas yüzey için 

1 2

2

2 1 2 2

2 1

0

2 1

1

1cos ,

, ,

θ
−

= −

− +
=

=

r r
r

r

64748 64748
r r r r

r

r

u u
u

G

u u u u

Ge du Ee du
e

G e EG

G e e du E e e du

e EG

E du
e

 

olup her iki tarafın karesi alınırsa 

      
2

2 1
2 2

1 2

cos θ =
+

Edu
Edu Gdu

     (4.5.9) 

dir.  

2- 1 0=du  olması durumunda elde edilen esas yüzey için 

1 2

1

1 1 1 2

2 1

0

2 1

1sin ,

, ,

θ
−

=

−
=

r r
r

r

64748 64748
r r r r

r

u u
u

E

u u u u

Ge du Ee du
e

E e EG

G e e du E e e du

e EG

 

2sinθ = r
G du
e

 

olup her iki tarafın karesi alınırsa 

      
2

2 2
2 2

1 2

sin θ =
+

Gdu
Edu Gdu

              (4.5.10) 

olarak bulunur. Ayrıca, parametre seçimiyle komşu ana doğruların, ortak dikmesinin 

esas doğru üzerindeki ayağının taban yüzeyinden t  uzaklığı (4.4.6) den 
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{

0
2 2

1 1 2 2
2 2

1 1 2 2
0

2 2
1 2
2 2

1 2

( )
2

′+ + +
= −

+ +

+
= −

+

678
adu b b du du cdut

Edu F du du Gdu

adu cdu
Edu Gdu

 

dır. 1 0=du  ile 2 0=du  koşulları ile 

         1 = −
at
E

 ve 2 = −
ct
G

              (4.5.11) 

yazılabilir. Bu ise (4.5.9) ve (4.5.10) dan 

{ {
1 22 2

2 2
1 2
2 2

1 2
2 2
1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

cos sinθ θ

+
= −

+

= − −
+ +

1442443 1442443
t t

adu cdut
Edu Gdu

Edu Gdua c
E Edu Gdu G Edu Gdu

 

     2 2
1 2cos sinθ θ= +t t              (4.5.12) 

yazılabilir. (4.5.12) denklemi ile verilen Hamilton formülü, parametre seçiminden 

bağımsız ve doğrunun merkez (boğaz) noktasının yerini verir. Aynı zamanda doğrultu 

vektörü değişirse t , 1t  ve 2t  uzaklıkları aynı miktarda değişir ve formül hala geçerlidir. 

 

4.6 Fokal Yüzey 

 

        3
( , ) :α × ⎯⎯⎯→r �rF U E  

                                    1 2 1 2 1 2 1 2( , )( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )α α⎯⎯→ = +r

r
ru u t F u u t u u t r u u  

ile tanımlı doğru kongrüansında, ( )α U  taban yüzeyinin birim normal vektör alanı 

1 2( , )
r
e u u olmak üzere 1 2( , )u u U∀ ∈  için 1 2 1 2( , ) ( , )=

r r
r u u e u u  olsun. Doğru boyunca 

odağın taban yüzeyinden uzaklığı ρ  olmak üzere odak noktası 

                                      ( ) ( )1 2 1 2 1 2( , ) ( , , ) , ,α ρ α ρ= +r

r
eF u u u u e u u      (4.6.1) 

ile belirlidir. Fakat doğru üzerinde sınıra yaklaşıldığında 1 2( , ) ( , , )α ρr
eF u u  nin 

diferensiyeli 1 2
∧

=
r r

r u ue e
e

H
 ye paralel olur. O halde  
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( ) ( ) ( )

( , )

1 1 2 2 1 2 1 1 2 2,
α

α ρ ρ

α α ρ ρ

∂ = ∂ + + ∂

= + + + +

r

r r

r r r
eF d e e

du du d e u u e du e du
              (4.6.2) 

olup 
r
e  ye paralel olduğundan 

1

r
ue  ve 

2

r
ue  ye diktir. Böylece ( , )α∂ r

eF  yi 
1

r
ue  ile 

2

r
ue  

vektörleri ile skalar çarpar ve düzenlersek 

                                          
( )
( )

1 2 1 2

1 2 1 2

( ) 0

( ) 0

ρ

ρ

+ + + = ⎫⎪
⎬

′ + + + = ⎪⎭

adu bdu Edu Fdu

b du cdu Fdu Gdu
    (4.6.3) 

denklemlerini elde ederiz. Bu iki denklemden, ρ  ile 1

2

du
du

 değerleri elde edilir.  

İlk olarak (4.6.3) den ρ  yi ortadan kaldırırsak 

                                              1 2 1 2

1 2 1 2

0
′+ +

=
+ +

adu bdu b du cdu
Edu Fdu Fdu Gdu

    (4.6.4) 

denklemi elde edilir ki bu denklem 1

2

du
du

 ye göre ikinci dereceden olup açılabilir bir 

regle yüzey için reel yada sanal iki doğrultu belirtir. Böylece kongrüansın herbir 

doğrusu boyunca, açılabilir iki regle yüzey vardır öyleki bunların herbiri kendi 

sınırındadır. 

 

Kongrüansın her bir doğrusu uzaydaki iki eğrinin tanjantıdır. Temas noktaları, 

doğrunun fokal noktalarıdır. Doğruların odaklarının geometrik yerine kongrüansın fokal 

yüzeyi denir ve fokal yüzey, doğru kongrüansının tüm doğrularını keser. 

 

Şimdi de (4.6.3) den 1

2

du
du

 yi ortadan kaldırırsak, taban yüzeyinden iki odağın ρ  

uzaklığını veren 

 0
ρ ρ
ρ ρ

+ +
=

′ + +
a E b F
b F c G

                                   (4.6.5) 

yada  

          ( ) ( )2 2 0ρ ρ′ ′+ − + + + − =⎡ ⎤⎣ ⎦H Ec F b b Ga ac bb    (4.6.6) 

ikinci dereceden denklemini elde ederiz. 
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(4.6.6) in kökleri 1ρ  ve 2ρ , ρ  nın maksimum ve minimum değerleridir. Bu değerlerin 

toplama ve çarpımı 

   

( )
1 2 2

1 2 2

Toplam =

Çarpım = 

ρ ρ

ρ ρ

′+ − − ⎫
+ = ⎪⎪

⎬
′− ⎪• = ⎪⎭

F b b Ec Ga
H

ac bb
H

     (4.6.7) 

dır. Bu elde edilen denklemleri (4.4.9) denklemi ile karşılaştırırsak  

          
( ) ( ) ( )

1 2 1 2
2

2 2
1 2 1 2 2

t + t  =

t -t -

ρ ρ

ρ ρ

+ ⎫
⎪
⎬′−

− = ⎪
⎭

b b
H

    (4.6.8) 

olduğunu görürüz. 1 2 1 2t + t  =ρ ρ+  den, 1t  ile 2t  sınırları arasındaki orta noktadan geçen 

doğru aynı zamanda odaklar arasındadır. Kongrüansın bütün doğrularının orta 

noktalarının geometrik yerine, kongrüansın orta yüzeyi denir. 

( ) ( ) ( )2
2 2

1 2 1 2 2t -t - ρ ρ
′−

− =
b b

H
 

denklemi odaklar arasındaki uzaklık, sınır noktalar arasındaki uzaklıktan asla büyük 

değildir. Bu iki uzaklık ′=b b  olduğunda eşittir. Böylece her bir doğru üzerindeki 5 

(beş) özel nokta vardır. Bunların 2 (iki) tanesi sınır noktası, 2 (iki) tanesi odak noktası 

ve 1 (bir) tanesi de orta noktadır. Sınır noktaları reel olduğunda odak noktası, sınır 

noktalarının arasında bulunur. 

 

Komşu ana doğruların, ortak dikmesinin esas ayağının taban yüzeyinden t  uzaklığının 

geometrik yeri olan striksiyon çizgisinin, esas düzlemlerden biri ile yaptığı θ  açısı 

arasındaki bağıntının (4.5.12) den 
2 2

1 2cos sinθ θ= +t t t  

olduğunu biliyoruz. Burada t , 1t  ile 2t  arasında değiştiğinde θ  açısı  0  ile 
2
π  arasında 

değişir ve esas düzlemler bir birine dik olur. Dikme ayağı fokal noktalardan biri 

olduğunda dayanak eğrisi striksiyon çizgisi boyunca geçen doğru kongrüansların 

belirttiği yüzeye, fokal düzlem denir ve t  uzaklığı 1ρ  ile 2ρ  arasında değerler alır. Bu 

değerlere karşılık gelen θ  açısı da, sırasıyla, 1θ  ile 2θ  olsun. O zaman 
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2 2

1 21 1 1

2 2
1 22 2 2

cos sin

cos sin

ρ θ θ

ρ θ θ

⎧ = +⎪
⎨

= +⎪⎩

t t

t t
    (4.6.9) 

yazılabilir ve (4.6.8) den 1 2 1 2t + t  =ρ ρ+  olduğundan 

 2 2
1 2cos cos 1θ θ+ =                (4.6.10) 

olur. Burada 1θ  ile 2θ  nin ikisi de pozitif ve 
2
π  den büyük değildir ve 

 1 2 2
πθ θ+ =                (4.6.11) 

dir. 

Bundan dolayı fokal düzlemler, sırasıyla esas düzlemlere dik değildirler fakat esas 

düzleme göre simetrik durumdadırlar. Merkez düzlem, fokal düzlemlerin arasındaki 

açının açıortay düzlemi aynı zamanda esas düzlemler arasındaki açının da açıortay 

düzlemidir. 

 

Ayrıca φ  fokal düzlemler arasındaki açı ise 

2 1 12
2
πφ θ θ θ= − = −  

olup 
2 2

1 1 2sin cos 2 cos cosφ θ θ θ= = −  

         1 2

1 2

ρ ρ−
=

−t t
              (4.6.12) 

dır. 

 

Tanım 4.6.1 ( , )α
r
rF paralel olmayan bir doğru kongrüansı olsun. ( )1 2, ,u u t U∀ ∈ ×�  için 

1 2

, 0∂ ∂
× =

∂ ∂

r y yr
u u

 olacak şekilde öyle bir 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ). ( , )α= +
r

y u u u u t u u r u u  yüzeyi 

bulunabilir ki ( , )α
r
rF  kongrüansı tekrar parametrize edilerek bu kongrüans 

      1 2 1 2 1 2( , ) ( , , ) ( , ) ( , )α = +r

r
rF u u t y u u t r u u               (4.6.13) 

yazılabilir ise y yüzeyine, ( , )α
r
rF  kongrüansına fokal yüzeyi denir (Izumiya 2003). 
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Teorem 4.6.1 1 2( , )y u u , ( , )α
r
rF  paralel olmayan doğru kongrüansının bir fokal yüzeyi ve 

1 2( , )t u u  düzgün fonksiyon olmak üzere, 

2

1 2 1 2 1 2 1 2

, , , 0α α α α⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
× + × + × + × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r r r r
r r rr r r rr t r t r

u u u u u u u u
 

dır (Izumiya 2003). 

 

İspat: 

   2
1 2( , )u u U∀ ∈ ⊂ R   için 

1 1 1 1

2 2 2 2

α

α

∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂

r
r

r
r

y t rr t
u u u u

y t rr t
u u u u

 

olduğundan 

( )

1 2 1 1 1 2 2 2

1 2 2 1 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

0

α α

α α α α α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
× = + + × + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= × + × + × + × + ×⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛∂ ∂ ∂ ∂

+ × + ×
∂ ∂ ∂ ∂⎝

r r
r r

r r
r r

r
r r r

1442443

y y t r t rr t r t
u u u u u u u u

t r r tr t r
u u u u u u u u u u

t t t rr r t r
u u u u

2

2 1 1 2

⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ × + ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r r r
rt r r rt r t

u u u u

 

1 2 2 1 1 2 1 2 1 2

2

1 2 2 1 1 2

α α α α α α⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= × + × + × + × + ×⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ × + × + ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r r
r r

r r r r
r r

t r r tr t r
u u u u u u u u u u

t r t r r rt r t r t
u u u u u u

 

olup y yüzeyi, ( ),α
r
r

F  paralel olmayan doğru kongrüansının bir fokal yüzeyi olduğundan  

1 2

, 0∂ ∂
× =

∂ ∂

r y yr
u u

 yazılabilir. Ayrıca 
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1 2 1 2 2 1 1 2 1 2

0

2

1 2 1 2 2 1 1 2

0 0 0

, , , ,

, , , ,

α α α α α

α

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
× = × + × + × + ×⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ × + × + × + ×
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

r r
r r r r r

14243

r r r r
r r r r r r r

14243 14243 14243

y y t r rr r r r t r
u u u u u u u u u u

t t e t e r rr r t r r t r r t r
u u u u u u u u

 

olduğundan 

2

1 2 1 2 1 2 1 2

, , , 0α α α α⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
× + × + × + × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r r r r
r r rr r r rr t r t r

u u u u u u u u
 

dır□ 

 

Tanım 4.6.2 Teorem 4.1 ve Teorem 4.6.1 den elde edilen ( ),α
r
r

F  nin değerler cümlesine, 

( ),α
r
r

F  nin (Genel) Fokal Yüzeyi denir (Izumiya 2003). 
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5. ÜÇLÜ ORTOGONAL DOĞRU SİSTEMİ 

 

Tanım 5.1 3E  de 2-parametreli doğruların ailesi 
3

( , )

1 2 ( , ) 1 2 1 2 1 2

:

( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )
α

α α

⎯⎯⎯→

⎯⎯→ = +

r

r

�
r

r

r

F Ux E

u u t F u u t u u t r u u
 

dönüşümü ile tanımlı ( , )eF α
r  doğru kongrüansı için 

i) 
1

( , )

1

α∂
=

∂

rr
u

F
F

u
, 

2

( , )

2

α∂
=

∂

rr
u

F
F

u
 ve ( , )α∂

=
∂

rr
t

F
F

t
 lineer bağımsız 

ii) 
1 2 2 3
, , , 0u u u t t uF F F F F F= = =  

oluyorsa ( , )α rrF  kongrüansı, iki regle yüzey ailesi ile bir yüzey ailesinden oluşan üçlü 

ortogonal sistem oluşturur ve bu sisteme üçlü ortogonal doğru sistem denir. 

Burada,  

1 1

2 2

2( , ) 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2( , ) 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2( , )

, 2 , ,

, 2 , ,

1

α

α

α

α α α α

α α α α

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = + ⇒ = + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = + ⇒ = + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂
= = ⇒ = =

∂

r

r

r

r r r r

r r r r

r r

r
u u

r
u u

r
t t

F r r r rF t F t q
u u u u u u u u u

F r r r rF t F t p
u u u u u u u u u

F
F r F r

t

 

olup ( , )α rrF  kongrüansında sırasıyla 1 2, veu u t  parametreleri sabit alınarak 

1 sabitu =  ise dayanak eğrisi 2( )uα  ve doğrulmanı 2( )rr u  olan regle yüzey ailesi  

1 2 ( , ) 1 2 2 2( , ) ( , , ) ( ) ( )α α= = +r
r

rF u t F u u t u t r u  

2 sabitu =  ise  dayanak eğrisi 1( )uα  ve doğrulmanı 1( )rr u  olan regle yüzey ailesi  

2 1 ( , ) 1 2 1 1( , ) ( , , ) ( ) ( )α α= = +r
r

rF u t F u u t u t r u  

sabitt =  ise 1 2( , )u uα  yüzeyine paralel yüzey ailesi  

3 1 2 ( , ) 1 2 1 2 1 2( , ) ( , , ) ( , ) ( , )α α= = +r
r

rF u u F u u t u u t r u u  

aileleri elde edilir. 
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Teorem 5.1 3R  de 2-parametreli doğruların ailesi 
3

( , )

1 2 1 2 1 2 1 2( , )

:

( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )
α

α α

⎯⎯⎯→

⎯⎯→ = +

r

r

� �
r

r

e

F Ux

u u t F u u t u u t r u u
 

dönüşümü ile tanımlı ( , )α rrF  doğru kongrüansı ile bir üçlü ortogonal doğru sitemi 

tanımlansın. ( , )α rrF  kongrüansında, sırasıyla, 1 2, veu u t  parametreleri sabit alınarak elde 

edilen iF  parametrik yüzeylerin birinci temel form katsayıları ve ikinci temel form 

katsayıları aşağıdaki gibidir 

 

Yüzey  E F G e f g 

( )1 2 ,F u t  
2

2 2
uF q=  0 1 1uqq

p
−  0 0 

( )2 1,F u t  
1

2 2
uF p=  0 1 2upp

q
−  0 0 

( )3 1 2,F u u  2p  0 2q  tpp−  0 tqq−  

 

İspat: 

1 2, veu u t  parametreleri sabit alarak elde edilen parametrik yüzeylerin, pozitif birim 

normal vektör alanları sırasıyla 1 2 3, ,N N N  olsun.  

i) 1 sabitu =  için elde edilen ( )1 2 ,F u t  regle yüzeyinin birinci ve ikinci temel formlarının 

katsayılarını hesaplayalım. 

( ) ( )

2
1 1

1 1 1 1
2 2

2 2

2 21 1 1 1 1 1
2 2

2 2 2

I. temel form ,

,

, 2 , ,

GE F

I ds F F

F F F Fdu dt du dt
u t u t

F F F F F Fdu du dt dt
u u u t t t

= = = ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂1424314243 14243

 

     ( ) ( )2 2
2 22E du Fdu dt G dt= + +                                                

ve  
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2 2 2

( , )

2

2 21 1

2 2

 üçlü ortogonal sistem
1 1

2

221 1

, ,

, , 0

, , 1

e

u u u

F

u t

t t t

F FE F F F q
u u

F FF F F
u t

F FG F F F e
t t

α

⎧ ∂ ∂
= = = =⎪ ∂ ∂⎪

⎪ ∂ ∂⎪ = = =⎨ ∂ ∂⎪
⎪ ∂ ∂⎪ = = = = =

∂ ∂⎪⎩

r

r

                              

olduğundan  

    
( ) ( )
( ) ( )

2 22
2 2

2 22
2

I. temel form 2I ds E du Fdu dt G dt

q du dt

= = = + +

= +
 

yazılabilir. Ayrıca, 

II. temel form=
( )

( )
( )

( )
2 2 2

2 21 1 1
1 2 1 2 12 2

22

, 2 , ,

fe g

F F FII N du N du dt N dt
u tu t

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂∂ ∂142431442443 14243

 

ve 

( )

{

1

2 2 2 2 2 2 1

1 1

2 1 2 2 1 2 1 2

2 1 2

12 2 1 2 1 2

2
1

1 12
2

1, , , ,

, , , 0 1 ,
, ,

u
u u u u u u u

u u

u u u u u u u u

u u u
uu u u u u u

p

FFe N F N F F F
F Fu

F F O F F F F
F F

FF F F F

∂
= = = =

∂

⎫= ⇒ + = ⎪=−⎬
⇒ = − ⎪⎭

 

             

2

2 2 2 2 1 2 2 2 1

12 2 1

2 2 1

2 2 1 1

2
2

1
2

1

1

, , ,

2 ,

2 , 2

,

u
u u u u u u u u u

uu u u

u u u

u u u u

F
F F F F F F F

u

q qqF F
u

p
qF F q
u

F F qq

⎫∂
⎪= ⇒ + =
⎪∂
⎪

∂ ⎪⇒ = ⎪ = −∂ ⎬
⎪∂ ⎪⇒ =

∂ ⎪
⎪

⇒ = ⎪⎭

 

 

                             1

2 3 2 3 2 3 1

1 1

2
1

1 1
2

1, , , , 0u
u u u u u u u

u u

FFf N F N F F F
u t F F
∂

= = = = =
∂ ∂
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( )

{

1

1

1 1

1 1 1

1

11 1

1 1

1

1

1

2
1

1 12

2

1, , , ,

, 0 , , 0 1 ,
, ,

, 1 , , 0

2 , 0
0

2 , 0

, 0

u
tt tt tt u

u u

t u tt u t u t

t u t
utt u t u t

p

t t t tu t t tu

t u t

t u t

t u t

FFg N F N F F F
F Ft

F F F F F F
F F

FF F F F

F F F F F F F

F F

F F

F F

∂
= = = =

∂

⎫= ⇒ + = ⎪=−⎬
⇒ = − ⎪⎭

⎫= = ⇒ + =
⎪
⎪⇒ = ⎪ =⎬

⇒ = ⎪
⎪

⇒ = ⎪⎭

 

olduğundan  

II. temel form= ( )1 2
2

uqq
II du

p
= −  

yazılabilir. 

 

ii) 2 sabitu =  için elde edilen ( )2 1,F u t  regle yüzeyinin birinci ve ikinci temel 

formlarının katsayılarını hesaplayalım. 

( ) ( )

2
2 2

2 2 2 2
1 1

1 1

2 22 2 2 2 2 2
1 1

1 1 1

I. temel form ,

,

, 2 , ,

GE F

I ds F F

F F F Fdu dt du dt
u t u t

F F F F F Fdu du dt dt
u u u t t t

= = = ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂1424314243 14243

 

      ( ) ( )2 2
1 12E du Fdu dt G dt= + +                                                

ve  

1 1 1

( , )

1

2 22 2

1 1

 üçlü ortogonal sistem
2 2

1

222 2

, ,

, , 0

, , 1

e

u u u

F

u t

t t t

F FE F F F p
u u

F FF F F
u t

F FG F F F e
t t

α

⎧ ∂ ∂
= = = =⎪ ∂ ∂⎪

⎪ ∂ ∂⎪ = = =⎨ ∂ ∂⎪
⎪ ∂ ∂⎪ = = = = =

∂ ∂⎪⎩

r

r
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olduğundan  

    
( ) ( )
( ) ( )

2 22
1 1

2 22
1

I. temel form 2I ds E du Fdu dt G dt

p du dt

= = = + +

= +
 

yazılabilir. Ayrıca, 

II. temel form=
( )

( )
( )

( )
2 2 2

2 22 2 2
2 1 2 1 22 2

11

, 2 , ,

fe g

F F FII N du N du dt N dt
u tu t

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂∂ ∂142431442443 14243

 

ve 

( )

{

2

1 1 1 1 1 1 2

2 2

1 2 1 1 2 1 2 1

1 2 1

21 1 2 1 2 1

2
2

2 22
1

1, , , ,

, 0 , , 0 1 ,
, ,

u
u u u u u u u

u u

u u u u u u u u

u u u
uu u u u u u

q

FFe N F N F F F
F Fu

F F F F F F
F F

FF F F F

∂
= = = =

∂

⎫= ⇒ + = ⎪=−⎬
⇒ = − ⎪⎭

 

                

1

1 1 1 1 2 1 1 1 2

21 1 2

1 1 2

1 1 2 2

2
2

2
2

2

2

, , ,

2 ,

2 , 2

,

u
u u u u u u u u u

uu u u

u u u

u u u u

F
F F F F F F F

u

p ppF F
u

q
pF F p
u

F F pp

⎫∂
⎪= ⇒ + =
⎪∂
⎪

∂ ⎪⇒ = ⎪ = −∂ ⎬
⎪∂ ⎪⇒ =

∂ ⎪
⎪

⇒ = ⎪⎭

 

 

                             2

1 1 1 2

2 2

2
2

1 2
1

1, , , , 0u
u t u t u t u

u u

FFf N F N F F F
u t F F
∂

= = = = =
∂ ∂

 

( )

{

2

2

2 2

2 2 2

2

22 2

2
2

2 22
1, , , ,

, 0 , , 0 1 ,
, ,

u
tt tt tt u

u u

t u tt u t u t

t u t
utt u t u t

q

FFg N F N F F F
F Ft

F F F F F F
F F

FF F F F

∂
= = = =

∂

⎫= ⇒ + = ⎪=−⎬
⇒ = − ⎪⎭
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2 2

2

2

2

2, 1 , , 0

2 , 0
0

2 , 0

, 0

t t t tu t t tu

t u t

t u t

t u t

F F F F F F F

F F
g

F F

F F

⎫= = ⇒ + =
⎪
⎪⇒ = ⎪⇒ =⎬

⇒ = ⎪
⎪

⇒ = ⎪⎭

 

olduğundan  

II. temel form= ( )2 2
1

upp
II du

q
= −  

yazılabilir. 

 

iii) sabitt =  için elde edilen ( )3 1 2,F u u  regle yüzeyinin birinci ve ikinci temel 

formlarının katsayılarını hesaplayalım. 

( ) ( )

2
3 3

3 3 3 3
1 2 1 2

1 2 1 2

2 23 3 3 3 3 3
1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

I. temel form ,

,

, 2 , ,

E F G

I ds F F

F F F Fdu du du du
u u u u

F F F F F Fdu du du du
u u u u u u

= = = ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
14243 14243 14243

 

    ( ) ( )2 2
1 1 2 22E du Fdu du G du= + +                                                

ve  

1 1 1

( , )

1 2

2 2 2

2 23 3

1 1

 üçlü ortogonal sistem
3 3

1 2

2 23 3

2 2

, ,

, , 0

, ,

e

u u u

F

u u

u u u

F FE F F F p
u u

F FF F F
u u

F FG F F F q
u u

α

⎧ ∂ ∂
= = = =⎪ ∂ ∂⎪

⎪ ∂ ∂⎪ = = =⎨ ∂ ∂⎪
⎪ ∂ ∂⎪ = = = =
⎪ ∂ ∂⎩

r

                              

olduğundan  

    
( ) ( )
( ) ( )

2 22
1 1 2 2

2 22 2
1 2

I. temel form 2I ds E du Fdu du G du

p du q du

= = = + +

= +
 

yazılabilir. Ayrıca, 



 135

II. temel form=
( )

( )
( )

( )
2 2 2

2 23 3 3
3 1 3 1 2 3 22 2

1 21 2

, 2 , ,

fe g

F F FII N du N du du N du
u uu u

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂∂ ∂14424431442443 1442443

 

ve 

( )

{

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

2
3

3 32
1

1

1, , , ,

, 0 , , 0 1 ,
, ,

t
u u u u u u t

t t

u t u u t u tu

u tu
tu u t u tu

F Fe N F N F F F
F Fu

F F F F F F
F F

FF F F F

∂
= = = =

∂

⎫= ⇒ + = ⎪=−⎬
⇒ = − ⎪⎭

 

                   

1

1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1

1 1

2
2

2

, , ,

2 ,

2 , 2

,

u
u u u u t u u u t

u u t
t

u u t

u u t t

F
F F F F F F F

t
pF F ppt

pF F p
t

F F pp

⎫∂
⎪= ⇒ + =
⎪∂
⎪∂ ⎪⇒ = = −⎬∂
⎪∂ ⎪⇒ =

∂ ⎪
⎪⇒ = ⎭

 

                    
1 2 1 2 1 2

2
3

3 3
1 2

1, , , , 0t
u u u u u u t

t t

F Ff N F N F F F
u u F F
∂

= = = = =
∂ ∂

 

    
( )

{

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2
3

3 32
2

1

1, , , ,

, 0 , , 0 1 ,
, ,

t
u u u u u u t

t t

u t u u t u tu

u tu
tu u t u tu

F Fg N F N F F F
F Fu

F F F F F F
F F

FF F F F

∂
= = = =

∂

⎫= ⇒ + = ⎪=−⎬
⇒ = − ⎪⎭

 

2

2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

2
2 2

2

, , ,

2 ,

2 , 2

,

u
u u u u t u u u t

u u t
t

u u t

u u t t

F
F F F q F F F F

t
qF F qqt

qF F q
t

F F qq

⎫∂
⎪= = ⇒ + =
⎪∂
⎪∂ ⎪⇒ = = −⎬∂
⎪∂ ⎪⇒ =

∂ ⎪
⎪⇒ = ⎭

 

olduğundan  
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II. temel form= ( ) ( )2 2
1 2t tII pp du qq du= − −  

yazılabilir□ 
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6. SONUÇ 

                                3
( , ) :α × ⎯⎯⎯→r �rF U E  

                                    1 2 ( , ) 1 2 1 2 1 2( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )α α⎯⎯→ = +r
r

ru u t F u u t u u t r u u                             

ile tanımlı genel doğru kongrüansında ( )α U  taban yüzeyinin birim normal vektörü 

1 2( , ) 0≠
r r
e u u  olmak üzere genel doğru kongrüansları için iki özel durumu inceledik. 

(i)   1 2( , )u u U∀ ∈  için 1 2 1 2( , ) ( , )=
r r
r u u e u u , ( )α∈

r
e T  ve ( )α U  yüzeyinin parametre 

eğrileri, eğrilik çizgileri olsun. O zaman 1 sabit=u  olduğunda, ( )α U  taban yüzeyi 

üzerinde elde edilen kapalı parametre eğrisi ( 2u  bu eğrinin yay parametresi olarak 

alınabilir)  

( )1 2 2( , )α α=u u u  

nin teğet vektörü  

( )2
2

2

α
=

d u
T

du
 ve 2 1=T  

ve 2 sabit=u  olduğunda, ( )α U  taban yüzeyi üzerinde elde edilen kapalı diğer 

parametre eğrisi ( 1u  bu eğrinin yay parametresi olarak alınabilir) 

( )1 2 1( , )α α=u u u  

nin teğet vektörü  

( )1
1

1

α
=

d u
T

du
 ve 1 1=T  

olmak üzere 1 2, 0T T =  olur. Dolayısıyla kongrüans üzerinde { }1 2, ,e T T
r

 ortonormal 

çatı alanı elde edilir. Burada 2 1T T e= ×
r

, 1 2T e T= ×
r

 ve 2 1e T T= ×
r

 dir. 
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Şekil 6.1 ( ),e
F

α
r  doğru kongrüansının { }1 2, ,e T T

r
 ortonormal çatı alanı 

Tanım 6.1 ( ),e
F

α
r  doğru kongrüansının ekseni 1 2( , )

r
e u u  yi dik olarak kesen eğriye ( ),e

F
α
r  

doğru kongrüansının ortogonal yörüngesi denir.  

1 2 1 2 1 2( , ) ( , , ) ( , ) ( , )α α= +r

r
eF u u t u u t e u u  

kongrüansının ( )α U  taban yüzeyi üzerindeki  1
teu c=  ve 2

teu c=  parametre eğrileri, 

birer kapalı eğri olması halinde bu eğriler üzerine kurulan regle yüzeylerde kapalı 

olurlar. Bu kapalı regle yüzeylerin açılım uzunlukları  1L  ve 2L  olsun. O zaman Tanım 

3.6 ya göre 

2

1 1

1 2 2( ) , ( )α
= =

′= =−∫ ∫
678 r

� �
te te

T

u c u c

L u e u du  

ve { }1 2, ,e T T
r

 ortonormal çatı alanı  olduğundan 2 , 0T e =
r  olup 1 0=L  dır. 

}1

2 2

2 1 1( ) , ( )α
= =

′= =−∫ ∫
r

� �
te te

T

u c u c

L u e u du

 

 

 

( )α U

2T

1T

re 2 sabit=u

1 sabit=u  

( )γ
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ve { }1 2, ,e T T
r

 ortonormal çatı alanı  olduğundan 1 , 0T e =
r  olup 2 0=L  dır.  

Taban yüzeyi üzerinde 1 2( , )α u u  noktasından geçen herhangi bir kapalı eğri 1 2( , )u uγ  

olmak üzere, γ  nın teğet vektörünün,  

1 1 2 2T Tγ λ λ∂ = +  

olduğunu biliyoruz. Bu eğri üzerinde kurulabilen bir kapalı regle yüzey vardır. Bu 

yüzeyin de açılım uzunluğuna L  dersek, 

1 2 1 2

1 1 1 2 2 2 1 2

1 1 1 1 2 2 2 2 1 2

0 0

( , ), ( , )

( ) ( ), ( , )

( ), ( , ) ( ), ( , )

0

γ

γ

γ

γ

λ λ

λ λ

= ∂

= +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∫

∫

∫

r

r

r r

1442443 1442443

�

�

�

L u u e u u

T u T u e u u

T u e u u T u e u u

 

dir. Açılım uzunluğu doğru kongrüansının bir integral invaryantıdır. Bu özelik doğru 

kongrüansındaki doğruların paralel olması için bir karakterizasyondur. Paralel doğru 

kongrüansın açılım uzunluğu sıfır ise ( )α U  taban yüzeyi üzerindeki  1
teu c=  ve 

2
teu c=  kapalı parametre eğrileri birer nokta olup doğru kongrüansı, koniler ailesidir. 

 

Tanım 6.2 3
( , ) :α × ⎯⎯→r �eF U E  

                           1 2 1 2 1 2 1 2( , )( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )
α

α⎯⎯→ = +r

r
eu u t F u u t u u t e u u  

doğru kongrüansının açılım uzunluğu diye, ( )α U  taban yüzeyi üzerindeki bir  

1 2( , )u uγ  kapalı eğrisiyle belirtilen kapalı regle yüzeyin açılım uzunluğuna denir ve  

1 2 1 2( , ), ( , )
γ

γ= ∂∫
r

�L u u e u u  
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dir. Burada 1 2( , )
r
e u u , ( )α U  taban yüzeyinin birim normal vektörüdür. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 6.2 Kongrüansın açılım uzunluğu 

Tanım 3.7 e göre 

1 sabit=u  olduğunda elde edilen kapalı regle yüzeyin açılım açısı 
2

1 1 2
( )

,
u

T T
α

ρ ′=− ∫�  

2 sabit=u  olduğunda elde edilen kapalı regle yüzeyin açılım açısı 
1

2 2 1
( )

,
u

T T
α

ρ ′=− ∫�  

yazılabilir. Öyleyse, ( )α U  taban yüzeyi üzerinde herhangi bir eğri γ  olmak üzere, 

teğet vektörü,  

1 1 2 2T Tγ λ λ∂ = + ,  1 2,λ λ ∈�  

 

1 =
teu c  

2 =
teu c  

re

γ

1L

2L
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olup 2 1T T e= ×
r

, 1 2T e T= ×
r

 ve 2 1e T T= ×
r

 olduğundan 

( )1 1 2 2 1 2 2 1e T T e T Tγ λ λ λ λ∂ × = + × = −
r r

 

olur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 6.3 Kongrüansın açılım açısı 

O halde, Tanım 3.7 den γ  eğrisinin açılım açısı  

( )1 2 2 1

1 2 1 2 2 1 2 1

1 2 1 2 2 1 2 1 1 1 2 2

,

,

,

N T T

T T T T

T T T T T T

γ

γ

γ

λ λ γ

λ λ λ λ γ

λ λ λ λ λ λ

=− ∂ − ∂

′ ′ ′ ′=− + − − ∂

′ ′ ′ ′=− + − − +

∫

∫

∫

�

�

�

 

2T
γ∂

1T

1 =
teu c  

2 =
teu c  

re

γ
( )rn t

( 2 )π+
rn t
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1 2 1 1 1 2 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1

1 2 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2

, , , ,
, , , ,

T T T T T T T T
N

T T T T T T T Tγ

λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ

′ ′ ′ ′⎛ ⎞+ − −
=− ⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′ ′ ′+ + − −⎝ ⎠
∫�  

olup 1 1=T  ve 2 1=T  olduğundan 

( )

2
1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 1 2 1 1 1

0 1 0
2

1 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 2 1 2

1 0 0

2 2
1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

2
1 2 1 2 1

, , , ,

, , , ,

, ,

,

T T T T T T T T

N
T T T T T T T T

T T T T

T T

γ

γ

γ

λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ

′ ′ ′ ′⎛ ⎞+ − −
⎜ ⎟
⎜ ⎟=−

′ ′ ′ ′+ + − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

′ ′ ′ ′=− − + −

⎛ ⎞
′ ′= − − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫

∫

∫

14243 123 123

14243 14243 14243
�

�

�
2

1 2 2 1 2,T T
γ

λ λ λ
⎛ ⎞

′ ′− −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫�

 

olur ve burada 1 2,λ λ ∈�  olduğunda 

2 2
1 2 1 2 1 2, ,N T T T T

γ γ

λ λ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

′ ′= − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫� �  

yazılabilir. Burada 2 1,T T
γ

′∫�  integralinde integrant 2u  ye ve 1 2,T T
γ

′∫�  integralinde de 

integrant 1u  e bağlı olduğundan 

1 2

1 2

2 2
1 2 1 2 1 2

( ) ( )

2 2
1 1 2 2

, ,
u u

N T T T T
α α

ρ ρ

λ λ

λ ρ λ ρ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′= − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= −

∫ ∫
1442443 1442443
� �  

olarak elde edilir ve 1
1
a

λ =  ile 2
1
b

λ =  olarak alırsak 

1 2
2 2N
a b
ρ ρ

= −
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yazılabilir. Ayrıca 1λ  ile 2λ , γ  eğrisinin teğet vektörünün, sırasıyla, ( )1 2 2( , )α α=u u u  

ve ( )1 2 1( , )α α=u u u  parametre eğrilerinin teğet vektörleri üzerindeki dik izdüşüm 

uzunluklarıdır.
 

 

Tanım 6.3     3
( , ) :α × ⎯⎯→r �eF U E  

                           1 2 1 2 1 2 1 2( , )( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )α α⎯⎯→ = +r

r
eu u t F u u t u u t r u u  

ile tanımlı doğru kongrüansında ( )α U  taban yüzeyinin birim normal vektörü 1 2( , )
r
e u u  

olmak üzere 1 2( , )u u U∀ ∈  için 1 2 1 2( , ) ( , )=
r r
r u u e u u  ve ( )α U  yüzeyinin parametre 

eğrileri eğrilik çizgileri olsun. O zaman doğru kongrüansının açılım açısı diye, ( )α U  

taban yüzeyi üzerindeki bir 1 2( , )u uγ  kapalı eğrisiyle belirtilen kapalı regle yüzeyin 

açılım açısına denir ve  

( )1 2 2 1 ,N T T
γ

λ λ γ=− ∂ − ∂∫�  

veya 
2det , ,N eα α⎡ ⎤= − ∂ ∂⎣ ⎦∫

r
�  

olarak tanımlanır. Burada, 1 2( , )α α= u u  kongrüansın taban yüzeyinin yer vektörüdür. 

 

 (ii)   1 2( , )u u U∀ ∈  ve λ∈�  için 1 2 1 2( , ) ( , )λ≠
r r
r u u e u u , ( )α∈

r
e T   ve ( )α U  yüzeyinin 

parametre eğrileri eğrilik çizgileri olsun. O zaman 1 sabit=u  olduğunda, ( )α U  taban 

yüzeyi üzerinde elde edilen kapalı parametre eğrisi ( 2u  bu eğrinin yay parametresi 

olarak alınabilir)  

( )1 2 2( , )α α=u u u  

nin teğet vektörü  
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( )2
2

2

α
=

d u
T

du
 ve 2 1=T  

ve 2 sabit=u  olduğunda, ( )α U  taban yüzeyi üzerinde elde edilen kapalı diğer 

parametre eğrisi ( 1u  bu eğrinin yay parametresi olarak alınabilir) ( )1 2 1( , )α α=u u u  nin 

teğet vektörü  

( )1
1

1

α
=

d u
T

du
 ve 1 1=T  

olmak üzere 1 2, 0T T =  olur. Dolayısıyla kongrüans üzerinde { }1 2, ,e T T
r

 ortonormal 

çatı alanı elde edilir. Burada 2 1T T e= ×
r

, 1 2T e T= ×
r

 ve 2 1e T T= ×
r

 dir. 

Ayrıca, 1 2( , )u u U∀ ∈  için 1 2 1 2( , ) ( , )≠
r r
r u u e u u  ve { }1 2, ,e T T

r
 ortonormal çatı alanında bir 

vektör olduğundan 1 2 3, ,h h h ∈�  için  

         1 1 2 2 3= + +
r r
r hT h T h e                    (6.1) 

şeklinde yazılabilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 6.4 ( ),α
r
r

F  her hangi doğru kongrüansı 

( )α U

2T

1T
1T re

1 sabit=u  

( )γ

rr
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Tanım 6.4 ( ),α
r
r

F  doğru kongrüansının ekseni 1 2( , )
r
r u u  yi dik olarak kesen eğriye ( ),α

r
r

F  

doğru kongrüansının ortogonal yörüngesi denir.  

1 2 1 2 1 2( , ) ( , , ) ( , ) ( , )α α= +r

r
rF u u t u u t r u u  

kongrüansının ( )α U  taban yüzeyi üzerindeki  1
teu c=  ve 2

teu c=  parametre eğrileri, 

birer kapalı eğri olması halinde bu eğriler üzerine kurulan regle yüzeylerde kapalı 

olurlar. Bu kapalı regle yüzeylerin açılım uzunlukları  1L  ve 2L  olsun. O zaman Tanım 

3.6 ya göre 

2

1 1

1 2 2( ) , ( )α
= =

′= =−∫ ∫
678 r

� �
te te

T

u c u c

L u r u du  

olup (6.1) den 

}

1

1

1

1

1 2

2 1 1 2 2 3

00 1

1 2 1 2 2 2 3 2

2

,

,

, , ,

=

=

=

=

=

= + +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∫

∫

∫

∫

r

r

678 678 r

�

�

�

�

te

te

te

te

u c

u c

u c

u c

L T r

T hT h T h e

h T T h T T h T e

h

 

ve 

}1

2 2

2 1 1( ) , ( )α
= =

′= =−∫ ∫
r

� �
te te

T

u c u c

L u r u du  

olup (6.1) den  
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}

2

2

2

2

2 1

1 1 1 2 2 3

001

1 1 1 2 1 2 3 1

1

,

,

, , ,

=

=

=

=

=

= + +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∫

∫

∫

∫

r

r

678 678 r

�

�

�

�

te

te

te

te

u c

u c

u c

u c

L T r

T hT h T h e

h T T h T T h T e

h

 

dir. Taban yüzeyi üzerinde 1 2( , )α u u  noktasından geçen herhangi bir kapalı eğri 

1 2( , )u uγ  olmak üzere, γ  nın teğet vektörünün,  

1 1 2 2T Tγ λ λ∂ = +  

olduğunu biliyoruz. Bu eğri üzerinde kurulabilen bir kapalı regle yüzey vardır. Bu 

yüzeyin de açılım uzunluğuna L  dersek, 

( )
1 2

1 2 1 2

1 1 1 2 2 2 1 2

1 1 1 1 2 2 2 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

( , ), ( , )

( ) ( ), ( , )

( ), ( , ) ( ), ( , )

γ

γ

γ

γ

γ γ

γ

λ λ

λ λ

λ λ

λ λ

= ∂

= +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= +

= +

∫

∫

∫

∫

∫ ∫

r

r

r r

1442443 1442443

�

�

�

�

� �

h h

L u u r u u

T u T u r u u

T u r u u T u r u u

h h

h h

 

olup 1 2,λ λ ∈�  olduğunda 

1 1 2 2

1 1 2 2

1 2 2 1

γ γ

γ γ

λ λ

λ λ

λ λ

= +

= +

= +

∫ ∫

∫ ∫

� �

� �

L h h

h h

L L  
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olarak elde edilir ve 1
1
a

λ =  ile 2
1
b

λ =  olarak alırsak 

1 2L LL
a b

= −  

yazılabilir. Ayrıca 1λ  ile 2λ , γ  eğrisinin teğet vektörünün, sırasıyla, ( )1 2 2( , )α α=u u u  

ve ( )1 2 1( , )α α=u u u  parametre eğrilerinin teğet vektörleri üzerindeki dik izdüşüm 

uzunluklarıdır. Açılım uzunluğu doğru kongrüansının bir integral invaryantıdır. Bu 

özelik doğru kongrüansındaki doğruların paralel olması için bir karakterizasyondur. 

Paralel doğru kongrüansın açılım uzunluğu sıfır ise ( )α U  taban yüzeyi üzerindeki  

1
teu c=  ve 2

teu c=  kapalı parametre eğrileri birer nokta olup doğru kongrüansı, koniler 

ailesidir. 

 

Tanım 6.5 3
( , ) :α × ⎯⎯→r �rF U E  

                           1 2 1 2 1 2 1 2( , )( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )α α⎯⎯→ = +r

r
ru u t F u u t u u t r u u  

doğru kongrüansının açılım uzunluğu diye, ( )α U  taban yüzeyi üzerindeki bir 1 2( , )u uγ  

kapalı eğrisiyle belirtilen kapalı regle yüzeyin açılım uzunluğuna denir ve  

1 2 1 2( , ), ( , )
γ

γ= ∂∫
r

�L u u r u u  

dir. 
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Şekil 6.5 Kongrüansın açılım uzunluğu 

 

Ana doğrusunun birim doğrultman vektörü 
r
r  olan ( ),α

r
r

F  regle yüzeyinin ana 

doğrularına dik bir doğrultu vektörü 1n
uur

 olmak üzere 2 1n r n= ×
uur r uur

 olsun. O halde,  

     Açılım açısı = 1 2 2 1, ,N n n n n
α α

=− ∂ =− ∂∫ ∫
uur uur uur uur

� �  

ve 1n α= ∂
uur

 olarak alınırsa 

     Açılım açısı = 2det , ,N r
α

α α⎡ ⎤=− ∂ ∂⎣ ⎦∫
r

�  

dır. 

 

1 =
teu c  

2 =
teu c  

r
r

γ

1L

2L
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Şekil 6.6 Kongrüansın açılım açısı 

 

Tanım 6.6 Ana doğruların birim doğrultman vektörü 
r
r  olan ( ),α

r
r

F  doğru kongrüansın 

ana doğrularına dik bir doğrultunun bir periyot sonra ilk konumu ile yaptığı açıya doğru 

kongrüansının açılım açısı denir. 

 

Ayrıca doğru kongrüansının dağılma (distribüsyon) parametresi 1 2( , )u u U∀ ∈  ve λ∈�  

için  

1 2 1 2( , ) ( , )λ≠
r r
r u u e u u   ve α∈

r
e T  

veya 

1 2 1 2( , ) ( , )=
r r
r u u e u u   ve α∈

r
e T  

olması halinde dağılma (distribüsyon) parametresinin aynı kaldığı görüldü ve  

 

 

O

1 2( , )u uαr

1 2( , )r u u
r

1 2( , )u uα

1

ur
n

( 2 )π+
rn t

1( 2 )π+
ur
n t ρ
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          3
( , ) :α × ⎯⎯→r �rF U E  

                           1 2 1 2 1 2 1 2( , )( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )α α⎯⎯→ = +r

r
ru u t F u u t u u t r u u  

paralel olmayan bir doğru kongrüansında 

1 2 1 2( , ), ( , ) 0u u r u uσ∂ ∂ =
r

 

olacak şekilde öyle bir 1 2( , )u uσ σ=  yüzeyi bulunabilir ki  

1 2 1 2
1 2 1 2 1 22

1 2

( , ), ( , )
( , ) ( , ) ( , )

( , )

α
σ α

∂ ∂
= −

∂

r
r

r
u u r u u

u u u u r u u
r u u

 

ile tanımlı olup 1 2( , )u uσ σ=  yüzeyine, ( ),α
r
r

F  kongrüansının striksiyon (boğaz) yüzeyi 

veya merkez yüzeyi denir. 

( ),α
r
r

F  taban yüzeyi striksiyon yüzeyi olan paralel olmayan bir doğru kongrüansı olsun. 

O halde ( ),α
r
r

F  doğru kongrüansının distribüsyon parametresi 

 
( )

1 2 1 2 1 2
1 2 2

1 2

1 2 1 2 1 2

2

1 2

( , ) ( , ), ( , )
( , )

( , )

det ( , ), ( , ), ( , )

( , )

σ
ρ

σ

∂ ∧ ∂
=

∂

∂ ∂
=

∂

r r

r

r r

r

u u r u u r u u
u u

r u u

u u r u u r u u

r u u

    

ile tanımlı fonksiyondur.  
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