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Bu doktora tezi alt1 boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim, giris kismina ayrilmstir.
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Doérdiincii boliimde, dogru kongriiansi, Hamilton formiilii ve Fokal yiizey tanimlari
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kongriiansinin dogrular: ile taban yiizeyindeki egrilerle elde edilen regle yiizeylerin
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dogru kongriiansin1 kullanarak iiclii ortogonal sistemi tanimlandi ve F(aF dogru
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1. GIRIS

Uzayda 2-parametreli dogrularin ailesi, dogrusal kongriians veya dogru kongriiansi

olarak adlandirilir.

[1° de dogru konriianslar1, dogru geometrisinin klasik bir alamdir. Bununla birlikte son
zamanlarda projektif diferensiyel geometri, hesaplama ve goriintiileme teknikleri,... gibi
farkli alanlarda da kullanildig1 goriilmektedir (Garcia ve Sotomoyar 2000). Ayrica
giiniimiizde dogrularin diferensiyel geometrisi genis olarak {iriinlerin dizayni, imalati,
hareket analizlerinde, kat1 cisim simiilasyonlarinda ve objelerin modellenmesinde

kullanilmaktadir (Gray 2006)

Dogru kongriiansindaki tiim dogrular1 kesen ylizeye taban yiizey yada referans yiizey
denir. Yiizey {lizerinde alinan bir egri boyunca devam eden dogru kongriiansinin

dogrular1 uzayin ya da elde edilen regle yiizeyin dogrularinin 1-parametreli ailesidir.

Taban ylizeyinin normallerini, dogru kongriiansindaki dogrularin dogrultmanlar: yerine
alirsak elde edilen dogru kongriiansina, normaller Kkongriiansi denir. Bundan dolay1
normaller kongriiansi, dogru kongriianslarinin 6zel bir sinifin1 olusturur. Ayrica
normaller kongriianslar1 yiizeylerin klasik diferensiyel geometrisinde 6nemli rol

oynarlar.

Dogru kongriianslar1 iizerine ilk calisma Kummer in “Allgemeine Theorie der
Grandlinigen Strahen System” isimli kitabinda verilmistir. Diger yandan dogrularla
bir ylizeyi diger bir yiizeye doniistiirmek i¢in kullanilan klasik metodlarda dogru
kongriians1 kullanilmaktadir (Blaschke 1945). 1875 yillarinda Backlund and Bianchi
boyle bir doniigiimii dogru kongriianslari ile vermistir ve buna Backlund Doniisiimii

denilmistir (Blaschke 1945).



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde, ilerleyen boliimlerde sik¢a kullanacagimiz bazi temel tanim ve sembolleri

tanitacagiz.

2.1 Dual Oklid Uzay1

Tanmm 2.1.1 Her a,a €[] igin Z:(a,a*) ikilisine bir siral reel sayr ikilisi adi
verilir. Buradan sirali reel sayi ikililerinin climlesi
ID=01 x[] ={(a,a*):a,a* el }

ile taniml1 olup ID cilimlesi iizerinde iki i¢ islem (toplama ve carpma) ve esitlik

asagidaki sekilde tanimlanir.

@:IDxID——>ID
i¢ islemi A= (a, a*) eID ve B= (b, b*) € ID olmak iizere
A®B :(a,a*)@a(b,b*) :(a+b,a* +b*)
seklinde tanimlanir ve ID deki toplama olarak isimlendirilir.
0 :IDxID——>ID
i¢ islemi A= (a, a*) eID ve B= (b, b*) € ID olmak iizere
All B= (a,a*)D (b,b*) = (ab,ab* + a*b)
seklinde tanimlanir ve ID deki ¢carpma olarak isimlendirilir.
A=(a,a’)eID ve B=(b,b")eID igin
a=bvea =b

ise A ve B esittir denir ve A=B seklinde gosterilir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.1.2 [J reel sayilar ciimlesi olmak iizere,

ID=0 x[J

climlesi iizerinde toplama, ¢carpma ve esitlik islemleri yukaridaki gibi tanimlanmais ise



ID cilimlesine dual sayilar sistemi ve her (a, a*) € ID elemanina da bir dual say1 denir

(Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.1.1 (ID, ®,[] ) ticliisti birimli ve degisimli bir halkadir (Hacisalihoglu 1983).
Teorem 2.1.2 (ID,®,[] ) iigliisii bir cisim degildir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.1.3 A®X = A denkleminin ¢Oziimii olarak tanimlanan X dual sayisina 1D

nin stfirt denir ve 0=(0,0) ile gosterilir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.1.3 ID dual sayilar halkasi, [J reel sayilar climlesine izomorf bir alt climleyi

alt cisim olarak kapsar (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.1.4 Her A= (a, a*) € ID dual sayisinda “a” reel sayisina A nin reel kismu,

(13

a’ ” reel sayisina da A nin dual kismu denir ve sirastyla ReA=a, DuA=da seklinde

yazilir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.1.5 (1,0) =1 dual sayisina ID deki ¢carpma isleminin birim eleman1 veya ID

deki reel birim ve (0,1)=¢ dual sayis1 da ID deki dual birim olarak adlandirilir

(Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.1.6 Birimi 1 olan degigmeli bir halka H ve S de bir abel grup olmak iizere

HxS——>S

(a,0)—aa
dis islemi, her a,be H ve her o, f €S igin
i) a(a+p)=aa+af,
ii) (a+b)a =ac+ba,

iii) (ab)a =a(ba),



iv) la=«,

ozeliklerini sagliyor ise S ye H iizerinde bir modiil ad:1 verilir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.1.7 ID dual sayilar halkas1 olmak iizere,
IDxIDxID =D’ = {4 =(A,, A, A,):A,, A,, A, € ID}

climlesi iizerindeki, sirasiyla, toplama, skalarla carpma ve esitlik asagidaki sekilde

tanimlanir.

1<i<3 i¢in A=(A,),B=(B,)eID’ ve 1 €ID olmak iizere,
Toplama: +:ID°xID’> ——1D®
(Q,E)—>@+E=(Ai +B,)
Carpma: 0 :IDxID’——ID?
(LA) —> a0 4=(24))
Esitlik : A=B< A =B,
(Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.1.4 (ID3,+) bir abel grubudur (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.1.5 (ID3,+,ID,®,D,D) sistemi ID dual sayilar halkasi {izerinde bir

modiildiir (Hacisalihoglu 1983).

Tamim 2.1.8 Dual sayilar halkasi iizerinde modiil olan ID’ =IDxIDxID ciimlesi ID -
Modiil olarak isimlendirilir ve ID -Modiil’iin elemanlar1 olan sirali dual say1 iicliilerine,

dual vektorler adi verilir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.1.6 ﬁ,? e[ olmak iizere ID -Modiil’de her bir @ dual vektori
A=a+ed, (£=(0,1)eID)

biciminde yazilir (Hacisalihoglu 1983).



Teorem 2.1.6 E —a+eq = (a,?) dual vektoriiniin A € ID skalar ile ¢arpimi
2A =(2a,2d")

dir (Hacisalihoglu 1983).
Teorem 2.1.7 A = (Zl,;) , B= B,;) eID’ icin

dir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.1.8 [1° vektor uzay1, ID-Modiil’ iin elemanlar1 (Et,ﬁ) seklinde olan bir alt

climlesine izomorftur (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.1.9 g —d+ed , E —b+eb eID? dual vektérlerinin i¢c carpim
f:ID°xID> —— 1D
seklinde bir doniisiimdiir ve

f(4,B)=(4B)

Il
—
Pl
S
~
_+_
)
/\
Q)
~
=l
*
~—
+
/\
=
~
S
-~
|

olarak tanimlanir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.1.10 Bir A = 7+ £4 e ID? dual vektériiniin normu, 4 # 0 olmak iizere

(=)
7 =
ol

-7

olarak tanimlanan bir dual sayidir, burada

olmak tizere,



HQH =a+ea

olarak yazilabilir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.1.11 Normu (1,0) reel birimine karsilik gelen dual vektdre birim dual vektor

denir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.1.9 A=i+¢ca = (Zl,;) e ID’ dual vektorii, birim dual vektor ise,

la]=1 ve <Zz,?> 0

dir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.1.10 A = (ﬁ,;) e ID? olmak iizere

g_A

A

bir birim dual vektordiir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.1.12 {&:ha?:&,ﬁem 3

@H:(Lo)} ciimlesine D -Modill’ de birim

dual kiire ad1 verilir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.1.11 E # (6,21) € ID -Modiil olmak tizere, ID -Modiil’ de denklemi
-0

olan birim dual kiirenin dual noktalari, [1° deki yonlii dogrulara birebir karsihik gelir

(Study 1903)

Tanim 2.1.13 E =a+ g; e ID? olmak iizere,



u+eu

birim dual vektoriine A vektoriiniin ekseni denir (Hacisalihoglu 1983).

q

Tanmm 2.1.14 E —a+ g; e ID? olmak iizere,

(i)

a
k=-—
o

reel sayisina, A=4a+ea dual vektoriinin adimi veya yiikselisi denir (Hacisalihoglu

1983).

Teorem 2.1.10° den U= HEHE seklinde yazilabilir. Bu ifadenin,

A=(aved)(irer)
:aﬁ+8(ﬁ7+aia
veya
7" =k|a| = ke

oldugundan

U=a1+ehld

yazilabilir. Buradan U-= a(l+ gk)g dual vektoriinde

i) k=sonlu bir say1 ise a#0 ve a #0 dir ve A dual vektoriine has dual vektér veya

vida denir.

ii) k=0= A- a@ dir. Bu halde A dual vektorii g ekseni ile ¢akisik bir dogru
gosterir.

iii) k=0 = a=0 dir. Bu durumda

()l

-2 -2 -
e :

‘cos 6 Ha* H cos®



—_

olup A dual vektdrii bir sirf dual vektordiir. Yani,
A=(0,d)

seklindedir. Bu tip vektorlere ¢ift (double) denir. Cift dual vektorler igin a baslangic
noktasinin se¢ilisine bagli degildir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.1.15 g ve E iki birim dual vektdr ve bu dual vektorlere [1° de karsilik gelen

yonlii dogrular, sirastyla, d, ve d, olsunlar. d, dogrusunun yénii a, yeri A ve d,
dogrusunun yonii b, yeri de b ile belirlidir. a ve b arasindaki ac1 @ olmak lizere

<E,§> =cos® = cos((o+5¢*)

=cosp—cp sing , 0<p<rz,pel

el

dir.

T~
»

0
Sekil 2.1 Dual ag1

Burada ® =@ +e&¢p dual sayisina A ve B birim dual vektérleri arasindaki dual ac1

denir (Hacisalihoglu 1983).

cos® formiiliinden yararlanarak [1° deki yonlii dogrularin birbirine

(25)-[A]F

gore durumlari incelenebilir.

i) <§,§>=51rfdual < cosp=0= q)=% ve ¢ #0 ise A ve B birim dual

vektorlerinin belirttikleri yonlii dogrular dik durumlu fakat aykiridirlar.



ii) <g,§> =sirfreel = ¢ =0 olsun. Bu durumda yénlii iki dogru kesisir ve
(1,5 +(.5) =0

ifadesi bu iki dogrunun kesisme kosuludur.

iii) <g,§> =0=cosp=0= ¢ :% ve @ =0 ise yonlii dogrular birbirini dik olarak
keser.

iv) <Q,§> =(1,0) = ¢ =0 ise yonlii dogrular paralel ve ayni yonliidiirler. Eger ¢ =0
ise bu iki dogru ayn1 zamanda c¢akigiktir.

V) <§,§> = —(1,0) = ¢ =7 ise yonlii dogrular paralel ve zit yonliidiirler. Eger ¢ =0

ise dogrular ¢akisiktir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.1.16 g , E eID’ dual vektorlerinin dis carpim
@/\E:ﬁ/\lg+g(5/\l?+;/\5)
olarak tanimlanan
A:ID’ xID° —— ID?
seklinde bir islemdir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.1.12 g, BelID® dual vektorleri icin

B [A[sinoR

dir. Burada, E;, hem g ve hem de E ye dik bir birim dual vektordiir. Ayrica,

@:H@HE ve §=H§H§ olmak tizere, @ = _1(1)@/\@ dir, burada ® dual agisi, A ile
sin

E arasindaki agidir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.1.17 A, B, €<ID® has dual vektorler ve 1<i<3 icin A =4 +&4 eID

olmak iizere,

E@+A2



esitligi her 7\7 =0, 1<7<3 icin saglaniyorsa A, B ve € has dual vektorleri lineer

bagimsizdir denir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.1.18 @, E, EGID3 has dual vektorler, 1<i<3 icin Xi;éO ve
7\—; = +&4, €ID olmak iizere,
AA+A,B+A,€=0

esitligi en az bir K.;tO icin saglaniyorsa A, B ve € has dual vektorleri lineer

bagimhdir denir (Hacisalihoglu 1983).

2.2 Lineer Isin Kompleksi

Tanim 2.2.1 ID- Modiil’ de birim dual @ —X+é&x vektorine 7 de karsilik gelen

yonlii dogrunun yoniinii x = {xl,xz,x3} birim reel vektérii ve O noktasina gore, x in

vektorel momenti x = {x 17X 5,X 3} vektorii olsun. Bu durumda,

X =x+ex =(x1,x2,x3;x*1,x*2,x*3)
birim dual vektdriiniin (xl,xz,x3 P ,x*2,x*3) normlanmis homojen olmayan alti
Pliicker dogru koordinatlar1 arasinda
<;c,;c> =x;+x5+x; =1

i)y,
<x,x >=x1x1+x2x2+x3x3=0
ii) P(xl,xz,x?,;x 17X 5, X 3)=O

bagntilar1 varsa X birim dual vektdrii

X =X(u,v,w) = x(u,v,w) +ex (u,v,w)

seklinde olup X dogrusunun bagimsiz reel parametre sayis1 u#,v ve w olmak iizere li¢

olur. Béylece [1° de ii¢ bagimsiz reel parametreye baglh (003) sayida @ dogrularinin

climlesine 151n kompleksi ad1 verilir (Hacisalihoglu 1983).
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Tamm 2.2.2 E e ID? bir has dual vektor olmak iizere,
(4,27 )+ (", 3) =0
denklemini saglayan Q s dogrularin climlesine bir lineer 151n kompleksi denir

(Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.2.3 @ =a+ 5; e ID? bir has dual vektor olmak iizere,
a —ka

ile tanimli A vektoriiniin eksenine, lineer 151n kompleksinin ekseni denir

(Hacisalihoglu 1983).

|Ql

GoA ivor

=u+eu = +&

a

SR

Tamm 2.2.4 E =a+ g? e ID? bir has dual vektor olmak iizere,

i)

a
-2
Jo

ile tammli A  vektdriiniin adimina (yiikselisine), lineer 151n kompleksinin adimi

(yiikseklisi veya parametresi) denir (Hacisalihoglu 1983).

—

u

Sekil 2.2 Lineer 151n kompleksinin ekseni

11



Simdi U ekseni iizerinde bir nokta M ve U ekseni etrafinda helisel hareket yapan her

hangi bir noktas1 P olsun.

MP =0P-0OM
oldugundan dénme hiz vektorii

B0 =i A (p—1)

ve kayma hiz vektorii

vk =ka
dir. Ayrica
—~ — - — a
U =mAnAnu=m=mnN\qg=
el
ve
— a —ka
U =—=
o
oldugundan

a—ka=mara=a =ka—arm
dir. Bu durumda P noktasinda v hiz vektori, U ekseni etrafinda sirf dénmenin 04 hiz

—_—

vektorii ile U boyunca meydana gelen sirf kaymanin x hiz vektdriiniin birlesiminden
olusur. O halde,
v = va + v
—an(p-m)+ka
—anp—anm+ka

a

=anp+a

dir. X =x+ex’ dogrusu P noktasinin helisel yoriingesinin bir normali olarak alinirsa

X =pAX
ve

<5,5c>=0

oldugundan

12



bulunur. Buradan su teoremi verebiliriz.

Teorem 2.2.1 A € ID° bir has dual vektor olmak fizere,
(5,7} +(7.7) =0
denklemini saglayan §=§+5F dogrularin ciimlesi, lineer bir 1s1n kompleksi ayni

zamanda bir helis hareketidir (Hacisalihoglu 1983).

Sonu¢ 2.2.1 Lineer bir 1sin kompleksinin ekseni, helisin ekseni ile cakigir

(Hacisalihoglu 1983).

Sonu¢ 2.2.2 Lineer bir 151n kompleksinin adimi ile helis hareketinin adimi esittir

(Hacisalihoglu 1983).

Sonug¢ 2.2.3 Lineer bir 151n kompleksinin (003) sayidaki 1sinlari, helis hareketindeki

noktalarin yoriinge normallerine karsilik gelirler (Hacisalihoglu 1983).

Tanmm 2.2.5 @ —a+ g; e ID? bir has dual vektor ve k=0 olmak iizere,
(a,7)+(77)=0

deklemini saglayan N=x+ex dogrularin ciimlesine bir dejenere (veya singiiler)

lineer 151n kompleksi veya @ ekseninin 151n demeti denir (Hacisalihoglu 1983).

13



Burada k=0 olmasi lineer 151n kompleksinin
(1,5} 47 ) =0
denklemi, yonlii iki dogrunun kesisme kosulu olan
(2,547 8) =0

ifadesine karsilik gelir. Bu nedenle dejenere veya singiiler lineer bir 151n kompleksi 7\

eksenini kesen biitiin dogrulardan olusur.

2.3 Lineer Isin Kongriiansi

Tamm 23.1 ID- Modil’ de X=x+ex =(x,x,,x;x",x,,x;) birim dual
vektdriiniin (xl,x2,x3;x*l,x*2,x*3) normlanmis homojen olmayan alti Pliicker dogru
koordinatlar1 arasinda
<x,x>=xf +x0+xr =1

e,

<x,x >:x1x L FXX ,+xx =0
ii) P(xl,xz,x3;x 17X 5, X 3):0
iii) Gb(xl,x2,x3;x 17X 5, X 3):0

bagintilar1 varsa X birim dual vektdrii

—_—

N = @(u, ) = x(u,v)+£x (1, 0)
seklinde olup % dogrusunun bagimsiz reel parametre sayis1 u ve v olmak iizere iki

olur. Boylece [1° de iki bagimsiz reel parametreye bagh (002) sayida @ dogrularinin

climlesine 151n kongriiansi adi1 verilir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.3.2 E,E:% eID? has dual vektorler olmak iizere,

p...<a,?>+<;,;c>=o

Ve

14



o...(5,7)+{F 7)o

denklemlerini saglayan X=x+ex dogrularinin ciimlesine bir lineer 151n kongriiansi

denir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.3.3 F=0 ve ® =0 iki lineer 151n kompleksi olmak tizere
F+v®d =0

ifadesine lineer 151n kompleks demeti denir (Hacisalihoglu 1983).

Burada v = % olarak alinirsa lineer 151n kompleks demetini

<i§z+ yE,?> + <i? + ul?,;c> =0
olarak da yazilabilir.

—

Tamm 2.3.4 @,EEID”% has dual vektorlerinin, sirasiyla, adimlar1 k; ve k, olmak
lizere,

k,=0 ve k,=0
oldugunda dejenere (veya singiiler) iki lineer bir 151n kompleksinin eksenlerine 1s1n

kongriiansinin kilavuz hatlar1 denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.3.5 E,EEID3 has dual vektorlerinin, sirasiyla, adimlar1 k, =0 ve k, =0

olsun. O halde lineer 151mm kongriiansi, iki kilavuz hattim1 kesen dogrulardan

olusacagindan kongiiransa 1s1n ag1 denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.3.6 @,E eID’ has dual vektorler olmak iizere,

</121 + ,ul;, Ad + y?>
k —

Haawa\f

ifadesine, lineer 151n kompleks demetinin adim denir.
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Ayrica lineer 151n kompleks demetinin, dejenere kompleksleri igin k =0 olacagindan
</171+u5, Ad +ul7> )
dir. Buradan
72 (a,a )+ 2a) (ab)+(a B) |+ 42 (B,17) =0

olup her iki tarafi 4 ya bolersek % ya gore ikinci derecenden

— I . 2,
<a,a*>+ﬁ[<a,b*>+<a*,b>}+’u—2<b,b*>:O
A A
denklemi elde edilir. Bu denklemin diskriminant1 alinirsa
g — 2 o g —
A:[<a,b*>+<a*,b>} —4<u,a*><b,b*>
dir. O halde,

1. A>0 ise % orani iki tane olacagindan 151n agina, eliptik 1s1n ag1 denir. Bu durumda

151n aginin klavuz hatlar1 daima aykir1 dogrulardir,

2. A=0 ise % orani bir tane olacagindan 151n agina, parabolik 151n ag1 denir. Bu

durumda 151n aginin klavuz hatlari hem c¢akisik hem de reeldir,
3. A<O ise % orani olmayacagindan 1s1in agina, hiperbolik 1s1n ag1 denir. Bu durumda

1510 aginin klavuz hatlar1 daima aykir1 dogrulardir,

(Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.3.7 iki bagimsiz parametre ile tanimlanms dogrularin ailesine kongriians

veya 1sinlar sistemi denir. Yani; ID - Modiil’ de X birim dual vektoriiniin iki bagimsiz

reel parametresi u, ve u, olmak lizere

—_ .
*

@zi(ul,u2)+gx (uy,uy) (2.3.1)

ile taniml1 dogrularin ailesidir (Hacisalihoglu 1983).
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u, ile u, parametreleri arasindaki iligki bir egri ve bir regle yiizeyle belirlenir. Ciinki,

—_ .
*

ID-  Modil’ de §=;c(ul,u2)+gx (uy,u,) dogrulari, birim dual kiire

{&:xhs‘x* x,x ell?,

@H = (1,0)} tizerinde bir dual noktaya karsilik gelirler ve u,

ile u, reel parametreleri degistikge birim dual kiire iizerinde sonsuz sayida egri elde
edilir. Boylece bir kongriiansin, kiiresel temsili elde edilmis olur. Ayrica, her bir u, ve
u, bagimsiz parametresine karsilik gelen birim dual kiire tizerinde sonsuz sayida egriye,

E® de regle yiizeyler karsilik gelir.

Sekil 2.3 Kongriiansin kiiresel resmi

Kiiresel resmin, dual yay elemant

olup
OX = ox + 8dx
(P Oy (P, + )
ou, ou, ou, ou,

*

ve i=1,2 icin ;Cui =% ve F”i = ox olarak alirsak
ou. ou.

1 1

X = (;cul du, +x.,du, ) + g(?u1 du, + ?uz du,)

olur, buradan
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dD* = <(§c dut, + X dity )+ & (x ity + 3 1y, (X, dity + X, )+ (s, du, +fuzdu2)>
= (o ity + Tty oy ity + Tty ) + 2g(<§cu1 i, + oy ik, Xy ity 4% uzdu2>)
olup
e:<5(?u1,.;5u1>, f:<5éu],;cu2>, g:<-;142/5é142>)
por ) pelm ), el
E=e+¢e*, F=f+ef*, G=g+eg",
olarak alimirsa
d®2 = <;Cu1 ,._x.u1>duf + 2<;u1 ,;Cuz >du1du2 + <;u2 ,;Cu2>du§
+ 2g[<a,z> du: + (<Z,g> + <E,Z>)duldu2 +<a,x—u2> du%}
= edu’ +2 fdu,du, + gdu +8[e* du? +2 f *du,du, + g*duﬁ]
=(e+ee*)du; +2(f +&f *)du,du, +(g+eg*)du;
= Edu? +2Fdu,du, + Gdu;

yazabiliriz. Ayrica

I =edu +2 fdu,du, + gdu; } (2.3.2)

II=e*du; +2f*du,du, + g*du,

olmak tlizere

dd* =1 +ell

yazilabilir.

Tamm 2.3.8 ID- Modil’ de X= ;c(ul,uz)+£?(u1,u2) dogrularindan olusan
kongriiansin, , her bir u, ve u, bagimsiz parametrelerine birim dual kiire lizerinde gelen

egrilere, E° de karsilik gelen regle yiizeylerin u, ve u, bagimsiz reel parametreleri

degistikge degismeyen <8;c,8;c> ve <8;c,8;> reel biiytiklerin orani

1 <6x,8x*>_£

; _W ; (2.3.3)

olup kongriiansin dagilma parametresi veya dral’ i denir (Blaschke 1945).
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Burada,
<6;c,8;c> = <;cu1 du, + X, duty, X, dit, + X, du2>
ve
<8§,8?> = <;cu1 du, +x., duwfu1 du, + fuz du2>
oldugundan (2.3.3) denklemini
p (%0
4 (o,0x)

<XM1 duy + X, duy, X, duy +X 4, du2>

<xu1 du, + X, duy , X, du, + X, du2>

1 2<;c;,;c;> du +(2<;c:,;cz>+<;c;,;c:>)duldu2 +2<;cz,;c:> du

2 <xul , Xy > duz +2 <xul ) X, > du,du, + <xl¢2 ) Xu, > du’

_ le*dui +2f *dudu, + g * du;

5 > (2.3.4)
2 edu; +2fdu,du, + gdu,
olarak yazabiliriz.

Ayrica, % dagilma parametresi, duy nin bir fonksiyonu olup duy oraninin iki degeri

U, u,
icin maksimum yada minimum degerini alir. Bu degerleri bulmak icin (2.3.4) ifadesini

diizenlersek
2edu; +4 fdu,du, +2gdu’ = du; +du,du, + du;
(de*=2e)dui +2(df *-2f )du,du, +(dg*-2g)du; =0 (2.3.5)
seklinde ikinci dereceden bir denklem elde edilir. (2.3.5) denkleminin du, ve du, gore

turevleri alirsa
(de*—2e)du, +(df *-2f)du, =0

(df *=2f)du, +(dg*-2g)du, =0

bagintilar elde edilir. Bu iki denklemden, d ile duy degerleri elde edilir.
u2

I1k olarak (2.3.5) den % yi ortadan kaldirirsak,

u,
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de*-2e df*-2f
e g (2.3.6)
yada
(e*g*—f*z)dz—2(eg*—2ﬁ*+ge*)d+4(€8—f2):0 (2.3.7)

olup bu denklemin kokleri % nin maksimum ve minimum degerleridir. Bu degerlerin

% _ & *
Toplami =i+i _leg 2 2+ge
dl dz 2 €g—f

L1 lergrofe (2.3.8)
Carpimi =—}—= —g—2
d d, 4 eg—f
dir. Ayrica
Lol okove Jiloon
d, d, d, d,

olup K, yiizeyin gauss egrilii ve H de yiizeyin ortalama egriligi dir. Oyleyse (2.3.7)
denklemi
Kd*-2Hd+1=0 (2.3.9)

olarak yazilabilir.

Burada ID- Modil’ de @z?{(ul,uz)+gf(ul,u2) dogrularina, her bir u, ve u,
bagimsiz reel parametresine karsilik birim dual kiire gelen sonsuz sayida egriye, E° de
karsihk gelen regle yiizeyin silindirik, yani eg— f> =0, olmadiginda (2.3.8) deki

ifadeler tanimlidir.

Simdi de (2.3.5) den % yi ortadan kaldirirsak,

edu, + fdu, e*du,+ f*du

1 f 2 1 f 2| _ (2.3.10)

fdu, +gdu, f*du,+g*du,
olur.
I = edu? +2 fdu,du, + gdu
formu pozitif tanimli oldugundan (2.3.10) denklemi duy ye gore ikinci dereceden olup
u,

regle yiizey i¢in daima reeldir. Egrilik ¢izgilerine karsilik gelen bu regle ylizeylere esas

yiizeyler denir.
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I =e*du; +2f*du,du, + ¢*du’ =0
oldugunda %:O olup ID- Modiil’ de kongriiansin dogrusuna, E° de karsilik gelen

regle ylizeyin ana dogrulari kesisir. Boyle regle yiizeye tors veya agilabilir regle yiizey

denir.

— -

Tamm 2.3.9 ID- Modiil’ de X = x(uy,u,)+&x (1, u,) birim dual vektdriin belirttigi

E® de regle yiizeylerin biitiin ana dogrularini dik kesen egriye, kongriiansin ortogonal

yoriinge egrisi denir ve
<8§,;(u1, u2)> =0

ifadesiyle bulunur.

- *

Tanmm 2.3.10 ID- Modil” de &=x(u1,u2)+gx (u,,u,) birim dual vektoriiniin
belirttigi E* deki regle yiizeylerde
xX(uy + 27,y +27) = x(14y, 1)

ise x(u,,u,) egrisine kapal egri ve kongriiansa, kapah kongriians denir.

Tamm 23.11 ID- Modil’ de X :;c(ul,u2)+g;(ul,u2) birim dual vektoriiniin
belirttigi E> deki kapali regle yiizeyler igin,
= [fldo = —[f)(ox, x¥)

biiytikliigiine, kongriiansin a¢ilim uzunlugu denir.

Tanim 2.3.12 Birim dogrultman vektorii f(u1 ,U,) olan X kongriiansinin dogrularina

dik bir dogrultunun bir periyot sonra ilk konumu ile yaptig1 agiya kongriiansin a¢ilim

acis1 denir

Yani, ID- Modiil’ de X = x(u,, u,)+&x (4, u,) birim dual vektoriiniin belirttigi E>

deki kapali regle yiizeyler i¢in agilim agis1
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I= <a§c,a}>
olmak tizere,
P :[lj<a§, a£>

egrisel integraliyle hesaplanir.

2.4 Dual Oklid Uzayinda Regle Yiizey

Tamm 2.4.1 ID- Modil’ de N=x+ex = (xl,xz,x3;x*1,x*2,x*3) birim dual
vektoriiniin (xl,xz,x3;x*l,x*2,x*3) normlanmis homojen olmayan alt1 Pliicker dogru
koordinatlar1 arasinda
<;c,;c> =x;+x,+x; =1
iy,
<x,x*> = XX F XX, + XX ;=0
ii) F(xl,x2,x3;x*l,x*2,x*3) =0
iiii) CD(xl,xz,x3;x*1,x*2,x*3) =0
iv) ‘P(xl,x2,x3;x*1,x*2,x*3) =0

bagintilar1 varsa X birim dual vektorii

X = X(t) = x(t) + ex (£)

seklinde olup & dogrusunun bagimsiz reel parametre sayis1 birdir. Boylece E° de bir
bagimsiz reel parametreye bagh (001) sayida % dogrularinin ciimlesine regle yiizey

veya 1s1n yiizeyi ad1 verilir (Hacisalihoglu 1983).

Diger bir ifadeyle @,E,E e ID? has dual vektorler olmak tizere,

o () +(7.7) =0

0.0 (5,7)+{F 7)o

22



¥ (27)+ (7 7)o
seklinde verilen 151n komplekslerinin {i¢iinde de ortak olan (ool) sayida dogrunun

climlesi regle ylizey belirtir (Hacisalihoglu 1983).

ID- Modiil’ de Vtel igin X =x(t)+ex () birim dual vektorii, birim dual kiire

{§=x+gx* x,x el?,

QH = (1, O)} tizerinde bir dual noktaya karsilik gelir ve

t parametresine gore diferensiyellenebilen birim dual kiire {izerinde bir (X) dual

egrisini cizer. Bu egriye, E. STUDY déniisiimiine gére, E° de bir regle yiizey karsilik
gelir. Eger dual kiiresel egri kapali ise, E> de karsilik gelen regle yiizey de kapalidir.

Sekil 2.4 Dual kiiresel resim

—

Tamm 2.4.2 ID- Modil’ de X :;c(t)—i-g?(t) birim dual vektorii, birim dual kiire
lizerinde t parametresi degistikce elde edilen (X) egrisine, regle yiizeyin dual kiiresel

remi denir (Hacisalihoglu 1983).
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Tamm 2.4.3 Birim dual kiire iizerindeki bir (X) dual egrisinde alinan @(t) ve

&(t+dt) komsu noktalarinin dual kiiresel uzakligina dual yay elementi denir,

dd =dp+ede ile gosterilir ve

D = <d§, d§> - <§,§> dr°
dir (Hacisalihoglu 1983).

Burada d® nin dg reel ve dp  dual kisimlarina, sirast ile, g(t) ve Q(tert) komsu

iki ana dogru arasindaki ag1 ile en kisa uzaklik karsilik gelir. Ayrica, do = <d;c,d;c> ve

o’ = <d§c, dx > dir.

Tamm 2.4.4 ID - Modiil’de X :;c(t)+g;(t) birim dual vektériiniin belirttigi E° deki
regle ylizey de t parametresi degistikge degismeyen <d;c,d;c> ve <d;c,d;> reel

biiytiklerinin

p (dxa) g

d <d3c, d?c> de

.

oranina regle ylizeyin { parametresine ait olan X ana dogrusu boyunca dagilma
parametresi veya dral’i denir. Ayrica bu oran, regle ylizeyin bir diferensiyel

degismezidir (Hacisalihoglu 1983).

Tanmm 2.4.5 Komsu ana dogrular1 kesisen regle yiizeye tors veya acilabilir regle

yiizey denir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.4.1 ID - Modiil'de X = x(t) + g?(t) birim dual vektériiniin belirttigi E° deki

regle ylizey i¢in
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i) %: 0= dp* =0 ise regle ylizeyde komsu ana dogrular aykiridir, dolayisiyla, regle
ylizey acilabilir bir regle yiizeydir.
ii) % # 0 ise regle ylizeyde komsu ana dogrular aykiridir, yani bir diizlem belirtmez.

(Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.4.6 Bir regle yiizeyde Q(t) ana dogrusu ile @(t—i—dt) komsu ana dogrusunun

ortak dikmesinin @(t) tizerindeki ayagina regle yiizeyin bogaz noktasi veya merkez

noktasi veya striksiyon noktasi denir. Bu noktanin geometrik yerine de bogaz cizgisi

veya striksiyon ¢izgisi denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.4.7 Bir regle yiizey iizerinde biitiin ana dogrular1 kesen (C) egrisine yiizeyin

dayanak egrisi (referans egrisi) denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.4.8 ID - Modil’ de X = x(t) + g;(t) birim dual vektoriiniin belirttigi E> deki
regle ylizeyin biitiin ana dogrularin1 dik kesen egriye, regle yiizeyin ortogonal yoriinge

egrisi denir ve
<d§,?(t)> 0

ifadesiyle belirlenir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.4.8 ID - Modill’ de X = x(t)+ g?(t) birim dual vektériiniin belirttigi E° deki
regle yiizey de

x(t+27) = x(t)
ise Jz(t) egrisine kapal egri ve regle yiizeye de, kapah regle yiizey denir (Hoschek

1975).

Tanim 2.4.9 ID - Modil’ de X = x(t) + gy(t) birim dual vektoriiniin belirttigi E> deki

bir kapali regle yiizey i¢in,
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1= [fldv = —{f](dx, x*)

biiyiikliigiine, kapali regle ylizeyin a¢ilim uzunlugu denir (Hoschek 1975).

Buradan, x* ana dogrusunun, X =;c(t) kapali egrisine dayanarak kapali regle yiizey
cizdiginde, kendi dogrultusunda bir periyot sonra ki konumu ile ilk konumu arasindaki

uzaklik [ =|]de dir. Bu nedenle x* ana dogrusunun bir P, noktasindan baslayan

ortogonal ydriinge, bir periyot sonra aym x ana dogrusunu P, den farkli bir P,

noktasini keser.

Tamm 2.4.10 Regle yiizeyin ana dogrularina dik bir dogrultunun bir periyot sonra ki

konumu ile ilk konumu arasindaki agiya regle yiizeyin a¢ilim acisi denir.
Yani, ID - Modiil’ de X = x(t)+ g;(t) birim dual vektdriiniin belirttigi E> deki kapali
regle yiizey i¢in acilim agis1
do = <d5c, d5c>
olmak iizere,

p=[fldp

egrisel integraliyle belirlenir (Hoschek 1975).

Sekil 2.5 Regle ylizey

26



Dayanak egrisi a=a(t) denklemi ile tanimlanan (C) egrisi ve ana dogrular x = x(t)
birim vektoriine paralel olan regle yiizeyin denklemi
y(t,u) = OA+uAY

olup OA = a(t) ve AY =x(t) oldugundan

—

y(t, u) = a(t) + ux(t)

dir. Burada x* = anx olup her iki tarafi x ile vektorel carparsak

§Ax*=}A(EA§)
i (a3)
olur ve buradan a= ;C/\F+<&,;C>;C olarak bulunur. Bunu regle yiizey denkleminde

yazarsak

y(t,u)=a+ux

=XAX +<a,x>x+ux
=XAX +(<a,x>+u)x

olur ve v = <E, ;c> +u dersek regle yiizeyin denklemi

y(t,v)=x AX +0x

olarak yazabiliriz.
2.5 Egriler Teorisi

Tamm 2.5.1 V' n-boyutlu bir reel vektdr uzayi olsun. ¥ iizerinde Oklid i¢ ¢arpim
asagidaki aksiyomlar ile tanimlanan bir
(,):VxV—>l
n (2.5.1)
(u,v)——)(u,v) = Zuivl.
i=1

doniisiimii (reel degerli fonksiyon) {ine denir.

i. Simetri Aksiyomu: Vu,veV igin <u,v> = <v,u>
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ii. Bi-lineerlik Aksiyomu: Va,bell ve Vx,y,zeV igin
<ax+by,z> = a<x,z>+b<y,z>
<x, ay +bz> = a<x, y> +b<x, z>

iii. Pozitif Tanimhilik Aksiyomu: Vu €V igin <u,u> >0

—

<u,u> =0=u=0
(Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.5.2 V' bir reel vektdr uzay1 olsun. V' iizerinde bir u vektdriiniin uzunlugu

veya boyu Hﬁ” ile gosterilir ve

i = s 252

olarak tanimlanir. Ayrica bu degere u vektdriiniin normu da denir (Hacisalihoglu

2000).

Tanim 2.5.3 /,[J nin bir acik alt araligi olmak tizere,
a:l—>E"
t—> a(t)=(a(t).0,().....a, (1))
bi¢ciminde diizgiin( C* sinifindan) bir & doniistimiine, E” uzay1 iginde bir egri denir

(Hacisalihoglu 2000).

Il bir agik aralik olmak iizere, (I ,a) koordinat komsulugu ile tanimlanan

a(I)c E" egrisini bundan sonra « ile gosterecegiz. Buradaki 7/l araligma o

egrisinin parametre araligi ve ¢ € I degiskenine de o egrisinin parametresi denir

I
A \7
—[—0—]—t 0
Sekil 2.6 E" uzayi iginde bir egri
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Tanim 2.5.4 M bir C* manifold ve / ] bir agik aralik olmak tizere,
a:l——McE"
doniisiimii diferensiyellenebilir ise @ ya M {izerinde diferensiyellenebilir bir egri denir

(Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.5.5 E" de bir M egrisi i¢in iki koordinat komsulugu (] ,a) ve (1 , ﬂ) olsun.
h=a'of:J—>1
diferensiyellenebilir fonksiyonuna M nin bir parametre degisimi ( daha dogrusu

M nin [ daki parameteresinin J deki parametre ile degisimi) denir (Hacisalihoglu

2000).

B(s)=a(t)
Vi
a
h
J /_F\ I
— —
t . —10 t : F—10

Sekil 2.7 Parametre degisimi

Tanim 2.5.6 E" de bir M egrisi (1 ,a) koordinat komsulugu ile verilsin. & : / —— E”

fonksiyonunun Oklidiyen koordinat fonksiyonlan «,,a,,a;, -+, c, olmak iizere,

ve
_%_
, 9 o
a(t)=a. 5 a. =|
' oa,
L Ot
o oa
a (1) =] —L o, — 2.5.3
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dir. (a(t),a'(t))eT - (a(t)) tanjant vektoriine , M egrisinin el parametresine

karsilik gelen o (l) noktasinda hiz vektorii denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.5.7 M egrisi(l ,a) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger Vs €/ i¢in,
o' (5)] =1 (2.5.4)
ise M egrisine (I ,a) koordinat komsuluguna gore birim hizh egri denir. Bu durumda,

s € [ parametresine egrinin yay-parametresi adi verilir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.5.8 M egrisi(l ,a) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. a,be/ icin a
dan b ye a egrisinin yay uzunlugu diye, egrinin «(a) ve a(b) noktalar arasindaki
uzunluga karsilik gelen

J-b

reel sayisina denir. Bundan dolayr o:/——FE" egrisinin / tanim araligindaki

o (t)dt, tel (2.5.5)

degiskenine yay uzunlugu parametresi denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.5.9 «:/—— E" egrisi verildiginde V¢ e[ igin
a(t+p)=a(t) (2.5.6)

olacak sekilde en az bir p pozitif sayis1 varsa « egrisine kapalidir denir.

Tamm 2.5.10 Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri

denir (Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.5.1 E" de regiiler her egrinin, birim hizli olacak sekilde bir koordinat

komsulugu vardir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.5.10 M c E" egrisi(/,&) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda,
W= {a' ,a",a"',---,a(r)} sistemi lineer bagimsiz ve Va'*), k > r, igin;

a® e Spi{w}
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olmak iizere, y den elde edilen {Vl WV, ,~-~,V,} ortonormal sistemine, M egrisinin

14

Serret-Frenet r-ayakh alam ve herhangi bir m e M icin {V1 (m),V, (m),---,V, (m)}

ye ise m € M noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklis1 denir. Her bir 1 <i < » i¢in V, ye

1

i-yinci Serret-Frenet vektorii ad1 verilir (Hacisalihoglu 2000).

Ozel Hal: n =3 6zel halinde, E°, 3-boyutlu Oklid uzayinda Frenet 2-ayaklis1 ve Frenet

3-ayayklisi elde edilir. Bu 6zel halde; M egrisi(l ,a) koordinat komsulugu ile verilmis

ise s € I yay-parametresi olmak iizere,

T=a (2.5.7)
N =Lﬂa" (2.5.8)
o]
Ve
B=TAN (2.5.9)

dir. Boylece,
{T(s),N(s),B(s)}

sistemi, & (s) noktasinda, M egrisinin Frenet 3-ayaklisidir (Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.52 M c E’ egrisi(l ,a) koordinat komsulugu ile verilsin. €/ igin a(t)

noktasindaki Frenet 3-ayaklisi, {T(t) , N(t) , E(t)} ise

- o
() =ma (t) (2.5.10)

N(t)=B(t)xT(1) (2.5.11)
vE

— 1 . "
B(?) =W(0¢ ()xa' (1)) (2.5.12)

dir (Hacisalihoglu 2000).
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Tamm 2.5.11 M cE’ egisi(/,2) koordinat komsulugu ile verilsin. se/
parametresine karsilik gelen a (s) noktasindaki Frenet r-ayaklisi
{V1 (5).V, (8),--.V, (s)} olsun. Buna gore,

ko :l—0,1<i<r

, (2.5.13)
s——k, () =V (5),V;,1(5))
seklinde tanimli &, fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve s €/ i¢in

k, (s) reel sayisma da a(s) noktasinda ki M egrisinin i-yinci egriligi denir

(Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.53 M c E’ egrisi([,a) koordinat komsulugu ile verilsin. sel yay

parametresi olmak iizere, ¢(s) noktasindaki i-yinci egriligi k, (s) ve Frenet r-ayaklisi

U (8)7s (5).0.7, (5)) ise

i Vi (s)=k (), (s)

(s)——k L&V ( )+ki (S)VM(S), I<i<r
(

v s):— ) ( )

dir. {Vl (5),V, (8),--,V, (s)} Frenet r-ayaklisinin vektdrlerinin egri boyunca kovaryant

tiirevleri ile ilgili esitlikleri, matris formunda

1[0k 0 00 0 0 Jry ]
v | |-k 0 Kk 0 -0 0 0 |y
2 0 -k, 0 0 - 0 0 0 ||n
S T T S P : (2.5.14)
I/r'f2 0 0 0 kr—Z 0 Vi
V., 0 0 0 0 -« -k, 0 k_ |V
LVl lo 0 0 00 -k, 0]V

biciminde yazilabilir. (2.5.14) esitliklerine Frenet formiilleri denir (Hacisalihoglu

2000).

Ozel Hal: n =3 6zel halinde (2.4.14) esitligi
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4 0 &k 0N
Vil=|-k 0 Kk ||V, |veya|N |=|-k 0 Kk ||N
4 0 -k 0|V 7 0 -k 0|3

seklindedir. Bu halde 1-inci egrilik olan £, (s) degeri sadece egrilik adiyla ve 2-inci

egrilik olan £, (s) degeri de burulma (torsiyon) adiyla bilinir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.5.11. den £, (s) egriliklerinin hesab1 yapilabilir. Ancak egrilikleri asagidaki

teorem yardimiyla hesaplamanin pratik bakimdan degeri vardir.

Teorem 2.54 M cCE’ egrisi(],a) koordinat komsulugu ile verilsin. sel yay

parametresi olmak iizere, a(s) noktasindaki i-yinci egrilik %, (s) ve Frenet r-ayaklisi

{Vl (S)’Vz (S),"',V, (S)} ve

E, (s):am(s)—Z(a“)(s),V, )V, (s) , 1<i<r (2.5.15)
olmak tizere
k, (s):H‘fE’“((S))‘H ,1<i<r (2.5.16)
i N

dir (Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.5.5 M c E’ egrisi (I ,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda ¢ € /

ya karsilik gelen a(t) noktasindaki i-yinci egriligi &, (r) ve Frenet r-ayaklisi

(7 (0., (1)t (1) ve

F ()=a”()-Y (a”@.V,O), @) , 1<i<r (2.5.17)
olmak tlzere
k, (z):M, 1<i<r (2.5.18)
|5 O||F ©|

dir (Hacisalihoglu 2000).
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2.6 Uclii Ortogonal Sistem

Yiizeylerin iiclii ortogonal sistemleri, yiizeylerin egrilik ¢izgilerini bulmakta ¢ok

kullanighdir.

Teorem 2.6.1 (Joachimsthal Teoremi ) M, cE’ ve M,cE’ regiiler yonledirilebilir
iki ylizey ve N, ile N, , sirasiyla, M, ile M, yiizeylerinin birim normal vektor alanlari
olsun. M, "M, =a egrisi boyunca <N1(a(s)),Nz(a(s))>=sabit olmak tizere, &
egrisi M, ylizeyinin temel (principal) egrilik ¢izgisidir gerek ve yeter kosul « egrisi

M, yiizeyinin temel (principal) egrilik ¢izgisidir.

Ispat:
a egrisi boyunca (N, ((s)), N, ((s)))=0 ve T'=a/() olsun.
a egrisi, M, yiizeyinde olup & nin Darboux gatisi
T'=k,,(N,AT)+k, N,
(N,AT) =—k,, T +z,,N, (2.6.1)

N{ ==k, .T—7,,(N,AT)

m,l

olup matris olarak yazarsak

T T
0 kg,l km,l
(N, AT) |=|=k,, 0 7, ||[(NAT) (2.6.2)
N/ _km,l g 0 N,

olarak yazilabilir. Burada « egrisinin geodezik torsiyonu (burulmasi) z,,, geodezik
egriligi k,, ve M, yiizeyinin temel (principal) egriligi &, dir.
Ayrica o egrisi M, ylizeyinin egrilik ¢izgisi oldugundan 7, =0 dir.

Ayni zamanda « egrisi, M, yiizeyinde de olup & nin Darboux gatisi
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T'=k,,(N,AT)+k,,N,

(N, AT) =—k,,T+7,,N, (2.6.3)
N, =—k,,T—7,,(N,AT)

olup matris olarak yazarsak

T T
, 0 kg,Z kn,2 ,
(N, AT) |= ~k,, 0 7, (N, AT) (2.6.4)
N _kn,2 Ty 0 N,

olarak yazilabilir. Burada « egrisinin geodezik torsiyonu (burulmast) z,, normal
egriligi k,, ve geodezik egriligi &, dir.

a egrisi boyunca <N1,N2>=0 ve <T,N2>=O oldugundan N, =+N, AT olarak
alabiliriz. Biz N, =N, AT olarak alalim. (2.6.1) ve (2.6.3) denklemlerinden

N, =N, AT oldugunu kullanarak

olarak buluruz. Burada &

m,2°

M, yiizeyinin temel (principal) egriligidir.

Buradan a egrisi M, yiizeyinin temel (principal) egrilik ¢izgisidir o

Tamm 2.6.1 U c E’ agik bir alt ciimle ve yénlendirmeyi koruyan bir doniisiim
H:UcE —E’
(ul,uz,u3)——>H(u1,u2,u3)

olsun. Eger,

1) i=1,2,3 i¢in H, =Z—H lineer bagimsiz

ii) i/ icin (H,,H, }=0
oluyorsa i=1,2,3 icin u, =sabit alarak elde edilen ii¢ yiizeyin ailesine, ii¢lii ortogonal

yiizey denir (Garcia 2000).
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Ornek 2.6.1 E* de x0y, x0z ve y0z diizlemlerine paralel diizlemler ailesi, bir ticlii

ortogonal sistemi olusturur.

Sekil 2.8 Ug diizlem ailesinin iiclii ortogonal sistemi

Ornek 2.5.2 E° de silindirik koordinatlar ciimlesi
H (uy,u,,u,) = {(ul,uz,u3) ek’ ‘(ul,uz) # (0,0)}
tanimli olup i=1,2,3 i¢in u, =sabit alarak elde edilen iki diizlem ailesi ve dairesel

silindir ailesi, bir li¢lii ortogonal sistemi olusturur.

Sekil 2.9 Iki diizlem ailesi ve bir silindir ailesinin ii¢lii ortogonal sistemi

Ornek 2.6.3 E°® de kiiresel koordinatlar ciimlesi

H (u,,u,,u; ) = (u, coS1, COS 1y, U, COSU, SIN Uy, U, SINU, )
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taniml1 olup i=1,2,3 i¢in u, =sabit alarak elde edilen x0z-diizlemi, xOy-diizlemi ve

y0z-diizleminden olusan ortogonal diizlemler ailesi, bu diizlemlerdeki merkezi orjin
olan ¢emberler ailesi ve tepe noktasi orjin olan koniler ailesi, bir {i¢lii ortogonal sistemi

olusturur.

Sekil 2.10 Bir diizlemler ailesi, bir cemberler ailesi ve bir koniler ailesinin ti¢lii

ortogonal sistemi

Teorem 2.6.2 U — E’ agik bir alt ciimle ve bir ydnlendirmeyi koruyan
H:UcE ——>E’

(ul,uz,u3)—>H(ul,u2,u3)

doniistimii ile bir {liglii ortogonal sitem tanimlansin. O halde, p = HHMl

. q=|H,

A~

r= HHu3 H olmak {izere,

) H, AH, =H,
r

2) H, nH, =1
P

L]

3) H, nH, =L H,
q

4) <Hul»Hu2u3>=<Hu2,Hu3ul>:<Hu3,Hulu2>:0
5) (H,.H, ~H, )= par

yazilabilir (Garcia 2000).
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Ispat:

H
H doniisiimii ile tanimlanan birim normal vektor alanlart N, = HH”' =—1
" p
Hll Hll HU HU
N,=r—7=—2>ve N, =7—7=—>dIr.
LA I 7. -

Her bir i=1,2,3 i¢in u, =sabit alarak elde edilen ylizeyler, iiclii ortogonal yiizey

oldugundan

yazilabilir. Buradan

N AN,=N,, N,AN,=N,, N,AN,=N,,
(N,N,AN;)=1, (N,,NyaN)=1, (N,,N,AN,)=1

yazilabilir. Ayrica,

(H,.H,)=0= Hyp ol )+ Hoo oy, )=0 (2.6.5)
Hypy Hyiy

(H,.H,)=0=(H,,.H,)+{ H,.H,, =0 (2.6.6)
Hyp

(H,.H,)=0=(H,, .H,)+ HT =0 (2.6.7)

dir.

1) H, AnH, = pN, AqN,=pgN, AN, = pgN;, =ﬂHu3
r

2) th /\I—Iu3 =QN2/\I’N3=qu2 /\N3 =qu1 =ﬂ[—[

U U

U

3) H, AH, =rNyA pN,=rpN; AN, =rpN, Py
‘ q

4) <Hul H> 0
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(2.6.5) den (H, ,H, )=0=(H,, . H,)

(2.6.6)den

(2.6.7)den

<Hu2 H,, >;0

(2.6.6) den (H, H,)=0=(H,,

(2.6.7)den

(2.6.5)den

<Hu3 H,, >;0

=(H,.H,,)=~(H,,.H,)

o (H o ) —(~{H 1)
:<HMI,HMZM3>:<H% % >

= (H,.H,,)=—(H,,.H,)
:<HMI=HMZM3>+ Hu3u2,Hul>=0
= <Hul H>+<HH > —0
32<H Hu2u3>:()

= (H,.H,,)=0

’Hu3>+<Huz’Hu3u]>:O
=(H,.H,,)=-(H,,.H,)
= (H,,H,,)=~(~(H,,.H,))
= <H“2 H,, > _ < H,, . H >
= (H,.H,,)=~(H,,.H,)
= (H,.H,, )+ %ﬁ,hﬁ{z>=o
:><Huz=Hu3“1>+<H,%,Hu2>:0
:2<H1 le>=0
= <HMZ,HM3MI>:()

(2.6.7)den (H,.H,)=0=(H,, H,)+(H, H,, )=0
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=(H,.H,,)=~(H,,.H,)
(265)den = (H, .H,, }=-(~(H,,.H,))

= (H,.H,,)=(H,,.H,)
(2.6.6)dan = (H, .H,, )=—(H,,.H,)

= (H,.H,, )+ H?,_J JH, )=0

= (H,.H,,)+(H,,..H,)=0

5) (H, .H, nH, >(2'6'6:)da“ <

- ar
- p<H“1’H“1>

=
p
qr s

2

H

Ll

Teorem 2.6.3 U — E° acik bir alt ciimle ve bir yonlendirmeyi koruyan
H:UcE —E’
(ul,uz,u3)——>H(ul,u2,u3)
dontisiimil ile i=1,2,3 i¢in u, =sabit alarak elde edilen parametrik yiizeyler S, olsun.
O halde i=1,2,3 icin S, yiizeylerinin birinci temel form katsayilari ve ikinci temel

form katsayilar1 asagidaki gibidir (Gray 2006).
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Yiizey E F G e f g

rr
S, (uy,u5) g 0 2 94, 0 1,
p p
rr
S2 (U3,u1) l"2 0 p2 T 0 _ ppuz
q q
S3 (ulauz) p2 0 q2 _ ppu; 0 qq%
r r
Ispat:

i=1,2,3 1i¢in u, =sabit alarak elde edilen parametrik yiizeylerin pozitif birim normal
vektor alanlar sirastyla N, N,, N, dir.
Simdi i=1 i¢in u, =sabit alarak elde edilen S, (uz,u3) ylizeyinin birinci ve ikinci temel

formlarimin katsayilarin1 hesaplarsak

I.temel form=1/=ds* =(35,,85, )

:<% du, + %, dus, ZSI du, + 251 du3>

u2 auS uZ u3
(B B0 a2 B Bt +( 2 B
ou, " ou, u,  Ou, Oty
E F ¢

=E(du, )2 +2Fdu,du, +G (du, )2

Ve
Teorem2.6.2den
£ (95 05 =(H,.H,) = ¢
Ou, Ou, S
H tiglii ortogonal sistem
F = %,% =<Hu5Hu> ¢ i 0
Ou, Ou, o
Teorem2.6.2den
G= %,% :<Hu’Hu> _ 2
Ou, Ou, o
oldugundan

I.temel form=17=ds’ = E (du, )2 +2Fdu,du, +G (du, )2
=q*(du,)’ +r* (du,)’

olarak yazilabilir. Ayrica,
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Ve

(H, ., )=0= (H,,, .1, )+(H, .1 >=0}_;<H i)
=(H,,.H,)=~(H,.H,,) Hii,_u. |
8HHUZZ
() [ = (o 1, )4 (1,1, )=
_%4
=2(H, H,, )= ” :_ﬂp“l
0
:>2<H2,Huzul>=2qa—51
= (H,.H,,)=q,
o’S !
! =<auzai:3 ) N‘>=<H |4 H>_HHWH<H )
T mi.é.2dn0

2
o|H,
(10, ) = 1), 1, )=
or’
=2(H, . H >:E o
1
p
0
=2(H, . H >=2r8—;1
= <Hu3,H >:rr
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oldugundan

I1. temel form= 17 = — 2 (du, )2 L (du, )2
p p

olarak yazilabilir.

Benzer islemler i=2 ve i=3 igin de yapilarak diger yiizeylerin de birinci ve ikinci

temel formlar1 hesaplanabiliro

Teorem 2.6.4 (Dupin) Bir {iiglii ortogonal sistem olusturan ylizeylerin arakesit

egrilerinin, her biri bir yiizeyin egrilik ¢izgisidir (Gray 2006)

Ispat:

Bir yiizeyin egrilik ¢izgisi, ylizeyin F =0 ve f =0 oldugunda kendi parametre ¢izgisi
ile ¢akisir. Dolayisiyla Teorem 2.5.3den Uglii ortogonal sistem olusturan yiizeylerin her
biri i¢cin F = f =0 oldugundan yiizeylerin arakesit egrileri, her bir ylizeyin egrilik

cizgileridiro
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3. REGLE YUZEY

Tamm 3.1 «:]——E’ diizgiin regiiler egri iizerinde birim uzunluklu bir e vektor

alam verilsin. e, I <[ araligimn her bir 7 elemanmna karsilik, a(t) noktasinda E(t)

vektoriinii karsilik getiren e:1—>E® seklinde diizgiin bir doniistimdiir. O halde,
F . Ix] —>FE’
(=) . 3.1)
(t,u)—)F(a Z‘)(t,u) =a(t)+ue(t)
doniisiinii ile tanimli E° uzayinda F(“ ] (t,u) ylizeyine bir regle yiizey veya dogrusal
yiizey denir. Burada, o egrisine regle ylizeyin dayanak egrisi adi verilir. E(t)

vektoriine de dogrusal ylizeyin a(t) noktasindaki dogrultmam denir. a(t)

noktasindan gegen ve E(t) vektoriine paralel olan dogruya, a(t) noktasindan gecen

ana dogru denir (Izumiya 2001).

Ayrica, (3.1) deki regle yiizeyin her hangi bir noktasinda E(t) #0 olmalidir. Ciinki,

e(t)=0 olur ise F(a ;) (t,u) = a(t) bir yiizey degil bir uzay egrisi belirtir.

A

o o
-t b

o 1t | | X

Sekil 3.1 Regle yiizey
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Tamm 3.2 Fi“ ] regle (dogrusal) yiizeyi i¢in eger,

i. E(t) A g(t) =0 ise F(a,;) yiizeyi, silindiriktir denir.

x(t)

Sekil 3.2 Silindirik regle yiizey

ii. e(t) A g(t) £0 ise Fi“ 3 yiizeyi, silindirik degildir denir.

/

e(t)=0

x(t)

Sekil 3.3 Silindirik olmayan regle yiizey

Yukaridaki tanima gore, F(a ] regle ylizeyi silindirik degil ise E(t) ve g(t) lineer
bagimsizdir diyebiliriz. Bu ise bize regle yiizeyin ana dogrularinin, dogrultmanlarinin
daima degistigini soOyler. Ayrica, genelligi kaybetmeden; V¢el igin H:e(t)H =1

oldugunu kabul edersek, F(a ; regle yiizeyinin silindirik olmamasi i¢in gerek ve yeter

kosulun €' ()= 0 olmasidir diyebiliriz (Izumiya 2001).
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Ornek 3.1 Dayanak egrisi a(t)=(t2,0,0) ve  dogrultman  vektorii

olan regle yiizeyin denklemi

e(t)z(O ! ! J
"2 142

Fo (tu)=a(t)+ue(t)

=(t2 u ut ]
RV R

olup bu ylizeye Semer (eger) Yiizeyi denir.

Sekil 3.4 Semer yiizeyi

Ornek 3.2 0< 0 <27 olmak iizere a(t) = (0,0, 2cosfsin 9) dayanak egrisi ve
e(t) = (cos6,sin6,0) dogrultman vektorii olan regle yiizeyin denklemi
F o () =a(t)+ue(t)
=(ucos@,usinf,2cosPsinf)

olup bu yiizeye Pliicker Konisi denir.

Sekil 3.5 Pliicker konisi
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Teorem 3.1 F(a ; regle yiizeyinin F((Z ; (¢,u) noktasindan gegen

,B(/"L)zF(a,g)(t,u+/1)=a(t)+(u+l)é(t) (3.2)

ile taniml parametre egrisi, bu ylizey i¢in hem asimtotik, hem de jeodezik egridir

(Sabuncuoglu 2006).

Teorem 3.2 F(a ] silindirik olmayan bir regle yiizey olsun. Vtel igin

<o"(t),g;(t)> =0 olacak sekilde Oyle bir o egrisi bulunabilir ki F(a,;) ylizeyi tekrar

parametrize edilerek

F(U’E)(t,u):a(t)Jrué(t) (3.3)

N (0.0 (). - _—
olarak yazlabilir. Burada, o(t)=a(t)-~————>"Fe(t) egrisine, F(a ;) yizeyinin
) |
striksiyon (bogaz) ¢izgisi (egrisi) denir. «(¢) noktasindan gegen ana dogru iistiindeki

o*(t) noktasina, dogrusal yiizeyin bu ana dogruya iliskin merkez noktasi1 adi verilir

(Izumiya 2001).

Ispat:

F( ) bir ylizey oldugundan V¢el igin 2(1)7&6 dir ve genelligi bozmayacag: icin

Hé(t)u =1= <E(l),2(t)> =1 alabiliriz. Burada her iki tarafin ¢ ye gore tiirevi alinirsa

(€(1),e(1))+(e(1).€ (1)) =0=2(e(2),¢' (1)) =0
= (e(1).¢(1))=0

bulunur. V¢ e igin <o"(t), ’(t)> =0 olacak sekilde dyle bir o egrisini

o(t)=a(t)+v(r)e(r)

olarak alalim ve turevi alinirsa

o'(t)=a'(t)+V (t)e(t)+v(t)e ()

olur ve her iki tarafi g’(t) ile i¢ carparsak,
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(o/(1),€ (1)) = (e (1) +' (1) e(t) +v(2) €' (1), € (1))
ve Vtel igin <o"(t),g(t)> =0 oldugundan

(a'()+v'(1)e(t)+v(1) € (1).€ (1)) =0

(@' (2).€/(1)+v'(1)(e(2).€ (1)) + (1) ( € (1) € (1)) =0
v Ty

‘ Jé(0)

(e (). (1)) +v(n)e ()] =0 (3.4)

olur. F(a ;) silindirik olmayan bir regle yiizey ve e(t)Ae’(t)#0 oldugundan e(t) ve

¢(t) lineer bagimsizdir. Dolayistyla €'(¢) =0 dir. Oyleyse (3.4) ifadesinden

olarak bulunur. Dolayisiyla,

F(U’;) (t,u) = F(a,;) (t,v(t) +u)
=a(t)+(v(t)+u)e(t)
=a(t)+v(t)e(t)+ue(t)
= G(l‘)-f-blé(t)

yazilabilir. Buradaki F(U ] ve F(a 2 ayni ylizeyleri belirtiro
Teorem 3.3 ¢'() vektoril, F(G ; regle yiizeyinin o (f) noktasindaki o egrisinin
tegetine dik olan vektore paraleldir (Izumiya 2001).

Teorem 3.4 F(a ] silindirik olmayan regle yilizey olsun. F(a ] ylizeyinin striksiyon

¢izgisi, dayanak egrisinin se¢iminden bagimsizdir (Izumiya 2001).

Teorem 3.5 F(U 2 dayanak egrisi striksiyon ¢izgisi olan silindirik olmayan bir regle

yiizey olsun. O halde F(a ; regle yiizeyinin distribiisyon (dagilma) parametresi
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(o'(r)ne(2),€ (1)) _ det(o"(1).e(t).€ (1))
0 ol

ile taniml1 fonksiyondur (Izumiya 2001).

p(1)=

(3.5)

Teorem 3.6 Dayanak egrisi striksiyon c¢izgisi olan silindirik olmayan bir regle ylizey

F_ . olsun. O halde F__ regle yiizeyinin singiiler noktast £y =F_. (1,u,) ise u, =0

dir (Izumiya 2001).

Ispat:
Y(t,u) e Ix[] i¢in

oF, . -
—g; 2 (1,u) = o' (1) +u.e' (1)

oF - -
— (1) = (1)
ou

olup

oF - OF - - -

é—‘;’e)(t,u)x 5;’” (t,u) = (a'(t) +u.e'(t))><(e(t))
:(a'(t)xé(t))+u(g(t)xé(t))

dir. Ayrica E(t) birim vektér oldugundan <g'(t),2(t)>:o ve o Yyiizeyin striksiyon

¢izgisi oldugundan <o"(t),g'(t)> =0 olup

a'(t)xe(t) = p()e (1)

olacak sekilde bir diizgiin ¢ fonksiyonu vardir. Dolayisiyla

~ oF .
&(t,u) x&(t,u)
ou

‘8F

Ot

=|(e"@xeo) +u(e@xem)
(e @) +u(Foxen)|

— (w2 (t)+u?) 2’(:)”2 (3.6)

dir. F_ regle ylizeyinin singiiler noktas1 P, = F, ;)(to,uo) oldugundan
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(0.0)

‘8F

ot

=0

aF(aa
(tOQMO)Xa—L;(tO,uO)

ve Hg(z‘)H #0 olup (3.6) dan ( Wty + uoz) =0 olarak bulunur. Buradan

Uy = p(ty) =0

diro

K Gauss egriligi, yiizeyin her bir noktasinda, Oklidyen diizlemden ne kadar ayrildigmi
Olger ve bu egrilik, yiizeyin sekil operatdriiniin (veya Weingarten doniislimiiniin)

determinanti olup

2
K== M (3.7)
EG-F
F AF F AF F AF
dir. Buradaki L=(F,—2"u \ p=(F 0% Ve N=(F, 05} e
FAF, F AF, F AF,

E=(F,F),F=(F,F,)veG=(F,,F,), suasiyla, yiizeyin I. ve II. temel form

t>7t

degerleridir (Hacisalihoglu 2000).

Teorem 3.7 Silindirik olmayan regle yiizeyin K Gauss egriligi pozitif degildir
(Izumiya 2001).

Tamm 3.2 Bir ylizeyin K Gauss egriligi yiizeyin her bir noktasinda K =0 oluyorsa bu

yiizeye flat veya acilabilir yiizey denir. Ayrica bu yiizeyler, E’ deki diizleme

izometriktir (Izumiya 2001).

Tamm 3.3 Bir F(a ] regle yiizeyinin bir ana dogrusunu kapsayan ve ylizey normaline

dik olan diizleme, yiizeyin teget diizlemi denir (Hacisalihoglu 2000).
Bir F<a ] regle yiizeyinin

F o () =a(t)+ue(t)
denkleminden ¢t ve u ya gore tiirevleri alindiginda

Y(t,u) e Ix[] i¢in

50



OF . _
—29 (tu)=a'(t)+u.e(t)
dt

aF(aé) fu)=e
Ty CH=e)
elde edilir. Burada
oF - oF - ~ -
i e (a0 ) )
=(a'(t)xé(t))+u(?(r)x2(t))

olur. Ayrica ylizeyin normali

aF(cr,E) aF(cré) -~ - -
7 (t,u)x T (t,u) ~ (a'(t) X e(t)) +u (e'(t) X e(t))

N=_24d - (3.8)
Fio 1,1y o0 (1,1 EEY LTI
dr du de du

oldugundan ve u sabit olmak iizere teget diizlemin bir noktasindaki vektorel denklemi
<N , ,uE> =0
veya (3.8) den
det| e (t), o' (t) +u.e (1), (t) | =0 (3.9)

olarak bulunur.

Tamm 3.4 Bir regle yiizeyin ana dogrular1 boyunca teget diizlemleri ayn ise regle

ylizeye agilabilirdir denir (Izumiya 2001).

Teorem 3.8 Fia 3 silindirik olmayan bir regle ylizey olsun. O halde Fi“ 3 ylizeyi

acilabilir olmasi igin gerek ve yeter kosul det (a'(t),g(t) , g(t)) =0 olmasidir (Izumiya

2001).

Tanim 3.5 F(a’;) Ix[] —>E°
(t,u)—)F(a,E)(t,u)=a(t)+ué(t)

doniisiimil ile tanimli regle yiizey V¢ e/ igin
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Flad)

olacak sekilde periyodik ise regle ylizeye kapah regle yiizey denir (Hacisalihoglu
2000).

(t+27r,u):FEa’é)(t,u) (3.10)

Tanmm 3.6 (A¢ilim Uzunlugu) F(a ] regle ylizeyinin ana dogrularinin her birini dik

olarak kesen egriye F(a ] regle yiizeyinin ortogonal yoriingesi denir ve

<8F<a’é),é>=0 (3.11)

ifadesiyle belirtilir (Hacisalihoglu 2000).

Sekil 3.6 Kapali regle ylizeyin ac¢ilim uzunlugu

F( bir kapali regle ylizey olmak iizere ortogonal yoriingesi i¢in

<aF(a’é),é>:o
<a'(t)+du.é(t)+u.dé(z),é(t)>=0

)
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<a'(z),2(t)>+du <é(z),2(t)>+u<d2(z),2(t)>=o

1 0

— du :<a'(z),2(z)>

dir. Bu ifadenin kapali regle yilizeyin dayanak egrisi boyunca egrisel integrali alinirsa

L(u)=gj<a'(z),2(z)>=—mdu (3.12)
elde edilir. O halde,
L:]——>0
t——> L(u)=—{f]du (3.13)

seklinde tanimlanan L fonksiyonuna kapali regle yiizeyin A¢ilim Uzunlugu denir

(Hacisalihoglu 2000).

Acilim uzunlugu regle ylizeyin bir integral invaryantidir. Eger kapali regle yiizeyin
ortogonal ydriingelerinin bir tam devri gz Oniine alinirsa adim hi¢bir zaman regle
yilizeyin striksiyon ¢izgisinin uzunlugunu gecemez (Wunderlich 1979). Fakat regle
ylizey kapali, acilabilir ve dayanak egrisini de striksiyon ¢izgisi olarak alirsak striksiyon
¢izgisinin yay uzunlugu a¢ilim uzunluguna esittir (Wunderlich 1979). Diger taraftan bu
ozelik regle ylizeyin acilabilir olmasi i¢in bir karakterizasyondur. Acilabilir kapali regle
ylizeyin ac¢ilim uzunlugu sifir ise striksiyon ¢izgisi bir nokta ve dolayisiyla regle ylizey

bir konidir (Wunderlich 1979).

Tamm 3.7 (Acihm Acisi)

Ana dogrusunun birim dogrultman vektori e olan F(a ] regle yiizeyinin ana

dogrularina dik bir dogrultunun bir periyot sonra ilk konumu ile yaptig1 aciya regle

ylizeyin a¢ilim agisi denir (Hacisalihoglu 2000).

1 dogrultmana dik bir vektor ve b =éxii olmak iizere

Agilim agis1 = p=—m<dﬁ,5>=—m<d5,ﬁ> (3.14)

a

dir. Burada # = @' olarak alinirsa
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Acilim agis1 = p:—mdet[a’,a",é] (3.15)

olarak bulunur.

Sekil 3.7 Regle yiizeyin agilim agis1
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4. DOGRU KONGRUANSLARI

Tammm 4.1 E’ de iki bagimsiz parametre u,u, ile tanimlanmis dogrulari ailesine bir

dogru kongriiansi denir (Sekil 4.1). Yani; bir dogru kongriiansi

F . :Uxl] —>E®

(@,7)
(), 1y ) —> F o (g1, 1) = a(uy,uy) + 17 (U, uy) 4.1)

doniistimil ile tanimli dogrularin ailesidir (Izumiya 2003).

Burada, a(u,,u,) noktasi, a(U) referans yiizeyi (taban ylizeyi) lizerindeki bir nokta

yada  kongriianstaki ~ tim  dogrularin  kestigi aU) taban  ylizeyi,

F:UcE>——E’\{0} =§? doniisiimii ile tanimli 7(u,,u,) vektorii kongriiansin ana

dogrularinin  birim dogrultman vektorlerinin ailesi ve t, dogru iizerindeki

F(a 2 (u,,u,,t) noktasi ile a(U) taban ylizeyi arasindaki uzakliktir (Sekil 4.1).

Sekil 4.1 Dogru Kongriiansi
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Ayrica,
i. 7(u,,u,)=sabit ise F|,, kongriansindaki dogrular paraleldir (Sekil 4.2).

a/}

Sekil 4.2 Paralel dogru kongriiansi

ii. 7(u,u,)#sabit ise F_ . kongriiansindaki dogrular paralel degildir (Sekil 4.3).

Sekil 4.3 Paralel olmayan dogru kongriiansi
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8Féa 7) aFia 7) aFEa 7) .
Tanim 4.2 det -, -, — |=0 ise P=(u,u,,t) noktasi F(a ) dogru
u,  Ou, ot ’

kongriiansinin singiiler noktasidir denir (Izumiya 2003).

Teorem 4.1 P = (u,,u,,t) noktasinin FEa,;) dogru kongriiansina ait singiiler bir nokta

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

~or_or\, [-(éa_or) (or oa - da_ da
r,—Xx— )t +(r,| —x— |+| —x— | )t+{r,—x—)=0  (4.2)
Ou, Ou, Ou, Ou, Ou, Ou, Ou, Ou,

dir (Izumiya 2003).

ispat:
P = (u,,u,,t) noktasi kongriiansin bir singiiler noktas: oldugunu kabul edelim.
V(u,u,,t)eUxl igin

k.7 6a di- o oa or

=—+—r+t—=—+t—

Ou,  Ou, du, Ou, Ou, Ou,
——

aF(a,;)_anr di - or _da o
ou, Ou, du, ou, Ou, Ou,
RN

olup P =(u,,u,,t) noktasi F(af) dogru kongriiansinin singiiler noktas1 oldugundan

aFEaF) 6F2a7) aFEaF)
det — -, ~ |=0 dir. Buradan

ou, ou, ot
6];('0:,;) aF('a,;) aF(a,;) - O 8;’: oa 877
det , , ={r,| —+t— |X| —+t—
ou  ow, | or ou ow | \ow,  ow,

olup
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-~ or or\, [-[oa or or oa - da da
ry—x— )t +{r,| —x— |+| ——x— | )t +(r,—x—)=0
Ou, Ou, Ou, Ou, Ou, Ou, Ou, Ou,

dir. Simdi de, (4.2) ifadesinin varligimi kabul edelim. Bu durum da, F(W) dogru

kongriiansina ait bir P = (u,,u,,?) noktasi i¢in

oF . OF . OF .
det (a,7) , (a.7) , (a.,F) -0
Ou,  Ou, ot

oldugunu gosterelim. F(a’,.) dogru kongriiansina ait bir P = (u,,u,,t) noktas1 i¢in

~or or\, |-(0a or or oa - da oa
r,—x— )t +{r,| —x— |+| —x— | )t +({r,—x—)=0

Ou, Ou, Ou, Ou, Ou, Ou, Ou, Ou,

~(6a  or oa  oOr

v, —+t— |X| —+t—

Oou, Ou, Ou, Ou,

~(6a or)(oa or

det| r,| —+t—|,| —+1—

Oou, Ou )\Ou, Ou,

(«f) Oa dt - or da  or
=—+t—r+t—=—+t—
Ou,  Ou, du, Ou, Ou, Ou,

0

0

0

olup V(u,,u,,t)eUxl i¢in

F.) oa dt- o oa or
=t —rtt—=—+t
Ou, Ou, du, Ou, Ou, Ou,

oldugundan

yazilabilir O

Tamm 4.3 F(W) bir dogru kongriians1 olmak tizere,
i. a(U) ylizeyi bir regle ylizey

ii. V(u,,u,)eU icin 7 dogrultu vektori, a(U) yiizeyinin normal vektorii

58



ise F(a,;) dogru kongriiansina Tam Normal Kongriians denir (Izumiya 2003).

Tanim 4.4 F(a,;) bir dogru kongriians1 olmak iizere,

i. Her hangi bir (4,,u,) € U noktasinin en az bir agik V' < U komsulugu var

ii. y:¥V cU—— E’ regle yiizeyinin normal vektorii V(v,,v,) €V igin 7 dogrulman
vektoriine paralel ise F(a,;) dogru kongriiansina Normaller Kongriians1 denir

(Izumiya 2003).

4.1 Acilim Uzunlugu
F_ . :UxE——FE
(ulauzat)—)F;a,;)(ulaubt) = a(ulauz) +t;(u1au2)
ile tanimh dogru kongriiansinda &(U) taban yiizeyinin birim normal vektrii e(u,,u, )
olmak iizere
1. Y(u,,u,) €U igin ;(ul,u2) = ;(ul,uz) ve a(U) yiizeyinin parametre egrileri egrilik
¢izgileri olsun. O zaman u, = sabit oldugunda, & (U) taban yiizeyi iizerinde elde edilen
kapal1 parametre egrisi (u, bu egrinin yay parametresi olarak alinabilir)
a(u,,u,) = a(“z)

nin teget vektorii

da(u
da() g o I7,] =1
du,

ve u, =sabit oldugunda, o (U ) taban yiizeyi lizerinde elde edilen kapali diger
parametre egrisi (#, bu egrinin yay parametresi olarak alinabilir)

auy,u,) = (u,)
nin teget vektorii

do(u,)
du,

=1 ve |7 =1
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olmak tizere <T1 , T2> =0 olur. Dolayisiyla kongriians tizerinde {E, T, Tz} ortonormal

¢at alam elde edilir. Burada T, =T, xe, T, =exT, ve e=T, x T, dir.

Sekil 4.4 F(a ; dogru kongriiansinin {E,Tl,Tz} ortonormal ¢at1 alani

Tamm 4.1.1 F(a,;) dogru kongriiansinin ekseni E(ul,uz) yi dik olarak kesen egriye

Fi dogru kongriiansinin ortogonal yoriingesi denir.

a.e)
F(a’é)(ul,uz,t) =a(u,u,)+ t;(ul,uz)

kongriiansimn ¢ (U) taban yiizeyi tizerindeki u, =c” ve u, =c" parametre egrileri,

birer kapal1 egri olmasi halinde bu egriler iizerine kurulan regle yilizeylerde kapali

olurlar. Bu kapali regle yiizeylerin a¢ilim uzunluklart L, ve L, olsun. O zaman Tanim

3.6 ya gore
TZ

— .
L= ) { @'(w).e(w,) )=— [ du
ve {E,Tl,Tz} ortonormal ¢at1 alan1 oldugundan <T2,é> =0 olup L, =0 dir.

Lzm<ﬁ$ﬁw>—mm

1
=C
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ve E,T,T ortonormal cat1 alam1 oldugundan (T,,e)=0 olup L,=0 dir.
{ 1712 ¢ g 1 p L,

Taban ylizeyi lizerinde a(u,,u,) noktasindan gecen herhangi bir kapali egri y(u,,u,)
olmak tizere, y nin teget vektoriiniin,

Oy =A4T, + 4T,
oldugunu biliyoruz. Bu egri iizerinde kurulabilen bir kapali regle yiizey vardir. Bu

yilizeyin de agilim uzunluguna L dersek,

L =m<a}/(ul JUy), ;(“1 Uy )>

:Uj</11T1 () + AT, (uy), el ,u2)>

:Uj 41<I;(ul),é(u],u2)>+ﬂz<T2(u2),5(u1,u2)>

=0
dir. A¢ilim uzunlugu dogru kongriiansinin bir integral invaryantidir. Bu 6zelik dogru

kongriiansindaki dogrularin paralel olmasi i¢in bir karakterizasyondur. Paralel dogru

kongriiansin ac¢ilim uzunlugu sifir ise o (U ) taban yiizeyi iizerindeki u, =c” ve

u, =c* kapali parametre egrileri birer nokta olup dogru kongriiansi, koniler ailesidir.

Tanm4.12 F _:Ux[ ——E
(ul’uz’t)—)ﬁza’;)(unuzat) =a(u,u,)+te(u,u,)

dogru kongriiansinin acilhim uzunlugu diye, a(U) taban ylizeyi iizerindeki bir

v(u,,u,) kapali egrisiyle belirtilen kapali regle yiizeyin a¢ilim uzunluguna denir ve

L =m<57(ul JUy), 2(”1 s Uy )>

dir. Burada E(ul Uy), A (U ) taban yiizeyinin birim normal vektoriidiir.
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Sekil 4.5 Kongriiansin a¢ilim uzunlugu

2. V(u,u,) €U igin r(u,,u,) # e(u,,u,) ve a(U) yiizeyinin parametre egrileri egrilik
cizgileri olsun. O zaman u, = sabit oldugunda, a(U ) taban ylizeyi iizerinde elde edilen
kapal1 parametre egrisi (u, bu egrinin yay parametresi olarak alinabilir)

au,u,) = (u,)

nin teget vektorii

ve u, =sabit oldugunda, o (U ) taban yiizeyi lizerinde elde edilen kapali diger
parametre egrisi (¢, bu egrinin yay parametresi olarak alinabilir)

a(u,,u,) = a(”l)
nin teget vektori

do(u,)
du,

=1 ve 1] =1
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olmak tizere <T1 , T2> =0 olur. Dolayisiyla kongriians tizerinde {E, T, Tz} ortonormal
¢at alam elde edilir. Burada T, =T, xe, T, =exT, ve e=T, x T, dir.
Ayrica, V(u,,u,) €U igin ;(ul,uz) # 2(u1,u2) ve {2, Tl,T2} ortonormal ¢at1 alaninda bir
vektor oldugundan h,,h,,h, €[] igin

r=hT +hT, +he (4.1.1)

seklinde yazilabilir.

u, = sabit

Sekil 4.6 F(a 7 her hangi dogru kongriians1

Tanmm 4.1.3 F(a’;) dogru kongriiansinin ekseni ;(ul,uz) yi dik olarak kesen egriye

F(a 7 dogru kongriiansinin ortogonal yoriingesi denir.

F(m;)(u1 Uy, t) =a(u,,u,)+ tlj(u1 JUy)
kongriiansinin a(U ) taban yiizeyi iizerindeki u, =c" ve u, =c" parametre egrileri,
birer kapal1 egri olmasi halinde bu egriler lizerine kurulan regle yiizeylerde kapali
olurlar. Bu kapali regle yiizeylerin a¢ilim uzunluklar1 L, ve L, olsun. O zaman Tanim

3.6 ya gore
T,

L= [fj (@), ) )= []j du

_te
U =c
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olup (4.1.1) den

Il
=
S 7 N
Byl
—~
N
- o
-~
~—
+
=
—~
o
Ny
~
+
=
—_
Ny
\.(b 1
~—

\%

olup (4.1.1) den

dir. Taban yiizeyi lizerinde o(u,,u,) noktasindan gecen herhangi bir kapali egri

y(u,,u,) olmak lizere, y nin teget vektoriiniin,

Oy = 4T, + AT,
oldugunu biliyoruz. Bu egri iizerinde kurulabilen bir kapali regle ylizey vardir. Bu

ylizeyin de agilim uzunluguna L dersek,

L =m<a7(ul JUy), ;(ul > ”2)>

= [ (AT ) + AT 0. )
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L =m 4 <T1(”1)a;(“15u2)> +4 <T2(u2)’;(u1’u2)>

hy hy

fI(Ah+Ah)

= Am+[[ 1k,
/4 7
olup 4,,4, €l oldugunda
L=A[f)l+ 4[]k,
/4 /e
=AL,+ AL

olarak elde edilir ve 4, = 1 ile 4, :% olarak alirsak
a

yazilabilir. Ayrica 4, ile 4,, y egrisinin teget vektoriiniin, sirastyla, a(ul,uz):a(uz)
ve a(ul,uz):a(ul) parametre egrilerinin teget vektorleri tizerindeki dik izdiisiim

uzunluklaridir. A¢ilim uzunlugu dogru kongriiansinin bir integral invaryantidir. Bu

ozelik dogru kongriiansindaki dogrularin paralel olmasi icin bir karakterizasyondur.

Paralel dogru kongriiansin ag¢ilim uzunlugu sifir ise a(U ) taban yiizeyi lzerindeki

u, =c* ve u, =c* kapal parametre egrileri birer nokta olup dogru kongriiansi, koniler

ailesidir.

Tamm4.14 F . :Ux(] ——E
(ulauzat)—>F(a,;)(u1a”2>t) = a(ul,u2)+t;(u1,u2)

dogru kongriiansinin acilhm uzunlugu diye, a(U) taban ylizeyi iizerindeki bir

v(u,,u,) kapali egrisiyle belirtilen kapali regle yiizeyin a¢ilim uzunluguna denir ve
L :m<a7/(u1 9”2)7;(% 5”2)>
4

dir.
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Sekil 4.7 Kongriiansin agilim uzunlugu

Simdi, F_,:Ux0 ———E’
(upupt)—)F;a’é)(upuzat) = a(u15u2)+te(ulau2)

ile tamml dogru kongriiansinda, u, =sabit ve u, =sabit alinarak, o(U) taban yiizey

tizerinde elde edilen parametrik egriler dayanak egrisi ve kongriiansa ait dogrular ana

dogrular olan regle yiizeylerin acilim uzunluklarini inceleyelim

i) u, =sabit oldugunda, o (U ) taban ylizey iizerinde elde edilen parametrik egri
a(u,) ve birim dogrultman vektor 7(u,) olmak iizere,
F . (y,0) = a(uy) +1 r(u,)
regle yiizeyi elde edilir. Biliyoruz ki, A(u,), F . (u,,t) regle yiizeyinin striksiyon
cizgisi olmak iizere F(a’;)(uz,t) regle ylizeyini tekrar parametrize edilerek

F;a,;)(”zat) = ﬂ(”z)"‘t;(uz)
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olarak yazabiliriz. F(a,;)(uz,t) regle ylizeyinin merkez noktasinda ;(uz) ile dik olan g
birim vektoriinii dogrultman ve S (uz) striksiyon ¢izgisini dayanak egrisi kabul eden bir
baska regle yiizey F° @ ;)(uz, t) olsun. O halde,

F' o (1) = Bluy) + 1, ()
dir. Boylece F(a ;)(uz,t) ve F *(a ;)(uz,t) gibi ayn striksiyon ¢izgisini dayanak egrisi

kabul eden bir regle yiizey cifti elde etmis oluruz.

—

1 (uy) = 1y (0, )% ()

F _(u,,t) ve F' _(u,,t) nin ortak birim normal vektdrii olmak iizere merkez
(a.r) V72 ()22

noktasinda bir {?,2,5} ortonormal catis1 elde edilir.

Sekil 4.8 Frenet ¢atisi

a) Birim teget vektori ;(uz) ise {r,rl,rz} catisinin vektorlerinin striksiyon ¢izgisinin

yay parametresine gore tiirevleri
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0 x OyFr
—! —
n|=|-k 0 tl|ln
.t _ -
]"2 0 r 0 7,

—!

! —
r K ,r2> ve Lancret

olarak elde edilir. Burada dogal egrilik « =||r ||, dogal burulma z =<

egriligi A=|r |=vx+7” dir. f(u,) striksiyon ¢izgisinin tegeti ile 7 birim

dogrultman vektorii arasindaki ag1 ¢ olmak iizere
f'(1,)=rcosp+r,sing

olarak yazilabilir.

|

Sekil 4.9 Birim teget vektorii 7 olan f3(u, ) striksiyon gizgisinin tegeti

B(u,) striksiyon ¢izgisi peryodik, yani S(u,)=f(u,+27z) olsun. Bu durum da
p (uz) egrisini dayanak egrisi kabul eden E,. (u,,t) ve F *(a ;)(uz,t) regle ylizeyleri
kapali olurlar. Boylece F(a;)(uz,t) ve F *(a ;)(uz,t) regle yiizeylerinin acilim

uzunlugundan bahsetmek miimkiindiir.

Teorem 4.1.1
F - (uy,1) regle ylizeyinin agilim uzunlugu L = [ﬁcos odu, ,
B
F (ary (U251 regle yiizeyinin agilim uzunlugu L = msin odu,
B

dir.
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Ispat:
5]

<r rCcosQ+ r2 sin (p>a?u2

E,. (u,,t) regle ylizeyinin agilim uzunlugu L

=t—h mEﬂ EE-.

cos pdu,

F’ (a’;)(uz,t) regle yiizeyinin agilim uzunlugu L = m@, p '>

J;
[ﬁ<g, reosg+ r2 sin (/)>du2
)
= msin odu,
B
diro
Sonug 4.1.1

F(a 5 (u,,t) regle yiizeyinin agilim uzunlugu L, F *(a ;)(uz,t) regle ylizeyinin agilim

uzunlugu L olmak iizere L =L olmas1 igin striksiyon acisi go:%+7rk, kel

olmalidir.
Ispat:
L=L= [ﬁcosq)alu2 = [ﬁsin odu,
B B
= cos @ =sin @
== % + 7k, kell
dir o

b) Birim teget vektorii r2 ise {r r, rz} catisinin vektorlerinin striksiyon ¢izgisinin

yay parametresine gore tiirevleri
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.
p _ -

0 -z 0T

— —

n|=lt 0 K |In

— 0 ¥ 0|,

7 "

—!

772 , dogal burulma 7 = <r1 ,r> ve Lancret

olarak elde edilir. Burada dogal egrilik x =

— —! -
egriligi A =|r |=vik’+7"dir. B(u,) striksiyon ¢izgisinin tegeti ile r birim

dogrultman vektorii arasindaki ag1 ¢ olmak iizere
B'(u,)=r2co8p+rsing

olarak yazilabilir.

=N

v Y !

i)
—~
IS
o
SN—

Sekil 4.10 Birim teget vektorii , olan f3(u,) striksiyon gizgisinin tegeti

B(u,) striksiyon ¢izgisi peryodik, yani fS(u,)=f(u,+27z) olsun. Bu durum da
B (u,) egrisini dayanak egrisi kabul eden F, . (u,,t) ve F *(a ;) (uy, ) regle yiizeyleri
kapali olurlar. Bdylece F(a;)(uz,t) ve F *(a ;)(uz,t) regle ylizeylerinin acilim

uzunlugundan bahsetmek miimkiindiir.

Teorem 4.1.2

F(a 2 (u,,t) regle yiizeyinin agilim uzunlugu L = [ﬁsin du,,
B
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F’ @) (u,,t) regle yiizeyinin agilim uzunlugu L = mcos odu,
B
dir.

Ispat:

F o (uy,0) regle yiizeyinin agilim uzunlugu L = m<;, p '>

F’ @ ;)(uz,t) regle yiizeyinin a¢ilim uzunlugu L' = U‘j@, ,H'>
B

<r2 ,Fsing +r, cos g5>du2

cos pdu,

Il
*t=h =t

dir o

Sonuc 4.1.2

F- (u,,t) regle yiizeyinin a¢ilim uzunlugu L, F *(a ;)(uz,t) regle yiizeyinin agilim

uzunlugu L olmak iizere L =L olmasi icin striksiyon agisi (Z:%Jr;zk, kel

olmalidir.
Ispat:
L=L= msin pdu, = mcos @du,
B B
= sin@ =cos @
=@Q= % + 7k, kel
dir o

ii) u, =sabit oldugunda, a(U) taban yiizey iizerinde elde edilen parametrik egri
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a(u,) ve birim dogrultman vektor 7(u,) olmak iizere,

F . (u,0)=a(u)+t r(u,)
regle yiizeyi elde edilir. Biliyoruz ki, f(u,), F, - (u,t) regle yiizeyinin striksiyon
cizgisi olmak iizere F (u,,t) regle yiizeyini tekrar parametrize edilerek

F,, . (1) = Blu)+1r(w,)
olarak yazabiliriz. F(a,;)(ul,t) regle ylizeyinin merkez noktasinda ;(ul) ile dik olan g
birim vektoriinii dogrultman ve f(u,) striksiyon ¢izgisini dayanak egrisi kabul eden bir
baska regle yiizey F~ (a’;)(ul,t) olsun. O halde,

F' o ()= Bluy) +try (u)
dir. Boylece F . (1) ve F " @) (u,,t) gibi ayn striksiyon ¢izgisini dayanak egrisi
kabul eden bir regle yiizey cifti elde etmis oluruz.

() =, ()< (u,)

F(a ;)(ul,t) ve F(a ;)(ul,t) nin ortak birim normal vektorii olmak iizere merkez

- —

noktasinda bir {r,ifl,g} ortonormal ¢atisi elde edilir.

Sekil 4.11 Frenet ¢atist
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a) Birim teget vektori ;(ul) ise {r,rl, rz} catisinin vektorlerinin striksiyon

¢izgisinin yay parametresine gore tiirevleri

-
r

0 «~ O0}7r

—! —

n|=|-x 0 tl|ln

— 0 - 0,

r )

—!

8 ,r2> ve Lancret

—!

r |, dogal burulma 7 :<

olarak elde edilir. Burada dogal egrilik x =

=N +7* dir. B(u,) striksiyon cizgisinin tegeti ile r birim

egriligi A=

dogrultman vektorii arasindaki ag1 ¢ olmak iizere
B'(u,)=rcosp+r,sing

olarak yazilabilir.

Sekil 4.12 Birim teget vektorii 7 olan S (u,) striksiyon ¢izgisinin tegeti

B(u,) striksiyon ¢izgisi peryodik, yani f(u,)= f(u, +27) olsun. Bu durum da £ (u,)
egrisini dayanak egrisi kabul eden Eo (u,,t) ve F *(a ;)(ul,t) regle ylizeyleri kapali
olurlar. Boylece F. (u,,t) ve F *(a ;)(ul,t) regle yiizeylerinin ac¢ilim uzunlugundan

bahsetmek mimkiindiir.

Teorem 4.1.3
F((Z ;)(ul ,t) regle ylizeyinin acilim uzunlugu L = mcos odu,,
B
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F (a.ry (W;;1) regle ylizeyinin agilim uzunlugu L= Ujsin odu,
B

dir.

Ispat:

F*(a ;)(ul ,t) regle yiizeyinin a¢ilim uzunlugu L' = U’]<Z,ﬂ’>
B

= [Jj@, rCos @ +r, sin (o>dul

B

= msin odu,

B

diro

Sonuc 4.1.3

F, ;)(ul,t) regle yiizeyinin agilim uzunlugu L, F *(a ;)(ul,t) regle ylizeyinin agilim

uzunlugu L' olmak iizere L =L olmast igin striksiyon agisi go=%+7zk, kel

olmalidir.
Ispat:
L=L = [ﬁcosgodul = Djsingoah,tl
B B
= cos@ =sing@
=>@p= % + 7k, kell
dir o

b) Birim teget vektorii 7, ise {r,rl , rz} catisinin vektorlerinin striksiyon ¢izgisinin
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yay parametresine gore tiirevleri

.
p _ -

0O - 0"

—! —

=l 0 K |In

—! 0 x 0|,

7, h

—!

Z' , dogal burulma 7 = <r1 ,17> ve Lancret

olarak elde edilir. Burada dogal egrilik x =

—!

h

=2 +7° dir.

B(u,) striksiyon ¢izgisinin tegeti ile  birim dogrultman vektdrii arasindaki a¢t @

egriligi A =

olmak tuzere
B () =r,cosp+rsinp

olarak yazilabilir.

~ |

r,
Sekil 4.13 Birim teget vektorii 7, olan f3(u,) striksiyon gizgisinin tegeti

B(u,) striksiyon ¢izgisi peryodik, yani B (u,)= f(u, +27) olsun. Bu durum da S(u,)
egrisini dayanak egrisi kabul eden E,. (u,,t) ve F *(a ;)(ul,t) regle yiizeyleri kapali
olurlar. Boylece F, ;)(ul,t) ve F *(a;)(ul,t) regle yiizeylerinin ac¢ilim uzunlugundan

bahsetmek mimkiindiir.
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Teorem 4.1.4

F, ;)(ul, 1) regle yiizeyinin agilim uzunlugu L = msin odu,,
B

F’ @) (u,,t) regle yiizeyinin agilim uzunlugu L = chos @du,
B

dir.

Ispat:
B

F(a ;)(ul ,t) regle ylizeyinin acilim uzunlugu

=i
<r rsing + r2 cos (p>a’u1

11
> me \w‘En

sin @du,
F*(aﬂ;)(“vt) regle yiizeyinin agilim uzunlugu L = Uj<’”za >
B

< ,rsin@ +r, cos g5>du1

=[]
B
mcos @du,
B

dir O

Sonuc 4.1.4

F(a ;)(ul,t) regle yiizeyinin a¢ilim uzunlugu L, F *(a ;)(ul,t) regle ylizeyinin agilim

uzunlugu L olmak iizere L =L olmasi icin striksiyon agisi (Z=%+7rk, kel

olmalidir.
Ispat:
L=L= [ﬁsin pdu, = mcos @du,
= sing =cos@ '
=>@= %4‘ k, kel
dir o
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4.2 Acilim Agisi
F UxE——E’
(ul,uz,t)—>F(a,;)(ul,u2,t) = a(ul,u2)+t;(ul,u2)
ile tanimli dogru kongriiansinda a(U ) taban ylizeyinin birim normal vektori E(ul,uz)
olmak iizere
1. Y(u,u,)eU igin r(u,u,)=e(u,u,) ve a(U) yiizeyinin parametre egrileri egrilik
cizgileri olsun. O zaman u, = sabit oldugunda, a(U ) taban yiizeyi lizerinde elde edilen
kapal1 parametre egrisi (u#, bu egrinin yay parametresi olarak alinabilir)
a(u,u,) =a(u,)
nin teget vektori

da
20) 1 ve -1

du,
ve u,=sabit oldugunda, «(U) taban yiizeyi iizerinde elde edilen kapali diger
parametre egrisi (¢, bu egrinin yay parametresi olarak alinabilir)

au,uy)=oa(u,)
nin teget vektorii
da (ul )
du,

=T, ve 1] =1

olmak tizere <T1 ,T2> =0 olur. Dolayisiyla kongriians tizerinde {E, T, T2} ortonormal

catr alani elde edilir. Burada T, =T, xe, T, = ex T, ve e=T,xT, dir.
Buradan, Tanim 3.7 e gore

u, =sabit oldugunda elde edilen kapali regle ylizeyin a¢ilim agis1 p, =— m <T1 ,T2’>
)

a(uy

u, =sabit oldugunda elde edilen kapali regle ylizeyin a¢ilim agis1 p, =— <T2,Tl’>
)

a(uy
yazilabilir. Oyleyse, a (U ) taban ylizeyi iizerinde herhangi bir egri y olmak lizere,

teget vektort,

77



Oy = AT+ 4T,

olup T, =T, xe, T, =exT, ve e=T, xT, oldugundan
ayx_é:(ilﬂ"'ﬂ?Tz)xE:isz_ﬂle

olur.

Sekil 4.14 Kongriiansin agilim agis1

O halde, Tanim 3.7 den y egrisinin agilim agis1
=~[(O(AT. ~4.T,).o7)
=—Uj AT, + AT, = T, = AT, o)
/4

78



N =—[[{AT, + AT; = BT, - LT, AT, + 4T, )

Eﬁ( AT, AT ) +(ATL AT ) —(AT, AT) ~(4LT], AT,)
AT AT) HA T, AT) ~(4T, AT ) ~(AT, AT,)

olup ||T1|| =1 ve ||T2|| =1 oldugundan

232 (L T )+ 4 (T T ) = s (T T ) = 2o (T T )

%/_J

7

N=— o 1 0
[;]/j +/11’/12<T21T2>+/11/12<T2'IT2>_%/12<T11T2>_2'22<T1’1T2>

=—[[J(A47 (T3, ) = A, + 44, = 22 (T}, T,))

(@T;, J D300+ 2000~ ﬂz( fifgape >]

7

olur ve burada 4,,4, €l oldugunda
vzt ftmn)|- (g

yazilabilir. Burada m<Tz’ ,Tl> integralinde integrant u, ye ve m<Tl’,Tz> integralinde de

4 v

integrant u, e bagli oldugundan

N=z| - i (T 1) |- 2| - (T.T,)
a(uy) a(uy)

P1 P2

=ﬁm—ﬁm
olarak elde edilir ve 4, =— 1le A== olarak alirsak

P P
N=4F -2
a b

yazilabilir. Ayrica A, ile A,, y egrisinin teget vektorliniin, sirasiyla, o(u,,u,) = a(uz)
ve a(u,u,)=a (”1) parametre egrilerinin teget vektorleri tizerindeki dik izdlistim

uzunluklaridir.
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Tamm4.2.1 F_:Ux] ——E’

(ul,uz,t)—ﬂ;;a’;)(ul,uz,t) = a(ul,u2)+t;(u1,u2)
ile taniml1 dogru kongriiansinda a(U ) taban yiizeyinin birim normal vektori E(ul,uz)
olmak iizere V(u,,u,)eU igin r(u,u,)=e(u,u,) ve a(U) yizeyinin parametre
egrileri egrilik ¢izgileri olsun. O zaman dogru kongriiansimin a¢ilim acis1 diye, a(U)
taban ylizeyi lizerindeki bir y(u,,u,) kapali egrisiyle belirtilen kapali regle yiizeyin

ac¢ilim agisina denir ve

Nz_m@(ﬂsz _/lle)/a]/>

veya

N = —mdet[ﬁa,éza,é]

olarak tanimlanir. Burada, « = a(u,,u,) kongriiansin taban yiizeyinin yer vektoriidiir.

2. V(u,,u,)eU i¢in ;(ul,uz);ég(ul,uz) olsun. Ana dogrusunun birim dogrultman

vektorii 7 olan F(a 7 dogru kongriiansinin ana dogrularindan birine dik bir dogrultu

vektorii 77, olmak lizere n, =rxn, olsun. O halde,

Acilim agis1= N =— m<8;1,;2>=— m<5;2,;1>

a

ve n, = O0a olarak alinirsa

Agilim agis1 = N=—mdet[8a,62a,ﬂ

dir.
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Sekil 4.15 Kongriiansin agilim agis1

Tammm 4.2.2 Ana dogrularinin birim dogrultman vektorii r olan F(a 7 dogru

kongriiansin ana dogrularindan birine dik bir dogrultunun bir periyot sonra ilk konumu

ile yaptig1 agiya dogru kongriiansimin acilim agis1 denir.

Simdi, F_, :Ux0 ———FE
(ul’u27t)—)F;a’z,)(ul’u2’t) = a(u,u,) +te(u,u,)

ile taniml1 dogru kongriiansinda, u, =sabit ve u, =sabit alinarak, a(U ) taban ylizey

tizerinde elde edilen parametrik egriler dayanak egrisi ve kongriiansa ait dogrular ana

dogrulari olan regle yiizeylerin agilim agilarini inceleyelim

i) u, =sabit oldugunda, (U taban yiizey iizerinde elde edilen parametrik egri
a(u,) ve birim dogrultman vektor 7(u,) olmak iizere,

F,, . (uy,0) = a(uy) +17(u,)
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regle yiizeyi elde edilir. Biliyoruz ki, f(u,), F, . (u,.t) regle yiizeyinin striksiyon
¢izgisi olmak lizere F| . (u,,!) regle yiizeyini tekrar parametrize edilerek

F, . (uy,0) = Bluy) +17(uy)
olarak yazabiliriz.
F(a’;) (u,,t) regle yiizeyinin merkez noktasinda ;(uz) ile dik olan Z birim vektoriini
dogrultman ve ﬂ(uz) striksiyon ¢izgisini dayanak egrisi kabul eden bir baska regle
ylizey F*(aﬂ;)(uz,t) olsun.
O halde,

F' - () = Bluy) + 175 (u,)
dir. Boylece F(a’;)(uz,t) ve F *(a,;)(uz,t) gibi ayni striksiyon c¢izgisini dayanak egrisi

kabul eden bir regle yiizey cifti elde etmis oluruz.

r(uy) =1, (uy)xr (uy)
F(a ;)(uz,t) ve F *(a ;)(uz,t) nin ortak birim normal vektorii olmak iizere merkez

- —

noktasinda bir {r,ifl,g} ortonormal ¢atisi elde edilir.

Sekil 4.16 Frenet ¢atis1
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a) Birim teget vektorii ;(uz) ise {r,rl,rz} catisinin vektorlerinin striksiyon ¢izgisinin

yay parametresine gore tiirevleri

-
- -
0 «~ O0}7r

—! —
n|=|-x 0 tl|ln
— 0 - 0O,
r )

—!

—! —
r 8 ,r2> ve Lancret

olarak elde edilir. Burada dogal egrilik x =|r ||, dogal burulma z :<

—!

1 |l=VK + 77 dir

egriligi A=

p (u2) striksiyon ¢izgisinin tegeti ile 7 birim dogrultman vektorii arasindaki ac1 ¢

olmak iizere
B'(u,)=rcosp+r,sing

olarak yazilabilir.

|

Sekil 4.17 Birim teget vektorii 7 olan 3 (u,) striksiyon ¢izgisinin tegeti

B(u,) striksiyon ¢izgisi peryodik, yani fB(u,)=f(u,+27z) olsun. Bu durum da
B(u,) egrisini dayanak egrisi kabul eden F . (u,t) ve F *(a - (1) regle yiizeyleri
kapali olurlar. Boylece F, ;)(uz, 1) ve F @ ;)(uz,t) regle ylizeylerinin a¢ilim agilarindan

bahsetmek mimkiindiir.
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Teorem 4.2.1

E,. (u,,t) regle ylizeyinin agilim acis1 p = m(l( cos gsin g —zsin’ ¢ )du, ,
B

F*(a ;)(uz,t) regle yiizeyinin agilim agis1 p° = —[E(KCOSZ @—T1sin@cos @ du,
B

dir.

Ispat:

F (u,,t) regle ylizeyinin agilim agis1 p = —[ﬁ det [ A, ﬂ",ﬂ
B

Cos @ 0 sin @
=—|]j —@sing Kkcos@—7sing @'cose
s 1 0 0

= —m—(lccosgo—rsingp)sin(p

B
= (K‘COS @sin @ —rsin’ go)duz
B

F’ (@5 Uy, 1) regle yiizeyinin agilim agist p = —Lﬁ det [ J ﬂ
B

cos @ 0 sin @
:—m —@psing kcos@—7sing @'cos
10 0 1

= —m(/ccosgo— rsing)cos g
B
= (lccos2 @ —sin @ cos (p)du2
7

diro

Sonuc¢ 4.2.1

F. (u,,t) regle yiizeyinin agilim agis1 p, F~ (@ ;)(uz,t) regle yiizeyinin agilim agis1 p°

olmak iizere p=p olmasi igin striksiyon agis1 ¢ =7k, k€[] veya ¢ = %+ wk, kel

olmalidir.
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Ispat:
p=p = Uj(xcoswsinga— rsin’ (p)du2 = —Dj(KCOSZ @—Ttsinpcos |du,
B B
= KOS @sin@—r7sin’® ¢ = —kcos’ @+7sin@cos e
= KCOS(p(sin(p+COS(p)=rsingo(singo+cos¢)
ve dayanak egrisi striksiyon ¢izgisi olan regle yiizeyler i¢in
Kcos@+7sing =0
bagintis1 oldugundan
Kk cos @(sin @+ cos@) = zsing(sin g +cosp)
—7sin@(sin @+ cos ) = rsin (sin g+ cos @)
2zsing(sing+cosp)=0, 7#0
olup buradan
sinp=0=>@=rxk, kell

veya
. V4
smgo+cos¢=0:>(p=z+7rk, kel

dir o

b) Birim teget vektori Z ise {r, r, rz} catisinin vektdrlerinin striksiyon ¢izgisinin

yay parametresine gore tiirevleri

-

[
o N o
|
il
I e
SN

Al S
o

—!

olarak elde edilir. Burada dogal egrilik k¥ = g, , dogal burulma 7 = <r1 ,;> ve Lancret

—!

| =VKE? +77 dir.

egriligi 4 =

p (u2) striksiyon ¢izgisinin tegeti ile 7 birim dogrultman vektorii arasindaki ag1 @
olmak tizere

p'(u,)=r,cosp +rsinp
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olarak yazilabilir.

v Y}

:D‘
—~
=
~

Sekil 4.18 Birim teget vektorii 7, olan 3 (u,) striksiyon gizgisinin tegeti

B(u,) striksiyon ¢izgisi peryodik, yani S(u,)= B (u, +27) olsun. Bu durum da
B(u,) egrisini dayanak egrisi kabul eden F_ - (u,t) ve F *(a - (uy,1) regle yiizeyleri
kapali olurlar. Boylece F - (uy,t) ve F~ @ ;)(uz,t) regle ylizeylerinin a¢ilim agisindan

bahsetmek mimkiindiir.

Teorem 4.2.2
F.- (u,,t) regle ylizeyinin agilim acis1 p = m(l? cos’ @ —7 sin @ cos (ﬁ)a’u2 ,
B

F*(a’;) (u,,t) regle ylizeyinin agilim agis1 p = m(—l? cos @ sin @ + 7 sin’ gﬁ)duz

B
dir.
Ispat:
F - (uy,t) regle yiizeyinin agihm agist p = —m det [,B',ﬂ", 77}

)

sin@ 0 cosQ
= —m Q'cosp Kcosp—Tsing —@'sing
o 0 0

= —Uj(—r?cos @ +7 sin@)cos pdu,
s

= (_cos2 @ —T sin@cos @ Jdu,

)
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F’ @ ;)(uz,t) regle yiizeyinin agilim agist

P ={fjdet[ p.p".r,]

B
sin @ 0 cos Q@
=—[ﬁ Q'cosp Kcosp—Tsing —@'sing
Pl0 0 1

['](IFCOS(Z—?singﬁ)sin(ﬁa’u2
7

= (—Ecos@sin(ﬁJr?sinz o ldu,
B

dirg

Sonug 4.2.2

F(a 5 (u,,t) regle yiizeyinin agilim agis1 p, F~ (@ ;)(uz,t) regle yiizeyinin agilim agis1 p

olmak iizere p=p olmasi igin striksiyon agis1 @ = 7k, k €[] veya @ = % + 7k, kel

olmalidir.

Ispat:
p=p = m(l?cos2 gﬁ—?sin(ﬁcosgﬁ)duz = m(—fcosgﬁsin(BJr 7 sin’ @ Jdu,
B B
= Kcos’ @ —Tsin@cosp =—kcos@sing +7 sin’ @
= Ecosgﬁ(sin(ﬁ+cos¢7)=T’sinqﬁ(singﬁ+cos¢)
ve dayanak egrisi striksiyon ¢izgisi olan regle yiizeyler i¢in
Ksinp+7cosp =0

bagintis1 oldugundan

Kcos@(sing+cos@)=7sin@(sing+cosp)
~Tsin@(sin @ +cos @) =7 sin @ (sin @ +cos P)
27sin@(sing +cosp)=0, T#0

olup buradan
sinp=0=@=rk, kell

veya
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singB+cong:0:>gB:%+7rk, kell

dir o

ii) u, =sabit oldugunda, « (U ) taban ylizey iizerinde elde edilen parametrik egri
a(u,) ve birim dogrultman vektor 7(u,) olmak iizere,

F;a’;)(uwt) =a(u)+tru,)
regle yiizeyi elde edilir. Biliyoruz ki, f(u,), F, - (u,t) regle yiizeyinin striksiyon
cizgisi olmak iizere F(a 5 (u,,t) regle yiizeyini tekrar parametrize edilerek

F,, . (u,0) = Bluw,)+1r(w,)
olarak yazabiliriz. F(a’;)(u] ,t) regle ylizeyinin merkez noktasinda E(ul) ile dik olan g
birim vektoriinii dogrultman ve S (”1) striksiyon ¢izgisini dayanak egrisi kabul eden bir
baska regle yiizey F~ (@ ;)(ul,t) olsun. O halde,

F*(a,;)(“pt) = pu,)+tr,(u,)
dir. Boylece F_ . (u,t) ve F " (w.y(W;1) gibi aym striksiyon ¢izgisini dayanak egrisi

kabul eden bir regle yiizey cifti elde etmis oluruz.

()= ry () xr ()

F . (u,0) ve F *(a ;)(ul,t) nin ortak birim normal vektorii olmak {izere merkez

noktasinda bir {?,Z,E} ortonormal catis1 elde edilir.
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Sekil 4.19 Frenet catis1

a) Birim teget vektorii ;(ul) ise {r,rl , rz} catisinin vektorlerinin striksiyon

¢izgisinin yay parametresine gore tiirevleri

-
r

0 x~ OfFr

—! —

no|l=l-x 0 «zl|ln

.t _ -

}"2 0 T O rz

- —

, dogal burulma 7 = <r1 ,r2> ve Lancret

-/

olarak elde edilir. Burada dogal egrilik « =||r

egriligi A=|n |=v&*+7>dir. p(u) striksiyon ¢izgisinin tegeti ile r birim

dogrultman vektori arasindaki ag1 ¢ olmak tizere
B'(u,)=rcosp+r,sing

olarak yazilabilir.
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o

Sekil 4.20 Birim teget vektorii » olan A (u,) striksiyon ¢izgisinin tegeti

B(u,) striksiyon ¢izgisi peryodik, yani £(u,)= f(u, +27z) olsun. Bu durum da f(u,)
egrisini dayanak egrisi kabul eden E,. (u,,t) ve F *(a ;)(ul,t) regle yiizeyleri kapali
olurlar. Bdylece F, ;)(ul,t) ve F *(a;)(ul,t) regle ylizeylerinin acilim agisindan

bahsetmek miumkiindir.

Teorem 4.2.3
F(a 5 (u,,t) regle yiizeyinin acilim agist p = m(Kcos @sin @ —rsin’ (/))du1 ,
B
F' - (1) regle yiizeyinin agilim agist p° = —Lﬁ(/ccos2 @ —1sin @ cos (/))du1
B

dir.

Ispat:
F ; (u,1) regle yizeyinin agihm agis1 p = —Dj det [ g, ﬁ’",;]
B

Cos @ 0 sin @
=—Uj —psing Kcosp—7rsing @' cose
p 1 0 0

= —Uj—(KCOS(p—z'sin(D)Sin{”

)
= (/ccos @sin g —rsin’ go)a’u1
B
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F*(a -, (u, 1) regle yiizeyinin agilim agisi p = —[ﬁ det [ﬁ',ﬂ”,r:]
s

Cos @ 0 sin @
=—[|j —psing Kcosp—7sing @' cosg
L0 0 1

= —[ﬁ(/{COS(p— rsing)cos g
B
= (Kcos2 @ —7sin @ cos (o)dul
B
diro
Sonuc¢ 4.2.3
F, ;)(ul,t) regle yiizeyinin agilim agis1 p, F~ @) (u,,t) regle yiizeyinin agilim agist p°

olmak iizere p=p olmasi igin striksiyon agis1 ¢ =7k, k€[] veya ¢ = %-‘r 7wk, kel

olmalidir.
Ispat:
p=p = m(xcoswsinw— 7sin’ ¢)du1 = —[lj(lccos2 Q- rsin(ocosga)dul
B B
= K COS Sin @ —78in” ¢ = —k c0S” @ + 7 sin @ cos @
= Kk cos @ (sin p+cos @) = rsin(sin @+ cos @)

ve dayanak egrisi striksiyon ¢izgisi olan regle yiizeyler i¢in
Kcos@+rsing =0
bagintis1 oldugundan
Kk cos @(sin @+ cos@) =zsing(sin g +cosp)
—7sin @ (sin @+ cos @) = rsin p(sin g+ cos @)
2zsing(sing+cosp)=0, 7#0
olup buradan
sinp=0=>@=rxk, kell

veya

sin¢+cosgo:O:>go:%+7rk, kel
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dir o

b) Birim teget vektorii g ise {r,rl , rz} catisinin vektdrlerinin striksiyon ¢izgisinin

yay parametresine gore tiirevleri

-
- 3 -
0O -z 0 ||”

—! —
nl=|t 0 -Kk|n
. K -
P 0 0 7,

—!

olarak elde edilir. Burada dogal egrilik k¥ = g, , dogal burulma 7 = <r1 ,;> ve Lancret

egriligi A =|n |=V&’+7" dir. p(u,) striksiyon ¢izgisinin tegeti ile 7, birim

—!
h

dogrultman vektorii arasindaki ag1 @ olmak tizere
B () =r,cosp+rsinp

olarak yazilabilir.

o

v Y

Q
—~
<

-

Sekil 4.21 Birim teget vektorii 7, olan S (u,) striksiyon ¢izgisinin tegeti

B(u,) striksiyon ¢izgisi peryodik, yani £(u,)= f(u, +27) olsun. Bu durum da f(u,)
egrisini dayanak egrisi kabul eden F(a N (u,,t) ve F *(a ;)(ul,t) regle yiizeyleri kapali
olurlar. Boylece TS (u,,t) ve F *(a ;)(ul,t) regle yiizeylerinin a¢ilim uzunlugundan

bahsetmek mimkiindiir.
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Teorem 4.2.4

F, ;)(ul, t) regle yiizeyinin agilim agis1 p = [Dﬂ(l?cos2 @—7TsinpcosQ |du,,
B

F*

dir.

@ ;)(ul, t) regle yiizeyinin agilim agis1 p~ = Uj(—l? cos@sing +7 sin’ @ Jdu,
B

Ispat:

E, ;)(ul ,1) regle ylizeyinin agilim agis1 p = —m det[ A, [5’",;]
B

F

dirg

sin @ 0 cosQ
m(p cosgp Kcosp—7sing —@'sing
s 0 0

:—m( —K c08 @ + T sin @) cos pdu,
B
( cos’ @ — Tsm(pcosq))dul
B

Y ;)(ul, t) regle yiizeyinin agilim agis1

P =fjdet| 8.5
B

sin @ 0 cos @
m @' cos (o Kcosp—7sing —@'sing
d 0 1

= —m(fcosé—?sinqﬁ)sm(zd”l
B

—K cos@sin@ +7 sin’ gﬁ)dul

Sonuc 4.2.4

(06)

(u,,t) regle yiizeyinin ag¢ilim agis1 p, F (ul ,t) regle yiizeyinin agilim agis1 p

olmak {izere p=p olmasi igin striksiyon agis1 ¢ = 7k, k €[] veya @ = % + 7k, kell

olmalidir.
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Ispat:

p=p :m(fcoszgﬁ—?sin(ﬁcosgﬁ)dul=|;ﬁ(—/?cosgﬁsin(/_)+z_'sin2(ﬁ u,
B B
= KCos” @ —Tsin@pcosp =—kcos@sing +7 sin’ @
= Ecosgﬁ(sin(ﬁ+cos¢7)=Fsinqﬁ(singﬁ+cos¢)

ve dayanak egrisi striksiyon ¢izgisi olan regle yiizeyler i¢in
Ksinp+7cosp =0

bagintis1 oldugundan

Kcos@(sing +cos@)=7sin@(sing+cosp)
~Tsin@(sin @ +cos ¢ ) =7 sin @ (sin P +cos P)
27sin@(sing +cosp)=0, T#0

olup buradan

sinp=0=@=rxk, kell
veya

sin(ﬁ+cos¢_)=0:>(ﬁ=%+7rk, kel

dir o

4.3 Dagilma (Distribiisyon) Parametresi

Teorem4.3.1 F, . :Ux[] ——E’

(ul,uz,t)——>F(a’;)(u1,u2,t) = a(ul,u2)+t;(u1,u2)
paralel olmayan bir dogru kongriiansi olsun.
<60‘(u1, uz),a;(ul, u2)> =0
olacak sekilde dyle bir o =o(u;,u,) yiizeyi bulunabilir ki F_-" kongriiansi tekrar
parametrize edilerek
E o uuy, 1) = o(uy,uy) + tiﬁ"(u1 JUy)
olarak yazilabilir. Burada,

(Oa(uyu).07(u, 1))

o (uy,uy) = oy, 1y) = r(uy,u,)

re]
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ylizeyine, F(a 7 kongriiansinin striksiyon (bogaz) yiizeyi veya merkez yiizeyi denir.

Ispat:

F(a’;) paralel olmayan bir dogru kongriians1 oldugundan V(ul,uz)eU icin

7(u,,u,) %0 dir ve genelligi bozmayacag icin H;(ul,u2 )H == <;(ul,u2 )7 (uy,u, )> =1
alabiliriz. Burada her iki tarafin diferensiyeli alinirsa
<8;(u1,u2),;(u1,u2 )>+<17(u1,u2),817(u1,u2 )> =0
2<8;(u1,u2),;(u1,u2 )> =0
<8;(u1,u2),;(u1,u2 )> =0
bulunur. V(u,,u,)eU igin <60'(u1 Juy),0r(uy, 1, )> =0 olacak sekilde dyle bir o
ylizeyi
o(u,u,)=o(u,u,)+ v(ul,uz);(ul,uz)
olarak alalim ve diferensiyeli alinirsa
00 (u,uy ) = dx(uy uy ) + V(i 10,) r(uy1,) + vty 1) OF ()
olur ve her iki tarafi 8;(u1, u,) ile i¢ garparsak,
<80(u1 Uy ), 8;(u1 Uy )> = <80:(u1 JUy) +0v(uy,u,) lj(u1 Uy )+ v(uy,uy) 8;(141 Uy ), alj(u1 Uy )>

ve V(u,,u,)eU igin <80(u1 ), 0r(uy, i, )> =0 oldugundan

(Ber(uy,uy)+ Ov(an 1) Fat 1) + V(o 10) 07 (1, 0,), 07 (1t 1,)) = 0

(B0t 10,), 07y 10, )+ OvCat 1) (1t 10,), Oty 10, )+ (0t 1) (O a0, ), 07ty 10,)) = O

0

Hé’;(ul Uy )Hz

- - 2
(0, 1,),07 (1)) + (a0, |07, =0 (4.3.1)
olur. F(a 7 paralel olmayan bir dogru kongriians: oldugundan (u,,u,) A dr(u,,u,) # 0

oldugundan ;(ul,uz) ve 877(u1,u2) lineer bagimsizdir. Dolayisiyla 817(u],u2)¢0 dir.

Oyleyse (4.3.1) ifadesinden

95



<6a(u1’”2)=6;(u1’u2)>
o]

v(t)z—

olarak bulunur.

Dolayistyla,

F;a’;) (ulauzat) = Fia’;) (ulauzav(ulau2)+t)

= a(uy, 1, ) + (V1 10,) + 1) (11, 10,)

:a(u19u2)+v(ulauz)r(ulauz)+tr(ulau2)

o (uy,uy)

=U(“1a”2)+t;(”15”2)

yazilabilir O

Teorem 4.3.2 ;(ul,uz) vektort, F(m;) dogru kongriiansinin o (u,,u,) noktasindaki o

ylizeyinin tegetine dik olan vektore paraleldir (Izumiya 2001).

Ispat:
o ylizeyinin o(u,,u,) noktasindaki tegeti 0o (u,,u,) olup <60'(u1,u2),6;(u1,u2)>=0
oldugundan 0o (u,,u,) L or(u,,u,) dir. Dolaywsiyla r(u,,u,) vektori, F(a 7 dogru

kongriiansinin o (u,,u,) noktasindaki o yiizeyinin tegetine dik olan vektore paraleldiro

Teorem 4.3.3 F 7 paralel olmayan bir dogru kongriians: olsun. F(a 7 kongriiansinin

(

striksiyon ylizeyi, taban ylizeyinin segilisinden bagimsizdir.

Ispat:
F

(ar

) paralel olmayan bir dogru kongriiansinin farkli bir taban ylizeyi & olmak iizere,
V(u,,u,,t)eUx0 igin

Fy o (it 0) = 0ty 1, + 1 (g, t1y) = Gy, 11,) + 5 (1 1) (4.3.2)
yazilabilir. Burada s = s(t) olup bu yeni yazilama gore F(a’;) kongriiansinin striksiyon

ylizeyi £ olsun. o = £ oldugunu gosterecegiz. Teorem 4.3.1 den
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en el 220,

Jor e
<aa—aa,a?> 3}
Jorf

=(a-a)+

olup (4.3.2) dan
a-a=(s—t)r
ve buradan
0a—0a =(s—t)or
olacagindan

B, <(t—s)6;,8;>;

o-f=(s—t)r+ —
Jor

olarak bulunur o

Tanmm 4.3.1 F(a 7 taban ylizeyi striksiyon yiizeyi olan paralel olmayan bir dogru

kongriiansi olsun. O halde F(a 7 dogru kongriiansinin distribiisyon parametresi

<80(u1,u2) N RN 8;(u1,u2)>
o]
det (60, 10,), (1, 10,), 07 11,)
T el

pluy,u,) =
(4.3.3)

ile taniml1 fonksiyondur.

Simdi F;a;):UxE—)E3

(”puzst)—)F;a,;)(upuzat) =a(uy,u,) +1r(uy,u,)
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ile taniml1 dogru kongriiansinda a(U ) ylizeyinin parametre egrileri egrilik ¢izgileri
olsun. O zaman u, =sabit oldugunda, a(U ) taban ylizeyi iizerinde elde edilen kapali
parametre egrisi (#, bu egrinin yay parametresi olarak alinabilir)

a(u,u,) = (u,)
ve u,=sabit oldugunda, «(U) taban yiizeyi iizerinde elde edilen kapali diger
parametre egrisi (¢, bu egrinin yay parametresi olarak alinabilir)

auy,u,) = o (u,)
olmak iizere her bir egri boyunca dogrular regle ylizeyler olusturur ve u, ile u,

parametreleri arasindaki iliskiyi bir egri ile bir regle yiizeyle belirleyebiliriz.

Simdi bu iligkiyi tanimlamak i¢in elde edilen regle yiizeylerin dagilma (distribiisyon)
parametrelerini bulalim.

i) u, =sabit oldugunda, o (U ) taban yiizey lizerinde elde edilen parametrik egri
a(u,) ve birim dogrultman vektor 7(u,) olmak iizere,
F,, . (1) = a(u,) +1 r(u,)
regle ylizeyi elde edilir. Biliyoruz ki, f (uz ) s Fo; (u,,t) regle ylizeyinin striksiyon
cizgisi olmak tizere F(a’;)(uz,t) regle ylizeyini tekrar parametrize edilerek
F,, - (y,0) = Bluy) +17(u,)

olarak yazabiliriz.

Fo (u,,t) regle ylizeyinin merkez noktasinda ;(uz) ile dik olan g birim vektoriinii
dogrultman ve £ (uz) striksiyon ¢izgisini dayanak egrisi kabul eden bir bagka regle
yiizey F *(a,;)(uz,t) olsun. O halde,

F' o () = Bluy) + 15 (u,)
dir. Bdylece F . (uy,t) ve F *m,;)(uz,t) gibi ayni striksiyon ¢izgisini dayanak egrisi

kabul eden bir regle yiizey cifti elde etmis oluruz.

r

1(“2):r2 (uz)x;(%)
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F(a ;)(uz,t) ve F *(a ;)(uz,t) nin ortak birim normal vektorii olmak iizere merkez

noktasinda bir {?,Z,E} ortonormal catis1 elde edilir.

Sekil 4.22 Frenet catisi

a) Birim teget vektori ;(uz) ise {r,rl,rz} catisinin vektorlerinin striksiyon ¢izgisinin

yay parametresine gore tiirevleri

S
N

0 «
—! —
n|=|-x 0 zl|ln
—r 0 -z 0|l
r $

—!

n ,r2> ve Lancret

!

r ||, dogal burulma 7 =<

olarak elde edilir. Burada dogal egrilik « =

=K*+77 dir.

B(u,) striksiyon ¢izgisinin tegeti ile 7 birim dogrultman vektdrii arasindaki a1 ¢

!

4l

egriligi A=

olmak tuzere

f'(u,)=rcosp+r,sing
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olarak yazilabilir.

~ |

v

Sekil 4.23 Birim teget vektorii # olan A (u,) striksiyon gizgisinin tegeti

Dayanak egrisi striksiyon ¢izgisi olan regle yiizeyler i¢in
Kcos@+rsing =0

bagintis1 vardir. Lancret egriligini kullanarak

K =tAsing, T=%Acosp
bagintilarin elde ederiz.
Teorem 4.3.4
. 9 . sin @
F, . (uy,1) regle ylizeyinin dagilma parametresi P = ,
, K
. L . .+ COSQ
E . (uy,0) regle yilizeyinin dagilma parametresi P =
: T
dir.
Ispat:

F.. (u,,t) regle ylizeyinin dagilma parametresi P =

r
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det [?, r, ,B’j

(4.3.4)



1 0 O

0 x O
cosp 0 sing
= ~2
J]
_Kksing
K,2
sin @
K

det(g,g', ,B’j

F (a.y (U, 1) Tegle ylizeyinin dagilma parametresi P = >

—!

n
0 0 1
0 -7 0
cosp 0 sing
- —12
[
_ TCOSQ
TZ
Ll )
T 2
diro
Sonuc¢ 4.3.1

F, ;)(uz,t) regle yiizeyinin dagilma parametresi P, F *(a ;)(uz,t) regle ylizeyinin
dagilma parametresi P olmak iizere

|P|=[P'

dir.

Ispat:
(4.3.4) esitliginden x =+Asin¢ oldugundan

_sing
K

P
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sin @

- +Asing
1
=+
A

ve benzer sekilde (4.3.4) esitliginden 7 ==+Acos¢ oldugundan

pr_Cose

T
cos @

 +Acos 1)
1

A

olarak bulunur. Buradan |P| = ‘P*‘ olarak yazabiliriz o

b) Birim teget vektorii r: ise {r, rl,rz} catisinin vektorlerinin striksiyon ¢izgisinin

yay parametresine gore tiirevleri

-
p 3 -
0O - 0 |l"r

—! —
nl=|t 0 -Kk|n
— - -
" 0 x O ,

—! —

olarak elde edilir. Burada dogal egrilik x = 172, , dogal burulma 7 = <r1 ,r> ve Lancret

egriligi A = =K +77 dir. ﬂ(u2) striksiyon ¢izgisinin tegeti ile # birim

—!
h

dogrultman vektorii arasindaki ag1 ¢ olmak iizere
B'(u,)=r2co8p+rsing

olarak yazilabilir.
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Sekil 4.24 Birim teget vektorii 7, olan £ (u,) striksiyon gizgisinin tegeti

Dayanak egrisi striksiyon ¢izgisi olan regle yiizeyler i¢gin
Ksin@g+7cosp =0
bagintist vardir. Lancret egriligi kullanilarak
K =+ cosp, T=xAsingp (4.3.5)

bagintilarin1 elde ederiz.

Teorem 4.3.5
. . .= cos @
F - (uy,0) regle yiizeyinin dagilma parametresi P = ————,
’ T
* . - .= sin @
F, ;)(uz,t) regle yiizeyinin dagilma parametresi P = ———
’ K
dir.
Ispat:

det (;, 17’ , ﬂ’)
F(a 2 (u,,t) regle yiizeyinin dagilma parametresi P = —_—

!

r
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1 0 0
0O -7 0
sing 0 cosp

=2
|-

det (g, r ,ﬂ’j
F’ @) (u,,t) regle yiizeyinin dagilma parametresi P~ = —_—

r

0 0 1
0 x 0

_|sing 0 cosg
2

[+

Ksing
T =2
K

sin @

K

dirg

Sonucg 4.3.2
F, ;)(uz,t) regle yiizeyinin dagilma parametresi P, F *(a ;)(uz,t) regle ylizeyinin
dagilma parametresi P~ olmak iizere

7=|P

dir.

ispat:
(4.3.5) esitliginden 7 =+ cos® oldugundan
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po_Co9
T
_ —CosQ
+1cosp
-
A

ve benzer sekilde (4.3.5) esitliginden K =+Asin® oldugundan

7 __sing

K
sin @

I+

Asing

=+

& =

olarak bulunur. Buradan |P| = ‘P*‘ olarak yazabiliriz O

ii) u, =sabit oldugunda, a(U) taban yiizey iizerinde elde edilen parametrik egri
a(u,) ve birim dogrultman vektdr 7(u, ) olmak iizere,

F;aﬂ;) (u,1) = au,) +t;(”1)
regle yiizeyi elde edilir. Biliyoruz ki, S (u1 ) , F(a ;)(ul,t) regle yilizeyinin striksiyon
cizgisi olmak tizere Fo (u,,t) regle yiizeyini tekrar parametrize edilerek

F, o (u,0)= Blu) +1r(w)
olarak yazabiliriz. F(a’;)(ul,t) regle yiizeyinin merkez noktasinda ;(ul) ile dik olan g
birim vektoriinii dogrultman ve f (“1) striksiyon ¢izgisini dayanak egrisi kabul eden bir
baska regle yiizey F~ . (u,,7) olsun. O halde,

F*(a’;)(ulat) = p(u,) +t’72(”1)
dir. Boylece F_ . (u,t) ve F " (ay(;1) gibi aym striksiyon ¢izgisini dayanak egrisi

kabul eden bir regle yiizey ¢ifti elde etmis oluruz.

r(w)=n (u)xr(u,)
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F(a ;)(ul,t) ve F *(a ;)(ul,t) nin ortak birim normal vektorii olmak iizere merkez

noktasinda bir {?,Z,E} ortonormal catis1 elde edilir.

Sekil 4.25 Frenet catisi

a) Birim teget vektorii ;(ul) ise {r,rl , rz} catisinin vektorlerinin striksiyon

¢izgisinin yay parametresine gore tiirevleri

-
r

0 x 0T
—! —
hol=l-x 0 h
— 0 -7 "
r "

—!

! —
r K ,r2> ve Lancret

olarak elde edilir. Burada dogal egrilik « =||r ||, dogal burulma = =<

egriligi A=|n |=v&*+7>dir. p(u) striksiyon ¢izgisinin tegeti ile r birim

dogrultman vektori arasindaki ag1 ¢ olmak lizere
B'(u,)=rcosp+r,sing

olarak yazilabilir.
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Sekil 4.26 Birim teget vektorii » olan f3(u,) striksiyon gizgisinin tegeti

Dayanak egrisi striksiyon ¢izgisi olan regle yiizeyler i¢in
Kcosp+7sing=0
bagintis1 vardir. Lancret egriligini kullanarak
K =tAsin g, T=1Acosp

bagintilarini elde ederiz.

Teorem 4.3.6
. - . sin @
F(a ;)(ul ,1) regle ylizeyinin dagilma parametresi P = ,
: K
. . - .+ COSQ

o, ;)(ul,t) regle ylizeyinin dagilma parametresi P =

: T
dir.
ispat:

F, ;)(ul, t) regle ylizeyinin dagilma parametresi P =

r
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1 0 O

0 x O
cosp 0 sing
= ~2
J]
_Kksing
K,2
sin @
K

det(g’,g', ﬂ’j

F (@« (W, 1) regle ylizeyinin dagilma parametresi P = >

—!

r
0 0 1
0 -7 0
cosp 0 sing
- —2
|-=7
_ TCOSQ
TZ
Ll )
T 2
diro
Sonuc¢ 4.3.3

F, ;)(ul,t) regle ylizeyinin dagilma parametresi P, F *(a ;)(ul,t) regle ylizeyinin
dagilma parametresi P olmak iizere

|P|=[P'

dir.

ispat:
(4.3.6) esitliginden x =+Asin¢ oldugundan
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pe sin ¢
K
sin @

- TAsing
.1
A

ve benzer sekilde (4.3.6) esitliginden 7 =+ Acos¢ oldugundan

pr_Cosg
T
_ cosQ
tAcosp
.l
A

olarak bulunur. Buradan |P| = ‘P‘ olarak yazabiliriz o

b) Birim teget vektorii Z ise {r, n, rz} catisinin vektorlerinin striksiyon ¢izgisinin

yay parametresine gore tiirevleri

-
v 3 .
0O -z 0"

—! —_
nol=|t 0 -k|n
— 0 x 0|,
7 h

—!

olarak elde edilir. Burada dogal egrilik x = Z' , dogal burulma 7 = <r1 ,17> ve Lancret

egriligi A =1 |[=V&>+7>dir. B(u,) striksiyon cizgisinin tegeti ile r birim

—!
h

dogrultman vektorii arasindaki ag1 ¢ olmak iizere
B'(u,)=r,cosp+rsinp

olarak yazilabilir.
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Sekil 4.27 Birim teget vektorii 7, olan 3 (u,) striksiyon ¢izgisinin tegeti

Dayanak egrisi striksiyon ¢izgisi olan regle yiizeyler i¢in
Ksin@+7cosp =0

bagintis1 vardir. Lancret egriligi kullanilarak

K =+1cosp, T=+Asing 4.3.7)
bagintilarini elde ederiz.
Teorem 4.3.7
F, ;)(ul, t) regle yiizeyinin dagilma parametresi P = —ﬂ ,
: T

* o . . - P Sln @

F (@ ;)(ul,t) regle ylizeyinin dagilma parametresi P = ———
: K

dir.
Ispat:

det[?,?', ,B’j

E - (1) regle yiizeyinin dagilma parametresi P = >

!

r

1 0 0
0 - 0
sing 0 cosp

=12
|-
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T
_cosp 20
z—_ b
det [”” ,ﬁ'j
F (a5 1) regle ylizeyinin dagilma parametresi P = —
h
0 0 1
0 x 0
sing 0 cosp
- _—)?
-+
_Kksing
’?2
_ sing
K
diro
Sonug 4.3.4

F(a ;)(ul,t) regle yiizeyinin dagilma parametresi P, F *(a ;)(ul,t) regle ylizeyinin

dagilma parametresi P~ olmak iizere

|P=|P

dir.

Ispat:
(4.3.7) esitliginden 7 =+4 cos® oldugundan

cos @
T

_ —CosQ

- +1cosp

1

7

P=-

=+

ve benzer sekilde (4.3.7) esitliginden ¥ =+ sin@ oldugundan
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B :_sirigﬁ

K
sin @

- +1sin @

=+

| —

olarak bulunur. Buradan |P| = ‘P*‘ olarak yazabiliriz O

4.4 Bogaz Noktasi

F . Ux] ———E
(ul,uz,t)——>F(a’;)(u1,u2,t) =a(u1,u2)+tr(u1,u2)

ile taniml1 dogru kongriiansinda, o(U) taban yiizeyinin birim normal vektrii e(u,,u,)

olmak tizere V(u,,u,) €U i¢in ;(ul,uz) = é(ul,uz) olsun. O halde

(0¢,0¢) = (e, du, +@, du,,é,du, +&,du,) &, = % s =C¢
1 2 1 2 1 dul 2 duz
= (8,6, )du +2(¢, .6, )dudu, + (&, .6, )du,’
— — —
E F G
= Edu,” + 2Fdu,du, + Gdu,’ (4.4.1)
olarak yazabiliriz.
Diger bir 6nemli ikinci dereceden ifade ise
<80{,8€> = <au du, +a, du,,e, du, +é, du2> ,a, = Oa ve a, = Oa
1 2 1 2 1 dul 2 duz

= 2 = = = 2
= <%1 .8, >du1 + (<0:u1 .8, > + <au2 .8, >)a’ulaht2 + <0¢u2 €, > du,
— —_— —

a b b’ c
= adu,’ +(b+b")du,du, + cdu,’ (4.4.2)
dir.
Ayrica, a(U) taban yiizeyi lizerinde her bir u, ve u, bagimsiz parametresine karsilik

sonsuz sayida egri elde edilir. Bu egriler boyunca gecen dogru kongriiansina ait
dogrular sonsuz sayida regle ylizey olusturur. Bu regle yiizeylerin ailesine yiizey

kongriiansi denir.
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~Ra(u, +du,,u, +du,)

Sekil 4.28 Komsu ana dogrular

O halde, taban yiizey lizerinde s yay parametresi ile tanimli bir egri C olsun. o ile
o(u, +du,u, +du,)=a+0a, C egrisinin komsu iki noktasi ve e ile e+de bu

noktalardaki dogrultman vektorlerdir.

e+0e
“So(u, +du,u, +du,)

Sekil 4.29 Komsu ana dogrularin ortak dikmesi

Komgsu ana dogrularin ortak dikmesi dogrultusundaki birim vektor
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(e+8e)/\e Jdene Odene

H(2+62)A2 B HaEAEH " Toe

(4.4.3)

— —

Oene

aéH

olup komsu dogrular arasindaki en kisa uzaklik 0 nin vektori tizerindeki dik

izdlisimiidiir. O halde, en kisa uzaklik

k= 805@
S\ oc]

) det(aa,aé,é) wad
Jo] B

olarak bulunur. Burada det(aa,aé,é)zo olmasi regle ylizeyinin bir dogrultman
boyunca teget diizlemlerin ayni oldugunu gosterir. Dolayisiyla bu sayede C egrisi
tizerine kurulan regle yiizeyin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosuldur.

Regle yiizeydeki, merkez (bogaz) noktasimin yer vektorii & , dayanak egrisi C nin yer

vektorli o, dogrultman vektorii e ve merkez noktasmin dayanak egrisine uzakhigi 7

cinsinden
§(7"1,u2at) = a(“n”z) +t_e(“1a”2)

olarak ifade edilebilir. Regle yiizeyin ilk ikisi e ve e+0e olan komsu ii¢ ana dogrusu

verilsin.

Sekil 4.30 Komsu ana dogrularin ortak dikme ayaklari
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Q ile Q' ve R ile R' komsu ana dogrularin ortak dikmelerinin ana dogrular tizerindeki
ayaklari olsun. ilk iki komsu ana dogrunun ortak dikmesi 00 ve bu yondeki vektor
(2+82)/\2 —dene
olup Q—Q’//(éé/\é) ve 00 L e dir.
A ell olmak iizere ﬁ = /1(2 + 62) olup her iki tarafi de ile carparsak
(OR.6¢)=(a(e+ae).0¢)

- ﬂ&(?i}+/”t<ﬁe,6e>

= 2(0e,0¢)
olur ve limit halinde @é vektori ile @; vektorii cakisir. Bu yiizden, @ le ve
@ L (2 + 62) olacagindan

<@,aé> -0 (4.4.5)

yazilabilir. Boylece @ , striksiyon ¢izgisinin tegeti olur ve bu teget de ye diktir.
Ayrica a(u,,u,,t) = or(u,u,) + t_é(u1 ,u,) ifadesinin tlirevi alinirsa
o =ba+dte+tde
bulunur. Bu durumda (4.4.5) den,
0=(0a,0¢)
0=(0a+die-+1de,0e)

<
0=(0a,de)+ dz<ioa:> +1(0e,0e)
0= (0, 0e)+1(de,0¢)
ve buradan
_ {ba,0e
=T <<aé, aé>>
yazilabilir.
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Eger

1) <8;, 62> =0 ise regle ylizeyin striksiyon ¢izgisi yoktur. Bu durumda regle ylizey bir
silindirdir. Bu tipten olan yani, striksiyon ¢izgisi olmayan regle yiizeye Tanjant Yiizey
denir.

i1) <8a,8;> =0 ise striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olur.

(4.4.1) ve (4.4.2) den

o adu,” + (b +b")du,du, + cdu,’ (4.4.6)
Edu® +2Fdu,du, + Gdu,’

elde edilir.

¢ tarafindan tanimlanan nokta dogrultman tizerindeki regle yiizeyin merkez (bogaz)

. - d L
noktasidir. Merkez (bogaz) noktasinin, taban yiizeyinden ¢ uzakligi D hin bir
u,

fonksiyonudur. Oyleki; bu deger, taban egrisi C boyunca o noktasi ile degisir.

- . du e e . - .
t uzakligt —- oranmin iki degeri i¢in maksimum yada minimum degerini alir. Bu
u
2

degerleri bulmak i¢in

o adu,” +(b+b")du,du, + cdu,’
Edu® +2Fdu,du, + Gdu,’

2
a(d“l] +(b+b’)(du‘J+c
_ \du, du,
du, "
olup Tn ye gore alinir,

2
E[ 4| or[ g
du, du,
u2

{—261 (d”lJ—(b +b’)}[E(d”1) +2F (d”l] + G} {25(‘“] + ZF}[—a (d”lj —(b+ b’)(dul] —c]
o du, du, du, du, du, du,
t = 2
{E{dul] + 2F(dul) + G}
du, du,

[—2Fa —-E(Mb+ b')] du’ +2 (Ga - Ec) du,du, + [G(b +b")— 2Fc] du,’ =0 (4.4.7)

ve ¢ nin tlirevi sifira esitlenirse

elde edilir.
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(4.4.7) denkleminden % nin iki degeri elde edilir. ¢ nin sabit degerlerini bulabilmek
u,

icin (4.4.6) ve (4.4.7) den % kaybedilirse

u,
Hzfz+[Ec—F(b+b’)+Ga]E+ac—%(b+b’)2 =0 (4.4.8)

olup bu denklemin kokleri ¢ nin maksimum ve minimum degerleridir. Bu degerlerin

F(b+b'")—Ec—Ga
H2

- - 4ac—(b+b')2
Carpim =z, e ¢, =T

Toplam = h+th =
(4.4.9)

dir. ¢ nin bu degerleri ile tanimli dogrultman iizerindeki noktalara dogrultmanin sinirlar
denir. Bu sinirlar, dogru kongriiansinin, her bir egri boyunca ardisik dogrularin dikme

ayagini iceren dogru pargasinin sinirlaridir.

Ornek 4.2.1 xOy-diizleminde, merkezi orjin olan bir ¢ember i¢ bolgesi ile belirtigi
bolge taban yiizey ve c¢emberin eksenini ise Oz-ekseni olarak alalim. Dogru
kongriiansindaki bir dogru, ¢emberin iizerindeki P noktasindan gegsin. Eksen

tizerindeki bir Q noktasinin orjine uzakligi u ve xOP agisi da @ olsun.

ZA A

0,

u

@) >
0 Y

Sekil 4.31 Merkezi orjin ve ekseni Oz-ekseni olan gember

O halde u ile 8 y1 dogru kongriiansinin parametreleri olarak alalim. Bu yiizden, r

yarigapli cemberin P noktasinin yer vektorii
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a(u, 6?) = (rcos 4,rsin 6?,0)
ve dogru kongriiansindaki dogrularin PQ yoniindeki birim dogrultman vektorii

1
Nt +u?

olur. O halde 2-parametreli dogrularin ailesi

é(u,@):

(—r cos @, —rsin (9,u)

Fia’z)(u,é?,t) =a(u,0)+te(u,0)
olarak tanimlidir. Buradan
Ez(él,él>:ﬁ, F=(6.,8)=0,G=(,,é)= rziﬁ
ve
a={a.8)=0, b={a,8,) =0, b' = (@,,8) =0, = (a.8,) = - rj;ﬁ

olarak buluruz. P noktasindan siirlarin uzakligini veren
,-2 , - 1 N2
H*t +[Ec—F(b+b )+Ga]t+ac—z(b+b ) =0

denkleminden

olup =0 ve 1, = Jr? +u’ olarak elde edilir. Buradan smir noktalarmin P ve ]
noktalar1 oldugunu sdyleyebiliriz. dudf =0 oldugunda

[—2Fa —E( +b’)]a’u2 +2(Ga—Ec)dudf+ [G(b +b")— 2Fc]d6’2 =0
diferensiyel denklemi esas yiizeyler i¢in basit hale gelir.
Boylece
(i) dO0=0 icin karsilik gelen dogru boyunca esas ylizey, cemberin ekseni ile
dogruyu iceren POQ diizlemdir.
(ii) du =0 i¢in karsilik gelen esas yiizey, O boyunca ardisik dogrular ve PQ yu

iceren diizlemdir.
Bu esas diizlemler birbirine diktirler. Bu esas ylizeyler eksen boyunca diizlemler olup

verilen daire boyunca gecen dogrular ve eksen iizerindeki koselerle birer konidirler.
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4.5 Hamilton Formiilleri

Asimtotik diizlemlerin € acis1 ile bogaz noktasinin ‘ uzaklig1 arasindaki bagint1 ilk

defa W. R. HAMILTON tarafindan bulunmustur.
F . Ux[ ———0"7
(ul,uz,t)—>F(a,;)(u1,u2,t) = a(ul,u2)+t;(ul,u2)
ile tanimh dogru kongriiansinda, o(U) taban yiizeyinin birim normal vektrii e(u,,u, )
olmak tizere V(u,,u,) €U i¢in ;(ul,uz) = E(ul,uz) ve u, ile u, parametrelerini dyle
secelim ki a(U) esas yiizeyin parametre egrileri olsun. Yani, u, =sabit ve u, = sabit
olsun. O halde (4.4.7) denklemi ile verilen esas ylizeyde du,du, =0 dir. Boylece
(4.4.7) denklemi
[-2Fa—E(b+b")]du®+[G(b+b")—2Fc]du,’ =0 (4.5.1)

olup buradan

—2Fa—EMb+b)=0
(4.5.2)
G(b+b)-2Fc=0
olur. (4.5.1) daki ikinci dereceden denklemin katsayilar1 orantili olmadigindan
F=0veb+b' =0 (4.5.3)

dir. (4.5.3) deki F =0 olmasi <éul’éu2>:0 olmasint gerektirir ki bu ise bize a(U)

ylizeyinin, ortogonal egrilerle birim kiire {izerinde temsil edilebilecegini sdyler.

Dogrultmanlari e ile e+0de olan komsu ana dogrularlmn, ortak dikmesi ayag1 e ile de

ye de diktir. Bu ortak dikme ayni zamanda e ile — ye de diktir. Ayn1 zamanda e ile

leel ell

birim vektorleri bir birine diktir. Burada ||6e|| = <5‘é ,0e > dir. Bu durumda komsu

lle] ell

ana dogrularin, ortak dikmesi yoniindeki birim vektér —— A e dir. Ayrica e yi ylizeyin

leel ell

birim normali olarak alirsak
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e=——2" , é,né, =EG-F’
e, ne,
—ﬂ EG—FZ—Hz
JEG-F*
GG, 454
= (4.5.4)
olacagindan
be - [a du, duzJ (émllj
TorAe=|e, =rteé, A
e cel| - Jlee] H
e _E SR B
(&,.6,)e, —(e,.6,)8,)du, +((&,.8,)é, —(8,.é, )&, )du,
|oe] #

ve F=0 ile H =+ EG - F’ oldugundan
de - Gé,du,—Eé,du,

o0 " " |ee|VEG

dir. du, ile du, ve parametre egrileriyle, komsu ana dogrularin simir noktalar: elde

(4.5.5)

edilir. Bundan dolayr u, =sabit ve u, =sabit parametrelerine karsilik gelen egrilerin

0¢|=VEdu, ve |0¢]=Gdu, dir. Boylece (4.5.5) den

yay uzunluklari, sirasiyla,

komsu dogrularin sinir noktalarinda

—Léuz ve ——¢ (4.5.6)

\/E \/Em

teget vektorleri elde edilir ki bu vektorler birbirine diktir. Komsu ana dogrular boyunca

dogru kongriiansinin taban ylizeyinin parametre egrilerini dayanak egrisi olarak kabul

eden regle yiizeyin tanjant diizlemi, e ye paralel ve —Lé ile —Léul vektorlerine

JG JE

de diktir. O halde taban yiizey a(U) nun her regiiler noktasinda e, & =—

1 .
——é, ve
JE

€, =— e, vektorleriyle hareketli bir Darboux Catis1 olusturabiliriz.

1
JG
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Sekil 4.32 Darboux ¢atisi

u, =sabit alinmasiyla elde edilen yay parametreli egrinin ylizey iizerindeki tanjant

vektorii €, olmak lizere {el,ez,e} vektorlerinin, sirasiyla, tiirevilerini alirsak Darboux

Catisi
e 0 €
e |=| -7 A (4.5.7)
e -K é
T dir,

a
olarak elde edilir. Burada normal egrilik x =— ve geodezik egrilik 7 =
EE s 2EG
u, =sabit alinmasiyla elde edilen yay parametreli egrinin yiizey iizerindeki tanjant

vektorii €, olmak tizere {el,ez,e} vektorlerinin tiirevlerini alirsak

g1 o 7 o]e
gl=|-7 0 «|é (4.5.8)
& & 0] e
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Darboux Catis1 elde edilir. Burada normal egrilik E:% ve geodezik egrilik

-G

T = “— dir. Ayrnica «(U) taban yiizeyinin egrilikleri ¢izgilerinin degismez
YT y (V) ytizey g g g

degerleri x,x,7 ve 7 dir. Ayrica, € acisi, genel durumda (4.5.5) deki ortak dikme

yoniindeki birim vektoriin g—e Ae oldugunu biliyoruz.
o

1- du, =0 olmas! durumunda elde edilen esas yiizey igin

< 1 Géuduz—Eéudu,>
cosf=(— e ' -

JG " JeVEG

0 G
—

——
—G(e,.é, )du, +E(é, .8, )du,

el vEG

JVE

du
|

E

olup her iki tarafin karesi alinirsa

2
Edu, (4.5.9)

cos’ @ = —
Edu~ + Gdu,

dir.

2- du, =0 olmas1 durumunda elde edilen esas yiizey i¢in

. <1 i} Gé,,duz—Eéudu]>
sin@ = e ! 2

JE ™ |e|VEG
0

E
f_J\'ﬁ f_J\'ﬁ

G(e,.¢, )du,~E(@, .8, )du,

lelvEG

sind = @du2
el

olup her iki tarafin karesi alinirsa

2
Geu’, (4.5.10)

Edu;~ + Gdu,

olarak bulunur. Ayrica, parametre se¢cimiyle komsu ana dogrularin, ortak dikmesinin

esas dogru lizerindeki ayaginin taban yiizeyinden ‘ uzaklig (4.4.6) den
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—
o adu,” +(b+b")du,du, + cdu,’
Edu® +2 F du,du, + Gdu,’
T

B adu,” +cdu,’
Edu® +Gdu,’

dir. du, =0 ile du, =0 kosullar1 ile

4 =2 Ve 22 =< (4.5.11)
E G

yazilabilir. Bu ise (4.5.9) ve (4.5.10) dan

- adu +cdu,’

" Edu” +Gdu,’
_a Edu’, _c Gdu?,
E Edu’ +Gdu, G Edu’+Gdu;
— =
n cos’ 0 2 sin® @
=t1cos’ O+1t2sin> O (4.5.12)

yazilabilir. (4.5.12) denklemi ile verilen Hamilton formiilii, parametre se¢iminden

bagimsiz ve dogrunun merkez (bogaz) noktasinin yerini verir. Ayni zamanda dogrultu

vektorii degisirse t, ti ve > uzakliklari ayn1 miktarda degisir ve formiil hala gegerlidir.

4.6 Fokal Yiizey
F . Ux0 —E

(ul,uz,t)—>F(a,;)(u1,u2,t) = a(ul,u2)+t;(u1,u2)
ile tamml1 dogru kongriiansinda, o (U) taban yiizeyinin birim normal vektor alani
2(u1,u2) olmak iizere V(u,,u,) €U igin ;(ul,uz) = E(ul,uz) olsun. Dogru boyunca
odagin taban yiizeyinden uzakligi p olmak iizere odak noktasi

F(a’;)(ul,uz,p):a(ul,u2)+p2(u1,u2) (4.6.1)

ile belirlidir. Fakat dogru iizerinde sinira yaklasildiginda F.. (u,,u,, p) nin

e AN

- e
diferensiyeli e = ”‘T“Z ye paralel olur. O halde
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8F(a(-_,) =8a+dpé+p8?e

= (4.6.2)
= (eqydu, + a,du, )+ d pe(u,,u, )+ p(édu, +é,du,)
olup e ye paralel oldugundan ¢, ve ¢, ye diktir. Boylece 8F(a 2 yie, ilee,
vektorleri ile skalar ¢arpar ve diizenlersek
adu, +bdu, )+ p(Edu, + Fdu,) =0
( 1 2) p(Edu, 2) (4.63)
(b'du, + cdu, )+ p(Fdu, + Gdu,) =0
denklemlerini elde ederiz. Bu iki denklemden, p ile duy degerleri elde edilir.
u,
[lk olarak (4.6.3) den p yi ortadan kaldirirsak
adu, +bdu, b'du, +cdu,
=0 (4.6.4)
Edu, + Fdu, Fdu, +Gdu,

denklemi elde edilir ki bu denklem duy ye gore ikinci dereceden olup agilabilir bir
u,

regle ylizey i¢in reel yada sanal iki dogrultu belirtir. Boylece kongriiansin herbir

dogrusu boyunca, acilabilir iki regle yilizey vardir Oyleki bunlarin herbiri kendi

siirindadir.

Kongriiansin her bir dogrusu uzaydaki iki egrinin tanjantidir. Temas noktalari,
dogrunun fokal noktalaridir. Dogrularin odaklarinin geometrik yerine kongriiansin fokal

yiizeyi denir ve fokal yiizey, dogru kongriiansinin tiim dogrularini keser.

Simdi de (4.6.3) den % yi ortadan kaldirirsak, taban yiizeyinden iki odagin p

u,

uzakligin1 veren

E F
atEp b+ p‘:o (4.6.5)
b+Fp c+Gp
yada
H’p* +[ Ec—F (b+b')+Ga | p+(ac—bb')=0 (4.6.6)

ikinci dereceden denklemini elde ederiz.
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(4.6.6) in kokleri p, ve p,, p nin maksimum ve minimum degerleridir. Bu degerlerin
toplama ve ¢arpimi

F(b+b")—Ec—Ga

Toplam =p, + p, = 7z

(4.6.7)
B ac—bb’
Carpim = p, ® p, = T
dir. Bu elde edilen denklemleri (4.4.9) denklemi ile karsilastirirsak
L+, =g+,
, (b—b')2 (4.6.8)

(t8) -(p-p,) = —

oldugunu goriiriiz. t+t, =p, + p, den, t, ile t, sinirlar1 arasindaki orta noktadan gegen

dogru aynmi zamanda odaklar arasindadir. Kongriiansin biitlin dogrularinin orta

noktalarinin geometrik yerine, kongriiansin orta yiizeyi denir.

(T5) -(p-p) = (bl_ﬁ’)

denklemi odaklar arasindaki uzaklik, sinir noktalar arasindaki uzakliktan asla biiytlik
degildir. Bu iki uzaklik b =5" oldugunda esittir. Boylece her bir dogru iizerindeki 5
(bes) 0zel nokta vardir. Bunlarin 2 (iki) tanesi sinir noktasi, 2 (iki) tanesi odak noktasi
ve 1 (bir) tanesi de orta noktadir. Sinir noktalar1 reel oldugunda odak noktasi, sinir

noktalarinin arasinda bulunur.

Komsu ana dogrularin, ortak dikmesinin esas ayaginin taban yiizeyinden t uzakliginin
geometrik yeri olan striksiyon c¢izgisinin, esas diizlemlerden biri ile yaptigi € agisi

arasindaki bagintinin (4.5.12) den
t=tcos> O+t sin’ 0
oldugunu biliyoruz. Burada ¢, 11 ile t, arasinda degistiginde € acist 0 ile % arasinda

degisir ve esas diizlemler bir birine dik olur. Dikme ayagi fokal noktalardan biri
oldugunda dayanak egrisi striksiyon ¢izgisi boyunca gecen dogru kongriianslarin
belirttigi yiizeye, fokal diizlem denir ve ‘ uzakhigr p, ile p, arasinda degerler alir. Bu

degerlere karsilik gelen @ agis1 da, sirasiyla, 6, ile €, olsun. O zaman
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p, =t cos> 6, +12sin” 6,
) ’ (4.6.9)
P, =t1cos’ 6, +t2sin’ 6,
yazilabilir ve (4.6.8) den t+t, =p, + p, oldugundan
cos’ 6, +cos’ 6, =1 (4.6.10)
olur. Burada 6, ile 6, nin ikisi de pozitif ve % den biiyiik degildir ve
0,+6, =% (4.6.11)

dir.

Bundan dolay1 fokal diizlemler, sirasiyla esas diizlemlere dik degildirler fakat esas
diizleme gore simetrik durumdadirlar. Merkez diizlem, fokal diizlemlerin arasindaki
acmin aglortay diizlemi ayni zamanda esas diizlemler arasindaki aginin da agiortay

diizlemidir.

Ayrica ¢ fokal diizlemler arasindaki ag1 ise

¢=0,-06 25—291
olup
sin ¢ = cos 26, = cos’ 6, —cos’ 6,
PP (4.6.12)
L —t,
dir.

Tamm 4.6.1 F, . paralel olmayan bir dogru kongriiansi olsun. V (u,,u,,t) e Ux[ igin

<;,a—yx Q> =0 olacak sekilde dyle bir y(u,,u,)=a(u,,u,)+ t(ul,uz).;(ul,uz) ylizeyi

Ou, Ou,

bulunabilir ki TS kongriiansi tekrar parametrize edilerek bu kongriians
F,, o (g, 1) = p(ut, 1) + 17y, 1) (4.6.13)

yazilabilir ise y yiizeyine, E. kongriiansina fokal yiizeyi denir (Izumiya 2003).
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Teorem 4.6.1 y(u,,u,), F ) paralel olmayan dogru kongriiansinin bir fokal ylizeyi ve
t(u,,u,) diizgiin fonksiyon olmak iizere,

~or or )\, oa or | [or L oa - da Oa

Fo—x— +{ r, + t+(r,—x—)=0

8141 8u2 8141 8u2 "Ou, Ou,

dir (Izumiya 2003).

Ispat:
V(u,,u,) €U cR* igin

Oou, Ou, Ou, u,
oldugundan
o _[oa oy or) (oa ot  or
Ou, Ou, \Ou, Ou, Ou, Ou, Ou, ou,
(80{ aaj az[aa ~J (80{ or _or 80{} azL aaj
—X— |+ —| —Xr |+t —+— +—| X
Ou, Ou, ) Ou,\ Ou, Oou, Ou, Ou, Ou, )| Ou, ou,
6t8t(~~ o~ or)  ofor -\ for or
_— rxr)+t— rX— |[+1— Xr |+t | —X—
Ou, Ou, Ou, ou, ou, 6 Ou, Ou,

0
oo O« ot 80{ - da or or oa ot (- O«
—X— |+— XP |+t —X—+—x— |+ —| rx—
Ou, Ou, ) Ou, Ou,

B Ou, Ou, ) Ou, Ou, Ou,
ot (- or ) ot(or =) .[or_ or
+l— | rX— |+ l—| —Xr |+ | —X—
ou, ou, Ou, \ Ou, Ou, Ou,

olup y yiizeyi, F( 7 paralel olmayan dogru kongriiansinin bir fokal yiizeyi oldugundan

r,——X——

LA =0 yazilabilir. Ayrica
Ou, Ou,
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oy Oy - 0o o« ot |- oa - 6a or or oa

ry— X Fy— X Vb —( r——xr )+ 1 F, —t—x—

Ou, Ou, "Ou, Ou,| Ou,\ ou, 8141 8u2 Ou, Ou,
%/_/

o [-- oa\ ot |-~ oe or [~ de -\ |- or or
+—Ar,rX— ) +t—Ar,rx— )+t——(r,—Xr )+t { r,—xX——
Ou, ou, ou, ou, Ou, \ Ou, Ou, Ou,

oldugundan

dirg

Tanim 4.6.2 Teorem 4.1 ve Teorem 4.6.1 den elde edilen F(a 7 nin degerler climlesine,

F

() nin (Genel) Fokal Yiizeyi denir (Izumiya 2003).
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5. UCLU ORTOGONAL DOGRU SISTEMi

Tamim 5.1 E° de 2-parametreli dogrularin ailesi

F Ul —>EFE°

(aF)

(u1’u2’t)—)FEa,7)(ulau25t) = a(uy,uy)) + 17y, u,)
doniistimi ile tanimh F,. dogru kongriiansi igin

] " OF . oF . .
i) F =—&0 | = @ ve E=M lineer bagimsiz
> Ou, ot

i) (F,.F, )=(F,.F,)=(F,F,)=0
oluyorsa F, ;, kongriiansi, iki regle ylizey ailesi ile bir ylizey ailesinden olusan tgli

ortogonal sistem olusturur ve bu sisteme ii¢lii ortogonal dogru sistem denir.

2 [Oa Oa oa or or or )
Fll =(—,—)+2t{—,— )+{—,—)=¢q
Ou, Ou, Ou, Ou, Ou, Ou,

Burada,

oF . 3
F;: :M:a_a+ta_r:
' Ou,  Ou, Oy,

_aF;a,;) _ oa or

i

: [Oda Oa da OF or oF )
) +1 === )+ 2t , + , =p
* Ou, Ou, Ou, ? Ou, Ou, Ou, Ou, ou, Ou,
oF .
(a7 - 2 ~12
N
olup F, ;, kongriiansinda sirastyla u,,u, vet parametreleri sabit alinarak

u, =sabit ise dayanak egrisi a(u,) ve dogrulmani 7(u,) olan regle yiizey ailesi
Fuy,t)=F, - (u,uy,0) = a(u,) +17(u,)
u, =sabit ise dayanak egrisi a(u,) ve dogrulmani 7(u,) olan regle ylizey ailesi
Fy(u,0)=F,; (u,u,,t)=a()+tr(u,)
t=sabit ise a(u,,u,) ylizeyine paralel ylizey ailesi
F;(ul,uz):Ea,F)(ul,uz,t) =a(u,u,)+tr(u,,u,)

aileleri elde edilir.
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Teorem 5.1 R’ de 2-parametreli dogrulari ailesi

F . :Uxd] ——[°

(a,F)
(ulauzat)—)ﬁza’;)(up”zat) = a(uy,uy) + 17 (uy,u,)

dontigiimil ile tamimli F{, ;) dogru kongriianst ile bir tiglii ortogonal dogru sitemi
tammlansin. £, ;. kongriiansinda, sirasiyla, u,,u, ves parametreleri sabit alinarak elde

edilen F; parametrik yiizeylerin birinci temel form katsayilar1 ve ikinci temel form

katsayilar1 agagidaki gibidir

Yiizey E F G e f g

Rt [E[=q o N 0
’ p

() |FE[=p o 1 P 0 0
l q

F (ul Uy ) ]92 0 q2 —PPp, 0 —q4,

Ispat:

u,,u, vet parametreleri sabit alarak elde edilen parametrik yiizeylerin, pozitif birim
normal vektor alanlari sirasiyla N, N,, N; olsun.
i) u, =sabit i¢in elde edilen F; (u,,t) regle yiizeyinin birinci ve ikinci temel formlarinin

katsayilarini hesaplayalim.

I.temel form =1 =ds> =<8F aF

aF‘ du +6F‘ dt
8u2 8u2 ot
OF, a_F au, ) +2( 25 OF, OF\ b dr+ <aF 8F>(dt)
8u2 8u2 8u2 o ot ot
F G

= E (du, )2 +2Fdu,dt +G(dt)’

Ve

130



oldugundan

I.temel form=1=ds’ = E (du, )2 +2Fdu,dt + G(dz‘)2

=q° (du, )2 + (dt)2
yazilabilir. Ayrica,
2 2 2
II. temel form= 1/ = 2 Flz NV, (a’u2 )2 +2 ok , N, )du,dt + 0 Flz A (a’t)2
(0u,) ou, 0t (1)

Ve

<F F>:0:><F; Ful>+ F ,F >:0 :_FL@{Z,FL{IJ
=(F,,.F,)=—(F,.F,,) U
.|
(Fu B )= ] = (Frao Fo ) (B )= 81:
_%”
:2<F;29F;42u1>_ " ——gp”l
0
> UF, P )=2075,
= (F,.F,,)=44,
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:>2<F;,Fult>:O »
=2(F,F,)=0
= (F,F,)=0
oldugundan
I1. temel form=1/ = — ikl (d”z )2
p
yazilabilir.

ii) wu,=sabit igin elde edilen F,(u,t) regle yiizeyinin birinci ve ikinci temel
formlarinin katsayilarini hesaplayalim.

L.temel form =1 =ds’ = (0F,,0F, )

<8F2 du, + oF, dt, oF, du, + oF, dt>

Ou, ot Oy ot
(% BNy w2 P OB gy <‘3F2,@>(dz)2
Ou, Ou, 8u1 o ot ot
—F - 5

= E(du,)’ +2Fdu,dt +G(dt)’

OF, oF,
E=<8u 67> (£ E )=

F(w;) t¢lii ortogonal sistem
(% %5 ~(F, .F) _ 0
Ou, Ot :

6=(. 25 ) (k. Rl -Je[ -

Ve

F 2:p2

L1
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oldugundan
Ltemel form=1=ds* = E (du, )’ +2Fdu,dt + G (dt)’
=p’(du, )2 + (aft)2

yazilabilir. Ayrica,

2 2 2
II. temel fonn]l—< 2 Fzz ,N2>(du1)2 +2<a 5 ,N2>dulaft+<a—Fzz,N2>(dz‘)2
(ot

ve

w2 1
==\ P
=(F.F.)=~(F,.F, HjJ<
q
2
o|F,
(o) = ()7 )=
:2<F F =% _pp,
u2 ——T
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<

e

E)=|E] =1 =(F,

=2(F,F,,)=0
=g=0

=2(F,F,,)=0

= (F,F,)=0
oldugundan

I1. temel form=1/ = — PP, (dul )2
q

yazilabilir.

iii) 7=sabit igin elde edilen F,(u,u,) regle yiizeyinin birinci ve ikinci temel
formlarinin katsayilarini hesaplayalim.

Ltemelform=1=ds* = <8F3,8F3>

:<%du1 + oF, du,, ok, du, + oF, du2>
0

U U, U, Ou,
(25 2 a2 2 O, +( 25 2 (Y
ou,” du, u,  Ou, Ou,  Ou,
E F G

=E(du,) +2Fdu,du, +G(du,)’

\%
E: %’% _<u’ u>:F;l 2:p2
Ou, Ou, o ‘
F(a_;) il ortogonal sistem
(96 05\ _ (F,.F,) - 0
Ou, Ou, o
Ou, Ou, nr “
oldugundan

Ltemel form=1=ds* = E (du, )’ +2Fdu,du, + G (du,)’
=p° (dul )2 +q° (a’u2 )2

yazilabilir. Ayrica,

134



Ve

iy t <E41’F; >:0 1
= F, ., F,
()=o) | L
1
2
(1 AR 8 o 1 ) -1
a 2
:>2<Ful F1t>=5 -
=2(F, )20 2
(F.F)

N F .F
()= ) | R
1
2
o|F,,
(ool = = (o) ()T
a 2
:>2<F F, =% .

oldugundan
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1. temel form= 11 = — pp, (du, )2 -qq,(du, )2

yazilabiliro
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6. SONUC

F . :Ux[] ——>E*

(@.F)
(), 1) ——> F 5 (), 1y,1) = a(uy,u,) + 17 (U, u,)
ile tanimhi genel dogru kongriiansinda a(U ) taban ylizeyinin birim normal vektorii
E(ul,uz) #0 olmak iizere genel dogru kongriianslari i¢in iki 6zel durumu inceledik.
() Y(u,u)eU igin r(u,u,)=e(u,u,), (Ee Ta) ve a(U) yiizeyinin parametre
egrileri, egrilik ¢izgileri olsun. O zaman u, =sabit oldugunda, a(U ) taban ylizeyi
lizerinde elde edilen kapali parametre egrisi (u#, bu egrinin yay parametresi olarak
alinabilir)
a(uy,u,) = o (u,)

nin teget vektori

da
dal) _p e =1

du,
ve u,=sabit oldugunda, «(U) taban yiizeyi iizerinde elde edilen kapali diger
parametre egrisi (¢, bu egrinin yay parametresi olarak alinabilir)

a(u,u,) =a(u,)
nin teget vektori
do(u,)
du,

=T, ve [T =1

olmak iizere <T1,T2> =0 olur. Dolayisiyla kongriians iizerinde {E, Tl,Tz} ortonormal

cat1 alan1 elde edilir. Burada T, =T, xe, T = ex T, ve e= T, xT, dir.
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Sekil 6.1 F(a 2 dogru kongriiansinin {E, Tl,Tz} ortonormal ¢at1 alani

Tamm 6.1 F(a 3 dogru kongriiansinin ekseni E(ul,uz) yi dik olarak kesen egriye F(a ]

dogru kongriiansinin ortogonal yoriingesi denir.

E o (uuy,t) = ou,u,) +t£(u1,u2)
kongriiansinin a(U ) taban yiizeyi tizerindeki u, =c¢* ve u, =c" parametre egrileri,
birer kapali egri olmasi halinde bu egriler lizerine kurulan regle ylizeylerde kapali
olurlar. Bu kapal1 regle yiizeylerin agilim uzunluklar1 L, ve L, olsun. O zaman Tanim

3.6 ya gore
T
—
L= ] ( @'(w).e(w,) )=— [ du

u=c* u=c*

ve {E,Tl,Tz} ortonormal ¢at1 alan1 oldugundan <T2,E> =0 olup L, =0 dur.

er<ﬂ$ﬂw»—mw
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ve {E,Tl,Tz} ortonormal ¢at1 alan1 oldugundan <T1,E> =0 olup L,=0 duir.

Taban yiizeyi lizerinde a(u,,u,) noktasindan gecen herhangi bir kapali egri y(u,,u,)
olmak tizere, ¥ nin teget vektoriiniin,

Oy =41, + AT,
oldugunu biliyoruz. Bu egri iizerinde kurulabilen bir kapali regle yiizey vardir. Bu

ylizeyin de agilim uzunluguna L dersek,

L :m<87(ul Uy )9;(1’[1 sUy )>

=[E<ﬂ-1]] (u)+ 4T, (uy), ;(ul > ”2)>

=m 21<Tl(u1),é(ul,u2)>+/12<T2(u2),5(upuz)>

0 0

=0
dir. A¢ilim uzunlugu dogru kongriiansinin bir integral invaryantidir. Bu 6zelik dogru

kongriiansindaki dogrularin paralel olmasi i¢in bir karakterizasyondur. Paralel dogru

kongriiansin agilim uzunlugu sifir ise a(U ) taban yiizeyi lizerindeki u, =c" ve

u, =" kapali parametre egrileri birer nokta olup dogru kongriiansi, koniler ailesidir.

Tanim 6.2 F(a 5 Ux[] —>FE°

(ulauzat)——)F(aﬂ;)(”w”zat) =a(u,u,)+te(u,u,)
dogru kongriiansinin acihm uzunlugu diye, «(U) taban yiizeyi tizerindeki bir

y(u,,u,) kapali egrisiyle belirtilen kapali regle yiizeyin a¢ilim uzunluguna denir ve

L =[ﬁ<87/(u1 JUy), ;(u1 > u2)>
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dir. Burada g(ul ,u,), a(U) taban yiizeyinin birim normal vektoriidiir.

Sekil 6.2 Kongriiansin agilim uzunlugu

Tanim 3.7 e gore

u, =sabit oldugunda elde edilen kapali regle yilizeyin a¢ilim agis1 p, =— [ﬁ <T1 T, >

a(uy)

u, =sabit oldugunda elde edilen kapali regle yiizeyin agilim agis1 p, =— [ﬁ (T,,T)

a(uy)
yazilabilir. Oyleyse, a(U ) taban ylizeyi iizerinde herhangi bir egri y olmak iizere,

teget vektort,

Oy =T+ A1, Ak €l
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olup T, =T, xe, T, ZEXTZ ve Esz xT, oldugundan
oy xe=(AT, + 4T, )xe= AT, - 4T,

olur.

— Y
(1)
§ ‘ n(t+2r)

//

Sekil 6.3 Kongriiansin agilim agis1

O halde, Tanim 3.7 den y egrisinin agilim agist
[jj (AT~ 4T,),07)
:_m /quz +/11T2’ _/12T1 _ﬂlel’a7/>
4
=—[[[{AT, + AT, - AT, = T, AT, + AT,
4
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. Lﬁ( ATy, AT )+ (AT, AT ) (4T, AT ) (4T, AT,) J
ﬂqT2/2”zT> </1|T2’//12T2>_</12’T1/22T2>_<22T1’/2”2T2>

olup ||T1|| =1ve ||T2|| =1 oldugundan

LA (L L)+ 4 (LT )= 44 (T, 1)~ 44 (T T)

—_—

N= 0 1 0
@ +MQ<T2,T>+M2<T£, 2) =4k (T, 1) =4 (T, T,)

=—[fj(4 (T}, T, mm 2 (T,T,))

:,11( iz, T >J Ao+ 240 = %{ Tt >]

y /4

V4

olur ve burada 4,,4, €[] oldugunda

N= /L[ fifese >] @[—MT{,T»]

4 /4

yazilabilir. Burada m<T2’ ,T1> integralinde integrant u, ye ve m<T1' ,T2> integralinde de

4 v

integrant u, e bagli oldugundan

N:ﬂﬂz _Dj <T2’/T1> _122 _Eﬁ <T1'/T2>
a(uy) a(uy)

P1 P2
=P =P,

olarak elde edilir ve 4, = 1 ile 4, =% olarak alirsak
a

P P
N=LL_P2
a> b
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yazilabilir. Ayrica 4, ile 4,, y egrisinin teget vektoriiniin, sirasiyla, a(u,,u,) = a(uz)
ve a(u,u,)=a (u1 ) parametre egrilerinin teget vektorleri tizerindeki dik izdiistim

uzunluklaridir.

Tanm 6.3 F_. :Uxl —E

(ul,uz,t)—>FEa);)(ul,u2,t) = a(ul,u2)+t;(ul,uz)
ile taniml1 dogru kongriiansinda o (U ) taban yiizeyinin birim normal vektorii E(ul,uz)
olmak iizere V(u,,u,)eU igin r(u,u,)=e(u,u,) ve a(U) yizeyinin parametre
egrileri egrilik ¢izgileri olsun. O zaman dogru kongriiansinin agilim acisi diye, a(U)
taban ylizeyi lizerindeki bir y(u,,u,) kapali egrisiyle belirtilen kapali regle ylizeyin
ac¢ilim agisina denir ve

N=-f{(0(AT, - 4T,). o)

veya

N= —Ujdet[&a,&%z, E]

olarak tanimlanir. Burada, « = a(u,,u,) kongriiansin taban ylizeyinin yer vektoriidiir.

(i) V(u,u,)eU ve Aell icin ;(ul,uz) # ﬂg(ul,uz) , (EeTa) ve a(U) yiizeyinin
parametre egrileri egrilik gizgileri olsun. O zaman u, =sabit oldugunda, (U) taban
yiizeyi lizerinde elde edilen kapali parametre egrisi (u, bu egrinin yay parametresi
olarak alinabilir)

a(uy,u,) = o (u,)

nin teget vektori
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do(u,)

)t ve -1

ve u,=sabit oldugunda, «(U) taban yiizeyi iizerinde elde edilen kapali diger

parametre egrisi (u, bu egrinin yay parametresi olarak alinabilir) a(u,,u,) = (u,) nin

teget vektori
do(u,)
du,

=T, ve 7] =1

olmak iizere <T1,T2> =0 olur. Dolayisiyla kongriians iizerinde {E, Tl,Tz} ortonormal
cat1 alan1 elde edilir. Burada T, =T, xe, T = ExT2 ve e= T, xT, dir.
Ayrica, V(u,,u,) €U icin ;(ul,uz) ;té(ul,uz) ve {E,Tl,TZ} ortonormal ¢ati alaninda bir
vektor oldugundan h,,h,,h, €l] icin

r=hT +hT,+he (6.1)

seklinde yazilabilir.

Sekil 6.4 Fi“ ;) her hangi dogru kongriiansi
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Tanim 6.4 F(a 7 dogru kongriiansinin ekseni ;(ul,uz) yi dik olarak kesen egriye Fi“ 7

dogru kongriiansinin ortogonal yoriingesi denir.

(a )(ul,uz,t) a(ul,u2)+tr(u1,u2)

kongriiansinin a(U ) taban yiizeyi tizerindeki u, =c* ve u, =c" parametre egrileri,
birer kapali egri olmasi halinde bu egriler iizerine kurulan regle yiizeylerde kapali
olurlar. Bu kapal1 regle yiizeylerin agilim uzunluklar1 L, ve L, olsun. O zaman Tanim

3.6 ya gore
TZ

L= ) (@) ) )= [f] du

olup (6.1) den

b= (%)
Uj (T W+ T, + he)
Uj [}HW T1T>+h3@,?>
ik

ve

L= f <W,?(ul)>— ] au

olup (6.1) den
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dir. Taban yiizeyi lizerinde o(u,,u,) noktasindan gecen herhangi bir kapali egri
y(u,,u,) olmak lizere, y nin teget vektdriiniin,

Oy = 4T, + AT,
oldugunu biliyoruz. Bu egri iizerinde kurulabilen bir kapali regle ylizey vardir. Bu

ylizeyin de a¢ilim uzunluguna L dersek,

LzmQﬂ%w»?wp%»

AT, 0)+ 2, (), 7 (a0,

Il
~ =

hy

-
[% T(u)r@a,2»+wa<T<u»f<m,z>>

(A +Ah,)

fam+[[)h,

olup 4,4, el oldugunda

Il
~t=h

L=[[)Ah +[[| A,
:ﬂ‘l[’.:lh‘l +/12[ﬁh2

= ﬂle + ﬁ'le
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olarak elde edilir ve 4, = 1 ile 4, =% olarak alirsak
a

yazilabilir. Ayrica A, ile 4,, y egrisinin teget vektoriiniin, sirastyla, a(u,,u,)=a(u,)
ve a(u,u,)=a(u,) parametre erilerinin teget vektorleri iizerindeki dik izdiisiim

uzunluklaridir. A¢ilim uzunlugu dogru kongriiansinin bir integral invaryantidir. Bu

ozelik dogru kongriiansindaki dogrularin paralel olmasi icin bir karakterizasyondur.

Paralel dogru kongriiansin ag¢ilim uzunlugu sifir ise a(U ) taban yiizeyi lizerindeki

u, =c* ve u, =c* kapali parametre egrileri birer nokta olup dogru kongriiansi, koniler

ailesidir.

Tamm 6.5  F . :Ux[ —E’

(1, 1) ——>F - (uy,uy,1) = o uy, 1) + 17 (u, 1,
dogru kongriiansinin agilim uzunlugu diye, a(U) taban yiizeyi lizerindeki bir y(u,,u,)

kapal1 egrisiyle belirtilen kapali regle yiizeyin agilim uzunluguna denir ve

L =m<87(u1 JUy), ;(ul > u2)>

dir.
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Sekil 6.5 Kongriiansin agilim uzunlugu

Ana dogrusunun birim dogrultman vektorii r olan F(a a2 regle yiizeyinin ana

dogrularina dik bir dogrultu vektorii n—1 olmak tizere 77; =rx nT olsun. O halde,

Agilim agis1 = N:—m<aa,i>=—ﬂj<8@,n—1>

a

ve 1, = 0« olarak alimirsa

Agilim agist = N=-[f|det| da, 0’7 |

dir.

148



Sekil 6.6 Kongriiansin agilim agis1

Tanim 6.6 Ana dogrularin birim dogrultman vektdrii # olan F(a 7 dogru kongriiansin

ana dogrularina dik bir dogrultunun bir periyot sonra ilk konumu ile yaptig1 aciya dogru

kongriiansinin acilim agis1 denir.

Ayrica dogru kongriiansinin dagilma (distribiisyon) parametresi V(u,,u,)eU ve Aell
i¢in

;(ul,uz) #* /Ig(ul,uz) ve ee T,
veya

;(ul,uz) = E(ul,uz) ve ee T,

olmasi halinde dagilma (distribiisyon) parametresinin ayni kaldig1 goriildii ve
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F . :Ux0 —E
(ulauzat)—)};;a);)(ulaubt) = a(u19u2)+t;(u1auz)
paralel olmayan bir dogru kongriiansinda
<60‘(u1 Ju,),0r (i, u2)> =0

olacak sekilde dyle bir o = o(u,,u,) yiizeyi bulunabilir ki

<8a(u1,u2),8;(u1,u2)>ﬁ( )
Hé;(ul,uz)uz T

G(upuz) = a(upuz)_

ile taniml olup o =o(u,,u,) yizeyine, F(a 7 kongriiansinin striksiyon (bogaz) ylizeyi
veya merkez yiizeyi denir.

F(a 3 taban ylizeyi striksiyon yiizeyi olan paralel olmayan bir dogru kongriians1 olsun.

O halde F(a 7 dogru kongriiansinin distribiisyon parametresi

oo (u,,u,) A ;(u1 U,), 8;(u1 Uy )>

puy,uy) =

2

o)

 det (00, u,), Fuy,u,), 08 (1)

fre ]

ile taniml1 fonksiyondur.
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